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Grados de libertad en teorias teleparalelas
de gravedad modificada

Resumen

En esta Tesis se desarrolla la formulaciéon Hamiltoniana de teorias telepa-
ralelas de gravedad modificada, utilizando el formalismo de Dirac-Bergmann
para sistemas Hamiltonianos con vinculos, con el fin de comprender la natu-
raleza de los grados de libertad en este tipo de teorias. En primer lugar se
aplica el procedimiento al equivalente teleparalelo de la relatividad general
(ETRG), a partir de un Lagrangiano escrito en términos del vierbein (tétrada
ortonormal), que es la variable canénica utilizada. Asi se obtiene el dlgebra de
vinculos de la teoria ETRG, la cual incluye el dlgebra del formalismo ADM
de la relatividad general, pero contiene ademés nuevos vinculos relaciona-
dos con el grupo de Lorentz que manifiestan que la elecciéon del vierbein en
ETRG no es més que una fijaciéon de gauge. Usando estos resultados como
base, se ha desarrollado la estructura de vinculos de la gravedad telepara-
lela modificada, también conocida como gravedad f(T), una extension de la
relatividad general basada en un espacio-tiempo con estructura teleparalela,
donde el vierbein no soélo es portador de la informacién sobre la estructura
métrica del espacio-tiempo sino que contiene grados de libertad adicionales
cuyo numero y caracterisiticas se desea establecer. Mientras que en ETRG
todos los vinculos son de primera clase y, por lo tanto, generan transforma-
ciones de gauge, en las teorias f(T) la familia de vinculos se ve agrandada,
produciéndose una intrincada algebra de vinculos que comprende vinculos
de primera y de segunda clase. A partir de esta algebra se puede determinar
el namero de grados de libertad, las cantidades que son puro gauge, y los
observables de las teorias f(T) . El significado de los grados de libertad extra
puede ser mejor entendido en soluciones simples. Para ello se han estudiado
dos soluciones de gravedad f(T) cuya estructura métrica es compartida con
soluciones conocidas de RG: el agujero negro rotante de Kerr, y la solucion
de agujero negro en un fondo cosmologico o soluciéon de McVittie. En estos
casos, la resolucion de las ecuaciones dindmicas para el vierbein se facilita
mediante la utilizacion de tétradas nulas asociadas al vierbein.

Palabras Clave: Gravedad Modificada, Teleparalelismo, Sistemas Ha-
miltonianos con vinculos, Gravedad f(T), Relatividad General
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Degrees of freedom in modified teleparallel
theories of gravity

Abstract

In this Thesis we develop the Hamiltonian formulation of modified telepa-
rallel theories of gravity, using the Dirac—Bergmann formalism for constrai-
ned Hamiltonian systems, in order to understand the nature of the degrees of
freedom of this kind of theories. First we apply this procedure to the telepa-
rallel equivalent of general relativity (TEGR), through a Lagrangian written
in terms of the vierbein (orthonormal tetrad), which is the canonical varia-
ble used. In this way we obtain the constraint algebra of the TEGR theory,
which includes the algebra of the ADM formalism for general relativity, but
it also contains new constraints related with the Lorentz group, which mani-
fest that the choice of the vierbein in TEGR is nothing more than a gauge
fixation. Using this results as a basis, we developed the constraint structure
of the modified teleparallel gravity, also known as f(7') gravity, an extension
of general relativity based on a space-time with teleparallel structure, where
the vierbein is not only the carrier of the information of the metric structure
of the space-time, but it also contains additional degrees of freedom whose
number and characteristics we would like to establish. While in TEGR all
constraints are first class, and therefore they generate gauge transformations,
in f(T') theories the constraint familiy is enlarged, giving as a result an intri-
cate constraint algebra that comprehends first and second class constraints.
Through this algebra it can be established the number of degrees of freedom,
the quantities that are pure gauge, and the observables of the f(7T') theories.
The meaning of the extra degrees of freedom can be better understood in
simple solutions. For that, it has been studied two solutions of f(7') gravity
whose metric structure is shared with known solutions of general relativity:
the Kerr rotating black hole, and the cosmological black hole or McVittie
solution. In this cases, the resolution of the dynamical equations for the vier-
bein is facilitated using null tetrads associated to the vierbein.

Keywords: Modified Gravity, Teleparallelism, Constrained Hamiltonian
systems, f(T) gravity, General Relativity
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Introduccion

Nos encontramos en una época tnica en la historia de la humanidad, una
en la que los avances cientificos y tecnoldgicos nos han permitido realizar
mediciones del Universo del que formamos parte con una precision exquisita
e inimaginable. En el campo de la gravitacion y la cosmologia, hemos sido
testigos de observaciones y detecciones que nos han hecho cambiar, mas de
una vez, los paradigmas sostenidos acerca del comportamiento del Universo.
Observaciones como el descubrimiento de la expansion acelerada del Universo
[T, 2] o el conjunto de observaciones que llevaron a la hipotesis de la materia
oscura [3], han removido los cimientos de la relatividad general (RG) en
cuanto ésta no posee un marco teérico que pueda explicar estos fenémenos.
Por otro lado, la reciente deteccion de ondas gravitacionales en la fusion de
un sistema binario de agujeros negros [4, [5], ha confirmado la prediccion de
las ondas gravitacionales que hiciera Einstein cien anos atras.

En el &mbito de la fisica tedrica, encontramos muchas preguntas funda-
mentales relacionadas con problemas de ajuste fino, y con la consistencia
interna de las teorfas a la hora de efectuar una unificaciéon entre las teorias
cudnticas de campos y la gravitacion. Ademas, la relatividad general pre-
senta el problema de la apariciéon de singularidades en soluciones de agujero
negro y el comienzo del universo (el Big-Bang). Algunas veces, los intentos
para resolver un problema pueden llevar a solucionar otros; por ejemplo, una
extension a la RG que otorgue una expansion acelerada, en un régimen de
energia diferente podria ser ttil para la regularizacion de singularidades. La
bisqueda del conocimiento no es un camino lineal, y es por esto que todas
las alternativas tedricas bien fundamentadas merecen ser exploradas hasta
sus ultimas consecuencias, pues seria poco sensato pensar que estamos en la
cuspide del conocimiento. Al contrario, en la actualidad nos enfrentamos a
desafios tanto tedricos como experimentales. En lo que respecta a la fisica teo-
rica, a la hora de estudiar la teoria de gravitacion a altas energias/curvatura
grande, a escalas del orden de la energia de Planck Ep ~ 10¥GeV, existen
impedimentos instrumentales para testear de manera directa estos niveles de
energia, haciendo necesario recurrir a observaciones indirectas de procesos a



altas energias en el &mbito de la astrofisica y la cosmologia.

Viéndonos enfrentados a la tarea de estudiar teorias de gravedad alterna-
tiva, el estudio de la historia de la RG resulta reconfortante, pues nos otorga
algunas claves que nos permiten evaluar la factibilidad de realizar ciertas
modificaciones. La historia de la RG comienza con la relatividad especial
en 1905, la cual logra incluir el electromagnetismo de Maxwell en un con-
junto de leyes fundamentales que son validas en cualquier sistema inercial,
es decir, un sistema que no presenta aceleracion y se cumplen las leyes de
la mecanica de Newton. Mas tarde en 1907, Einstein propone el principio
de equivalencia entre la fuerza gravitacional y la fuerza inercial, que viene
de la igualdad tedrica entre la masa gravitacional y la masa inercial. Esta
igualdad induce el concepto de universalidad de la caida libre, es decir que
cuerpos con diferente masa y composicion son acelerados del mismo modo,
ademas de la identidad entre fuerzas gravitatorias e inerciales. Fue esta vision
la que permiti6 el paso hacia la relatividad general en 1915. Por medio de la
comprension de que un campo universal debia regir la fuerza experimentada
por todas las particulas, Einstein llegbé a la conclusion que ese campo debia
ser el tensor métrico, el ente fisico que describe el espacio-tiempo. Asi, la
materia y el espacio-tiempo se encontrarian entrelazados: la materia curva el
espacio-tiempo, y el espacio-tiempo rige el movimiento de la materia.

La curvatura del espacio-tiempo seria la propiedad intrinseca en la que
radica la diferencia con la interpretaciéon Newtoniana de la gravedad. Aqui,
en vez de ser interpretada como una fuerza, la gravedad es la consecuencia de
la deformaciéon espacio-temporal, que induce a las particulas libres a seguir
las geodésicas determinadas por las ecuaciones dinamicas de la teoria. En
ausencia de gravedad, nos encontramos con un espacio-tiempo plano, el cual
esta descrito por la métrica de Minkowski de acuerdo a la relatividad espe-
cial. Esta métrica es constante, por lo tanto tiene curvatura cero, y puede
ser interpretada como la métrica plana que describe localmente el espacio
tangente de la variedad espacio-temporal.

Si bien el tensor métrico ha sido histéricamente el tinico ente presente en la
descripcion del espacio-tiempo, han habido intentos de describir la gravedad
por medio de otros campos fisicos. Por ejemplo, es sabido que Einstein estu-
di6 por el anio 1925 un intento de unificar la gravedad y el electromagnetismo
por medio de las componentes del campo de tétradas, una base ortonormal
definida en el espacio tangente [6]. Estos intentos fueron infructuosos, y fue-
ron inspirados por idénticos intentos realizados por Weyl en 1918 [7]. Ya que
el campo de tétradas no es un objeto simétrico, tiene 16 componentes inde-
pendientes, a diferencia de las 10 componentes independientes de la métrica.
Con estos 6 grados adicionales de libertad de la tétrada, se intentaria in-
troducir el campo electromagnético. Mas tarde, llegarian a la conclusion de



que estos grados de libertad adicionales pueden ser absorbidos por medio de
transformaciones locales de Lorentz que dada una tétrada, dejan invariante
a la métrica. Estos intentos sentarian las bases de lo que hoy se conoce como
teorias de gravedad teleparalelas, que seran objeto de nuestro estudio.

Otros intentos de unificacion fueron realizados por Kaluza [8] y Klein
[9] en la década del 20, mientras que al mismo tiempo, Cartan habria desa-
rrollado una modificacion a la RG basada en un espacio-tiempo con cur-
vatura y torsion, la cual es conocida hoy como teoria de Einstein-Cartan
[10, 11, [12], 13]. En esta teoria la conexion posee torsion diferente de cero, y
puede obtenerse una ecuacion lineal que la determine a partir de las ecuacio-
nes de movimiento. Al igual que en RG, la fuente de la curvatura es el tensor
de energia-momento, mientras que el spin es la fuente de la torsion a través
de una ecuacion algebraica. Cabe destacar que en aquella época en la cual la
teoria fue formulada, el concepto de spin atin no habria sido formalizado por
completo, por tanto sus intentos fueron prematuros para la época E]

Luego de este periodo, no hubieron avances en las teorias de gravedad te-
leparalelas hasta la década de los 60, en la cual Mgller revive la idea original
de Einstein, pero con el propoésito de encontrar una expresion tensorial para
la densidad gravitacional de energia-momento. Mgller tuvo éxito en encon-
trar un tensor invariante bajo transformaciones generales de coordenadas,
pero no que fuera invariante bajo transformaciones locales de Lorentz [15].
Siguiendo este trabajo, Pellegrini y Plebanski encontraron una formulacion
Lagrangiana de la teoria de gravedad teleparalela [16], y luego en 1967 Ha-
yashi y Nakano formularon una teoria de gauge para el grupo de traslaciones
E] [17]. Luego en 1967, Cho prob6 que el Lagrangiano teleparalelo es inva-
riante bajo transformaciones locales de Lorentz, salvo por una divergencia.
Por lo tanto, mostré que el Lagrangiano del teleparalelismo es equivalente al
Lagrangiano de Einstein-Hilbert de la RG [18]. Mas tarde Hayashi y Shira-
fuji definen una teoria teleparalela general con coeficientes arbitrarios, para
encontrar que el equivalente teleparalelo de la relatividad general ocurre para
una eleccion especifica de dichos coeficientes [19].

Otros aportes han ocurrido luego de estos trabajos a lo largo de los afios,
sin embargo las bases tedricas de la gravedad teleparalela se encuentran rela-
tivamente bien fundadas. El interés por la gravedad teleparalela en la tltima
década surge porque se ha propuesto como base para construir teorias de
gravedad modificada, mas conocidas como gravedad teleparalela modificada
o teorias f(7'). El primer modelo fué presentado en |20] y consiste en una

'Recién en 1925, Uhlenbeck y Goudsmit postularian la existencia de una nueva propie-
dad intrinseca de las particulas que mas tarde Pauli acufiaria con el nombre de spin [14]

2Hay que tener cautela al hablar de grupos de gauge en el contexto de teorias telepara-
lelas, porque la analogia no es completa del todo. Volveremos a este tema en el Capitulo
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deformacion tipo Born—Infeld del Lagrangiano de la gravedad teleparalela, la
cual resuelve exitosamente el paradigma inflacionario sin recurrir al campo
del inflatéon. Si bien la teoria fue pensada originalmente como una exten-
sion en el régimen ultravioleta (o de altas energias) para la regularizacion
de singularidades en el Big-Bang o en agujeros negros [21], 22|, también per-
mite explicar fendmenos a bajas energias como la expansion acelerada del
universo, sin recurrir al concepto de energia oscura [23]. Desde entonces la
gravedad f(7T') y algunas de sus variantes han sido estudiadas extensamente
en la literatura (ver [24] 25| 26, 27, 28 29, B30, 31} 32], B3, 34, 35| 36, 37,
38, 139, 140, [41) 42l 43|, 144 145, 46l 47 48], 149, B0, 51) 52) 53 B4, B3l 5L 56
57, 68, B9, 60, 61, 62) 63], 64, 65] y sus referencias, entre otros). Un aspecto
de la teoria que no ha pasado desapercibido desde sus comienzos es que se
caracteriza por la pérdida de la invariancia local de Lorentz |20, 66}, 306} [67].
La consecuencia de este hecho se ve reflejada en la emergencia de marcos de
referencia priviliegiados, que aparecen como entes fisicos que describen las
interacciones gravitacionales. La interpretacion de estos grados de libertad
adicionales de la teoria, los cuales fijan los marcos de referencia, es un proble-
ma controversial, que no se encuentra resuelto |29, 49, [68|, y es la principal
motivacion del trabajo que presentaremos a lo largo de esta Tesis.

El objetivo principal de esta Tesis es estudiar los grados de libertad de la
gravedad f(7"). Si bien existen diversas estrategias a seguir para cumplir esta
mision, nos hemos enfocado principalmente en la formulacién Hamiltoniana
de la teorfa y la utilizacion del algoritmo de Dirac—Bergmann para la busque-
da y el estudio de la consistencia de los vinculos. Esta tarea ha requerido de
varios pasos previos. En particular, el estudio del formalismo Hamiltoniano
del electromagnetismo y de la relatividad general, para luego desarrollar un
método independiente que describa el formalismo Hamiltoniano de la grave-
dad teleparalela. Esta no es una tarea simple, puesto que a diferencia de la
relatividad general, la gravedad teleparalela posee méas variables dinamicas
codificadas en la tétrada, las cuales complican la estructura de vinculos y
el calculo de los corchetes de Poisson de la teoria. Con este formalismo a
la mano, es que nos fue posible desarrollar la formulacion Hamiltoniana de
la gravedad f(T'). Otros métodos para enfrentar el problema de los grados
de libertad de la teoria han sido desarrollados, en particular el estudio de
transformaciones conformes y el método de la tétrada nula para encontrar
soluciones de RG que se preservan en teorfas f(7).

Dada la variedad y complejidad de los topicos que trataremos en el trans-
curso de esta Tesis, es que hemos incluido varios Capitulos introductorios.
En el Capitulo [l realizamos una introduccion matematica a los conceptos de
tétrada, conexion, torsion y curvatura. La base matematica de esta introduc-
cion, a saber la geometria diferencial, se presenta para un lector principiante
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en el Apéndice[A] Luego se presentara el equivalente teleparalelo de la relati-
vidad general (ETRG) o gravedad teleparalela, un caso particular de teorias
de gravedad con estructura teleparalela que sera de nuestro interés durante
esta Tesis. En el Capitulo |2 introduciremos los fundamentos de la gravedad
teleparalela modificada o gravedad f(7') y algunos topicos de interés rela-
cionados con la pérdida de la invariancia local de Lorentz. En el Capitulo [3]
presentamos el marco teérico bajo el cual se estudian los sistemas Hamiltonia-
nos con vinculos, y presentaremos dos casos de interés: el electromagnetismo
de Maxwell y la relatividad general de Einstein. En el Capitulo 4| presen-
tamos la formulacion Hamiltoniana de la gravedad teleparalela a través de
un formalismo independiente que hemos desarrollado durante el trabajo de
esta Tesis. Usamos ésto como base para estudiar el formalismo Hamiltoniano
de la gravedad f(7T') en el Capitulo bl Aqui se exhiben los resultados mas
importantes de esta Tesis, los cuales estimamos que tendrédn una amplia re-
percusion en trabajos previos en la materia. Finalmente, en el Capitulo [0]
estudiamos las soluciones de Kerr y McVittie en gravedad f(7') por medio
del método de la tétrada nula, el cual facilita considerablemente la biisqueda
de soluciones a las ecuaciones dinamicas de la teoria. Terminamos con varias
observaciones conclusivas y proyecciones de este trabajo a futuro. Se incluye,
ademas, una seccion de Apéndices que permiten ilustrar aspectos que, debido
a su complejidad, y en aras de favorecer una lectura amena, es conveniente
tratar por separado.






Capitulo 1

El equivalente teleparalelo de la
relatividad general

Para comprender y describir las interacciones gravitatorias es necesario
entender el lenguaje de la geometria diferencial, en cuanto todas las teorias
de gravedad estédn descritas en términos de objetos geométricos definidos en
el espacio tangente de la variedad del espacio-temporal. Para el lector que
no posea conocimiento de geometria diferencial, se ha incluido el Apéndice[A]
que sintetiza las definiciones béasicas de tensores, p—formas, y operaciones
con estos objetos, como la derivada de Lie, la derivada exterior y el produc-
to wedge. En este capitulo comenzaremos definiendo los objetos geométricos
fundamentales que describen las propiedades del espacio-tiempo. Estos ob-
jetos corresponden a la tétrada y la conexiéon de spin, los cuales a su vez
definen la torsion y la curvatura. Los diferentes valores que pueden tomar
la torsion y la curvatura describen distintos tipos de geometrias, que son los
escenarios en los cuales se desarrollan las diferentes teorias de gravedad.

1.1. Objetos geométricos fundamentales

Tétrada

La tétrada consiste en una base ortonormal de vectores definida local-
mente en el espacio tangente de la variedad espacio-temporal. Denotaremos
esta base por medio del conjunto de n vectores {E,}, cona =0,...,n—1,
y a la base dual en el espacio cotangente por medio de {Eb}, tal que ambas
satisfacen la siguiente relacion de completitud

E,(EY) = 6. (1.1)
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Podemos descomponer la base de vectores y 1—formas en una base coorde-
nada, por medio de las matrices E*, y E ? de dimensién n x n, como

E,=E"9,, E'=E/ dx", (1.2)

tal que las relaciones de completitud se pueden reescribir como

b b

EYE] =46, ELES=0,. (1.3)
Aqui los indices griegos u = 0, ..., n—1 son indices de coordenadas, a diferen-
cia de los indices latinos a, b, ... que denotan indices en el espacio tangente.

La condicion de ortonormalidad sera definida una vez se haya definido el
tensor métrico. Mientras tanto, estaremos trabajando con bases anholéno-
mas generales (ver Apéndice [A| para su definicion).

Conexion

Se define la conexion ', por medio de la derivada covariante de un vector
base respecto a otro, lo cual da origen a la relacion

Vg By =T°,E.. (1.4)

Es decir, las componentes de la conexién I' representan los coeficientes de la
combinacion lineal de los vectores base, que definen la variacién de una base
respecto a si misma. Dada esta definicion, podemos reescribir la derivada
covariante de un vector V a lo largo de U como sigue

ViV = U [E, (V) + T, VIE,, (15)
=U"(VV)SE. '
donde ahora el objeto (VV)¢ = E,(V¢) + T, V?® no depende de U, es decir
es una derivada covariante independiente de la direcciéon de derivacion.

Es importante conocer como transforma esta conexiéon ante cambios de
bases. Se puede demostrar que, dado un cambio de base F, = A% E,, la
conexion transforma como

T, = AS[AY By (A) + AT AYT,, . (1.6)

Se debe utilizar la relacion , y aplicar la regla de Leibniz. Es posible
definir también la acciéon de la derivada covariante sobre una 1—forma base,
lo cual corresponde al objeto VEGEC — I, E’. Con estas herramientas
podemos definir la derivada covariante de cualquier objeto tensorial.



Finalmente, con el concepto de derivada covariante podemos definir la
nocion de curvas autoparalelas. Se define que una curva es autoparalela si su
vector tangente V' satisface la relacion

ViV = fV. (1.7)

Es decir, en este tipo de curvas, la derivada covariante del vector tangente
es proporcional al mismo vector tangente, en todo punto de la curva. Esta
nocion da origen al concepto de geodésicas en relatividad general, y seréd
esencial en la definicion de gravedad teleparalela.

Torsion

La torsion 1" es un tensor tipo (;) que actua sobre dos vectores U y V de
la siguiente forma

T, V) = VoV — Vo — [T, 7], (1.8)
con [U,V] la derivada de Lie de los vectores respectivos. La torsién es un
objeto antisimétrico bajo el intercambio U <— V. Este tensor mide la dife-
rencia entre el desplazamiento infinitesimal de dos puntos en una variedad.
Podemos obtener una interpretacion geométrica de este objeto matemético
de la siguiente forma. En un punto P consideramos dos vectores infinitesi-
males Up y V p. Realizando el transporte paralelo de Up a lo largo de Vp,

se obtiene el vector UII‘% en el punto R. De la misma forma, transportando
paralelamente el vector Vp a lo largo de U p obtenemos el vector V‘c‘g En un
espacio-tiempo con torsiéon no nula, los vectores no forman un paralelogramo
y la diferencia esta dada por la torsion T(U, V). Este procedimiento se ve
reflejado en la Figura [1.1]

Sin embargo, en una variedad con curvatura diferente de cero, el vector que se
obtiene luego de realizar el transporte paralelo ya no es paralelo al vector de
partida. Por ejemplo, en el caso del transporte paralelo de Up a lo largo de V p
en una variedad con curvatura, se obtiene el vector U g, no UII‘%. La diferencia
entre ambos vectores esta representada por el vector VVU. De la misma

forma, la diferencia entre VQ y Vg es ViV. Finalmente, el conmutador

entre U y V corresponde a la diferencia entre los vectores Vg y Ug, como
puede apreciarse en la Figura [I.2]



P

Figura 1.1: La torsion es la diferencia en el cierre de un paralelogramo gene-
rado por el transporte paralelo infinitesimal del par de vectores U y V.

P

Figura 1.2: La definicién de la torsion T(U, V) representada geométricamen-
te.

En esta figura se aprecia la definicion de la torsion de modo geométrico, en
el paralelégramo formado por los vectores Vi-=U, ViV, [U, V] y T(U,V), los
cuales representan la definiciéon dada en la ecuacion (|1.8)).

Ahora calcularemos la torsiéon en una base coordenada, para lo cual to-
mamos como argumento los vectores coordenados, es decir consideraremos la
expresion T'( ;0,,0,). Un calculo simple muestra que

T(;0,,0,) =Vy,0, — Vo,0, = (T, =T, )0 (1.9)

Por lo tanto, es posible interpretar las componentes de la torsion en base coor-
denada, como la parte antisimétrica de la conexion, es decir 7", = 2I'* WA
Sin embargo, para una base anholénoma esta expresion es mas complicada.
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Si damos como argumento a ([1.8) una base anholénoma E, = E*J,,, donde
E*" son los coeficientes de una combinacion lineal genérica, se obtiene que

T(;Ea,Ey) = Vi, By — Vi, Ea — [Ea, By (1.10)
= FcbaEc —Ie b_c - (EgauEll)j - ElﬁlaﬂE;/)&/' |

a

Las componentes T, de este objeto geométrico se calculan dando a T'( ; E,, Ey)
como primer argumento una 1—forma E°, tal que

T, =T(E% E,, Ey) =T, —T¢, — E<(E"0,E — EIl'0,E"). (1.11)

Con todo esto es posible escribir la torsion en lenguaje geométrico de la
siguiente forma. Tomamos la torsion en una base anholéonoma 7' = T°,F. ®
E*® E®, tal que
T=T4E.®E"®E"
= (BUEO,ES — B} EL0,E; + 1%, —1%,)B. © B ® B
= (E"EYO,E +T1¢,)E.® E* N E"
= FE,® (dE°+T°, E* A EY).

(1.12)

En la tltima linea vemos que la torsiéon puede escribirse como el producto
tensorial de un vector por una 2—forma. Si denotamos por 7 a esta 2—forma,
podemos escribir

T¢=T(E | )=dE +T°,E*NE". (1.13)

Es decir, la torsién es una colecciéon de 2—formas, etiquetadas por el indice
¢ que posee n valores posibles. En esta definicion se encuentra codificado un
objeto de importancia crucial en la geometria diferencial: la conexion de spin
wy, dada por

@, =TI, E°, (1.14)

la cual es una colecciéon de 1—formas que nos permite escribir la torsiéon como

T¢=dE" + &% A EP. (1.15)

Curvatura

La curvatura se define, en notaciéon geométrica, como

R(;C,A,B) =[V4, V5|C - V5, (1.16)
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la cual posee la propiedad de antisimetria
R(;C,A,B)=—-R(;C,B,A). (1.17)

La curvatura representa el cambio que experimenta un vector al realizar su
transporte paralelo a lo largo de una curva cerrada. Al efectuar este proce-
dimiento en una variedad con curvatura diferente de cero, el vector final no
es necesariamente idéntico al vector de partida. Este hecho se traduce como
una no conmutatividad de la derivada covariante de un par de vectores base.
Si calculamos la curvatura en una base coordenada, se obtienen las

componentes del tensor de curvatura, las cuales corresponden a
RU)\/J,V =17 - FUA;L,V + Fa)uxraau - Oé)\,u,]'jaal/' (118>

Av,p

Estas componentes forman lo que se conoce como el tensor de Riemann. Si to-
das las componentes de este tensor son nulas, entonces el transporte paralelo
de vectores es independiente del camino. Es posible encontrar una expresion
para la curvatura en lenguaje geométrico, si damos como argumento a
un conjunto de vectores base E., E,, F. Puede mostrarse que

R(;E., E, Ey) = R, =1 dE° +T°,I" E*AE"+ E*(9,T%,E° A EY).

C

(1.19)
Utilizando el hecho de que
dE¢ = d(E¢dx’) = 9,E¢dx’” A dx” = EFEYE® A EP,
reescribimos R“b como
R = d(T%,E") + (T, E*) A (T°, B
b <~acb Z+(~Cea ) ( cb ) (120)
= dw®, + W% A%

Vemos que la curvatura esta dada por la 2—forma R“b, la cual esta definida
en términos de la conexion de spin y su derivada exterior.

La 2—forma curvatura aparece de manera natural al definir una derivada
exterior covariante D = d 4+ w. Por ejemplo, para un vector de Lorentz ¢,
se tiene que

D¢* = d¢® + w¢’. (1.21)

Si tomamos nuevamente la derivada exterior covariante de esta expresion,
obtenemos

D*¢* =D[d¢" + w,¢"]
=d[d¢® + w¢"] + W [d¢® + W', ¢°] (1.22)
=[dw® + w®. A wcb]gbb.
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Vemos que la 2—forma que multiplica a ¢°,
R = dw®, A w®, (1.23)

es precisamente la 2—forma curvatura que hemos definido con anterioridad.

En este punto cabe mencionar una relaciéon de importancia entre la deriva-

da exterior covariante y la curvatura, conocida como la identidad de Bianchi
y dada por

DRab = dRab + wac /\ Rcb — wcb /\ Rac = 07 (124)

que es una identidad que no aporta informacion nueva, puesto que se satisface
por cualquier conexiéon bien definida de manera trivial.

El espacio métrico

Las nociones de distancia y angulo son posibles de definir por medio del
tensor métrico, el cual es un tensor (g) simétrico definido en la variedad M,
dado por la expresion

g = guE*® E". (1.25)

Podemos definir el producto escalar de vectores en funciéon de g de la siguiente
forma ) .

A-B=g(A B) = guE(A)E"(B) = g A B". (1.26)
Definiremos el intervalo o longitud de arco As? en funcion de ¢ y un despla-
zamiento infinitesimal Az = Az*-2. con Az* — 0 como

Oxh?
As*=Azx-Ax =g (%, 88 ) Azt Az’ = g, Axt Az, (1.27)
T g

La métrica nos permite definir la operacién de subir y bajar indices, lo cual
equivale a una asociaciéon entre vectores y 1—formas. Por ejemplo, sea V un
vector en Ip, se tendra que

gV, )=V eI (1.28)

Hemos definido la 1—forma V tal que, al ser aplicada sobre un vector U,
otorga o o
V(U) =g(V,U) = gaVU" = VU, (1.29)

donde se ha definido la operacién de bajar indices por medio de las compo-
nentes de la métrica como g,,V* = V,. La operaciéon inversa estara dada por
las componentes de la métrica inversa g%, tal que V? = g%V}, = ¢V,

En la gravedad teleparalela trabajaremos con bases ortonormales, las
cuales pueden ser definidas tinicamente a partir de este punto, puesto que
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el tensor métrico permite tener una nocién de producto escalar. Definimos

las bases ortonormales como el conjunto {E"} tal que su producto escalar
satisface

E& . Ei) = g(E&,EE) = TNab, (130)

con 1, = diag(l,—1,—1,—1) las componentes de la métrica de Minkows-
ki. Estas bases ortonormales satisfacen, ademas, que la base dual es £% =

n*g(Ee, ). En efecto,
E’&(EI;) = n‘wg(Eé,Eg) = 1n"Nep = Op. (1.31)

Notar que es innecesario indicar si los tensores n y d tienen indices orto-
_ a _ Sa

normales o no, puesto que 7,; = N ¥ 53 = 0p. Las bases ortonormales nos

permiten definir la nocién de volumen métrico, cuya n—forma esta dada por

EYNE*A- NE"= BB . di" Ada" A
bl =2 ~ (1.32)

= det(E,)dr Ndr A---Ndz .
Finalmente, por medio del tensor métrico podemos definir la operacion de
la estrella de Hodge *, que es una aplicacion lineal que asocia p—formas con
(n — p)— formas. Sea & una p—forma, se tiene que *& es una (n — p)— forma
dada por

~ det(g,u) i1
(*O‘)z‘pﬂ...in = Tu%...ipipﬂ...inoé Lt (1.33)

Conexiones métricas

Se dird que una conexién es métrica si es que su derivada covariante aso-
ciada cumple la regla de Leibniz ante el producto escalar. Podemos encontrar
la condicion que debe cumplir una conexién métrica aplicando la derivada
covariante Vg, sobre el producto E; - Ej = 14. Se obtiene
VféEd ‘Ef) + E& ) (VFCEB) =0,

i% BT . B

F%andz + Fgﬁa& =0, (1.34)

C

FgAndI;Eé + Fgén@JEé =0,

C

Ll

& + Ofl1ag = 0.
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Para que se satisfaga la tltima igualdad debe cumplirse que
(’Dl}d + (Ddi) = 0, (135)

por tanto, una conexioén métrica es aquella que satisface una relacion de an-
tisimetria entre sus indices en una base ortonormal.

Conexion de Levi-Civita

Si a la propiedad de metricidad se agrega la anulacién de la torsion, es
decir imponemos
T = dE* + wi N E° =0, (1.36)

la conexiéon de spin queda totalmente determinada. Imponiendo este requie-
rimiento junto a la condiciéon de metricidad, se obtiene la siguiente conexion

AN T - -
@a)e = 5 ((dEa)y, + (ABp)aa — (dE)yp) (1.37)
la cual corresponde a la conexion de Levi-Civita. Si usamos una base coor-

L
denada, obtenemos los simbolos de Christoffel Fﬁy en funcién de las compo-
nentes del tensor métrico,

L
1
Lo = 59" Ougvo + OuGup — Dogju)- (1.38)

En relatividad general, las geodésicas son curvas autoparalelas de esta cone-
xion, es decir la ecuacion de la geodésica se escribe como

2 L v P
ot e At (1.39)

dr? o dr dr

Conviene definir también la contorsion K¢, que es la diferencia entre la
conexion de spin y la conexion de Levi-Civita,

o

K9 = &% — &°, (1.40)

Se puede mostrar que existe una relacion entre la torsién y la contorsion

L
(dado que @% tiene torsion nula), otorgando
T* = K NE*= —E° A K2 (1.41)
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La conexion de Weitzenbock

La conexion de Weitzenbdck corresponde a escoger una conexion de spin
que se anule, es decir wy = 0. La componentes de la conexion de Weitzenbock
en base coordenada, estan dadas por

r*,=E0,E"=—-E0,E). (1.42)

A partir de la definiciéon en ([1.20]), es sencillo ver que la curvatura de es-
ta conexion se anula no solo en base coordenada sino en toda base, pues
la curvatura es un tensor. Para estudiar las propiedades de la conexion de
Weitzenbock, definimos la derivada covariante asociada a ella mediante su
accion en la tétrada

V,E: =0,E; —T* ES. (1.43)

Es sencillo ver que a partir de la definicién en la Ec. , la derivada cova-
riante de la tétrada ((1.43)) se anula. Esto significa que la tétrada es transpor-
tada paralelamente de manera automatica a lo largo de cualquier curva. Esto
significa también que es métrica-compatible. Més atn, el transporte paralelo
de cualquier vector en un espacio—tiempo con esta conexiéon no depende del
camino, ya que la curvatura siempre es cero. La derivada covariante de un
vector con respecto a la conexion de Weitzenbock es

v,U=V,U"E,) = E,0,U" (1.44)

entonces el vector U se verd transportado paralelamente si y sélo si sus com-
ponentes U® son constantes.

Geometrias del espacio-tiempo

A lo largo de esta breve introduccién matemética hemos visto que pode-
mos caracterizar una variedad por medio de vectores en el espacio tangente
E, v 1—formas E®. Estos objetos geométricos, junto a las derivada de Lie y
derivada exterior por si solos no bastan para definir por completo las propie-
dades de la variedad. Es necesario introducir la nocién de conexién de spin,
la cual indica como varian los vectores base con respecto a si mismos. Este
objeto nos permite definir la curvatura, y junto al vielbein definen la torsion.
La curvatura y la torsion caracterizan por completo la geometria del espacio-
tiempo, a menos que se introduzcan nuevos grados de libertad relacionados
con la condiciéon de metricidad. Esta condiciéon sobre la conexiéon de spin ya
la vimos en ([1.35]), pero puede representarse también en lenguaje coordenado
a través del tensor (., €l cual esté definido en términos de la métrica como

Quur = —V,g0 = 0. (1.45)
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Si el tensor de metricidad @, es cero, se dice que estamos en un espacio-
tiempo métrico-compatible, cuya conexion de spin es antisimétrica, como
ya probamos en la ecuaciéon . Se dice que un espacio-tiempo con esta
caracteristica es un espacio-tiempo de Riemann—Cartan, y se denota por
Uy. Esta condicion deja libre tanto la torsion como la curvatura. Si queremos
que la conexion quede totalmente determinada por la métrica, y la métrica
sea el tnico campo indeterminado, entonces se debe imponer que el tensor
de torsion T° se anule. Esta imposicion da origen a la conexion de Levi-
Civita y sus componentes estan dadas por los simbolos de Christoffel. Un
espacio-tiempo de Riemann—Cartan Uy con torsion nula corresponde a un
espacio-tiempo de Riemann V. Es en esta sub-variedad en la cual se
encuentra definida la teorfa de la relatividad general. Existe, sin embargo,
otra forma de reducir el nimero de campos independientes: imponiendo que
el tensor de curvatura R% se anule. En este caso, tanto la métrica como la
conexion estan completamente determinadas en términos de la tétrada: una
base ortonormal de vectores en el espacio tangente. En este caso se utiliza
la conexion de Weitzenbock E], la cual posee torsion. Un espacio-tiempo de
Riemann-Cartan equipado con esta conexiéon se dice que es un espacio-
tiempo de Weitzenbdck Ay, y es en esta variedad en la cual esta definida la
gravedad teleparalela, que estudiaremos en los siguientes capitulos. Si tanto la
torsion como la curvatura se anulan, se tiene un espacio-tiempo de Minkowski
M, [1].

Notacion

En lo que sigue efectuaremos un cambio de notaciéon para denotar bases
ortonormales. En particular, usaremos letra en negrita para escribir tanto
bases de vectores como de 1—formas, es decir F, = e,, v Eb = eb. Asi
mismo, cualquier p—forma se escribird en letra negrita, como por ejemplo
la 2—forma torsion T* y la 2—forma curvatura R?. Las componentes de la
tétrada se denotaran con la letra e mayuscula o mintscula, £ o e, de
manera indistinta y de acuerdo al contexto. El determinante de la tétrada
serd e = det(ef.).

1Sin embargo, la imposiciéon de curvatura cero no determina por completo la conexion,
existiendo otras conexiones que también satisfacen la condicién de curvatura nula. Por
ejemplo, ver [69] y [70].
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1.2. El equivalente teleparalelo de la relativi-
dad general

En esta seccion introduciremos el formalismo para estudiar teorias de
gravedad basadas en el teleparalelismo, esto significa, teorias que poseen una
nocion bien definida del paralelismo entre vectores definidos en diferentes
puntos de la variedad espacio-temporal. En contraste, teorias como la rela-
tividad general y algunas de sus generalizaciones poseen curvatura diferente
de cero, por lo cual el transporte paralelo de vectores depende del recorrido
y no existe una nociéon de paralelismo absoluto. La conexiéon de Weitzenb6ck
posee curvatura idénticamente cero, por lo cual es natural su eleccion para
definir una teoria fisica con paralelismo absoluto. La gravedad teleparale-
la es una descripcion equivalente a la relatividad general de los fenoémenos
gravitatorios, que lleva a resultados fisicos equivalentes, pues la equivalencia
ocurre a nivel de las ecuaciones de movimiento. De igual forma, la accion
para ambas teorias es idéntica, salvo por un término de borde.

El campo fisico fundamental de esta clase de teorfas es el vielbein Ej. En
el caso de dimension n = 4, se le llama tétrada o vierbein (cuatro patas, en
aleman). De ahora en adelante usaremos vielbein y tétrada como sinénimos,
teniendo en mente esta distincion inicial. La tétrada posee n? componentes

. . . s 1
independientes, mientras que la métrica posee % Las componentes extra

del vielbein son "("2_1), el mismo niimero de componentes de un tensor n x n
antisimétrico. Esta casualidad no paso desapercibida en la historia, y Einstein
mismo propuso que una forma de unificar la gravedad y el electromagnetismo
podria consistir en una teoria basada en la tétrada. Luego, notaria que las
componentes extra pueden ser removidas introduciendo invariancia local de
Lorentz, por medio de una conexién construida a partir del vielbein.

Si no se tiene interés en formular teorias teleparalelas con invariancia local
de Lorentz desde el principio, es posible comenzar construyendo teorias gene-
rales que tengan tnicamente invariancia general de coordenadas e invariancia
global de Lorentz.

1.2.1. Teorias teleparalelas generales

La construccion de un Lagrangiano para una teoria teleparalela genérica
es en apariencia sencilla: se buscan términos que tengan invariancia global
de Lorentz y que sean, a lo sumo, cuadraticos en derivadas de la tétrada [71].
Una teoria teleparalela posee un tensor de curvatura nulo, por tanto este
objeto geométrico no se encuentra disponible para construir parte de un La-
grangiano. Debemos encontrar invariantes que dependan de las componentes
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de la torsion de la conexion de Weitzenbock 77, = Ef(9,E; — 0,E}), que
es el tnico objeto disponible para construir una dinamica. En dimension n,
existen tres términos que se comportan como escalares bajo transformacio-
nes de Lorentz, que son densidades bajo cambios generales de coordenadas,
y son cuadraticos en derivadas de primer orden de la tétrada. Estos son los
invariantes de Weitzenbock I3, I e I3, dados por [71]

v
I =eT,,,T"?,

Iy = €T, T, (1.46)
Iy =el, fT"".

Existe un cuarto invariante I, que es cuadrético en primeras derivadas de la
tétrada, pero tinicamente en n = 4. En dimension arbitraria esta dado por

I, = i1 bn—svivav3 D prp . p2 T pn*3Tyly2V37 (1.47)

H1p1 H2p2 Hn—3Pn—3

sin embargo no es invariante bajo transformaciones de paridad, y por tanto no
serd tomado en cuenta. Por otro lado, el determinante e es otro invariante que
no seré considerado aqui. El Lagrangiano teleparalelo més general, propuesto
por Pellegrini y Plebariski en [16], es una combinacion lineal de los invariantes
de Weitzenbock, es decir

3
Zr = ZCifu (1.48)
i=1

con ¢ coeficientes arbitrarios, de los cuales s6lo dos son independientes, ya
que mediante una normalizaciéon podemos fijar uno de ellos. Existen otras
formas de parametrizar este Lagrangiano, por ejemplo construir una teoria
comenzando con las partes irreducibles de la torsiéon que son invariantes ante
el grupo de Lorentz SO(3,1) [19]. Es comtn encontrar esta clasificacion en
términos del lenguaje geométrico, en particular puede escribirse este Lagran-
giano como

L = e’ A (aVT + afP T + a{VT?), (1.49)

donde se define

(1)Ta — T@ _ (2 T _(3) Ta’

a 1 a b
e = 3¢ N (Te), (1.50)
1*
@e = ~3 (e* A* (TP A ey)).

Las partes (DTe, AT y G)Te son llamadas tentor, trator y azitor, respec-
tivamente. Las dos primeras poseen 4 componentes libres y la tltima, 16
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componentes. La relacion entre los coeficientes libres de ambas parametriza-
ciones descritas es
1 1 (n—1)

CL1=C1+§C2, 02201+§Cz—l- 5

Cs, a3 = C1 — Ca. (151)

La tdltima expresion (|1.49) para la densidad Lagrangiana puede escribirse en
una base coordenada como

L= altk””t,\w + axvt'v, + azaa, + ao, (1.52)
donde se define
taww = %(T,\W + Ton) + %(gywu + Guptn) — %g,\;ﬂ)m
v =T, (1.53)
a, = éew,paT””U.

El tensor de torsion se escribe en términos de estas tres partes irreducibles
como

2 1
Tyw = §(tw — D) + g(g/\uvl/ — GwUu) + Expupa (1.54)

La observacion de que el Lagrangiano posee un limite en el cual es
equivalente a la relatividad general proviene de Mgller, quien por primera
vez observara que para ¢; = 1, cg = 2 'y c3 = —4, este Lagrangiano es equiva-
lente al Lagrangiano de Einstein—Hilbert, salvo por derivadas totales [15]. Es
sencillo ver también que se obtiene el Lagrangiano de Yang-Mills para c¢; = 2,
cs = 0 = c¢3. Realizando un estudio de perturbaciones a primer orden en la
tétrada es posible mostrar que el Lagrangiano es fenomenolégicamente
viable si se cumple que [71]

201 +cCo+c3 = 0. (155)

1.2.2. Gravedad teleparalela en lenguaje geométrico

Ahora dedicaremos nuestra atencion al equivalente teleparalelo de la rela-
tividad general o gravedad teleparalela, que corresponde a la eleccion ¢; = 1,
o = 2,c3 = —4 E| Definiremos el Lagrangiano en lenguaje geométrico a

2De ahora en adelante usaremos los términos equivalente teleparalelo de la relatividad
general y gravedad teleparalela de manera indistinta, teniendo en cuenta que la gravedad
teleparalela podria estarse refiriendo a una elecciéon de coeficientes mas general.
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partir del Lagrangiano de Einstein—Hilbert, para luego estudiar la equiva-
lencia entre ambas teorias, y estudiaremos las ecuaciones de movimiento en
lenguaje de coordenadas.

La acciéon de Einstein—Hilbert es la 4—forma definida por

1 L
S = /LEH = /ea,,cd e’ Ne’ AR, (1.56)
K

L
con k = 87G. El objeto geométrico R corresponde a la 2—forma curvatura

calculada a partir de la conexiéon de Levi-Civita. No debe confundirse con
la 2—forma curvatura general R% que esta evaluada para una conexién ar-
bitraria. La diferencia entre ambas 2—formas curvatura puede expresarse en
términos de la contorsion y su derivada covariante como

L L
Rab - ab - DKab _'_ Kac /\ ch — DKab _'_ Kac /\ ch, (157)
L
donde D es la derivada exterior covariante con respecto a la conexion de
Levi-Civita. Con la propiedad obtenida en ((1.57)), el Lagrangiano de Einstein—
Hilbert se reescribe como

1 L
Lpy = 4—eabcdea Aeb (R“l — DK — KKd> : (1.58)
K
Si usamos las propiedades de metricidad y torsiéon nula de la conexién de
Levi-Civita, representadas respectivamente por las expresiones

L L
D‘Eabcd =0 y De® = O, (159)

se obtiene que

1 L
Loty = 1 |eatea € A /(R — K K) = D{ege A e ANKD)| . (1.60)
K

L
En el altimo término de esta expresion puede usarse que D(egpeq € A €” A

K) = d(egpeq €2Ne®AK ), ya que €,p0q €2Ae?AK es un escalar invariante de
Lorentz. Por lo tanto, el tltimo término en la expresion ((1.60) es un término
de borde, que puede ser suprimido para otorgar el siguiente Lagrangiano

1 a b cd c ed

L= —€abed € N € N (R - K eK ) (161)

4k
Este Lagrangiano esta escrito en términos de una conexién de spin arbitraria
w sin embargo la variaciéon con respecto a dicha conexién es un término
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de superficie. Por lo tanto, el Lagrangiano ({1.61)) no otorga una dinamica
a la conexion de spin. De hecho, hemos mostrado que la accién asociada a
este Lagrangiano equivale a la acciéon de Einstein—Hilbert més un término de
borde. Sin embargo, ya que la conexién de spin w® no esta contenida en Ly,
es posible concluir que la variacion de (1.61])) con respecto a w* producira
un término de borde que compensara la variacion del término de borde que
acabamos de suprimir. Dicho término puede escribirse como [49]

1
duL = J—d(€apese” A e’ 5w). (1.62)
K

Por ende, la conexién w* aparece en el Lagrangiano como una variable
espuria, que puede fijarse de manera arbitraria. En ETRG la conexién de spin
se escoge w = 0; esta eleccion corresponde a la conexion de Weitzenbdock,
como ya hemos visto. Con esto, la 2—forma curvatura R es trivialmente
cero, mientras que la contorsién se convierte en

Ke = —uf [e], (1.63)

e

es decir, es lineal y homogénea en derivadas de la tétrada. Entonces, el La-
grangiano se escribe como

1
Lprre = 1 Cabed e’ A e’ AKC [e] A K“[e]. (1.64)

Esta eleccion de la conexion hace que el Lagrangiano sea cuadrético en de-

rivadas de primer orden de la tétrada, pues la conexion de Levi-Civita es
L 1
(wab>c = 5[(dea)bc + d(eb)ca - (dec)ab]'

Si bien la conexién w® es una variable espuria y carente de dinamica,

tiene un rol importante pues hace que la expresion sea un volumen es-
calar invariante de Lorentz, es decir, que es invariante bajo transformaciones
locales de Lorentz en la tétrada. Esto ocurre porque la contorsion K¢, esta
definida como una diferencia entre conexiones, y por tanto es un tensor de
Lorentz. Pero al eliminar w®® del Lagrangiano, la contorsiéon pierde su caréc-
ter tensorial, y pasa a ser una conexién que mantiene un caracter tensorial
Unicamente bajo transformaciones globales de Lorentz de la tétrada. Esto
no deberia ser visto como un problema, ya que una transformacion local de
Lorentz de la tétrada genera un término de borde, que es inofensivo para la
dinamica de la teoria. De hecho, si realizamos una transformaciéon local de
Lorentz 05 en Lgy en y para w = 0, y ya que Lgy no es

sensible ante esta transformacion, se tiene que

1 1 /
5ALETRG = Ré,\d(eabcde“ A eb A KCd[e]) = Rd@abcdea A\ ebndeACe/dAee).
(1.65)
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Esto implica que la gravedad teleparalela es insensible a la orientacion local
de la tétrada, y al igual que la relatividad general, describe la dinamica local
del tensor métrico, que es un invariante local en la teoria. Podria agregarse
un término de borde para equilibrar el comportamiento de Lgrgrg en ,
y construir una acciéon que es invariante local de Lorentz de la forma

1
Serrcle] = I / €avea € N e’ NKC [e] A K“[e]
U

1
4k aU

(1.66)
€aped € N e’ AN K“[e],

donde nuevamente K¢, [e] = —w® [e].

1.2.3. Gravedad teleparalela en términos de coordena-
das

Ahora obtendremos el Lagrangiano de la gravedad teleparalela en len-
guaje coordenado, que es la forma en la cual comtinmente se estudia en la
literatura. Comenzamos descomponiendo la contorsién en una base anholé-
noma como K¢ = Kcefef, tal que el primer término en (|1.66|) se escribe
como

1
LETRG = —ﬂﬁabchcefKEdg e’ N eb N ef A el (167)

Reconocemos en esta expresion la 4—forma volumen, que denotaremos por
2, y la cual puede ser expresada en una base coordenada como

e’ NeP Nel Nel =19 Q = e ™9 dadatda?da®. (1.68)

Reemplazando en (1.67)) y usando la propiedad del simbolo de Levi-Civita
€9 p0q = 2((535§ — 6/69), se tiene que

1
Lgrre = %(KcecKedd - CedKEdc)Q' (169)
Tomaremos en cuenta las siguientes identidades entre la contorsiéon y la tor-
sion

Kcec = _Tcec7
Ky = =T%°, (1.70)
1
KcedKedc — K[(;d] Kedc — __T¢ dKedm

2 €

23



para reescribir el argumento en ([1.69) como

c e c e c e 1 c e
KecK dd_KedK dc :Techd + 5T dK dc

X 2 ° (1.71)
- §Tced(Taae(5§ - Taad(;g + Kedc) = TcedSced’
Aqui se ha definido
1 1
Sced - §Kedc + Taa[eég} - §Kedc + Kaa[eég} <172)

como el superpotencial de la teorfa. La combinacion 7,5, = T es el escalar
de torsion o escalar de Weitzenbock. Todas estas cantidades son tensores bajo
una transformacion de Lorentz, siempre y cuando no fijemos la conexion de
spin a cero. En el caso con conexion de spin cero, estas cantidades seréan ten-
sores unicamente bajo transformaciones globales de Lorentz. Es importante
notar que, debido a que la tétrada transforma indices del espacio tangente a
indices de coordenadas, el escalar de torsion puede escribirse también como
T = TAWS . Por tanto, también podemos escribir el superpotencial como
S = —l(T’“’ —TVE — T H) + 15"T‘”’ — 1(5”T”“. (1.73)
p 4\t p P 9% o 9%t o
Con esta forma podemos encontrar comtinmente escrita a la accion de la
gravedad teleparalela la cual, con una constante cosmologica A, queda como

1
SETRG = ﬂ /d41' € (T - 2A) + Sm[BZ], (174)

donde S,,[e?] representa una accion para la materia. El Lagrangiano conte-
nido en y los Lagrangianos anteriores que hemos presentado, si bien se
entienden en términos de la conexion de Weitzenbock y su respectiva torsion,
no determinan totalmente todas las componentes de la tétrada, sino que de-
terminan la métrica. Debido a que la teoria es equivalente a la relatividad
general, este hecho es esperable. Més atin, para campos de materia que se en-
cuentren acoplados minimalmente con la métrica, las particulas libres siguen
geodésicas delimitadas por la conexion de Levi-Civita.

Atn a pesar de ésto, se dice que el teleparalelismo es una teoria donde
los efectos gravitacionales estan codificados en la torsion de la conexién de
Weitzenbock. Podria pensarse en que la fijaciéon de la conexién w = 0 es
una fijacion de gauge, en analogia con el electromagnetismo. Sin embargo,
la analogia no es completa del todo, puesto que al fijar el campo de gauge
Ag en electromagnetismo, el potencial A; queda determinado por completo.
En cambio, al fijar w ni la tétrada ni la torsion quedan determinadas, puesto
que es una teoria que determina tinicamente la métrica.
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1.2.4. Término de borde

El término de borde

1

~ i . €apea€® N €0 A KCd[e} (1.75)

contribuye con un término —ﬁd(eabade“ A e’ A K al Lagrangiano. Pero
esta 4—forma es exacta, y por tanto puede reescribirse en términos de una

cuadri-divergencia. Esto lo logramos notando que K¢ = K e, y que
e’ Ne’ Nef = —eIQey). (1.76)

Es decir, favorecemos la expresion para la 4—forma volumen en lugar del
producto wedge entre las bases. Con esto, escribimos el término de borde
como

d(€apcae” N e® NK) = d(2(556] — 6155 K. (ey))
4
= 4d(K*Q(ea)) = —0u(e K (1.77)
4
= 0 (eT", ).

En la tltima igualdad Q = e? A e! Ae? Ae® = e dadatdada®, y 0,(eT",*)
es la cuadri-divergencia que en la literatura convencional, diferencia los La-
grangianos de RG y ETRG. Es decir, la relacién entre ambos Lagrangianos
es

—eR = €T — 20,(eT,""). (1.78)

El motivo de este término de borde puede ser trazado al siguiente hecho: el
Lagrangiano de relatividad general esta definido en términos de primeras y
segundas derivadas del tensor métrico. Por otro lado, la gravedad teleparalela
posee primeras y segundas derivadas en la tétrada. Pero notablemente, en el
teleparalelismo equivalente todos los términos con derivadas segundas de la
tétrada se encuentran dentro del término de borde [72].

1.3. Ecuaciones de movimiento y equivalencia

Las ecuaciones de movimiento de la gravedad teleparalela se obtienen
variando la accion ([1.74) con respecto a la tétrada ef,. Considerando un La-
grangiano Zr¢ = €1y un Lagrangiano para la materia &, las ecuaciones
de movimiento seran

0Zra 0Zra
_ 9, 071G _ g, 1.79)
De®,, 0(0,e4) (
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Aqui se tiene un tensor de energia-momento definido por

OH — 15$m

—.
e5eu

(1.80)

Es preciso calcular dos variaciones del escalar de torsién con respecto a la
tétrada. Estos calculos otorgan

orT

g8
Gy 45 (1.81)
T o awm
per = TUAICACE (1.82)

vo__ v b _ b
donde se define S = ef S y 1%, = ejelT%, . Juntando todo esto, se
obtiene que las ecuaciones de movimiento para la gravedad teleparalela son
19 (e s,y + e (17 s~ Lavr) = “Lioe (1.83)
e CACIERYESY € aA~p 4 A - 2’€ea A :
Estas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones de Einstein para materia
sin spin; esto puede mostrarse considerando la relacion entre la conexién de

L
Weitzenbock, la conexion de Levi-Civita, y la contorsion I, =1, + K7 .
Luego de un célculo extenso, pero sencillo, se demuestra que [72]

1
O, (ee)S,7") + e, (Tpm\Sp”” — Z(SKT) =

X (1.84)

1
e <gguR‘”’ - §5ZR) = —51%2‘@/\”.

Es importante remarcar que en esta identidad, tanto el lado izquierdo como
el derecho estan utilizando diferentes conexiones: Weitzenbock y Levi-Civita,
respectivamente. Apreciamos, ademés, que en ambas teorias el tensor de
energia-momento aparece como fuente de diferentes propiedades geométricas.
En relatividad general, la materia es fuente de la curvatura, mientras que en
gravedad teleparalela, la materia es fuente de una torsion particular, aquella
obtenida a partir de la conexién de Weitzenbock. Es correcto inferir que
esta equivalencia muestra que la curvatura y la torsion describen los mismos
grados de libertad del campo gravitacional.

Los efectos gravitatorios de la gravedad teleparalela pueden entenderse
reescribiendo la ecuacion de la geodésica en este formalismo. La ecuacion de
movimiento para una particula libremente gravitante se escribe como

Azt o dovda? o da¥ da?

dr? v dr dr v dr dr

(1.85)
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El lado izquierdo es equivalente a la ecuacion de la geodésica de la relatividad
general, salvo que la conexion ahora es la de Weitzenbock, no la de Levi-
Civita, al comparar con la ecuaciéon . No obstante, en el lado derecho de
aparece la contorsion, la cual puede interpretarse como una fuerza que
desvia a las particulas de su trayectoria autoparalela. Esta ecuaciéon implica
una diferencia puramente conceptual, puesto que la ecuaciéon de la geodésica
es equivalente en ambos marcos teéricos y da origen a trayectorias idénticas
para particulas de igual masa.

En esta Tesis nos interesa estudiar teorias de gravedad modificada con
estructura teleparalela, es decir, teorfas definidas en un espacio-tiempo equi-
pado con la conexion de Weitzenbdck, pero cuyo Lagrangiano es una genera-
lizacion del Lagrangiano de la gravedad teleparalela. Introduciremos este tipo
de teorias, sus propiedades y sus ecuaciones de movimiento en el siguiente
Capitulo.
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Capitulo 2

Teorias f(T): Gravedad
teleparalela modificada

2.1. Motivacion teodrica

Se han propuesto muchos modelos de gravedad modificada para enfrentar
los problemas de la relatividad general. Dentro de estos problemas, nos en-
contramos con la existencia de singularidades [73, [74], la expansion acelerada
del universo [75], y el problema de la gravedad cuantica [74]. Estos problemas
requieren proponer deformaciones de la relatividad general tanto a pequenas
como a grandes escalas; es lo que se conoce en la literatura como deformacio-
nes ultravioletas e infrarrojas, respectivamente. Las deformaciones a escalas
pequenas, o altas energias, podrian ayudar a esclarecer si existe alguna teoria
que describa una transicion entre la relatividad general clasica y la gravedad
cuantica.

Existen diversos esquemas a partir de los cuales se puede comenzar a
construir modificaciones a la gravedad. Son muchas las suposiciones que son
susceptibles de ser modificadas, pero la mayoria consisten en diferentes tipos
de modificaciones a la accién de RG. Estas pueden clasificarse someramente
como:

= reemplazo de la variable dinamica fundamental, esto es, reemplazar la
métrica por la tétrada, por dos métricas como en teorias de bigravedad
[76], o anadir otras variables fundamentales como la conexion de spin
en teorfas de Einstein-Cartan [10, 111, 12} T3],

= dimensiones extra, las cuales pueden compactificarse mediante el pro-
cedimiento de Kaluza-Klein [8, 9], o pueden aparecer en la forma de
dimensiones extendidas como en teorias de branas [77] y analogas,
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» modificaciones al Lagrangiano de relatividad general: el escalar de Ricci
R puede ser reemplazado por una funcion de éste, como en las teorias
f(R) 78, 79], puede agregarse una dependencia en la traza del tensor
de energia-momento I, o agregarse términos topologicos en la accion,

y

» adicién de nuevos campos escalares, vectoriales y /o tensoriales; en esta
categoria encontramos teorias TeVeS [80], MOG [81], Brans-Dicke [82],
galileones [83], etc.

Esta clasificacion es imprecisa en el sentido que habréan modificaciones de
més de un tipo: por ejemplo una teoria bimétrica puede considerarse tanto
como un reemplazo del tensor métrico (por dos métricas), como la afiadidura
de un campo tensorial adicional.

Una de las modificaciones posibles, que estudiaremos a continuacion, pue-
de entenderse como la composicion de dos variaciones diferentes a la relativi-
dad general. Por un lado, tomaremos a la tétrada como la variable dindmica
en vez de la métrica. Por otro lado, utilizaremos a la gravedad teleparalela
como base para construir un tipo de teorias de gravedad mas generales, co-
nocidas como gravedades f(7'), de la misma forma como la gravedad f(R)
es una generalizacion del Lagrangiano de Einstein—Hilbert.

2.2. Teorias f(T) de gravedad

De manera andloga a las gravedades f(R), 78, [79], en las cuales el La-
grangiano de relatividad general es modificado por una funcién f arbitraria
del escalar de curvatura R, las teorias f(7") corresponden a una modificacion
del Lagrangiano del equivalente teleparalelo de la relatividad general. La mo-
dificacién ocurre en términos de una funciéon arbitraria f del invariante de
Weitzenbéck T'= S, #T* ,, [20, 21], que define una accién de la siguiente
forma

Sled] :i /d% e F(T). (2.1)

Considerando un término para un campo de materia minimalmente acoplado
en la accion, las ecuaciones dindmicas se calculan variando con respecto a la
tétrada, obteniéndose que

- v o pl v gl 11/ 1 v
e Oule ) S FT)) + AT 0 S, f(T) = 5e f(T) = —5khe) 6y,

(2.2)
donde ©,” es el tensor de energia-momento. Vemos que tanto a nivel del La-
grangiano como de las ecuaciones de movimiento, la dindmica de la gravedad
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teleparalela se recupera restringiendo la teoria al caso particular f(T) = T.
Las ecuaciones dindmicas son de segundo orden, lo cual no es comin en la
mayoria de las teorias de gravedad modificada, las cuales poseen ecuaciones
dindmicas con derivadas de 6rdenes mayores. Efectivamente, debido a que las
derivadas en el Lagrangiano de la gravedad teleparalela son de primer orden
en la tétrada, las ecuaciones de movimiento siempre seran de segundo orden
sin importar la forma de la funcién f, lo cual es una propiedad deseable en
cualquier teoria fisica.

2.3. Soluciones de vacio en f(7T)

Las soluciones de vacio en relatividad general imponen que el tensor de
Einstein se anule, por tanto, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura R
también se anulan. Sin embargo, en gravedad teleparalela una solucién de
vacio de las ecuaciones de movimiento no anula el escalar de torsion 7', dado
que existe un término de borde que diferencia ambos escalares. La busqueda
de soluciones de vacio para la gravedad f(T') se ve facilitada por el siguiente
resultado [32]: si una solucion de vacio de la gravedad f(T) tiene escalar de
torsion nulo (7" = 0), entonces dicha solucion resolvera también las ecuaciones
de la gravedad teleparalela sin modificar. A modo general, si reemplazamos
T = T, en las ecuaciones de movimiento de la gravedad f(7), entonces se
cumple que 9,7 = 0. Por tanto, podemos reescribir como sigue

v ]' v ]' l/f(TC) . K v
G = 30T+ 30 5y = Ty O (2.3)

donde se define el tensor G M” Ccomo

v a ov — av 1 v
G = =2, (e, T°,5,°" + e '0,(ee,)S\7)) + §5u T. (2.4)

La parte simétrica de esta expresion corresponde al tensor de Einstein con
un indice covariante y otro contravariante [[] Notablemente, las ecuaciones
(2.3) corresponden a las ecuaciones de Einstein en ETRG, para un tensor
de energia-momento simétrico, y con una constante de Newton y constante
cosmologica redefinidas como

~ G _ 1 . f(Tc)
C=Fmy AT <TC f’(Tc)) ' (25)

Esto quiere decir que, si f(T = 0) = 0, entonces las soluciones de ETRG que
tengan T' = 0 seguiran siendo soluciones de las ecuaciones de movimiento de

!Si bajamos un indice coordenado, esta expresiéon puede escribirse como Gy =+
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la gravedad f(7). En el caso de soluciones que no son de vacio, es preciso
ajustar la constante de Newton y la constante cosmolégica. Incluso si T, # 0,
se puede considerar a una soluciéon de ETRG con 7' = T, como una soluciéon
de las ecuaciones de f(T'), ajustando de manera apropiada la constante de
Newton y la constante cosmologica. Este teorema es una estrategia muy tutil
para encontrar soluciones en este tipo de teorias, puesto que encontrar una
tétrada que posea ecuaciones de movimiento consistentes es una tarea ardua
en esta teorfa si la geometria en cuestion posee pocas simetrias. Este hecho
se encuentra relacionado con el asunto de la pérdida de la invariancia local
de Lorentz, que revisaremos a continuacion.

2.4. Invariancia local de Lorentz y simetrias re-
manentes

La gravedad f(T'), como otras teorias de gravedad modificada, posee gra-
dos de libertad extra al ser comparada con la gravedad teleparalela (o la
relatividad general). Dejando de lado el caso trivial f(7T) = T, las ecuacio-
nes dinamicas son sensibles a transformaciones locales de Lorentz en la
tétrada

e = AVel. (2.6)

Podemos apreciar la pérdida de la invariancia local de Lorentz a nivel del
Lagrangiano, pues bajo una transformacion local de Lorentz el Lagrangiano
cambia de la siguiente forma

e f(T) — e f(T + 4-divergencia) . (2.7)

En esta ecuacion la cuadri-divergencia queda encapsulada dentro de la fun-
cion f en lugar de generar un término de borde, provocando la pérdida de
la invariancia local de Lorentz. Esta pérdida puede interpretarse como una
determinacion por parte de la teoria de un marco de referencia global delimi-
tado por las curvas autoparalelas de la variedad, que resuelven las ecuaciones
de movimiento de manera consistente. En otras palabras, las ecuaciones
determinan no s6lo la métrica, sino otras caracteristicas de la tétrada que le
otorgan una paralelizaciéon absoluta al espacio-tiempo. Las tétradas que es-
tan conectadas por transformaciones locales de Lorentz otorgan la misma
métrica pero son diferentes con respecto al marco paralelo adecuado. Debido
a esta caracteristica esencial de las teorias f(7'), encontrar el ansatz para
una tétrada adecuada a partir de las simetrias de la métrica es en general un
procedimiento dificultoso. Las simetrias ayudan a encontrar las coordenadas
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adecuadas para escribir la métrica en una forma simple, pero no dicen mucho
respecto a como escoger la tétrada [66], 36] 29, 67, [68].

Como vimos en el Capitulo [I] es posible aislar el término de borde ob-
tenido luego de variar la accién de la gravedad teleparalela con respecto a
una transformacion local de Lorentz infinitesimal. Si este término de borde
se anula, podemos obtener la condicion necesaria para que la gravedad f(7")
sea invariante local de Lorentz. Esta condicion se expresa como

d(€arcie” A e® A* A dAT)) = 0. (2.8)

Esta ecuacion se satisface de manera trivial para transformaciones globales
de Lorentz, es decir aquellas que cumplen dA’ é = 0. En [49] se ha propuesto
que existe un sub-conjunto de transformaciones locales de Lorentz que dejan
invariante la teorfa, llamadas conjunto de simetrias remanentes, y denota-
das por of(e®). Este conjunto de transformaciones existe siempre para un
espacio-tiempo determinado por una tétrada e®, por tanto esta definido on-
shell. Este conjunto no cumplira, en general, las propiedades de un grupo,
pero si se encuentra un elemento dentro del conjunto, entonces su inversa
también lo serd. Esto en virtud de que la relacion Acf,Af . = 6¢ implica que
A° f,dAf L= —AdAe - Para saber bajo qué circunstancias este grupo se con-
vierte en un grupo de Lie E|, se escribe una transformaciéon de Lorentz como
una combinacién lineal de los generadores 0% como

a 1 (4 a a 1 (4 a
A%y = exp (50 I (@) (M) ) ~ Yy + 50 (@) (Mep)y + 0(0),  (29)

donde, en la tltima expresion, estamos tomando una transformacion infini-
tesimal a primer orden en los parametros o. En este caso, la expansion de las
matrices A en queda como Acf,dAf |~ ngedo?. Luego, obtenemos que
la condicion ([2.8]) es

d(Eadeea AN eb A dO’Cd) = eabcdd(ea A eb) A dO'Cd =0. (210)

Esta expresion es lineal en 0, lo cual significa que una composicion de dos
transformaciones infinitesimales locales que pertenezcan a &/ (e”) satisfacen
la ecuacion anterior, a primer orden. Por lo tanto, las transformaciones infi-
nitesimales de Lorentz que pertenecen a &/ (e®) forman un grupo de Lie.

Es posible realizar una clasificacion de las soluciones a las ecuaciones de
movimiento de acuerdo al nimero n de 2—formas cerradas indepen-
dientes que participan en la simetria local remanente. Es decir, una soluciéon

2Es decir, que la composiciéon de dos elementos del grupo pertenezca también al grupo.
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e” de las ecuaciones de movimiento es llamada una n—CAF (closed area fra-
me, por sus siglas en inglés ) si es que satisface que la derivada exterior de
la 2—forma e® A e’ se anula, es decir d(e® A €®) = 0, para n de los pares
a — b, donde n oscila entre 0 y 6 en dimension 4. Para una 6—CAF, todos los
parametros infinitesimales 0% permanecen libres. Un claro ejemplo de una
6—CAF es el espacio-tiempo de Minkowski, el cual puede ser representado
por un marco Euclidiano e® = §%dz’. Ya que T® = de® = 0, el escalar de
torsion es idénticamente nulo, y por tanto es una soluciéon de vacio de las
ecuaciones de f(7') para cualquier funcion f en T' = 0.

Volveremos a esta clasificacion en el Capitulo [6] donde encontraremos
soluciones de agujero negro en la gravedad f(7), y tendremos interés en
determinar si dos soluciones que describen la misma geometria estdn o no
conectadas por un elemento del conjunto de simetrias remanentes. Algunos
ejemplos de esta clasificacion en el ambito de la cosmologia pueden encon-
trarse en [49].

2.5. Transformaciones conformes

Conviene mencionar brevemente el comportamiento de la accion de la gra-
vedad f(T') bajo una transformacion conforme. Conocer el comportamiento
de las teorias de gravedad modificada bajo este tipo de transformaciones es
de interés general, ya que ayudaria a develar la naturaleza de los grados de
libertad. A modo de ejemplo, es sabido que la gravedad f(R) posee un tnico
grado de libertad adicional, cuyo significado puede ser entendido a través de
una transformacion conforme. Es posible parafrasear esta teoria como una
teoria escalar-tensorial con la siguiente accion

Slgud) = 5 [ d'e VGOR - V(o)L 2.11)

La variacion con respecto a ¢ otorga R = V'(¢). El Lagrangiano contenido
en la acciéon anterior es la transformada de Legendre de la funcion V' (¢), por
tanto podemos llamarlo f(R) = ¢R — V(¢), mostrando que la teoria f(R)
en el formalismo métrico es dinamicamente equivalente a la accion .
Es importante notar que esta accién es un caso particular de una accién de
Brans-Dicke

ool d] = —5- [ a's V=5 (- 2D gw0,00,0 4+ V(). 212

con parametro w = 0. A partir de la accion (2.11]) es posible obtener una
accion donde la teoria se escriba como el Lagrangiano de la relatividad general
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més un Lagrangiano para un campo escalar. Esto se conoce como el marco
de Einstein, y se obtiene por medio de las siguientes redefiniciones

: 3
9= \/;hl((b)’ (2.13)
v — g,uu = ¢guua \/__ = ¢_2 _ga

donde g,, se encuentra relacionado con g,, por medio de una transforma-
cion conforme a través del campo escalar ¢. Realizando la transformacion
conforme en el escalar de Ricci R, puede mostrarse que la accion (2.11)) es

- R - -
S0l = d4xﬁ[ﬂ—%éﬂvau¢ay¢+zj<¢> ScAtY

donde el potencial U(¢) esta dado por

o _VI(¢) _ f(R) - Rf'(R)
U(¢>“"25¢2“ 26f'(R)?

Por medio de una transformacion conforme hemos obtenido la accion ([2.14)),
que describe un campo gravitacional g,,, y un campo escalar ¢ minimalmente
acoplado, la cual tiene dos grados de libertad asociados a la métrica y un
grado de libertad representado por un campo escalar masivo qg

La pregunta natural que surge es si acaso para la gravedad f(7T') esto
también es cierto. Es decir, si se cumple que la acciéon

(2.15)

Slegsd) =~ [ @' cl6T - V(o) (2.16)

puede ser reescrita como la accion de gravedad teleparalela més un campo
escalar acoplado minimalmente. Para verificar la veracidad de esta hipotesis,
debemos aplicar una transformacion conforme en la tétrada, que es la varia-
ble fundamental de la teorfa. Bajo una transformacion conforme, la tétrada
transforma como é% = Q(x)e, su inversa como & = Q~'(x)ek, y el determi-
nante de la tétrada como é = Q* e. Por lo tanto, la torsion y el superpotencial
transforman como

7, =1%, + Q7 [520,0 — 09,9, (217
& pv -2 v -3 v v :
S = Q728 M 4+ Q7510 Q — 6L0MQ).

Usando estas expresiones, podemos mostrar que el escalar de torsién trans-
formado T y el escalar sin modificar T estan relacionadas por la siguiente
expresion [29)

T = QT —4Q719"QT%, , + 6Q729,00"Q. (2.18)
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Notar que, ya que las coordenadas z* no se ven afectadas por la transfor-
macion conforme, las derivadas parciales permanecen inalteradas, es decir
O, = @. Sin embargo, la derivada covariante depende de la conexion, la cual
cambia bajo la transformacion conforme €2, por tanto no se cumplira la igual-
dad @” = V,,, excepto para una funcién escalar en la cual V, = 0,. Dada
la transformacion conforme, podemos reescribir la accion para f(7T) (2.16)
como

1 . [ A ot Lowg ¢
+ Sm

an
[F(p)~'eq]

donde se ha definido F(p) = Q% U(y) =2V (¢)/F%(¢), v

(ﬂ)Z _ 2w L (F(9)? (2.20)

(2.19)

dp) F P4

La accion es el equivalente del marco de Einstein para la gravedad
teleparalela. Vemos que posee el escalar de torsion transformado y un sector
dindmico para un campo escalar. Sin embargo, hay un término de acopla-
miento de tipo escalar-tensorial dado por 2F SBOLET £, due no puede ser re-
movido por transformaciones conformes. Este resultado fue encontrado por
primera vez en [29], y muestra que la teoria f(7') no posee un marco de
Einstein que la describa, en la misma forma que la gravedad f(R) lo posee.
Cabe preguntarse porqué existe el marco de Einstein en una teoria y no en
la otra, pero la equivalencia entre las teorfas f(R) y las f(7) dista de ser
completa, puesto que en estas tultimas el objeto dindmico es la tétrada, y
la violacion local de Lorentz podria provocar un comportamiento diferente
al de las f(R) bajo transformaciones conformes. Hasta el momento, este es
un tema abierto, aunque luego en el Capitulo [f] retomaremos este problema
desde una arista diferente.
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Capitulo 3

Sistemas Hamiltonianos con
vinculos

La mayoria de las teorias que describen fenémenos fisicos se caracteri-
zan por poseer vinculos, es decir, son sistemas donde no todas las variables
dinamicas son independientes las unas de las otras. Podemos pensar que
las variables dindmicas se especifican con respecto a un marco de referencia
cuya eleccion es arbitraria en cada instante de tiempo. Las variables que tie-
nen importancia fisica seran, entonces, aquellas que son independientes de la
eleccion del marco de referencia local. Una transformacion de las variables
inducida por un cambio en el marco de referencia arbitrario es llamada una
transformacion de gauge [84].

Hoy en dia las teorias de gauge son de suma importancia en fisica, pues
describen exitosamente la dinamica de las particulas elementales E] Por ejem-
plo, la electrodindmica cuantica es una teoria de gauge abeliana del grupo de
simetria U(1), y su campo de gauge es el cuadri-potencial electromagnético,
siendo el fotén el boson de gauge asociado. Esta teoria se ve enmarcada en
el resto de las interaccidénes a microescala por medio del modelo estindar de
fisica de particulas, el cual es una teoria de gauge no abeliana E] del grupo de
simetria U(1) x SU(2) x SU(3), que posee doce bosones de gauge: el foton,
tres bosones de la interacciéon nuclear débil y ocho gluones.

En virtud del éxito de la descripcion del modelo estandar de fisica de
particulas en término de teorias de gauge, es razonable preguntarse si la in-
teraccion gravitacional también puede ser considerada dentro de este esque-
ma. Debido a que la relatividad general es una teoria con invariancia ante

LA pesar de ésto, la teoria tiene cuestiones sin resolver, como por ejemplo las oscilaciones
de neutrinos y sus masas, y los dilemas de materia y energia oscura, entre otras.

2Se dice que un grupo de Lie es no abeliano cuando sus elementos no satisfacen una
regla de conmutacion.
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transformaciones generales de coordenadas, podria pensarse que la gravedad
posee una invariancia de gauge producto de esta simetria local. Empero, la
analogia no es completa, puesto que las transformaciones de coordenadas
cambian tanto el argumento como las componentes del campo, mientras que
una transformacion de gauge usual deja el argumento inalterado. Aunque,
adoptando una representacion de la teoria en el espacio tangente, es posi-
ble encontrar una combinacién correcta de los campos tal que un cambio de
marco no cambie las coordenadas. No obstante, si queremos probar que la
accion para la gravedad es invariante bajo el grupo de traslaciones locales
(el anélogo en el espacio tangente de un cambio local en las coordenadas del
espacio-tiempo), la accion de la gravedad cambia por un término que se anu-
la solamente cuando las ecuaciones de movimiento se satisfacen. Esto podria
ser considerado, a lo méas, una simetria on-shell [85]. El tema de si la grave-
dad es 0 no una teoria de gauge se encuentra lleno de sutilezas, y diferentes
autores tienen opiniones divididas al respecto; mas para comprender estas
cuestiones en profundidad, se sugiere estudiar la gravedad gaugeada desde la
perspectiva de la teoria del fibrado tangente, lo cual excede las pretensiones
de esta Tesis [T}, [86].

Volviendo a términos més generales, en una teoria de gauge no todas las
variables dindmicas quedan determinadas por las ecuaciones de movimiento,
dadas ciertas condiciones iniciales. Esto pues siempre podemos cambiar el
marco de referencia en el futuro, mientras se mantienen las condiciones ini-
ciales fijas. Una evolucion temporal diferente se derivard, por tanto, de las
mismas condiciones iniciales. Entonces, es una propiedad clave de las teorias
de gauge que la solucién general de las ecuaciones de movimiento contenga
funciones arbitrarias del tiempo. Es posible realizar un tratamiento comple-
to de una teoria de gauge a través de la formulaciéon Hamiltoniana, para lo
cual es preciso definir el Lagrangiano de la teoria. Si bien es posible reali-
zar el estudio de la estructura de vinculos en la formulaciéon Lagrangiana, si
se desea desarrollar un procedimiento vélido de cuantificaciéon canodnica, es
de suma importancia poseer una formulaciéon Hamiltoniana consistente. Por
otro lado, el procedimiento Hamiltoniano determina los grados de libertad
independientes de la teoria, exhibiendo su consistencia interna y ademas es-
tableciendo el nimero minimo de condiciones iniciales independientes para
resolver el problema de Cauchy.

Como establecimos anteriormente, la presencia de funciones arbitrarias
del tiempo en la soluciéon general de las ecuaciones de movimiento implica
que las variables canénicas no son todas independientes. En cambio, hay re-
laciones entre ellas que llamamos vinculos. Entonces, un sistema de gauge es
siempre un sistema Hamiltoniano con vinculos. Sin embargo, lo contrario no
es cierto. No todos los vinculos concebibles de un sistema Hamiltoniano emer-
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gen de una invariancia de gauge. En las préoximas secciones comenzaremos con
la formulacién Lagrangiana de una teoria fisica para luego describir el pro-
cedimiento Hamiltoniano, y examinaremos el algoritmo de Dirac-Bergmann
con el proposito de identificar los grados de libertad espurios de una teoria
fisica con vinculos.

3.1. Formulacién Lagrangiana

Comenzaremos a discutir la dinamica de los sistemas de gauge a partir
del formalismo Lagrangiano que define la teoria fisica. En todo este Capitulo
seguiremos principalmente las referencias [87, [84] [88]. Las ecuaciones de mo-
vimiento del sistema se obtienen haciendo estacionaria la accion S que define
su dindamica, escrita en términos del Lagrangiano L(g*, ¢*) como

to
S:/ L(¢",¢")dt, k=1,...,N, (3.1)
t1

bajo variaciones d¢*(t) de las variables dinamicas ¢* tal que se anulan en los
puntos extremos t; y ty. Con este procedimiento encontramos las ecuaciones

de Euler-Lagrange
d L L
(55 )~ ot = (32)

dt \o¢*) ~ ag*
Si expandimos la derivada temporal, obtenemos con mayor detalle que
0L\ . 0°L . OL
| ¢+ —— ¢ — == =0,
0¢kOg7 GrkogI gk (3.3)

— Vi= Wi =0,

donde hemos definido

oL PL P
kT B aq'kaqjq ’ T gk

(3.4)

La matriz Wy, es llamada a veces Hessiano, y tiene un rol crucial en el
formalismo. La definicién de los momentos canénicos se obtiene en virtud de
la ecuacion

oL

pr(g,q) = R (3.5)

en la cual vemos que so6lo en el caso regular donde det(Wj;) # 0, todos los
(¢, ¢) pueden ser despejados en funcion de todas las velocidades ¢7(q, p), al
menos localmente.

39



A partir de vemos que si det(W;) # 0, podemos despejar ¢* en
funcion de ¢* y ¢*, v el sistema se encontrara totalmente determinado. En
caso contrario, el sistema posee arbitrariedad en su descripciéon dinamica.
Dicho de otra forma, la matriz Wy; tendra un rango R < N, lo cual dard
origen a P = N — R autovectores nulos ff,f tales que

&Wei=0, p=1,...,P (3.6)

El rango del Hessiano es independiente de qué coordenadas generalizadas se
escogen para el Lagrangiano. Los autovectores nulos seran de utilidad para
identificar aquellas ecuaciones en que no tienen términos de segundo
orden ¥, pues si contraemos estos vectores con 7, obtenemos P ecuaciones

Xp = EVi(q,4) =0, (3.7)

que en la formulacién Lagrangiana pueden entenderse como vinculos Lagran-
gianos primarios, mientras que en la formulacion Hamiltoniana corresponde-
ran, como veremos més adelante, a vinculos primarios genuinos.

3.2. Vinculos primarios

Hemos visto que si el rango de Wy; es R = N — P, podremos localmente
resolver R de las velocidades en funcién de las posiciones, momentos y las
velocidades restantes en la Ec. . Esto es debido a la condicién de no
invertibilidad de esta matriz, es decir det(WW;) = 0. En otras palabras, no es
posible despejar todos los ¢* en funcion de los (¢*, py.), pues la transformacion
no es invertible. En este caso particular, los momentos p, no son todos lineal-
mente independientes, sino que estaran relacionados con los ¢* por medio de
una relacion del tipo

¢p(q,p) =0, p=1,... P (3.8)

Estos son llamados vinculos primarios, y aparecen de manera trivial a partir
de la definicion de los momentos canénicos, sin haber usado atun las ecuacio-
nes de movimiento.

Por simplicidad, se asume que el rango de la matriz W}, es constante a
través de todo el espacio de fase I', y que por tanto las ecuaciones definen
una subvariedad I'p C I inmersa en el espacio de fase. Esta subvariedad de
dimension P, es conocida como la superficie de vinculos primarios.
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3.2.1. Equivalencias débiles y fuertes

La interpretacion del resultado de un corchete de Poisson sobre I'p de-
be ser tratada con cautela, debido a la presencia de vinculos primarios que
restringen en todo punto los momentos y posiciones canoénicas. Es por ésto
que Dirac introdujo los conceptos de equivalencias “débiles” y “fuertes”, cuya
definicién es como sigue. Si una funciéon F(q,p) definida en una vecindad
de I'p es idénticamente cero cuando se restringe a la hipersuperficie I'p, es
llamada débilmente cero, y denotada por F' = 0,

F(¢,p)lrp, =0 <+— F=0. (3.9)

Si el gradiente de F' también es idénticamente cero en I'p, es decir, si se

cumple
OF OF
—,— | Irp =0, 3.10
(5 50 ) o (3.10)

entonces se dice que F' es fuertemente cero, denotado por F' ~ 0.

Es posible mostrar que si F' es débilmente cero, entonces es fuertemente
equivalente a una combinacion lineal de los vinculos que definen la superficie
de vinculos I'p, es decir

F~0 <+— F-—ff¢,~0. (3.11)

En efecto, el subespacio I'p puede definirse a si mismo por medio de las
equivalencias débiles
¢, =0, (3.12)

debido a que los vinculos no se anulan fuertemente en éste.

3.3. Hamiltoniano canénico y total

Ya poseemos todas las herramientas para definir el Hamiltoniano canénico
H., dada la definicion de los momentos py en (3.5, se tendra que

el cual es una funcién de ¢* y ¢*, y depende exclusivamente de las variables
¢* v pi. Este hecho puede apreciarse realizando una variaciéon en p y g,
obteniéndose

oL

_ Sat —
8q2q

oL L .
: 5¢'. 3.14
o q (3.14)

5Qi = qi5pi -
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En esta expresion ya se ha utilizado la definicion de momento, y revela que
H. en efecto depende tnicamente de ¢*’s y py’s.

El Hamiltoniano canénico estd determinado solo en la subvariedad ¢, ~
0, p=1,..., P, por lo tanto las predicciones de la teoria deben permanecer
invariantes bajo el cambio

H. — H.+(q,p)¢,(q.p), (3.15)

con ¢?(q,p) funciones arbitrarias.
El principio de accién estacionaria en funciéon del Hamiltoniano se escribe
como
to
5/ (ped” — H)dt = 0, (3.16)
t1
con ¢ y p sujetos a las condiciones de borde d¢*(t;) = 6¢*(t2) = 0y ¢,(¢,p) ~
0. Los vinculos primarios pueden garantizarse desde el principio introducien-
do multiplicadores de Lagrange u”(t) los cuales se varian de manera inde-
pendiente a las variables candnicas p y gq. Con éstos, el principio de accién se
escribe como .
2
3 [ = 1 = 00,0 (317)
1
sujeto a las condiciones de borde d¢*(¢;) = d¢*(t2) = 0. Por tanto, es posible
remover los vinculos primarios incluyéndolos en el Hamiltoniano por medio
de los multiplicadores de Lagrange.
Este Hamiltoniano construido en términos de los ¢,, es llamado Hamil-
toniano primario, y generara la evolucion temporal del sistema, como se

deduce del principio variacional. Podemos resumir su construccién por medio
de la Figura |3.1]

3.3.1. Corchete de Poisson

Calcularemos la ecuaciéon de movimiento de una variable dinamica gené-
rica F(q,p), a través de su variacion diferencial

F F F Fdg* OF
OF e 9L g — Eap) 0P da”  OF dpe g )

dF = — = 4+ ==
(¢:p) oq* 1 Opy, dt gk dt + Opy, dt

De la variacion de la accidon obtenemos las siguentes ecuaciones dinamicas
OH (0] oH
k __ 4 'LL’O P _

—p ——i—u”%

= = . 3.19
Yo o T T 0 T g 319
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Hy = H+u’d,

Hamiltoniano primario

¢p(q,p) =~ 0
p=1...,P
vinculos primarios

n _ s
{a"pw} = 0y
corchetes de Poisson

Figura 3.1: Construccion del Hamiltoniano primario a partir de la formulacion
Lagrangiana.

Poniendo esto de vuelta en (3.18)), obtenemos que
. OF (OH 0¢ oF (OH [3J0)
F=— PP — — Pl 3.20
dq* <3pk o apk) Opr, (5qk o aqk) (3.20)
Reescribimos esta expresion como
.. OFO0H O0FO0OH 0¢, OF  0¢, OF
= +u” — :
Opr 9" 0q* Opy

Esto puede escribirse de manera mas abreviada haciendo uso de la definicién
del paréntesis o corchete de Poisson { , }, definidos como

OF oG 0F 0G
FGl=—————
e 9g" Opr.  Opx O~
tal que la ecuacion (3.21)) se compacta como
F={FH}y+u'{F ¢}, ¢,=0. (3.23)

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen son equivalentes a aquellas ob-
tenidas a partir de la acciéon original sin los u”. Este formalismo es claramente
invariante ante cambios del Hamiltoniano de la forma

H— H+c,, (3.24)

(3.21)

(3.22)

ya que esto so6lo redefine las variables u”. Si los u” fueran arbitrarios, entonces
la evolucion de F' también lo seria, dada su expresion en la ecuacion . Sin
embargo, los u” estan sujetos a la restriccion de que los vinculos primarios se
preserven en el tiempo. Esta condicién la escribimos como gz'ﬁp(q, p) =0, p=
1 P.

g ey
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3.3.2. Consistencia de los vinculos

Estamos en condiciones de establecer la evolucion de los vinculos prima-
rios ¢, en el tiempo, la cual serd, dadas las definiciones anteriores,

92.5,) = {ﬁbm H} + ug{¢pa ng} (3'25)

Exigimos que esta expresion sea cero, lo cual impone la siguiente condicion
sobre los ¢, y los u”

{ps HY + 07 {6, 05} = 0. (3.26)

En esta expresion nos convendra definir h, = {¢,, H} y Cps = {¢,, ¢ }. Las
soluciones para u? en (3.26)) pueden ser separadas en dos pares de subgrupos:
si h, se anula débilmente (II) o no (I), y si det(C,,) se anula débilmente (B)
o no (A). De esta forma separamos cuatro subcasos

» I.A) (3.26]) es un sistema de ecuaciones lineales inhomogéneo para u?,
cuya soluciéon es

u” = —(Cpy) ' h,. (3.27)

Si los u” son fijados (débilmente), las ecuaciones de movimiento para
cualquier funcién F(q,p) del espacio de fases se convierte en

FaA{F,H} —{F,$,}(Cpo) {0, He}. (3.28)

Estas ecuaciones podran ser resueltas de manera no ambigua luego de
especificar condiciones iniciales para las coordenadas y los momentos,
sujetos a las restricciones ¢,(q,p) =~ 0.

» I.B) h, %0, det(C),) = 0. Para que el sistema de ecuaciones para u’
tenga soluciones, las componentes de h, deben cumplir ciertas relacio-
nes. Si el rango de la matriz C,, es M, y ya que C,, es una matriz de
P x P, esto implica la existencia de P — M autovectores nulos lineal-
mente independientes w?C),, ~ 0. Entonces en (3.26) resulta

Wlh, ~ 0. (3.29)

Estas ecuaciones o se satisfacen de manera trivial o dan origen a un
numero S’ de nuevos vinculos

¢;~0, p=P+1,... . P+, (3.30)

que son llamados vinculos secundarios, y son independientes de los
vinculos primarios ¢,.
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» II.LA) h, = 0y det(C,,) % 0. En este caso existe una solucién trivial
u’ =~ 0, es decir H, = H,. Si h, = 0 debido a que H, ~ 0, serfa una
situacion dificil de interpretar, pues un Hamiltoniano nulo no permitiria
ninguna dinamica desde el comienzo. Para evitar esta situacion, es que
se impone det(C,,) ~ 0.

» II.B) h, = 0y det(C),) =~ 0. En este caso existe un sistema homogéneo
de ecuaciones para los u?, que otorga soluciones no triviales. Ya que
() tiene rango M, entonces habran N — R — M multiplicadores que
estaran débilmente determinados.

De todos estos escenarios posibles, concluimos que hay algunos casos en los
cuales emergeran nuevos vinculos: ({¢q, H.} % 0,det(Cyy) = 0) v (H. =
0,det(C,,) % 0). En estos escenarios se dice que estamos en presencia de
vinculos secundarios. A diferencia de los vinculos primarios, no son conse-
cuencia de la definicién de los momentos, sino que son derivados a partir de
las ecuaciones de movimiento.

Estéa claro que este procedimiento debe iterarse con los vinculos secunda-
rios, es decir, imponer que sean preservados en el tiempo. Esto podria dar
origen a nuevos vinculos secundarios (llamados a veces vinculos terciarios),
los cuales repiten el procedimiento.

El algoritmo termina cuando la siguiente situacién ocurre: existe una
hipersuperficie I'¢ en el espacio de fase de dimensiéon 2N, definida por

6,~0, (p=1,...,P)

3.31
¢p5~0, (p=P+1,...,P+05). (3:31)

El primer conjunto {¢,} contiene todos los P vinculos primarios, mientras
que el otro conjunto {¢5} contiene los S vinculos secundarios, terciarios,
etc. Serd conveniente usar una notaciéon en comun para todos los vinculos,
denotandolos por ¢;, con p =1,..., P+ §. Con ésto, para cada autovector
nulo w? de la matriz

Cop = {05, Do} (3.32)

se cumplen las condiciones
Wi {dp Hey = Ir0. (3.33)
Para los multiplicadores de Lagrange se cumpliran las siguientes ecuaciones

{0, Hot +u{dp, &} = [r 0. (3.34)

Notar que la ultima igualdad débil es con respecto a la hipersuperficies de
vinculos final I'c.
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3.4. Vinculos de primera y segunda clase

La busqueda de los multiplicadores u” en (3.34]) nos lleva a la defini-
cion de vinculos de primera y segunda clase. Algunas de estas ecuaciones se
cumpliran de manera idéntica, mientras que otras representarédn verdaderas
condiciones sobre los u”. El caso en el cual nos encontremos dependeré del
rango de la matriz C,, definida en . Si su rango es P, entonces todos
los multiplicadores quedarén fijados. Si su rango es K < P, entonces habré
P — K soluciones a la ecuacion

Cs, VPl ={dp, 0o}V, =0, a=1,...,P—K. (3.35)
La solucion mas general al conjunto de ecuaciones ([3.34)) sera
u =UP +0*VP, (3.36)

donde U” sera una solucion particular y los v seran coeficientes arbitrarios
que multiplican a las soluciones del sistema homogéneo . De modo que
hay P — K multiplicadores que no quedan determinados.

Se dice que una funcion del espacio de fase F(q,p) es de primera clase
(PC), si tiene corchetes de Poisson débilmente cero con el resto de los vinculos
de la teoria, es decir

{F(a,p),dp} =~ 0. (3.37)

Si una funcién del espacio de fase no es de primera clase, entonces es de
segunda clase (SC). Dadas las definiciones de igualdades débil y fuerte, una
funcion de primera clase satisface la siguiente igualdad fuerte

{F, 05} ~ [ 5. (3.38)

De esto se concluye la propiedad de que los vinculos de primera clase son
preservados bajo la operacion del corchete de Poisson. En otras palabras, el
corchete de Poisson de dos funciones de primera clase es de primera clase.
Esto se demuestra de la siguiente forma. Si & y & son dos funciones de
primera clase, entonces ya que el corchete de Poisson sigue la identidad de
Jacobi, se tiene que

{{977 ?}7 ¢ﬁ} = {977 {?’ ¢p}} - {?’ {977 ¢P}}
={F, 9,05} —{Z, [%05}

= {F,9,7 05 + 9.7 105 — {Z. [0 bs — [795 05 = 0.
(3.39)

Por tanto, queda demostrado que el corchete de ambas funciones también es
de primera clase.
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Sera conveniente reformular la teoria en términos del nimero méaximo de
vinculos de primera clase independientes, y los restantes vinculos de segunda
clase. Asumimos que el nimero méximo de vinculos de primera clase fue
encontrado luego de construir combinaciones lineales adecuadas de vinculos.
Denotamos a este conjunto de vinculos de primera clase ®;, (I =1,...,L),
y el resto de los vinculos de segunda clase como x 4. Para asegurarnos de que
hemos encontrado el nimero maximo de ®;’s, tendremos que chequear que
la matriz construida a partir de los corchetes de Poisson de los vinculos de
segunda clase

(Aag) = {xa, x5} (3.40)

tiene determinante diferente de cero. Si esta matriz fuera singular, entonces
existirfa un vector nulo e*A,p ~ 0 ~ {eAXA, X8}, tal que el vinculo e xa
conmutaria con todos los vinculos de segunda clase. Sin embargo, ey 4 es-
taria cumpliendo la definicién de vinculo de primera clase, lo cual contradice
la afirmacion de que habiamos encontrado un conjunto completo e indepen-
diente de vinculos de segunda clase. Sin buscarlo, concluimos que el namero
de vinculos de segunda clase debe ser un nimero par, pues de otra forma
det(A A B) =0.

El procedimiento que nos lleva a un conjunto linealmente independiente
de vinculos de primera y segunda clase puede resumirse a partir del diagrama
de flujo de la Figura (3.2).

Ahora reescribimos el Hamiltoniano total con la ayuda de (3.36|), obte-
niendo

Hy = H + v%¢a, (3.41)

con
H' =Hc + U, (3.42)

Observamos que H' es una funciéon de primera clase, y que el Hamiltoniano
total es la suma de un Hamiltoniano de primera clase y una combinacion
lineal de vinculos de primera clase primarios.

El sistema de ecuaciones se cumplirda de manera trivial para los
vinculos de primera clase, mientras que para los de segunda clase se escribe
como

{xa, Ho} + Aapu” = 0. (3.43)

Cabe considerar que los multiplicadores de Lagrange u®” para los vinculos
secundarios de segunda clase no fueron definidos, pues sélo vinculos primarios
forman parte del Hamiltoniano total. Por lo tanto, en la expresion se
ha adoptado la notaciéon de que u®? = 0 si x® es un vinculo secundario.
Haciendo esta salvedad, podemos resolver para el resto de los u? asociados a
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conjunto total
de vinculos

identidad
&),

. |
¢p = {MHp 9p} =0 b5~ 0
en los u”
p=1...,P+S
fin cuando
“3&3%?5‘;“ vinculos secundarios
, ¢5(q;p) =0
¢p=0

vinculos de
1° clase ¢y

{¢I7¢[}} ~0

generadores de
transf. de gauge

xa es 2%%clase
si no es de 1°#

Figura 3.2: Diagrama de flujo que representa el algoritmo de Dirac—
Bergmann. La clasificacion en vinculos de primera y segunda clase se realiza
una vez que ha terminado la busqueda de vinculos secundarios.

o . —AB ) )
un xp primario, usando la inversa A de la matriz de vinculos de segunda
clase, obteniendo que

uB = RN ya, HLY. (3.44)

El resultado de este procedimiento es que todos los multiplicadores asociados
a vinculos primarios de segunda clase en H’ estdn determinados univocamen-
te, y los tinicos pardmetros sin determinar son los v®. Por tanto, habran tantas
funciones arbitrarias en el Hamiltoniano como vinculos primarios de primera
clase hayan. Si ponemos de vuelta en la ecuacion de movimiento para
una funcion genérica F'(q,p) del espacio de fase, pueden escribirse como

F(q,p) ~ {F, Hr} ~ {F, Ho} + {F, ¢ Jv* — {F, xa}A" " {x5, Ho}. (3.45)

3.5. La conjetura de Dirac y simetrias variacio-
nales
Vimos con anterioridad la diferencia esencial entre sistemas regulares y

singulares, en tanto que en los tltimos habran funciones arbitrarias que mul-
tiplicaran los vinculos primarios de primera clase. Se podria sospechar que

48



estos vinculos estaran relacionados con simetrias locales a nivel del Lagran-
giano. Dirac, en sus famosas conferencias [89], introdujo un argumento de
invariancia en el cual conjeturé que también los vinculos secundarios de pri-
mera clase originan invariancias. Esto di6 lugar a la opiniéon generalizada de
que los vinculos de primera clase son generadores de transformaciones de
gauge. Sin embargo, como veremos, es necesario hacer una revision completa
a la estructura de los vinculos antes de realizar esta afirmacion.

En el trabajo de Dirac, se estable que para una variable dinamica genérica
g con valor inicial gg, su valor en un tiempo 4t es

g(0t) = go + gt = go + {g, Hr}ot = go + 6t[{g, H'} +v*{g,da}]. (3.46)

Los coeficientes v son completamente arbitrarios, por tanto podemos tomar
un valor diferente v y calcular la diferencia Ag(dt), la cual seria

Ag(0t) = 6t(v"* — v*){g, da} = Ag(dt) = €*{g, ¢a}, (3.47)

donde se define €* = §t(v'* — v*) como un parametro infinitesimal arbitra-
rio. Aplicar este cambio a nuestra variable Hamiltoniana no deberia afectar
el estado fisico descrito; este cambio equivale a aplicar una transformacion
infinitesimal de contacto con una funcién generatriz €*¢,. Concluimos, por
tanto, que los ¢, que encontramos en la teoria como vinculos primarios de
primera clase, son funciones generadoras de transformaciones infinitesimales
de contacto, que llevan a cambios en las variables dindmicas q y p que no
afectan el estado fisico [89]. Podemos calcular el conmutador de dos trans-
formaciones de contacto con parametros e, €,

(AAs — AuA)g = g, { ¢, os}}, (3.48)

viéndose claramente que {¢,, s} es también una funcion generadora de
transformaciones infinitesimales de contacto. Ya que los ¢, son vinculos de
PC su corchete de Poisson es una equivalencia fuerte de una combinacion
lineal de vinculos de PC. Ya que en general, dentro de esta combinacion li-
neal apareceran también vinculos secundarios de PC, es posible conjeturar
que todos los vinculos de PC daran orgien a cambios en los ¢ y p que no
afecten el estado fisico. Esto es conocido como la conjetura de Dirac. Esto
llevé a Dirac a introducir el Hamiltoniano extendido, el cual contiene todos
los vinculos de PC

HE = HT -+ UO/QSO/ = Hl + ’UI(I>], (349)

y establece que la presencia de estos términos en el Hamiltoniano producirédn
cambios adicionales en ¢, pero no corresponderan a ningin cambio en el
estado fisico; por tanto también deberian ser incluidos en el formalismo.
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3.5.1. Corchete de Dirac

Ya hemos visto que los vinculos de primera clase estén relacionados con si-
metrias variacionales de la teoria fisica en anélisis. Por otro lado, los vinculos
de SC x4 aparecen en las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas sin mul-
tiplicadores arbitrarios. Si es que no existieran vinculos de PC, la dinamica
estaria inequivocamente determinada por

Fp,q) ~ {F, Hr} ~ {F, Ho} — {F,xa}5"" {x5, Ho}. (3.50)

Se introduce un nuevo corchete, llamado corchete de Dirac, y dado por
. —AB
{F,G} ={F G} —{F xa}A" {xs,G}. (3.51)

Notar que el corchete de Dirac se construye respecto a una matriz A en
particular, lo cual podria estar indicado en la notaciéon o no. El corchete de
Dirac satisface las mismas propiedades que el corchete de Poisson, a saber:
antisimetria, bilinealidad, y obedece la regla del producto y la identidad de
Jacobi.

3.6. Conteo de grados de libertad

En una teoria que solo posea vinculos de SC, no habra ninguna funciéon
arbitraria en el Hamiltoniano. Un conjunto de variables candnicas que sa-
tisfaga las ecuaciones de vinculos determina entonces uno y solo un estado
fisico. Ya que luego de fijar el gauge habran solo vinculos de SC, se llega a
la siguiente férmula para el conteo de grados de libertad fisicos

<n° de grados de)

libertad fisicos

( n® de variables )

canodnicas independientes

B n° total de n° de vinculos

B (Variables Canénicas) a ( de SC )
n° de vinculos n° de condic.

_< de PC >_( de gauge )

_ ( n° total de ) B <n° de Vinculos) e (no de Vinculos>
variables canonicas de SC de PC

(3.52)

Ya que el nimero de vinculos de SC es siempre par, vemos que el nimero
de variables canoénicas independientes es siempre par, correspondiendo a un
nimero entero de grados de libertad fisicos.
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El conteo de grados de libertad esta bien definido y otorga un resultado
no ambiguo para un nimero finito y contable de grados de libertad. Para
grados de libertad fermionicos, esto ya no sera cierto [84], pero no sera el
caso que analizaremos en esta Tesis.

3.7. Ejemplos

Finalizaremos este Capitulo con el formalismo Hamiltoniano de un par de
ejemplos de interés, a saber, el electromagnetismo y la relatividad general.
Estos dos casos son importantes para ETRG pues, si bien la teoria ETRG
es equivalente a la relatividad general, la estructura de su Lagrangiano se
asemeja mas a una teoria de Yang—Mills, de las cuales el electromagnetismo
es un caso particular. Sin embargo, es preciso extender algunas definiciones
para que sean aplicables en teorias de campos.

La formulacién canénica para Lagrangianos singulares que hemos deri-
vado en las secciones previas posee un numero finito de grados de libertad.
Sin embargo, hay algunas particularidades que conviene mencionar para teo-
rias de campos, los sistemas de interés en fisica. Para comenzar, los vincu-
los en una teoria de campos seran funciéon tanto de los campos del espacio
de fase, como de sus derivadas espaciales. Es decir, sean ) y II los cam-
pos y momentos canoénicos asociados, los vinculos ¢, tendran dependencias
¢, = 0,(Q,1I1,0,Q, 0;11) = 0. Por derivadas espaciales nos estamos refiriendo
a las n — 1 dimensiones diferentes de la variable temporal. Por lo tanto, en
las teorias de campos los vinculos no son puramente relaciones algebraicas
entre las variables del espacio de fase, sino que seran ecuaciones diferenciales.
Por tanto, si ¢, = 0, entonces las derivadas espaciales e integrales de ¢, tam-
bién son débilmente cero. Estos vinculos deben entenderse como un indice p
que denota un continuo infinito de vinculos; uno por cada punto del espacio-
tiempo. No obstante, para el conteo de grados de libertad consideraremos
que existe un vinculo por cada valor que tome el indice p.

Con tal de identificar los vinculos y los multiplicadores de Lagrange, es
preciso resolver ecuaciones lineales que estan expresadas en términos de ma-
trices, cuyas componentes son los corchetes de Poisson de los vinculos, es
decir

Ps(7,7) = {or(2), ¢s<y)}x0=y0? (3.53)

donde los corchetes son calculados a tiempos iguales 2 = 3°. Si P es una ma-
. . . -Trs .

triz no singular, entonces su inversa P~ no se encuentra definida de manera

tnica por la expresion

/ dzP,y(z,2) P (2,y) = 8'0(x — y), (3.54)
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y si se cumple que det(P,s) = 0, los autovectores nulos de P,.s no estaran
definidos de manera tnica. Sin embargo, siempre sera posible encontrar un
conjunto base del subespacio de autovectores, lo cual sera particularmente
importante en el caso de ETRG y gravedad f(7'). Pero primero, veremos un
par de ejemplos tutiles.

Electromagnetismo

La teoria de Maxwell para el electromagnetismo, en ausencia de fuentes,
puede ser derivada a partir de la siguiente accién

1
5= / dr L= / iz F(2)F* (z), (3.55)
donde el tensor F},, se define en término del potencial A, como
F., =0,A, —0,A,. (3.56)

Los campos eléctrico y magnético escritos en funciéon de este tensor, corres-
ponden a

9, 1 0A
E,=Fy= ot 0, Bi = §€iijjk ik 8:;'

A partir de estas definiciones, obtenemos dos de las ecuaciones de Maxwell

(3.57)

Si consideramos al campo A, como una coordenada candnica, la variacion de
la accion del electromagnetismo implica las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL
— 0, — —9,F"™ =0, .
oi ) i d 0 (3.59)

Si escribimos estas ecuaciones en términos de los campos E vy B, la expresion
(3.59) contiene el resto de las ecuaciones de Maxwell

on.
oxl’

No es dificil ver que tanto las ecuaciones (3.59) como la accion (3.55)) son

invariantes bajo la accion de la transformacion

E; = e OE" = 0. (3.60)

Ay = Ay + Dye, (3.61)
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donde € es un campo escalar arbitrario, mejor conocido como campo de gauge.
Representa la invariancia local de gauge de la electrodindmica, la cual se ve
reflejada en los campos observables E; y B;. Por tanto, es natural esperar
que la formulacion Hamiltoniana posea vinculos.

Calculamos primeramente el Hessiano de la teoria,

0L
WI/)\ — — Ov 0A o VA 00. 362
Sy 9 99 (3.62)

Es posible escribir la densidad Lagrangiana en términos del formalismo de
primer orden, en el cual A, y F),, son independientes y no relacionados por
medio de la definiciéon de F. Sin embargo, nos interesaré la formulaciéon de
segundo orden, puesto que sera la que usemos para la formulacion Hamilto-
niana de ETRG. El Hessiano se escribe como [87]

0000
0100
W = 0010 (3.63)
0 0 01
El momento conjugado al campo A, serd
oL
= ——— = —F%, 3.64
900A,) 300
por tanto es trivial ver que
°(z) =0 (3.65)

es un vinculo primario, debido a la antisimetria de F'. Lo contamos como un
solo vinculo, pero representa un ntmero infinito de vinculos, uno por cada
punto del espacio. La densidad Lagrangiana puede ser escrita como

1 1
L= §Hiﬂz‘ - ZFmFm (3.66)

La densidad Hamiltoniana candnica en este caso es

S| 1

Las velocidades pueden despejarse en funcién de los momentos como

Con ésto, escribimos el Hamiltoniano canonico como
1 1
H.= §HiH,~ + 1L;0; Ag + Z_LEkEk (3.69)
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Vemos que no hay ninguna velocidad involucrada en esta expresion, tnica-
mente derivadas espaciales del campo A. Luego de una integracion por partes
y despreciando los términos de borde, se obtiene para H,. que

1 1

Si anadimos a H, el tnico vinculo primario II° ~ 0 multiplicado por una
funcién vy, obtenemos el Hamiltoniano primario

H,=H.+ /d?’xvl(x)ﬂo(x). (3.71)

Los corchetes de Poisson fundamentales entre los A, y los II* son

{Au(@), I (y) }ao—yo = 6,0°(F — 7)), (3.72)

mientras que el resto son cero. Para imponer la conservacion de los vinculos
primarios en el tiempo, debemos exigir que

{11°, H,} = —{11°, / BrAIT} = o1 ~ 0, (3.73)

por tanto obtenemos el vinculo secundario 9;I1° ~ 0. Esto no es mas que la
ley de Gauss vista como una ecuacion de vinculos débilmente cero, pues se
tiene que II; = —F;. El requerimiento de que este vinculo sea preservado en
el tiempo no otorga nuevos vinculos, pues

1
{0.11;, H,} = 1{82‘““ / PrFyFy} =0 (3.74)

de manera idéntica.

Consecuentemente, la teoria de Maxwell para el electromagnetismo tiene
dos vinculos, uno primario ¢ = II° ~ 0 y otro secundario y = 9;II; ~ 0.
Ambos son vinculos de primera clase y son incluidos en el Hamiltoniano
extendido

HE = Hc + /d3$(1}1¢ + U2X>
(3.75)

1 1
/dgl' (§HZH1 + ZFlkFlk =+ U1HO + ('U2 — AO)&HZ)

Estos vinculos de primera clase generan transformaciones de gauge infinite-
simales. En este caso, ¢; ~ II° genera las siguientes transformaciones en las
coordenadas

51, (x) = / dyer () {An(z), TO(y)} = 8% (),
511_[“(93) = 0,

(3.76)
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mientras que ¢9 = J;I1; ~ 0 genera

8 w) = [ Py {4,0), 010)} = ~5,0ex(o),
Gl (z) = 0.

(3.77)

Ya que 0 F;;, = 0, el Hamiltoniano no se ve afectado por estas transformacio-
nes. Finalmente, realizamos el conteo de grados de libertad por medio de la
ecuacion de la siguiente forma: de los 4 pares de variables canoénicas
(A, II*), descontamos 2 vinculos de primera clase ¢y, @2, obteniéndose que
el electromagnetismo clésico posee dos grados de libertad interpretados
como los dos grados de polarizacion del campo electromagnético.

Relatividad General

El formalismo Hamiltoniano para la Relatividad General pone de manera
explicita el hecho de que la teoria es invariante ante difeomorfismos (cambios
generales de coordenadas), lo cual se aprecia en el formalismo 3+ 1 propuesto
por Arnowitt, Deser y Misner (ADM, de ahora en adelante) [90]. Por tanto,
cuando escribimos las ecuaciones de Einstein en términos de la métrica g"”
estamos utilizando un subconjunto de variables redundantes, que reflejan el
hecho de que relatividad general es una teoria cuya formulacion Hamiltoniana
posee vinculos.

Formalismo ADM

Para proceder con el formalismo Hamiltoniano, es necesario realizar una
foliacion en el espacio-tiempo por medio de hipersuperficies en tres dimen-
siones separadas por un intervalo infinitesimal dt en algin sistema de coor-
denadas. Etiquetamos la hipersuperficie mas temprana ¥; a tiempo ¢, por
medio de las coordenadas

r* = 2%(z"), (3.78)

donde a =0, ..,3,7 = 1,.., 3. Ademés tendremos la hipersuperficie mas tardia
denotada por >, 4, v deseamos definir la geometria en cuatro dimensiones
entre ellas, por medio de un objeto matematico apropiado que, como veremos,
sera la métrica ADM. Para describir este espacio-tiempo necesitaremos cuatro
requisitos

1. la métrica en la hipersuperficie X;: h;i(t, 2, y, z)dz'dz? que mide la dis-
tancia entre dos puntos pertenecientes a ella,

2. la métrica en la hipersuperficie Xy 4 hi;(t + dt, x,y, z)dz'da?,
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3. una férmula para el lapso de tiempo propio entre las dos hipersuperfi-
cies: N(t,x,y,2)dt,y

4. una féormula para determinar la posicion espacial en la hipersuperficie
superior:

xizt+dt(xj) = a:i - Nl(ta z,Y, Z)dt (379)

Todo esto puede entenderse también de la siguiente forma. En cada punto
de la hipersuperficie 3; podemos definir una base de vectores tangentes x! =
OJ;x* y un vector normal unitario n* tales que

n-x;=0, n’=-1 (3.80)
En base a ésto, podemos definir el vector deformacion
NF = 9t (2", 1), (3.81)

el cual conecta dos puntos con la misma coordenada z* en las dos hipersuper-
ficies proximas. Si descomponemos este vector en la base (n*, x%), obtenemos

NF = Nn# + N!. (3.82)

En la dltima expresion, llamamos funciones de lapso y corrimiento a N y
N, respectivamente.

Con todos los requisitos enumerados con anterioridad, podemos definir el
intervalo propio entre dos puntos =¥ = (t,z") y o + dz" = (t + dt, z* + dz')

como
dist.propia \? t.propio entre
ds? = prob _ (PP , (3.83)
en la hipersup. Yivar Y 2t

lo cual puede expresarse en términos del elemento de linea
ds® = —(N? + hyyN'N?)dt* + h;j(dz’ + N'dt)(da’ + N’dt). (3.84)
En esta tltima expresion reconocemos la métrica ADM como
_( Y00 Yoj | _ —N? N; ) 3.85
go= ()= (0w (3.85)
donde la notacion es tal que N* = h'9N;, h' = (h;;) '
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Curvatura intrinseca y extrinseca

La métrica en 3 dimensiones h;; especifica la geometria intrinseca de la
superficie t = cte. Es posible asociar a esta métrica una derivada espacial
covariante D; y una curvatura espacial (3)Rijkl- En este espacio, es posible
pensar a las funciones lapso y corrimiento como un campo escalar y vectorial
en la hipersuperficie, respectivamente. El cambio de la normal unitaria V,n,,
proyectada sobre la superficie ¢t = cte es

Ky = b, h,Vang, (3.86)
o también

Este cambio representa la medida de como la superficie espacial esta curvada
en el espacio de 4 dimensiones. Se le denomina curvatura extrinseca y en

términos de la métrica ADM ([3.84)) se escribe como

1 1 0h;;
Kij=—|—=—=2 4+ D;Nj | . 3.88
iITN < 2 ot + L J)> ( )
Luego, la accion de relatividad general puede ser escrita en términos de la
descomposicion ADM como

1

Se =7

/ d*zVhN (K ;K9 — K2 +6) R — 2A), (3.89)
donde se ha definido K = K, y ® R es el escalar de curvatura en n = 3. A
es una constante cosmologica que puede anadirse de manera genérica.

Estéa claro que la relatividad, escrita en el formalismo ADM, es una teoria
con vinculos, puesto que las derivadas de N y N respecto a t no aparecen
en la accion. Por tanto, éstas serian variables espurias, que son puro gauge y
actiian como multiplicadores de Lagrange. Luego, las ecuaciones deberian ex-
presarse completamente en términos de la métrica espacial h;; y el momento
conjugado 7;;. Se tiene que el momento conjugado es

1
Tij = _E\/E(Kij — hi; K). (3.90)

Si variamos la accion (3.89) con respecto a N’ obtenemos los siguientes

vinculos B
D7 = 0. (3.91)

El vinculo faltante surge de la variacién con respecto a N, de esta variacion
se obtiene que

PG ™ + 7Vh(=® R 4 2A) = 0, (3.92)
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donde se ha definido

1
Giji = m(hikhﬂ + hahjk — hijhi). (3.93)

El vinculo de mayor importancia en el analisis Hamiltoniano de relatividad
general es , y esta asociado a la invariancia de la teoria bajo repara-
metrizaciones de la familia de hipersuperficies espaciales, e implica que la
densidad Hamiltoniana #

H = Gijum? 7™ + 072V (=P R+ 2A) = 0 (3.94)
es un vinculo.

Algebra de vinculos

El algebra de vinculos clasico puede expresarse en términos de los corche-
tes de Poisson bésicos

{9i5(x), gru(y)} = 0,
{m¥(x), ™ (y)} =0, (3.95)
{gij(x), 7™ ()} = 0P (z — ).

La propiedad crucial del formalismo canénico radica en el hecho que los cor-
chetes de Poisson de los vinculos super-Hamiltoniano y de super-momento
forman un algebra cerrada, lo cual equivale a decir que el conjunto de vinculos
es de primera clase. Las relaciones fundamentales que contienen esta infor-
macioén corresponden a

{#(x), % (y)} = —%;(2)00(w,y) + Hi(y) 0} (. y),
(i), 7 (y)} = Z (2)0]0(z,y), (3.96)
(% (), % (y)} = 9" (2)7:(2)0]0(x,y) — g7 (y) i (y)d (2, y).

Tomando este resultado como base, podemos decir que tanto Z como #; son
vinculos de primera clase, los cuales generan transformaciones de gauge en la
métrica. Por tanto, el conteo de los grados de libertad en relatividad
general va como sigue: los pares de variables canonicas (g, 7™), ya que son
simétricos en los indices ¢ — j, otorgan n(n — 1)/2 grados de libertad (pues
i,j =1,..,(n —1)). Removemos n grados de libertad con los n vinculos de
primera clase H,, quedando los n(n — 3)/2 grados de libertad en relatividad
general. En n = 4, obtenemos los dos grados de libertad asociados a las dos
posibles polarizaciones de las ondas gravitacionales.
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Capitulo 4

Formulacion Hamiltoniana de la
gravedad teleparalela

En la seccion que sigue revisaremos la formulacion Hamiltoniana del equi-
valente teleparalelo de la relatividad general. La coordenada canodnica a uti-
lizar en el formalismo Hamiltoniano es la tétrada, y ya que difiere del caso
de relatividad general, donde se utiliza la métrica, es esperable obtener una
formulacion diferente en lo que respecta a la estructura de vinculos. Es po-
sible anticipar, también, que el niimero de vinculos serd mayor, dado que
la métrica g,, tiene n(n + 1)/2 grados de libertad, mientras que la tétrada
E7, no es simétrica en sus indices y por tanto tiene n? componentes libres.
No obstante este hecho, el nimero de grados de libertad deberia mantenerse
igual, puesto que las ecuaciones de movimiento de ambas teorias describen
dinamicas equivalentes.

Para comenzar el procedimiento Hamiltoniano necesitamos un Lagran-
giano que muestre de manera explicita la dependencia en la tétrada B, la
variable canénica a utilizar. Esta motivacion nace del hecho que, en trabajos
previos, encontramos que el Lagrangiano esta escrito en términos de la tor-
sion, desarrollando todo el formalismo en términos de esta variable, que no
obstante depende de la tétrada [91], 92], 03] 04]. Es sabido que formas dife-
rentes del Lagrangiano dan origen a una estructura Hamiltoniana diferente;
lo mismo ocurre si se toma un conjunto diferente de coordenadas canonicas.
Por otro lado, la introducciéon de variables dindmicas adicionales, como lo
seria la introduccién de multiplicadores de Lagrange, cambia totalmente la
formulacion canoénica de la teorfa. Vemos estas diferentes consideraciones en
trabajos previos que tratan acerca de la formulacion Hamiltoniana de grave-
dad teleparalela genérica, por ejemplo véase [95] para una formulacion donde
se agregan multiplicadores de Lagrange que restringe cada componente de la
curvatura a ser cero. En [96, 97| se estudia la formulaciéon Hamiltoniana en
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lenguaje geométrico. Para una formulaciéon de primer orden en términos de
la torsion de Weitzenbock, véase [03, [04]. La formulacion que presentaremos
a lo largo de este capitulo difiere cualitativamente de los trabajos anteriores,
y posee ventajas comparativas, como lo es el hecho de que la forma de los
vinculos se simplifica enormemente, el significado del algebra de vinculos es
patente, y se revelan aspectos interesantes de las simetrias del Lagrangiano
de esta teorfa. Todos estos resultados son nuevos y no se encuentran en tra-
bajos previos; el contenido completo de este capitulo ha sido publicado en

98, [99].

4.1. Lagrangiano de la gravedad teleparalela

Comenzaremos reescribiendo el Lagrangiano de la gravedad teleparalela
completamente en términos de e, ES y las derivadas 0,E%. De esta forma
aislamos de manera explicita las velocidades dy £} y ademés removemos cual-
quier término que contenga la métrica en favor de la tétrada. De otra forma,
tendriamos oculta una dependencia en la tétrada, que es precisamente nuestra
coordenada canoénica basica a utilizar para la formulacion Hamiltoniana. El
escalar de torsion puede escribirse en términos de la torsion de Weitzenbock
como . )

T = ZTpWT”W — ET"WT“; =10, T, (4.1)
Notamos que todos los términos en 1" son cuadréticos en el objeto antisimé-
trico 8[ME3}, por tanto escribiremos cada término en funcién de esta combi-
nacion cuadrética de derivadas. A modo de ejemplo, reescribimos el primer
término como

1 w pp _1 Bu gw e 4.9

4 P ;W_4gpag g By J 2] ()
luego escribimos tanto la torsion como la métrica en términos de la tétrada
y su inversa

1
1 T,"™ 1", = T ndpfle g 0,E", @,Eb)\ ek el el e} ) (4.3)

Luego reemplazamos de vuelta esta expresion en (4.1)), realizamos el mismo

procedimiento con los dos términos restantes, obteniéndose que
1
T =3 0.5, 0,E", e e eh e} M, “V, (4.4)

donde llamamos supermétrica al objeto emergente Mabcedf

invariante de Lorentz y esta definido como

M, = 2 el — 451 pflle 56 1§ gle pelld 511 (4.5)

, que es un tensor
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Con esto, la densidad Lagrangiana serda L = E T. Esta forma del escalar
de torsion es equivalente a , con la salvedad de que se encuentra escrito
en términos de la tétrada y su inversa de manera explicita. Incluso en esta
forma, sigue siendo cierto que este Lagrangiano es equivalente al Lagrangiano
de la relatividad general salvo por un término de borde que es integrado al
introducirse en la accion.

Este objeto llamado supermétrica, que aparece de manera natural en el
Lagrangiano de ETRG, tiene propiedades de antisimetria muy interesantes.
Vemos sin dificultad que la supermétrica es antisimétrica en los pares de
indices c—ey d— f, lo cual implica que s6lo las partes antisimétricas de 0, E; y
8AE2 formaran parte del Lagrangiano. Otras propiedades de la supermétrica
que pueden probarse a partir de su definiciéon son

Mabaedf - Mbadfae = 4(” - 2) ne[d 55} ’ <46)
Mabdfae = MbaaEdf = 2(” - 2)7]6”(53]’ <47)
My = —2(n—1)(n—2)n . (48)

Mas tarde, a medida que avancemos en el procedimiento de la formulacién
Hamiltoniana, descubriremos otras relaciones tutiles de este objeto matemé-
tico [l
La estructura aparentemente complicada de los indices del espacio tan-
gente en la supermétrica se ve justificada y es natural cuando reconocemos
que en el Lagrangiano de ETRG aparecen los coeficientes de anholonomia
¢, definidos tal que

C
[eaa eb] = f ab€e- (49)
De hecho, los coeficientes de anholonomia se escriben en términos de la té-
trada y su inversa como

G = —ehel(0.B; — 0,E}) = —2e}el0,E}). (4.10)

Podemos escribir este objeto en términos de la torsion de Weitzenbdck como
@ = T%e.ep), asi como también en términos la derivada de Lie de la
tétrada, puesto que
e = (£ E)(es). (4.11)
Finalmente, la densidad Lagrangiana puede escribirse de manera compacta
y elegante en términos de los coeficientes de anholonomia como

1
L=gEf, b M, (4.12)

IE] procedimiento de remover la métrica del Lagrangiano se conoce como formalismo
premétrico, y la supermétrica posee una equivalencia al tensor constitutivo, ver por ejemplo
[100] y referencias citadas. Es importante mencionar que nuestro trabajo [99] es pionero
en utilizar este formalismo premétrico en gravedad teleparalela con fines practicos.
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Una expresion similar para el Lagrangiano de ETRG puede encontrarse en
[18]. En dicho trabajo, los coeficientes de anholonomia son interpretados como
un campo tipo Yang-Mills; sin embargo la forma del Lagrangiano que se
deriva en ese trabajo mezcla componentes del espacio tangente e indices
de coordenadas. Mientras tanto, la expresion que hemos obtenido involucra
unicamente indices del espacio tangente, mostrando que la supermétrica es un
objeto geométrico relevante en la estructura del espacio tangente del espacio-
tiempo.

4.2. Coordenadas y momentos canénicos

De acuerdo al procedimiento estdndar que vimos en el capitulo anterior,
para realizar la formulaciéon Hamiltoniana debemos primero calcular los mo-
mentos canodnicos a partir de la variacion del Lagrangiano con respecto a
la derivada temporal de las coordenadas candnicas. En este caso estas de-
rivadas corresponden a JgEf, por tanto si variamos respecto a éstas,
encontramos que los momentos canoénicos I1# son

oL ced,
I = eI E 0,E, ) el ¢f ¢} M, f
w
1
= 5 e et fh MV (4.13)

En toda teoria de campos, el corchete de Poisson entre dos funciones de las
variables canonicas A(t,x) y B(t,y) a tiempos iguales, se define como

{A(t,x), B(t,y)} =
0A(t,x) 0B(t,y) 0A(t,x)dB(t,y)
[ (e sty ~ oy ot ) - 419
En particular, el corchete entre las variables candnicas fundamentales es
{EL(t,x), II(t,y)} = 0 6, d(x—y) . (4.15)

Vemos que hay objetos matematicos en el Lagrangiano como E y et que
dependen de manera explicita de la variable candnica Ej, y cuyos corche-
tes fundamentales con el momento canénico no seran triviales. Sin mucho
esfuerzo podemos demostrar las siguientes expresiones

{E(tx), I5Ey)} = Eeyd(x—y),

{e(t,x), (L, y)} = eef d(x—y),

{eg(t> X)v HZ(t, Y)} = _egeg(s(x - Y) ) (4'16)
{0, E,(t,x), I (t,y)} = —{E;(t,x), O;IL;(t,y)}

= o8 T(x— ).
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Veremos més tarde que también hay corchetes que involucran derivadas par-
ciales de ambas variables candnicas, cuyo resultado es

{0,EL(t,x), M)t y)} = / dz 60 056(x — 2) 0Y0(y — ). (4.17)

4.3. Vinculos primarios

Normalmente se esperaria que la relacion (4.13) permita despejar las ve-
locidades 0y £ en funcion de los momentos canonicos. No obstante, veremos
que esto no es posible para todas las velocidades, puesto que existen vinculos
en la teoria. En la definicién de los momentos canénicos (4.13)), notamos que
existen n vinculos primarios triviales para p = 0, que provienen del hecho

0 .0 . L q- P cedf
que e, e, es simétrico en los indices ¢ — e pero la supermétrica M, es
antisimétrica. Estos vinculos los denotaremos como

G =11 = 0. (4.18)

Notamos que estos vinculos son analogos al vinculo 7° ~ 0 en la formu-
lacion Hamiltoniana del electromagnetismo clésico. Esta analogia nos dice
que las componentes E§ son variables espurias que dependen de un gauge, y
que podrian convertirse en multiplicadores de Lagrange si realizaramos una
integracion por partes en la accion.

Es esperable que el resto de los vinculos primarios estén relacionados de
manera exclusiva con los indices del espacio tangente. Por lo tanto, parece
16gico buscar los vinculos restantes en la combinacion invariante IIZEY, la
cual se puede escribir como

4B = EC,,“ e} 0B, + E O,E el el ey M,, Y, (4.19)
donde el objeto C, “I est4 definido como
Cp = el e M,V (4.20)

Con el propésito de encontrar nuevos vinculos entre las coordenadas y mo-
mentos candnicos, buscaremos coeficientes v¢ que dependan de la tétrada, tal
que v¢IIPE? no contenga velocidades canoénicas. En otras palabras, ya que
la matriz 63]5; en es siempre invertible, para saber cuantas velocidades
OyE% se pueden despejar debemos encontrar los autovectores nulos v¢ de la

matriz Cagf , los cuales deben cumplir la siguiente condicion

viC =0 (4.21)
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Notamos que incluso los vinculos primarios G,(ll) = IIY pueden ser recuperados
de esta forma. Basta con tomar n autovectores nulos de la forma vj . = 62(5;
(donde la letra |g| etiqueta los autovectores), para obtener

0 ca e __ 0
e §¢ MM ES = 110, (4.22)

Por otro lado, estos coeficientes satisfacen la ecuacion (4.21)), pues la su-
permétrica M ggedf es antisimétrica en los indices ¢ — e, por tanto es trivial
que

a ef _ 0,00 cedf __

VigleCap = €c€cegMy ~ = 0. (4.23)

Con el fin de encontrar nuevos vinculos, introduciremos un conjunto inde-
pendiente de coeficientes v¢ dado por

Vighle = 20(gTIhle; (4.24)

que generaran vinculos denotados por los indices gh. Aplicando este vector

en la expresion (4.21)), obtenemos
a e ced cdf __
Vgn's Cap = 260 € mepy M 3,7 = dedeSord, = 0. (4.25)

En el producto antisimetrizado

NeeM 7" = 2 (01,6107 + 67,0107 + o1,6%6%)
. h
- _2 6gabf )

aparece la delta de Kronecker totalmente antisimétrica 55&}0 . Los indices an-
tisimetrizados gh denotan n(n — 1)/2 nuevos vinculos. Combinando las ecua-
ciones (4.19)), (4.25)) y (4.26)), se obtiene que

0= vy, (I ES — EOEY edehey M, )
= 2110 By + 4EQ,EY €fyeqey).
En la dltima linea podemos reemplazar A por un indice espacial j, debido
a que el par h — b se encuentra antisimetrizado y la contribucion A = 0 se
anula. Ademas, se cumple que Hg = 0 en la superficie de vinculos, por tanto
podemos obviar esta componente en la expresion anterior. Por lo tanto, los
nuevos vinculos primarios quedan definidos como
1 - i b 0 ij
Gy = 2neplly Ef + AEO.E] epeqey =~ 0. (4.26)
Maés adelante probaremos que estos n(n — 1)/2 vinculos satisfacen el algebra
de Lorentz, y que ademaés su derivada temporal es cero en la superficie de
vinculos, que es la condicién de consistencia que debe cumplir todo vinculo.
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Para determinar si es que hemos agotado las soluciones a la ecuaci()n
- y por conveniencia para mas adelante reescribiremos el tensor C,
como una matriz simétrica de n? x n?. Usaremos una notaciéon que tome

pares de indices a,b, ... pertenecientes al espacio tangente, para definir un
multi-indice A = ()% tal que la ecuacion (4.21) puede ser escrita como [98]
v Cyup = 0. (4.27)

Para realizar ésto, hemos usado las siguientes formulas de indexacién para

A=(),, B=("

A=(a—-1)n+e, B=(0b—-1)n+f; (4.28)

de tal forma que A, B,... =1,...,n% cuando a,b,e, f = 1,...,n. Notar que
al momento de descomponer los indices a, b, ... en parte temporal y espacial
estaremos usando la notacion a = 0y a = 1,...,n — 1, respectivamente.
Las formulas pueden adaptarse en concordancia con esta elecciéon de
la numeracion.

Noétese que podemos invertir estas formulas con las siguientes expresiones

a=1[A/n], e=A—n[A/n|—1,

donde | | denota la parte entera de un ntmero real. El resultado de este
procedimiento es una matriz cuadrada de n? x n?, que satisface la condicién
de simetria

CAB — CBA, (429)

debido a las propiedades de simetria de la supermétrica. La ecuacion (4.27)),
junto con , indican que el nimero de vinculos primarios lineales en los
momentos, y los autovectores nulos de C'4 5, es el mismo. Los coeficientes v4 =
v, de la combinacion v, 11§ £ son las componentes de los autovectores nulos
respectivos. Hasta el momento hemos encontrado n+n(n—1)/2 = n(n+1)/2
de ellos, y como pronto veremos, los restantes n(n—1)/2 autovectores tendran
autovalores diferentes de cero.

4.4. Hamiltoniano canénico de la gravedad te-
leparalela

Usaremos el potencial de la notaciéon de multi-indices introducida en
(4.28]) con el propoésito de encontrar una forma compacta para el Hamil-
toniano canoénico de ETRG. Con este fin seré ttil definir las siguientes ex-
presiones,

EP = e}Ei, EP = e}a-Eg,
My =T4ES, Py=E 0;EpedeieiM,, Y,
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donde todos estos objetos pueden ser interpretados como vectores de di-
mension n?. Descomponiendo la densidad Lagrangiana en parte temporal y
espacial, y reescribiendo en términos de estas definiciones, encontramos que

(4.4) puede escribirse como

1 )
L=+ Py)(EA — B - U, (4.30)

donde ademés se ha definido

1 . .
= —5 B OE} O.E] . ] e e M, (4.31)

Notar que esta tltima expresion depende tinicamente de derivadas espaciales
de la parte espacial de la tétrada Ef, y de la parte espacial de la tétrada
inversa ¢’. Por lo tanto, la densidad Hamiltoniana canénica se escribe como

# =1 E —L = B - L
1 . 1
=5 (4= Py) B4+ 5 (I + Py)ES 4+ U.

Vemos que en esta tltima expresion atn esta presente la velocidad E4. Pa-
ra escribir # de manera canénica, debemos encontrar las velocidades E4
en funcién de los momentos canoénicos I14. La ecuacion lineal que relaciona
ambas variables es (4.19)), la cual reescrita en términos de los multi-indices
queda como .

Iy — Py =E Cup(E® — EP). (4.32)

Vemos que EZ no puede despejarse de manera trivial en , puesto que
C4p es una matriz singular. Ya sabemos que esta matriz tiene n(n+1)/2 au-
tovectores nulos, ya que hay n(n+1)/2 vinculos primarios que son lineales en
el momento. Sin embargo, aunque Cyg no sea invertible, podemos resolver el
subespacio de velocidades que es ortogonal al subespacio de autovectores nu-
los. Si usamos una base apropiada para separar el subespacio de autovalores
nulos, la matriz Cyp se ve como

0---00---0

}n(n+1)/2
0---00---0
! _
“p=10 0 | (4.33)
C }n(n—l)/Q
0---0



En dicha base, podemos encontrar n(n+1)/2 vinculos II4 — P4 = 0; ademaés
resolvemos trivialmente n(n — 1)/2 velocidades que son relevantes,

EA—E} = E' DB(Tlp — Pp), (4.34)

en donde la matriz D' es

}n(n+1)/2
0---00---0

D/AB —

0.0 , (4.35)
D }n(n—l)/?

0---0

—_— =

(n+1)/2 n(n—1)/2

y satisface

0 0 0 0

}n(n+1)/2
DO O'D — 0---0 0---0

0--01 . (4.36)

}n(n—l)/Z

——
n(n+1)/2  n(n—1)/2

La ecuacion establece que las primeras n(n+1)/2 velocidades son nulas.
Esto no tiene efecto alguno en el Hamiltoniano, puesto que las velocidades
aparecen como los coeficientes de los vinculos primarios 11, — P4 = 0. Por
lo tanto, los valores de las primeras n(n + 1)/2 velocidades son irrelevantes,
ya que una eleccion diferente modifica el Hamiltoniano por términos que
son proporcionales a los vinculos primarios, los cuales no modifican H en
la hipersuperficie de vinculos. Ademas, estos términos proporcionales a los
vinculos primarios G se introducen en el Hamiltoniano primario, como
veremos luego.

Podemos usar la matriz N de cambio de base para regresar a la base
original C' = NCN~!. Para ésto, multiplicamos en (4.36)) con N~! por la
izquierda y con N por la derecha, obteniendo

N'D'NC=CN'D'N=N"" ( 8 (1) ) N. (4.37)
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En esta ultima expresion, se subentiende la dimensionalidad de cada uno de

los tres bloques de 0’s y el bloque diagonal de 1’s como matrices de w X

n(n2+1)7 n(n2—1) « n(n2—0—1)7 n(n+1) x n(n2—1) y n(n2—1) x n(n2—1), respectivamente.
Vemos que el lado derecho de (4.37) es una matriz simétrica, diferente de la

identidad. Ademés, reconocemos en la peniltima igualdad la matriz

D=N"'DN, (4.38)
la cual puede probarse que satisface
CcDC=C, DCD-=D. (4.39)

Las formulas en son los requerimientos que debe cumplir D para ser
la pseudoinversa de Moore-Penrose de C'. Convendré para més tarde usar
la ecuacion en la base original, por tanto reemplazaremos D’ por D
en esta expresion. Entonces, substituiremos las ecuaciones y en
para obtener la siguiente forma canoénica de la densidad Hamiltoniana

H =~ e (Illy— Py)DAP (g — Pg) + 114 B + U, (4.40)

1
2
donde se ha definido e = E~' = det(e#). El Hamiltoniano canénico H co-
rresponderd a la integral de la densidad Hamiltoniana # en todo el espacio,
es decir

H = /d3a: x . (4.41)

A continuacioén, aplicaremos de manera explicita el método de la pseudo-
inversa, encontrando el subespacio de autovectores no nulos que definen las
matrices de cambio de base N y N~!. El procedimiento para encontrar este
espacio vectorial se simplifica mucho para n = 3, por lo cual sera expuesto a
continuacion, a modo de entrenamiento para el caso en dimension arbitraria.

4.4.1. Autovectores no nulos de D para dimensiéon n = 3

Comenzamos el procedimiento de busqueda de la pseudoinversa de la
matriz C'4p en el caso simple donde n = 3. Sera ttil trabajar con la matriz
C“; dada por

cA =0 =0 e Moo (4.42)

donde C3 = n'°Ceop, ¥ nap = nNwn®. Ambas matrices C4; y Cap com-
parten los autovectores de autovalor nulo, pero tienen autovectores no nulos
diferentes. En la definicion (4.42) tenemos que M gehf = 0" Nae Mcbgdhf ;
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bajamos y subimos indices con la métrica del espacio tangente 1,,. Por otro
lado, un célculo simple muestra que los autovalores no nulos de C*; son

Moo= A =2 () — () — ()] =2 9" =,
A3 = =\ (4.43)
El caso n = 3 es muy simple debido a que la matriz C%; satisface la siguiente

identidad
C4LCR.CY = N2, (4.44)

Esto es consecuencia del hecho que todos los autovalores de esta matriz tienen
el mismo valor absoluto. Esto significa que la pseudoinversa de C4; es la
matriz D4 = A72 C%4,. Por lo tanto, la matriz DA® que definimos en la

ecuacion (4.40) es
DAB = \T2CAB = A 72e) ) M (4.45)

A continuacion veremos el caso general para dimensiones superiores.

4.4.2. Autovectores no nulos de D para dimensién n > 4

En dimensiéon n = 4, encontramos seis autovalores no nulos para la matriz
C4,, los cuales son

Al = X=A3=X =X
= () — ()~ () — (D)) =26 =,
Ae = —2\. (4.46)
Ya que los valores absolutos de todos los autovalores no son iguales, no po-
demos inferir la forma de la matriz pseudo-inversa DA de manera tan facil
como en el caso n = 3. De hecho, se tiene que la matriz C; no satisface
la relacion cuando n > 3. El autovector relacionado con el autovalor

diferente A\g es

A
U)B = U)l?f = —5 5? -+ 6? T]bh 62 . (447)

En una dimensién arbitraria n, el vector w? satisface la ecuacion de autova-
lores

Cpu” = € e) Mabgehfwl}
= —(n=2) A w?=—(n—-2) X\ wl (4.48)
Realizamos un ansatz para la pseudo-inversa de C“; de la siguiente forma

DY = \2(C% + awtwg), (4.49)
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la cual quedara justificada a continuacion. El factor a sera determinado de
tal forma que D, cumpla las condiciones de pseudo-inversa . Usaremos
el proyector asociado al autovalor \g para forzar a que la matriz C“} satisfaga
la ecuacion (4.44). Para que D“; sea la pseudo-inversa de C“, el lado derecho
de la siguiente ecuacion:

04 DG, CL = X204 09, C% + a(n — 2)? whwg (4.50)

debe ser equivalente a C“;. Para encontrar el valor de o que cumple con ésto,
introduciremos la matriz auxiliar

O = C% + 4\ 'wtwp, (4.51)
que satisface
Chw? = ChwP+4 2wt wgw®
= —(n—=2)Aw* + (n— 1) w? = Aw. (4.52)

Es decir, el autovalor del autovector diferente ha cambiado, pues al aplicar
OAB a w? hemos obtenido \ en lugar de A\¢ = —2\. Ademés se tiene que para
cualquier vector 8 que sea ortogonal a w” se cumple que C%4 (8 = C4, (5 =
A (4. Por lo tanto, C"j‘g es isotropica en el subespacio de autovalores no nulos.
Esto puede probarse no sbélo para n = 4, sino que para un ntmero arbitrario
de dimensiones. Este chequeo lo hemos realizado con el programa de computo
algebraico Cadabra [101], 102].

Ya que todos los autovalores no nulos de C’AB son iguales a A, entonces
é’% satisface la ecuacion (4.44]). Por lo tanto,

A (O + 4 X wtwg) = N2 CY4 = 04 0 CE
= CLCLCE +4X(n® —bn+T7)wwg , (4.53)
es decir,
22040500, = 0% — 4 X = 3)(n — 2uwwp . (4.54)

Si sustituimos este resultado en (4.50)), obtenemos que D“; es la pseudo-
inversa de la matriz C’ si « es igual a
4 (n—3)

O Y

(4.55)

En dimensién n = 4, tenemos que a = 2\~!. Por tanto la matriz pseudo-
inversa con indices contravariantes es

DAB = \72(C4B + aww?), (4.56)
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y para el a obtenido en n = 4, escrita en términos de la tétrada puramente,
es

a 1
DY = DY =N (6 ) 0™ )

AT (2 ehn? +4e e?e (5][%” nle

+eb e) n 0" ney)

+2 A3 9 pPh e ey €l €y . (4.57)

Mientras tanto, la expresion general sera aquella dada por (4.55)) y (4.56)).
Con el fin de simplificar calculos posteriores, conviene notar que la ecua-

cion (4.47) puede ser reemplazada en el lado izquierdo de (4.48]), obteniéndose

1

— ) =wt = w? 4.58

2<n _ 2) be ( )

Esta expresion nos permite escribir la matriz D en (4.49)) completamente en
términos de la matriz C, pues

A3 (n — 3)

Dab — /\—2 Cab
ef ef + (n _ 2)3

e Chy (4.59)

4.5. Vinculos secundarios: super-Hamiltoniano
y super-momento

Una vez encontrado el Hamiltoniano canénico, podemos escribir el Ha-
miltoniano primario como la siguiente combinacion lineal

H, = +uGV 4+ utGl) (4.60)

donde hemos introducido los multiplicadores de Lagrange u¢, u® que acom-
panan a los vinculos primarios. Este Hamiltoniano nos permite estudiar la
consistencia en el tiempo de los vinculos primarios, por medio del conjunto
de corchetes

GW = {H, GV} ~0, (4.61)

donde G representa el conjunto de vinculos primarios G = (Ggl), Gg?).
Las ecuaciones representan la imposiciéon de que los vinculos primarios
se satisfagan a todo tiempo. Es decir, si el sistema fisico se encuentra en la
superficie de vinculos a un tiempo inicial, debe permanecer constrenido a esta
superficie al evolucionar temporalmente el sistema. Si este requerimiento no
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se cumpliera, implicaria que existen nuevos vinculos, los cuales seran llama-
dos vinculos secundarios, y seran denotados por G®. En el caso de ETRG es
posible encontrar los vinculos secundarios a través de las ecuaciones de mo-
vimiento, como mostraremos a continuacién. Luego mostraremos que estos
vinculos secundarios aparecen en las relaciones de consistencia .

4.5.1. Vinculos secundarios a través de las ecuaciones
de movimiento

A diferencia de los vinculos primarios, los vinculos secundarios pueden
encontrarse usando las ecuaciones de movimiento. En particular, podemos
estudiar la evolucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, escritas como [}

5 oL oL

B 9E 0. (4.62)

Si separamos la derivada del primer término en partes temporal y espacial,
reconocemos el momento canénico. Reescribiendo en términos de éste, se

obtiene
oL oL

9(0;Ee)  OE*

Il + 0; 0. (4.63)
A partir de esta expresion podemos imponer facilmente que el vinculo G =
10 se satisfaga a todo tiempo, reemplazando v = 0. Esto implicara que exis-
ten n ecuaciones, que no contienen derivadas temporales de segundo orden,
y corresponden a

oL oL
0(0;Ey) OE§

Vemos que estas ecuaciones no contienen ninguna dinamica, de manera analo-
ga a lo que ocurre en el electromagnetismo. Ya que las derivadas de la tétrada
forman el Lagrangiano en combinaciones antisimétricas de indices espacio-
temporales, encontramos la siguiente relacion

0; (%) =—0; (ﬁ) = —O;IT. (4.65)

Poniendo ésto en (4.64)), encontramos n vinculos secundarios dados por

0, = 0. (4.64)

. 0L
1T = 0. 4.
0 “+8Eg 0 (4.66)

ZPara el conteo de grados de libertad a través del método Lagrangiano, ver [103].
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Podemos probar que estos vinculos son consistentes con la evolucién, y no

Y
generan nuevos vinculos. Para ésto, podemos aplicar la derivada 0y a (4.606|),
y usar la ecuacion (4.63)) para reemplazar dylI, obteniendo

AN oL oL
o8 (@Ha + 8E8) = _61878(@-5?) +a“(9Eﬁ
oL oL
= %9%50,e0 T %% a0,En =

donde en el peniltimo paso se usaron las ecuaciones de Euler-Lagrange. La
ultima igualdad es cero puesto que 9,/ aparece en el Lagrangiano en combi-
naciones antisimétricas, pero se encuentran multiplicados por los operadores
0,0; y 0,0y, los cuales son simétricos en los indices respectivos.

Por tanto, hemos obtenido en un conjunto de vinculos que es con-
sistente con la evoluciéon temporal. Para escribirlos de manera canénica, debe-
mos calcular la derivada 0L/OEf y expresarla como funcion de los momentos
canonicos, de la tétrada y de sus derivadas espaciales inicamente. Para reali-
zar este calculo notamos que, a diferencia del electromagnetismo, el término
E§ aparece en el Lagrangiano no soélo en las derivadas espaciales 0;Ef, sino
que como parte de e/ y E. Comenzamos calculando de”/JFE$, lo cual puede
obtenerse a partir de la relacion de dualidad de la tétrada

8 1
U= elE s 0= —b b ek gh (4.67)
DS
Esto implica que
Oct A (4.68)
= —€ €. . .
oEy et

Necesitamos también la expresion OF/JE§, la cual se obtiene a partir de
la formula explicita del determinante en funcién de las componentes de la
matriz que representa a la tétrada. Esta expresion, en dimension arbitraria,
esta dada por

E = €apea. g ESEY ... EY. (4.69)
Entonces se obtiene
oFE oFE
Ef — =8F =Fe, . 4.70
De esta forma
oL 1
JE =3 E (ehelelehe} — eledelehe} — eleledehel
—ebelele)ey — eyelelere}) 0,E; 0,E MM (4.71)
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En la ultima expresion identificamos al Lagrangiano en el primer término, y
diferentes combinaciones de los momentos canénicos. Reescribimos y mani-
pulamos algebraicamente para obtener

8L 1 C 14 1 v C
i QL — Eeg 0, ESTIY + 3 ¢ 0, EST1#
1 1
—5 ¢ 0,EI11) + 3 er 0,E4 11,
= enL+2e; 0BT (4.72)

= eg L+2€) 03 Eq I, +2¢) 0, ETT .

La densidad Hamiltoniana puede ser extraida a partir de los primeros térmi-
nos, obteniéndose

oL
OEG

= —eq I + ) O, EGIIL + 2 ¢, 0, 5 11, (4.73)
= ey (0,(E§IL) — ) — Eeq 011, + 2 €], 0 E5 T,
Este resultado es reemplazado en la ecuacion (4.66)) para obtener n vinculos
secundarios

ES €] 011, + ef (0;(BgINL) — ) + 2€), 0 B 1T ~ 0. (4.74)

Notamos que soélo las derivadas espaciales estédn presentes, y que el Hamilto-
niano canoénico forma parte de los vinculos secundarios. Es posible aislar la
contribucién del Hamiltoniano contrayendo la expresiéon anterior con Eg,

G = — 0;(ESIT) = 0, (4.75)
mientras que realizando la contracciéon con E}, se obtiene
G\ = 0,ECIIL — (B IT) = 0. (4.76)

Los vinculos y (4.76)) son equivalentes a los vinculos de super—-Hamiltoniano
y de super—-momento del formalismo ADM, respectivamente [90]. Mientras

el Hamiltoniano de ADM se anula en la superficie de vinculos, el Hamilto-
niano de ETRG no. El motivo de esta diferencia se debe al término de borde
presente en el Lagrangiano de ETRG. De acuerdo a , la densidad Ha-
miltoniana # es una divergencia diferente de cero, la cual puede convertirse

a una divergencia espacial gracias a los vinculos . Es decir, podemos
escribir el Hamiltoniano como

H= /dx% = /deg” +/E§H§ ds;. (4.77)
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Esto muestra que el Hamiltoniano canénico es un vinculo mas un término
de borde. Como consecuencia de este hecho, veremos que todo el conjunto
de vinculos sera consistente con la evolucién, y por tanto seran de primera
clase.

4.5.2. Vinculos secundarios a través de la consistencia
de los vinculos primarios

Si bien hemos obtenido un conjunto de vinculos secundarios a través de las
ecuaciones de movimiento, es necesario estudiar la consistencia de los vinculos
primarios en el tiempo para chequear que no existan vinculos secundarios
adicionales. Debemos estudiar el sistema de ecuaciones

G — {G(l) %, = {G(l) ) +ubc{Ggl)’Géi)} + ub{Ggl)’Gl()l)} ~ 0,

GO =168, 7,y = (G, 7} + uH{GY), G} +u{G), GV} ~ 0.
(4.78)

Esto implica que tendremos que calcular el corchete de los vinculos primarios
consigo mismos y con el Hamiltoniano. Sin embargo, la expresion (4.77]) nos
dice que calcular el corchete con la densidad Hamiltoniana equivale a calcu-
larlo con el vinculo G((f), pues soOlo difieren en un término de borde. Ya que
este vinculo involucra a la matriz D42, podemos hacer uso de la expresion
donde escribimos D en términos de C, para simplificar los corchetes
de esta matriz con los momentos canénicos.

Finalmente podemos proceder a calcular los corchetes entre todos los
vinculos. Para el vinculo G((ll) el conjunto de corchetes de interés corresponden
a

{GV(t,x), ¢, >}—
{GY)(t,x),GD(t,y)} = (4.79)
(G2 (t,x), GOt :( G+ e, GP) ax—y).

N

El altimo corchete requiere conocer el corchete entre el momento 11V y la
matriz DAE el cual tiene una forma sencilla dada por

{D4B 1%} = 2¢2D45. (4.80)

1 . . 2

En la dltima expresion de (4.79) vemos que aparece la expresion GZ(- ) , la cual
mostramos que era un vinculo secundario, pero cuya existencia habria pasado
inadvertida si no hubiéramos utilizado las ecuaciones de Euler-Lagrange. Lo
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. 2 .
mismo ocurre para G(() ), por tanto hemos confirmado que ambos son vinculos
secundarios a través del formalismo Hamiltoniano.

. 1 .
Los corchetes de los vinculos G((lb) con el resto de los vinculos son

{6 %), G y)} = (1GL) +nus G

o (4.81)
—T]CngL) - nachf ) 5(X - Y)v
(G0, CREY)} = By g G S(x—y).  (482)

Para la tltima ecuacion en (4.82), necesitamos el corchete { DA 111}, cuya
expresion puede encontrarse en el Apéndice [C] junto con ayuda adicional
para reproducir los calculos que conllevan a estos resultados.

A partir de los corchetes en es posible obtener varias conclusiones.
En primer lugar, la expresion (4.81)) verifica que los vinculos GS)) satisfacen
el algebra del grupo de Lorentz, como era de esperar dada su interpretacion
como generadores de transformaciones locales de Lorentz. Por otro lado, en el
corchete (4.82)) vemos reflejado el hecho que el Hamiltoniano de ETRG no es
invariante ante transformaciones locales de Lorentz. Esto se debe, como era de
esperar, al término de borde que diferencia ETRG de RG. A nuestro entender,
esta observacion parece haber sido ignorada o no calculada en absoluto en la
literatura, encontrandose por primera vez en [99)].

Atn (Eueda por calcular los corchetes de Poisson entre los vinculos secun-
darios G,f), los cuales reproducen el algebra de vinculos de la formulacion
ADM de la relatividad general, dada su equivalencia con los vinculos super-
Hamiltoniano y de super-momento. El resultado que esperabamos es

(620, Pty = ~GP ) Folx—y) (4:83)
+ GV(y) oro(x—y),
(GP(t,x), GP(Ly)} = ¢7(x)GP (%) o(x —y)
— §(y) G (y) dri(x—y), (4.84)
{GP (%), GPty)} = GP(x) Fox—y). (4.85)

Finalmente, queda calcular los siguientes corchetes

GO (t,x), GP(t,y)} =0,
{G. (%), G (ty)} =0,

los cuales muestran que no existen nuevos vinculos secundarios aparte de
2 ) .
G,S ), y que todos los vinculos son de primera clase.
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En estricto rigor, el algoritmo de Dirac-Bergmann nos exige mostrar que
la cantidad de autovectores por la derecha de la matriz C;, = {¢;, ¢,} es
igual al nimero de multiplicadores de Lagrange u®, u" introducidos. Esto es
cierto, como es facil probar, pues todos los vinculos son de primera clase y
todos los multiplicadores de Lagrange quedan indeterminados, por tanto son
generadores de transformaciones de gauge arbitrarias.

La consistencia de los vinculos secundarios se estudia por medio de la
matriz rectangular C';,, definida esqueméaticamente como

P>

(¢.ai a6y
(G, a"y (G, Gy
(¢l),af (e, aPy
(¢4, ¢ {c,¢*)

Cjp = (4.87)

Esta puede entenderse como una matriz de 10x 16 que es débilmente cero en la
superficie de vinculos. Posee 10 autovectores nulos por la derecha, implicando
que los 10 multiplicadores de Lagrange \¢, \® quedan indeterminados. Esto
viene a partir de multiplicar la ecuacion

hy +uPCjp ~ 0 (4.88)

por los diez autovectores w”. Se obtienen las condiciones h;-w” ~ 0, las cuales
se satisfacen trivialmente.

4.6. Conteo de grados de libertad en ETGR

El analisis de la consistencia de los vinculos arroja que tenemos

. L . 1
= n vinculos primarios triviales GY ),

» n(n —1)/2 vinculos primarios del algebra de Lorentz G&), y

] : 2
» 7 vinculos secundarios GEL ).

Estos tdltimos son equivalentes a los vinculos super-Hamiltoniano y de super-
momento del formalismo ADM. Los célculos anteriores prueban que todos
los vinculos son de primera clase, puesto que todos los corchetes calculados
son débilmente cero en la superficie de vinculos. Por lo tanto, el conteo de
grados de libertad de la teoria va como sigue

#d.of. = #(p,q) — #fcec.
—n2_ ”<”2+ 3) _ "(”2_ 3. (4.89)
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Para n = 4, el ntimero de grados de libertad es 2, al igual que en relatividad
general. En general, la expresion anterior es el nimero de grados de libertad
de la relatividad general en una dimension arbitraria.

4.7. Transformaciones de gauge

Ya que todos los vinculos de la teoria son de primera clase, puesto que
los corchetes de todos los vinculos consigo mismos yacen en la superficie de
vinculos, deben generar transformaciones en la tétrada que dejan invariante
la teorfa. En general, las transformaciones de gauge infinitesimales que genera
un vinculo de primera clase G en la tétrada son

SE(t,x) = / dye(t, y){E2(t.%), G(t,y)}. (4.90)

Una transformacion en el vielbein va acompanada por una transformacion
en la base {e,}, con tal de respetar la relacion de dualidad E*(e;) = 0, lo
cual puede escribirse como

E“(deb) -+ 5E“(eb) = 0, (491)
o en términos de las componentes de tétradas, como
ey = —eqey 0 L.

Entonces, siguiendo la ecuacion (4.90)), cualquier combinacion lineal de los

vinculos primarios €’(t, X)GI(7 ) genera una transformacion que afecta tnica-
mente a la componente temporal de la 1—forma E®, es decir

OE" = €"dt — JE((t,x) = €*(t,x). (4.92)

Esto también implica que def = —e%”e). También es posible probar que
la combinacion e) E' es invariante bajo esta transformacion, puesto que £ =

a g 0 _ ,0_a b g _ a s, vV b g _
€agll ... E entonces €;0F = epete, BT ... B | = —Eldeje, B7... B, | =

cn—D
—FEd;.

En contraste, las transformaciones generadas por el conjunto de vincu-
los G’f) solo afectan las componentes espaciales de las 1-formas E®. Dichas
transformaciones infinitesimales son representadas por §0G(()2) y §kG,(€2), y son,
respectivamente

OB (t,x) = E"E (1, %) + E§ i€’
= (6" Eg) + 260 B,
SENt,x) = "L EY + EfoiE"
= O;(EReh) + 28 0 B

(4.93)
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Estas transformaciones son analogas a las transformaciones de gauge del
potencial electromagnético A, — A, + 9,£. Sin embargo, ambas van acom-
panadas de un término proporcional a la torsion de Weitzenbéck T = dE°.
Ambos términos obtenidos son necesarios, puesto que el Lagrangiano de
ETRG, a diferencia del Lagrangiano de Maxwell, depende tanto de la de-
rivada exterior del campo E? como del campo en si.

El resultado obtenido posee un contenido geométrico que puede ser evi-
denciado si acudimos a la definicion de la derivada de Lie. Para una p— forma
a, la derivadad de Lie a lo largo de un vector ¢ corresponde a

Lea = d[a(§)] + da(€). (4.94)

Las transformaciones pueden entenderse como las componentes espa-
ciales de £:E?, donde £ es un objeto geométrico que representa campo vec-
torial cuyas componentes son los pardmetros infinitesimales £°, &%, es decir
& = (&,€%). Estas transformaciones pueden extenderse también a la compo-
nente temporal de las 1—formas E“ puesto que cualquier cambio en Ef es
una transformacion de gauge. Esto implica que hemos obtenido que ETRG
es insensible a 2n transformaciones de gauge independientes de la tétrada en
la superficie de vinculos, dadas por (4.90) y por

SE® = £:E. (4.95)

Por otro lado, la transformacion anterior puede aplicarse en la co-forma
e,, usando (4.91)), para encontrar que

(561, = £§eb = [f, eb}. (496)

Esta ultima transformacion implicaré la siguiente transformacion en los co-
eficientes de anholonomia

0f ap = £ef = " (Fap), (4.97)

puesto que por la identidad de Jacobi d[e,, ;] = [0e,, €] + €4, d€p). Con esto
podemos entender que la derivada de Lie del Lagrangiano (pensado como
una n—forma L = Ldz® A ... A d2z™ !, donde L es la densidad Lagrangiana)
es siempre un término de borde. De hecho, para una n—forma «, la derivada
de Lie £¢a es la forma exacta d[a(§)]. Pero en una teorfa de gravedad como
ETRG, este tipo de cuasi-invariancia del Lagrangiano proviene de la simetria
de sus variables dinamicas, generadas por una combinacion adecuada de los
vinculos primarios triviales y los vinculos secundarios. De hecho, el cambio
de la n—forma Lagrangiana para ETRG

1
L= gEface bdfMaISEdfde AREENA dxnila

1
Sy MR A A

(4.98)
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bajo una transformacién de gauge £ equivale a su derivada de Lie, es decir

1 1
OL = [l My B A AB T 4 S [y Mg OB A AET
= £cL = d[L(¢)].

(4.99)

Finalmente, las transformaciones de gauge de la tétrada inducidas por los

vinculos primarios asociados al grupo de Lorentz estan asociadas al generador
ho(1) .. .

"G, , y producen el siguiente cambio

SE(t,x) = / dy e (t,y) {E2(6,%). 2 nn T (£y) ES} . (4.100)

esto puede ser extendido a la componente Ef de la tétrada usando la trans-
formacion de gauge (4.92), otorgando la siguiente transformacion local de
Lorentz

SE® = ¢”"(t, %) (endy — g0y ) B (4.101)

La transformacion de la co-tétrada sera

b€t = —€(1ond? — eg0i)es (4.102)

4.8. Conclusiones y discusiéon

El equivalente teleparalelo de la relatividad general es un sistema con
vinculos, y como tal presenta la obstruccion de que no todas las velocidades
canonicas pueden ser resueltas en funciéon de los momentos candnicos. Esto es
debido a que los momentos no son independientes, sino que satisfacen ecua-
ciones de vinculo, lo cual indica que algunas variables dinamicas son grados
de libertad espurios. En el caso de ETRG, este impedimento se ve reflejado
en el hecho que la matriz Cagf no posee inversa. Esta matriz esta ligada a
la supermétrica M, ,“Y | un objeto que es invariante de Lorentz y refleja la
estructura fundamental de la gravedad descrita en el espacio tangente. Para
analizar la cantidad de vinculos que posee la teoria, se ha definido la matriz
C4p de dimension n? x n?, que corresponde a un arreglo de multi-indices de
la matriz C’alff . Estudiando los autovalores de la matriz C'3, se ha encontra-
do que siguen un patréon muy sencillo: existen n(n + 1)/2 autovalores nulos,
n(n—1)/2—1 autovalores iguales a A = 2 ¢ y un autovalor igual a (2—n) \.
Los vinculos primarios se obtienen a partir de la contracciéon de la ecuacion
con cada autovector con autovalor nulo. Con este procedimiento se
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encuentran los n vinculos triviales G5 y los n(n — 1) /2 vinculos de Lorentz
Gl

Para la construccion del Hamiltoniano candnico, debemos identificar cuan-
tas velocidades candnicas pueden ser despejadas en términos de los momen-
tos. Para ésto, hemos implementado un procedimiento que hace uso de la
pseudoinversa de Moore-Penrose de la matriz Cyp. Esta nueva matriz DAP
se ha definido en (4.49)) y ha sido construida a partir de la identificacion de
los autovalores de la matriz C'. Con la matriz D podemos escribir el Hamil-
toniano canoénico, y calcular la consistencia de los vinculos primarios. Esta
imposicién arroja n vinculos secundarios G,(f); vinculos relacionados con la
invariancia de la teoria ante difeomorfismos, que garantizan que los vincu-
los primarios siguen siendo vélidos a lo largo de la evoluciéon dada por el
Hamiltoniano primario H,. Se encuentra que, al igual que relatividad gene-
ral, el Hamiltoniano forma parte de un vinculo. No obstante, la diferencia
fundamental entre ambas teorias proviene del hecho que G((J2) es equivalente
a la densidad Hamiltoniana canénica mas un término de borde. Finalmen-
te, ya que todos los vinculos son de primera clase, éstos son generadores de
transformaciones de gauge, las cuales son ilustradas en la seccién precedente.
Finalmente, concluimos que hay n(n + 3)/2 variables espurias, lo cual reduce
el nimero de grados de libertad a n(n — 3)/2.

En esta Tesis estamos interesados en estudiar teorias de gravedad basa-
das en modificaciones a la gravedad teleparalela. Un caso particular de estas
teorfas es la llamada gravedad f(T'), pero existen multiples esquemas con
estructura teleparalela diferentes que no caben en esta categoria. De hecho,
la modificaciéon mas simple al Lagrangiano teleparalelo consiste en no otorgar
valores numéricos a los coeficientes a; que constituyen el Lagrangiano telepa-
ralelo méas general. Las técnicas desarrolladas en este Capitulo son aplicables
simplemente modificando la supermétrica de manera que tenga coeficientes
arbitrarios en su definicion. Para Lagrangianos con alteraciones de mayor
complejidad, serd necesario recurrir a la introduccion de variables auxiliares,
como lo haremos a continuacion con el caso de la gravedad f(7'). Los resulta-
dos presentados aqui tienen importancia en si mismos, pero su importancia
radica en el potencial para abarcar la formulaciéon Hamiltoniana de un amplio
espectro de teorias teleparalelas modificadas.
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Capitulo 5

Formulaciéon hamiltoniana de la
gravedad teleparalela modificada

En este Capitulo estableceremos el formalismo Hamiltoniano para teorias
teleparalelas de gravedad modificada o gravedad f(7'). Para ésto, usaremos
los fundamentos desarrollados en el Capitulo [4] donde fue aplicado el algo-
ritmo de Dirac-Bergmann para el equivalente teleparalelo de la relatividad
general. El procedimiento y los resultados presentados aqui estan basados en
el trabajo [104].

Esperamos que el formalismo Hamiltoniano arroje alguna clave acerca de
la naturaleza de los grados de libertad de la gravedad f(7'). En este camino,
existe un unico trabajo previo [68], que se basa en la formulacion Hamilto-
niana de la gravedad teleparalela desarrollada en [93]. Las conclusiones de
[68] establecen que la gravedad f(T') posee @ +n — 1 grados de libertad,
es decir n — 1 grados de libertad extra con respecto a ETRG (o RG). Los
autores sugieren que estos grados de libertad extra podrian corresponder a
un campo vectorial masivo, o un campo escalar mas un campo vectorial sin
masa. Sin embargo, no otorgan claves concluyentes respecto a cual seria el
tipo de equivalencia que permite transformar la teoria para hacer patentes
estos objetos fisicos. En trabajos posteriores, no se encuentra tampoco algu-
na clave respecto a la equivalencia que permitiria entender estos n — 1 grados
de libertad adicionales.

Como hemos visto en el Capitulo [2| no es posible obtener el marco de
Einstein para la gravedad f(7') por medio de una transformacion conforme,
lo cual sugiere que la teoria no tendria un tnico grado de libertad adicional.
Se ha mostrado que la teoria es conformemente equivalente a un campo es-
calar fantasma con un acoplamiento no minimal al término de borde. Esto
ha originado el interés por teorias mas generales llamadas f(7, B), donde la
funcién depende también del término de borde B. En general, estas teorias
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engloban a la gravedad f(R) y la gravedad f(T), pero no logran sobrelle-
var el problema de la pérdida de la invariancia local de Lorentz sin tener
ecuaciones de movimiento de cuarto orden, producto de la intromision del
término de borde. No obstante, hay un caso de interés donde modelos de
energia oscura teleparalela no minimalmente acoplados a un campo escalar
son conformemente equivalentes a modelos f(T, B) o modelos T'+ f(B) [105].

Respecto al tema de la pérdida de la invariancia local de Lorentz, tam-
bién han habido intentos de una formulacion “covariante” [55], la cual consiste
en definir una tétrada inercial en la cual la gravedad es apagada (G — 0);
luego esta tétrada delimitaria un espacio-tiempo asimptoticamente Minkows-
kiano. Esta tétrada define una conexiéon llamada “inercial”, que es diferente a
la conexion de Weitzenbock, y que satisface la condiciéon de curvatura cero.
Ya hemos visto que tanto en gravedad teleparalela como en gravedad f(7T),
la conexién no esta determinada por la teoria, puesto que la variaciéon del
Lagrangiano respecto a la conexién no define una ecuaciéon dinamica para
ésta. Por tanto, la eleccion de la conexién es arbitraria, siempre y cuando
se respete la condiciéon de curvatura cero. Es decir, cualquier eleccion es a
priori una manifestacion de la pérdida de la invariancia local. En el método
definido en [55], hay ciertas geometrias para las cuales la tétrada inercial no
esta bien definida, como por ejemplo la métrica cosmoldgica de Friedman-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Estos problemas, junto con el procedi-
miento impreciso de apagar la gravedad para una determinada tétrada, nos
desaniman para considerar adoptar esta formulacion para la gravedad f (7).

Con todo esto en mente, esta claro que el asunto de la interpretacion de
los grados de libertad adicionales en este tipo de teorias es un tema abierto,
el cual esperamos que se pueda esclarecer con el establecimiento de la formu-
lacion Hamiltoniana. Para esto, es necesaria la introduccién de una variable
auxiliar, que serd un campo escalar (y su momento conjugado asociado).
Este paso fue adoptado igualmente en [68], y es necesario para absorber la
arbitrareidad de la funcion f y para simplificar el dlgebra de vinculos. Si no
anadiéramos esta variable auxiliar, el formalismo toma una forma complicada
y presenta problemas, un hecho que mostraremos en la siguiente seccion.

5.1. Formulacién candnica

Llamaremos formulacién canonica de la gravedad f(7") al procedimiento
Hamiltoniano que no recurre a la introducciéon de variables auxiliares. En la
formulacién candnica se trabaja con la siguiente densidad Lagrangiana

& = Ef(T), (5.1)
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cuyo momento candnico estara definido como

0F or
M= = f/(T) =5 = [(T)E0,Eelebehe} M, Y. (5.2
= oaEy T Daemn — LD EGEeeccci Mo (5.2)

Notar que en este formalismo tenemos n? coordenadas dinamicas dadas por
las componentes de la tétrada Ej. Las relaciones fundamentales que satisfa-
cen la tétrada y los momentos canénicos son

{Ei(2), 11} (y)} = 058,0"V(w — ). (5.3)

Salta a la vista de (5.2)) que el vinculo primario G = 1% ~ 0 también esta
presente en la gravedad f(7"). Removiendo esta contribuciéon y recurriendo a
la notaciéon de multi-indices, podemos escribir la ecuaciéon para el momento
can6nico generalizado 114 = EfITY como

I, — f(T)Py = Ef(T)Cap(E? — EP). (5.4)

La matriz C'4p se define de manera idéntica que en el caso de ETRG, por
tanto posee los mismos autovectores v ghfé = 25[“977h]e, que son un subconjunto
del subespacio de autovectores nulos. Estos autovectores generan el siguiente
conjunto de vinculos primarios

1 1 e i g
G = eI Ef + Af'(T) B el elel. (5.5)

Estos vinculos son analogos a los vinculos del algebra de Lorentz en ETRG,
pero se encuentran ligeramente modificados por la presencia del término
f/(T), el cual complicara el calculo del algebra de vinculos. En particular, es
posible que no todos estos vinculos sean vinculos de primera clase, por tanto
no todas las transformaciones locales de Lorentz generaran transformaciones
de gauge. Esto es esperable, dada la pérdida de la invariancia local de Lorentz
de la teoria. Para intentar visualizar las complicaciones que aparecen, pode-
mos calcular, a modo de ejemplo, el corchete de Poisson entre los vinculos
primarios G y Gl(,i). Vemos que

1" x i,J or
(G0 @), G W)} = (DB Bleercyzdla—y).  (56)

T
Esta expresion es diferente de cero, puesto que la derivada parcial BT es

0
no trivial, esto en contraste con ETRG donde si se anulaba debido a que
f"(T) = 0. A partir de acé surgen muchas complicaciones que como veremos,
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se solucionan con la introducciéon de una variable auxiliar. El término molesto
f(T') contintia incluso en el Hamiltoniano canénico, el cual se escribe como

# =100 E} — Ef(T)
__° / AB B
= ——— s — f(T)PA)lIpD"” +1IpEy — Ef(T).
f(T)
Vemos que el término f/(T') aparece en el denominador de una fraccion, por
tanto cada corchete de Poisson de H), con el momento canénico arrojara tér-
minos diferentes de cero y cada vez més complejos, complicando los calculos.
Como es sabido, en la formulacién canénica de una teoria puede escogerse
convenientemente las coordenadas canénicas con tal de simplificar el dlgebra
de vinculos. En este caso, parece natural definir una variable que encierre la
complejidad generada por el término f'(7T).

(5.7)

5.2. Equivalencia escalar

Reformularemos la gravedad f(7) como una teoria escalar-tensorial, to-
mando la siguiente acciéon que contiene como variables dinamicas la tétrada
a
E7 y un campo escalar ¢

5= i / BT E[ST — V()] + Sn(e, 1), (5.8)

donde V' (¢) es un potencial auxiliar para el campo ¢, y S,,,(e”, ¥) es la accion
para campos de materia. Ya que la accion no incluye términos cinéticos para
¢, éste serd un campo escalar sin dinamica. Si variamos la accién con respecto
a ¢ se obtiene T' = V'(¢), viendo que hay una relacion directa entre el campo
escalar y el escalar de torsion.

Esta relacion entre T' y el potencial del escalar auxiliar muestra que la ac-
cion (5.8) es dinamicamente equivalente a una acciéon definida por la densidad

Lagrangiana ((5.1]). Es decir,
av

7= Bf(1) = BGT - Vo) = E (o5 ~V©))  (9)
es la transformada de Legendre de la funcion V' (¢). Para que dos variables
estén relacionadas por una transformada de Legendre, sus derivadas deben
ser funciones inversas la una de la otra. En este caso la transformacion inversa
esté representada por f'(T) = ¢.
Es interesante ver que la accién es un caso particular de la accion
de Brans-Dicke

Syr =5 / 'TE[OT — w(0)g" VbV oo = V(0)] + Sm(el, ¥),  (5.10)
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la cual representa una acciéon escalar-tensorial general con un campo ¢ no
minimalmente acoplado al escalar de torsion. La accion (5.8) es un caso
particular de la accién de Brans-Dicke para w = 0.

Se concluye que la gravedad f(7') es dindmicamente equivalente a la ac-
cion (5.8), donde f(T') y V(¢) estan relacionados a través de la transforma-
cién de Legendre (5.9). Es importante mencionar que el limite de ETRG se
obtiene de vuelta en cuando se hace ¢ =1y V(¢) = 0.

5.3. Modelo de juguete: Lagrangiano pseudo-
invariante rotacional

En esta seccion desarrollaremos la formulacion Hamiltoniana de un mo-
delo de juguete que satisface caracteristicas analogas a la gravedad f(7). Es
posible decir que la gravedad teleparalela tiene una pseudo-invariancia local
de Lorentz, puesto que el Lagrangiano se construye a partir del escalar de
torsion T, el cual difiere de un invariante local de Lorentz por un término
de borde. Por otro lado, la gravedad f(7) es la teoria que se obtiene luego
de modificar una teoria con pseudo-invariancia local de Lorentz, lo cual se
realiza tomando una funcién del escalar de torsiéon que rompe esta pseudo-
invariancia.

El ejemplo que juguete que tomaremos consiste en una teoria con pseudo-
invariancia rotacional. Primero desarrollaremos el formalismo Hamiltoniano
para la teoria pseudo-invariante rotacional, y luego vemos cémo se ve altera-
do este formalismo producto de la modificaciéon al Lagrangiano. De manera
andloga a la gravedad f(7'), tomaremos una funcién general del pseudo-
invariante rotacional y luego aplicaremos la equivalencia escalar de la seccion
anterior para desarrollar la formulaciéon Hamiltoniana de este modelo.

Desarrollaremos una teorfa con pseudo-invariancia rotacional a partir de
dos coordenadas (z,y), a partir de las cuales definimos la coordenada ca-
noénica z = x + 4y. Bajo una rotaciéon parametrizada por el factor e®) la
derivada de la coordenada candnica transforma como 7 —s e®®) (2 4 icz).
Por tanto, el cuociente . _

2 s Z4ia (5.11)
z z
tiene una pseudo-invariancia ante rotaciones, al igual que el cuociente %,
por tanto un Lagrangiano construido a partir de estas dos variables tendréa
también pseudo-invariancia local ante rotaciones. Este Lagrangiano puede

escogerse commo

L= Az + B% +U(22). (5.12)
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Bajo una rotacion, este Lagrangiano adquiere un término de borde, siempre
y cuando A # B. Calculamos el formalismo Hamiltoniano de esta teoria
definiendo los momentos candnicos, que estan dados por

o0& A o0& B

ST =P=—, o =pr=

G P (5.13)

=2

Ya que los momentos candnicos son funciéon tinicamente de las coordenadas

canodnicas y no de las velocidades, decimos que los momentos forman parte
. . . , 1 L, .

de vinculos primarios, que seréan denotados por G y Gé ), y estaran definidos

por
B

GV=p,-=~0, GV=p.—=~x0 (5.14)
z
Escribimos el Hamiltoniano asociado a ([5.12])
H=p.:+pz—L=U(:2), (5.15)
y con él, obtenemos el Hamiltoniano primario
A - B
H,=U(2z) +u* (pz - —) +u® (pz - :) : (5.16)
z Z

La consistencia en el tiempo de los vinculos primarios se logra por medio de

- !
la imposicién de que GV = {GW, H,} ~ 0. Esto da origen a las siguientes
ecuaciones

GV HY = -Uz~0=G?,
' (5.17)
(Y H)=-Uz~0=0Y
donde hemos definido U’ = 882%. Vemos que los dos vinculos secundarios
dependen el uno del otro a través de la relacion
2G? =262, (5.18)

por tanto nos encontramos en el caso de un sistema reducible [84]. En es-
tos casos se debe escoger un conjunto minimo de vinculos secundarios que
sean linealmente independientes. En nuestro caso tenemos un tnico vinculo
secundario independiente, que definimos como G® = 2zU’. Estudiamos su
consistencia en el tiempo por medio de la ecuaciéon

GO = (GO H )} = *(ZU' + 722U") + (U + 2220") ~ 0. (5.19)

38



La ecuacién anterior no impone nuevas condiciones, sino que restringe los
multiplicadores de Lagrange a satisfacer la siguiente relacion

W= — 2, (5.20)

Z

Esto implica una relacion de dependencia entre ambos multiplicadores, lo
cual sugiere que uno de los vinculos primarios G debe ser de primera clase,
mientras que el vinculo restante debe ser de segunda clase. El corchete de
ambos vinculos primarios con G® no es débilmente cero, por tanto estos
serfan de segunda clase. Esta presunta inconsistencia nos dice que debemos
escoger otra base para el subespacio de vinculos primarios. Si escogemos la
siguiente combinacién lineal de vinculos primarios

1 1
G =2 (260 = 2G0) = - (2p. — 7ps + (B - 4)),
o o (5.21)
Gy =5 (260 +261) = 5 (ep. + 2 — (B+ 4).

obtenemos el siguiente dlgebra de vinculos

{606 =0,
{G,G} =0, (5.22)
{G,()l), G} = —zzU' — 22Z2U" ~ —2°Z°U".

Vemos que GY es de primera clase, pues conmuta con el resto de los vinculos,
y Gél), G son de segunda clase.

El conteo de grados de libertad es como sigue: tenemos dos pares ca-
nonicos (z,p.), (Z,pz) que generan dos grados de libertad. Uno de ellos es
removido por el vinculo de primera clase Ggl), el otro por el par de vinculos
de segunda clase G,()l), G®@ | dejando a la teorfa con ningtin grado de libertad.

Finalmente, queda determinar los multiplicadores de Lagrange asociados
a la nueva definicion de vinculos primarios G y Gl()l). El Hamiltoniano
primario se escribe como

a b

H, = U(zE)+% (2p, — Zp= + (B — A))+% (2p, +7p= — (B + A)), (5.23)

. . . : . 1 1
mientras que las ecuaciones de consistencia son triviales para G((l) y Gé ), a
excepcion del vinculo G, cuya ecuacion es

(10— (z2§2U") é 0. (5.24)
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La tnica solucién posible a esta ecuacion es que u® = 0. Por otro lado, las

ecuaciones no fijan el multiplicador u®, que queda indeterminado, y por tanto
. . : 1

da origen a una transformacion de gauge que es generada por el vinculo G,

Ahora estudiaremos el efecto sobre la formulaciéon Hamiltoniana de una
teoria con pseudo-invariancia local modificada, es decir cuyo Lagrangiano sea

una funciéon f <A§ +B % +U (zz)) Es facil demostrar que tal teoria puede

reescribirse de manera equivalente por medio del siguiente Lagrangiano

L=0¢ (Aé + Bz + U(zz)) — V(). (5.25)

Hemos anadido una nueva coordenada canénica auxiliar ¢ para absorber el
efecto de la funcién arbitraria. Los momentos canénicos quedan como

Ao Ao
p.=— GS)EPZ—7%O,

z z Z = )
r=0=GW,

donde 7 es el momento candnico conjugado a ¢. El Hamiltoniano canénico
corresponde a H = ¢U(2z) + V(¢); con éste escribimos el Hamiltoniano
primario como

H, = ¢U(2z) + V(¢) + u* (pz — %) +u® ( > — %) +u"m. (5.27)

La consistencia de los vinculos primarios da origen al siguiente sistema de
ecuaciones

G = {GW, H} +u{GL, GV} + {6, G2} + u™ (G, G,

GY =G HY +u{GL, ¢V} + wH{GY 60} +u{Gl) G, (5.28)
GO ={GW, HY + w*{GV, ¢V} + H{GV, GV} +um{GV, 1Y,

s ™

o también

GO — gz — 2~
z
B

GY = 2" — W= =0, (5.29)
. d A _B
GWw - w0,

do Z
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Este sistema puede escribirse como un sistema matricial de la forma
hp/ + u”Cp/p ~ 0. (530)

Usamos esta forma para escribir el sistema ([5.29)), obteniendo que

—ozU’ 0 0 —-A/z u?
—¢pzU’ + 0 0 -—-B/z u® | =0. (5.31)
-U — ‘fl—‘; Alz B/z 0 u™

Los autovectores nulos de la matriz C,, determinaran condiciones sobre los
multiplicadores de Lagrange, o daran lugar a nuevos vinculos. En nuestro
caso tenemos un solo autovector nulo V(’{) = (2B, —2zA,0), el cual da origen
a la condicion

/

VP hy = —¢2zU"(B — A) ~ 0. (5.32)

Esta condicion corresponde a un vinculo secundario genuino
G = ¢2zU' (B — A) = 0. (5.33)

Este vinculo existe cuando B— A # 0. Si B— A = 0 el Lagrangiano de partida
ya no es pseudo-invariante sino que invariante, que no es el caso que queremos
considerar. Asumiendo que estamos en el primer caso, el vinculo secundario
puede escribirse como G = ¢2zU’, y podemos calcular su consistencia en
el tiempo, obteniendo

GO — (G, 1)
_ | (5.34)
=uw*¢pz(U + 2ZU") + u*¢2(U' + 2zU") + u"2zU" = 0.

Esta condicién anade una fila adicional a la matriz C', luego el sistema se
escribe como
hﬁ + U,’OCﬁp ~ 0, (535)

y de manera explicita como el siguiente sistema

—¢pzU’ 0 0 —A/z ;
— U’ 0 0 _B/z Y 0
v T Afz B/z 0 o
0 oz(U' + zzU") ¢z(U" 4 2zU") zzU’
(5.36)
La matriz Cj, posee un autovector por la izquierda dado por
Wy = (U + 22U") (%B(A _B), —%A(A ~B),0. 0) | (5.37)

91



Este autovector impone la condicion w? - hy ~ 0. En este caso, esta con-
dicion es idénticamente cero, cerrando la posibilidad a que existan nuevos
vinculos secundarios. Por lo tanto, el formalismo Hamiltoniano termina aqui
y podemos realizar el conteo de grados de libertad. Tenemos cuatro vinculos
secundarios que remueven dos grados de libertad que generan los pares cano-
nicos (¢, ), (z,p.), (Z,pz), dejando un solo grado de libertad para la teoria.

Queda encontrar los multiplicadores de Lagrange, los cuales pueden ob-
tenerse a partir del sistema

GV = "= ~0
z 2 I
W — —u’TE ~0
’ z (5.38)
av _B
w_ _g_ vV A =B
G U i +u ~ +u = 0,

G® = w2 ¢z(U' + 22U0") + u*¢z(U’ + 22U0") + u” 22U’ ~ 0.

Para que este sistema sea consistente debe cumplirse que u™ = 0. En este
caso nos quedamos con el sistema

u? = —:UE,
z
- Vv A . _B . (5.39)
+ d_¢ + Eu —u Z =Y
el cual se resuelve para los siguientes valores de los multiplicadores
z av - z av
2 _ s Z — — . 4
u B—A(U+d¢)’ u B—A(U+d¢) (5.40)

Este ejemplo nos otorga varias lecciones que deberemos tener en cuenta pa-
ra el caso de la gravedad f(7"). Si bien es un caso simplificado, muestra de
manera clara como debe realizarse el planteamiento y la resolucion de las
ecuaciones para los multiplicadores de Lagrange en términos de los autovec-
tores nulos por la izquierda y la derecha. En el caso de la gravedad f(7), la
dimension de las matrices y sus autovectores seréd notablemente mas grandes,
y por tanto el procedimiento tendra una mayor complejidad.

5.4. Momentos canénicos y vinculos primarios

El punto de partida de la formulacion Hamitoniana de la gravedad f(7')
serd el Lagrangiano que estudiamos con anterioridad en ETRG, el cual fue
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escrito explicitamente en términos de la tétrada. De acuerdo al procedimiento
descrito en [99], el escalar de torsion se escribe en términos de derivadas de
la tétrada E7) y la tétrada inversa ef. Esto, sumado a la equivalencia escalar,
permiten escribir el Lagrangiano de la gravedad f(T") como

1
F=FE §¢8ME30,,E§6 evehel Mt — V()] . (5.41)

La formulaciéon Hamiltoniana considerara n? coordenadas canoénicas prove-
nientes de las componentes de la tétrada Ej, y 1 coordenada canénica aso-
ciada al campo escalar auxiliar, por tanto tendremos n? + 1 coordenadas
canonicas en este formalismo. A partir de la observacion que el Lagrangiano
(5.41)) no tiene derivada temporal en las variables ¢ y Ef, podemos obtener
algunos vinculos primarios de la teoria. Es decir, ya que

0L
3(6v9) 042

o0&
I =—"—""=0, 5.43
5160 ES) (5:49)

se obtienen los siguientes n + 1 vinculos primarios
GY =7 ~0,

i (5.44)

G =TI, ~ 0,

donde 7 es el momento conjugado de ¢, y 1Y es el momento conjugado de
Eg. Es simple ver que, removiendo los T1? de la definicién de los momentos
canonicos (5.2)) , el resto de los momentos canoénicos estaran definidos por

i 0 ced
Ha = W = ngapEf\e GdGAM f (545)
El formalismo Hamiltoniano continta con la definicién de los corchetes de
Poisson de la teoria, el cual se calcula entre dos campos A(t,x) y B(t,y) a

tiempos iguales como
0A(t,x) 0B(t,y) 0A(t,x)0B(t,y)
(At ), Blt,y)} = / (w ) 0ll(z)  Oll(z) 0E!(z)
SA(t,x)0B(t,y) O0A(t,x) 5B(t,y))

(5.46)

0p(z)  om(z) om(z) 0¢(z)

Por tanto, los corchetes fundamentales en esta teoria estardn dados por
{B(x), 0} (y)} = 605"V (x —y)
{o(x), m(y)} =" V(x—y),
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mientras que el resto de los corchetes cruzados entre momentos y variables
candnicas son cero.

La diferencia entre los corchetes fundamentales y aquellos que de-
finimos en la gravedad teleparalela radica en la presencia de la nueva coorde-
nada canoénica ¢. Podemos reescribir la expresion para el momento candnico
IT! en notaciéon de multi-indices, tomando la combinaciéon IT) B¢ = 14, la
cual se escribe como

[y~ ¢Ps=E ¢ Cap (B — Ep). (5.48)

La notacién que hemos usado en esta ecuacion se introdujo en el Capitulo
en el conjunto de ecuaciones .

La expresion ([5.48|) nos facilita la derivacion de los vinculos primarios de
la teoria debido a la aparicion de la matriz Cy g, cuyos autovectores nulos son
idénticos al caso de la gravedad teleparalela. Ya hemos visto que el vinculo
Gl = 19 ~ 0 aparece en la gravedad f(T'), pero puede obtenerse también

observando que corresponde a aplicar el autovector V) g“; = 62(5; en la expresion

(5.48)). El resto de los autovectores nulos dados por Vjgnle> eneran vinculos
que son analogos a los vinculos del dlgebra de Lorentz (5.5)), y estan dados
por

G((z? = 27)e[beL]Ef + 4¢E81E56?b626i]

~ 0. (5.49)

Estos seréan "(”2_1) vinculos primarios que han sido obtenidos de la misma
forma que en el caso de la gravedad teleparalela. Sin embargo, se observa una
diferencia que ya anticipamos en la formulacién candnica, que corresponde a
la intromisién de ¢ en el segundo término de la expresion Gat .

.z . . -1
En conclusion, hemos obtenido un conjunto de %

primarios (GS)), Ggl), Ggrl)), los cuales definen una hipersuperficie I' en el es-
pacio de fase de la teoria. Con los vinculos primarios ya podriamos construir
el Hamiltoniano primario y estudiar la consistencia de éstos, pero atn queda

escribir el Hamiltoniano en la forma canédnica.

+ n + 1 vinculos

5.5. Consistencia a través del formalismo La-
grangiano

Antes de proceder al estudio de la consistencia a través del formalismo

Hamiltoniano, en un paso previo podemos intentar estudiar la consistencia del

vinculo IT? & 0 a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange en el formalismo
Lagrangiano. Esta digresion nos ayudara luego a identificar correctamente
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los vinculos de segunda clase en la teoria, permitiendo anticipar algunos
resultados.

De la misma forma que hicimos para la gravedad teleparalela, en la gra-
vedad f(T') las ecuaciones de Euler-Lagrange se escriben como

o0& o0&

8“8((%573) “oms
5 Py (5.50)
— 80HZ + 81 =0

d(0;Ee)  OEa

Notar que ahora las definiciones de II¥ y & que rigen son aquellas dadas por

(5.45) v (5.41]), respectivamente. Al igual que en la gravedad teleparalela, las
ecuaciones de Euler-Lagrange ([5.50]) arrojan una expresion para la derivada

temporal del momento canénico como

o0& 0&

WL+ 0 5 Es ~ aE

0. (5.51)

Si imponemos que los vinculos T2 deben satisfacerse a todo tiempo, obtene-
mos n ecuaciones para v = 0, que nos dicen que debe cumplirse 9pI1° ~ 0, es

decir
0Z 0Z

_ -0
0(0;E*)  OFE¢
El primer término de esta expresion puede escribirse en funcion de ITY, que-
dando n vinculos secundarios dados por
0L
OEg

i (5.52)

O +

0. (5.53)

El calculo de la expresion ETon nos lleva al resultado
0

0F
OE¢

= €0 + 2¢00, EGITL + 2€]0, EILL. (5.54)

Notamos que esta variacion no depende de ¢, lo cual se explica por medio
de la observacion que tanto # como IIY han absorbido un factor ¢ en sus
definiciones respectivas. La densidad Hamiltoniana puede ser extraida de los
primeros términos, por tanto poniendo este resultado de vuelta en
obtenemos los vinculos secundarios

G =g — 9;(EI) ~ 0,

| | (5.55)
GP = gy ECTTE — 9,(EILE) ~ 0,
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Por otro lado, las ecuaciones de Euler-Lagrange para la variable ¢ son

0F  0F
S 5 (5.56)

Si imponemos que el vinculo primario 7 se preserve en el tiempo, es decir
Oy ~ 0, obtenemos la condicion

0 0%
Oor+ 00— ——=0 — T -V'(¢)=0. 5.57
o+ 0 = 5 (%) (557)
Esta condiciéon es precisamente la transformada de Legendre que definimos
para la equivalencia escalar. Esta condicion puede ser pensada como un vincu-
lo secundario, pero mas adelante veremos que la ecuacién anterior forma parte
de las soluciones para los multiplicadores de Lagrange.

5.6. Hamiltoniano candénico

En esta seccién obtendremos el Hamiltoniano canénico #, que luego nos
servira para imponer la consistencia de los vinculos primarios, pues # forma
parte del Hamiltoniano primario #,. Con la ayuda del procedimiento de
pseudoinversas y la notacién multi-indice desarrollada en el Capitulo [4] esta
es una tarea simple. Comenzamos reescribiendo la expresion (5.45)) para el
momento candnico en la notaciéon de multi-indices como

T4 — 6Py = $ECap(E® — EY). (5.58)

Ya sabemos que existe una inversa para la matriz C45 denotada por DA,

con la cual resolvemos ”(”2_1) velocidades, que quedan
BB = %DAB(HA — $P,) + EP. (5.59)

Por otro lado, reescribimos la densidad Lagrangiana en términos de los mo-
mentos canodnicos y las velocidades como

1 .
& = 6ET — EV(9) = 5(ILa + 6Pa)(E* — Ef) = 6U — EV(9),  (5.60)
donde, al igual que ETRG, se define
1 i 7 ce
U= —§E8,~E;8kElbezceie§eécMab 7,
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Si reemplazamos las velocidades ([5.59)) en el Lagrangiano (5.60), obtenemos
1
Z = %(eﬂ Allp DA — ¢2e Py PpDAP) — ¢U — EV (). (5.61)

De aqui vemos también que hay una expresion sencilla para el escalar de
torsion en términos de los momentos canénicos

2 /71
T = % (EHAHBDAB - PAPBDAB> —eU. (5.62)
La densidad Hamiltoniana esta definida como
H =np+1LE — 2, (5.63)

pero usando las velocidades (5.59) y el Lagrangiano (5.61) que ya estan en

la forma canonica, se encuentra que el Hamiltoniano canénico es
e
2¢

Finalmente, el Hamiltoniano primario es

H = — (14 — ¢Py)(Ilg — ¢P) DA —TILES + ¢U + EV(¢).  (5.64)

I, = X +u" GV +u GV +uG) (5.65)

En esta definicién hemos introducido @ multiplicadores de Lagrange u,

que tienen la propiedad de antisimetria u® = —u’®, n multiplicadores u¢ y 1
multiplicador ©™ asociado al vinculo primario GS).

5.7. Consistencia de los vinculos primarios

Por medio de las ecuaciones del formalismo Lagrangiano fue posible es-
tudiar la consistencia en el tiempo del vinculo G((;l); este anélisis revel6 la
existencia de los vinculos secundarios GéQ) y GEZ). Esta es una buena forma
de chequear de manera independiente parte de nuestros resultados, sin em-
bargo es deseable obtener la consistencia de todos los vinculos por medio
del procedimiento Hamiltoniano. Estudiaremos las relaciones de consistencia
para los vinculos primarios GE}) (donde p denota el par de indices ab, los
subindices ¢ y el subindice 7), las cuales se escriben genéricamente como

(G 72} +{G}), Gy ~ 0, (5.66)
donde v” = {u® u¢,u™} denota el conjunto de @ + n + 1 multiplica-
dores de Lagrange. El resultado final requiere efectuar el célculo de varios
sub-corchetes, los cuales analizamos a continuacion.
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Vinculo primario Ggrl)

El calculo del corchete de Poisson con el vinculo G = 7 2 0 equivale, a
nivel matemaético, a aplicar la derivada —0/0¢ a la expresion que se encuentre
en la segunda entrada del corchete de Poisson respectivo (el signo — va en
concordancia con la definicion en ((5.47))). Por tanto, solo seran diferentes de
cero aquellos corchetes que involucren expresiones dependientes de ¢, que en
este caso son GS)) y # . Se han obtenido los siguientes resultados

{GY(x),GP(y)} =0,
(G060, G )} = 0. .
{6V (), G (y)} = Fud" V(x —y), |
{GV(x), #(y)} = —Fp6" V(x—y),
donde se ha definido
Fy=2< ((;2 D48 — P, Py DAB> U— Ea‘g((f)
5.68
o V(O) (5.68)
0o ’
y también se tiene que
F, =4FE0; Ece?be’ J]
4 0 ; o (5.69)
= §E(T (epel — elel) + epel TO,)
n(n 1)

con T = T, T, = eX(0:e5 — 0;¢5). Ya que tenemos pares de F,
usaremos una notacion para ahnear las componentes en un Vector I tal que

los sub-indices se ordenen de manera creciente como sigue
Fy = (For, Foz, - Fln—oy(n—1)) = (F1, F, -+ 7Fn(n2—1))~ (5.70)

Usaremos de manera indistinta ambas notaciones de acuerdo al contexto de
las ecuaciones.

En lo que respecta a los corchetes de G con el resto de los vinculos,
vemos que so6lo los vinculos Gg)) y el Hamiltoniano involucran expresiones
con el campo escalar ¢, por tanto son los tinicos corchetes cuyo calculo no es
trivial. Vemos que el vinculo asociado al algebra de Lorentz tiene corchete
diferente de cero con GS), y la diferencia se reduce a los coeficientes F; que
dependen de la tétrada y sus derivadas, en particular de las componentes Tj
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y Toij de la torsion. Este hecho nos lleva de inmediato a pensar en la caracte-
ristica de la pérdida de la invariancia local de Lorentz en la gravedad f(T),
sin embargo es necesario tener cautela. Al completar el célculo del algebra
de vinculos, sera posible escribir combinaciones de vinculos que hacen este
corchete cero. El niimero de combinaciones que logren ésto sera el indicador

) . 1 ) .
del nimero de vinculos G((lb) que seran de primera o segunda clase.

Vinculo primario Ggl)

Ahora calcularemos los corchetes correspondientes a G, Este vinculo
no deberia verse afectado por la presencia del campo ¢, como es sencillo
de probar. Por otro lado, los resultados que fueron obtenidos en ETRG no
deberian variar, es decir, este vinculo deberia conmutar con el resto de los
vinculos. Los calculos correspondientes dan

{G¢

O(t,x), G (¢, y)}
(G0 (t,x), G (8, ¥)}

p— 07
) - O)
{GO(t,x), Z(t,y)} = — (2GS + 1G5V (x — y).

(5.71)

Intuimos que no habra restricciones sobre los n multiplicadores de Lagrange
u®, y por lo tanto podran escogerse de manera arbitraria.

Vinculo primario G(g))

El algebra de vinculos que falta calcular para establecer la consistencia
total de los vinculos primarios se resume a los siguientes corchetes, los cuales
son

(G4 (1.%),GRt,y)} = 010G} + 14y GEY) — 12 Gl — mpG)I"V(x — y),

(GO (%), (t.y)} = Egnepey GP8"D(x — y).
(5.72)

Vemos que los vinculos GEL? satisfacen el algebra del grupo de Lorentz, sin
embargo se encuentran alterados por la presencia del campo escalar auxiliar.
El corchete con el Hamiltoniano canénico es proporcional a la expresion ng)
que, como ya mostramos en el formalismo Lagrangiano y mostraremos a con-
tinuacion, es un vinculo secundario que difiere del Hamiltoniano s6lo por un
término de borde.
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Ecuaciones de consistencia

Con todo esto ya podemos escribir el conjunto de ecuaciones que deter-
mina los multiplicadores de Lagrange, el cual queda como

GO = —(2GP + el GP) ~ 0,

Gy = Eénc[beglGéz) + Ufe(nebGSf) + 105 Gy — My G — UaeG;(,?) +u"Fop = 0,
- Snc[beg]Gé2) + UwFab ~ 07

G = Fy —u®F,;, =~ 0.

™

(5.73)

. 1 "
En la segunda ecuacion usamos el hecho que los Géb) son débilmente cero en
la superficie de vinculos.

La notaciéon que estamos usando para las expresiones G (el superindice
2)) mostrard no haber sido en vano. Con esta notaciéon estamos indicando
que estas expresiones seran vinculos secundarios, cosa que ain no hemos
probado en el formalismo Hamiltoniano, pero si en el Lagrangiano. Para
hacerlo, reescribimos el sistema de ecuaciones en forma matricial como

hp/ + C'p/pu” ~ O, (574)

donde se ha definido C,y, = {¢,/, ¢,} como la matriz que contiene los corche-
tes de Poisson entre todos los vinculos primarios, y hy = {¢,, '}

Esta matriz debe trabajarse en la superficie de vinculos, y chequear si se
cumple que det(C,,) ~ 0. El ordenamiento de vinculos que usaremos sera
tal que la matriz C,, estd definida esquematicamente como

(G0, (a,¢WVy (6, 6%)y
Coo=| {G.GY (G, GV} {&.¢y |- (579
GV 6Py (6,6 {6V, ¢

Si escribimos los resultados que hemos obtenido en términos de componentes,

100



encontramos que la matriz puede diagramarse como

0 0]0---0 -
. n(n—1)
: 2
_Fn(nfl)
2
Cop=|0 " 0[0--0 0
N N : } . (5.76)
O -« 01]0---0 0
Fl"'Fn(n—l) 00 O
2

n(n—1) n

Vemos que las tnicas entradas diferentes de cero de esta matriz co-

—1
rresponden a las filas de % componentes con entradas denotadas por
Fy, -+, Fuwmoy, que estan organizadas tal que la matriz es antisimétrica,
2

como era de esperar.

Por otro lado, el vector h, puede descomponerse en tres partes: n{n-1)

2
componentes que denotan el resultado {Gg?, xH} = eo[beg} Géz), n expresiones

que representan {G((;D,%} = —egG[()z) - eiG,EQ), y la ultima componente del
vector {G,(Tl), '} = F,, quedando

hp = (60[06?] G(()Z), ey eo[oec()n_l)]G[()Z), 60[16(2)] Géz), .. 760[16[()n—1)]G(()2)7 (5 77)
9 .
e 60[(n_2)6?n_1)]G(() ), —engf), c —eﬁ_lGl(f), Fy).

Nuestra mision es encontrar los autovectores nulos de la matriz (5.76)), en
/
particular los autovectores por la izquierda w'(o 5)" Estos autovectores son de

/
importancia porque impondran la condicién wf 5 " hy =~ 0 sobre las compo-
nentes de h,. Consideremos un autovector que posea la forma

n(n—1)
w(ﬁ)—(w s, W 2w

n(n—1) n(n—1) n(n—1)
et wT o Tz ), (5.78)

Aqui denotamos en el superindice cada una de las componentes del auto-
vector. (f) etiqueta un autovector w especifico del conjunto de autovectores
nulos que posee Cj,. Si multiplicamos el vector w a la matriz por
la izquierda, e imponemos que el vector resultante sea cero en todas sus
componentes, se obtienen las siguientes condiciones sobre las componentes
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de (5.79)

n(n—1)
Fow 2z =,

Fy - W Tt

)

(5.79)

n(n—1)
Tt — )

Fn(nfl) %
2

n(n—1)

—Fl-wl—FQ-w2—~-—Fn(n_1)'w 2 =0. (580)
p)

n(n—1)
2

la dltima componente de los 3 autovectores w&;) sea cero. Por otro lado,

las condiciones ((5.79) no ponen restriccion alguna sobre las n componentes

n(n—1) n(n—1

i S
Y

Para que se cumplan las primeras condiciones, es necesario que

w -,w 2z ™ por lo tanto tendremos n autovectores que seran de
la siguiente forma

(5.81)

.. . L. R n(n—1) :
La condiciéon ((5.80)) impone una tinica restriccion sobre las —==— primeras
componentes de los autovectores wf 5)" Si escogemos pares de componentes de

w que formen un autovector y a la vez satisfagan , podremos formar
nn=1) _ 1 autovectores con esta condicién. Podemos elegir estos autovectores
de muchas formas, pero si escogemos el primero, por ejemplo, con las primeras
dos componentes que valen w! = Fy y w? = —F}, mientras que el resto de las
componentes del autovector sean cero, tendremos el primer autovector que
tiene § = n + 1. El segundo autovector S = n + 2 tendra como componentes
diferentes de cero w! = F3, w® = —F). Finalmente el tltimo autovector
b =n+ @ — 1 tendra componentes no nulas w! = Fnu-y), Wi = —F.

2
Escribimos los @ — 2 autovectores provenientes de la condicion ([5.80f) de
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una forma maéas esquemaética, por medio de las siguientes expresiones

/

wg’:n+1:(F27_F170"'7070""7070)a
h n(Xl) g n
(5.82)
pl p— . .. —_— DY
w5:n+n(n2_1)—1 - (Fw707 aO) F?O) a070)'
n(n—1) "

2

Cada uno de estos autovectores impone una condicién en h,, pero es facil ver

que todas las condiciones restringen una tnica expresion, a saber, G(() ). Por
ejemplo, si tomamos 5 = n + 1, se impone la siguiente condicion

(w- 60[08(1)] +w?- 60[06(1)])0[()2) ~ 0, (5.83)

la cual no se cumple de otra forma que no implique que fo’ ~ 0. Usando este
hecho en las condiciones impuestas por los n autovectores es sencillo
ver que si G(()Q) ~ 0, entonces GZ@) ~ 0. Por tanto, hemos mostrado que los
Gf?) aparecen como vinculos secundarios en el formalismo Hamiltoniano, y
en consecuencia debemos calcular su evolucion en el tiempo. Es importan-
te notar que la expresiéon Fy, es decir la dltima componente en h,, no ha
quedado fijada por el formalismo Hamiltoniano, por tanto no corresponde a
un vinculo secundario, aunque en el formalismo Lagrangiano aparecia como
una ecuaciéon de vinculos. Esta caracteristica aparece también, hasta cierto
punto, en el modelo de juguete.

Queda remarcar el hecho de que, a raiz de que la matriz es cuadra-
da, los autovectores nulos por la derecha V' y por la izquierda w coinciden,
por tanto los wf’ 5) son equivalentes a los V(’; ) Esto no sera cierto en el proximo
paso, pues la matriz C, sera rectangular.

5.8. Consistencia de los vinculos secundarios

El paso siguiente en el algoritmo radica en estudiar la consistencia de los
vinculos secundarios (GE)Z), Gl@)). Para ésto necesitamos calcular los corchetes
de Poisson de estos vinculos con el Hamiltoniano primario. Ya vimos que era
equivalente calcular los corchetes con G(()Q) en lugar de #', pues solo difieren
por una cuadri-divergencia; por otro lado queda calcular los corchetes de
Poisson asociados al vinculo G§2), en los cuales se obtienen los siguientes
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resultados

{GP(t,%),6V(ty)} =0,

{GP(t,%), GV (t,y)} =0,

{GP(t,x), Gy (t.y)} = 0,

(G2 (%), G (1 y)} = =GP (9)73(x — y),

(GP(t.%),GP(ty)} = g7 (x)GP (x)o(x —y) — g7 (y) G (y) I (x — y),
(GP(1,%), GOt y)} = —GP () 0(x — y) + G (y)ors(x — y).

(5.84)

Esto puede escribirse como el siguiente sistema de ecuaciones

Gy = g7 ()G () 6(x —y) — 7 ()G ()96 (x — y) + u” Egnepeny G
+u (g + ey GY) +uTFy 20,

G = —aPo,6(x —y) ~ 0.
(5.85)

Si juntamos estas condiciones con aquellas dadas por (5.73)), y las evaluamos
en la nueva superficie de vinculos que incluye tanto vinculos primarios como
secundarios, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para los u”

GE;)) =u" ab = 07
W = Fy —u™Fy, ~ 0, (5.86)

™

82) :uﬂ-F¢%07

QD

(2) ~ 0.

Q

Estas ecuaciones pueden entenderse como un sistema matricial extendido que
. ) - 2
hemos evaluado en la nueva superficie de vinculos donde se anaden Gé '~ 0

y GZ@) ~ 0. Estos vinculos anaden n filas a la matriz Cj,; la matriz estara
definida esquematicamente como

A }
b 3!
v 6,6y 6V, 60y | (5.87)
b 3!
} {Ggl), GEQ)} {Ggrl)’ G(Z)}

)
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Esta matriz, escrita en término de sus componentes, queda expresada por la
siguiente igualdad débil

0O --- 01]o0---0 —F
: 7L(7L271)
O O _F'n(nfl)
2
00 - 0
Cop=|0 -+ 0]0---0 0
Fl-Fon] 0---0 0 b : (5.88)
2
0 010 -0 F, b
0 010 -0 0
.. .. : n—1
0O --- 01]10---0 0
( )

2

Junto a esta matriz tenemos la expresion para el vector h;, que evaluada en
la superficie de vinculos corresponde a

h, = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, F,,0,0,0,0). (5.89)

Estudiaremos los autovectores de la matriz Cj;, modificada de dimension

[% +n+1] x [@ + 2n + 1]. Sus autovectores por la derecha V{,

-1 .
% + n + 1 componentes, mientras que los autovectores por la
. . . . .. -1
izquierda seran de dimension % +2n+ 1.

Las componentes de un autovector nulo por la derecha genérico

tendran

n(n—1)
Ve = (Ve v et
deberan satisfacer las siguientes condiciones

n(n—1)
V2 tntl, F1 = 0,

5.90
Vn(n271)+n+1 i Fn(n—l) — 07 ( )
n(n—1) n
V2 +n+l F¢ = O’
Yy (n=1)
FL-Vi4 o 4 Fonry -V 2 =0. (5.91)
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.. L n(n-1)
Las condiciones en ([5.90) indican que las componentes V=2  *1 ...

n(n—1)

2 " quedan indeterminadas, y daran lugar a n autovectores nulos de
la forma
ch:l - (Oa 707]-’()7"' 70a0)7
—— ————
n(n2—1) n
: (5.92)
Vap:n = (07 70707"' 707170)-
(n—1)

2

La condicion (5.91)) es una condicion extra que restringe las componentes
de V(f; ) de tal forma que existiran @

tendran la forma

— 1 autovectores nulos extra que

Vo,?:n+1 = (F27_F170"' 70707"' 7050)7

——
n(n271) n
: (5.93)
VP_ n(n—1) :(vaof"a07_F1707"'a070)'
a=n+—5—-1 2 L N——
n(n—1) n

2

Luego no existen més restricciones sobre las componentes de los V(’; )- Hemos

n(n2_1) +n — 1 autovectores nulos por la derecha para la

obtenido que existen
matriz Cj,.

Ahora veremos las condiciones que deben cumplir las componentes de los
autovectores nulos por la izquierda

n(n—1)
12 ne) Lontl
w(ﬂ)—(w,w,...,w 2 ).

Notar que la btusqueda de los autovectores por la izquierda de la matriz ([5.88|)
equivale a buscar los autovectores por la derecha de la matriz transpuesta. En
ambos casos, las condiciones que deben cumplir las componentes del vector
se resumen a

n(n—1)
w2 totl = 0,

(5.94)

n(n—1)
T L R =0,

2

w
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1 n(n—1) n(n—1)

—Fw = = Fapy w2+ Fyew oz T2, (5.95)
2

. . n(n—1)
Las ecuaciones ([5.94) imponen que w2 "' = (), puesto que no es correc-

to imponer que F; = 0 (ya que estariamos fijando la tétrada). Por tanto, las
componentes que quedan libres generan el siguiente subespacio de autovec-
tores nulos

/

WZZIZ(O,"',0,1,0,"',OO,O,O,"',O,O),

(n—1) -2
wglzn:(oa"'7Oa0a"'7Oa1707007"'a070)7

(n—1) -2
, ’ (5.96)

wZ:nJrl:(Oa"' 7070"" 7007071a07"' aovo)a
N — ——_———

n(n—1) n n—2
2

wg/:Qn_lz(Oa"'70707"'7071707007'”707071)'
et e
nnl

Mientras tanto, las condiciones (5.95)) definen los siguientes autovectores nu-
los adicionales

ngQn: (F27_F1)0"' 70707"' 7070)7
N N ,

J/

-~

n(n—1) 2n
2

WZ:2n+n(n2—1)_2 = (F%_p 0,---, =17, (3, 0,---,0,0), (5.97)

e 2n

n(n—1)

2

w2:2n+n(n271)_1 = (07.“ ;07_F¢707"' ,070,Fw 0,"' ,0,0).
n(n—1) n n—2

2

Ya que la componente del autovector nulo en la posicion ”("2_1) +n+1 se

anula, la expresion Fy, no se ve restringida cuando imponemos w(p 5" h; = 0.
Por tanto, no tenemos nuevos vinculos secundarios y el algoritmo termina
aqui.
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5.8.1. Autovectores nulos en n =4

A modo de ejemplo, y con el fin de aplicar la notaciéon abstracta desarro-
llada en dimension arbitraria, es que mostraremos las matrices C,,, Cs, ¥
sus autovectores nulos en dimension n = 4. La matriz C,, tiene dimensién
11 x 11 y contiene tnicamente los corchetes con los vinculos primarios. La
expresion explicita para esta matriz es

000 0 0 0 00000 —F
000 0 0 0 00000 —F
000 0 0 0 00000 —F
000 0 0 0 00000 —F
000 0 0 0 00000 —F
Cop=| 0 0 0 0 0 00000 —F (5.98)
000 0 0 0 00000 0
000 0 0 0 00000 0
00 0 0 0 00000 0
000 0 0 0 00000 0
F F, Fs, F, F; F;, 0 00 0 0

Esta matriz tiene el siguiente conjunto de autovectores nulos

V2, = wly =1{(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0),
(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0),
(Fy,—F1,0,0,0,0,0,0,0,0,0), (F3,0,—F,0,0,0,0,0,0,0,0),
(Fy,0,0,—F},0,0,0,0,0,0,0), (F5,0,0,0,—F,0,0,0,0,0,0),
(F4,0,0,0,0,—F},0,0,0,0,0)}.
(5.99)

Estos son autovectores nulos tanto por la derecha como por la izquierda, ya
que la matriz C,, es cuadrada. Los ultimos 5 vectores puede escogerse de
manera arbitraria, siempre y cuando todas sus componentes satisfagan la
condicion

VA B VP By VP4 By VA4 B VP + F - VO =0, (5.100)

/

50; autovectores que encontramos en (5.99) definen las condiciones w(; hy ~
. Ya que

hp/ = (60[06(1)] G(()Q), 60[06% GéQ)’ 60[063] G(()2), 60[16% G(()Z), 60[162] G[()z), 60[263] G(()Q),
— e’ngfh —e’fGl(f), —e‘{GI(f), —eng), Fy),
(5.101)
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estas condiciones nos dicen que existen 4 nuevos vinculos secundarios dados
2 2 . o .

por Gé) ~ 0, GE ) ~ 0. Estos vinculos contintan el algoritmo, pues ahora

debemos estudiar su consistencia en el tiempo.

La matriz Cj, aumentada que incluye los nuevos vinculos secundarios es
una matriz de dimension 11 x 15 y poseeré autovectores por la izquierda w(ﬁ 5 Y
autovectores por la derecha V(’é ) de diferente niimero de componentes. Tanto
para la matriz C, como para su transpuesta, obtenemos que Rango(C,) = 2.
De esto se concluye que existen 9 autovectores nulos V(’; p @ = 1,...,9, que
corresponderan a , como es facil de probar. )

Por otro lado existen 13 autovectores nulos por la izquierda wfﬁ), b =

1,...,13, que poseen 15 componentes, es decir w’(ﬁﬂ) = (W', -+ ,w!). Para

que w(pﬁ) sea un autovector nulo por la izquierda, sus componentes deben

satisfacer las siguientes condiciones

wt- B =0,
: (5.102)
wit- Fy =0,
y
—F W= = B+ By w'? =0 (5.103)

Esta claro a partir de las ecuaciones (5.102)) que la componente w'! debe ser
cero en todos los autovectores nulos. Luego, con las condiciones ((5.102)) y
(5.103) vemos que los 13 autovectores nulos estan dados por

Wig =
{(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1), (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0),
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),
(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0),(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0),
(0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0), (0,0,0,0,0, —F,0,0,0,0,0, Fs,0,0,0),
(Fy,—Fy,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), (Fs,0,—F},0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(Fy,0,0,—F1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), (F5,0,0,0,—F}, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(Fy,0,0,0,0,—F,0,0,0,0,0,0,0,0,0)}.

(5.104)

Estos autovectores impondran condiciones sobre u” que daran origen a nuevos
vinculos secundarios o seran identidades triviales. Debido a que h; es

h, ~ (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, Fy,0,0,0,0), (5.105)
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las condiciones )
w(pﬁ) cuy 0 (5.106)

indican igualdades triviales del tipo 0 ~ 0, y lo mas importante atn, no
imponen ninguna condicién sobre la tinica componente diferente de cero en
hs, que es la expresion Fy.

5.9. Multiplicadores de Lagrange

Nos queda resolver el sistema para los multiplicadores de Lagrange ((5.86)).
Se propone una solucién que es una combinacion de la solucién homogénea
y una solucién particular

u’ =U" + vV, (5.107)

Los autovectores por la derecha corresponden a la soluciéon homogénea, mien-
tras que la solucion particular U” se encuentra a partir del sistema de ecuacio-
nes completo. Ya hemos encontrado en (5.92) y la solucion homogénea
al sistema de ecuaciones para los u”, la cual determina los multiplicadores de
Lagrange de la siguiente forma:

= Los n primeros autovectores V(’; ) con o = 1,...,n, determinan que los

- : . o 1
multiplicadores u¢ asociados al vinculo primario G no se encuentran
fijados y pueden tomar cualquier valor arbitrario.

= De los n+ @ — 1 autovectores nulos por la derecha, ninguno posee
componente diferente de cero en la tltima entrada (asociada a u™). Por
lo tanto, este multiplicador queda fijado a u™ ~ 0, como era de esperar

por la forma de las ecuaciones de consistencia.

» Finalmente, los @

entre los multiplicadores u

— 1 autovectores otorgan las siguientes relaciones
ab

1
UO — UQFQ + U3F3 + e + 'Un(nfl) Fn(nfl),
2 2

U02 = —U2F1,
u? = —uF
= —ush, (5.108)
u(n_l) "= —Un(n-1) F]_

2

Hasta este punto, ninguno de los u® ha sido determinado por completo,
pues queda encontrar la solucién particular U en el sistema (5.86)). Luego
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de reemplazar ©™ = 0 en ese sistema de ecuaciones, y reemplazar también la
expresion ([5.107)), el sistema se resume a una dnica ecuacion

Fy—U"F, ~0. (5.109)

Vemos que podemos escoger cualquier componente U de la solucién parti-
cular para que satisfaga esta ecuacién. En concreto, podemos escoger U tal
que cumpla

U F, = Fy. (5.110)

Si esta es nuestra eleccion para la solucion particular, los Gnicos multiplica-
dores que quedan determinados seran u™ y u’'. Notamos que atn hay una
parte arbitraria para u®' que es proporcional a los V(f; ) COIMO puede verse en
(5.108), no obstante la determinacion del u°! ocurre a nivel de la eleccién de
la solucion particular U, Esta determinacion indica que el vinculo asociado
a este multiplicador pasara a ser un vinculo de segunda clase.

Enfatizamos nuevamente el hecho que la eleccion de U®! en es
completamente arbitraria, es decir, pudimos haber fijado cualquiera de los
U o incluso una combinacién de dos o mas . No obstante, continuaremos
con esta eleccion por simplicidad, teniendo en cuenta que la solucién particu-
lar de los multiplicadores de Lagrange esta restringida, en el caso mas general
posible, a un hiperplano que esté delimitado por la ecuacion U F,, = F,.
El algoritmo no especifica cuél de todos los U% queda determinado, por lo
tanto cualquier eleccion es igualmente correcta.

5.10. Grados de libertad en las teorias f(7)

Para realizar el conteo de grados de libertad, atin queda encontrar el nu-
mero de vinculos de primera y segunda clase. Para ésto, buscaremos escribir
la matriz de corchetes entre todos los vinculos en dos bloques: uno cuyas com-
ponentes sean Unicamente ceros, y otro bloque que sea una sub-matriz cuyo
determinante sea diferente de cero. Esta matriz seréa denotada por A,p, v es-
ta compuesta de los corchetes de Poisson entre todos los vinculos de segunda
clase.

A partir del algebra de vinculos que hemos calculado en las secciones
anteriores, esté claro que los vinculos GV y ng) son de primera clase, puesto
que su corchete de Poisson es débilmente cero con el resto de los vinculos. Por

LA pesar de ésto, el ntimero de vinculos que pasan a ser de segunda clase es siempre el
mismo, como veremos a continuacion.
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otra parte, los tnicos corchetes de Poisson diferentes de cero corresponden a
(G (%), GO (t,y)} = Fa,
{G(t.%),6V(t,y)} = F.

Es evidente que la matriz que forman estos vinculos tiene determinante cero,
por tanto hay vinculos de primera clase escondidos en estas expresiones. Para
encontrarlos, tendremos que realizar un cambio de base en el subespacio que
determinan estos vinculos, con el fin de hacer patente la clasificacion de
primera y segunda clase. Podemos formar pares de vinculos ij} tales que el

(5.111)

1 )
corchete de todos ellos con G7(T) se anule, excepto por uno, que correspondera
a un vinculo de segunda clase. Esto puede verse recombinando los vinculos
G en una nueva base G'Y dada

ab ab por

GOI - GOI )

G(()Q) = F 01G02) — I 02G(()11)a

A 1

Gl = FGl — FuGlY, (5.112)

G(l ) 1) = F01Gm—-2) n-1) = Fln—2) (n-1)Gou-

Esta redefinicion tiene como resultado que cualquier corchete de los G con
1 . ) . ) ~(1
GV es cero en la superficie de vinculos, a excepciéon del vinculo Gél), con el

que se tiene que
{G, G} = Fy.. (5.113)

Aun queda otra redefinicién que efectuar, pues el resultado {G(()Q), G,&”} =F,

implicaria que G((]Q) es de segunda clase. Por tanto, es claro que debemos
redefinir el vinculo de super-Hamiltoniano también para convertirlo en uno de
primera clase. Reescribimos por medio de una combinacion lineal los vinculos
GE)2) y G[()ll) tal que

G = FyGP — F,GYY. (5.114)
Este nuevo VlnClﬂO de super-Hamiltoniano GO satisface ser de primera clase,
pues {G(Q) } = 0. Por otro lado, atin tenemos que {ééll), GS)} = Fpy, por
tanto G01 continua siendo de segunda clase. Ya que este corchete es el tinico

que sigue siendo diferente de cero luego de la redefinicion realizada, la matriz
de vinculos de segunda clase A p sera

{c.a 1} {é&l, Y 0 Fn
AAB:<{GQ7 1y (G })=<_F01 0 ) (5.115)
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El sistema de ecuaciones h; + Cj,u” ~ 0 es una identidad trivial para los
vinculos de primera clase, mientras que para los vinculos de segunda clase
XA = (GS), G(()ll)) puede verse como el sistema

!
{xa, He} + Aapu” = 0. (5.116)
Para G se tiene que

(GO H} + Appu® ~ —Fy + Foyu®™ ~ 0

N (5.117)
— FOl'Ll, ~ F¢>

Por otro lado, para ééll) se tiene que

~(1) B _
{G01 >Hc} + A(OI)BU ~—Fypu" =0

(5.118)
—su" = 0.

Hemos determinado ambos multiplicadores de Lagrange asociados a los vincu-
los de segunda clase, por lo tanto hemos terminado el algoritmo y podemos
realizar el conteo de grados de libertad.

En resumen, hemos encontrado

) . 1
= 7 vinculos de primera clase Gg ),

» n — 1 vinculos de primera clase Gz@),

- n(n—1)

-— — 1 vinculos de primera clase GO,

1 vinculo de primera clase ééz),

2 vinculos de segunda clase €S y Géll).

Estos resultados son vélidos para gravedad f(T") en dimension arbitraria. De
acuerdo a la formula (3.52)) introducida en el Capitulo[3] el namero de grados
de libertad (g.d.l.) es como sigue

—1
g.d.l.:n2+1—(2n—1+%—1+1)—

NN V]

(5.119)
_ n(n—23) +1
— 5 .

Es decir, la teoria posee un tnico grado de libertad extra en comparacion

con la gravedad teleparalela, o con relatividad general.
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Este resultado sugiere que el tinico grado extra de libertad de la gravedad
f(T') podria estar asociado a un campo escalar, o algin otro ente fisico que
posea un unico grado de libertad. La conclusion de que la gravedad f(7')
no posee un marco de Einstein, expuesto en [29], deberia ser revisada a la
luz de nuestro resultado. El hecho que la gravedad f(T') es una teoria que
no preserva todas las transformaciones de Lorentz como simetrias de la teo-
ria, sugiere que el marco de Einstein podria existir para un cierto conjunto
de transformaciones locales de Lorentz, fijadas por la teoria. Exploraremos
brevemente esta posibilidad en la siguiente seccién, pero esta claro que se
debe realizar investigacion adicional para comprender esta materia, pues la
existencia del marco de Einstein no es la tnica forma en la cual se podria
manifestar un grado extra de libertad.

Otro aspecto que requiere atencion es la forma en la cual se produce la
pérdida de la invariancia local de Lorentz. La eleccion del vinculo de Lorentz
que pasa a ser de segunda clase no esta determinada por el formalismo Ha-
miltoniano. Lo que especifica el formalismo es que siempre serd una tnica
transformacion de Lorentz que estaré fijada por la teoria, determinando un
hiperplano que fija una combinacién de boosts y rotaciones. Este aspecto de
la gravedad f(T") no era conocido con anterioridad y requiere investigacion
adicional. La preservacion del vinculo super-Hamiltoniano requiere que su de-
finicién incluya un vinculo de Lorentz de una forma tal que la combinacion
es de primera clase, lo cual puede entenderse también como un mecanismo
de ruptura de una de las simetrias de Lorentz.

Nuestro resultado esta en desacuerdo con lo obtenido en [6§], lo cual pue-
de entenderse revisando el procedimiento que llevaron los autores a cabo a
la luz del algoritmo de Dirac-Bergmann. Los autores definen en las ecuacio-
nes (34) y (35) (segun la notaciéon de [68]) un sistema de ecuaciones para
los multiplicadores de Lagrange en base a su propia definicién de vinculos, a
saber MA = 0, con M una matriz de 8 x 8. Las definiciones de los vinculos
no son exactamente las mismas, pues hemos empezado de formalismos para
la gravedad teleparalela diferentes, sin embargo se llega al mismo niimero de
vinculos primarios y secundarios, al menos hasta la ecuacion (35) de [68]. Los
autores establecen que, ya que el sistema de ecuaciones para los multplicado-
res de Lagrange deberia tener una solucion diferente de cero, el determinante
de la matriz M deberia ser cero. No obstante, el sistema no tendria porqué
determinar todos los multiplicadores de Lagrange, pues como hemos mostra-
do, es posible reescribir los vinculos primarios y secundarios para separar un
conjunto de vinculos de primera y segunda clase. Por lo tanto, la afirmacion
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de que m = det(M) = ' 0 (de acuerdo a su notacion), es equivocada. Esta
aseveracion lleva a los autores a trabajar con un vinculo extremadamente
complicado, e incluso, para simplificar los calculos, a asumir que g, es dia-
gonal. Esto no corresponde a un técnica de cdlculo como ellos afirman, sino
una fijacion de las coordenadas, que implica la adiciéon de mas vinculos, lo
cual no es una estrategia correcta.

5.11. Transformaciones conformes extendidas

Una de las estrategias propuestas para entender el comportamiento del
grado extra de libertad de la gravedad f(7') consiste en realizar una transfor-
macion local de Lorentz junto a una transformaciéon conforme en la tétrada,
y estudiar la variaciéon que produce esta transformacion en el Lagrangiano
de la teoria. Es decir, estudiaremos el efecto en la gravedad f(7) de la trans-
formacion

= Q(z)A% (2)e", (5.120)

donde €% representa la tétrada transformada conformemente y transformada
“w
por una matriz de Lorentz, al mismo tiempo. Esto implica una transformacion

inversa del tipo
&,V = Q7 (x)AY (x)el,. (5.121)

Bajo este par de transformaciones, la torsion de la conexién de Weitzenbock
esta dada por

70, =T%, +Q 1(600,Q — 620,Q) + €, (9 A%el — O, ALer).  (5.122)
Con ésto se calcula que la contorsion transformada equivale a
ur ()—2 v -3 v v
K" = Q7 K", — Q7°[600"Q — 6,0" ()]
—2
2
—e,a[0" A% — B A" H])

(e“[@”/\a,e — 0,A%e™] — e[" AL et — 9,A%e" "] (5.123)

lo cual permite encontrar el superpotencial transformado

& uy _ fruv SOy vl
25,1 = KM + hT%% — 6u T
1 ,
= 20728, " + (n — 2)Q73(840"Q — 640" QY) — 59—2[65(3”/\3,@;
— 0,A%e™") — el(O"ALeY — DAL E™ ) — e, (0" AL ™Y — VAL ™M)
TR0 — e Vel D) — Y (0" Ny — e eDp A )]
(5.124)
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Las expresiones anteriores permiten obtener una expresion para el escalar de
torsion, que tendra varios términos adicionales en comparacion al caso donde
solo esta la transformacion conforme. La expresion completa para 1" es

2T = 207°T + 4(2 — n)Q°T* 0"Q + 2(n — 2)(n — 1)Q*0"Q0,Q
+ 2072 (OMAL — e PelOpAL )+

-2
— 92 et (0" AL el — 9 A% e ) — el (0" ALe? — DA% e ™)
— ) (0" AL T — DA% eV M)]

+2(2 = n)Q739, QAL — ¥l DyAY)

5
—2(n — 2)Q720"Q(9,A) — el ey 0,A))
+2072(eleb 0,AL 0" NS — /b,egeZ(‘?MAg,(‘?gA“ — 0, ALO"A)
— Q72(2e1e" 0, A0 0,8 — 20, AL AL — Y et el D, A D,A,
+ nape? et 0,8 0,A%).

— / 1 v v v v v
+ Q7% (O, Ay el — D, Apel) (—— T — T —T,") 4 64T — 61T *;,)

(5.125)

Esta expresion, si bien complicada, esta formada por tres partes principales.
La primera linea corresponde al resultado ya conocido en gravedad f(7),
que esta asociado tnicamente a la transformacion conforme. Los términos
restantes provienen de la aplicaciéon de la transformacion local de Lorentz a
la tétrada. Dentro de estos términos, la mayoria poseen dependencia en 2,
pero existen dos términos que son proporcionales Q3. La suma de estos
términos, a saber

4(2 = n)Q 39N, — el ey 0,Ap), (5.126)

tiene una dependencia en (2 idéntica al término que es proporcional a 7%, 'y
que impedia la existencia del marco de Einstein, como vimos en el Capitulo[2]
Si escogemos la torsion de tal forma que

Tppu = _auAll; + ezeié’u/\b/, (5.127)

entonces existe la posibilidad de obtener un marco de Einstein. El resto de los
términos pueden ser eliminados por medio de una redefinicion més general
de la torsion

T", = eh(eh Ay — eb DAy, (5.128)

mediante la cual apreciamos que (5.127)) es un caso particular de (5.128|).
Queda pendiente entender el significado fisico de la eleccion en (5.128]); y
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explorar diferentes métodos para entender el significado del grado de libertad
extra de la gravedad f(T'). Estas cuestiones seran exploradas en trabajo
futuro [106].

5.12. Conclusiones

En este Capitulo hemos desarrollado el formalismo Hamiltoniano para
la teoria de gravedad f(T'), a través de la equivalencia matemaética de la
accion con una accién tipo escalar-tensorial. Esta formulacion anade una
coordenada canénica asociada a un campo escalar ¢, el cual modifica la
estructura de vinculos en comparacion al caso de la gravedad teleparalela
En particular, la presencia de un vinculo primario adicional G altera los
vinculos asociados a las transformaciones locales de Lorentz y al vinculo de
super-Hamiltoniano. Esta alteracion requiere definir una nueva base para los
vinculos GS,) y G(()z) que permita identificar los vinculos de primera y segunda
clase.

Dentro del conjunto de Ll) vinculos Gg? hemos podido esclarecer que
s6lo uno de ellos pasa a ser de segunda clase, mientras que los restantes
@ 1 Vinculos primarios son de primera clase. El vinculo de Lorentz de se-

gunda clase G| o] €S necesario para redefinir el vinculo de super-Hamiltoniano
y convertirlo a uno de primera clase. Con ésto, se obtiene un conjunto lineal-
mente 1ndepend1ente de vinculos de primera clase, que consta de los vinculos
Gy, GZ? G((] , y los ”T) — 1 vinculos de Lorentz G . Los dos vinculos de

segunda clase son G a Y G, Con ésto hemos determlnado que la gravedad
f(T') posee M + 1 grados de libertad en n dimensiones.

La pérdida de la invariancia local de Lorentz de la teoria puede entenderse
como una restriccion en las transformaciones locales de Lorentz permitidas
por la teoria. En particular, existe un hiperplano que restringe una tnica
combinaciéon de boosts y rotaciones, que especifican un marco preferencial
para la teoria. Este aspecto debe ser estudiado en mayor detalle en traba-
jos futuros. Por otro lado, el hecho que la teoria tenga un grado extra de
libertad, sugiere que debe existir una equivalencia escalar-tensorial que per-
mita reescribir la teoria como la gravedad teleparalela méas un campo escalar
minimalmente acoplado. En este camino es que se ha hecho un intento de en-
contrar el marco de Einstein para la teoria introduciendo una transformacion
local de Lorentz en anadidura a una transformacién conforme en la tétrada,
y se ha analizado brevemente las condiciones que deben cumplirse para eli-
minar términos de acoplamiento indeseados con la parte 7%  de la torsion.
Deberian existir otras formas de manifestar el grado extra de libertad de la
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teoria, las cuales seran exploradas en trabajos futuros.
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Capitulo 6

Soluciones exactas para la
gravedad teleparalela modificada

La tarea de encontrar soluciones a las ecuaciones de movimiento de la
gravedad f(T') puede ser ardua, debido al problema de la pérdida de la inva-
riancia local de Lorentz que posee esta teoria. Es posible intentar un ansatz
ingenuo que consista en la ‘“raiz cuadrada” de la métrica, pero no necesa-
riamente resuelve las ecuaciones de movimiento de la teoria, como ha sido
mostrado en el contexto de soluciones cosmologicas [20), 31]. Este hecho moti-
va a buscar estrategias que permitan facilitar esta bisqueda de soluciones. En
este capitulo introduciremos el método de la tétrada nula, un procedimiento
que mostrara ser util para encontrar con facilidad soluciones que anulen el
escalar de torsion. Por tanto, permitira encontrar geometrias que resuelvan
las ecuaciones de Einstein-Hilbert y que también sean soluciéon de las ecua-
ciones de la gravedad f(7T'). En particular, nos hemos concentrado en dos
tipos de soluciones: la geometria de Kerr y la geometria de McVittie, cuyos
resultados se encuentran publicados en [107, 108] y [109], respectivamente,
y seran sintetizados a lo largo de este capitulo. Las tétradas encontradas
solucionan de manera consistente las ecuaciones de movimiento de las f(7T)
y se caracterizan por poseer escalar de torsion 7" = 0. Como hemos visto
en capitulos anteriores, si obtenemos una tétrada cuyo escalar de torsion se
anula, las ecuaciones de movimiento de las teorias f(7') son equivalentes a
las ecuaciones de Einstein en ETRG via una redefiniciéon de la constante de
Newton y la constante cosmologica. Notamos que estas soluciones no se ven
modificadas por la introduccion de una teoria f(7') genérica. Aunque esto
va en contra del espiritu que fue la inspiracién inicial para proponer mo-
dificaciones al teleparalelismo equivalente, ya que originalmente se deseaba
modificar soluciones que posean singularidades o un mal comportamiento, es
notorio que ciertas soluciones de relatividad general s6lo son deformables en
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un contexto de teleparalelismo modificado mas general |21, 3]

6.1. Método de la tétrada nula

El método de la tétrada nula serd 1til para encontrar tétradas que po-
sean T' = 0, en caso que éstas existan, para una determinada métrica. Para
lograr este objetivo, definiremos a partir de una tétrada ortonormal {e®} una
tétrada nula {n*} = {l,n, m,m}, que definimos como

(e + e!) (e —e!) (e*+ied) __  (e*—ie?)
1 = — n— _—, m —= —_— m—=
V2 V2 V2 V2
(6.1)
Esta tétrada forma una base nula, pues se satisface
1'1=0, nnn=0, mm=0, m-m=0, (6.2)

sin embargo no es ortonormal, puesto que el producto interno cruzado entre
las bases es

l'n=1, m-m=-1, ' m=0, nnm=0. (6.3)

Es posible resolver {e”} en términos de n® en la ecuacion (6.1), y luego
reemplazar el resultado en la métrica g,,, de tal forma que se obtenga la
métrica en términos de la tétrada nula como

G = nabnznga (64>

por medio de la definicion de una nueva métrica de Minkowski 7),, definida
como

01 0 0
10 0 0

=100 0 -1 (6:5)
00 -1 0

Con esta expresion podemos escribir la métrica en términos de las tétradas
base como sigue

g=nl+ln-mm-mem . (6.6)

Es posible modificar la tétrada {e®} que describe una solucion de vacio de
ETRG, para buscar una tétrada que tenga 7" = 0 por medio de una trans-
formacion en el vector {n®} que no altere la métrica. Un cambio plausible
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que deje invariante tanto la métrica como las relaciones ([6.2)), es

posible mediante la introduccion de una funcion A(x) tal que
1 — exp[A(x)] 1, n — exp[—A(x)] n. (6.7)

Este cambio implica un boost local de Lorentz a lo largo de la direccién e!
por medio de un parametro y(x) = cosh[A(x)].

Ya que para soluciones de vacio en relatividad general se tiene que R = 0,
y al mismo tiempo buscamos soluciones que tengan 7' = 0, entonces la cuadri-
divergencia que relaciona ambos escalares se anulara, es decir se cumpliré que

dp(eT" #) = 0. (6.8)

Notablemente, la conexion de Weitzenbock no cambia bajo transformaciones
lineales globales de la base. Esto implica que podemos usar la tétrada nula

para calcular 7", como sigue

™, = ni(0n;—0,n,) . (6.9)

vp a

Bajo la transformacion (/6.7)), el sector vectorial de la torsion, que aparece en
la cuadri-divergencia, cambia como

T P —s T P 4 (I — n'nf) DL\ (x). (6.10)

6.2. Geometria de Kerr

Estudiaremos el método de la tétrada nula en la geometria de Kerr, con
el proposito de averiguar si esta solucién sigue preservandose en la gravedad
f(T). Esta métrica corresponde a una generalizacion de un agujero negro de
Schwarzschild, y describe la geometria del espacio-tiempo vacio alrededor de
un agujero negro rotante con simetria axial, no cargado, y que posee una
compleja estructura causal con dos horizontes de eventos y una ergosfera.
Esta solucion fue descubierta en 1963 por Roy Kerr [110], y su elemento de
linea esté dado por [111], 112]

2mr dmr 4amrs®(0) 2mr
2 _ (1 _ 2 _ 2
ds® = (1 > )dt + > dtdr + > dtdy (1+ S )dr

2 2
— 2as?(0) (1 + g) drdy — Xd6* — {232(9) + (1 + %) a254(9)} dy?,

(6.11)

donde m denota la masa del agujero negro, y se define ¥ = 72 + a2 ¢?6, con
a el momento angular por unidad de masa (notar que s(#) = sin(6), c¢(0) =
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cos(6)). El escalar de curvatura esté indeterminado para ¥ = 0, por tanto
se tiene una singularidad con forma de anillo para r? + a* cos?(#) = 0. En la
expresion ((6.11]) es posible relacionar las coordenadas z# = (¢,r, 6, ¢) con las
coordenadas de Boyer-Lindquist ## = (¢, 7,0, ¢~5) por medio de las relaciones

2mr ~ a
d dop =d dr. 12
roy Ao ngr7"24—(12—27717" . (612)

dt_dt+r2+a2—2mr
Esta soluciéon ha sido estudiada en teorias de gravedad modificada, como por
ejemplo en la gravedad f(R) [113] 114 115], sin embargo deseamos encontrar
esta solucion en gravedad f(7). Para esto, describiremos la geometria de
Kerr por medio de la forma , para lo cual necesitamos un ansatz para
la tétrada nula. Probamos con la siguiente combinaciéon

» - Qﬂ A Qﬁ e 2ﬁ as?
a 1 (1 —A > > <1 +—)\Z ) g <1 Jr_)\z 2>(9) (9)
ET2 0 0 r+iac(0) (1 +iac(0))is(0)
0 0 r—iac(d) —(r— iac(g))is((?lg)

donde A = A(¢,r,0), que reproduce la métrica (6.11). Para esta tétrada
calculamos el escalar de torsion, obteniendo

2

Tzﬁ

(2% — 4a’cos®f (S + mr)— 2r X2 9N . (6.14)
Entonces hay una familia de funciones A(t,r,60) que puede ser escogida tal
que anula 7', dada por

by
At,r,0) = QL (1 — 4 a’cos’ 0 %) + Ay (r,6) (6.15)

r

donde A; es una funcién arbitraria que depende de r y 6. Este resultado
significa que la geometria de Kerr es una soluciéon de las ecuaciones de movi-
miento de la gravedad f(T). Si bien ya se encontraban documentadas, hasta
cierto punto, soluciones para una tétrada con simetria axial que poseen T’
nulo [I16], el procedimiento de la tétrada nula permite encontrar este tipo
de soluciones de manera més directa y facil. La tétrada en [116] no coincide
necesariamente con la tétrada que hemos encontrado, debido a que tienen
una clasificacion diferente en lo que respecta a las n—CAF relacionadas con
las simetrias remanentes que caracterizan las soluciones de la gravedad f(7)
[49].

Es importante senalar que la funciéon A no esta bien definida en r = 0. En
la geometria de Kerr, la region r = 0 es un circulo, donde 6 cumple el rol de
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la coordenada radial. El borde del circulo, de coordenadas r =0y 0 = 7/2,
corresponde a la singularidad de anillo de la métrica de Kerr, sin embargo su
region interna no es singular. La solucién en esta regiéon debe ser elaborada
nuevamente en concordancia con el significado radial de la coordenada 6. No
obstante, la métrica de Schwarzschild se encuentra libre de este problema ya
que la singularidad en r = 0 es tinicamente un punto. En este caso, la funcion
A se convierte en

A7) = % ) (6.16)

Por lo tanto, hemos encontrado también que la solucién de Schwarzschild se
preserva en gravedad f(7'). Este hecho ya era sabido de trabajos anteriores
[31], pero la forma de la tétrada encontrada aqui es relativamente méas simple
que aquella presentada por los autores. Ademas, el procedimiento que realiza-
mos es notoriamente mas sencillo. Ambas soluciones deben estar relacionadas
por una transformacion perteneciente al grupo de simetrias remanentes de la
teoria f(7'), puesto que ambas poseen T = 0.

En lo que respecta al método de la tétrada nula, cabe destacar que la
simplicidad en la btisqueda de la solucion de Kerr se debe a una buena eleccion
de la tétrada nula. Hemos comenzado a partir de la tétrada nula asociada
con la forma de Kerr-Schild de la métrica de Kerr, dada por [1111, 112]

g:no®(lo+fno)+(lo+fno)®no_mo®mo_mo®mo

6.17
:go+2fno®no> ( )

es decir, corresponde a una redefinicion del vector 1 tal que se hace el reem-
plazo 1 =1, + f n,. Se tiene que la base {n?} es una tétrada adecuada para
describir la métrica de Minkowski g,. El objetivo de la forma de la
métrica es aislar por completo los efectos gravitatorios de la solucién de Kerr
en la funcion f. Es decir, se reescribe la métrica como la suma de la métrica
de Minkowski g, mas un término que contiene los efectos gravitatorios de la
métrica de Kerr en el término 2fn, ® n,, donde la funcién f es

flr ) =——. (6.18)

Luego de obtener esta tétrada se ha aplicado el ansatz (6.7)), y hemos obte-
nido una ecuaciéon diferencial para A por medio de la imposicién de que el
escalar de torsion 7T se anule. Esta ecuacion es particularmente simple, ya que
hemos realizado una buena eleccién de coordenadas. Hemos usado la carta
empleada en el algoritmo de Newman-Janis para pasar desde la solucion de
Schwarzschild a la solucién de Kerr [117].
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6.3. Geometria de McVittie

La soluciéon de McVittie en relatividad general es conocida desde 1933
[118, 119], y describe una solucién de agujero negro situada en un universo
FLRW en expansion. La soluciéon original asume que la curvatura del espacio-
tiempo es cero en la region que es asintoticamente FLRW; éste es el caso en
el cual nos enfocaremos en este capitulo. Sin embargo, la soluciéon puede ser
generalizada para incluir curvatura espacial positiva o negativa. Es razonable
asumir que la curvatura espacial no influye de manera significativa en la
dinamica de la masa central, si se cumple que el radio de curvatura sea
mucho més grande que el radio gravitacional de la masa central. Bajo estas
condiciones, es posible escribir la geometria de McVittie mediante el siguiente
elemento de linea

1—p 2
ds (—1 +M> dt® — (14 p) a”(t)dx>, (6.19)
donde se ha definido "
= 2
H = 5a)x] (6:20)

como un parametro que combina la propiedad de masa m de un agujero negro
de Schwarzschild, y el factor de escala a(t) de un universo en expansion. Se
define el centro de la simetria esférica en x = 0. Esta métrica es soluciéon de
las ecuaciones de Einstein-Hilbert para m arbitrario, cuando a(t) es solucion
de la ecuacion de Friedman para un fluido perfecto con densidad de energia p
y presion p. Esta métrica es el caso mas general de tres soluciones conocidas
de las ecuaciones de Einstein

= para m = 0, tenemos inmediatamente u = 0, y la geometria se reduce a
un espacio-tiempo en expansion con curvatura espacial plana, es decir
la solucion de FLRW plana,

» a(t) = 1 reduce la métrica (6.19) a una solucion de agujero negro de

2
Schwarzschild en coordenadas isotropicas , donde r = |x]| (1 + %) ,

» para a(t) ~ e (donde Hy = cte), la métrica anterior se reduce a la
métrica de Schwarzschild-de Sitter, adoptando una constante cosmolo-
gica positiva.

!Las coordenadas isotrépicas buscan escribir la métrica de Schwarzschild en una for-
ma donde las hipersuperficies espaciales sean lo més cercanas posibles a una geometria

Euclidiana ds? = —A2(r)dt? + B?(r)[dr? + r2(d6? + sin?(0)d¢?)].
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La métrica de McVittie posee una singularidad inhomogénea y tipo espacial
en = 1, lo cual equivale a a(t)|x| = m/2. La superficie delimitada por
esta condicion yace en el pasado causal de todos los eventos del espacio-
tiempo, por lo tanto puede interpretarse como una singularidad cosmologica
tipo Big-Bang.
La densidad de energia p del fluido presente en la geometria de McVittie
es una funcion del factor de escala, y va como
2
p= M, (6.21)
K
donde k = 87G y H(t) = a(t)/a(t) es el parametro de Hubble. Por tanto, esta
densidad de energia dirige la tasa de expansion del universo. Esta expresion
muy simple contrasta con el hecho de que, si bien la densidad de energia
es constante para hipersuperficies con ¢t = cte, la presion no lo es, y estéa
determinada por

p= % <—3H2(t) +2H2(t) {%D . (6.22)

Una presion inhomogénea puede interpretarse como una fuerza de origen no
gravitacional, que compensa la atracciéon gravitacional de la masa central,
en tanto la masa sea constante y la densidad de energia p sea espacialmente
homogénea.

Las coordenadas que hemos empleado en la métrica son tales que
|x| mapea el exterior del agujero negro dos veces, es decir, el rango m/2 <
|x| < oo mapea la misma region exterior que el rango 0 < |x| < m/2.
Para una nueva coordenada que defina, de manera anéloga a Schwarzschild,
una region interior y exterior por separado, es necesario definir una nueva
coordenada radial dada por

R = (1 + p)?a(t)x, (6.23)

donde |R| = R representa la coordenada de “area esférica”. La transformacion
inversa que va de R a |z| implica invertir una expresion cuadratica en |x|,
por tanto se obtienen dos soluciones dadas por

a(t)|x|:% %—11\/(5—1)2—1 . (6.24)

m

Aplicando esta transformacion, la métrica de McVittie se convierte en

2 2H §
ds® = (1 e HQRQ) it + 25 gpas - ﬂm — R*dQ*, (6.25)
R 1—2m L=
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donde dQ? = db? + sin®0d¢* y H = H(t). Si ponemos H = cte en esta
expresion, obtenemos la métrica de Schwarzschild-de Sitter en coordenadas
andlogas a las coordenadas de Eddington-Finkelstein. Para esta forma de
la métrica, buscaremos una tétrada adecuada que satisfaga las ecuaciones
dindmicas de la gravedad f(T').

6.4. Geometria de McVittie en gravedad f(T)

Proponemos una tétrada nula asociada a la métrica de McVittie ((6.25))
descrita por las coordenadas (¢, R, 0, ¢), dada por

(1= +RH®) = 0 0
R O
nu:ﬁ e 1 - — RH(t) = 0 0 , (6.26)

0 0 R iRs(b)
0 0 R —iRs(0)

i

la cual involucra un boost radial parametrizado por la funcion A = A(¢, R, ),
que sera determinada tal que satisfaga la condiciéon T' = 0. Para esta tétrada
nula calculamos el escalar de torsién, obteniéndose

T =—6H(t)* +2R™* — 4RO, ). (6.27)

Si imponemos que el escalar de torsion se anule, la expresion anterior se
convierte en una ecuaciéon diferencial cuya soluciéon es

At,R) = % - ? / H(t) dt. (6.28)

El resultado T" = 0 contintia vigente si agregamos una funciéon que dependa
tnicamente de las coordenadas R y 6) a la funcién A. Por tanto, hemos con-
cluido que la gravedad f(7') no permite modificar la geometria de McVittie,
pues encontramos una solucién que lleva a un escalar de torsion que se anula
y que resuelve de manera consistente las ecuaciones dinamicas

2kp = (T =0) +6H*(t) f(T =0),
1 (6.29)
V1-2m/R

Para escribir estas ecuaciones hemos utilizado el siguiente tensor de energia-

2k(p + p) = —4f'(T = 0)H(t)

momento
p (p+p) RH(@)\/1-2m/R 0 0
0 —p 0 0
M pr—
T, 0 0 0 , (6.30)
0 0 0 —p
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donde p es la densidad de energia y p es la presion de un fluido perfecto [120].

6.5. Solucién cosmolbgica con T = ()

Un resultado interesante que podemos derivar del desarrollo anterior es
que para m = 0, se encuentra una solucién cosmolégica descrita por una
métrica FLRW que posee T' = 0. Las tétradas que describen una soluciéon de
este tipo han sido estudiadas extensivamente desde la formulacién de la teoria
f(T), y es sabido que una cosmologia plana puede describirse con una tétrada
diagonal en coordenadas cartesianas que posee T' = —6H?>(t) [20, BI]. Ya que
nos sera util posteriormente, escribimos esta tétrada diagonal en coordenadas
esféricas, para las cuales obtenemos que

0 0 0
a(t) sinf cosyp a(t)r cosf cosp —a(t)r sinf sinp
a(t) sinf siny a(t)r cosf sing  a(t)r sinf cosp
a(t) cosf —a(t)r sind 0

o O O

(6.31)
En efecto, ya que la solucion de McVittie se reduce a la solucion FLRW para
m = 0, hemos obtenido otra tétrada apropiada para la métrica FLRW, pero
que tiene T" = 0. Dicha tétrada nula se escribe como

e BB (14 RH(t) —e MR 0 0
1 Mt,R) (1 _ A¢,R)
nt,=—=| ° (1= RH() e 00 . (6.32)
V2 0 0 R iRsinf
0 0 R —iRsinf

la cual también es solucion de las ecuaciones de movimiento (6.29) para
m = 0, es decir satisface el siguiente sistema de ecuaciones

26p = f(T = 0) + 6H*(t) (T = 0),

. (6.33)
26(p+p) = —Af (T = 0)H(t).
Esto es cierto si usamos la misma funcion A(¢, R) obtenida en la cual,
notablemente, no depende de la masa. Por tanto se tienen dos soluciones que
representan la misma geometria, para un mismo tensor métrico FLRW, pero
con diferentes escalares de torsion. Este resultado sugiere que los grados de li-
bertad de la teoria podrian tener algtin rol, desconocido hasta el momento, en
la aparicion de tétradas con métrica equivalente pero que otorguen diferentes
geometrias descritas por las ecuaciones dinamicas de la teoria f(7T).
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6.5.1. Simetrias remanentes en cosmologia

Es claro que las dos tétradas (6.31)) y (6.32), que describen cosmologias

con escalar de torsion diferentes, estan relacionadas por una transformacion
local de Lorentz. La busqueda de esta transformacion consta de dos pasos.
Primero debemos obtener la tétrada ortonormal e, asociada a la tétrada
nula dada en , y luego escribiremos esta tétrada ortonormal en la carta
original de coordenadas (¢, |x|). Si realizamos la transformacion de coorde-
nadas inversa dada en (6.24), la cual se reduce a R = a(t)|x| = a(t)r para
m = 0, obtendremos ¢, en términos de la coordenada esférica radial r.

El primer paso mediante el cual se obtiene la tétrada ortonormal e, en
términos de la tétrada nula, lo logramos por medio de una transformacion
lineal L% tal que

a __ 71a_ b
e’, = L%n’,

m

1 1 0 0 e 14+ RH(t)) —e ™ 0 0
1 -11 0 0 r(1—RH(t)) ¢ 0 0
V2l 00 11 0 0 R iRs(9)

0 0 —i i 0 0 R —iRs(0)

coshA — R H(t)sinh A sinhA 0 0
| sinhA—RH(t)coshA coshA 0 0
N 0 0 R 0 ’
0 0 0 Rs(0)
(6.34)

donde A\ = A(t, R).

El segundo paso consta en realizar una transformaciéon de coordena-
das en la tétrada, que tome en cuenta el paso desde z# = (t,R,0,¢) a
z* = (t,r,0,$). Representamos a la tétrada por la 1-forma e?; ya que este
objeto geométrico es independiente de la eleccion particular de coordenadas,
se cumple que la expresion

e’ = ejdrt = ez,dx“l. (6.35)

se preserva tras dicho cambio. La transicion de coordenadas a# — z# expre-
sada en la ecuacion implicara que las 1-formas dz* y dz* sean iguales,
excepto por la 1-forma base dR, que esta relacionada con las 1-formas da#
por medio de dR = ardt + adr. Tomando en cuenta estas consideraciones, se
obtiene que la tétrada transformada es

coshA a(t) sinhA 0 0
« _ | sinhX a(t) coshA 0 0
=1 ) a(t)r 0 (6.36)
0 0 0 a(t)rsinf
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Esté claro que existe una transformacion local de Lorentz que conecta a las
tétradas (6.36]) y (6.31]), la matriz que representa esta transformacion tiene

por componentes

cosh A sinh A 0 0
A sinh A sinf# cos¢ cosh A sinf cos¢ cosf cos¢p —sing
b 7| sinh\sinfsing cosh\sinf sing cosf sing coso
sinh \ cos 6 cosh A\ cos 6 —sinf 0
(6.37)
las cuales satisfacen e = Agleb. Esta matriz puede separarse como el produc-
to de dos rotaciones y un boost, las cuales son representadas, respectivamente,
por el siguiente producto de matrices

1 0 O 0 1 0 0 0 coshA sinhA 0 0

A — 0 0 clp) —s(o) 0 c(0) —s(6) 0 sinhA coshA 0 0
71 0 0 s(6) (o) 0 s(6) c6) 0 0 0 10
01 0 0 0 O 0 1 0 0 0 1

(6.38)

Sabemos que cualquier solucion de las ecuaciones dinamicas de la teoria
f(T) permite un conjunto de simetrias remanentes locales de Lorentz [49].
Tales simetrias son generadas por transformaciones de Lorentz que cumplen
la condicion

d(€apea € A€ A™A,dAT) =0 . (6.39)

El par (e®, A“;) encontrado no satisface esta relacion. Esto se debe a que, aun-
que ambas tétradas tienen ecuaciones de movimiento consistentes, el escalar
de torsion que tienen asociadas es diferente, por lo tanto la transformacion
(6.37) no es una simetria de la teorfa. También poseen una clasificacion dife-
rente en lo que concierne a la distincion en n-CAFs. En este caso particular
es posible probar que la tétrada es una 1-CAF, ya que la tinica combi-
nacion que es cero es aquella dada por los elementos de la base (e°,e!). Por
otro lado, la tétrada es una 3-CAF, como puede encontrarse en [49].
Esto significa que la segunda tétrada admite tres transformaciones locales de
Lorentz que dejan T inalterado, mientras que la primera solucién admite un
boost local asociado con el grado de libertad de la funcién A. Entonces, la
transformacion ((6.37)) no es una simetria remanente de las ecuaciones dina-
micas de la gravedad f(7T') ya que cambian el escalar de torsion 7.

6.6. Conclusiones

Uno de los propositos para los cuales fue elaborada la gravedad f(7)
corresponde a modificar soluciones de relatividad general con el objetivo de
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encontrar deformaciones a energias altas y bajas por medio de un enfoque
geométrico. A partir del método de la tétrada nula hemos mostrado que es
relativamente facil encontrar soluciones de la gravedad teleparalela con un
escalar de torsion nulo o constante. Estas soluciones son también soluciones
de la gravedad f(T'), que tienen asociadas una constante de Newton y cons-
tante cosmologica modificadas, siempre que se cumpla que f(T'=0) #0y
f(T'=0) # 1. De esta forma, hemos encontrado que la geometria de Kerr y
la de McVittie también son soluciones de la gravedad f(7'), ya que admiten
una tétrada para la cual el escalar de torsion se anula. Este argumento fue
utilizado en [3I] para mostrar que la geometria de Schwarzschild es también
una solucion de las f(7'), sin embargo hemos probado que geometrias con si-
metria axial como las métricas de Kerr y McVittie, también son solucion de
las ecuaciones dinamicas. Ademaés, en el caso de McVittie, cuando se toma
m = 0 se obtiene una tétrada que describe una cosmologia de FLRW. Ya
que era conocida otra solucién cosmolégica para las f(T') con T = —6H?. El
hecho de encontrar, en el contexto cosmologico, dos tétradas con diferente
escalar de torsion, podria estar evidenciando el grado de libertad adicional
de la teoria f(T'). Por otro lado, seria de interés conocer si el método de la
tétrada nula puede ser aplicado a otros tipos de geometrias mas generales.
La existencia de soluciones de relatividad general que no son modificables
por la teorfa f(7') puede tener relacién con puntos de equilibrio de solucio-
nes cosmologicas [64]. No obstante, ain queda mucho espacio para trabajo
futuro en lo que respecta a la busqueda de soluciones en gravedad f(7'), para
lo cual el método de la tétrada nula presentado en este capitulo es una bue-
na herramienta. Para otro tipo de geometrias sin simetria axial, es preciso
buscar métodos alternativos que simplifiquen la bisqueda.
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Conclusiones generales
y trabajo futuro

En esta Tesis hemos estudiado modificaciones al equivalente teleparale-
lo de la relatividad general que definen un espectro de teorias de gravedad
conocidas como gravedad f(T'), con el proposito de desarrollar métodos que
nos permitan comprender sus grados de libertad y la interpretacion fisica
de éstos. Para emprender esta tarea, comenzamos en el Capitulo [1| con una
introduccion teérica a la geometria diferencial, a los conceptos de torsion y
curvatura, y como a partir de estos conceptos se define la gravedad teleparale-
la. El Capitulo [2| contiene una introduccion a los fundamentos de la gravedad
f(T), y algunos topicos de interés relacionados con los grados de libertad
de la teorfa. Puesto que fue utilizado el algoritmo de Dirac-Bergmann para
sistemas Hamiltonianos con vinculos como método principal para el conteo
de los grados de libertad, es que hemos realizado una introducciéon teérica a
este procedimiento en el Capitulo [3

El trabajo original realizado en esta Tesis comienza en el Capitulo [4] don-
de se ha estudiado el formalismo Hamiltoniano de la gravedad teleparalela,
desarrollando un método original para la obtencion de los vinculos primarios
y secundarios y el calculo del algebra de vinculos. El contenido expuesto en
este Capitulo esta fuertemente basado en [99]. En un primer paso, hemos
reescrito el Lagrangiano de la gravedad teleparalela en un formalismo que
prescinde de la métrica y lo reescribe en términos de derivadas antisimétricas
de la tétrada, la tétrada misma, y un objeto matemaético que hemos llamado
supermétrica. La supermétrica, que ha sido introducida por primera vez en
este trabajo, depende tnicamente de los invariantes de Lorentz 7, y 5, y
revela ser un objeto importante en la estructura Lagrangiana de la teoria.
Este formalismo nos permite encontrar los vinculos primarios por medio de
los autovectores nulos de la matriz que aparece en la relaciéon lineal entre
los momentos canoénicos y las velocidades. Se obtienen n vinculos primarios
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Ggl) ~ I1Y ~ 0 asociados al hecho de que el Lagrangiano no depende de 9y E.
Por otro lado, se encuentran @ vinculos G((I? que estan asociados a trans-
formaciones locales de Lorentz. Hemos estudiado la consistencia en el tiempo
de estos vinculos utilizando el Hamiltoniano primario, el cual depende del
Hamiltoniano canoénico. Para hallar este ultimo introdujimos una notaciéon
de multi-indices, la cual transforma objetos matemaéticos con pares de indi-
ces ()¢ a un unico indice ( )4. Esto permite manejar de manera sencilla el
despeje de los momentos canénicos en funciéon de las velocidades. Una vez
encontrado el Hamiltoniano canénico y primario, estudiamos la consistencia
de los vinculos primarios, lo cual otorga n vinculos secundarios GE)Q) y ng).
Estos vinculos se corresponden a los vinculos de super-Hamiltoniano y super-
momento de la formulacion ADM de la relatividad general. Por otro lado, los
vinculos GS,) satisfacen el algebra de Lorentz. Se ha demostrado que todos
los vinculos son de primera clase, y hemos encontrado las transformaciones
de gauge que todos los vinculos de primera clase producen en la tétrada. Se
concluye que los grados de libertad de la gravedad teleparalela son M, el

2
mismo nimero que para la relatividad general.

Continuamos en el Capitulo [5 desarrollando la formulaciéon Hamiltoniana
de la gravedad f(7') a partir del formalismo desarrollado para la gravedad
teleparalela. La mayor parte del contenido de este Capitulo esta basado en
[104]. Hemos reescrito el Lagrangiano de la gravedad f(7") en una forma ma-
tematicamente equivalente con la ayuda de un campo escalar ¢ = f'(T") que
anade una coordenada canoénica adicional al formalismo. La presencia de esta
coordenada genera un vinculo primario adicional Gsrl) que altera por completo
la estructura de vinculos. Otros vinculos primarios presentes en la formula-
cion son los vinculos Ggl) y los vinculos ij} asociados a transformaciones
locales de Lorentz. Estos ultimos se ven modificados por un término que es
proporcional a ¢. Como fue mostrado, este término modifica por completo el
algebra de vinculos en comparacion con el caso de la gravedad teleparalela,
puesto que el corchete de Poisson {GS), Gg}} es diferente de cero. Al estudiar
la consistencia temporal de todos estos vinculos, se encuentran los vinculos
secundarios G(()z) y GZQ) que son analogos a los vinculos de super-Hamiltoniano
y super-momento de ADM. La presencia del vinculo G y el hecho que Gé2)
depende de ¢ dan como resultado que el corchete {GS}), G(()Q)} es también
diferente de cero. La estructura de la matriz que contiene los corchetes de
Poisson de los vinculos primarios con el resto de los vinculos, denotada por
C},, indica que debemos redefinir la base de vinculos para encontrar un sub-
conjunto de vinculos de segunda clase, cuya sub-matriz de corchetes A p
tenga determinante diferente de cero. La estructura de los autovectores nulos
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de la matriz C;, muestra que podemos tomar uno de los vinculos de Lorentz

y combinarlo con G(()z) para obtener un super-Hamiltoniano éé2) que es de
primera clase, a cambio de que un vinculo de Lorentz pase a ser de segunda

clase. En otras palabras, el conjunto de vinculos G§3), G[()z) y G(? puede ser

n(n—1) ¢
2

: . ) . ()
reescrito como un conjunto de — 1 vinculos de primera clase G((lb) mas

el vinculo CNJE)Q), y el conjunto de vinculos de segunda clase él(;gl’ Gt (don-
de |5 denota un tnico par de subindices). El conteo de grados de libertad
indica que la gravedad f(7') posee ”(nT_?’) + 1 grados de libertad, esto signi-
fica que posee un grado de libertad extra en comparacion con la gravedad
teleparalela (y la relatividad general). Este nimero es diferente a resultados
previos obtenidos por otros autores, no obstante hemos explicado las fuentes
del error cometido por ellos. El resultado de que la teoria tendria un grado de
libertad extra sugiere que la teoria deberia poseer un marco de Einstein, sin
embargo la pérdida de la invariancia local de Lorentz en esta teoria restringe
las transformaciones que posibilitan la existencia de este marco.

En la parte final de este trabajo, que constituye el Capitulo [6] hemos
estudiado soluciones de vacio en gravedad f(7T') que también son soluciéon de
la relatividad general. Las soluciones estudiadas corresponden a la geometria
de agujero negro rotante de Kerr [I0§], y la soluciéon de agujero negro cosmo-
logico de McVittie [109]. La busqueda de una tétrada que es solucion de las
ecuaciones de movimiento de la gravedad f(7T) se ve facilitada por medio del
método de la tétrada nula. Este procedimiento es posible de realizar cuando
tenemos soluciones con simetria axial, y permite dejar la métrica invarian-
te por medio de la redefinicién de dos vectores nulos base por medio de un
pardmetro que caracteriza un boost radial. Para ambas geometrias hemos
encontrado valores para el parametro libre que se corresponden con tétradas
que resuelven las ecuaciones de movimiento de manera consistente. En el ca-
so particular de McVittie con m = 0, encontramos una solucién cosmologica
con T = 0. Esto es notable, pues ya son conocidas soluciones cosmologicas,
con idéntica métrica, que poseen T = —6H?2. Probablemente estemos ante
un indicio del grado de libertad adicional de la teoria; este tema debe ser
estudiado en profundidad a futuro.

La importancia del trabajo realizado en esta Tesis radica en las herra-
mientas desarrolladas para estudiar nuevas teorias de gravedad con estruc-
tura teleparalela. La gravedad teleparalela posee un amplio potencial como
teoria base para construir modelos de gravedad mas complejos. Para todos
estos modelos que tengan aplicaciones interesantes en cosmologia y pretendan
ser una descripcion realistica de la naturaleza, siempre es necesario estudiar
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su consistencia interna, y para ésto el procedimiento Hamiltoniano es de uti-
lidad. El resultado acerca de los grados de libertad de la gravedad f(T') es
novedoso, asi como el mecanismo de violacion de simetrias de Lorentz. La for-
ma en la cual esta teoria provoca la pérdida de la invariancia local de Lorentz
es un tema abierto, y si bien nuestro trabajo implica que es s6lo un gene-
rador de transformaciones de Lorentz que deja de ser simetria de la teoria,
es preciso entender qué significa esto y si es posible enmarcar este resultado
por medio del acoplamiento de un campo escalar, o un campo vectorial que
posea un unico grado de libertad.

Existen muchas formas de continuar el trabajo realizado en esta Tesis. En
lo que respecta al formalismo Hamiltoniano de la gravedad teleparalela, es
posible aplicar los métodos desarrollados para una gran variedad de teorias
teleparalelas extendidas que no forman parte del paradigma de la gravedad
f(T). La extension mas facil corresponde a aquella para la cual dejamos libres
los pardmetros a; del Lagrangiano teleparalelo mas general posible. Por otro
lado, es posible estudiar extensiones mas generales como la teoria teleparalela
tipo Born-Infeld [20], la gravedad teleparalela determinantal [22], extensiones
tipo Lovelock [54], extensiones tipo Gauss-Bonnet [51], entre otras. En estas
dltimas, esperamos que los métodos desarrollados en el Capitulo 5| sean de
utilidad, sin embargo nuevas estrategias deberan ser desarrolladas para cada
caso en particular. El estudio de las transformaciones conformes y la pérdida
de la invariancia local de Lorentz en estas teorias es también un problema
abierto que puede ser confrontado utilizando las herramientas desarrolladas
en esta Tesis. Finalmente, el método de la tétrada nula es extendible a otras
soluciones de relatividad general que poseen simetria axial, y las soluciones
FLRW con diferente escalar de torsion sugieren estudiar la estabilidad de so-
luciones cosmologicas como medio para entender este comportamiento. Esté
claro que el estudio de las teorias de gravedad basadas en el teleparalelismo
es un campo de investigacion reciente, y hay mucho que queda por hacer, no
obstante seran las observaciones actuales y futuras las que nos ayuden a dis-
cernir los modelos de gravedad viables y que correspondan a una descripcion
certera de la naturaleza.
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Apéndice A

Geometria diferencial

Vectores

En relatividad general el espacio-tiempo se considera como una variedad
diferenciable ./, en la cual cada punto esta asociado a un punto en IR" a
través de una carta. Diferentes asignaciones o cartas se diferencian entre si
por una transformacion de coordenadas que llevan de la variedad . a IR". Si
la transformacion es diferenciable, entonces la variedad también lo es. Toda
variedad puede cubrirse a lo largo de su extensiéon por medio de conjun-
tos abiertos. Los conjuntos abiertos corresponden a una generalizacion del
intervalo abierto en la linea de los nimeros reales. En una variedad de n di-
mensiones, los conjuntos abiertos corresponden a bolas, pero cuando atin no
se tiene un concepto de distancia para definirlas E], esto se realiza por medio
de la definicién de una topologia en la variedad. Con el fin de establecer un
constructo matematico para definir una variedad en fisica, es que introdu-
ciremos el concepto de vector en . Para ésto, recurrimos al concepto de
curva, que siempre es posible de definir incluso en la ausencia de la nociéon
de distancia. Una curva se define por medio de n ecuaciones paramétricas de
la forma

r' = 1'(N), (A.1)

donde una definiciéon de A distinta dara lugar a una curva diferente, puesto
que la velocidad con la cual se recorre no seré igual en ambas curvas. La
nocion de velocidad esté directamente relacionada con el concepto de vec-
tor tangente a la curva. Si ponemos una funciéon f sobre la variedad 4, y

1Una bola es un conjunto de puntos que distan de otro igual o menos que una distancia
particular, llamada radio.
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tomamos la derivada sobre una curva z‘(\) en un punto &, obtenemos

d - of dat
= ——f(2(\ = — A2
A M =iy (A.2)
Si nos abstraemos de la funcién f, es posible establecer que V' = ‘fl—gj\i son

las componentes del vector tangente a la curva en el punto &, es decir que
podemos escribir

d 0

dX| g 0zt | 4
En el lado izquierdo de esta igualdad, el vector que define la derivacion depen-
de tnicamente del parametro A, por tanto un vector es un ob jeto geométrico
que no depende de la carta. Denotaremos un vector por V = = Vi 2”
donde el conjunto [

)

(A.3)

} forma una base en el espacio vectorial tangente en el
punto &£. Este espacio tangente lo denotaremos por Ip, y corresponde a una
buena aproximacion de la variedad . en un intervalo abierto en la vecindad
de .

Vemos que { azi} es una base coordenada, sin embargo podriamos definir
una base {E,}, a = 1,...,n mas general. A estas bases las llamaremos anho-
lonomas. En particular, en una base coordenada se tiene que {%, %} =0,
es decir las derivadas parciales conmutan. Por otro lado, en una base anhol6-
noma esto no es necesariamente cierto, o sea {Ea, Eb} 7& 0. Si representamos
un cambio de base por medio de una matriz A% tal que E, = A% E,/, estare-
mos induciendo una transformacion V¢ = A%V en las componentes de un
vector.

Formas diferenciales

Definimos una 1—forma @ como una aplicacion lineal que toma un vector
desde el espacio tangente y lo lleva a los nimeros reales, tal que @ : p — IR.
Posee linealidad en el sentido que, siendo « y 3 dos ntimeros reales, satisface
que

oV + W) = aw(V) + Ba(W). (A.4)

Asi mismo, podemos definir combinaciones lineales de 1—formas
(e + B)(V) = aw(V) + Bi(V), (A.5)

que nos permite definir el espacio vectorial cotangente o dual 5. Las bases
coordenadas de este espacio vectorial seran definidas a partir de la accion de
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un diferencial d de una funcién prueba f aplicada sobre un vector, es decir

of

(V) = Vi,

(A.6)

En particular, cuando f = 27, tenemos que dz’ (V) = Vi% = Vi = V’%Fi.
Por tanto, podemos pensar en la acciéon del diferencial dz’ sobre la base de
vectores como una relacion de completitud, es decir da’ (%) = 5%. Por tan-
to, el conjunto de n 1—formas {dx]} forma una base del espacio cotangente.
Cualquier 1—forma & puede ser escrita como la combinacion lineal & = w;da.

Sea {E,} una base anholénoma del espacio tangente Jp, podemos definir
la base anholéonoma del espacio dual J como {E°}, tal que satisfaga la
relacion de completitud £%(Ep) = 6¢.

Debido a la relacion de dualidad que satisfacen 1—formas y vectores base,
si realizamos un cambio de base en las 1—formas de la forma E® = A} EY,
las componentes w® de una 1—forma @ = w, E® se veran transformadas como
Wy — Alg,wb.

Tensores

Los tensores son objetos geométricos que generalizan la nocién de vectores
y 1—formas. Un tensor de tipo (g) es una aplicacion lineal T : I5 x -+ X
I xIpx---xIp — IR, la cual toma r 1—formas y s vectores para otorgar
un numero real. Con este fin, es que debemos descomponerlo en una base de
r vectores y s 1—formas tal que

T=T7T"""% ,E,®.0FE, E"®..FE". (A7)

Bajo esta definicion, los vectores son tensores de tipo ((1)), y las 1—formas son
tensores de tipo ((1)) Los tensores poseen las mismas propiedades de linealidad
que vectores y 1—formas, es decir satisfacen

T(-- a0+ B, ) =aT(-- @, )+ BT(- i), (A.8)

donde la 1—forma aw + A1 se aplica en alguna de las primeras r entradas
del tensor. Una relaciéon idéntica se cumple si aplicamos el tensor en una
combinacion lineal de vectores oV +SW, en alguna de las tltimas s entradas.
Finalmente, el espacio de tensores tipo (:’;) es un espacio vectorial, y posee

147



todas las propiedades de un espacio vectorial. En particular, se satisface
ademaés la propiedad distributiva

<

s)

s/

oT + BTY@, - &\ Vi, V) = aT(@", - & Vi,
w”)vl’...’

+/BT/((D17 T

<l

Es de interés en el célculo exterior un tipo particular de tensores: las
p—formas, definidas como un tensor (2) totalmente antisimétrico. Es decir,
sea una p—forma

O =wu B @E"® - ® E°, (A.10)

donde los p-indices a, b, ...c se encuentran totalmente antisimetrizados. Por
tanto, las tinicas componentes que sobreviven son aquellas en las cuales nin-
guno de los indices a,b,...c se repite. Si los indices a = 1,..n y p > n,
entonces al menos uno de los indices estara repetido, por tanto la p—forma
es inmediatamente cero, es decir no existen p—formas con dimensién mayor
a la del espacio en la cual estan definidas. Mientras que si p < n, habran

(Z) = W_Lp!)!p! componentes independientes.

Producto wedge

Ahora definiremos una operacion entre p—formas, que permite incremen-
tar su dimensionalidad. El producto wedge de dos 1—formas a y [ es la
2—forma denotada por

aANf=a®p—-F®a. (A.11)

De esta definicién se identifica inmediatamente el cardcter antisimétrico de
esta operacion, es decir

alfB=—-FANa, (A.12)

lo cual implica también que el producto wedge entre dos 1—formas idénticas
es cero

aNa=0. (A.13)

Es posible obtener p—formas de 6rdenes superiores tomando productos wedge
sucesivos de 1—formas, de tal forma que una p—forma arbitraria puede ser
escrita en términos de productos wedge de 1—formas de la base E* de la
siguiente forma

1 By N .
o= —|aa1a2mapE‘” ANE®N...NE™. (A.14)
p
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Si tenemos una p—forma @ y una g—forma 6, es posible demostrar la siguiente
identidad . .

WA= (=1 OND. (A.15)
Por tanto, el producto wedge de una g—forma consigo misma 6 A 6 =
(— )‘1 6 A 0 sera cero si ¢ es impar, y diferente de cero para g par.

Derivada exterior

La derivada exterior corresponde a una aplicacion lineal cuya caracte-
ristica primordial es que mapea una p—forma en una p + 1—forma; estaré
denotada con el simbolo d. Para una funcién comin f (una 0—forma), se
define la derivada exterior como

df =
donde se subentiende una suma 1mph(31ta en el indice 7. Para formas de
ordenes superiores, por ejemplo para una p—forma @, se tiene que su derivada

f (A.16)

exterior es

1~ ~ i ~
dio = ~dwij.x Ndz' A .. Ndi",
P (A.17)

1 O ~k
= —wjj. kdxr A dz' A ... Ndzx.
p! ’

Por otro lado, puede demostrarse que si & es una p—forma y § una
g—forma, la derivada exterior del producto wedge de ambas sera

d(@ A B) =da A B+ (—1)Pa A dB. (A.18)
Es simple ver de (A.16) que aplicando dos veces la derivada exterior a una
0—forma, el resultado es cero, pues en
of N _ o
d(df) =d
3x ~ 9xi0r
se obtiene una expresion simétrica multiplicando un producto antisimétrico,
lo cual se anula. Esta propiedad, llamada de mnilpotencia, es extendible a
formas de 6rdenes superiores.

Una forma « es cerrada si da = 0, mientras que una forma « es exacta si
es que o = df, donde [ es una forma de un orden inferior que «. Se concluye
que toda forma exacta es cerrada, mas no toda forma cerrada es exacta. Esto
altimo es cierto localmente, pero no a nivel global puesto que depende de la
topologia de la variedad definida.

dz’ A dx' =0, (A.19)
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Derivada de Lie y derivada covariante

Definiremos la derivada de un vector V en la direccién de un vector U
como

£,V = [0,7]. (A.20)

Esta es conocida como la derivada de Lie, y evalia el cambio del vector
V a lo largo de otro vector U. Esta definicién geométrica es independiente
de las coordenadas, y puede definirse en cualquier variedad diferenciable. Si
escribimos la derivada de Lie en términos de coordenadas, obtenemos

0

L7V = (U*9, VI — V’“@kUj)m, (A.21)
x
donde vemos que el resultado es una combinacion lineal de los vectores %.

El segundo término V*9,U7 involucra una derivada de las componentes del
vector que indica la direccién de derivacion, lo cual indica que la derivada
de Lie no es una derivada direccional. Este hecho motiva la definicion de la
derivada covariante.

La derivada covariante de V en la direccién de U sera denotada por la
expresion VUV. Exigimos que satisfaga las siguientes propiedades de distri-
bucién y asociatividad

Vi(fV) = (Vef)V + VgV,
Vi (V + W) = ViV + VW,
Vi,V = ViV + VgV,
ViV = fVgV.

(A.22)

La ultima propiedad garantiza que la derivada covariante VUV es direccional.
Si descomponemos la derivada covariante V7V en una base anholénoma,
obtenemos lo siguiente

ViV = Vg, (VPE,) = UV g, (VPEY)

- B N (A.23)
=U'Vg, (V'E,) =UE(V°)Ey + U*V°Vg, Eb.

De esta expresion vemos que el tnico objeto que ain no estd definido es
Vg, Ey. Corresponde a un nuevo objeto geométrico que daré cuenta de la
variacion de un vector base a lo largo de otro vector base.
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Apéndice B

Las matrices C' y D en gravedad
teleparalela

Presentamos la expresion completa para la matriz C“; en n = 4, la cual
aparece en la definicion de los momentos canénicos en el Capitulo [l Rea-
lizando la asignacion por medio de la notacion multi-indice definida ahi,
transformamos el objeto tensorial C’“bef en una matriz cuadrada C“y cuyas
componentes son

0 0 0 0 2c6 —2d4 —2d5 0 —2d4 2c5 —2dg 0 —2d5 —2dg 2c4
—cg dy ds cg 0 —dg —d3 —d4 —do 2d; 0 —ds —ds 0 2dy
dy —c5 dg —dg 2ds —di 0 cs —di 0 —d3 —dg 0 —ds 2do
ds d¢ —cq4 —ds 2d3 0 —d; —dg O 2d3 —d2 c4 —di —d2 0

0 cg —dyg —ds —cg O do ds dg4 do —2d1 O ds ds3 0 —2d;
2ce 0 —2d2—2d; O 0 0 0 2d2 0 —2c3—2dg2d3 0 —2dg —2co
—2dy4  do di 0 —do O c3 de —di c3 0 ds 0 dg ds —2d4
A —2ds ds 0 dp —ds O dg c2 0 dg —2d5 dy —di c2 dyg 0

0 —dy c¢c5 —dg dg4 —2d2 di 0 —c5 di 0 ds dg 0 ds —2d2
—2dy4  do di 0 —do O c3 dg —di c2 0 ds 0 dg ds —2dy
2c5 —2d; 0 —2dy 2d; —2¢3 0 —2d5 O 0 0 0 2d3 —2d1 0 —2c¢
—2dg 0 ds do 0 —2dg ds dy —ds ds 0 c1 —dy dy c1 0

o O oo

0 7d5 7d6 Ccq4 d5 72d3 0 d1 d5 0 72d3 dg —cC4 d1 dQ 0
—2ds ds3 0 di —dsz O de co 0 d¢ —2ds dg —di co dg 0
—2dg 0 ds do 0 —2dg ds dy —d3 ds 0 c1 —dg dg Cc1 0
24 —2dy —2dys 0 2dy —2c2—2dy 0 2dg —2ds—2¢1 0 O O 0 0
(B.1)
donde hemos realizado las siguientes definiciones
_.0N\2 0\2 (.02 0\2
€1 = (60) - (61) y C2 = (eo) - (62) )
_0N\2 012 0N 0\2
cs = (eg)” — (e3)7, ca=(e7)" + (e3)7,
_0N\2 0\2 _0N\2 0\2
cs = (e1)" + (e3)", 6 = (ez)” + (€3)7, (B.2)
_ 0.0 _ 0.0 _ 0.0
0.0 0.0 0.0
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Escribimos esta matriz en términos de componentes solo con propésitos ilus-
trativos, puesto que los célculos de los corchetes de Poisson fueron realizados
con la expresion tensorial C*, ; = O M, Y.

Es posible obtener las matrices Cup y CAP a partir de esta expresion
por medio de la aplicacion de la super-métrica de Minkowski 143, tal que
Cap = nacC%, CAB = nBCC4,. La matriz D%, se obtiene por medio de la
expresion

D% = X730 + awwg).

152



Apéndice C

Corchetes de Poisson y algebra de
vinculos

En este Apéndice resumiremos algunos céalculos intermedios en lo que
concierne al algebra de vinculos de la gravedad teleparalela. Esto con el fin
de facilitar la reproduccion de los célculos presentados en los Capitulos [4]
y [fl Debido a que varios de los vinculos en gravedad f(7') son idénticos o
poseen ligeras modificaciones a los vinculos en ETRG, es que la mayoria de
los calculos aqui presentados son validos para calcular el dlgebra de vinculos
de ambas teorias.

En ETRG tenemos los vinculos primarios Ggl) =10 ~ 0y G&) =
2ne[bHZ}Ee +4E£0;Efe Obe’ ej] El corchete {Ggl), Ggl)} se anula de manera tri-
vial, puesto que es un corchete entre dos momentos canénicos. El corchete
entre ambos vinculos primarios se anula, puesto que

{T15(2), 2nep 1T, B + 4E0, ESeelel }
= {I1Y(x), 4Ee([)beZe] 1O} ES (C.1)
=(— 4edEe[be gt 4EeSel be )3yEC = 0.
El corchete entre los vinculos primarios del algebra de Lorentz queda como
{GD(z), G(”( )} = {204 1, EY + 4EO; Efe Oezed],zng[fn \Ef + AEO  Efefyelel )}
QUecEi 77d[aH a1 QUafEi ﬁd[cHe} - 277cfEi Ud[ane] - 277acEi Ud[cﬂ}]
+ 4E8jEZ (ncee?aegel;} + nafe?ceielg] — ncfe?eegelg} — naee?fegelg])

1 1
(C.2)

Esta es el algebra que satisfacen los generadores del grupo de Lorentz. En
los resultados que presentemos en este Apéndice, se subentiende que hay un
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factor 0(z — y) que multiplica el resultado final. Por ejemplo, este factor va
al final de la expresion pero lo hemos omitido porque no se presta para
confusion. Haremos esto por comodidad, no obstante cuando tengamos de-
rivadas espaciales de la delta de Dirac las pondremos de manera explicita.
Ademaés, es necesario indicar respecto a qué coordenada se esta derivando,
por lo tanto adoptaremos la notacién 9 y 99 para indicar esto. Estaremos
indicando la dependencia en (z), (y), 0% y 0¥ de acuerdo a si existe conflicto
o no con el resto de los campos involucrados en el calculo.

Continuamos con los vinculos secundarios en gravedad teleparalela, los
cuales son el vinculo de super-momento

2 cT1J cT1J
G® = 9,ECT — 9;(ESTE) ~ 0, (C.3)
y el vinculo de super-Hamiltoniano
. 1 )
G = —0,(ESIT) = 5¢(a—Pa) (15— Pp) D'P —OILEG+U ~ 0, (C.4)
donde se han realizado las siguientes definiciones

1 o
U= 5E@iEfakEf’elceée’;e;Mabcedf,
Py = E@iEZegeéel}Mggdf, (C.5)
Ef = e}0,E.

Calcularemos el corchete de Poisson del vinculo primario G((;l) con estos
dos vinculos secundarios. El corchete {Ggl), GZ(-Q)} es trivialmente cero, pues

., 2 . . L.
la expresion Gl(» ) 1o tiene dependencia con Ef o €}, que son las unicas expre-

siones que conmutan con I1%. Por otro lado, el corchete {Ggl), G[()z)} es algo
méas complicado, y puede escribirse como

(G(1,%), G ()} = (M2(a), 5e(TaPa) DA (T P) 0T E§ +U(5)).

(C.6)
En este corchete, hay varios sub-corchetes que son diferentes de cero. A saber,
{110, e}, {11%, P4}, {11, DABY, {TI°, U(y)} y, por supuesto, {II%, E¢}. No es
dificil mostrar que

{I, Pa} = B0 B{C,, (eley — ee)),

C.7
{II}, DAP} = =22 DAP. o
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Ademés, tenemos que

{%(2),U(y)} = —e2U — —E&yEbayE“Mffhf(e epehenel + elejelelel

+ P ehefe el +e ehefekeo)

(C.8)
Poniendo todas estas expresiones en ((C.6)), se obtiene la expresion

{I2(2), GE ()} = /T, - €U
— —anEbayEl MM (el ehefe L+ elejehelel + ek ehefe Lte ehefekeo)
1 . ,
- 5eeC(HA — P4)D*P(llp — Pp) — UgD* PO ELC,  (eles — elek)
+ PB(y)DABﬁj»/E C [ A(ele ko eleh).

Cg g c

(C.9)

Es necesario tener en cuenta que las matrices C'y D, al ser pseudo-inversas
la una de la otra, satisfacen la siguiente relacion

D® ,C. [ = 6459, (C.10)
la cual nos permite escribir
j a m he j j
—Ppo,E)(elel — ef V) = —E0,Efclepe. LMt O Ex(elel — e?e’j) =

— el ED,, Efehelesel MM (9, B — O.EY).
(C.11)

Por otro lado, se tiene que

1
iEﬁiEl?@kEfofhf(elege;eke + elejeherel + elejeledel + elep eheled) =

el Edy B ehel'eel MM (9B — O.EY).
(C.12)

Juntando estos resultados de vuelta en , se tiene finalmente que
{1, G}y = DT, (Eel + Efel) — €U
— %eeg(HA — Py)DP (Il — Pg) — eI (0;E; — 9;E})  (C.13)
~(elGy” + .G — ).
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. ) o 1
Ahora calcularemos los corchetes de Poisson del vinculo primario ng) con

los dos vinculos secundarios. El calculo més simple corresponde a {G,(llc) (x), G§2) (y)},
que se puede ver como

{GW(2), G (y)} = {204 1T, B{+ABO? el el el BIOYTIL 1T (9} BY—0Y )}

(C 14)
Esto puede expandirse en cuatro partes, las cuales son todas cero de manera
independiente. A saber,

{204 1L B (2), BSOYTI ()} = — (140014 (y) — 1aaOTL(y)) E4(2)8 (2 — 1)
+ (el () — 1l 12(2)) B (y)0F 6 (z — y) = 0,
(C.15)
{2041 B (2), T, (0 BY — 8YEY)} = 204111y (0,55 (y) — ;B (y))d(x — )
— 20411} (y) 07 B ()6 (2 — ) + 204115 (y )afEid( )o(x —y) =0,
(C.16)
(40, B} a)elerely(x), B )OI, )} = —4B05 E(w)ehehel (x)0Fo(z — 1)
+ABOLEY ) eckely(x)oo(a — y)
+ A(B(@)0; B (@)eebel, — B(a)EL (w)elekel)0to(z — y) = 0,
(C.17)
(4B, B (@) ermely (), T () (OB (y) — 0, (1))} =

= LBl + b)) OB ) — 0 ()5 — )

(OF
+AEej ey ey () (0uEj (y) — 01 B () 07,0(x — )

4 m m m\ g
+ gE(alE]g(y> - ajElg(y))(egel[aec] — € e?ceiz] + ei]e[[)cea})amd(x - y) = 0.
(C.18)

El corchete de ij} con el vinculo G(()z) esta dado por la expresion

1
{20411, B} +4E07 ERel.cler, e

5 (Tl — Py) DAB (Mg — Pg) — YT ES + U (y)}.

(C.19)
El desarrollo de este célculo es complicado y tiene muchos pasos intermedios
que requieren de simplificacién algebraica y tensorial, por lo tanto s6lo pre-
sentaremos algunas expresiones claves que ayudaran a aligerar este computo.
A pesar de ésto, hay algunas observaciones que nos permiten intuir el re-
sultado final, partiendo del hecho que el corchete de una expresion lineal en
IT con una cuadratica en II deberia otorgar como resultado una expresion
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cuadratica en los momentos II. Si queremos que todos los vinculos sean de
primera clase, con tal de mantener la equivalencia entre ETRG y RG, en-
tonces la tnica opcion es que este corchete sea cero, o sea proporcional a
Gé ), que es el unico vinculo cuadratico en los momentos disponible. Por otro
lado, el resultado debe ser proporcional a alguna expresion en la tétrada en
los indices ()q, donde ab estan antisimetrizados, puesto que corresponden a
los tinicos dos indices libres en la expresion (C.19). Para determinar esta ex-
presion, notamos que uno de los muchos fragmentos que constituyen ((C.19)
consiste en

, 1
2B nae {11}, G}E(HA — P4)D*P (Il — Pp). (C.20)
No obstante, {Hz], e} = —eefl], por lo cual ((C.20) queda
o1
— 2Eid77d[cez}§e(HA — P,)DAB(I1g — Pp). (C.21)

Es posible reescribir esto notando que

d i _ gd d _0
Eiea_da_Eoew

i (C.22)
— Eidnd[cea] = 77d[<:52] - Egnd[ceg] = _60[062]-
Con esto, obtenemos la siguiente expresion para ((C.20))
1
- 260[c€2]§(HA — Py)D*P(1l5 — Pp). (C.23)

El resultado obtenido corresponde al factor eo[ceg] multiplicado por una parte

de G(()Z). Esta observacion permite intuir el resultado que se obtiene luego de
trabajar con todos los términos y unificarlos, el cual es

(G, G} = EgnapellGY. (C.24)

El calculo de esta expresion se vera simplificado si, desde el comienzo, favore-
cemos aquellos factores que dependan del coeficiente antisimétrico Egnc[beg].
Es preciso tener en cuenta algunos corchetes de Poisson intermedios que

seran tutiles para calcular (C.19)). Por ejemplo,

{DAP T} = 8elg” A2 (CAP + aww®) — A%l (eleh + eZeg)Mabgei}

al2e? . , , ,
T2 20) (6;62 + e}beg)(Madge hd B 4 Mbdgfhde) + 4aXx73e2g% wAw? |
n —

(C.25)
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el cual también puede escribirse como
{Hz Dab} _
—AXedg” (21" 26062Mabgf + 3\ aeeqegen M § dOMb g hp) (C.26)
+ eg(egeh + egeh)(/\ 2]\/[“"“" P A Bl (e c dopb 9 ey

usando una forma diferente para el tensor D
Dy = )\_26262Mabg€f} + A Paelegenen M, ¢, doMb 7 . (C.27)

Queda finalmente calcular el dlgebra entre vinculos secundarios consigo
mismos. El resultado final de esto debe corresponder al algebra de ADM, ya
extensamente conocido en la literatura. A pesar de que en ETRG el vinculo
de super-Hamiltoniano se escribe de una manera muy diferente al caso de
RG, es notable (pero esperable) que se satisfaga de todas formas. El célcu-
lo méas sencillo de la categoria de vinculos secundarios versus secundarios
corresponde a

(G (@), G ()} = {BL)Or T, + 10, (07 B — {7, By (y)O} T,

C.28
+ Hg(a;fE;’ — ajfElb)} ( )

Para este computo es importante mantener y preservar la dependencia espa-
cial de las derivadas parciales. Mediante el uso reiterativo de las propiedades
bésicas de la delta de Dirac

[0, +9yd(x —y) =0,
[f(z) = f(y)]é(z —y) =0, (C.29)
[f(y) — f(2)]0.6(x —y) = 6(x — y)0, f (),

es posible encontrar que

(G (), GP ()} = B2 ()01, ()06 (x — y) — B (2)91T: ()76 (x — )
+6H1<x><akEa<> 0 Eg(1))d(x — y) + 1L ()0, B (2)9Y0(x — y)

— OIT: () (9, B (x) — 0u B (x))8(x — y) + TT(2) O B2 (y) 96 (x — )

— T0(y)(9; B (x) — Ou B2 (x))0Y6(x — y) + a<y><aEk<x> Ou B2 (x))0Y0(x — y)
+ 10 (2) (O S (y) — aEk@))z 8(w —y) — T0(2) (DB (y) — 0;EX ()08 (x — y)

Realizando las integraciones por partes pertinentes y reagrupando términos,
se obtiene el resultado conocido

{(GP(@0).6P W)} = ~GP5(x —y) + G0t —y).  (C.31)
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Debemos calcular también

, , o1
(GP(t,%),GP (t,y)} = (TP ES — 9 B — ELO2TH, 5¢(La = Pa)(Il5 — Pg) DY
—OIILES + U}
(C.32)

Se obtiene que este corchete se anula. El calculo no es trivial, pero no posee
tanta dificultad como los anteriores. Es necesario aplicar reiteradamente las

formulas ((C.25) y las identidades para las delta de Dirac.

Finalmente tenemos que calcular

(62 ). 62 W) = (W DAL, — o)Ly — Po)(a) — 07T EG ()

+UG), YD1, — P, — Po)(w) — L) + U W),

(C.33)

Este calculo consta de siete partes, las cuales calculamos usando las herra-
mientas ya descritas. Para el primer término se obtiene que

(-0 EY(2), Uw)} = Ef(a) [ 07,00 — ) [ U)oLy - 2)
1

— S B010(y — 2)587 0 B} + O3y — 2)0,07" 01 Ef)eieleyel (y) My
1 . - o
—éEaf”Ejaf”EZ((e?e;eg + el'elel)elel + (el el + e?e’;eg)ezei)Mabdf :

(C.34)

Para el segundo término, se tiene que

{ﬁDAB(HA — Pa)(Ilp — Pp)(2), U(y)} = e(2) D*P (Il — Pp)(2) By, (2)

LU — ) — 5 EOL (e — )07} BY(y)+

Yo (x — y)oLar oY B (y) )eleh el (y) Mo
1 m i ] m 7 i m m i g c
—5 B0V E] ()0} E{(y) (€l esef, + efreler)eqel + (efeqe + efeleq)ee) My |
(C.35)
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El tercer y cuarto término se combinan para formar la expresion

— 5o DRIy — o)) Bly)eiel el (o) I35 My 020 e — )0y EL)
+EM0}5(e — )oY B )]
+ 56y DI — Py)(y) Bla)eleheles (2) I35 M 075 2 — 9)0f L)
+ EM 055 a — )07 ()]
(C.36)

El quinto término {—07 1T E§(x), (E(Q—y)DAB(HA —Py)(I1g—Pg)(y)} v el sexto

término { <2 )DAB(H — Py)(Ilg — Pg)(x), =0T\ E§(y)} pueden ser expan-
didos y sumados, otorgando
= EY(@)e(y) D (ILs — Pa)ly) [ d:053(z — 2[5y~ ) P
+0(y — 2) E(y)d} BY(y) (el gene; + eqelene + efelegel)(y) M
+078(y — )0 B(y)eceqe (v) M
+ B el DV Ty — Po)(e) [ d=005(0 — l5(e - 2)ef Pt

O(w — 2) E(2)07 Bp(w)(e]'egenels + efelenel + efedehey) (x) My®
+ 070 (w — 2)0) B(x)elehel (x) M.

(C.37)

La ultima parte que queda es cero, puesto que

(W par(ar, - P, - P @), WL, - P, - PR W) =0
(C.38)
Es facil ver que este término se anula, pues es un término simétrico en la
dependencia de los campos y no involucra derivadas parciales de las delta de
Dirac.
Todos los términos que hemos presentado deben sumarse y simplificarse,
lo cual no es una tarea sencilla. Sin embargo, luego de realizar este trabajo,
puede mostrarse que dan el conocido resultado

(G (2), G5 (1)} = 9 ()G (2)0)6(x — ) — g7 (1) G ()50 (x — ).
(C.39)
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