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Resumen

En las últimas décadas, técnicas como la interferometŕıa, la perfilometŕıa por

proyección de franjas o la deflectometŕıa se han transformado en herramientas

indispensables para la ciencia y la ingenieŕıa. Estas técnicas tienen en común que la

información buscada se encuentra en la fase de un patrón de franjas bidimensional.

De las varias técnicas que existen para la extracción de la fase de los patrones de

franjas, en la presente tesis se estudia el método conocido como phase-shifting.

Nuestro objetivo central fue el desarrollo de algoritmos de phase-shifting con

pasos arbitrarios. Se desarrollaron algoritmos para superar diferentes fuentes de

error como por ejemplo la presencia de armónicos, la mala determinación del

desplazamiento asociado a cada imagen o la presencia de ruido aleatorio en las

imágenes.

En el desarrollo de este trabajo, se obtuvo también un algoritmo que permite

determinar el desfasaje entre interferogramas consecutivos cuando dicho desfasaje

no es conocido, permitiendo recuperar la fase asociada a un sistema sin necesidad

de calibrarlo.

Por último, con el objetivo de estudiar la calidad de los datos adquiridos, se pro-

puso un procedimiento para determinar el contraste en el caso de interferogramas

arbitrariamente desfasados.

En todos los casos se presentaron simulaciones y resultados experimentales.
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Abstract

In recent decades, techniques such as interferometry, fringe projection profilo-

metry or deflectometry have become indispensable tools for science and enginee-

ring. These techniques have in common that the information sought is in the phase

of a two-dimensional fringe pattern. Of the various techniques that exist for the

extraction of phase from fringe patterns, the method known as phase-shifting is

studied in this thesis.

Our main objective was the development of phase-shifting algorithms with

arbitrary steps. The algorithms were developed to overcome different sources of

error such as the presence of harmonics, the poor determination of the displacement

associated with each image or the presence of random noise in the images.

In the development of this work, we also obtained an algorithm that allows to

determine the phase change between consecutive interferograms when the phase

change is unknown, allowing the phase associated with a system to be recovered

without needing to calibrate it.

Finally, to study the quality of the acquired data, a procedure was proposed

to determine the contrast in the case of arbitrarily displaced interferograms.

Simulations and experimental results were presented in all cases.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En las últimas décadas, técnicas como la interferometŕıa, la perfilometŕıa por

proyección de franjas o la deflectometŕıa se han transformado en herramientas in-

dispensables para la ciencia y la ingenieŕıa. Técnicas similares pueden encontrarse

aplicadas a escala microscópica en estudios biológicos, como también en la recons-

trucción o el estudio de grandes superficies. Estas técnicas tienen en común que la

información buscada se encuentra en la fase de un patrón de franjas bidimensional.

De las varias técnicas que existen para la extracción de la fase de los patrones de

franjas, en la presente tesis se estudia el método conocido como phase-shifting.

Se trabaja con imágenes (interferogramas) que tienen asociada determinada

fase que se busca conocer, e.g. en interferometŕıa se trataŕıa de la fase acumulada

por la luz en uno de los caminos del interferómetro. Mediante diferentes métodos

es posible realizar un corrimiento global (corrimiento o salto de fase), conocido o

no, de dicha fase, de forma que se puede adquirir un conjunto de imágenes desfasa-

das entre śı, e.g. en un interferómetro podŕıan adquirirse diferentes interferogramas

variando la longitud de uno de sus caminos. Los algoritmos de phase-shifting permi-

ten, a partir del conjunto de interferogramas adquiridos, calcular la fase asociada.

T́ıpicamente en la literatura se ha trabajado con algoritmos donde las imágenes

deben ser adquiridas con corrimientos de fase equiespaciados. El problema con los
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algoritmos equiespaciados es que en la práctica no es posible controlar en forma

precisa los desplazamientos de fase, por lo que no es sencillo adquirir un conjunto

de imágenes con desfasajes exactamente iguales. Entonces, al aplicar un algorit-

mo diseñado para pasos equidistantes, la fase recuperada no coincide con la real.

En nuestro trabajo se busca evitar este tipo de errores mediante el desarrollo de

nuevos algoritmos con pasos de fase no equidistantes. Dado que los algoritmos

de pasos arbitrarios son el caso general en algoritmos de desplazamiento de fase,

también permiten el análisis teórico completo sobre el comportamiento de algorit-

mos equiespaciados y no equiespaciados. Se busca estudiar el comportamiento de

los algoritmos desarrollados ante diferentes fuentes de error, como por ejemplo la

presencia de armónicos, la mala determinación del desplazamiento asociado a cada

imagen, o la presencia de ruido aleatorio en las imágenes.

Otro punto que nos proponemos estudiar es la obtención de algoritmos que

permitan determinar el desfasaje entre interferogramas consecutivos cuando dicho

desfasaje no es conocido, permitiendo recuperar la fase asociada a un sistema sin

necesidad de calibrarlo.

En el desarrollo de esta tesis, primeramente se introducen los conceptos básicos

sobre algoritmos de phase-shifting en el caṕıtulo 2. Luego en los caṕıtulos 3 y

4 se desarrollan algoritmos de phase-shifting para imágenes con saltos de fase

arbitrarios. En los caṕıtulos 5 y 6 se desarrollan algoritmos para el cálculo del salto

de fase y algoritmos de phase-shifting sintonizables. Finalmente en el caṕıtulo 7 se

presenta un algoritmo para el cálculo del contraste en los interferogramas.



Caṕıtulo 2

Algoritmos de phase-shifting

2.1. Aplicaciones

Previo a describir la generación de algoritmos de phase-shifting, se discuten

tres aplicaciones en las que es necesaria su utilización. Se discutirán aplicacio-

nes a la interferometŕıa, a la reconstrucción 3D por proyección de franjas y a la

deflectometŕıa.

2.1.1. Aplicaciones en interferometŕıa

En el caso de la interferometŕıa, los algoritmos de phase-shifting permiten la

reconstrucción de los frentes de onda en un interferómetro. Esto permite la vi-

sualización de objetos de fase que seŕıan invisibles sin técnicas interferométricas u

otras técnicas espećıficas. Para explicar la técnica se utiliza el interferómetro de

Mach-Zehnder de la figura 2.1.

En el mismo se divide un haz de luz previamente filtrado en el primer divisor

de haz (BS1), para luego hacer pasar uno de los haces por el objeto de fase que

se busca estudiar (PO) y el otro se mantiene como haz de referencia. Finalmente

los dos haces se unen en BS2 y se forma la imagen del objeto de fase en la cámara

10



2.1. Aplicaciones 11

Figura 2.1: Interferómetro de Mach-Zehnder.

con la lente L2. De esta forma las imágenes que se obtienen, conocidas como

interferogramas, son de la forma

Im(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + δm)] , (2.1)

donde (x, y) son coordenadas cartesianas, I0(x, y) es la intensidad media, K(x, y)

es el contraste o visibilidad, φ(x, y) es la fase que se busca calcular y δm es una fase

global que representa la diferencia de fase entre los dos haces del interferómetro. En

los métodos de phse-shifting se busca variar δm de forma de adquirir un conjunto de

interferogramas con diferente desfasaje entre los haces de luz, para luego calcular

la fase φ(x, y).

Existe una gran variedad de interferómetors que permiten generar el desfasaje

variable necesario entre los dos haces de luz [1]. En el caso de la figura 2.1 el desafa-

saje se controla mediante el desplazamiento del espejo M2 con un piezoeléctrico

PZT . De esta forma, desplazando el espejo M2 se consiguen interferogramas con
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diferentes valores de δm. Por ejemplo, se pueden conseguir valores de desfasajes

(δm) iguales a 0, π/2, π y 3π/2, obteniendo los interferogramas

I1(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y))] , (2.2)

I2(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + π/2)] , (2.3)

I3(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + π)] (2.4)

y

I4(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + 3π/2)] , (2.5)

por lo que la fase φ se puede calcular como

tan (φ(x, y)) =
I4 − I2
I1 − I3

. (2.6)

El interferómetro de Mach-Zehnder de la figura se eligió para ilustrar el princi-

pio del método, pero presenta serios problemas en la práctica, como la estabilidad

del interferómetro, la dificultad para controlar en forma correcta el valor de δm y

otros, por lo que para los resultados experimentales del resto de los caṕıtulos se

utilizaron interferogramas adquiridos con el interferómetro propuesto en [2].

2.1.2. Aplicaciones en perfilometŕıa 3D

Existen diferentes métodos que permiten realizar la reconstrucción tridimen-

sional de objetos sin entrar en contacto con ellos [3–5]. Los mismos pueden ser

clasificados en tres categoŕıas: En primer lugar, aquellos basados en la medición de

retardos temporales [6,7], en segundo lugar aquellos que utilizan caracteŕısticas de

las imágenes [8,9], y por último aquellos que se basan en la triangulación de la po-

sición [4,10,11]. Los primeros basan su funcionamiento en la emisión de una señala

que es recibida luego de ser reflejada en el objeto de interés, se mide el tiempo entre

que la señal fue emitida y que su reflejo fue recibido, estableciendo una relación
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entre el tiempo de demora y la profundidad. Los segundos utilizan caracteŕısticas

de las imágenes que, bajo ciertas hipótesis, brindan información de la forma del

objeto de interés. La última categoŕıa utiliza un mı́nimo de dos elementos que le

permiten obtener información geométrica del objeto a reconstruir. Dentro de esta

última categoŕıa existen técnicas de visión estereoscópica que utilizan dos cámaras

y otras que utilizan una cámara y una fuente de luz, donde se incluyen las técnicas

de luz estructurada. Una de las principales técnicas de luz estructurada es la de

reconstrucciones a partir de proyección de franjas. Al observar las franjas proyec-

tadas con una cámara desde una posición diferente a la de proyección éstas se ven

deformadas. Modelando el sistema en forma correcta es posible extraer de dicha

deformación las coordenadas de los puntos pertenecientes al objeto de interés. En

la figura 2.2 se puede ver un esquema t́ıpico del montaje para un sistema de luz

estructurada.

Figura 2.2: Esquema t́ıpico para un sistema de luz estructurada.

Es posible observar que, debido a que el sensor de la cámara y el sensor del

proyector se encuentran en posiciones diferentes, las franjas se ven deformadas en

función de la profundidad de la escena.



2.1. Aplicaciones 14

Figura 2.3: Ejemplos de patrones de franjas proyectados.

En nuestro caso la información necesaria para establecer la relación entre pi-

xeles proyectados y adquiridos se encuentra codificada en la fase de sinusoides de

patrones proyectados y de imágenes adquiridas. Las figuras 2.3 muestran ejemplos

de patrones sinusoidales que se proyectan sobre una máscara de yeso y las figuras

2.4 ejemplos de imágenes adquiridas.

Figura 2.4: Ejemplos de patrones adquiridos.

Para la extracción de la fase se utilizan algoritmos de phase-shifting, por lo

que para cada reconstrucción es necesaria la proyección de al menos tres patrones

corridos en fase sobre el objeto. Por ejemplo, para tres patrones de la forma

I1(x, y) = I0(x, y)

[
1 +K(x, y) cos

(
φ(x, y)− 2π

3

)]
, (2.7)

I2(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y))] (2.8)

y

I3(x, y) = I0(x, y)

[
1 +K(x, y) cos

(
φ(x, y) +

2π

3

)]
, (2.9)
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la fase φ(x, y) puede ser calculada como

tan(φ(x, y)) =
√

3
I1 − I3

−I1 + 2I1 − I3
. (2.10)

Finalmente con la información de la fase φ(x, y) es posible realizar la recons-

trucción del objeto. La figura 2.5 corresponde a la reconstrucción de la máscara

de los patrones anteriores.

Figura 2.5: Reconstrucción 3D de la máscara utilizada de ejemplo.

2.1.3. Aplicaciones en deflectometŕıa

La deflectometŕıa es una técnica de medida de la fase que se basa en la óptica

geométrica para estudiar superficies reflectantes [12,13] con luz incoherente. La fi-

gura 2.6 muestra un esquema t́ıpico utilizado. En el monitor se despliegan patrones

sinusoidales que luego de ser reflejados por la superficie a estudiar, son adquiridos

por la cámara.
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Figura 2.6: Esquema t́ıpico para un sistema de deflectometŕıa.

Los patrones adquiridos verifican expresiones de la forma mostrada en (2.7),

(2.8) y (2.9), por lo que aplicando algoritmos de phase-shifting es posible calcular

la fase asociada a cada pixel. Finalmente se puede conocer la pendiente de cada

punto en la superficie por triangulación al asociar determinado valor de fase en el

monitor con el mismo en la imagen adquirida.

2.2. Algoritmos de phase-shifting

2.2.1. Algoritmo de cuatro pasos de Bruning et al.

Con el objetivo de introducir los algoritmos de phase-shifting a continuación

se describe brevemente el llamado algoritmo de cuatro paso de Bruning et al. [14].

En las secciones anteriores se mostró que en diferentes áreas se obtienen inten-

sidades de la forma

Im(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + δm)] , (2.11)

donde (x, y) son coordenadas cartesianas, I0(x, y) es la intensidad media, K(x, y)

es el contraste, φ(x, y) es la fase que se busca calcular y δm son los saltos de fase

entre interferogramas.
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Para este algoritmo se trabaja con saltos de fase entre interferogramas iguales

a 0, π/2, π y 3π/2, por lo que sustituyendo en (2.11) se tiene

I1(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y))] , (2.12)

I2(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + π/2)] , (2.13)

I3(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + π)] (2.14)

y

I4(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + 3π/2)] . (2.15)

A partir de identidades trigonométricas las ecuaciones (2.12)-(2.15) pueden

reescribirse como

I1(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y))] , (2.16)

I2(x, y) = I0(x, y) [1−K(x, y) sin (φ(x, y))] , (2.17)

I3(x, y) = I0(x, y) [1−K(x, y) cos (φ(x, y))] (2.18)

y

I4(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) sin (φ(x, y))] . (2.19)

A partir de las ecuaciones (2.16)-(2.19) es fácil calcular el valor de la fase φ(x, y)

como

tan (φ(x, y)) =
I4 − I2
I1 − I3

. (2.20)

2.2.2. Algoritmo de Carré

No siempre se conoce el desfasaje entre interferogramas como en el caso ante-

rior. Esto se puede deber a que el salto de fase tiene determinado error. En 1966,

Carré propuso un algoritmo para trabajar con un conjunto de cuatro interferogra-

mas donde el salto de fase en entre interferogramas consecutivos es constante (2α)
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pero desconocido [1, 15]. Para simplificar los cálculos, los saltos de fase se toman

como −3α, −α, α y 3α, por lo que los interferogramas pueden escribirse como

I1(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y)− 3α)] , (2.21)

I2(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y)− α)] , (2.22)

I3(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + α)] (2.23)

y

I4(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + 3α)] . (2.24)

El algoritmo para calcular la fase φ puede dividirse en dos etapas, una primera

donde se calcula el salto de fase α y una segunda donde, conocido el valor de α,

se aplica un algoritmo de phase-shifting para determinar el valor de φ. Aplicando

identidades trigonométricas se puede deducir la siguiente ecuación para calcular α

tan(α) =

√
−I1 + 3I2 − 3I3 + I4
I1 + I2 − I3 − I4

. (2.25)

Luego de conocido el valor de α es posible calcular la fase como

tan(φ) = tan(α)
I1 + I2 − I3 − I4
−I1 + I2 + I3 − I4

. (2.26)

2.2.3. Algoritmo de Hariharan et al.

Otro algoritmo muy utilizado es el algoritmo de Hariharan et al. propuesto

en 1987 [16]. Consiste en un algoritmo para un conjunto de cinco interferogramas

con saltos de fase iguales a −2α, −α, 0, α y 2α. El algoritmo busca ser lo menos

sensible posible a errores en el cálculo del salto de fase α. Los interferogramas son

de la forma

I1(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y)− 2α)] , (2.27)

I2(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y)− α)] , (2.28)
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I3(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y))] , (2.29)

I4(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + α)] (2.30)

y

I5(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + 2α)] . (2.31)

Entonces el algoritmo es

tan(φ) = 2 sin(α)
I2 − I4

−I1 + 2I3 − I5
. (2.32)

La sensibilidad al error en el valor de α es mı́nima para α = π/2, por lo que en

general se aplica el algoritmo para ese valor, siendo

tan(φ) = 2
I2 − I4

−I1 + 2I3 − I5
. (2.33)

2.2.4. Algoritmo de mı́nimos cuadrados

En el siguiente caso se busca trabajar con interferogramas con saltos de fase

(δm) no equiespaciados. El algoritmo fue propuesto por primera vez en 1984 por

Greivenkamp [17]. Partiendo de la ecuación (2.11) se tiene

Im = I0 + I0K cos (φ) cos(δm)− I0K sin (φ) sin(δm) (2.34)

Suponiendo que se conocen los valores de los saltos de fase δm, se puede aplicar

el método de mı́nimos cuadrados para calcular los valores de I0, I0K cos (φ) y

I0K sin (φ). Se define el error E como la diferencia entre las imágenes adquiridas

y la imagen que se genera con (2.34), por lo que

E2 =
M∑

m=1

[Im − I0 − I0K cos (φ) cos(δm) + I0K sin (φ) sin(δm)]2 (2.35)
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Con el método de mı́nimos cuadrados se puede encontrar los valores que mini-

mizan E. El resultado es



I0

I0K cos (φ)

I0K sin (φ)


 = A−1B, (2.36)

donde

A =




M
M∑
m=1

cos(δm)
M∑
m=1

sin(δm)

M∑
m=1

cos(δm)
M∑
m=1

cos2(δm)
M∑
m=1

cos(δm) sin(δm)

M∑
m=1

sin(δm)
M∑
m=1

cos(δm) sin(δm)
M∑
m=1

sin2(δm)




(2.37)

y

B =




M∑
m=1

Im

M∑
m=1

Im cos(δm)

M∑
m=1

Im sin(δm)




(2.38)

Con los valores calculados en (2.36) es posible calcular los valores de I0(x, y),

K(x, y) y φ(x, y).

Un caso particular del algoritmo es cuando δm = m2π
M

donde el resultado coin-

cide con el algoritmo propuesto por Bruning et al. en 1974 [14], siendo

tan(φ) =

−
M∑
m=1

Im sin(δm)

M∑
m=1

Im cos(δm)

. (2.39)

En el caso que no se conozcan los saltos de fase previo a utilizar el algoritmo,

se han desarrollado algoritmos para el cálculo de los saltos de fase δm como, por

el ejemplo, el algoritmo de Farrell y Player en 1992 [18], Gao et al. en 2009 [19],

Xu et al. en 2010 [20], Guo y Zhang en 2013 [21] o Li et al. en 2017 [22].
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En 2004 Wang y Han [23,24] propusieron un algoritmo iterativo donde se calcu-

lan los saltos de fase δm por medio de mı́nimos cuadrados suponiendo conocido el

valor de I0(x, y), K(x, y) y φ(x, y), para luego calcular esos valores con el algoritmo

de Greivenkamp. Este procedimiento se repite hasta que converja.

2.3. Fuentes de error

Existen variadas fuentes de error cuando se aplican técnicas de phase-shifting,

por lo que, aunque en condiciones ideales diferentes algoritmos debeŕıan dar el

mismo resultado para un conjunto dado de interferogramas, la fase calculada vaŕıa

según el algoritmo que se emplee. A continuación se presentan algunas de las

fuentes de error más frecuentes en los sistemas estudiados.

2.3.1. Errores en el salto de fase

En los sistemas, ya sean interferómetros o sistemas de 3D, es importante el

control del salto de fase (δm en (2.1)). Si el salto de fase que se realiza en el

sistema difiere del deseado el resultado al aplicar el algoritmo de phase-shifting va

a ser una fase que difiere de la real en cierto error [16,25–27].

Cuando se trabaja con cuatro interferogramas o más el algoritmo que se puede

emplear no es único, por lo que se pueden elegir soluciones que minimicen la

propagación del error causado por un salto de fase incorrecto. Por ejemplo Schwider

et al. [28] proponen un algoritmo que minimiza la propagación del error causado

por el salto de fase cuando se trabaja con cuatro interferogramas con saltos de

fase entre interferogramas en torno a π/2. En lugar de utilizar el algoritmo de la

ecuación (2.20) proponen el algoritmo

tan(φ) =
−I1 + 3I2 − I3 − I4
I1 + I2 − 3I3 + I4

. (2.40)
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En el caṕıtulo 4 se presenta un método sistemático para minimizar el error

causado por desviaciones en el valor del salto de fase para un conjunto de M

interferogramas.

Otro enfoque para minimizar el error consiste en aplicar un algoritmo que

calcule el salto de fase antes de aplicar el algoritmo de phase-shifting (Como en el

ejemplo del algoritmo de Carré). En el caṕıtulo 5 se presenta un algoritmo para el

cálculo del salto de fase cuando se trabaja con M interferogramas.

2.3.2. Errores por ruido aditivo y de fase

Dos de los principales tipos de ruido en interferometŕıa son el ruido aditivo y

el ruido de fase [29]. El ruido aditivo se debe al ambiente y a ruido electrónico,

mientras que el de fase se debe a interferencia aleatoria o speckle debido a reflejos

en superficies rugosas. Los interferogramas pueden modelarse como

Im(x, y) = I0(x, y)
[
1 +K(x, y) cos

(
φ(x, y) + δm + n(p)

m (x, y)
)]

+n(a)
m (x, y), (2.41)

donde n
(p)
m (x, y) es el ruido de fase y n

(a)
m (x, y) es el ruido aditivo.

En los siguientes caṕıtulos se describe como seleccionar los algoritmos de phase-

shifting de modo que se minimice el error causado por el ruido en el cálculo de la

fase.

2.3.3. Patrones no sinusoidales

Por diferentes razones las imágenes adquiridas no verifican la ecuación (2.1)

debido a la presencia de armónicos. Las imágenes pueden modelarse como

Im = I0

[
1 +

∞∑

p=1

Kp cos [(φ+ δm) p]

]
, (2.42)

donde Kp es la amplitud del p-ésimo armónico. K1 es el contraste K.
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La presencia de armónicos se origina en el sistema utilizado o en la adquisición

en la cámara. En el caso que se de en la cámara se debe al comportamiento no

lineal del sensor. En general se modela el comportamiento del sensor con un modelo

de corrección gamma [1] que consiste en relacionar la imagen detectada y la real

según

IDetectada = IγReal. (2.43)

Trabajando en torno a un valor de intensidad el efecto de la no linealidad en el

sensor disminuye, o sea con bajo contraste, pero esto genera otro tipo de problemas,

por lo que se intenta compensar el efecto de la no linealidad o se busca trabajar

con cámaras con respuesta lineal.

Los armónicos que se producen en los sistemas dependen mucho del montaje

con el que se esté trabajando. Por ejemplo en interferometŕıa puede generarse

un segundo armónico por un tercer haz de luz. Esto puede ser intencional o por

algún reflejo no deseado. Se puede corregir utilizando algoritmos de phase-shifting

insensibles a dicho armónico. En un apéndice del caṕıtulo 4 se muestra como

generar algoritmos insensibles a determinados armónicos.

En el caso de aplicaciones para reconstrucción 3D se generan armónicos por la

no linealidad en el proyector o el monitor. Esto puede corregirse con un modelo

tipo gamma (IDetectada = IγReal) o en el caso de del proyector se puede trabajar con

un patrón desenfocado de forma que se filtren los armónicos no deseados [4, 11].

2.3.4. Errores por vibraciones

En interferometŕıa la vibración es una fuente no despreciable de error por lo que

se busca minimizarla [30]. Para esto los interferometros se montan sobre mesas que

áıslen de la vibración externa, se alejan de fuentes de vibración, y se busca utilizar

montajes con la menor cantidad posible de elementos sensibles a las vibraciones [1].

En presencia de vibraciones los patrones adquiridos difieren de (2.1) en una
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dependencia temporal (Vk(i, j, t)) sumada a la fase φ(i, j),

Ik(i, j, t) = a(i, j) + b(i, j) cos (φ(i, j) + δk + Vk(i, j, t)) . (2.44)

En el caṕıtulo 5 se propone una técnica para minimizar el error causado en el

cálculo de los saltos de fase debido a las vibraciones.



Caṕıtulo 3

Generación de algoritmos de

phase-shifting con M saltos de

fase arbitrarios

Los algoritmos de phase-shifting requieren de la medida de una serie de inten-

sidades de la forma

Im(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + δm)] , (3.1)

donde (x, y) son coordenadas cartesianas, I0(x, y) es la intensidad media, K(x, y)

es el contraste, φ(x, y) es la fase que se busca calcular y δm son los saltos de fase

entre interferogramas.

En la práctica, en lugar de saltos de fase equidistantes, los saltos (δm) pueden

tomar valores arbitrarios. Esto puede ocurrir porque se decide trabajar con saltos

de fase arbitrarios o porque existe cierto error en los saltos con los que se decidió

trabajar.

En este caṕıtulo se presenta un método algebraico para generar algoritmos de

phase-shifting con M pasos arbitrariamente espaciados que fue propuesto en [31]

y se muestran ejemplos particulares de algoritmos con pasos arbitrarios.

25
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3.1. Generación de algoritmos con M interfero-

gramas

3.1.1. Algoritmo general

Se considera la combinación lineal de los interferogramas Im de la forma,

S =
M∑

m=1

cmIm, (3.2)

donde cm son coeficientes complejos que verifican la condición

M∑

m=1

cm = 0. (3.3)

Sustituyendo la ec. (3.1) en la ec. (3.2) y teniendo en cuanta la condición (3.3)

se tiene

S = I0K

[
cos(φ)

M∑

m=1

cm cos(δm)− sin(φ)
M∑

m=1

cm sin(δm)

]
, (3.4)

y entonces

Re(S) = I0K

[
cos(φ)

M∑

m=1

Re(cm) cos(δm)− sin(φ)
M∑

m=1

Re(cm) sin(δm)

]
(3.5)

y

Im(S) = I0K

[
cos(φ)

M∑

m=1

Im(cm) cos(δm)− sin(φ)
M∑

m=1

Im(cm) sin(δm)

]
, (3.6)

donde Re(...) y Im(...) son la parte real e imaginaria respectivamente.

La ecuaciones (3.5) y (3.6) componen un sistema de ecuaciones donde las

incógnitas son sin(φ) y cos(φ), donde Im(S) y Re(S) son dados por la ecuación

(3.2), verificando la condición (3.3). Existe solución siempre que se verifique

M∑

m=1

Im(cm) sin(δm)
M∑

m=1

Re(cm) cos(δm) 6=
M∑

m=1

Re(cm) sin(δm)
M∑

m=1

Im(cm) cos(δm).

(3.7)
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Es claro que los coeficientes cm no pueden ser todos reales o puramente imaginarios

para verificar (3.7).

Asumiendo que se verifica la condición (3.7), al resolver el sistema de las ecua-

ciones (3.5) y (3.6) se obtiene

sin(φ) =
1

I0K

Im(S)
M∑
m=1

Re(cm) cos(δm)− Re(S)
M∑
m=1

Im(cm) cos(δm)

M∑
m=1

Re(cm) sin(δm)
M∑
m=1

Im(cm) cos(δm)−
M∑
m=1

Im(cm) sin(δm)
M∑
m=1

Re(cm) cos(δm)

(3.8)

y

cos(φ) =
1

I0K

Im(S)
M∑
m=1

Re(cm) sin(δm)− Re(S)
M∑
m=1

Im(cm) sin(δm)

M∑
m=1

Re(cm) sin(δm)
M∑
m=1

Im(cm) cos(δm)−
M∑
m=1

Im(cm) sin(δm)
M∑
m=1

Re(cm) cos(δm)

(3.9)

Entonces finalmente se tiene

tan(φ) =

Im(S)
M∑
m=1

Re(cm) cos(δm)− Re(S)
M∑
m=1

Im(cm) cos(δm)

Im(S)
M∑
m=1

Re(cm) sin(δm)− Re(S)
M∑
m=1

Im(cm) sin(δm)

, (3.10)

o en forma equivalente utilizando la ecuación (3.2)

tan(φ) =

M∑
m=1

Im(cm)Im
M∑
m=1

Re(cm) cos(δm)−
M∑
m=1

Re(cm)Im
M∑
m=1

Im(cm) cos(δm)

M∑
m=1

Im(cm)Im
M∑
m=1

Re(cm) sin(δm)−
M∑
m=1

Re(cm)Im
M∑
m=1

Im(cm) sin(δm)

.

(3.11)

Por lo tanto aplicando el operador tan−1 puede calcularse la fase deseada (φ)

a partir de los interferogramas (Im) con M saltos de fase arbitrarios (δm). Ob-

viamente existen diferentes formas de elegir los coeficientes cm para satisfacer la

condición (3.3)
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3.1.2. Algoritmo simplificado

Una versión simplificada del algoritmo para M saltos de fase arbitrarios se

puede obtener si los coeficientes cm verifican (3.3) y además

M∑

m=1

cme
−iδm = 0. (3.12)

Tomando las ecuaciones (3.1), (3.3) y (3.12)

M∑

m=1

cmIm =
I0K

2
eiφ

M∑

m=1

cme
iδm . (3.13)

Entonces tomando el argumento de los dos lados de la igualdad se obtiene

φ = arg

(
M∑

m=1

cmIm

)
− arg

(
M∑

m=1

cme
iδm

)
, (3.14)

donde arg(...) es la función argumento.

3.1.3. Ejemplos de algoritmos generalizados

Como ejemplo de aplicación de la ecuación (3.14) consideramos el caso en que

se trabaja con tres saltos de fase arbitrarios (M = 3), entonces los coeficientes cm

son únicos y con valores





c1 = c0
(
e−iδ3 − e−iδ2

)

c2 = c0
(
e−iδ1 − e−iδ3

)

c3 = c0
(
e−iδ2 − e−iδ1

)
(3.15)

donde c0 es un número real arbitrario. Este conjunto de coeficientes claramente

satisfacen (3.3) y (3.12).

Sustituyendo las ecuaciones (3.15) en (3.14 )

φ = arg
[
(I2 − I3) e−iδ1 + (I3 − I1) e−iδ2 + (I1 − I2) e−iδ3

]
± π

2
, (3.16)
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o en forma equivalente,

tan(φ) =
(I2 − I3) cos(δ1) + (I3 − I1) cos(δ2) + (I1 − I2) cos(δ3)

(I2 − I3) sin(δ1) + (I3 − I1) sin(δ2) + (I1 − I2) sin(δ3)
. (3.17)

Esta formula genera un algoritmo general para tres pasos arbitrarios [31].

Otro caso particular se da al considerar que se trabaja con M pasos equiespa-

ciados de la forma δm = 2πm
M

con m = 1, ...,M Eligiendo cm = e
−i2πm
M la expresión

(3.14) se reduce a

φ = arg

(
M∑

m=1

Ime
−i2πm
M

)
, (3.18)

o en forma equivalente,

tan(φ) = −

M∑
m=1

Im sin
(
2πm
M

)

M∑
m=1

Im cos
(
2πm
M

) (3.19)

Este último algoritmo es el algoritmo propuesto por Bruning et al. [1, 14].

3.1.4. Conclusiones

Se presentó un método algebraico para generar algoritmos de phase-shifting con

M pasos arbitrarios. En general se trabaja con pasos equiespaciados, condición

que no siempre se verifica exactamente en los interferogramas. Por esta razón

los algoritmos diseñados para saltos de fase equidistantes generan errores en la

fase calculada. Esta fuente de errores puede ser reducida utilizando algoritmos

generados para saltos de fase arbitrios como los algoritmos que se presentaron en

este caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

Algoritmos de phase-shifting

óptimos en presencia de ruido de

fase y ruido aditivo

Como ya se desarrollo en caṕıtulos anteriores los interferogramas libres de fuen-

tes de error pueden modelarse como

Im(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + δm)] , (4.1)

donde (x, y) son coordenadas Cartesianas, I0 es la intensidad media, K es el con-

traste y φ es la fase que se busca determinar con los algoritmos de phase shifting.

δm son los saltos de fase con m = 1...M .

En general los algoritmos de phase shifting pueden ser escritos como el cociente

de dos combinaciones lineales de los interferogramas Im

tan(φ) =

M∑
m=1

bmIm

M∑
m=1

amIm

, (4.2)

con am y bm coeficientes reales.
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La expresión (4.2) presupone que los saltos de fase son conocidos. Sin embargo

en la práctica este requerimiento no es siempre posible cumplirlo debido a que por

diferentes fuentes de error las fases de referencia pueden verse modificadas, por lo

que los saltos de fase δm son sólo conocidos aproximadamente [31–35], o los saltos

de fase deben calcularse a partir de los propios interferogramas [18,19,21,23,36,37].

El ruido en los interferogramas puede modelarse como una combinación de

ruido aditivo y ruido de fase [29], por lo que los interferogramas pueden modelarse

como

Im(x, y) = I0(x, y)
[
1 +K(x, y) cos

(
φ(x, y) + δm + n(p)

m (x, y)
)]

+ n(a)
m (x, y), (4.3)

donde n
(p)
m (x, y) es el ruido de fase y n

(a)
m (x, y) es el ruido aditivo.

Algoritmos para minimizar el error causado por la presencia de ruido aditivo y

de fase cuando se trabaja con saltos de fase constante fueron estudiados en [38,39].

El objetivo del presente caṕıtulo es determinar los algoritmos que minimizan

la propagación del ruido de fase y aditivo en el caso que se trabaja con saltos de

fase (δm) arbitrarios.

En la siguiente sección se determinan las condiciones que deben verificar los

coeficientes am y bm para que (4.2) devuelva la fase correcta. En las secciones

4.2 y 4.3 se modela la propagación del ruido aditivo y de fase respectivamente. Se

optimiza la elección de am y bm para minimizar el error en la sección 4.4. Finalmente

en las secciones 4.5 y 4.6 se presentan simulaciones y resultados experimentales.
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4.1. Algoritmo de phase-shifting con M pasos ar-

bitrarios

Considerando que los coeficientes am y bm son la parte real e imaginaria de un

número complejo cm (cm = am + ibm), se puede reescribir (4.2) como

φ = arg

(
M∑

m=1

cmIm

)
, (4.4)

donde arg es la función argumento.

Utilizando (4.1) se puede escribir

M∑

m=1

cmIm = I0

M∑

m=1

cm +
I0K

2
eiφ

M∑

m=1

cme
iδm +

I0K

2
e−iφ

M∑

m=1

cme
−iδm . (4.5)

Es claro que para un conjunto de valores δm dados, para que la ecuación (4.4)

sea válida, deben verificarse las siguientes condiciones para los coeficientes cm

M∑

m=1

cm = 0, (4.6)

M∑

m=1

cme
−iδm = 0, (4.7)

y
M∑

m=1

cme
iδm = α, (4.8)

donde α es un número real positivo. En caso que α sea un complejo no real positivo,

la fase calculada difiere de la real en una constante global.

En forma equivalente, en función de am y bm, las condiciones (4.6), (4.7) y (4.8)

pueden reescribirse como
M∑

m=1

am = 0, (4.9)

M∑

m=1

bm = 0, (4.10)
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M∑

m=1

bm cos(δm) = 0, (4.11)

M∑

m=1

am sin(δm) = 0, (4.12)

M∑

m=1

am cos(δm) = α/2, (4.13)

M∑

m=1

bm sin(δm) = −α/2. (4.14)

Entonces, cuando se trabaja con M saltos de fase, se tienen que definir 2M

coeficientes reales (a1, ..., aM , b1, ..., bM) que verifiquen las seis ecuaciones (4.9)-

(4.14), por lo que se tienen 2M − 6 coeficientes libres. Por ejemplo, en el caso en

que se trabaja con tres interferogramas (M = 3), no se tienen parámetros libres y

entonces el algoritmo para calcular la fase dado un conjunto de pasos δm es único

(salvo por un factor multiplicativo global que se cancela en la ecuación (4.2)). Pero

para M > 3, para cada conjunto de valores δm, el algoritmo no es único, y por lo

tanto es posible optimizar la elección de los coeficientes de forma de minimizar el

error en el cálculo de la fase causado por diferentes fuentes de error. Algunas de

estas fuentes de error son la presencia de armónicos, el ruido aditivo o el ruido de

fase. En las siguientes secciones se estudia la propagación de estas fuentes de error

en los algoritmos y como minimizar dicha propagación.

4.2. Modelado y estimación del error en la fase

inducido por ruido aditivo

Se modela un interferograma ruidoso como la adición de un interferograma sin

ruido y una matriz de ruido. Entonces el m-ésimo interferograma es de la forma

Im = I0 [1 +K cos (φ+ δm)] + n(a)
m , (4.15)
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donde n
(a)
m (x, y) es el ruido aditivo. (Por el resto de esta sección se denota el ruido

aditivo simplemente como nm).

De la ecuación (4.16) se tiene

M∑

m=1

cmIm = I0

M∑

m=1

cm +
I0K

2

M∑

m=1

cme
i(φ+δm) +

I0K

2

M∑

m=1

cme
−i(φ+δm) +

M∑

m=1

cmnm

(4.16)

o, en forma equivalente (usando las ecuaciones (4.6), (4.7) y (4.8)),

M∑

m=1

cmIm =
I0K

2
eiφα +

M∑

m=1

cmnm (4.17)

Definiendo S ′ =
M∑
m=1

cmIm, S = I0K
2
eiφα y N =

M∑
m=1

cmnm se tiene

S ′ = S +N. (4.18)

Para minimizar el error causado por el ruido utilizamos algunas propiedades

de N como variable aleatoria.

La figura 4.1 representa con un ćırculo los puntos donde es más probable encon-

trar a S ′. Calculando el radio del ćırculo es posible obtener la máxima desviación

de la fase calculada respecto de la real.
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φ

Re

Im

σφ

2
√

〈

|N
| 2 〉

N

S
S

′

Figura 4.1: Representación de la ecuación (4.18) en el plano complejo. σφ/2 es la máxima

desviación de la fase calculada (φ′) respecto a la fase real (φ).

Estimamos el radio del ćırculo como la ráız cuadrada del valor esperado de

|N |2. El valor esperado de |N |2 viene dado por (Ver apéndice 4.A)

〈
|N |2

〉
=

M∑

m=1

σ2
nm

(
a2m + b2m

)
(4.19)

donde am y bm son la parte real e imaginaria de cm respectivamente, 〈...〉 es el

valor esperado y σnm es la desviación estándar del ruido.

Como se puede ver en la figura 4.1 la desviación máxima (
σφ
2

) de la fase calcu-

lada respecto a la real es tal que

sin
(σφ

2

)
=

√〈
|N |2

〉

|S| (4.20)

o, si σφ es pequeño,

σ2
φ = 4

〈
|N |2

〉

|S|2
. (4.21)
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De (4.19), (4.21) y la definición de S

σ2
φ =

16

(KI0α)2

M∑

m=1

σ2
nm

(
a2m + b2m

)
. (4.22)

Como se esperaba σφ depende de la relación entre el desviación standard del

ruido y del contraste en las imágenes. También depende de los coeficientes am y bm

por lo que es posible elegir estos coeficientes de forma de minimizar la propagación

del ruido.

4.3. Modelado y estimación del error en la fase

inducido por ruido de fase

Consideramos el caso en que se trabaja con interferogramas con ruido de fase,

o sea,

Im = I0
[
1 +K cos

(
φ+ δm + n(p)

m

)]
, (4.23)

donde n
(p)
m (x, y) es el ruido de fase (Por el resto de esta sección se denota al ruido

de fase simplemente como nm).

Debido al ruido, la fase calculada utilizando la ecuación (4.2)(φ′(x, y)) no coin-

cidirá exactamente con la fase real φ(x, y). A partir de la ecuación (4.23) se tiene

M∑

m=1

cmIm = I0

M∑

m=1

cm +
I0K

2

M∑

m=1

cme
i(φ+δm+nm) +

I0K

2

M∑

m=1

cme
−i(φ+δm+nm) (4.24)

o, en forma equivalente (usando la ecuación(4.6)),

M∑

m=1

cmIm =
I0K

2
eiφ

M∑

m=1

cme
i(δm+nm) +

I0K

2
e−iφ

M∑

m=1

cme
−i(δm+nm) (4.25)

La última expresión se puede simplificar considerando que el ruido es pequeño,

o sea nm � 1. Entonces, a primer orden en nm se tiene einm ≈ 1 + inm y e−inm ≈
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1− inm, por lo que se tiene

M∑

m=1

cmIm ≈
I0K

2
eiφ

M∑

m=1

cme
iδm (1 + inm)+

I0K

2
e−iφ

M∑

m=1

cme
−iδm (1− inm). (4.26)

A partir de (4.7) y (4.8) resulta

M∑

m=1

cmIm ≈
I0K

2

[
eiφα + eiφi

M∑

m=1

nmcme
iδm − e−iφi

M∑

m=1

nmcme
−iδm

]
. (4.27)

Definiendo S ′ =
M∑
m=1

cmIm, S = I0K
2
eiφα, N+ = i I0K

2
eiφ

M∑
m=1

nmcme
iδm y N− =

−i I0K
2
e−iφ

M∑
m=1

nmcme
−iδm se tiene

S ′ = S +N+ +N−. (4.28)

De las definiciones anteriores es claro que la fase real es dada por φ = arg(S),

mientras que la fase calculada a partir de los interferogramas adquiridos es φ′ =

arg(S ′). Además se verifica que

|S| = I0Kα

2
(4.29)

La figura 4.2 muestra una representación en el plano complejo de la ecuación

(4.28). El ćırculo representa los puntos donde es más probable encontrar a S ′.

Calculando el radio del ćırculo es posible obtener la máxima desviación de la fase

calculada respecto a la fase real.
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φ
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Im

σφ

2
√
〈
|N

+
+
N −| 2 〉

N+

N−

S S ′

Figura 4.2: Representación de la ecuación (4.28) en el plano complejo. σφ/2 es la máxima

desviación de la fase calculada (φ′) respecto a la fase real (φ).

Estimamos el radio del ćırculo como la ráız cuadrada del valor esperado de

|N+ +N−|2.
σφ/2 es la máxima desviación de la fase calculada (φ′) respecto a la fase real

(φ).

De la figura 4.2 es claro que sin
(σφ

2

)
=

√
〈|N++N−|2〉
|S| , y por lo tanto, si σφ es

pequeño se tiene

σ2
φ ≈ 4

〈
|N+ +N−|2

〉

|S|2
. (4.30)

Se puede acotar σφ utilizando la desigualdad triangular (
〈
|N+ +N−|2

〉
6〈

|N+|2
〉

+
〈
|N−|2

〉
),

σ2
φ 6 4

〈
|N+|2

〉
+
〈
|N−|2

〉

|S|2
. (4.31)
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Dado que
〈
|N+|2

〉
=
(
I0K
2

)2
〈∣∣∣∣

M∑
m=1

nmcme
iδ

∣∣∣∣
2
〉
, podemos aplicar la desigual-

dad triangular nuevamente obteniendo

〈∣∣N+
∣∣2
〉
6

(
I0K

2

)2 M∑

m=1

〈
n2
m

〉
|cm|2 . (4.32)

Asumiendo que el valor esperado del ruido de fase es cero, σ2
nm = 〈n2

m〉, donde

σnm es la desviación estándar de nm. Tomando cm = am + ibm se obtiene,

〈∣∣N+
∣∣2
〉
6

(
I0K

2

)2 M∑

m=1

σ2
nm

(
a2m + b2m

)
. (4.33)

En forma similar, para
〈
|N−|2

〉
se tiene

〈∣∣N−
∣∣2
〉
6

(
I0K

2

)2 M∑

m=1

σ2
nm

(
a2m + b2m

)
. (4.34)

Finalmente sustituyendo las ecuaciones (4.29), (4.33) and (4.34) en la ecuación

(4.31) se obtiene

σ2
φ 6

8

α2

M∑

m=1

σ2
nm

(
a2m + b2m

)
. (4.35)

4.4. Minimización del error en la fase calculada

Dado un conjunto de pasos δm y la desviación estándar del ruido σnm , con el

objetivo de minimizar el error inducido en la fase calculada por el ruido aditivo o

de fase (σφ), se debe elegir adecuadamente los parámetros am y bm para minimizar

la expresión en el lado derecho de (4.22) y (4.35),

f(a1, ..., aM , b1, ..., bM) = (1/2)
M∑

m=1

σ2
nm

(
a2m + b2m

)
. (4.36)

La función de la ecuación (4.36) debe ser minimizada teniendo en cuenta las

restricciones planteadas en las ecuaciones (4.9)-(4.14) para que los coeficientes am
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y bm permitan calcular la fase. Esto puede realizarse utilizando el método de los

multiplicadores de Lagrange. Definiendo





g1(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

am

g2(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

bm

g3(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

bm cos(δm)

g4(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

am sin(δm)

g5(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

am cos(δm)− α/2

g6(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

bm sin(δm) + α/2.

(4.37)

Las restricciones a satisfacer pueden escribirse como

gk(a1, ..., aM , b1, ..., bM) = 0, (4.38)

con k = 1, ..., 6.

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange se debe resolver el

conjunto de ecuaciones,

∂f

∂am
=

6∑

k=1

λk
∂gk
∂am

, (4.39)

y

∂f

∂bm
=

6∑

k=1

λk
∂gk
∂bm

, (4.40)

para m = 1, ...,M , donde λk son constantes a determinar.

Entonces, de (4.36) y (4.39) se tiene

σ2
nmam = λ1 + λ4 sin(δm) + λ5 cos(δm), (4.41)

y, de (4.36) y (4.40),

σ2
nmbm = λ2 + λ3 cos(δm) + λ6 sin(δm), (4.42)
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para m = 1, ...,M .

Sustituyendo las ecuaciones (4.41) y (4.42) en (4.38) se obtiene un sistema

linear de 6× 6 para calcular los multiplicadores de Lagrange (λk),



S1 0 0 S2 S3 0

0 S1 S3 0 0 S2

0 S3 S4 0 0 S5

S2 0 0 S6 S5 0

S3 0 0 S5 S4 0

0 S2 S5 0 0 S6







λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

λ6




+




0

0

0

0

−α/2
α/2




= 0, (4.43)

donde 



S1 =
M∑
m=1

1
σ2
nm

S2 =
M∑
m=1

sin(δm)
σ2
nm

S3 =
M∑
m=1

cos(δm)
σ2
nm

S4 =
M∑
m=1

cos2(δm)
σ2
nm

S5 =
M∑
m=1

cos(δm) sin(δm)
σ2
nm

S6 =
M∑
m=1

sin2(δm)
σ2
nm

. (4.44)

Las soluciones al sistema son




λ1 = C (S3S6 − S2S5) ,

λ2 = C (S3S5 − S2S4) ,

λ3 = C (S2S3 − S1S5) ,

λ4 = C (S1S5 − S2S3) ,

λ5 = C (S2
2 − S1S6) ,

λ6 = C (S1S4 − S2
3) ,

(4.45)

donde

C =
α/2

S4S2
2 − 2S2S3S5 + S6S2

3 + S1S2
5 − S1S4S6

. (4.46)
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Por lo tanto, dado un conjunto de valores δm y σnm , de las ecuaciones (4.44) es

posible calcular S1−6, y luego, de las ecuaciones (4.45) se obtiene λ1−6.

Por último sustituyendo los valores de λ1−6 en (4.41) y (4.42) se calculan los

parámetros am y bm óptimos que minimizan el error en la fase calculada.

En el caso en que σ2
nm son los mismos para todos los interferogramas, los valores

de λ1−6 que se obtienen son




λ1 = C
M∑
k=1

M∑
l=1

[sin(δl)− sin(δk)] cos(δk) sin(δl),

λ2 = C
M∑
k=1

M∑
l=1

[cos(δl)− cos(δk)] cos(δk) sin(δl),

λ3 = C
M∑
k=1

M∑
l=1

[cos(δl)− cos(δk)] sin(δk),

λ4 = C
M∑
k=1

M∑
l=1

[sin(δl)− sin(δk)] cos(δl),

λ5 = C
M∑
k=1

M∑
l=1

[sin(δl)− sin(δk)] sin(δk),

λ6 = C
M∑
k=1

M∑
l=1

[cos(δl)− cos(δk)] cos(δl).

(4.47)

Finalmente sustituyendo en (4.41) y (4.42), a menos de una constante global,

se tiene

am =
M∑

k=1

M∑

l=1

[sin(δk)− sin(δl)] [cos(δk) sin(δl) + cos(δm) sin(δk) + cos(δl) sin(δm)]

(4.48)

y

bm =
M∑

k=1

M∑

l=1

[cos(δk)− cos(δl)] [cos(δk) sin(δl) + cos(δm) sin(δk) + cos(δl) sin(δm)].

(4.49)

Entonces de (4.2) resulta

tan(φ) =

M∑
k=1

M∑
l=1

M∑
m=1

Im [cos(δk)− cos(δl)] [cos(δk) sin(δl) + cos(δm) sin(δk) + cos(δl) sin(δm)]

M∑
k=1

M∑
l=1

M∑
m=1

Im [sin(δk)− sin(δl)] [cos(δk) sin(δl) + cos(δm) sin(δk) + cos(δl) sin(δm)]

.

(4.50)
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Esta última expresión permite calcular la fase (φ) del objeto a estudiar a partir de

M interferogramas (Im) adquiridos cambiando el salto de fase (δm), y simultanea-

mente minimiza el error inducido por ruido aditivo o de fase.

4.5. Simulaciones

Con el fin de simular el algoritmo propuesto consideramos los siguientes saltos

de fase aleatoriamente seleccionados: δ1 = 0, δ2 = π/3, δ3 = 8π/7 y δ4 = 13π/6,

de forma de sintetizar un conjunto de interferogramas con intensidad media (I0)

igual a la función que se grafica en la figura 4.3.a, modulación (I0K) la función

mostrada en la figura 4.3.b y fase mostrada en la figura 4.3.c. A los interferogramas

sintetizados se les añade cierta cantidad de ruido aditivo y de fase Gaussiano.

(a)
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1

.5

I
0
[a
.u
.]

(b)

x[a
.u.
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e
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]

Figura 4.3: (a) Intensidad media (I0); (b) modulación (I0K); (c) y fase utilizadas para ilustrar

el comportamiento del algoritmo.

Las figuras 4.4.a-4.4.c muestran la fase calculada para tres conjuntos diferentes

de parámetros am y bm que se pueden ver en la tabla 4.1. Todos los parámetros

verifican las condiciones (4.9)-(4.14), de modo que en ausencia de ruido reproducen

correctamente la fase, pero solo el tercer conjunto (c) se calcula a partir de (4.48)

y (4.49). Como se esperaba la figura 4.4.c es la que muestra menor error.
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Coeficientes del numerador en (4.2)

Fig.3 (a) Fig.3 (b) Fig.3 (c)

b1 1 1 1

b2 −0,1317 0,0752 −1,1869

b3 0,1031 0,0602 0,3217

b4 −0,9714 −1,1355 −0,1347

Coeficientes del denominador en (4.2)

Fig.3 (a) Fig.3 (b) Fig.3 (c)

a1 6,7521 4,5106 0,7464

a2 6,2800 4,1025 −0,4051

a3 −1,1537 −0,8070 −0,5584

a4 −11,8784 −7,8060 0,2171

Tabla 4.1: Conjunto de valores de am y bm para generar los algoritmos (ver ecuación (4.2))

utilizados en las simulaciones. Los resultados de la simulación se pueden ver en las figuras 4.4.a-

4.4.c.
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Figura 4.4: Fase calculada utilizando (4.2) a partir de los parámetros de la tabla 4.1.

Las figuras 4.5.a-4.5.c muestran la diferencia entre la fase de referencia y la

fase calculada para los tres conjuntos de parámetros am y bm. Es evidente que

los parámetros que conducen a menor error son los deducidos a partir de (4.48)

y (4.49). El error fue calculado definiendo φError = W (φIdeal − φCalculated), donde

φIdeal es la fase de referencia utilizada para generar los interferogramas, φCalculated

es la fase calculada y W (x) = arctan 2[sin(x), cos(x)].
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Figura 4.5: Diferencia entre la fase de referencia y la fase calculada. (a) y (b) son la diferencia

para parámetros aleatoriamente seleccionados y (c) para los parámetros óptimamente seleccio-

nados a partir de (4.48) y (4.49).
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Figura 4.6: RMSE de la fase calculada en función de a1 y b1. Las ĺıneas punteadas corresponden

a las coordenadas del valor óptimo calculado.

La figura 4.6 muestra el RMSE de la fase calculada como función de los valores

de a1 y b1, con un mı́nimo en los valores óptimos calculados.

4.6. Resultados experimentales

Se realizó una serie de experimentos usando imágenes adquiridas utilizando un

interferómetro propuesto en [2]. Como objeto de fase se utilizó un patrón con letras

gravadas en una placa recubierta con una capa de ITO.

Se adquirieron seis interferogramas con saltos de fase correspondientes a 0 rad,

0,525 rad, 1,225 rad, 2,8 rad, 4,025 rad, 5,6 rad. Los interferogramas utilizados se

pueden ver en la figura 4.7. La imágenes fueron adquiridas con una cámara digital

monocromática de 8 bits con 1024× 768 pixels (Modelo DC310, Thorlabs).
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.7: Interferogramas adquiridos con saltos de fase: (a) 0 rad; (b) 0,525 rad; (c) 1,225

rad; (d) 2,8 rad; (e) 4,025 rad; (f) 5,6 rad.

Se aplicó el algoritmo propuesto sobre los interferogramas (ver ecuación 4.50).

La figura 4.8 muestra la fase recuperada que es consistente con una lámina de ITO

de 150 nm de espesor e ı́ndice de refracción igual a 1,7.

Coeficientes del numerador en ecuación (4.2)
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Coeficientes del Coeficientes del

numerador en denominador en

ecuación (4.2) ecuación (4.2)

b1 7,5617 a1 −7,6854

b2 10,3913 a2 2,8749

b3 8,6019 a3 15,6064

b4 −9,9652 a4 15,2117

b5 −16,2360 a5 −8,1912

b6 −0,3537 a6 −17,8165

Tabla 4.2: Tabla de coeficientes que minimizan el error en la fase calculada en caso de saltos de

fase iguales a δ1 = 0rad, δ2 = 0,525rad, δ3 = 1,225rad , δ4 = 2,8rad, δ5 = 4,025rad, δ6 = 5,6rad.
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Figura 4.8: Fase calculada del objeto de fase utilizado.
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4.7. Conclusiones

En el presente caṕıtulo se consideró el cálculo de la fase de un objeto de prueba

a partir de M interferogramas adquiridos con saltos de fase arbitrarios δm, con rui-

do aditivo n
(a)
m y ruido de fase n

(p)
m . Se demostró que para un conjunto de M valores

δm se tienen 2M − 6 parámetros libres. A partir del método de multiplicadores de

Lagrange se calculó el conjunto de parámetros (am,bm) que minimizan la propa-

gación de ruido aditivo o de fase. (Parámetros en las ecuaciones (4.48) y (4.49))

Con el objetivo de estudiar el algoritmo propuesto se realizaron simulaciones con

los valores óptimos am y bm,y con otros aleatoriamente elegidos. Finalmente se

comprobó el correcto desempeño del algoritmo con datos experimentales.

Apéndice 4.A. Cálculo de
〈
|N |2

〉

Considerando el complejo N =
M∑
m=1

cmnm, siendo nm un número real aleatorio

y cm un complejo. Escribiendo cm = am + bm, el módulo de N es

|N |2 =

(
M∑

m=1

amnm

)2

+

(
M∑

m=1

bmnm

)2

, (4.51)

por lo que su valor esperado es

〈
|N |2

〉
=

〈(
M∑

m=1

amnm

)2〉
+

〈(
M∑

m=1

bmnm

)2〉
. (4.52)

Por otro lado, la desviación estándar (σa) de
M∑
m=1

amnm verifica

σ2
a =

〈(
M∑

m=1

amnm

)2〉
−
〈(

M∑

m=1

amnm

)〉2

. (4.53)

Ya que

〈(
M∑
m=1

amnm

)〉
=

M∑
m=1

am 〈nm〉, asumiendo que el valor esperado del
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ruido es nulo, se tiene

〈(
M∑
m=1

amnm

)〉
= 0, y por lo tanto de (4.53) se obtiene

σ2
a =

〈(
M∑

m=1

amnm

)2〉
. (4.54)

Por otro lado, ya que sigmaa es la desviación estándar de
M∑
m=1

amnm, aplicando

la fórmula de Bienaymé para la varianza se obtiene

σ2
a =

M∑

m=1

a2mσ
2
nm , (4.55)

donde σnm es la desviación estándar del ruido (nm) presente en el m-ésimo inter-

ferograma.

Entonces de las ecuaciones (4.54) y (4.55)
〈(

M∑

m=1

amnm

)2〉
=

M∑

m=1

a2mσ
2
nm (4.56)

En forma similar se obtiene
〈(

M∑

m=1

bmnm

)2〉
=

M∑

m=1

b2mσ
2
nm (4.57)

Finalmente, sustituyendo (4.56) y (4.57) en (4.52)

〈
|N |2

〉
=

M∑

m=1

(
a2m + b2m

)
σ2
nm , (4.58)

o, en forma equivalente,

〈
|N |2

〉
=

M∑

m=1

c2mσ
2
nm . (4.59)

Apéndice 4.B. Cálculo de fase a partir de interfe-

rogramas con armónicos

En el caso en que se trabaje con interferogramas no perfectamente sinusoi-

dales, la intensidad puede escribirse como la superposición de armónicos de una
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componente fundamental, o sea

Im = I0

[
1 +

∞∑

p=1

Kp cos [(φ+ δm) p]

]
, (4.60)

donde Kp es la amplitud del p-ésimo armónico. En nuestro caso K1 es el contraste

K.

Con el objetivo de eliminar el error causado por el p-ésimo armónico, es sufi-

ciente con que los coeficientes am y bm satisfagan las condiciones (4.9) a (4.14),

pero además satisfagan
M∑

m=1

am cos(pδm) = 0, (4.61)

M∑

m=1

am sin(pδm) = 0, (4.62)

M∑

m=1

bm cos(pδm) = 0 (4.63)

y
M∑

m=1

bm sin(pδm) = 0. (4.64)

Condiciones similares fueron propuestas por Hibino [39] con el fin de determinar

am y bm para un algoritmo de phase shifting insensible a la presencia de armónicos

en el caso de saltos de fase equiespaciados.

Apéndice 4.C. Algoritmos insensibles a mala cali-

bración del salto de fase

En la práctica, los interferogramas adquiridos experimentalmente, presentan

desv́ıos en el salto de fase previsto en una cantidad εm, por lo que los interferogra-

mas pueden modelarse como

Im(x, y) = I0(x, y) [1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + δm + εm)] . (4.65)
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Entonces la fase calculada utilizando la ecuación (4.4), que denotamos como

φ′(x, y), no es exactamente la fase real φ(x, y), pero en el mejor de los casos se

puede conseguir que difieran en una constante global independiente de la posición.

A partir de (4.65) y (4.6) se tiene

M∑

m=1

cmIm =
I0K

2
eiφ

M∑

m=1

cme
i(δm+εm) +

I0K

2
e−iφ

M∑

m=1

cme
−i(δm+εm), (4.66)

o en forma equivalente

2

∣∣∣∣
M∑
m=1

cmIm

∣∣∣∣
I0K

ei(φ
′−φ) =

M∑

m=1

cme
i(δm+εm) + e−i2φ

M∑

m=1

cme
−i(δm+εm). (4.67)

Si se busca que la fase calculada (φ′) difiera de la fase verdadera (φ) en a lo

sumo una constante global, el término que multiplica a e−i2φ en (4.67) debe ser

necesariamente cero, esto es,

M∑

m=1

cme
−i(δm+εm) = 0. (4.68)

Esta última expresión puede ser simplificada considerando que los errores en

el salto de fase son pequeños, esto es, εm � 1. Entonces, a primer orden en εm

se tiene que e−iεm ≈ 1− iεm. Por lo tanto, a partir de (4.7), la ecuación (4.68) se

reduce a
M∑

m=1

cmεme
−iδm = 0. (4.69)

Por otro lado, en una aproximación a primer orden, se puede reescribir el primer

término del lado derecho de la ecuación (4.67) como

M∑

m=1

cme
i(δm+εm) ≈

M∑

m=1

cme
iδm + i

M∑

m=1

cmεme
iδm . (4.70)

Por lo tanto es claro que φ′(x, y) va a ser independiente de la desviación de los

saltos de fase (εm) si se verifica la condición

M∑

m=1

cmεme
iδm = 0. (4.71)
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Esta última condición puede ser importante en el caso que las desviación εm

vaŕıen en el espacio, esto es εm = εm(x, y) [40, 41].

Error en el salto de fase lineal

Consideramos el caso en que el error en el salto de fase es lineal, esto es

εm = ε0δm, (4.72)

donde ε0 es un parámetro determinado por el mecanismo que genera el desfasaje.

El error lineal en el salto de fase suele suceder por mala calibración del sistema

empleado, por ejemplo por un incremento en el voltaje entre interferogramas en el

control de piezoeléctricos [1].

Sustituyendo la ecuación (4.72) en (4.69)

M∑

m=1

cmδme
−iδm = 0, (4.73)

y sustituyendo (4.72) en (4.71)

M∑

m=1

cmδme
iδm = 0. (4.74)

Equivalentemente, en términos de am y bm, las condiciones (4.73) y (4.74) se

pueden reescribir como

M∑

m=1

δm [am cos(δm) + bm sin(δm)] = 0, (4.75)

M∑

m=1

δm [bm cos(δm)− am sin(δm)] = 0, (4.76)

M∑

m=1

δm [am cos(δm)− bm sin(δm)] = 0, (4.77)

y
M∑

m=1

δm [bm cos(δm) + am sin(δm)] = 0. (4.78)



4.7. Conclusiones 54

Apéndice 4.D. Algoritmo de phase-shifting con

matriz antisimétrica

En este apéndice se discute un procedimiento alternativo para generar algorit-

mos de phase shifting teniendo en cuenta las condiciones (4.9)-(4.14).

Se considera la matriz antisimétrica γml (con m, l = 1, 2, ...,M), o sea que

γml = −γlm, que verifique
M∑

m=1

γml = 0. (4.79)

Luego se define cm como

cm = i
M∑

l=1

γmle
−iδl , (4.80)

y

S = i
M∑

l=1

(
M∑

m=1

Imγmle
−iδl

)
. (4.81)

Ahora se debe demostrar que cm verifica las condiciones (4.6)-(4.8).

De las ecuaciones (4.79) y (4.80), se tiene

M∑

m=1

cm =
M∑

l=1

ie−iδl
M∑

m=1

γml = 0, (4.82)

que es la condición (4.6).

De la ecuación (4.80) y de la antisimetŕıa de γml, se obtiene

M∑

m=1

cme
−iδm = i

M∑

l=1

(
M∑

m=1

γmle
−i(δl+δm)

)
= 0, (4.83)

que es la condición (4.7).

Por último se calcula α =
M∑
m=1

cme
iδm de la ecuación (4.8)

α =
M∑

m=1

ieiδm
M∑

l=1

γmle
−iδl = i

M∑

l=1

(
M∑

m=1

γmle
i(δm−δl)

)
, (4.84)
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o, en forma equivalente,

α = i

M∑

l=1

[
M∑

m=1

γml (cos(δm − δl) + i sin(δm − δl))
]
. (4.85)

Ya que γml es antisimétrica y cos(δm − δl) = cos(δl − δm), las sumas en m y l

del primer término de (4.85) es cero, entonces

α = −
M∑

l=1

[
M∑

m=1

γml sin(δm − δl)
]

(4.86)

es un número real, que es la condición (4.8). En caso que α sea un complejo, la

fase calculada difiere en una constante aditiva de la real.

Apéndice 4.E. Simulaciones adicionales

Se presentan simulaciones adicionales con el objetivo de mostrar la dependencia

entre el nivel del ruido de fase y el error en la fase calculada. Con este objetivo, se

utiliza como función para simular la intensidad media (I0) la función graficada en

la figura 4.9(a), para la modulación (I0K) la función en la figura 4.9(b) y para la

fase la función en la figura 4.9(c) mas un término lineal.

(a)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

1

.5

I
0
[a
.u
.]

(b)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

1

.5

I
0
K
[a
.u
.]

(c)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

π

-π

P
h
a
s
e
[r
a
d
]

Figura 4.9: (a) Intensidad media (I0), (b) modulación (I0K) y (c) fase utilizadas para ilustrar

el desempeño del algoritmo.

Se simula un conjunto de seis interferogramas con diferente nivel de ruido de

fase gaussiano, con saltos de fase iguales a 0 rad, 0,1571 rad, 0,5411 rad, 2,7402
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rad, 4,9393 rad y 6,0912 rad. La desviación estándar σn del ruido va de σn = 0

rad a σn = 0,25 rad. La figura 4.10(a)-(f) muestra los interferogramas simulados

para σn = 0 rad.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.10: Interferogramas simulados para σn = 0 rad.

A partir de los saltos de fase utilizados, se calculan los coeficientes del algoritmo

óptimo usando el algoritmo propuesto. Luego se aplica el algoritmo propuesto a

cada conjunto de interferogramas para calcular la fase. La figura 4.11 muestra la

ráız del error cuadrático medio (RMSE) en función de la desviación estándar del

ruido de fase (σn), donde puede observarse claramente la relación lineal.
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Figura 4.11: RMSE de la fase reconstruida en función de la desviación estándar del ruido de

fase (σn).

Las figuras 4.12(a)-(c) muestran la fase calculada para tres conjuntos de interfe-

rogramas con diferentes niveles de ruido. Las marcas en la figura 4.11 corresponden

con los resultados en las figuras 4.12(a)-(c).
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Figura 4.12: Fases calculadas para diferentes niveles de ruido.



Caṕıtulo 5

Cálculo de salto de fase para

algoritmos de phase-shifting

sintonizables

En este caṕıtulo se estudian algoritmos enfocados a trabajar con interferogra-

mas donde el salto de fase entre los mismos es fijo. En este caso los interferogramas

pueden escribirse como,

Im(i, j) = a(i, j) + b(i, j) cos (φ(i, j) +mα) , (5.1)

donde a(i, j) es la intensidad media, b(i, j) es la modulación, φ(i, j) es la fase y

m = 1, ...,M , siendo M la cantidad de interferogramas adquiridos.

Es posible clasificar los algoritmos de phase-shifting en dos grupos, los algorit-

mos con coeficientes fijos (para un conjunto predeterminado de saltos de fase) y

los algorimos sintonizables que pueden utilizarse para un rango continuo de valores

(funcionan para diferentes valores de α). Los primeros incluyen algoritmos para un

salto de fase fijo como el algoritmo de cuatro pasos de Bruning con α = π/2 [1,14].

Por el otro lado están los algoritmos que funcionan para un rango continuo de

saltos de fase como el algoritmo de Carré [15], Hariharan [1, 16], y Stoilov y Dra-

58
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gostinov [42].

Para utilizar los algoritmos de phase-shifting sintonizables, es importante cono-

cer o calcular previamente el valor del salto de fase (α). Incluso cuando se conoce el

salto de fase, puede existir cierto error en el valor por mala calibración del sistema.

Es por esto que es importante tener un método que permita calcular de la mejor

forma posible el salto de fase entre interferogramas.

La intensidad de las imágenes adquiridas cuando tienen ruido aditivo pueden

modelarse como

Im(i, j) = a(i, j) + b(i, j) cos (φ(i, j) +mα) + nm(i, j), (5.2)

donde nm(i, j) es el ruido aditivo.

En general, los algoritmos para el cálculo del salto de fase pueden dividirse en

dos categoŕıas: Los algoritmos iterativos y los no iterativos. Los iterativos [23,23,43]

generalmente requieren de un consumo mayor de tiempo ya que el procedimiento

debe repetirse muchas veces para conseguir una precisión aceptable. Además el

numero de iteraciones depende de el paso inicial de la iteración.

Por otro lado varios algoritmos no iterativos han sido propuestos en la litera-

tura. Por ejemplo Farrell y Player [18] sugirieron utilizar un algoritmo por ajuste

a figuras de Lissajous eĺıpticas. El inconveniente del método es que es fácilmente

afectado por la presencia de ruido y asume que la intensidad media y el contraste

son uniformes en todo el interferograma.

Recientemente otros métodos menos sensibles al ruido fueron propuestos. Por

ejemplo, Xu et al. [44] proponen un algoritmo basado en la norma euclidiana de

matrices para extraer los saltos de fase desconocidos a partir de tres interferogra-

mas. El método asume que el interferograma contiene un numero considerable de

franjas. Guo and Zhang [21] sugieren un algoritmo para estimar el salto de fase

a partir de la varianza de la diferencia de patrones. Sin embargo la precisión de
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este algoritmo depende, incluso sin presencia de ruido, del numero de franjas en el

interferograma.

Existen otros métodos en la literatura para el cálculo del salto de fase que

asumen cierta homogeneidad (o cierto conocimiento previo) de la intensidad media

y/o del contraste de los interferogramas (ver por ejemplo [19,45]).

En el presente caṕıtulo se presenta un método no iterativo que fue propuesto

en [46] para la extracción del salto de fase (α) bajo la hipótesis de que los inter-

ferogramas son equiespaciados. A diferencia de otros algoritmos propuestos en la

literatura, el algoritmo propuesto no asume ninguna restricción sobre la intensidad

media ni el contraste. El algoritmo es fácil de implementar y funciona correcta-

mente incluso con interferogramas con muy pequeña relación señal ruido (SNR),

como por ejemplo SNR ≈ 0,1.

Los detalles del método se discuten en las secciones 5.1-5.3. Simulaciones y

comparaciones con otros métodos se presentan en las secciones 5.4 y 5.5. En la

sección 5.6 se muestran resultados experimentales.

5.1. Algoritmo de extracción del salto de fase en-

tre interferogramas

Se comienza definiendo tm = φ(i, j) +mα, por lo que de (5.1) resulta,

Im(i, j) = a(i, j) + b(i, j) cos (tm) , (5.3)

y por lo tanto

Im+1(i, j) = a(i, j) + b(i, j) cos (tm + α) . (5.4)

Las expresiones (5.3) y (5.4) corresponden a la ecuación paramétrica de una

elipse centrada en el punto con coordenadas (a(i, j), a(i, j)), con sus semiejes orien-
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tados a 45◦ y con razón entre semiejes igual a tan2 (α/2),

x(t)− a(i, j) = b(i, j) cos (t) (5.5)

y

y(t)− a(i, j) = b(i, j) cos (t+ α) , (5.6)

donde (x(t), y(t)) son coordenadas Cartesianas y t es un parámetro real.

De (5.3) y (5.4) es claro que en ausencia de ruido, para cada pixel de la imagen,

cada valor de m = 1, 2, ...,M−1 genera un punto (Im(i, j), Im+1(i, j)) perteneciente

a la elipse definida por las ecuaciones (5.5) y (5.6), como se puede ver en la figura

5.1.

x

y

(Ī1, Ī2)

(Ī2, Ī3)

(Ī3, Ī4)

(Ī4, Ī5)

(Ī5, Ī6)

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 5.1

Aplicando un ajuste por mı́nimos cuadrados se puede calcular la elipse que

mejor ajusta a los datos experimentales siempre que M > 3, y luego a partir de la

razón entre semiejes es posible calcular el salto de fase (α). Una discusión sobre el

ajuste por mı́nimos cuadrados de elipses puede encontrarse en [47].

Para realizar el ajuste pueden reescribirse las ecuaciones (5.5) y (5.6) como

C1(x
2 + y2) + C2xy + C3(x+ y) = 1, (5.7)
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donde 



C1 =
1

b2 sin2 (α) + 2a2 (cos (α)− 1)

C2 =
−2 cos (α)

b2 sin2 (α) + 2a2 (cos (α)− 1)

C3 =
2a (cos (α)− 1)

b2 sin2 (α) + 2a2 (cos (α)− 1)

(5.8)

Luego de realizado el ajuste se calcula el salto de fase como

α = cos−1
(
− C2

2C1

)
. (5.9)

5.2. Filtrado de imágenes previo al cálculo del

salto de fase

En esta sección se demostrará que si se genera un nuevo conjunto de datos como

combinación lineal de los pixeles de los interferogramas adquiridos, estos nuevos

datos verifican la ecuación 5.1 con el mismo valor de salto de fase.

Cualquier combinación lineal de pixeles de un interferograma (I ′m(u)) puede

expresarse como

I ′m(u) =
∑

i,j

βu(i, j)Im(i, j), (5.10)

donde βu(i, j) son coeficientes reales y u = 1, ..., U es un numero natural (Ver

Apéndice 4.A).

Si los interferogramas Im verifican (5.1), se obtiene,

I ′m(u) = A(u) +
∑

i,j

βu(i, j)b(i, j) cos (φ(i, j) + δm), (5.11)

donde A(u) =
∑
i,j

βu(i, j)a(i, j).

Es fácil demostrar que (5.11) puede reescribirse como

I ′m(u) = A(u) +B(u) cos (Φ(u) + δm) , (5.12)
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donde B(u) y Φ(u) puede calcularse como

B(u) =

√∑

i,j

∑

i′,j′

βu(i, j)b(i, j)βu(i′, j′)b(i′, j′) cos (φ(i, j)− φ(i′, j′)), (5.13)

y

tan(Φ(u)) =

∑
i,j

βu(i, j)b(i, j) sin (φ(i, j))

∑
i,j

βu(i, j)b(i, j) cos (φ(i, j))
. (5.14)

5.3. Promedio de interferogramas

Un caso particular de la combinación lineal de pixeles de interferogramas pro-

puesta en la sección anterior es el promedio de los valores de todos los pixeles del

interferograma.

Promediando en las coordenadas espaciales una imagen de P pixeles, de (5.2)

se obtiene

Īm = A+B cos (Φ +mα) + N̄m (5.15)

y equivalentemente

Īm+1 = A+B cos (Φ + (m+ 1)α) + N̄m+1, (5.16)

donde 



Īm =
1

M

∑

i,j

Im(i, j)

A =
1

M

∑

i,j

a(i, j)

B =
1

M

√∑

i,j

∑

i′,j′

b(i, j)b(i′, j′) cos (φ(i, j)− φ(i′, j′))

tan(Φ) =

∑
i,j

b(i, j) sin (φ(i, j))

∑
i,j

b(i, j) cos (φ(i, j))

N̄m =
1

M

∑

i,j

nm(i, j)

(5.17)
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Cuando P es lo suficientemente grande, se puede aproximar el promedio del

ruido N̄m por el valor esperado del ruido N .

Entonces (Īm, Īm+1) , para m = 1, 2, ...,M − 1, genera un conjunto de puntos

sobre una elipse centrada en el punto de coordenadas (A+N,A+N), con semiejes

orientados a 45◦, y con razón entre semiejes igual a tan2(α/2).

Realizando un ajuste por mı́nimos cuadros es posible encontrar la elipse que

mejor ajusta a los datos (con M > 3), y con la razón entre los semiejes de la elipse

ajustada es posible calcular el salto de fase entre interferogramas (α).

5.4. Simulaciones

Con el objetivo de verificar el desempeño del algoritmo propuesto, en esta

sección se presentan algunas simulaciones numéricas con diferente niveles de ruido

en los interferogramas, .

Se trabaja (arbitrariamente) con 6 interferogramas desfasados en α = π/4 rad.

Se toma como función para la fase (φ(i, j)) la función peaks de MATLAB, y se

define a(i, j) y b(i, j) como una combinación de funciones sinusoidales y exponen-

ciales.

Las figuras 5.2(a)-5.2(f) muestran los seis interferogramas sin ruido Im(i, j) con

m = 1, 2, ..., 6. A partir de estos interferogramas se calcula los valores medios Īm.

La figura 5.3 muestra la elipse ajustada pasando por los puntos (Ī1, Ī2), (Ī2, Ī3),

(Ī3, Ī4), (Ī4, Ī5) y (Ī5, Ī6). Por supuesto en este caso el salto de fase calculado a

partir de la ecuación (5.9) es α = π/4, ya que (Īm, Īm+1) satisfacen las ecuaciones

(5.5) y (5.6) con N̄m = N = 0.

Las figuras 5.4(a)-5.4(f) muestran los seis interferogramas generados con ruido

aditivo Gaussiano (valor medio nulo), y relación señal-ruido (SNR) ≈ 0,6.

La figura 5.5 muestra la elipse ajustada a los puntos (Ī1, Ī2), (Ī2, Ī3), (Ī3, Ī4),
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.2: Interferogramas Im(i, j) sin ruido con m = 1, 2, ..., 6.
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Figura 5.3: Elipse ajustada correspondiente a los interferogramas de la figura 5.2.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.4: Interferogramas generados con ruido aditivo Gaussiano y relación señal-ruido

SNR ≈ 0,6.
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Figura 5.5: Elipse ajustada con los puntos (Ī1, Ī2), (Ī2, Ī3), (Ī3, Ī4), (Ī4, Ī5) y (Ī5, Ī6), donde

Īm es el promedio de los interferogramas de las figuras 5.4(a)-5.4(f)
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.6: Interferogramas generados con ruido aditivo Gaussiano y relación señal-ruido

SNR ≈ 0,1.

(Ī4, Ī5) y (Ī5, Ī6). De los parámetros de la elipse y la ecuación (5.9), se calcula un

salto de fase α = π/4,02, que presenta un error de 0,004rad (SNR ≈ 0,6). Esto

muestra que es posible calcular el salto de fase (α) con muy buena precisión pese

al nivel de ruido.

Finalmente se repite la simulación con ruido aditivo Gaussiano con SNR ≈ 0,1.

Las figuras 5.6(a)-5.6(f) muestran los interferogramas simulados. La figura 5.7

grafica la elipse ajustada a los puntos (Ī1, Ī2), (Ī2, Ī3), (Ī3, Ī4), (Ī4, Ī5) y (Ī5, Ī6). De

los parámetros de la elipse se calcula un salto de fase α = π/4,13, que representa

un error de 0,025rad para SNR ≈ 0,1.

Con el objetivo de ilustrar la dependencia entre el error relativo en el salto de

fase calculado y el SNR de los interferogramas, se simularon interferogramas con

1/SNR variando de 0 a 10. Para cada SNR se repitió la simulación 1000 veces y
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(Ī1, Ī2)
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Figura 5.7: Elipse ajustada con los puntos (Ī1, Ī2), (Ī2, Ī3), (Ī3, Ī4), (Ī4, Ī5) y (Ī5, Ī6), donde

Īm es el promedio de los interferogramas de las figuras 5.6(a)-5.6(f).

se promediaron los resultados. La figura 5.8 grafica el error relativo calculado en

función de 1/SNR.
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SNR

Error(%)

Figura 5.8: Error relativo calculado en función de 1/SNR en los interferogramas de la simu-

lación.

Estos resultados muestran lo robusto que es el algoritmo cuando se trabaja
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con patrones con niveles altos de ruido, interferogramas con bajo contraste (K) e

intensidad media (I0) no uniforme.

5.5. Comparación con otros métodos

Para comparar el desempeño del método propuesto en el presente trabajo, se

implementaron los métodos propuestos por Farrell y Player (FP) [18] y por Gou

y Zhang (GZ) [21].

Estas técnicas son representativas de varios métodos desarrollados bajo hipóte-

sis similares.

La tabla 5.1 muestra los errores relativos en la estimación del salto de fase

entre interferogramas consecutivos para las figuras 5.2.a-5.2.f, 5.4.a-5.4.f y 5.6.a-

5.6.a en función del SNR. En la tabla se puede observar que ante condiciones

reales las técnicas de FP y GZ presentan un error bastante grande incluso para

interferogramas sin ruido.

SNR FP GZ Ayubi et al.

(noise free) 37 % 4 % Despreciable

0,6 64 % 153 % 0,5 %

0,1 97 % 163 % 3 %

Tabla 5.1: Errores relativos en las estimación del salto de fase entre interferogramas consecutivos.

FP = Farrell y Player [18] ; GZ = Guo y Zhang [21]; Ayubi et al. = algoritmo propuesto.

5.6. Resultados experimentales

Se realizaron experimentos para mostrar el desempeño del método propues-

to usando un sistema de proyección de franjas. El sistema está descripto en [4].
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Se decidió utilizar este sistema porque permite conseguir buena precisión en los

corrimientos de fase entre patrones.

Se utilizó un proyector LCD comercial (Modelo CP-RX80, Hitachi) con 1024×
768 pixels para proyectar las franjas. Las imágenes fueron adquiridas con una

cámara monocromática (Modelo DC310, Thorlabs) de 8 bits con 1024×768 pixels.

Se proyectaron seis patrones sinusoidales sobre una máscara de yeso que se

utilizó como superficie de testeo con saltos de fase iguales a 60◦ entre patrones

consecutivos. La figura 5.9 muestra los seis patrones adquiridos con la cámara.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.9: Patrones deformados adquiridos con la cámara cuando se proyectan patrones

sinusoidales desfasados 60◦ sobre una máscara de yeso.
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Luego se aplicó el procedimiento previamente descripto para estimar el salto

de fase (α) entre los patrones adquiridos.

La figura 5.10 muestra un histograma con los saltos de fase calculados para los

diferentes pixeles de los patrones. La distribución de los valores de α muestra un

pico muy cercano 60◦, valor utilizado para generar los patrones proyectados. El

corrimiento existente en el pico se debe a la presencia en los patrones adquiridos

de diferentes fuentes de error como ruido aditivo o presencia de armónicos.
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6
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10
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Figura 5.10: Histograma obtenido a partir de los saltos de fase calculados mostrando un pico

cercano a los 60◦.

En la tabla 5.2 se puede ver los saltos de fase calculados aplicando el método

de Farrell y Player [18], de Guo y Zhang [21] y el pico en el histograma de la figura

5.10.

FP GZ Ayubi et al.

71,9◦ 52,4◦ 62,1◦

Tabla 5.2: Saltos de fase entre patrones consecutivos calculados con el método de Farrell y

Player (FP) [18], de Guo y Zhang (GZ) [21] y del método propuesto [46].
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Con el fin de comprobar el desempeño del método propuesto cuando se aplica

un filtro a los patrones adquiridos, se filtraron los patrones utilizando una matriz de

Sobel en la dirección horizontal (Esto calcula la derivada en la dirección horizontal

de los patrones) La figura 5.11 muestra las seis imágenes filtradas.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.11: Imágenes filtradas. Se aplico un filtro de Sobel sobre los seis patrones de la figura

5.9.

El histograma obtenido muestra, como se esperaba, que la distribución de los

saltos de fase no es alterada al aplicar el filtro de Sobel (Ver figura 5.12).
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Figura 5.12: Histograma obtenido para los saltos de fase luego de aplicar el filtro de Sobel.

5.7. Conclusiones

Se presentó un método para calcular el salto de fase con aplicaciones a la

interferometŕıa, deflectometŕıa y perfilometŕıa 3D por proyección de franjas. A

diferencia de otros métodos propuestos en la literatura, el método propuesto no

requiere restricciones o conocimiento previo de la intensidad media o el contraste.

Se demostró que en caso de que los interferogramas tengan igual valor esperado

de ruido (N̄m = 1
M

∑
i,j

nm(i, j)) para m = 1, 2, ...,M , los puntos (Īm, Īm+1) perte-

necen a una elipse con relación de semiejes función del salto de fase (α). Como

la magnitud relevante es el valor medio del ruido y no el ruido particular de cada

imagen (nm(i, j)), el algoritmo resulta muy robusto al ruido como puede observarse

en las simulaciones.

Se demostró además que la aplicación de filtros lineales sobre los interferogra-

mas no modifica el salto de fase.
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Apéndice 5.A. Filtros lineales

En la ecuación (5.10), el parámetro u es un número natural arbitrario que

numera las combinaciones lineales que se realizan con los pixeles. Se puede ordenar

el conjunto de números u = 1, ..., U en forma de un conjunto bidimensional (u, v),

de forma que sin perder generalidad en vez de (5.10) se tiene

I ′k(u, v) =
∑

i,j

βu,v(i, j)Ik(i, j). (5.18)

Considerando el caso particular en que (u, v) tiene el mismo tamaño que la

matriz de pixeles (i, j) y βu,v(i, j) verificando

βu,v(i, j) = β(u− i, v − j). (5.19)

Entonces la ecuación (5.18) se puede reescribir como

I ′k(u, v) =
∑

i,j

β(u− i, v − j)Ik(i, j). (5.20)

La expresión anterior corresponde a la convolución de β(i, j) y Ik(i, j), opera-

ción caracteŕıstica de un filtro lineal. Entonces se concluye que al aplicar un filtro

lineal sobre los interferogramas el salto de fase (δk) relativo entre interferogramas

no cambia.

Apéndice 5.B. Comportamiento del algoritmo con

interferogramas con ruido sal y pimienta

En este apéndice se demuestra que el salto de fase que se obtiene con el algo-

ritmo propuesto no se modifica cuando los interferogramas poseen ruido de tipo

sal y pimienta.

Como primer opción puede se puede intentar aplicar un filtro de mediana, co-

mo se suele proceder para reducir este tipo de ruido. Desafortunadamente es fácil
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observar que la combinación de datos ruidosos entre pixeles vecinos es contrapro-

ducente y aumenta el error el el salto de fase que se obtiene con el algoritmo.

Sin embargo no es necesario aplicar el filtro. Dada la robustez del algoritmo,

incluso bajo altos niveles de ruido, el salto de fase puede calcularse correctamente.

En el siguiente ejemplo se simulan interferogramas con ruido sal y pimienta con

una densidad igual a 0,2

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.13: Interferogramas con ruido tipo sal y pimienta con densidad igual a 0,2.
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Figura 5.14: Histograma con los saltos de fase calculados para cada pixel con un pico en 60◦.

La figura 5.14 muestra el histograma con los saltos de fase calculados. El pico

que se observa corresponde al valor utilizado para la simulación rodeado de valores

incorrectos con una frecuencia notoriamente menor.

Apéndice 5.C. Comportamiento del algoritmo en

presencia de vibraciones

La vibración mecánica en el objeto a analizar puede disminuir la precisión de los

algoritmos de phase-shifting [30]. Con el fin de tratar con en el caso de patrones

de moiré se propuso una técnica de promediado de tiempo [48]. En el presente

apéndice demostramos como al aplicar las técnicas de promediado temporal el

salto de fase entre interferogramas no se modifica.

En presencia de vibraciones los patrones adquiridos difieren de (5.1) en una

dependencia temporal (Vk(i, j, t)) sumada a la fase φ(i, j),

Ik(i, j, t) = a(i, j) + b(i, j) cos (φ(i, j) + δk + Vk(i, j, t)) , (5.21)
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donde se modela la vibración como una sinusoidal

Vk(i, j, t) = V0(i, j) sin(ωt+ ϕk(i, j)). (5.22)

Promediando en el tiempo se tiene

〈Ik(i, j)〉 = ĺım
t′→∞

1

t′

∫ t′

0

Ik(i, j, t)dt, (5.23)

o en forma equivalente (Ik(i, j) es periódico)

〈Ik(i, j)〉 =
1

T

∫ T/2

−T/2
Ik(i, j, t)dt, (5.24)

donde T es el peŕıodo de la vibración.

Entonces

〈Ik(i, j)〉 = a(i, j) + b(i, j)J0(V0(i, j)) cos (φ(i, j) + δk) , (5.25)

donde J0 es la función de Bessel de orden cero de primera especie

La ecuación anterior muestra que el salto de fase relativo no se modifica si se

aplican técnicas de promediado temporal.



Caṕıtulo 6

Algoritmos de phase-shifting

sintonizables

Los algoritmos de phase shifting en general requieren de una serie de medidas

de intensidad Im(i, j) (con m = 1, 2, ...,M ) con ciertos saltos de fase δm,

Im(i, j) = I0(i, j) [1 +K(i, j) cos(φ(i, j) + δm)] , (6.1)

donde (i, j) son las coordenadas espaciales y φ(i, j) es la fase que se busca cal-

cular. Las funciones I0(i, j) y K(i, j) son la intensidad media y el contraste del

interferograma respectivamente.

Soluciones con valores de δm arbitrarios pueden encontrarse en los caṕıtulos

3 y 4. En este caṕıtulo se estudian algoritmos donde la diferencia de fase entre

interferogramas es una constante (2α) arbitraria. A estos algoritmos se los conoce

como algoritmos sintonizables (tunable phase shifting algorithms) [29].

Al trabajar con saltos de fase constantes, los mismos pueden escribirse como

δm = 2α
(
m− M+1

2

)
. Esta expresión define los saltos de fase simétricos respecto

a δm = 0, permitiendo reducir la expresión del algoritmo como se verá en las

secciones siguientes.

Usualmente se trabaja con algoritmos de phase shifting donde la diferencia de

78
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fase entre interferogramas consecutivos es constante. En particular en este caṕıtulo

se estudian algoritmos donde la diferencia de fase entre interferogramas es una

constante (2α) arbitraria.

Sustituyendo la expresión para δm en la ecuación (6.1) se tiene

Im = I0

[
1 +K cos

(
φ+ 2α

(
m− M + 1

2

))]
. (6.2)

El caṕıtulo se compone de la siguiente forma: En la sección siguiente se presenta

el algoritmo de phase shifting para M interferogramas. En la sección 6.2 se calcula

el algoritmo para M = 4 y se lo compara con el algoritmo de Carré [15]. Finalmente

se concluye el caṕıtulo en la sección 6.3. El método fue propuesto en [49]

6.1. Algoritmo de phase-shifting

El presente algoritmo se basa en el resultado presentado en el caṕıtulo 4, donde

se propone un método para minimizar la propagación del ruido aditivo y de fase

[34,35,50].

Las expresiones deducidas en el caṕıtulo 4 para pasos arbitrarios son utilizadas

para calcular el algoritmo óptimo para reducir el error por ruido aditivo o de fase

cuando el desfajase entre interferogramas es constante.

Los coeficientes am y bm que minimizan la propagación del ruido son

am = λ1 + λ4 sin(δm) + λ5 cos(δm), (6.3)

y

bm = λ2 + λ3 cos(δm) + λ6 sin(δm), (6.4)
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para m = 1, ...,M , donde




λ1 = C (S3S6 − S2S5) ,

λ2 = C (S3S5 − S2S4) ,

λ3 = C (S2S3 − S1S5) ,

λ4 = C (S1S5 − S2S3) ,

λ5 = C (S2
2 − S1S6) ,

λ6 = C (S1S4 − S2
3)

(6.5)

y 



S1 =
M∑
m=1

1

S2 =
M∑
m=1

sin(δm)

S3 =
M∑
m=1

cos(δm)

S4 =
M∑
m=1

cos2(δm)

S5 =
M∑
m=1

cos(δm) sin(δm)

S6 =
M∑
m=1

sin2(δm)

. (6.6)

Si los saltos de fase son de la forma δm = 2α
(
m− M+1

2

)
, los coeficientes S1,

S2, S3, S4, S5 y S6 son 



S1 = M

S2 = 0

S3 = sin(Mα)
sin(α)

S4 = 1
2

(
M + sin(2Mα)

sin(2α)

)

S5 = 0

S6 = 1
2

(
M − sin(2Mα)

sin(2α)

)

(6.7)

Entonces es posible calcular λm y con ellos los coeficientes am y bm.

bm =
[
2 sin2 (Mα) sin (2α)−M2 sin2 (α) sin (2α)−M sin2 sin (2Mα)

]
sin

[
2α

(
m− M + 1

2

)]

(6.8)
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y

am = sin (α) [M sin (2α)− sin (2Mα)]

[
M sin (α) cos

[
2α

(
m− M + 1

2

)]
− sin (Mα)

]
.

(6.9)

Luego, simplificando la expresión, el nuevo algoritmo es

tan (φ) =
2 sin2 (Mα) sin (2α)−M2 sin2 (α) sin (2α)−M sin2 sin (2Mα)

sin (α) [M sin (2α)− sin (2Mα)]
M∑
m=1

Im sin
[
2α
(
m− M+1

2

)]

M sin (α)
M∑
m=1

Im cos
[
2α
(
m− M+1

2

)]
− sin (Mα)

M∑
m=1

Im

. (6.10)

6.2. Comparación con el algoritmo de Carré

Con el objetivo de ilustrar el desempeño del algoritmo propuesto comenzamos

por la deducción del algoritmo con mı́nimo error causado por la presencia de ruido

aditivo o de fase para el caso que se tengan un conjunto de cuatro imágenes (M =

4), para luego compararlo con el algoritmo de Carré. Se realiza la comparación

con el algoritmo de Carré por ser un algoritmo bien conocido y utilizado bajo

condiciones similares.

Sustituyendo M = 4 en la ecuación (6.10) el algoritmo que se obtiene es

tan (φ) =
2 cos (α) sin (α)

8 sin4 (α)− 12 sin2 (α) + 5

[
(4 cos2 (α)− 1) I1 + I2 − I3 − (4 cos2 (α)− 1) I4

−I1 + I2 + I3 − I4

]
.

(6.11)

Se compara el algoritmo con la parte sintonizable del algoritmo de Carré dado

por

tan (φ) = tan (α)

[
I1 + I2 − I3 − I4
−I1 + I2 + I3 − I4

]
(6.12)

donde α es se calcula como

tan (α) =

√
−I1 + 3I2 − 3I3 + I4
I1 + I2 − I3 − I4

. (6.13)
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Para las simulaciones se utilizó como fase de referencia la función graficada en

la figura 6.1.

x[a
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Figura 6.1: Función utilizada como fase de referencia para las simulaciones.

A partir de la fase de referencia se sintetizaron cuatro interferogramas con

saltos de fase iguales a −3α, −α, α y 3α, con valores de α desde α = 0 hasta

α = π/2. A estos interferogramas se le adicionó cierta cantidad arbitraria de ruido

aditivo.

La figura 6.2 muestra el MSE de la fase calculada como función del valor de α,

para el algoritmo de Carré (Curva continua) y para el algoritmo propuesto (Curva

discontinua). Como se esperaba el error en la fase reconstruida es menor en el

algoritmo propuesto. Un caso particular es para α = π/4 donde los dos algoritmo

coinciden exactamente.
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Figura 6.2: MSE de la fase calculada como función de α.

Para observar la diferencia entre las fases calculadas con los dos algoritmos, se

grafica en la figura 6.3 el resultado del algoritmo de Carré para α = 5
12
π y en la

figura 6.4 el resultado con el algoritmo propuesto.
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Figura 6.3: Fase calculada con el algoritmo de Carré para α = 5
12π.
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Figura 6.4: Fase calculada con el algoritmo propuesto para α = 5
12π.

Las simulaciones previamente expuestas son representativas de una larga serie

de simulaciones realizadas con diferentes algoritmos de phase-shifting sintonizables.

Es importante destacar que cuando se utiliza el algoritmo propuesto con imágenes

que poseen ruido aditivo o de fase, el resultado tiene mı́nima propagación del ruido.

6.3. Conclusiones

Presentamos un método algebraico sistemático para generar algoritmos de

phase-shifting sintonizables para un numero arbitrario M de interferogramas. Los

algoritmos son diseñados de forma que minimizan la propagación de ruido aditivo

o de fase. Como ejemplo se realizó una comparación con el algoritmo de Carré para

el caso de M = 4 obteniéndose resultados notoriamente superiores.



Caṕıtulo 7

Algoritmos para cálculo de

contraste

A pesar de que el objetivo de los algoritmos de phase shifting es calcular la fase

φ(x, y), tanto en el caso de interferogramas con saltos de fase constantes [1,29,51]

o arbitrarios [23, 31–36, 50], el contraste K(x, y) es un factor importante para

determinar la calidad de los datos en determinado punto [1,26,52–54]. Una primera

aproximación al uso de la información en el contraste es excluir del análisis los

puntos que tienen un valor de contraste menor a cierto umbral, ya que estos puntos

tienen baja relación señal-ruido [1].

En la literatura pueden encontrarse algunas técnicas para el cálculo del con-

traste en caso que el desfasaje entre interferogramas sea constante [1], pero no

existe, hasta donde sabemos, ningún tratamiento riguroso cuando el desfasaje es

arbitrario.

En este caṕıtulo se propone un procedimiento para determinar el contraste en

el caso de interferogramas arbitrariamente desfasados. Se estudia como diferentes

fuentes de error se propagan en el algoritmo y se muestra como el cálculo del

contraste puede ayudar a mejorar las técnicas de reconstrucción de fase.

85



7.1. Algoritmo para cálculo de contraste con M pasos arbitrarios 86

El caṕıtulo se organiza de la siguiente forma. En la sección 7.1 se presenta

un procedimiento generalizado para determinar el contraste en el caso de tener

M interferogramas arbitrariamente desfasados. En las secciones 7.2, 7.3 y 7.4 se

estudia la presencia de ruido aditivo y ruido de fase en los interferogramas, y

como determinar el algoritmo óptimo para minimizar la propagación de error. En

la sección 7.5 se muestran algunas simulaciones. Finalmente en la sección 7.6 se

presentan resultados experimentales.

7.1. Algoritmo para cálculo de contraste con M

pasos arbitrarios

Se parte de considerar los coeficientes reales am, bm y cm con m = 1, ...,M ,

siendo M la cantidad total de interferogramas. El objetivo de esta sección es de-

terminar las restricciones que deben verificar los coeficientes am, bm y cm para

poder calcular el contraste K.

Tomando las combinaciones lineales de interferogramas
M∑
m=1

(am + ibm)Im y

M∑
m=1

cmIm, y a partir de la ecuación (4.1), se obtiene

M∑

m=1

(am + ibm)Im = I0

M∑

m=1

(am + ibm)+
I0K

2
eiφ

M∑

m=1

(am + ibm)eiδm+
I0K

2
e−iφ

M∑

m=1

(am + ibm)e−iδm

(7.1)

y

M∑

m=1

cmIm = I0

M∑

m=1

cm +
I0K

2
eiφ

M∑

m=1

cme
iδm +

I0K

2
e−iφ

M∑

m=1

cme
−iδm . (7.2)

Imponiendo que am, bm y cm verifiquen

M∑

m=1

am = 0, (7.3)
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M∑

m=1

bm = 0, (7.4)

M∑

m=1

cm = α, (7.5)

M∑

m=1

am sin(δm) = 0, (7.6)

M∑

m=1

bm sin(δm) = −α/2, (7.7)

M∑

m=1

cm sin(δm) = 0, (7.8)

M∑

m=1

am cos(δm) = α/2, (7.9)

M∑

m=1

bm cos(δm) = 0 (7.10)

y
M∑

m=1

cm cos(δm) = 0. (7.11)

Luego, imponiendo las condiciones (7.3)-(7.11) en las ecuaciones (7.1) y (7.2),

el contraste K puede calcularse como

K = 2

√(
M∑
m=1

amIm

)2

+

(
M∑
m=1

bmIm

)2

M∑
m=1

cmIm

. (7.12)

Por lo tanto, cuando se trabaja con M saltos de fase, se pueden seleccionar 3M

coeficientes reales (am, bm y cm) que verifiquen las nueve condiciones (7.3)-(7.11),

por lo que se tienen 3M−9 coeficientes libres. Por ejemplo en el caso de algoritmos

con tres interferogramas (M = 3) no se tienen parámetros libres para elegir (salvo

por un factor multiplicativo que se cancela en (7.12)), por lo que para un conjunto
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dado de interferogramas con saltos de fase δm, el algoritmo es único. Pero para

M > 3, para cada conjunto de valores δm, el algoritmo de cálculo de contraste no

es único, y por esto, es posible elegir los coeficientes para minimizar la propagación

de diferentes fuentes de error.

7.2. Modelado y estimación del error en el cálcu-

lo del contraste inducido por ruido aditivo

Modelando un interferograma con ruido I ′m(x, y) como la suma de ruido n
(a)
m (x, y)

a un interferograma libre de ruido Im(x, y), se tiene

I ′m(x, y) = Im(x, y) + n(a)
m (x, y). (7.13)

Calculando
M∑
m=1

amI
′
m se obtiene

M∑

m=1

amI
′
m =

M∑

m=1

amIm +
M∑

m=1

amn
(a)
m , (7.14)

entonces, para minimizar la propagación del ruido, asumiendo que el ruido tiene

valor esperado nulo, se tiene que minimizar la desviación estándar de
M∑
m=1

amn
(a)
m ,

o en forma equivalente se debe minimizar

fa(a1, ...aM) = (1/2)
M∑

m=1

a2m, (7.15)

ya que por la fórmula de Bienaymé la varianza de
M∑
m=1

amn
(a)
m , es σ2

n

M∑
m=1

a2m, donde

σn es la desviación estándar del ruido nm.

En forma similar, para
M∑
m=1

bmI
′
m, se debe minimizar

fb(b1, ...bM) = (1/2)
M∑

m=1

b2m, (7.16)
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y para
M∑
m=1

cmI
′
m,

fc(c1, ...cM) = (1/2)
M∑

m=1

c2m. (7.17)

7.3. Modelado y estimación del error en el cálcu-

lo del contraste inducido por ruido de fase

Al considerar el caso de interferogramas con ruido de fase se tiene,

I ′m(x, y) = I0(x, y)
[
1 +K(x, y) cos

(
φ(x, y) + δm + n(p)

m (x, y)
)]
, (7.18)

donde n
(p)
m (x, y) es el ruido de fase.

La ultima expresión puede simplificarse si se considera que el ruido de fase es

pequeño, o sea que n
(p)
m � 1. Entonces, a primer orden en n

(p)
m se tiene

I ′m(x, y) = I0(x, y)
[
1 +K(x, y) cos (φ(x, y) + δm)−K(x, y) sin (φ(x, y) + δm)n(p)

m (x, y)
]
,

(7.19)

por lo tanto calculando
M∑
m=1

amI
′
m se obtiene

M∑

m=1

amI
′
m =

M∑

m=1

amIm−K cos (φ)
M∑

m=1

am sin (δm)n(p)
m −K sin (φ)

M∑

m=1

am cos (δm)n(p)
m .

(7.20)

Definiendo Ns =
M∑
m=1

am sin (δm)n
(p)
m y Nc =

M∑
m=1

am cos (δm)n
(p)
m ,

M∑

m=1

amI
′
m =

M∑

m=1

amIm −K cos (φ)Ns −K sin (φ)Nc. (7.21)

Con el objetivo de minimizar la propagación del error, asumiendo que el ruido

tiene valor esperado nulo, se debe minimizar Ns y Nc. En caso que el valor espe-

rado del ruido no sea nulo, la fase calculada difiere de la real únicamente en una

constante global.
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La varianza de Ns se puede calcular utilizando la fórmula de Bienaymé como

σ2
Ns =

M∑

m=1

a2m sin2 (δm)σ2
n (7.22)

y la de Nc como

σ2
Nc =

M∑

m=1

a2m cos2 (δm)σ2
n, (7.23)

donde σn es la desviación estándar de n
(p)
m .

Ambos, σ2
Ns

y σ2
Ns

, pueden ser acotados por
M∑
m=1

a2mσ
2
n, entonces se debe mini-

mizar

fa(a1, ...aM) = (1/2)
M∑

m=1

a2m. (7.24)

En forma similar, para
M∑
m=1

bmI
′
m, se debe minimizar

fb(b1, ...bM) = (1/2)
M∑

m=1

b2m, (7.25)

y para
M∑
m=1

cmI
′
m,

fc(c1, ...cM) = (1/2)
M∑

m=1

c2m. (7.26)

7.4. Minimización del error en el cálculo del con-

traste

Como se discutió anteriormente, para un conjunto dado de saltos de fase δm,

con el objetivo de minimizar el el error causado por el ruido aditivo y de fase,

se deben seleccionar correctamente los coeficientes am de forma que minimicen la

expresión

f(a1, ..., aM) = (1/2)
M∑

m=1

a2m. (7.27)
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La función dada por la ecuación (7.27) se debe minimizar a la vez que se

verifican las condiciones (7.3), (7.6) y (7.9), lo que se puede realizar aplicando el

método de los multiplicadores de Lagrange definiendo





g1(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

am

g2(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

am sin(δm)

g3(a1, ..., aM , b1, ..., bM) =
M∑
m=1

am cos(δm)− α/2.

(7.28)

Las restricciones son

gk(a1, ..., aM) = 0, (7.29)

con k = 1, 2, 3.

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange se tiene que resolver

el conjunto de ecuaciones

∂f

∂am
=

3∑

k=1

λk
∂gk
∂am

, (7.30)

para m = 1, ...,M .

Entonces, de (7.27) y (7.30) se tiene

am = λ1 + λ2 sin(δm) + λ3 cos(δm), (7.31)

para m = 1, ...,M .

Sustituyendo la ecuación (7.31) en la ecuación (7.29) se obtiene un sistema

lineal 3× 3 que permite calcular los multiplicadores de Lagrange.




M
M∑
m=1

sin(δm)
M∑
m=1

cos(δm)

M∑
m=1

sin(δm)
M∑
m=1

sin2(δm)
M∑
m=1

sin(δm) cos(δm)

M∑
m=1

cos(δm)
M∑
m=1

sin(δm) cos(δm)
M∑
m=1

cos2(δm)







λ1

λ2

λ3


+




0

0

−α/2


 = 0.

(7.32)
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Resolviendo el sistema y sustituyendo λ1−3 en la ecuación (7.31), difiriendo

únicamente por una constante multiplicativa global se obtiene

am =
M∑

k=1

M∑

l=1

[sin(δk)− sin(δl)] [cos(δk) sin(δl) + cos(δm) sin(δk) + cos(δl) sin(δm)].

(7.33)

En forma similar, para bm se tiene

bm =
M∑

k=1

M∑

l=1

[cos(δk)− cos(δl)] [cos(δk) sin(δl) + cos(δm) sin(δk) + cos(δl) sin(δm)]

(7.34)

y para cm

cm = 2
M∑

k=1

M∑

l=1

[cos(δk) sin(δl)− sin(δk) cos(δl)] [cos(δk) sin(δl) + cos(δm) sin(δk) + cos(δl) sin(δm)].

(7.35)

Los coeficientes calculados en las ecuaciones (7.33), (7.34) y (7.35) minimizan

la propagación del error en el caso de interferogramas sin armónicos. En caso de

que se busque eliminar determinados armónicos, se debe agregar a las condiciones

(7.3) - (7.11) otras condiciones que se estudian en un apéndice de este caṕıtulo.

7.5. Simulaciones

Con el objetivo de verificar el correcto funcionamiento del algoritmo propuesto,

en esta sección se presentan algunas simulaciones numéricas.

En nuestras simulaciones consideramos como función de testeo para la intensi-

dad media (I0) la función de la figura 7.1(a), para el contraste (K) la función en

7.1(b) y para la fase la función en 7.1(c)
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(a)
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Figura 7.1: (a)Intensidad media (I0), (b) contraste (K) y (c) fase utilizadas para demostrar el

desempeño del algoritmo propuesto.

Luego se simulan interferogramas con paso arbitrariamente elegidos de valores

δ1 = 0, δ2 = 1,3rad, δ3 = 2,9rad, δ4 = 4,6rad, δ5 = 5,7rad, y δ6 = 6,1rad, con

cierta cantidad de ruido aditivo.

Para calcular el contraste a partir de los interferogramas simulados, se determi-

na el conjunto de coeficientes am, bm y cm a partir de las ecuaciones (7.33), (7.34)

y (7.35). La tabla 7.1 muestra los coeficientes calculados.

a1 9,2213 b1 −2,8905 c1 7,8194

a2 1,1628 b2 −18,9253 c2 15,9973

a3 −17,0807 b3 −3,3606 c3 25,4568

a4 −7,8353 b4 17,3111 c4 15,6771

a5 5,8954 b5 7,4197 c5 8,2393

a6 8,6365 b6 0,4456 c6 7,6273

Tabla 7.1: Tabla de coeficientes para el caso de saltos de fase con valores δ1 = 0 rad,

δ2 = 1,3 rad, δ3 = 2,9 rad , δ4 = 4,6 rad, δ5 = 5,7 rad, δ6 = 6,1 rad.

Finalmente se calcula el contraste a partir de la ecuación 7.12 para interfero-

gramas con diferente nivel de ruido. Las figuras 7.2(a)-(c) muestran el contraste

calculado para interferogramas con ruido aditivo con desviación estándar igual a
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σn = 0 en la figura 7.2(a), σn = 0,02 en la figura 7.2(b) y σn = 0,05 en la figura

7.2(c).

(a)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

1

.5

K

(b)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

1

.5
K

(c)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

1

.5

K

Figura 7.2: Reconstrucción del contraste para diferentes niveles de ruido. Las desviaciones

estándar son σn = 0 (a), σn = 0,02 (b) y σn = 0,05 (c)

Por otro lado se estudia la calidad de la fase calculada por los algoritmos de

phase shifting para diferentes valores de contraste. Se parte por simular interfero-

gramas con la misma intensidad media (I0) y fase que se muestra en las figuras

7.1, pero utilizando para el contraste una función de valor uniforme. Se calcula

la ráız del error cuadrático medio (RMSE) en la fase calculada utilizando el al-

goritmo propuesto en [34, 50] en el caso de interferogramas con ruido aditivo con

σn = 0,05. La figura 7.3 muestra el RMSE como función del contraste desde

K = 0 hasta K = 1. Como se esperaba [34] el error y el contraste tienen una

relación inversamente proporcional.
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Figura 7.3: RMSE de la fase reconstruida en función del contraste (K) en el caso de ruido

aditivo.

Las figuras 7.4(a)-(c) muestran la fase calculada para tres conjuntos de inter-

ferogramas con diferente contraste. Las marcas en la figura 7.3 corresponden a los

resultados de las figuras 7.4(a)-(c).

(a)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

π

-π

P
h
a
s
e
[r
a
d
]

(b)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

π

-π

P
h
a
s
e
[r
a
d
]

(c)

x[a
.u.

]y[a.u.]

0

π

-π

P
h
a
s
e
[r
a
d
]

Figura 7.4: Fases calculadas para diferentes valores de contraste. (a) K = 0,05; (b) K = 0,2;

(c) K = 0,8.

Por último se sintetizan interferogramas con ruido de fase. La figura 7.5 muestra

el RMSE en función del contraste desde K = 0 hasta K = 1.
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Figura 7.5: RMSE de la fase reconstruida en función del contraste (K) en el caso de ruido de

fase.

Las figuras 7.6(a)-(c) muestran la fase calculada para tres conjuntos de inter-

ferogramas con diferente contraste. Las marcas en la figura 7.5 corresponden a los

resultados de las figuras 7.6(a)-(c).
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Figura 7.6: Fases calculadas para diferentes valores de contraste. (a) K = 0,05; (b) K = 0,2;

(c) K = 0,8.

Como se esperaba [50] el error y el contraste no tienen relación en el caso de

ruido de fase dando como resultado un error de valor constante en la figura 7.5.
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7.6. Resultados experimentales

Se capturaron imágenes de un interferómetro propuesto en [2]. Estos interfero-

gramas se muestran en las figuras 7.7(a)-(h). Las imágenes fueron adquiridas con

una cámara monocromática de 8 bits (Model DC310, Thorlabs) con 1024 × 768

pixels. Como objeto de fase se utilizó un patrón con letras grabadas en una placa

recubierta con una capa de ITO. Se adquirieron ocho patrones con saltos de fase

0 rad, 0,8727 rad, 1,5708 rad , 2,9671 rad, 3,6652 rad, 3,8397 rad, 5,0615 rad y

5,7596 rad.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 7.7: Interferogramas adquiridos con saltos de fase: (a) 0 rad; (b) 0,8727 rad; (c) 1,5708

rad; (d) 2,9671 rad; (e) 3,6652 rad; (f) 3,8397 rad; (g) 5,0615 rad; (h) 5,7596 rad.

Con el objetivo de calcular el contraste de los interferogramas se determinan

los conjuntos de coeficientes am, bm y cm. La tabla 7.2 muestra los coeficientes

calculados.
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a1 −21,8107 b1 −13,7772 c1 28,5963

a2 −25,5426 b2 18,1649 c2 34,0865

a3 −15,3443 b3 36,9865 c3 36,9535

a4 17,7895 b4 25,8055 c4 34,0865

a5 25,2213 b5 1,0346 c5 29,6941

a6 25,2074 b6 −5,4866 c6 28,5963

a7 6,0548 b7 −34,3385 c7 24,3060

a8 −11,5753 b8 −28,3892 c8 25,8315

Tabla 7.2: Tabla de coeficientes que minimizan el error en el contraste calculado en

el caso de saltos de fase iguales a 0 rad, 0,8727 rad, 1,5708 rad, 2,9671 rad, 3,6652 rad,

3,8397 rad, 5,0615 rad, 5,7596 rad.

Se aplicó el algoritmo propuesto a los interferogramas adquiridos. La figura

7.8 muestra el contraste calculado (izquierda) y la fase calculada (derecha) que es

consistente con una lámina de ito de 150nm e ı́ndice de refracción igual a 1,7.
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Figura 7.8: Contraste (izquierda) y fase (derecha) calculados del objeto de fase utilizado.
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7.7. Conclusiones

Se presentó un método para calcular el contraste a partir de M interferogra-

mas arbitrariamente desfasados. Se estudió como propaga el error para el caso de

interferogramas con ruido aditivo y con ruido de fase. Luego se optimizó la elec-

ción de los coeficientes del algoritmo para minimizar la propagación del error. Se

realizaron simulaciones con diferente nivel de ruido para mostrar el desempeño del

algoritmo. Finalmente se utilizó el algoritmo propuesto para calcular el contraste

de una serie de datos experimentales.

Apéndice 7.A. Cálculo de contraste a partir de

interferogramas con armónicos

En el caso de interferogramas no sinusoidales, la intensidad puede ser descripta

como la superposición de armónicos de una componente fundamental,

Im = I0

[
1 +

∞∑

p=1

Kp cos [(φ+ δm) p]

]
, (7.36)

donde Kp es la amplitud del p-ésimo armónico. En nuestro caso K1 es el contraste

que se desea determinar.

Con el objetivo de eliminar el error causado por el p-ésimo armónico, es sufi-

ciente con que los coeficientes am, bm y cm verifiquen las condiciones (7.3) - (7.11),

pero también
M∑

m=1

am cos(pδm) = 0, (7.37)

M∑

m=1

am sin(pδm) = 0, (7.38)

M∑

m=1

bm cos(pδm) = 0, (7.39)
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M∑

m=1

bm sin(pδm) = 0, (7.40)

M∑

m=1

cm cos(pδm) = 0 (7.41)

y
M∑

m=1

cm sin(pδm) = 0. (7.42)

Condiciones similares fueron propuestas por Hibino [39] con el propósito de

determinar am y bm para calcular la fase con un algoritmo insensible a armónicos

en el caso de interferogramas equiespaciados.



Caṕıtulo 8

Discusión y conclusiones generales

Como se propuso desde un comienzo, en esta tesis se presenta un método alge-

braico para generar algoritmos de phase-shifting con M pasos arbitrarios, permi-

tiendo trabajar con interferogramas con saltos de fase no constantes. Esto permite

evitar errores causados al trabajar con algoritmos diseñados para saltos de fase

equidistantes.

Se estudió como elegir en forma óptima un algoritmo de pasos arbitrios para

minimizar la propagación del ruido de fase y ruido aditivo en la fase calculada.

Se verificó mediante simulaciones y experimentos el correcto funcionamiento del

algoritmo. Adicionalmente se planteó como lidiar con error en el salto de fase y la

presencia de armónicos.

Se presentó un método para calcular el salto de fase con aplicaciones a la

interferometŕıa, deflectometŕıa y perfilometŕıa 3D por proyección de franjas. A di-

ferencia de otros algoritmos previamente presentados en la literatura, el propuesto

no requiere hipótesis sobre los valores de la intensidad media (I0(x, y)), el con-

traste (K(x, y)) o la cantidad de franjas en los interferogramas. Se estudió como

el filtrado de las imágenes adquiridas afecta el salto de fase, demostrándose que

los interferogramas filtrados poseen el mismo salto de fase que las imágenes no

filtradas.
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Se presentó un algoritmo sintonizable para M interferogramas que minimiza la

propagación del ruido de fase y aditivo.

Finalmente se presentó un método para calcular el contraste de la interferencia

a partir de M interferogramas arbitrariamente desfasados. El contraste permite

evaluar la calidad de los datos adquiridos. Se optimizó la elección de los coeficientes

del algoritmo para minimizar la propagación del error causado por el ruido aditivo

y el ruido de fase.

En un futuro trabajo se buscará seguir investigando con el objetivo de desa-

rrollar un nuevo algoritmo que permita calcular, en forma anaĺıticamente exacta,

la fase y los saltos de fase cuando se trabaja con saltos arbitrios. Esto permitiŕıa

evitar la calibración previa de los sistemas para ajustar el desfasaje generado.
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