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Resumen

La Matematica Educativa se ocupa, entre otras cosas, de buscar herramientas que permitan
explicar cdmo se construye, adquiere y difunde el conocimiento matematico, en los diferentes
ambitos en los que se presenta. Esta investigacion se centra especificamente en el concepto de
limite, buscando responder por qué se lo ensefia de la forma en que lo hacemos actualmente.
Para ello, fue necesario dejar de considerar al conocimiento matematico —en este caso el
concepto de limite- como un saber preexistente al sujeto que aprende y con un lugar
predeterminado en un cuerpo de conocimientos socialmente legitimados para comenzar a
considerar las practicas que le dieron origen y promovieron su desarrollo y difusion.

Nos interesa particularmente describir como esas practicas norman el quehacer de los actores
involucrados tanto en la construccion como en la transmision de ese concepto. Para ello
distinguimos dos ambitos: el cientifico, donde el saber se desarrolla a la interna de las
comunidades matematicas, y el escolar, con el fin de estudiar el papel de las préacticas en la
institucionalizacion escolar.

Debido al interés por analizar las practicas que dan origen y norman la construccion de
conocimiento matematico, fue necesario la consideracion de una perspectiva que atiende a las
dimensiones cognitiva, epistemoldgica y didactica del conocimiento matematico atravesadas
por su componente social. Tal perspectiva es la socioepistemologia, y nos basamos en su
modelo de practicas sociales, practicas de referencia y actividades para estructurar los
resultados de la investigacion. Esta teoria reconoce particularmente el papel de los escenarios
sociales en los que se desarrolla el saber; en particular esta investigacion se centra en el
escenario del sistema educativo uruguayo actual.

Observamos asi que las practicas sociales detectadas en el ambito cientifico se reinterpretan
de diferente forma segun el paradigma correspondiente a cada momento y en cada &mbito —el
cientifico y el escolar-, por lo que dan lugar a la identificacion de diferentes practicas de
referencia y actividades. Este modelo permitid dar respuesta a la pregunta inicial a traves de
la consideracion de todo un proceso de institucionalizacion del concepto de limite, en el que
se identificaron varios momentos. Tal proceso ubica a cada uno de los actores como
miembros cuyas practicas norman el quehacer de otros, a la vez que se ven permeados por las

practicas de los demas actores.
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Abstract

Mathematics Education is responsible, inter alia, to look for tools that explain how to build,
acquire and diffuse mathematical knowledge in the different contexts in which it occurs. This
research focuses specifically on the concept of limit, seeking to answer why it is teached as
we do today. To this end, it was necessary to stop considering the mathematical knowledge -
in this case the concept of limit-, as a pre-existing know and with a predetermined place in a
socially legitimated body of knowledge to begin to consider the practices that gave rise and

promoted its development and diffusion.

Our main purpose is to describe how these practices models the actions of the actors involved
in both construction and transmission of that concept. To do this we distinguish two contexts:
scientific, where knowledge is developed internally at the mathematical community, and
schoolar context, to study the role of practices in the institutionalization at school.

Because of the interest in analyzing the origins and practices that models the construction of
mathematical knowledge it was necessary the consideration of an approach that addresses the
cognitive, epistemological and teaching dimensions of mathematical knowledge crossed by
its social component. Such a perspective is the socioepistemology, and we base on its model
of social practices, reference practices and activities to structure the results of the
investigation. This theory recognizes the role of particular social settings in which knowledge
is developed; in particular this research focuses on the scenario of the nowaday Uruguayan

educational system.

We note as well that social practices identified in the scientific context are reinterpreted in
different ways according to the paradigm for each moment and in each context, the scientist
and the scholar, and therefore lead to the identification of different reference practices and
activities. This model allowed answering the initial question through the consideration of a
process of institutionalization of the concept of limit, which were identified several moments.
This process places each of the actors as members whose practices models the actions of
others while they are influenced by the practices of other actors.

Mag. Verdnica Molfino Vigo ii
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Introduccién

Muchas son las investigaciones desarrolladas en Matematica Educativa alrededor del
concepto de limite de funciones, su ensefianza y su aprendizaje. Ellas han logrado
explicaciones acerca de por qué los estudiantes no aprenden el concepto, cudles son los
procesos cognitivos y didacticos relacionados con el aprendizaje del limite y cuéles son las
posibles alternativas de abordaje para el concepto de limite. También se han enfatizado los
aspectos socio-historicos de la evolucion del concepto para investigar como se ha ido

constituyendo la construccién del concepto de limite™.

En esta investigacion proponemos también una investigacion en torno al concepto de limite,
pero desde una perspectiva diferente. Proponemos un estudio cuyo énfasis no esté en el limite
como objeto preexistente en un cuerpo de conocimientos matematicos validados socialmente,
sino que trate con los fendmenos de producciodn, adquisicion y difusion de ese conocimiento
matematico. Planteamos una discusion sobre el limite en el paradigma actual de ensefianza
del Calculo en la que se reconozca el papel de los escenarios socio-histérico culturales en los
que se desarrollé dicho saber. Ello reconoce al hombre haciendo matematicas en un escenario
cultural e histéricamente situado, y nos permite analizar, entonces, el porqué ensefiamos hoy

el limite de la manera como lo hacemos, pregunta central de la investigacion.

Buscamos una explicacion acerca de como el saber matematico referido al limite de una
funcién se volvio un saber institucionalizado; esto es, cbmo se constituy0 en un cuerpo de
saber validado y aceptado social y culturalmente en el sistema escolar, entendido como una
institucion.

Para llevar a cabo un estudio de este tipo reconocemos la necesidad de analizar dos ambitos
que componen tal institucionalizacion: el ambito cientifico, en el que el saber es acufiado de
determinada manera por determinados grupos de actores —comunidades matematicas-, y el
ambito escolar, en el que el saber es difundido de determinada manera, y responde a las
necesidades de un determinado contexto sociocultural. Cada &mbito responde a paradigmas
diferentes, que a su vez son dindmicos respecto del tiempo. La interaccion entre ambos

ambitos conforma también dicha institucionalizacién, ya que uno se nutre del otro.

! Algunas de estas investigaciones se desarrollan en el capitulo 2, dedicado al Estado del Arte sobre el limite en
Matemética Educativa.

Mag. Verdnica Molfino Vigo 1
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Dado que nos importa reconocer el papel de los escenarios socioculturales y de la escuela
como una institucion, se ha decidido delimitar la investigacién para el andlisis de un

escenario especifico, que es el del contexto educativo uruguayo.

Una de las hipdtesis que surge de tal analisis, es que la institucionalizacion es un proceso en
el que ademas de los procesos de transposicion del saber matematico en cuestion —el limite
funcional- existen practicas subyacentes como la formalizacion, la generalizacion y la
difusién que dan cuenta de aquello que va constituyendo al concepto de limite. Pareceria que
estas practicas estarian ejerciendo un rol normativo sobre las decisiones que se han ido
tomando en la matematica escolar acerca de la ensefianza del concepto de limite, rol que es
asumido mas no comprendido por el docente. El proceso que finalmente proponemos debe
entenderse como un “corte transversal” en el sistema en su conjunto, conformado por los dos
ambitos considerados en la investigacion: el cientifico y el escolar. En lugar de pensar en un
proceso desde un punto de vista cronolégico (una etapa a continuacion de otra), interesa
analizar como aquéllas practicas generan normas especificas para cada ambito, que se

plasman en practicas y actividades explicitas de los actores de cada uno de ellos.

La teoria de la transposicion didactica (Chevallard, 1991) se dedica a explicar el transito del
saber entre el ambito cientifico y el escolar. Si bien es de capital importancia para
comprender algunos de los procesos inherentes a la conformacion del discurso escolar actual
en torno al concepto de limite, no la consideramos adecuada para un analisis del tipo que
estamos proponiendo, precisamente porque se ocupa del transito del saber sabio al saber a
ensefar, pero no atiende a las practicas de cada grupo de actores que son las que generan

aquél saber.

Desentrafiar el proceso de institucionalizacion del conocimiento matematico involucra el
analisis de como se integra un determinado saber al cuerpo socialmente aceptado de
conocimientos matematicos y como se desarrolla dicho saber en las instituciones educativas.
Esto implica estudiar qué es lo que favorece que se instituya un determinado conocimiento y
no otro, qué practicas norman la decision de que ese conocimiento se torne central para una
determinada teoria y qué factores socioculturales influyen en su difusion. El analisis de los
procesos de institucionalizacion no solo explicaria como un conocimiento se preserva en el

tiempo, sino también cdmo evoluciona e innova (Covian, 2005; Tuyub, 2008).

Un analisis de este tipo problematiza la ensefianza actual del limite de tal manera que abre la
posibilidad de cuestionamientos en la comunidad escolar acerca de su tratamiento escolar, y

de como y por qué los actores involucrados en la conformaciéon de los programas deciden qué
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debemos ensefiar y aprender de los conceptos del Célculo, y del limite en particular. Se
espera que este trabajo promueva una reflexion colectiva acerca de por qué cada docente
prepara y lleva a la préctica los cursos de la manera en que lo hace y ello permita la busqueda
de propuestas alternativas y el compromiso con ellos. No solamente en la forma en que se
ensefia el concepto de limite sino especialmente en el rol que este contenido juega en la

estructuracion de los cursos de Calculo.

A continuacion presentamos una breve descripcion de cada uno de los capitulos que compone

la investigacion:
Capitulo 1: Antecedentes y problematica de la situacion

En este capitulo se desarrollan los antecedentes de la investigacion, compuestos, por un lado,
por una breve descripcion del paradigma actual de la ensefianza de la Matematica en el
contexto educativo uruguayo y un estudio especifico sobre el concepto de limite realizado a
estudiantes, y, por otro lado, por una descripcion de otros paradigmas de ensefianza del
Célculo, que hemos dado en llamar “otros” calculos. En el ultimo apartado se desarrolla el
planteamiento de la problematica a analizar.

Capitulo 2: Estado del arte: el limite en Matematica Educativa

Este capitulo se dedica a exponer algunas de las investigaciones relativas al concepto del
limite, su ensefianza y aprendizaje en la Matemética Educativa. Se estructuran las
investigaciones en cuatro grandes grupos: segun el polo de la triada didactica en la cual se
centran encontramos a los que enfatizan en los aspectos cognitivos (Tall, 1980, 1991 y 1992;
Vinner, 1991, entre otros), en los aspectos epistemoldgicos (Cornu, 1986; Sierpinska, 1987;
Dubinsky, 1991 y 2000, entre otros) o en los aspectos didacticos (Bokhari y Yushau, 2006;
Bucari, Bertero y Tripoli, 2007, entre otros). Otro grupo de investigaciones se centran en los
aspectos sociohistoricos: Bagni, 2005; Blazquez y Ortega, 2002; Hitt, 2003; Juter, 2006, entre

otros.

Un altimo apartado incluye reflexiones acerca del tipo de explicaciones que se pueden
brindar a la problematica en funcion de las investigaciones reportadas, asi como acerca de por
qué es necesario un abordaje diferente de la misma para lograr el objetivo de nuestra

investigacion.
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Capitulo 3: Estado del arte: la institucionalizacion en la investigacion en Matematica

Educativa

En este capitulo se presentan los antecedentes de la Matematica Educativa en torno a la
institucionalizacion y los procesos de institucionalizacion. En un primer apartado se presenta
la teoria de Transposicion Didactica desarrollada por Chevallard a principios de los ’80. La
misma permite explicar la transposicion del saber entre los dos dmbitos considerados en la
investigacion: el cientifico y el escolar. En un segundo apartado se desarrolla la
institucionalizacion desde diferentes perspectivas tedricas: la que aporta la sociologia del
conocimiento (Berger y Luckmann, 2001), la que aporta la Teoria de Situaciones Didacticas
(Brousseau, 1997), y la que se aporta desde la socioepistemologia, perspectiva tedrica que se
sigue en la investigacién (Cordero, 2006, Garcia Torres y Cantoral, 2007, entre otros).

Por ultimo, en este capitulo se presentan las primeras apreciaciones sobre los procesos de
institucionalizacion del concepto de limite, elaboradas en base a las consideraciones de los
dos primeros apartados. En ellas se describen los rasgos generales de las etapas que transita el
concepto de limite en el &mbito cientifico del proceso de institucionalizacion y los momentos

que transita en el ambito escolar.
Capitulo 4: Aspectos tedricos y metodoldgicos

Dedicamos este capitulo al desarrollo de los aspectos tedricos y metodoldgicos empleados en
la investigacion. En ambos casos se vio la necesidad de trabajar con herramientas diferentes
que dieran respuesta a las necesidades especificas de cada ambito —el cientifico y el escolar,
por lo que se desarrollaron por separado dichas herramientas, explicando los vinculos entre
ellas. En el Gltimo apartado de este capitulo se explica cdmo se aplicaron los modelos tedricos
y metodoldgicos descriptos para el caso especifico de esta investigacion, y en qué

consistieron las herramientas utilizadas.
Capitulo 5: Andlisis de los procesos de institucionalizacion

Este capitulo es en el que se presenta el desarrollo de la implementacién de los modelos
descriptos en el capitulo anterior, asi como los resultados a los que condujo tal
implementacion. Se describe, por un lado, el analisis socio-histdrico-epistemoldgico al seno
de la comunidad matematica, estudio que condujo a la elaboracién de una epistemologia de
practicas sobre el concepto de limite. Por otro lado, se realiza un analisis del discurso
matematico escolar, especifico para el contexto educativo uruguayo y desde una perspectiva

que entiende al discurso como accion. Tal andlisis se llevd a cabo utilizando como
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herramienta metodologica el Analisis Critico del Discurso (ACD) (Van Dijk, 1999;
Fairclough y Wodak, 2001) por lo que precis6 una descripcion de la evolucion del contexto
educativo uruguayo asi como de una descripcion de los elementos del discurso analizados. En
el dltimo apartado se describen los momentos en el ambito escolar del proceso de
institucionalizacion a través del analisis del discurso como accién social, utilizando como
herramienta metodoldgica al ACD. Dicho analisis permitié concluir en la forma en que las
practicas sociales detectadas en la conformacion del concepto en el ambito cientifico, son
reinterpretadas en cada momento del ambito escolar, dando lugar a practicas de referencia y

actividades especificas para cada uno de esos momentos.

Capitulo 6: Reflexiones finales

En este capitulo se presentan los principales resultados y se desarrollan las reflexiones finales
de la investigacion, estructuradas en tres apartados. El primero hace referencia a los aportes
desde lo tedrico-metodoldgico, el segundo hace referencia a los resultados ‘experimentales’
de la investigacion y el dltimo nuclea las consideraciones recabadas a lo largo de toda la
investigacion para explicar el proceso de institucionalizacion del concepto de limite en el

ambito educativo uruguayo y dar respuesta al cuestionamiento original.
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Capitulo 1 - Antecedentes y problematica de la
Investigacion
1.1. Presentacion

En este capitulo nos proponemos describir la problematica de la investigacion. Para ello, en
primer lugar presentamos, a traveés de los antecedentes de la investigacion, una breve

descripcion de como fueron evolucionando los intereses de la investigacion.

En un primer momento el interés del trabajo se focalizaba en buscar evidencias acerca del
tratamiento escolar del concepto de limite en el contexto educativo uruguayo, desde el ambito
concreto del aula en el contexto actual. Para ello se realizd un estudio exploratorio que
indagara sobre los aprendizajes de los estudiantes en torno al concepto de limite: su
definicion, sus aplicaciones a problemas practicos y su aplicacion a la demostracion de

teoremas.

Se presenta entonces como primer antecedente el analisis de una experiencia llevada a cabo
entre estudiantes que tenian caracteristicas muy especiales: estudiantes de ultimo afio de
Bachillerato Nacional, opcion Ingenieria (actual Fisico-Matematica), de un colegio en
Montevideo que les ofrece una doble escolarizacion, caracterizado por un nivel
socioecondmico alto de sus estudiantes. Estos estudiantes, ademas de estar cursando el utlimo
afio de Bachillerato Nacional, ya habian cursado e incluso tenian aprobado el Bachillerato
Internacional del programa de la Unversidad de Cambridge.

El anélisis de las producciones de los estudiantes arrojo que muchos de ellos conocen la
nocion de limite y la utilizan para resolver problemas de contexto matematico como su
calculo o la interpretacion de graficas que atendieran a diferentes representaciones — analitica,
grafica, tabular o verbal- en el momento de aplicada la prueba. Sin embargo, la mayoria no
fueron capaces de reproducir la definicion del concepto ni utilizarla en la demostracion de un

teorema.

Es asi que después de esta primera instancia, la investigacion se aboc6 ya no en conocer qué o
cémo aprenden los estudiantes, sino en cdmo son las practicas escolares asociadas al
concepto de limite y cudles son las causas que condujeron a que esas practicas sean de esa

manera.

Para ello, se entendid necesario presentar una breve descripcion del contexto educativo

uruguayo, especificamente en lo que hace a la ensefianza de la matemaética, lo que constituye
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otro antecedente importante de la investigacion. Se exponen alli elementos socio-histérico-
culturales que caracterizan al pais y a su contexto educativo. Por un lado ellos enmarcan la
investigacion en un contexto sociocultural determinado, pero a la vez la justifican, explican

por qué es necesaria este tipo de investigacion y en este contexto.

Con el fin de comprender la ensefianza del concepto de limite en particular, y del célculo en
general, desde un contexto amplio, es que se presentan como tercer y Gltimo antecedente una
serie de propuestas para su ensefianza, que denominamos “otros” calculos. Estos
acercamientos son fruto de una de las lineas de investigacion de la aproximacion
socioepistemoldgica: la del desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional. En este
apartado discutimos los aportes de Cordero (2006), Alanis (1996), Cantoral y Montiel (2001),
Salinas, Alanis, Pulido, Santos, Escobedo y Garza (2003) y Dolores (2007).

Por ultimo se desarrolla el planteamiento del problema, donde se retoman las caracteristicas
sefialadas en los apartados anteriores para problematizarlas en el marco de la investigacion en
Matematica Educativa. En este apartado se explicitan el objetivo y la pregunta central de la
investigacion, a la vez que se eshozan las primeras herramientas para el reconocimiento de un
proceso de institucionalizacion del concepto de limite y la necesidad de un marco teérico y

metodoldgico especifico para su estudio.

1.2. Antecedentes
1.2.1. Estudio exploratorio con estudiantes
1.2.1.1. Descripcion del estudio

En una primera instancia se realiz6 un estudio exploratorio que consistié en la aplicacion de
una serie de actividades para analizar los aprendizajes de un determinado grupo de
estudiantes en torno al concepto de limite. En particular se buscaba detectar si los estudiantes
utilizan la definicion formal —tratada en clase— de limite para resolver actividades en torno a

él o utilizan alguna otra herramienta cognitiva o aproximacion diferente.

Es importante aclarar que este estudio fue realizado con otros objetivos, no especificamente el
de la investigacion, es por eso que no responde a las herramientas teorico-metodologicas
desarrolladas mas adelante sino a teorias de corte méas cognitivo (Tall y Vinner, 1981). De
todas formas, creemos necesario su presentacion en el marco de la investigacion ya que

constituyd un antecedente relevante para el planteo del cuestionamiento central del trabajo.
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En la prueba se proponen actividades disefiadas para analizar las producciones de los
estudiantes en torno al concepto de limite en diferentes situaciones. Para resolverlas los
estudiantes pueden evocar diferentes aspectos del concepto. Las cuatro primeras pueden ser
abordadas por los alumnos utilizando aproximaciones intuitivas del concepto, en ellas
interviene el concepto de limite desde sus diferentes registros de representacion: analitico
(actividad 1), grafico (actividad 2), tabular (actividad 3) y verbal (actividad 4). En la
actividad 5 se les pide a los estudiantes que evoquen explicitamente la definicion de limite de
funciones expuesta por su docente (en el caso del estudio era la definicion formulada en
términos de € y 8°) y en la sexta actividad se pretende evaluar el entendimiento de la misma y
la habilidad para aplicarla en la demostracion de un teorema. En el anexo | se encuentra la
propuesta completa de la actividad exploratoria.

1.2.1.2. Descripcion del grupo de estudiantes

La prueba se aplico en agosto de 2007 a un unico grupo de diecinueve estudiantes de un
grupo de orientacion “Ingenieria” de 6° afio de Bachillerato de una Institucién de Educacién
Secundaria de Montevideo. A diferencia del resto de las Instituciones del pais, en ésta los
alumnos cursan siete afios de primaria y seis de secundaria, por lo que tienen en promedio un

afio mas que estudiantes de otros Institutos que cursan el mismo afio escolar (18-19 afios).

Es un colegio privado de Montevideo con la particularidad de que los estudiantes reciben una
doble escolarizacién: cursan de manera paralela los Bachilleratos Nacional e Internacional, lo
que suma un total de 8 horas diarias de clase. Todos los estudiantes con los que se trabajo en
la experiencia aprobaron en mayo de 2007 los examenes correspondientes al Bachillerato
Internacional, entre ellos el de Maths (Standard o High Level). Este curso incluye una
introduccién al calculo diferencial e integral: concepto, célculo y aplicaciones de funciones,
derivadas, integrales. A su vez, estos estudiantes aprobaron el examen de Matematica B de 5°
Cientifico (Geometria Métrica), y en su mayoria también el de Matematica A (Precélculo),
aunque algunos revalidaron esta Gltima con la materia Maths del Bachillerato Internacional.
Estos cursos de 5° afio a los que hacemos referencia corresponden al plan del Bachillerato

Nacional vigente en el momento en que fue desarrollada la experiencia (plan 1986).

21im o f(x) = b si y sélo si para todo real & > 0, existe un real & > 0 tal que si 0 < [x —a| < §entonces [f(x) - b]
<g.
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Estos antecedentes, sumados al hecho de que se puede suponer por la opcion realizada que los
estudiantes tienen una buena disposicion al aprendizaje en la materia, otorgan caracteristicas
particulares a este grupo. Se podria suponer que éste es un grupo de “buenos estudiantes”,
desde la vision de lo que un profesor de Matematica espera de sus estudiantes. Precisamente
se buscaba esto para analizar los obstaculos que, aun a pesar de estas “ventajas”, presenta la

introduccion del concepto en esta etapa de la formacion matematica de los estudiantes.

Con respecto al curso, vale decir que esta orientacion del plan 1986 tiene tres cursos de
Matematica: Matematica “A” (Introduccion al Analisis de Funciones de una variable real),
Matematica “B” (Geometria Analitica) y Matematica “C” (Geometria Descriptiva). En el
curso de Introduccién al Analisis (Matematica A) se comenzé trabajando con sucesiones, se
defini6 limite de sucesiones y se trabajé con algebra de limites en ese contexto. Mas adelante
se comenzo el trabajo con funciones, limite de funciones (se utilizaron teoremas de pasaje
para realizar la transferencia entre ambos conceptos), se demostraron teoremas relativos
(especialmente el de conservacion del signo) y se aplicaron al calculo de limites
(introduciendo el orden entre infinitos y entre infinitésimos, infinitos fundamentales, etc.). En
el momento de la aplicacion de la prueba en el curso se estaba trabajando con el concepto e

interpretacion grafica de las derivadas primera y segunda.

A priori, se esperaba que los estudiantes demostraran una nocion intuitiva correcta del
concepto, la que les permitiera resolver exitosamente cierto tipo de actividades, pero que no
lograran reproducir la definicion formal, mostrando incluso que no les aporta entendimiento

(y puede incluso conducir a mayores confusiones).

1.2.1.3. Analisis de las producciones de los estudiantes
Se dedicaron 50 minutos para resolver la actividad y no se registraron solicitudes de tiempo
extra. Los estudiantes tenian disponible calculadoras cientificas y/o gréaficas, lapiz y papel. A

continuacion se presenta el resumen de las producciones de los estudiantes:

Actividad 1:

x> —5X+6

Halla lim, , 3
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Resolvieron correctamente con el planteo adecuado: 10 53%
Responden “Indeterminado”™ 2 11%
Factorizan pero no llegan a resolver o resuelven mal 5 26%
Intentan cambio de variable pero no llegan 1 5%
Da respuesta correcta pero sin planteo 1 5%
Tabla 1: Respuestas de estudiantes para la actividad 1
Actividad 2:
El siguiente es el bosquejo de una funcion h de dominio real:
Halla: 4“
e lim__h(x) e lim_, h(x) i e
o lim . h(x) e lim . h(x) 5 /
e lim_, h(x) e lim,,h(x) R
e h) . h@) / ! )
Limites laterales bien: 18 95%
Limites laterales mal o no responde: 1 5%
Limites bien®: 13 68%
Limites mal o no responde: 6 32%
Valores numéricos bien: 7 37%
Solo bien h(1) 8 42%
Valores numéricos mal o no responde: 4 21%

Tabla 2: Respuestas de estudiantes para la actividad 2

® Este es un término tradicionalmente aceptado y utilizado en las practicas educativas en Uruguay para
caracterizar aquellos limites que no se pueden calcular mediante la aplicacién directa de propiedades relativas al
algebra de limites, como los casos: 0.c0, oo/, 0/0, etc.

* Se consider “Bien” el caso en que no respondian el lim para x—1, se sobreentiende que se dieron cuenta que
no era igual y no supieron qué responder, pero es importante decir que es significativo la cantidad de estudiantes
que no respondieron este item (8 de los 13 que respondieron supuestamente bien).
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Actividad 3:

Dada la siguiente funcion: k : R—{3} —R/k (x) = X_+§’
X_

a) Completa la siguiente tabla:

X k(x) X k(x)
2 4
2.5 3,5
2.8 3,1
2,9 3,01
2,99 3,001
2,999 3
b) Halla:
e k(2
o lim_,,k(x)
e Kk(3)
e lim_,k(x)
Correcto”: 16 84%
Error en el limite para x—3: 2 11%
No responde 1 5%

Tabla 3: Respuestas de estudiantes para la actividad 3

Actividad 4:
La poblacién N de una ciudad pequefia en t afios a partir de ahora se predice que sera:

10000

N = 20000 + .
(t+2)

Determina el nimero de habitantes de esta ciudad a largo plazo.

Correcto®: 17 89%

Plantea pero no termina o no responde: 2 11%

Tabla 4: Respuestas de estudiantes para la actividad 4

® Se admiti6 la respuesta “oo” para el limite de x—3, sin exigir limites naturales. La idea era investigar su idea
intuitiva. Llama la atencion que la mayoria no se fijan en la tabla sino que calculan el limite con las reglas
conocidas.

® Excepto en un caso, en todos se plantea el limite y el calculo con detalle.
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Actividad 5:

Escribe la definicion de limite finito de una funcion real en un punto a de su dominio.

Correcto: 3 16%
Responde algo incorrecto: 7 37%
No responde: 9 47%

Tabla 5: Respuestas de estudiantes para la actividad 5

Actividad 6:
Consiste en completar espacios en blanco con algunas justificaciones ausentes en una
demostracion que se presenta del teorema de conservacion del signo (se puede ver la

propuesta completa de la actividad en el anexo 1)

Completan correctamente los espacios en blanco

o 6 32%
y las justificaciones:
No reconocen la aplicacion de la definicién de
limite pero completan correctamente el resto de 4 21%
las justificaciones:
Completan en forma incorrecta los cuatro
primeros espacios y no completan las restantes 2 11%
justificaciones
No responden o solo escriben “por hipdtesis”

7 37%

donde corresponde:

Tabla 6: Respuestas de estudiantes para la actividad 6

Se puede apreciar como los estudiantes fueron capaces de resolver con relativo éxito las
primeras actividades pero fracasaron en la definicion de limite y en el reconocimiento de la
misma en la demostracion de un teorema. Los estudiantes parecen tener una “imagen
conceptual” (en el sentido de Tall y Vinner, 1981) rica del concepto, y eso es lo que utilizan a
la hora de resolver actividades. Solo muy pocos alumnos (16% en la actividad 5y 32% en la
actividad 6) tienen un manejo fluido de la definicién formal del concepto, ya sea para

reproducirla explicitamente o para aplicarla.
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Esto nos condujo a reflexionar sobre la pertinencia de insistir, en cursos introductorios, en la
formalizacion del concepto de limite. El tiempo dedicado, ¢es realmente fructifero? Por lo
tanto, surgieron interrogantes acerca de como estan abordando el tema los docentes en el

contexto educativo uruguayo y por qué lo hacen de esa manera.

Es asi que después de esta primera instancia, la investigacion se aboco ya no en conocer quée
aprenden los estudiantes sobre el concepto de limite, sino en como son las practicas escolares

asociadas y cuales son las causas que condujeron a que esas practicas sean de esa manera.
1.2.2. La ensefianza de la Matematica en el contexto educativo uruguayo
1.2.2.1 — Uruguay y su relacion con la region y con el mundo

Uruguay es un pais Latinoamericano, ubicado especificamente al sur de Brasil y al este de
Argentina, con una poblacion de 3,2 millones de habitantes segun el censo del afio 2004 del
Insituto Nacional de Estadistica (2004). Ademas de su reducido tamafio y poblacion (es el
segundo pais mas chico de Sudamérica después de Surinam y el tercero menor en poblacion,
después de Surinam y Guyana), dos factores influyen fuertemente en que este pais tenga
caracteristicas especiales dentro del continente: por un lado, préacticamente no existen
habitantes nativos ya que los indigenas que sobrevivieron a la invasion espariola y portuguesa
fueron exterminados en 1831 por el primer gobierno del Uruguay independiente. Por otro
lado, este pais albergd a muchos inmigrantes europeos, mayoritariamente espafioles e
italianos pero también de otras nacionalidades, que, huyendo de la Segunda Guerra Mundial,

a mediados del siglo XX, se radicaron en Uruguay.

Ambos factores influyen en que éste sea un pais cuya poblacién esta basicamente conformada
por inmigrantes, con su consecuente influencia sobre los aspectos culturales generales de la
sociedad, y particularmente sobre la educacion. Otra de las consecuencias de este hecho es el
fuerte vinculo que muchos de los habitantes de Uruguay aun mantienen con familiares o
amigos en Europa, especialmente en Espafa e Italia, e incluso el sentido de pertenencia y

apego que se siente con dichos paises, su cultura y su pueblo.

Es necesario indicar aun otro factor que influye sobre la peculiar caracteristica del pueblo
uruguayo, en lo que hace a la conformacion de su juventud, lo que afecta fuertemente a la
poblacion, y es el referido a la emigracion. Como primer antecedente cercano, podemos
mencionar la fuerte emigracion que se dio en la década del *70, durante el periodo de facto
ocurrido entre los afios 1973 y 1984 en nuestro pais, al igual que en muchos otros paises de la

regién. En ese caso los emigrantes fueron principalmente jovenes, muchos de ellos militantes
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en movimientos universitarios. Uno de los paises donde estos jovenes se erradicaron fue
Argentina, pero varios de ellos emigraron a paises europeos, favorecidos por un lado por los
vinculos familiares y culturales previamente descriptos pero también por las politicas
especificas de dichos paises para recibir exiliados. Terminado el periodo de facto, algunos de
ellos volvieron y se insertaron en la comunidad, trabajando y estudiando —lo que implic6 una
segunda influencia sobre la comunidad, incluida la comunidad escolar—, y muchos otros se

mantuvieron radicados en otros paises.

Otro segundo antecedente de emigracion, ain mas cercano, es el que se produjo a partir de la
crisis econdmica ocurrida en la region sudamericana en 2002 (especialmente en Argentina y
Uruguay). Esta fue una crisis que afecté a todos los grupos sociales y de todas las edades.
Nuevamente los jovenes, y especialmente los jévenes con estudios superiores, al no encontrar
lugares donde desempefiar un cargo acorde a sus estudios o en donde fueran bien
remunerados, optaron por aceptar ofertas laborales o de estudio que les ofrecian en el
extranjero. Este fendmeno ha comenzado a revertirse, lentamente, a raiz de la crisis
econdmica sufrida en los paises del blogue occidental de Europa y Asia comenzada en 2009 y
de la prosperidad econdmica y social que se vive actualmente en Uruguay como pais en vias

de desarrollo.

Mencionamos estos hechos a modo de breve explicacion y descripcién de la coyuntura actual
nacional de la poblacion uruguaya, sin pretender con ello bosquejar un panorama completo de
la situacion, lo que implicaria un estudio que esta fuera de los objetivos de esta investigacion.
Todos los mencionados son fendmenos que atienden a una multiplicidad de variables
sociales, econOmicas, culturales, demogréaficas e histdricas, cuyo analisis esta lejos del
alcance de nuestra investigacion. Sin embargo, consideramos que explicitarlos brinda
herramientas para una justificacion de la problematica que se desea estudiar, en lo que hace
especificamente a la ensefianza de la Matematica en Uruguay. Se detalla en el siguiente
apartado la influencia que tiene cada uno de estos fendmenos en la ensefianza de la

Matematica en el Uruguay.

1.2.2.2 — Influencia en el contexto educativo uruguayo

En primer lugar, el hecho de que Uruguay sea un pais chico en relacion a otros paises del
continente, en tamafio y en poblacion, ha permitido que determinadas préacticas relacionadas

con la ensefianza de la matematica se compartieran y difundieran “extraoficialmente”. A su
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vez, caracteristicas propias de la formacion docente en Uruguay acentlan esta forma peculiar
de difusién: durante dos de los cuatro afios de la carrera de profesorado, por ejemplo, los
estudiantes deben asistir regularmente durante un afio lectivo al curso de un profesor egresado
para observar sus practicas y, ocasionalmente, preparar e implementar una unidad del
programa o parte de ella. En el ultimo afio los estudiantes tienen a cargo un curso pero son
guiados por un profesor de Didactica de Matematica. En el caso de Matematica, los
profesores egresados conforman so6lo el 38% del total de profesores de Educacion secundaria
ejerciendo en el pais (segun datos del Censo Nacional Docente, Administracion Nacional de
Educacion Publica (ANEP), 2007), lo que acentua la situacion. Esta situacion se agrava si
consideramos so6lo al Ciclo Basico, compuesto por los tres primeros afios de Educacién
Secundaria: en 2008, 14662 horas de un total de 15700 (93%) fueron cubiertas por profesores
no titulados, segun datos aportados por E. Moraes, directora del Consejo de Formacion en
Educacion de la ANEP para un articulo publicado en un diario de la capital, EI Observador
(Orfila, 2010, 14 de agosto). Los profesores no titulados son o bien estudiantes de
profesorado u otras carreras universitarias, o bien profesionales “con conocimientos en la
asignatura, pero sin formacién en didactica y pedagogia, como por ejemplo ingenieros”
(Orfila, 2010, 14 de agosto, p. 19).

Estos elementos favorecen que se haya consolidado una “tradicion oral” que de alguna
manera influye sobre qué temas abordar y de qué manera en los profesores, especialmente
aquellos que estan comenzando sus practicas. Esta influencia puede resultar ain mas fuerte
que su propia formacion o lo que establecen las autoridades educativas a través de los

lineamientos en los programas curriculares.

Por otro lado, la influencia europea se ha ido consolidando como un ejemplo a seguir, no s6lo
desde los lineamientos que proponen las autoridades (Inspeccion de Matematica) sino
también desde las experiencias de los propios docentes. Las permanentes migraciones y
emigraciones descriptas fomentaron que se tenga una “matriz cultural” compartida, lo que
hace mas natural la aceptacién de dichos lineamientos por parte de los actores involucrados
en el sistema didactico, incluso a pesar de las enormes diferencias de necesidades sociales y
economicas que se viven en una y otra region. El caso de la concepcion del calculo escolar y

su ensefianza no escapa a dicha situacion.

En muchos paises predomina la concepcidn de un célculo escolar estructurado alrededor de

los conceptos de funcién, limite, derivacion e integracion. Existiria un supuesto implicito
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segun el cual sin el tratamiento formal en la ensefianza de estos conceptos, en particular del

de limite, no se puede ensefiar calculo (Alanis, 1996).

Entendemos al Discurso Matematico Escolar (DME) como la manifestacion del conocimiento
matematico, normada entre otras cosas por creencias del profesor y los estudiantes sobre lo
que es la ensefianza y lo que es la matematica (este concepto se desarrolla con mas precision
en el apartado 4.1.2). Como veremos, el discurso establece prioridades sobre aquello que
debe estudiarse y de qué manera, favoreciendo que un determinado conocimiento —y no otro-

se vuelva institucional.

Una de las hipdtesis de la cual partimos es que el DME en Uruguay no escapa de lo descripto
por Alanis (2000): se suele favorecer un tratamiento predominantemente algoritmico, sin
considerar actividades con abordajes variacionales o predictivos. Tampoco se suelen
considerar herramientas y argumentos propios de la genesis y evolucion de los conceptos del
Caélculo que apunten a considerar su significado dentro del escenario sociocultural especifico

en el que se esta trabajando.

El reconocimiento de otros tipos de abordajes disefiados y llevados a cabo en otros paises,
que incluyen no sélo a una forma diferente de ensefiar el calculo sino una concepcién
diferente del mismo, hizo que se comenzara a pensar en la necesidad de explicitar la situacion
de la ensefianza del concepto de limite en Uruguay. Mas allad de valoraciones positivas o
negativas respecto de uno u otro abordaje, se considera necesaria una problematizacion del
actual tratamiento del tema en el contexto educativo uruguayo, y asi comenzar a pensar si es

adecuado -y posible- un tratamiento diferenciado.

1.2.3. Consideraciones relativas a “otros” céalculos

Segun Cordero (2006), para analizar un fendmeno didactico es necesario explicitar la
concepcidn del conocimiento que subyace a la intervencion de los procesos de construccion.
Plantea asi dos opciones: prestar atencion a los procesos cognitivos individuales o centrarse
en el papel de las interacciones (entre individuos) para realizar tales procesos cognitivos
donde los escenarios socioculturales proveen consideraciones sobre las distintas formas de los
procesos. Esta ultima opcidn es la que permite explicar como un conocimiento se vuelve
institucional -producto material social que debe ser ensefiado y aprendido en las
instituciones—, cémo los grupos se organizan, de qué se valen y qué métodos utilizan para

constituir dicho conocimiento, ya que su foco no son los procesos cognitivos inherentes a los
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conceptos que componen cierto conocimiento sino las practicas involucradas en su

construccion.

Es desde esta perspectiva que se reconoce la diferencia entre el Calculo como saber
construido en ambitos cientificos y el Calculo escolar, con una intencionalidad didactica
especifica pero no siempre explicita, y que surge el interés por analizar el estatus del célculo
en las instituciones educativas. Esta perspectiva permite entender la coexistencia en el
sistema escolar de por lo menos dos concepciones subyacentes al Calculo escolar: por un
lado, aquella mas cercana a lo que es el Calculo como saber, con conceptos y definiciones
explicitas y centrada basicamente en los conceptos de continuidad, derivada e integral en base
al de limite. Y por otro lado aquélla que enfatiza el caracter intencional didactico, en la cual
subyacen categorias implicitas y que se centra en los significados situacionales de los

conceptos del anterior: prediccion, graficacion y analiticidad (Cordero, 2006).

Los analisis socioepistemologicos han demostrado que el abordaje algoritmico formal que
responde a la primera de las concepciones sefialadas y que es tradicional en el ambito escolar,
ha fracasado. Desde otras lineas de investigacion se ha reportado el mismo fracaso, la
diferencia de la perspectiva socioepistemoldgica radica en las alternativas que propone: en
lugar de buscar abordajes diferentes del concepto, busca concepciones alternativas del

Caélculo en su conjunto (Cordero, 2006).

Alanis (1996) distingue entre dos tipos tradicionales de ensefianza del calculo: una centrada
en los conceptos, que asume que el aprendizaje se produce si se presentan los contenidos
formal y rigurosamente, y otra que se centra en la practica algoritmica y algebraica. Presenta

antecedentes que comprueban el fracaso escolar de ambas aproximaciones.

Alanis (1996) presenta como alternativa una idea promovida por el grupo de trabajo del
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados (Cinvestav) en el IPN (Instituto Politécnico
Nacional), y que en estos afios se ha visto robustecida por un sinnimero de investigaciones.
Las premisas que guian al mismo son, en primer lugar, la consideracion del estudiante como
un usuario de la tematica, lo que implica no solo la consideracion del contexto en el que esta
inmerso sino también la del contexto en el que surge el conocimiento y cémo ello puede
favorecer para el disefio del discurso matematico escolar. En segundo lugar, se remarca la
necesidad de una adecuada integracion a la vida escolar de la historia de la matematica.
También enfatiza la necesidad de analizar la historia de la ensefianza del calculo y por ultimo
se hace hincapié en lo inapropiado de las aproximaciones teoricas formales, que solo alejan al

calculo de su caracter instrumental que aparece como objetivo principal en los curriculos.
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Este movimiento fue el que dio pie para la conformacion de lo que mas recientemente se
plantea como un abordaje alternativo del Calculo en su conjunto, o la consideracion de
“otros” Calculos, con referencia a la estructuracion del Célculo en torno a los mencionados
significados situacionales de prediccion, graficacion y analiticidad (Cordero, 2006). El
trabajo de Alanis (1996) es un ejemplo de como estructurar un curso en torno a la prediccion,
tomando en particular como hilo conductor la prediccién de la posicidn de una particula que

se mueve a lo largo de una linea recta y trabajando en base a problemas extramatematicos.

Atendiendo a esta ultima concepcién es que se han venido desarrollando diversas
aproximaciones dentro de la linea de investigacion socioepistemologica del Desarrollo del
Pensamiento y Lenguaje Variacional. Seleccionamos tres aportes que creemos representativos
de tal linea de investigacion, y que presentan propuestas educativas concretas. Dos de ellos
(Cantoral y Montiel, 2001 y Salinas, Alanis, Pulido, Santos, Escobedo y Garza, 2003) se
presentan como libros de texto para estudiantes, con explicitas recomendaciones para el
docente. El tercero (Dolores, 2007) presenta toda una investigacion cuyo objetivo es aportar
los elementos fundamentales que puedan constituirse en una alternativa didéctica para el
tratamiento del Calculo Diferencial en el bachillerato (Dolores, 2007, p. 5). En el quinto
capitulo se presentan elementos para esa propuesta alternativa y en el sexto y ultimo se

analiza una experiencia escolar concreta.
1.2.3.1. Propuesta de Cantoral y Montiel (2001)

Contoral y Montiel (2001) sostienen la tesis tedrica de que “la matematica se ha constituido
socialmente, en ambitos no escolares, y en consecuencia su introduccion al sistema de
ensefianza le obliga a una serie de modificaciones que afectan directamente su estructura y
funcionamiento”. Para ello deben desarrollarse acercamientos metodoldgicos y teoricos
especificos, sustentados en estudios que permitan entender los mecanismos de adaptacion del
saber a las practicas de profesores y estudiantes. En el libro se presenta una forma de
tratamiento escolar de las funciones con base en resultados de estudios de su grupo de

investigacion.

En esta propuesta se ubica a la visualizacion de las funciones reales de variable real como una
herramienta para favorecer el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes y
ayudar a los profesores en el disefio y analisis de actividades de aprendizaje. Asi, la
graficacion no se presenta como un fin en si mismo sino como una forma particular de
visualizacion de procedimientos y conceptos matematicos. Se entiende a la visualizacion

como un proceso del pensamiento matematico.
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En el capitulo 2 se introduce la nocién de funcion desde una perspectiva multiple, atendiendo
a sus diversos aspectos: grafico, tabular, algebraico, verbal, etc. y buscando reinterpretarla
continuamente. En los siguientes capitulos se presentan diversas formas de analisis de las
funciones mediante el empleo de una técnica particular de graficacion: tabulacion,
transformaciones, operaciones y analisis matematico (en donde se utiliza el desarrollo de
Taylor de las funciones). Esta propuesta se estructura en base a los significados situacionales
mencionados por Cordero (2006): prediccidn, graficacion y analiticidad.

Los conceptos que tradicionalmente estructuran un curso de Célculo —limites, continuidad,
derivabilidad, integrabilidad— no son tratados como tales en este libro, sino que se analizan
sus consecuencias graficas en funcion de los parametros de las familias de funciones

estudiadas: “inclinacion”, “abertura”, “desplazamiento”, “alargamiento”, etc.
1.2.3.2. Propuesta de Salinas et al. (2003)

Salinas et al. (2003) proponen una reconstruccion de las ideas fundamentales del Calculo
Infinitesimal. Parten del convencimiento del fracaso de las propuestas tradicionales del
calculo, “basadas en los libros de texto de autores estadounidenses que han impuesto, desde
hace por lo menos 50 afios y en toda América Latina, una conciencia de lo que es la verdad en
Matematicas (filosofia, ideologia), contribuyendo decididamente a crear el paradigma con
respecto a la ensefianza y el aprendizaje del Calculo que padecemos actualmente” (Salinas et
al., 2003, p. 5).

Dichos autores resumen sus criticas al paradigma tradicional en dos grandes aspectos. Por un
lado, sostienen que el énfasis en el caracter l6gico deductivo de la presentacion, con un orden
I6gico creciente —definicion en primer lugar de los conceptos méas simples que permiten
definir conceptos mas complejos-, obstaculiza la comprension cabal de los estudiantes por no
permitir que ellos construyan aproximaciones iniciales al conocimiento, intente sus propios
caminos de solucion y en definitiva se apropie del conocimiento. A su vez, opinan que la
poca comprension por parte de los estudiantes provoca que el profesor recurra a
“algoritmitizar” parte del contenido, reduciendo su ensefianza a las practicas de derivar e
integrar. Por Gltimo, este tipo de presentacion produce que los estudiantes no puedan extraer
las ideas fundamentales del Célculo y su razon de ser, dificultando asi la aplicacion de los

procesos aprendidos en la resolucion de problemas.

El otro aspecto en el cual centran sus criticas Salinas et al. (2003) se centra en el bajo nivel de

articulacion entre lo que se ensefia en los cursos de Calculo y su relacién con otras areas de

Mag. Verdnica Molfino Vigo 19



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemologico

conocimiento, y sefialan como ejemplo el caso del tratamiento de los diferenciales en la
Fisica. Esto provoca dificultades para que el estudiante logre un adecuado aprendizaje de la
ciencia, a la vez que se desanima por no entender el modo en que el Célculo es utilizado en

otras ramas del conocimiento.

Los autores proponen una reconstruccién en el sentido de incluir ideas y nociones ausentes
del discurso tradicional del Célculo, originadas en investigaciones epistemoldgicas que los
condujeron a indagar sobre el ambiente problematico en el que se desarrollaron tales ideas y
nociones. Asi, su propuesta para el aprendizaje del Calculo parte de la presentacion de
situaciones problematicas, en ocasiones las mismas que se encuentran en la génesis de cada
concepto. Su idea es que la reflexion, analisis y discusion de las ideas generadas en la

busqueda de soluciones permitan la construccién de un conocimiento relevante del Célculo.

Proponen una secuencia de seis unidades que, recorridas en forma de espiral, permitan iniciar
y terminar en un mismo lugar: la solucion de problemas.

En el siguiente esquema sintetizan el desarrollo del libro:
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Figura 1: Desarrollo tematico del libro Elementos del calculo. Reconstruccion conceptual para el aprendizaje y

la ensefianza. (Salinas et al., 2003, p. 7)
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En las dos primeras unidades analizan dos problematicas concretas que atienden, en el primer
caso, a situaciones en las que la razdén de cambio es constante, y en el segundo caso a
situaciones en que la razon de cambio no es constante. El objetivo es estudiar situaciones en
diferentes contextos (se comienza con el fisico pero después se amplia a todo tipo de
magnitudes cuyos valores dependen del tiempo), y a partir de un analisis cualitativo (grafico)
y cuantitativo (numeérico) ellas generar modelos matematicos que responden a las situaciones

planteadas.

En la unidad tres, “Conceptualizacion de las ideas fundamentales” se introducen los “métodos
infinitesimales”, y ligados a ellos los conceptos de derivada, diferencial, antiderivada e
integral. Se retoman situaciones propuestas en las unidades anteriores para lograr el propésito
de la unidad: construir una representacion algebraica para una magnitud cuando se conoce su
razon de cambio, especificamente cuando ésta esta dada por una expresion polinémica. La
unidad culmina con la introduccion del Teorema Fundamental, que surge de manera natural al
conciliar las visiones del “cambio acumulado” de una magnitud con la visién de la
“antiderivada”. Esta aproximacion difiere de los acercamientos tradicionales, en primer lugar
porque generalmente no se hace uso del concepto del diferencial, propio del pensamiento
fisico, y ademéas porque los conceptos de derivada e integral se trabajan en capitulos

separados.

Es en esta unidad cuando se introduce por primera vez la nocién y notacién de limite, en el
contexto del calculo de la velocidad instantanea. El problema que da origen a la situacion es

el siguiente:

Un objeto se encuentra a una gran altura del suelo y se deja

caer. Aceptamos que conocemos la férmula que nos calcula

la distancia recorrida en términos del tiempo:
1 2 2
s(t) = > gt =4.9t

donde la distancia s esta en metros, el tiempo t en segundos y

t = 0 cuando el cuerpo se suelta. Estamos interesados en

aproximar el valor de la velocidad que lleva el cuerpo

cuando ha transcurrido un segundo, la cual denotaremos v(1).

(Salinas et al., 2003, p. 135)
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Los autores sefialan a continuacion que el énfasis no esta en calcular en si el valor v(1), que
ya se conocia de la unidad anterior, sino en el método (de aproximaciones sucesivas)

utilizado para ello. EI método utilizado es el denominado método de Euler, consistente en:
e dividir el intervalo de tiempo en subintervalos de igual longitud At,
e considerar la razon de cambio en el extremo izquierdo de cada subintervalo,
e asumir que la razén de cambio es constante en cada subintervalo,
e multiplicar la razén de cambio por la longitud en cada subintervalo,

e producir asi una aproximacion al crecimiento o decrecimiento de la magnitud en cada

subintervalo,

e sumar las aproximaciones en cada subintervalo para obtener una aproximacion al

cambio total que sufre la magnitud a lo largo de todo el intervalo.

Una vez lograda una aproximacién aceptable, se generaliza el problema para conocer la
velocidad instantanea para cualquier instante t, y después de un analisis general se concluye

lo que insertamos a continuacion:
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Figura 2: Primera aproximacion al concepto de limite en el libro Elementos del calculo. Reconstruccion

conceptual para el aprendizaje y la ensefianza (Salinas et al., 2003, p. 141).
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Esta es la Gnica explicacion “tedrica” que aparece en el libro respecto de la nocién de limite.
En adelante se la considera ya introducida, y se la utiliza para otros calculos. Como vemos, el
concepto de limite no es usado como constructo tedrico que permite construir los otros, sino
como herramienta practica para alcanzar el objetivo: generalizar el método de Euler en un

solo mecanismo.

La cuarta unidad se dedica a la consideracion de otros modelos no polinébmicos: el

exponencial, el logaritmico y el trigonométrico.

Recién en la quinta unidad se introduce la algoritmia en el calculo de derivadas y
antiderivadas, con el objetivo de conformar un “catdlogo de derivadas y antiderivadas” que
permita hacer frente a las situaciones contextuales que se proponen, en donde se necesita el

calculo de una derivada o el planteamiento o célculo de una integral.

Por ultimo, en la unidad seis se presentan dos nuevas problematicas y sus soluciones,
relacionadas entre si: la graficacion de funciones y los problemas de optimizacion. Ambos ya
fueron analizados en diferentes situaciones a lo largo del libro, pero en esta unidad se
presentan procesos de solucidn basados en las herramientas propias del Calculo Infinitesimal
que se han ido construyendo en las unidades anteriores. Es interesante destacar como la
graficacion de funciones no es presentada como un objetivo en si mismo, caracteristica del
acercamiento tradicional, sino que el énfasis estd en revelar “el potencial que posee el
concepto de derivada para precisar aspectos importantes de las graficas de funciones. Este
potencial lo podemos revalorar actualmente con paquetes computacionales o software que
poseen capacidad de graficacion y cuyo uso con este conocimiento resulta productivo para
desarrollar la habilidad de analizar gréaficas” (Salinas et al., 2003, p. 377). Es decir que desde
esta vision, lejos de considerar que las nuevas tecnologias vuelven innecesario el estudio de la
graficacion de funciones, se las concibe como una herramienta con un gran potencial que
redimensiona la ensefianza de los conceptos de derivada e integral, permitiendo profundizar

en los conceptos y no en las técnicas algoritmicas.
1.2.3.3. Propuesta de Dolores (2007)

Por ultimo, el libro de Dolores (2007) presenta todo el cuerpo de una investigacion cuyo
objetivo es brindar herramientas para una propuesta didactica alternativa a las tradicionales
para el tratamiento del Célculo Diferencial (CD) en el bachillerato. El autor sefala, al igual
que Salinas et al. (2003), que después de terminar un curso tradicional de CD los estudiantes
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dominan adecuadamente la algoritmia del célculo de limites y derivadas pero presentan
dificultades significativas en la conceptualizacion de los procesos subyacentes al limite en la
nocion de derivada y en la aplicacion de tales conceptos a la resolucion de problemas. Esta es
una problematica que segun el autor no es caracteristica de México, sSino que se presenta

también en otros paises.

Dolores (2007) indica que una de las causas de esta problematica es la propia configuracion
de los programas: sus contenidos estan organizados siguiendo la estructura formal del
Analisis Matematico, con un enfoque abstracto y poca relacion con los fenémenos fisicos de
variacion. Segun un estudio del Programa Iberoamericano de Ensefianza de las Ciencias y la
Matematica en el Nivel Medio (IBERCIMA) de la Organizacion de Estados Iberoamericanos
para la Educacién, la Ciencia y la Cultura (OEI) sobre el curriculum de Matematica en
enseflanza media en 22 paises, esta situacion es extendible a muchos paises de Iberoamérica y
a otras ramas de la Matematica: la mayoria de los programas consiste en una lista de
contenidos sin distincion de fundamentaciéon, objetivos didacticos, contenidos de aprendizaje,
orientaciones didacticas y procedimientos de evaluacion correspondientes (Organizacion de
Estados Iberoamericanos, Programa lberoamericano de Ensefianza de las Ciencias y la
Matematica en el Nivel Medio, 1992).

Por otro lado, Dolores (2007) centra en la ejecucion de dichos programas otra de las causas
de la problematica descripta: la mayoria de los programas no son vistos en su totalidad por
falta de tiempo escolar, la presentacion es principalmente expositiva y no se consideran
métodos electronicos. La ensefianza de la derivada se reduce a un método para su célculo,
alejado de interpretaciones geométricas, y la mayoria de los libros de texto no fueron
disefiados para atender las necesidades especificas del contexto analizado en la investigacion

(el estado de Guerrero en México).

Por altimo, el autor sefiala que otra de las causas de la problematica se centra en los procesos
de asimilacion, especificamente en el ambito epistemoldgico: la concepcion estatica de
tangente que los estudiantes han construido en cursos anteriores, la comprension de los

procesos infinitos y de paso al limite, entre otros.

Ante este panorama, Dolores (2007) propone un abordaje alternativo que tiene como uno de
sus puntos de partida a las investigaciones sobre historia de la Matematica. Se propone
rescatar asi, por un lado, el uso de los infinitesimales, “acercamiento geométrico a la derivada
[que] incorpora las nociones basicas de la linea de trabajo iniciada por los griegos de la

antiguedad, continuada por Descartes, Fermat, Barrow (entre otros) y culminada por Leibniz,
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considerado uno de los creadores del calculo.” (Dolores, 2007, p. 5). Por otro lado, se utiliza
como insumo para la construccién de conocimiento los aportes del campo de la mecanica, a
través de sus estudios sobre los fendmenos de variacion. En esta linea de trabajo el autor

ubica a los trabajos de Galileo, Torricelli, Roverbal y finalmente Newton.

Después de una investigacion de corte socioepistemologico que analiza especificamente la
génesis y desarrollo historico de la derivada, la derivada en los textos y programas, los
resultados de la ensefianza de la derivada y las tendencias y enfoques sobre la ensefianza de la
derivada, plantea, en el capitulo 5, elementos para una propuesta alternativa, fundada en el

enfoque variacional de la aproximacion socioepistemoldgica.
Especificamente Dolores (2007) propone:

“elaborar introducciones intuitivas e informales al CD que no necesariamente se
sujeten a la estructura logico-formal del Anélisis Matematico, que desarrollen
ideas variacionales que posibiliten la comprension de sus conceptos
fundamentales; ubicar como eje rector de todo el curso de CD al estudio de la
variaciéon de modo que la derivada no venga siendo un concepto matematico
abstracto sino un concepto desarrollado para cuantificar, describir y pronosticar
la rapidez de la variacion en fendmenos de la naturaleza o de la practica.” (p.
54).

El autor busca con este planteo que el conocimiento se genere en contextos practicos o de
aplicacion, en lugar de construir conocimiento en forma abstracta para después buscarle su

aplicacion.

En esta propuesta se propone una primera fase “preparatoria” que busca que los estudiantes
representen intervalos de variacion, evallen y grafiquen funciones, relacionen graficas y sus
propiedades y resuelvan problemas sobre la obtencion de funciones. En la fase de “formacion
del concepto” es donde se hace necesaria la introduccion de la nocion de limite, en el
contexto del calculo de la razon de cambio instantanea (RCI) a partir de aproximaciones
sucesivas de la razon de cambio promedio (RCP).

En principio se trabaja con magnitudes que tienen un comportamiento lineal, pero después se
introducen situaciones problematicas en donde el comportamiento no es lineal, lo que
conduce a la necesidad de introducir los procesos infinitos como un nuevo método de célculo
que conduce a su vez a la nocion de limite. Este surge a partir de la reduccion “infinitesimal”

de los intervalos en los que se calcula la RCP, donde
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d(t,)-d(t) _ad
t, —t At

Al reducir el intervalo se obtienen sucesiones numeéricas de cocientes y a partir de ellas se
infiere, por induccion completa, el limite, que constituye la velocidad o rapidez instantanea.
Se realizan aproximaciones numéricas al to para aportar mas elementos sobre el calculo de ese

limite y apreciar su unicidad, planteando contraejemplos donde el limite no es Unico.

Finalmente se introduce la notacion de limite para definir la RCI mediante el siguiente limite,

siempre y cuando exista:

d(t)-d(t) _Ad
t, —t At

lim,_,,
La atencion en la nocién de limite se centra s6lo en este proceso de aproximacion, no se
propone un estudio exhaustivo del mismo ni de su algoritmia. No se presentan los teoremas
de limites de las operaciones de funciones sino que se enfatiza en la relacion entre las
nociones de limite e infinitesimal y a partir de ellos se sustenta la algoritmia en el célculo de

razones de cambio instantaneas.

Dolores (2007) resume la propuesta presentada en el siguiente esquema:
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FORMACION DEL CONCEPTO DE RAZON DE CAMBIO INSTANTANEA
ESTRATEGIA METODOLOGICA

( +Se plantean problemas fisicos sobre
velocidad y aceleracién promedio. Nociones
que se generalizan mediante la razén de
cambio promedio.

+En el MRU se relaciona las pendientes de
las rectas y su RCP

CONDICIONESY{ +Mediante el movimiento parabelico se
DEL NIVEL hace notar que la velocidad de promedio de
ORIENTACION | DE PARTIDA los cuerpos puede ser variable.

HACIA EL < +Se plantea el calculo de la velocidad en un
CONCEPTO instante determinado de un cuerpo que
sigue una trayectoria curvilinea,

\

MOTIVACION J +Imposibilidad de resolver el problema
anterior mediante la RCP

( +Bisqueda de la solucién al problema.

t ¢Reduciendo el intervalo? ; Moviendo ambos
extremos del intervalo? ;Mover hacia
dénde? ;Qué tanto habra que reducir el
intervalo?

+Aproximaciones laterales mediante
sucesiones numéricas al punto usando la

ELEMENTOS < calculadora. Criterio intuitivo de la

PARA LA unicidad.

FORMACION +Prediccion intuitiva del limite de sucesiones
DEL de cocientes. Obtencion de la velocidad
CONCEPTO instantédnea

+Propiedades invariantes de la RCL

+Definicién de la RCI.

k+Relaci6n entre los diferenciales y el limite,
+Obtencién de RCI por medios algebraicos

Figura 3: Esquema que explica la estrategia metodolégica para la formacién del concepto de razén de cambio
instantanea (Dolores, 2007, p. 78)
La presentacion de estas propuestas alternativas a la denominada “tradicional” nos brindan un
panorama mas amplio sobre las posibles aproximaciones al tratamiento escolar del Calculo.
El conocimiento previo de ellas fue uno de los moviles que motivaron la investigacion, con
cuestionamientos del tipo: ¢por qué en el contexto uruguayo el concepto de limite y el calculo
en general se presenta de una manera especifica —y no de otra? ;Es posible en el contexto

educativo uruguayo la consideracion de estas propuestas alternativas?

Es asi que el foco de la investigacion no es el andlisis de estas propuestas, que ya fueron
ampliamente experimentadas y reportadas en otras investigaciones. Esta investigacion se
propone mas bien problematizar el tratamiento escolar del concepto de limite en el contexto
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educativo uruguayo, explicitar las caracteristicas de ese tratamiento y buscar explicaciones

acerca de por qué el limite se introduce en educacion secundaria de la manera en que se hace.

Se justifica la pertinencia de la presente investigacion desde la perspectiva
socioepistemoldgica a pesar de que ella se opone a una estructuracién del Calculo en base al
concepto de limite. Se entiende necesario el analisis de los procesos que condujeron al actual
tratamiento escolar del concepto de limite para comprender precisamente por qué se hace tan
dificil la introduccion de estos “otros” Célculos en la vida escolar.

En el siguiente apartado describimos con detalle el planteamiento de la problematica
especifica de la investigacion y proponemos un modelo para la busqueda de respuestas a estos

cuestionamientos.

1.3. Planteamiento del problema

1.3.1 — Hacia la conformacion del objetivo y la pregunta de investigacion

La Matematica Educativa se ocupa, entre otras cosas, de estudiar los fendmenos didacticos
que se producen en el seno del sistema didactico cuando los saberes matematicos constituidos
socialmente en &mbitos no escolares se introducen en el sistema de ensefianza. La estructura y
funcionalidad del saber se modifican, influyendo a su vez en las relaciones que se establecen
entre profesor y estudiante (Cantoral y Farfan, 2003). En particular, esta investigacion se
nutre de cuestionamientos en torno a los fendmenos didacticos producidos cuando el
concepto de limite finito de funciones de variable real se introduce en el sistema de

ensefanza.

Partimos de la hipotesis de que el tratamiento escolar del concepto de limite en el contexto
educativo uruguayo presenta caracteristicas comunes a las descriptas por Alanis (2000),
Salinas et al. (2003) y Dolores (2007) y denominada “aproximacién tradicional”: énfasis en
los aspectos formales y algoritmicos, tratamiento practicamente exclusivo de aspectos
intramatematicos y consideracién del concepto de limite como el Unico camino posible para

estructurar el resto de los conceptos introducidos en el curso (como continuidad y derivada).

Ante este panorama nos proponemos buscar argumentos que nutran una discusion sobre el
limite en el paradigma actual de ensefianza del Célculo en la que se reconozca el papel de los
escenarios socio-histérico culturales en los que se desarrollo dicho saber. Esto es,
proponemos un estudio cuyo énfasis no esté en el limite como objeto preexistente, sino que

mas bien trate con los fendmenos de produccion, adquisicién y difusion de ese conocimiento
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matematico desde una perspectiva maultiple incorporando las dimensiones epistemologica,
cognitiva y didactica. Ello reconoce al hombre haciendo matematicas en un escenario cultural
e histéricamente situado, y nos permite analizar, entonces, el por qué ensefiamos hoy el limite

de la manera como lo hacemos.

Un analisis de este tipo robusteceria la discusion acerca de la ensefianza actual del limite, y en
el marco de esta discusion, abriria la posibilidad de cuestionamientos en la comunidad escolar
acerca de su tratamiento escolar, y de como y por qué los actores involucrados en la
conformacion de los programas deciden qué debemos ensefiar y aprender de los conceptos del
Caélculo, y del limite en particular. Buscamos una explicacion acerca de como el saber
matematico referido al limite de una funcién se volvio un saber institucionalizado; esto es,
cdémo se constituyo en un cuerpo de saber validado y aceptado social y culturalmente en los
ambitos cientificos y escolares. En particular, nos interesa analizar como se produce dicha

constitucion al seno del contexto educativo uruguayo.

El objetivo central de la tesis consiste en analizar el proceso a través del cual el concepto de
limite se ha constituido para explicitar las razones por las que se presenta en el ambito escolar
de la manera en que se hace actualmente. En el capitulo 4 explicamos que este proceso
conforma lo que denominamos proceso de institucionalizacion del concepto de limite, y en el

capitulo 5 llevamos adelante su analisis desde la perspectiva socioepistemoldgica.

La pregunta central del trabajo es: ¢por qué ensefiamos hoy al concepto de limite de la forma

en que lo hacemos?

1.3.2 — Hacia la conformacion de las herramientas tedricas y metodolégicas

Cuando hablamos de institucionalizacién, hacemos referencia a que un saber se legitima en
una determinada institucion. Podriamos pensar entonces en que el concepto de limite vive
actualmente no solo en la escuela o en ambitos cientificos, también esta presente en otros
ambitos como los profesionales, o incluso de la vida cotidiana. Esto conduciria a analizar la
institucionalizacion del concepto de limite en las instituciones propias de cada uno de esos

ambitos.

Sin embargo, nuestra pregunta de investigacion nos conduce a concentrarnos en la institucion
escolar del concepto de limite, entendida tal cual se desarrolla en el apartado 3.2.1. Es por
esto que responder la pregunta de investigacion implica, por un lado, desentrafiar como el
concepto de limite se constituye como un saber validado, parte de un cuerpo ordenado de
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conocimientos social y culturalmente aceptados y ello implica analizar las préacticas
inherentes a la evolucién del concepto al seno de la comunidad cientifica matematica. Por
otro lado, nos cuestionamos acerca de como las practicas que norman el actuar de los actores
del &mbito cientifico son vivenciadas por los actores del ambito escolar, y como ello se refleja
en las practicas de dicha institucion escolar. Resumimos esta propuesta en el esquema

siguiente.

Presentacion del proceso considerado en la investigaciOn

Proceso que las

— vincula
Practicas de los Précticas de los
actores del ambito — actores del &mbito
cientifico escolar

Esquema 1: Presentacién del proceso considerado en la investigacion

Llevar a cabo un estudio de este tipo desde una perspectiva socioepistemoldgica implica el

analisis de las practicas sociales que generan el conocimiento y norman su constitucion.

Para ello es necesario reformular la componente epistemoldgica del sistema didactico: deja de
centrarse en el objeto en si —concepto de limite—- como un concepto matematico
preestablecido para focalizarse en las practicas que lo generan y determinan, en un contexto

determinado.

Proponemos entonces la explicacion de por qué se ensefia el concepto de limite de la forma
en que se hace actualmente a través del estudio de un proceso de institucionalizacion de dicho
concepto. Si bien la palabra proceso puede sugerir la idea de observar algo en el transcurso
del tiempo, en la investigacion se propone un corte “transversal” del sistema en su conjunto,
que no se caracterice necesariamente por etapas cronoldgicas sino que permita una
explicacion a través de las préacticas de los actores de cada ambito. Desde esta perspectiva, un
analisis de este tipo implica la conformacién de un marco tedrico y metodologico especifico

para cada ambito, dado que en el ambito cientifico pueden identificarse etapas de una
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evolucion mientras en el ambito escolar interesa mas bien identificar los momentos que

conviven simultaneamente y conforman la institucionalizacion del concepto en la escuela.

Con respecto al marco tedrico, vemos necesaria la introduccion de un nuevo modelo porque
si bien en Matematica Educativa existen investigaciones que reconocen la presencia de
procesos de institucionalizacion (Garcia Torres y Cantoral, 2007 y Tuyub, 2008, entre otros),

aun no se han desarrollado modelos tedricos que describan su naturaleza.

En cuanto a lo metodoldgico, por un lado, el modelo presentado por Montiel (2006) y
desarrollado en el apartado 3.2.3 introduce a las practicas de referencia, que son propias de
cada ambito y resultan del reflejo de cada paradigma, como las précticas normadas por una
determinada préactica social, en un sentido socioepistemoldgico y tal cual se describe en ese
mismo apartado. Especificamente, el modelo metodoldgico de Buendia y Montiel (2009a y
2009b) permite explicar el transito entre las diferentes etapas que sufrié el concepto en su
desarrollo al seno de la comunidad cientifica matematica, conformando una epistemologia de
practicas. Asi, otra de las hipdtesis de trabajo es que la formalizacion y la generalizacion
operarian como practicas sociales en ese ambito del proceso de institucionalizacion del
concepto de limite. Segun esta hipotesis, ambas practicas estarian ejerciendo un rol normativo

sobre la constitucion del saber en el ambito cientifico.

Por otro lado, para el andlisis de como estas practicas normaron también las decisiones que se
han ido tomando en la matematica escolar hasta concluir que se debia aprender determinado
concepto de limite, con determinado papel en la estructura del calculo y de determinada
manera, es necesario utilizar otro tipo de herramienta metodolédgica. Dado que en ese caso lo
que interesa analizar es el discurso que los diferentes actores del sistema educativo elaboran
sobre la problematica y como ese discurso influye sobre la institucionalizacion del concepto
de limite, se utilizan aportes de la herramienta “Analisis Critico del Discurso” introducida por
Van Dijk (1999), entre otros.

Asi, puede explicitarse como las practicas especificas que se desarrollan en cada ambito
norman el actuar de los actores de cada uno de ellos, que tiene a su vez necesidades e

intereses especificos.

Confiamos en que el analisis del proceso de institucionalizacion del concepto de limite
considerando estos dos ambitos arroje luz sobre las diferentes “fases” que transcurren durante
dicho proceso. En el caso del ambito cientifico, estas “fases” las denominaremos “etapas”,

sugiriendo que en cierta medida se pueden entender como parte de una evolucion
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cronoldgica. Por otro lado, esta denominacion no seria adecuada para el caso del ambito

escolar, por lo que preferimos hablar de los diferentes “momentos” del proceso.
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Capitulo 2 — Estado del arte: el limite en Matematica

Educativa

Consideramos necesaria una revision de las investigaciones en Matematica Educativa
relativas al concepto de limite para conocer las conclusiones a las que se ha arribado y desde

qué perspectiva tedrica y metodologica fue estudiado el tema dentro de la disciplina.

Se presentan los articulos organizados segun la dimension de la triada didactica en la cual se
enfatiza cada uno: cognitiva, epistemoldgica o didactica. Las mismas han logrado
explicaciones acerca de por qué los estudiantes no aprenden el concepto, cudles son los
procesos cognitivos y didacticos relacionados con el aprendizaje del limite y cuales son las
posibles alternativas de abordaje para el concepto de limite. Méas adelante se consideran los
trabajos que hacen referencia al desarrollo socio-historico del concepto al seno de la

comunidad matematica.

2.1. Investigaciones que enfatizan la dimensién cognitiva

A partir del constructo tedrico imagen conceptual-definicion conceptual, Tall y Vinner (1981)
y Vinner (1991) han desarrollado una teoria que explica como un individuo adquiere un
conocimiento, en este caso, el concepto de limite. Los autores denominan imagen conceptual
a toda la estructura cognitiva en la mente de un individuo asociada a un concepto dado: todas
las figuras mentales (pueden ser representaciones visuales, impresiones o experiencias
asociadas al concepto), propiedades y procesos asociados, conscientes o inconscientes. ES
propia de cada individuo y se desarrolla a medida que éste se encuentra con nuevos estimulos.
Sus multiples aspectos no tienen por qué ser coherentes entre si en todo momento. Por otra
parte, cada estudiante tiene para cada concepto su propia definicion conceptual: conjunto de
palabras usadas para explicar lo que él entiende por el concepto. Puede 0 no coincidir con la
definicion formal, que es la aceptada por la comunidad matematica en un momento

determinado.

Segun este constructo, adquirir un concepto es precisamente formar una imagen conceptual
para él. Cuando una parte de la imagen conceptual o de la definicion conceptual de un
individuo es evocada simultaneamente con otra contradictoria, se genera un conflicto

cognitivo.
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Vinner (1991) propone evitar conflictos cognitivos innecesarios, e insiste en que los
conflictos cognitivos se planteen a los estudiantes solo cuando sean necesarios para
conducirlos a un nivel intelectual superior, y sélo si la probabilidad de que este salto ocurra

sea alta.

Este marco les sirve a los autores para explicar como la educacion tradicional refuerza ciertas
concepciones erroneas presentes en las imagenes conceptuales de los estudiantes: la
confusion del concepto de limite con el de continuidad o derivada, la falta de identificacién
de nlimeros enteros con su aproximacion decimal infinita (0.99... periddico es visto como
menor a 1) —conflicto analizado en Tall y Schwarzenberger (1978)-, la conviccion de que una
sucesion convergente se aproxima a su limite sin nunca alcanzarlo o de que el limite es el

ultimo término de la sucesion, entre otros.

Los autores reportan como los estudiantes fueron capaces de dar justificaciones correctas para
el célculo de algunos limites, aun brindando una definicion conceptual incorrecta (Tall y
Vinner (1981)): no utilizaron la definiciéon sino su imagen conceptual. Esta conclusion es
también reportada en Tall (1980), Cornu (1991) y Juter (2005). Sin embargo, para otro tipo de
actividades como las que involucran la utilizacién de cuantificadores o la demostracion de un
teorema, una imagen conceptual fuerte no es suficiente, se precisa una definicion conceptual

adecuada.

Bajo la conviccion de que quienes disefian el curriculum deben prestar especial atencion a las
dificultades que surgen de los conflictos -tanto concientes como inconcientes-, Tall y
Schwarzenberger (1978) sostienen que el rol del profesor es decisivo para resolver la
compleja situacion que se presenta en el aprendizaje de los conceptos mencionados, incluso
mas que la eleccion del contenido programatico o los textos a utilizar. Este planteamiento
muestra el énfasis que estos autores imprimen a las dimensiones cognitiva y didactica,

dejando de lado a la epistemologica y social.

Tall (1980, 1992) presenta nuevos aportes para comprender la problematica: la relacion entre
el concepto de limite y el de infinito. Se detiene en la construccion del concepto infinito:
potencial y actual, proceso en el cual se manifiestan diversos conflictos cognitivos. Hitt
(2003) aborda también este conflicto con un énfasis particular en la dimension
epistemologica. Tall (1980) concluye que a pesar de que en varios nifios existe la intuicion
primaria del infinito potencial, la mateméatica moderna en la universidad promueve la
intuicion secundaria del infinito actual de conjuntos, contrastando con el infinito potencial de

los procesos de limite. Consideraciones acerca de la velocidad de acercamiento pueden
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conducir a la intuicion de diferentes infinitos y la construccion de una aritmética con ellos.
Por lo tanto, el concepto de infinito no precisa ser globalmente coherente y puede presentar

factores conflictivos, que solo seran percibidos si se evocan simultdneamente.

Tall (1992) insiste en la importancia de ensefiar procesos, mas que productos, y propone un
acercamiento construido en base a raices cognitivas: conceptos familiares para los estudiantes
que a la vez brinden una base para el desarrollo formal posterior. La definicion de limite tal
cual se presenta hoy en los cursos tradicionales de calculo esta alejada de las experiencias
previas de los estudiantes, y en general de sus imagenes conceptuales. En su lugar Tall

presenta a la “aproximacion lineal local” como una raiz cognitiva adecuada para el célculo.

También con énfasis en la dimensién cognitiva se enmarcan los trabajos de Dubinsky, cuyo
grupo de trabajo desarroll6 la teoria denominada APOS (actions, processes, objects,
schemas). Dubinsky (2000) parte del supuesto de que la Matematica que se debe ensefiar es
un conjunto de ideas que el pensamiento individual y colectivo ha creado y se basa en la
teoria constructivista de Piaget para explicar los procesos de ensefianza y aprendizaje. En el
contexto de los procesos de asimilacion y acomodacién concibe la reconstruccion del
conocimiento matematico: el individuo comienza manipulando objetos previamente
construidos, fisica o mentalmente, para convertirlos en acciones, las acciones son
interiorizadas para formar procesos, los cuales son encapsulados para formar objetos, que

pueden a su vez estructurarse en esquemas, Yy asi sucesivamente.

En el caso particular del concepto de limite, Cottrill, J., Dubinsky, E., Nichols, D.,
Schwingendorf, K., Thomas, K., & Vidakovic, D. (1996) aplican esta teoria para explicar las
dificultades que se presentan en su ensefianza. Plantean que uno de los grandes obstaculos en
el aprendizaje del concepto es la consideracion de que el limite no es nunca alcanzado, ya que
es visto como un proceso de aproximacion (y en el cual subyace la nocion de infinito

potencial) pero no como un objeto en si mismo.

Los autores proponen que el esquema formado por dos procesos coordinados (cuando x—a,
f(x)—L) se reconstruye para obtener el proceso que dice: si 0 < |x — a| < & entonces [f(x) — L| <
e. Este, que es a su vez un proceso mental consistente en ir de la hipétesis a la tesis, es
encapsulado en un objeto que permite construir un esquema en un segundo nivel (para todo ¢
positivo, existe & positivo tal que si 0 < |x — a| < & entonces [f(x) — L| < &). Esta breve

descripcion de lo que los autores denominan “descomposicion genética” del concepto de

Mag. Verdnica Molfino Vigo 36



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemolégico

limite explica la manera en que lo conceptualizan, como un proceso dindmico,

diferenciandose en este sentido de la concepcion tradicional.

Puede apreciarse que todas las investigaciones que enfatizan la dimension cognitiva del
concepto de limite no cuestionan su pertinencia en el curriculum como pilar fundamental para
el aprendizaje del calculo. Al igual que otras investigaciones que reportaremos a continuacion
(que enfatizan la dimension epistemoldgica, o didactica) asumen que en la ensefianza del

calculo es imprescindible el tratamiento de la definicion del concepto de limite.

2.2 Investigaciones que enfatizan la dimension epistemologica

Cornu (1991) afirma que la nocion de limite fue introducida en la comunidad matemaética
para resolver tres tipos de problemas: geométricos (calculo de areas con método de
exhaucion, por ejemplo), convergencia de suma de series, y de diferenciacion (relacion entre
dos cantidades que simultaneamente tienden a cero). Detecta, en relacion a estos problemas,
cuatro grandes obstaculos epistemoldgicos: la falta de vinculo entre el aspecto geométrico y
el numérico (haciendo especial referencia a problemas clasicos de la Matematica Griega), la
nocion de las cantidades infinitamente pequefias o grandes (¢ existen cantidades que tengan un
estado intermedio entre cero y lo que no es cero?), los aspectos metafisicos de la nocion de

limite, vinculados con los del infinito, y el debate sobre si el limite es 0 no alcanzado.

En Cornu (1986) se reportan otros obstaculos epistemol6gicos que no provienen
estrictamente de la nocién de limite matematico pero que estan relacionados: la idea de que
una suma infinita debe ser infinita, la idea de que toda convergencia es mondétona y las ideas
creadas por las concepciones espontaneas o por el empleo coloquial de la palabra ‘limite’
(generalmente como algo que no se puede alcanzar, aproximacion sin sobrepasar o
simplemente quedarse alejado, 0 incluso semejanza sin ninguna idea de variacion, como en

‘este azul tiende a violeta’).

Segun Cornu estos obstaculos no deben ser evitados en la ensefianza, sino que sirven para
reconstruir los conceptos. Cornu (1991) plantea que para que los estudiantes comprendan la
definicion de limite no es suficiente una exposicion clara y ordenada l6gicamente del mismo
por parte del profesor sino que es necesario hacer que los estudiantes sean concientes de la
complejidad del concepto y permitir que reflexionen sobre sus propias ideas y sobre los

obstaculos epistemoldgicos que se vayan presentando.
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Sierspinka (1985, 1987) también investiga sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje del
concepto de limite haciendo énfasis en aspectos epistemoldgicos, pero se centra en la
definicion topoldgica del concepto, a diferencia de Cornu, quien se centra en su definicién
numérica. Tomando también como marco tedrico la nocion de obstaculo epistemologico de
Bachelard, afirma que para que se produzca aprendizaje es necesario superar los obstaculos

epistemoldgicos, para lo cual se precisa evocar conflictos cognitivos.

Otra caracteristica de esta teoria es que los obstaculos epistemoldgicos se repiten en la
filogénesis y en la ontogénesis del concepto, lo que permite que puedan ser estudiados tanto
en el desarrollo historico del pensamiento cientifico como en la préactica educativa actual. Es
por eso que Sierpinska brinda importancia a la integracion del estudio histérico con el
experimental. Concibe que para cada concepto matematico es posible determinar las causas
de los problemas en su adquisicion, que son especificas del concepto y cuya toma de

conciencia es imprescindible para que se produzca el aprendizaje.

A partir de una experiencia realizada con estudiantes la autora presenta los obstaculos
epistemoldgicos descubiertos. En un primer grupo denominado “Horror Infiniti” redne los
relativos al concepto del infinito en si, al problema del pasaje al limite -rechazando el estatus
de operacion matematica-, razonamientos con falta de rigor, excesivo rigor o falso rigor,
como la induccién incompleta, obstaculos de tipo algebraico —usar los mismos métodos para
cantidades finitas que para infinitas—, el transferir propiedades de los términos de una
sucesion convergente a su limite —tipico en la convergencia de funciones de Cauchy-y el
obstaculo consistente en asociar el pasaje al limite como un movimiento fisico o
aproximacion indefinida, mientras que la nocion de limite en la teoria formal es concebida de

manera estatica.

En un segundo grupo la autora reune los obstaculos relativos al concepto de funcion,
comparando las producciones de los estudiantes con las concepciones de D’Alembert, de
Cauchy y de Weierstrass. Mas adelante menciona los obstaculos relativos a la concepcion
geométrica de la nocion de limite. En cuarto lugar se refiere a los obstaculos ldgicos, en
particular al uso adecuado de los cuantificadores: no surge como una necesidad natural el
utilizarlos para resolver los problemas propuestos. Por Gltimo, plantea el obstaculo referido al
simbolo de la operacion de pasaje al limite. Estos dos Gltimos grupos de obstaculos pueden
identificarse con la etapa de busqueda de fundamentos y formalizacién en el desarrollo
histdrico del concepto.
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Artigue (1998) reporta las dificultades de los estudiantes con el campo conceptual del
Analisis. Una de las categorias presentadas es la de las dificultades ligadas a la
conceptualizacion de la nocion de limite y a su dominio técnico. Ademés de describir las
dificultades ya reportadas en este escrito (Cornu, 1986 y 1991; Sierspinka, 1985 y 1987,
Dubinsky, 2000), menciona la complejidad logica de la definicion formal del concepto y el
hecho de que se necesita invertir la direccién del proceso funcién que va de la variable x a la
imagen f(x). Esta es una dimension epistemoldgica del concepto cuya transposicion didactica

en la ensefiaza no es evidente.

En Hitt (2003) se reporta parte de una investigacion sobre el concepto de funciones, limites y
continuidad. Se hace referencia especialmente a las fases relativas al concepto de limite y se
discute sobre la complejidad del concepto de infinito desde su doble perspectiva: potencial
(posibilidad de ir mas lejos, continuacion indefinida) y actual (toma de conciencia simultanea
de todos los elementos de un conjunto). Después de un breve desarrollo histérico, se concluye
que la comunidad matematica sobrepas6 un obstaculo epistemoldgico (en el sentido en que lo
plantea Bachelard). Este obstaculo tuvo su origen en las paradojas de Zendn, que
permanecieron sin resolverse durante muchos siglos, y se vio reforzado mas recientemente en
la utilizacion del infinito como proceso que en “el limite” mantiene las propiedades relativas
a lo finito (especialmente la consideracion de Cauchy de que la continuidad de los términos
de una sucesion de funciones se traslada al limite). Para resolverlo fue necesario que el

infinito actual fuera admitido en matematica como un concepto definido.

2.3 Investigaciones que enfatizan la dimension didactica

Bokhari y Yushau (2006) plantean una reformulacion de la rigurosa definicién de limite que
tradicionalmente se ensefia en los cursos introductorios de Célculo, y proponen una similar a

la presentada por Tall (1992): la aproximacion local (L-g).
Formalmente,

Para un &0 dado, un numero y = L es denominado_aproximacidn local (L-&) de una funcion

f en un punto a si existe un intervalo P que contiene al punto a tal que
sixeP (x#a) =|f((X)-L|<e

Los autores proponen interpretar una aproximacion local (L,e) de una funcion f en un punto

dado a como una aproximacion constante de f por L cerca de a.

Mag. Verdnica Molfino Vigo 39



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemolégico

L es limite de una funcién en un punto a si para todo &, y = L es una aproximacion local (L,¢)

defena

Muestran entonces cémo pueden resolverse problemas tradicionales con esta definicion,

remarcando las ventajas encontradas en cuanto a la simplificacién en los calculos.

Blazquez y Ortega (2002) desarrollan una definicion del concepto de limite denominada
aproximacion optima:
El limite de la funcion f en x = a es L si para cualquier aproximacion K de L, K # L, existe una aproximacion H

de a, H# a, tal que las imdgenes de todos los puntos que estan mds cerca de a que H estan mds proximas a L

que a K.
Blazquez, S. y Ortega,T. (2006, pp. 195).

Esta definicion se basa en la presentada por D’Alembert, y prioriza el aspecto dindmico del
concepto en términos de aproximacion, que segun los autores constituye el paso previo a la

definicion estatica y formal de la definicion de Weierstrass.

Bucari, Bertero y Tripoli (2007) presentan otro abordaje alternativo al tradicional para un
curso de Calculo. EI mismo tiene por objetivo acercar a los estudiantes a los problemas que le
dieron origen, para lo cual utilizan el analisis desarrollado en Bertero y Tripoli (2006). Asi, se
propone comenzar con una secuencia de contenidos fundada en torno al concepto de
variacion promedio e instantanea, que conduce al concepto de derivada, sin jerarquizarse el
concepto de limite como una herramienta previa. Méas adelante, completado el estudio de las
reglas de derivacion, se introduce el concepto de limite, introduciéndolo como el “valor
esperado” de cierta cantidad variable. Esta propuesta representa una excepcion respecto de las
restantes, dado que no se le atribuye al concepto de limite un rol central en la ensefianza del

calculo.

2.4 Investigaciones en torno al desarrollo socio historico del concepto

En Blazquez y Ortega (2002) se realiza una revision histérica de la evolucion del concepto de
limite desde la época clésica hasta la formulacion métrica debida a Weierstrass. Entendiendo
que esta definicion métrica es demasiado formalista para los alumnos de bachillerato de
ciencias sociales, presentan una definicion alternativa inspirada en la presentada por
D’Alembert. Conservando el rigor, esta definicion introduce el concepto como un proceso de
aproximacion, presentando la ventaja de ser menos formalista que la métrica, més dinamica y

por ello mas apropiada para dichos alumnos.
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Los autores distinguen cuatro etapas en la evolucion historica del concepto de limite. La
primera se extiende desde Eudoxo de Cnido (S. IV a.C.) al siglo XVI1I y se caracteriza por los
métodos infinitesimales (las aportaciones de Newton y Leibniz se encuentran dentro de dicho
periodo). La segunda se desarrolla entre la segunda mitad del siglo XVl y el siglo XVIIl y se
caracteriza por la transformacién de los fundamentos del analisis infinitesimal. Los autores
destacan en esta época los trabajos de Euler, D’Alembert y Lagrange. La tercera etapa se
desarrolla entre el siglo XIX y principios del XX, y se caracteriza por la aritmetizacion del
analisis. La cuarta etapa transcurre en el siglo XX, caracterizada por la generalizacion del

concepto a otros espacios, concibiendo al limite desde su dimension topologica.

Bagni (2005) centra su estudio sobre el desarrollo histérico del concepto de limite en el
analisis de sus registros de representacion, y en particular en la transicion del caracter
dinamico al estatico. Al igual que Hitt (2003) hace referencia a la distincion entre infinito
potencial y actual. Menciona que si bien esta distincion era ya reconocida por los antiguos
griegos, y que puede relacionarse el principio de exhausion de Eudoxo con algunas ideas del
infinito actual, ellos concebian sélo al potencial como el verdadero infinito matematico.
Bagni sostiene que en el argumento de exhausion intervienen los registros de representacion
verbal y visual, con vinculos con otros (espacial, temporal). Afirma que a pesar de que el
principio de exhausion puede referirse a una situacion infinitesimal, plantear un paralelismo
con el concepto actual de limite es una nocion histérica y epistemologicamente débil. Ello
responderia a una vision segun la cual se interpretan los conceptos del pasado en términos de
los modernos, pero no considera a la matematica como una componente de la cultura

correspondiente a una sociedad determinada.

La oposicion implicita entre ambos tipos de infinito se hizo evidente recién después del
nacimiento del Calculo, con Newton y Leibniz. Asi, Bagni propone un recorrido entre las
concordancias y discrepancias entre ambas maneras de concebir al infinito segun diversos
matematicos: Leibniz, Robinson, Euler, d’Alembert, Rolle y Berkeley. Una de las preguntas
que guid la discusion fue la existencia y el tratamiento de las cantidades infinitas e
infinitesimales. Newton y Leibniz, asi como sus antecesores, lograron muchos resultados
importantes para el desarrollo del Calculo infinitesimal basandose en “cantidades
evanescentes” o “infinitésimos”, cantidades menores que cualquiera dada pero distintos de
cero. Segun Bagni (2005), las criticas de sus sucesores a este argumento confuso fueron las

que promovieron la formalizacién del concepto de limite.
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Por ultimo, el autor expone el desarrollo del concepto de limite y la definicion formal desde
el siglo XVII. Las concepciones de Wallis, Mengoli, Gregory, Newton, Gregory of St.
Vincent y Vitali eran generalmente relacionadas con sucesiones y series, y tenian en comun el
considerar al limite como una aproximacion que no se alcanza, concepcion erronea
bastamente reportada como obstaculo epistemologico o conflicto cognitivo en diferentes
experiencias con estudiantes durante el presente estado del arte (Cornu, 1991; Sierpinska,
1985; Tall y Shwarzenberger, 1978; Tall y Vinner, 1981; Cottrill et al., 1996). Encontramos
en el trabajo de Bagni la constatacion de que también en el desarrollo historico, el proceso de

llegar al limite se trabaja antes que el concepto de limite como objeto.

Estas concepciones comparten ademas su forma de expresion: principalmente verbal, incluida
la concepcién de Cauchy. El autor destaca que en la obra de Cauchy existen indicios de
considerar al limite como un objeto y no s6lo como el resultado de un proceso en las
definiciones de numero irracional y de superficie de circulo:

“...un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en fournissent des valeurs de plus en plus

approchées. En géométrie, la surface du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des polygones

inscrits, tandis que le nombre de leurs cotés croit de plus en plus... ”

Cauchy (1821, p. 4)

Es recién con Weierstrass (1815-1897) que se introduce el uso de los registros de
representacion simbélica, con la definicién e-8’. Weierstrass realiza un esfuerzo por evitar el
uso de la expresion “la variable se aproxima al limite” porque sugeria —ambiguas- ideas de
tiempo y movimiento. Esto provocd un cambio entre la idea dinamica de limite (como un

proceso) hacia la idea estatica de limite (como un objeto).

Otro punto de vista del desarrollo histérico del concepto lo podemos encontrar en la tesis
presentada por Bertero y Tripoli (2006), cuyo objetivo es analizar los trabajos del matematico
Abraham Robinson. Este matematico propone, a finales de los afios 60, una teoria —
denominada teoria de los hiperreales— en la cual el sistema numérico real puede ampliarse a
los numeros infinitesimales e infinitamente grandes. Esto daria un fundamento matemaético
formal a la teoria de los infinitesimales utilizada en los inicios del calculo y que hasta ahora

habia sido rechazada por su falta de fundamento.

" Nos referimos a la definicion propuesta por Weierstrass, que actualmente se formula de la siguiente manera:
lim ,_. f(xX) = b si y s6lo si para todo real € > 0, existe un real & > 0 tal que si 0 < |x — a] < & entonces
| f(x) —b| <g.
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Para ello, las autoras analizan la evolucion del concepto de limite a lo largo de la historia, con
el fin de resaltar la importancia de los nimeros infinitesimales en el desarrollo del calculo.
Distinguen tres etapas: el periodo antiguo (Antigua Grecia: siglo Il a V a.C.), el periodo
moderno (siglo XVII) y el periodo contemporaneo (siglo XI1X). En el primer periodo
distinguen los trabajos de Zendn, Aristoteles, Eudoxo de Cnido y Arquimedes. En el segundo
periodo se dedican principalmente a los trabajos de Newton y Leibniz, asi como a las criticas
de Berkeley vy a las definiciones propuestas por Lagrange y D’Alembert. En el tercer periodo

comparan los desarrollos de Cauchy y Weierstrass.

Otra investigacion interesante en este sentido es la de Aizpuru y Pérez-Fernandez (1999),
dedicada especificamente a la obra de Cauchy. En ella se analiza el contenido de su obra y el
contexto en la que fue escrita. Los autores sostienen que el objetivo que impulsé a Cauchy a
escribir su obra era su preocupacion por la debilidad I6gica de los fundamentos del Calculo.
En el apartado 5.5.1 desarrollamos especificamente los aspectos de dicha investigacion

vinculados al concepto de limite.

Por ultimo, describimos la investigacion de Juter (2006) que compara el desarrollo cognitivo
de estudiantes en una experiencia particular con el desarrollo histérico del concepto de limite.
Concluye que efectivamente existen ciertas semejanzas, como lo son el problema del rigor y
el de si el limite es alcanzado o no por las imagenes de la variable. S6lo algunos de los
estudiantes presentaron un desarrollo en su pensamiento similar al que se dio en el desarrollo
histérico de la humanidad respecto al concepto de limite. Esto es, que en un principio eran
capaces de resolver tareas antes de poder explicar la teoria —etapas 1 y 2 segun la descripcién
de Blazquez y Ortega (2002)-, pero después la teoria se fue aclarando para ellos —etapa 3-. En
general, la definicién de limite represent6 un problema durante todo el curso para muchos de
los estudiantes. SAlo cuatro alumnos fueron capaces de explicar el rol de los cuantificadores
en la definicion formal, lo que puede compararse a la dificultad que tuvieron los matematicos

a lo largo de la historia para llegar a tal formulacion.

La autora plantea la necesidad de proponer a los alumnos problemas que no se puedan
resolver sin la aplicacion de la definicion formal para que encuentren la necesidad de
aprenderla. En esta investigacion también observamos la consideracion de la ensefianza de la

definicion del concepto de limite como un item ineludible para la ensefianza del calculo.
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2.5 Reflexiones

Las investigaciones reportadas permiten explicar, cada una desde su perspectiva particular,
algunas de las interrogantes que se han planteado en Matematica Educativa en torno al

aprendizaje y ensefianza del concepto de limite.

En la experiencia realizada con estudiantes y reportada en el apartado 1.2, una de las
conclusiones a las que se arribd fue que la mayoria de las actividades propuestas eran
resueltas por los estudiantes sin utilizar la definicién formal, sino utilizando exclusivamente
su imagen conceptual. Aquellos estudiantes que no lograron conceptualizar la definicion -6
no respondieron correctamente a las Gltimas dos actividades, una en la que debian reproducir
la definicion y otra que requeria completar la demostracion del teorema de conservacion del
signo para una funcién de dominio real. Esto mismo se reporta en Tall (1980) y Tall y Vinner
(1981), entre otros.

La idea de “conflicto cognitivo” introducida por Tall y Vinner (1981) permitiria ademas
describir la influencia de las criticas a los trabajos de Newton y Leibniz y de sus antecesores
sobre el desarrollo posterior del concepto, en el que se enfatizaron aspectos formales. Por otro
lado, la mayoria de las investigaciones analizadas sefialan que las aproximaciones que
tradicionalmente se presentan actualmente en la escuela estan tefiidas de un formalismo
excesivo que no permite la construccion de significados que den sentido al conocimiento que
se estad construyendo, y dan cuenta del fracaso al que han conducido. Precisamente uno de los
cuestionamientos de nuestra investigacion es si puede pensarse que esa exigencia de
formalizacion que vivié la comunidad matematica se traslado, en algun sentido, a las

practicas escolares.

Por otra parte, es importante sefialar como los obstaculos epistemologicos reportados por
Cornu (1986, 1991) y Sierpinska (1985, 1987) se presentaron también en el desarrollo
histérico del concepto: la nocion de las cantidades infinitamente pequefias con un estatus
intermedio entre cero y lo que no es cero, la confusion entre monotonia y convergencia, la
relacion con el concepto de infinito, la creencia de que el limite no puede ser alcanzado, entre

otros.

Sin embargo, en las investigaciones reportadas puede apreciarse como el énfasis en las
dimensiones cognitiva y didactica, dejando de lado la epistemoldgica y la social, puede
conducir a consideraciones “ingenuas”. Ejemplo de ello es el planteo de Tall y

Schwarzenberger (1978) segln el cual los problemas relacionados al aprendizaje y ensefianza
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del concepto de limite se podrian resolver con “profesores sensibles”. Creemos necesario un
redisefio del discurso matematico escolar que no so6lo atienda al cbmo ensefiar, sino también
el qué ensefiar, por qué y para qué, basado en un analisis de las practicas sociales que dieron

origen al concepto, asi como las que actualmente se desarrollan en el &mbito escolar.

La mayoria de las investigaciones reportadas se centran en como ensefiar el concepto de
limite, o cudles son las dificultades cognitivas en su aprendizaje, bajo el supuesto de que el
limite debe estar presente en el discurso matematico. Asumen que el aprendizaje del calculo
implica ineludiblemente el aprendizaje de la definicion del concepto de limite, sin

cuestionarse por la pertinencia de otro tipo de abordajes.

Es decir, estas investigaciones no se cuestionan acerca de por qué se trabaja en el aula el
concepto de limite de la manera en que se hace, cuéles fueron las demandas sociales,
intereses, practicas que condujeron a que se estructurara una determinada concepcion —y no
otra- y a la decision de que esa fuera la concepcidn que se difundiria. Estas investigaciones no
brindan explicaciones de por qué el conocimiento se construye de la manera en que se
construye, se lo asume como un conocimiento preexistente al sujeto que aprende y construye
conocimiento. Es decir, no se han realizado investigaciones referentes al proceso de

institucionalizacion escolar del limite.

Dado que las investigaciones descriptas no logran explicaciones acerca de tal constitucién, se
entiende necesaria la conformacion de un aparato tedrico y metodoldgico que nos permita
realizar este andlisis. Dedicamos el siguiente apartado a una revision de aproximaciones

tedricas que permitiran conformar dicho aparato.
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Capitulo 3 — Estado del arte: la institucionalizacion en
la investigacion en Matematica Educativa

Este capitulo lo dedicaremos a una revision de las teorias que se han venido desarrollando
respecto de la institucionalizacion, de un saber o de practicas, especificamente en el contexto

de la Matematica Educativa.

Presentamos en primer lugar la teoria de Transposicion Didactica desarrollada por Chevallard
(1991). La misma brinda importantes herramientas para entender procesos inherentes al
sistema educativo en su conjunto, y especificamente la transicion del saber entre los &mbitos

cientifico y escolar, mediados por los actores de lo que él denomina noosfera.

En segundo lugar presentamos algunos aportes relativos a la institucionalizacion y los
procesos de institucionalizacion. En este apartado no solamente se consideran estudios
propios de la Matematica Educativa: por tratarse de un tema con mdaltiples componentes
sociales vimos necesario considerar aportes de las ciencias sociales en general. De esa forma
logramos una descripcion de la institucionalizacion y los procesos de institucionalizacion,

entendidos desde diferentes marcos teoricos.

En ese apartado discutimos los aportes que desde la sociologia del conocimiento brindan
Berger y Luckmann (2001), asi como consideraciones generales de Frigerio, G., Poggi; M,
Tiramonti, G. Aguerrondo, I. (1994). A continuacién presentamos teorias propias de la
Matematica Educativa que utilizan a la institucionalizacion o a los procesos de
institucionalizacion como una herramienta para explicar algunos de los fendmenos que

estudian.

3.1. Transposicion Didéactica como explicacion de la transicion del saber entre diferentes

ambitos

La transposicion didactica y el concepto de nodsfera, introducidos por Chevallard a principios
de la década del ’80, son de capital importancia para comprender algunos de los procesos

inherentes a la conformacion del discurso escolar actual en torno al concepto de limite.

Chevallard (1991) parte del reconocimiento de que todo proyecto social educativo identifica y
designa determinados saberes como contenidos a ensefiar. Esta designacion es explicita a
través de los programas, pero también implicita a través de la tradicion evolutiva de la

interpretacion de los mismos. Considera que en general los saberes designados como
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contenidos a ensefiar preexisten al movimiento que los designa, pero en ocasiones son

creaciones didacticas justificadas por las necesidades de la ensefianza.

La transposicion didactica se refiere al conjunto de transformaciones adaptativas que sufre
un saber desde que es designado como saber a ensefiar hasta que se convierte en un objeto de
ensefianza. Explica el transito del saber sabio al saber susceptible de ser ensefiado, transito
que ocurre en lo que el autor denomina noodsfera: el entorno del sistema de ensefianza,
conformado por los representantes del sistema didactico (docentes) y los representantes de la
sociedad (padres, especialistas de la disciplina, autoridades politicas). “Alli se produce todo
conflicto entre sistema y entorno y alli encuentra [la transposicion didactica] su lugar

privilegiado de expresion” (Chevallard, 1991, p. 34).

En la comunidad matematica, como actores de la noo6sfera, se produce la primera etapa de la
transposicion didactica: la transicion del saber sabio al saber a ensefiar. En esta etapa se
produce, por un lado, lo que Chevallard denomina la desincretizacion del saber. En este
proceso el saber es desprovisto de las explicaciones, usos o instrumentos especificos de una
cultura y de una época determinada con los cuales esta originalmente ligado; resulta asi un
saber atemporal y acultural. Por otro lado, se produce una despersonalizacion del saber, es
decir, se le desasocia de las problematicas y situaciones originales que le dan sentido y razén
de ser. Pierde el contacto con el trabajo intelectual del creador y los problemas, situaciones y
significados que le dieron origen, a través de este proceso el saber queda desprovisto de su
génesis epistemoldgica, reduciéndose a un conjunto de definiciones, axiomas y teoremas que
presentan solo el resultado final de un —posiblemente largo- proceso de conjeturas y
significados originales. Este proceso se produce a la interna misma de la comunidad

cientifica, a medida que el conocimiento es compartido.

En una segunda etapa el saber es transformado con el fin de atender a las necesidades
especificas de una institucion educativa. Se produce entonces la programabilidad de la
adquisicion del saber, que es la manipulacion del conocimiento original para secuenciarlo de
manera acorde con los tiempos escolares. Este proceso estd mediado por la noosfera: sus
miembros son quienes toman las decisiones sobre qué contenidos deben integrar el

curriculum formal y como debe ser estructurado.

Una tercera etapa se produce a la interna de la triada saber-profesor-estudiante, es la
transicion del saber a ensefiar al saber ensefiado y estéd influenciada por las caracteristicas
propias del &ambito en el que se encuentra dicha triada. Esa transmision del saber supone, por

un lado, la publicidad del saber, en el sentido de hacerlo publico: definirlo explicitamente.
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Por otro lado, la transmision también supone el control social de los aprendizajes, proceso
que autoriza la certificacion de los conocimientos expertos. En esta etapa juegan un papel
fundamental los docentes, asi como los libros de texto. Ambos actores, los docentes y los
autores de libros de texto, transmitirdn a los estudiantes una determinada concepcion de la
Matematica y su ensefianza, asi como los aspectos epistemoldgicos de los contenidos

designados como saberes a ser ensefiados.

Segun Chevallard (1991), en la transposicién didactica, esos procesos 0 requisitos
(desincretizacion del saber, despersonalizacion del saber, programabilidad de la adquisicidn
del saber, publicidad del saber y control social de los aprendizajes) “se encuentran
tendencialmente satisfechos a través de un proceso de “preparacion” didactica que he
denominado la puesta en texto del saber.” (p. 69).

Por un lado, la textualizacion del saber conduce a la delimitacion de saberes parciales,
expresados en discursos supuestamente autonomos, que produce precisamente su
desincretizacion. Chevallard (1991) sostiene que esta autonomia es ficticia ya que no es

posible delimitar un mismo saber en saberes parciales independientes unos de otros.

Por otro lado, la textualizacién conduce a una disociacion entre el pensamiento y sus
producciones discursivas, que es lo que describimos como despersonalizacion. La
textualizacion, como forma de publicitar el saber, es otra forma de despersonalizacion; los
libros de texto desproveen al saber de las problematicas y situaciones que le dieron origen y

sentido.

“Los libros de texto posibilitan ademas el control social de los aprendizajes, dado que tienen
un reconocimiento social y cultural importante, los libros funcionan como una autoridad
moral con un estatus de verdad en cuanto al contenido que tratan y a la forma de como
plantean problemas o aplican conceptos.” (Castafieda, 2004, p. 16). La textualizacion al
publicitar el saber, estipula una cierta concepcion de qué significa “saber”, lo que posibilita
un control social de los aprendizajes. Los textos ponen en evidencia las concepciones

epistemoldgicas de sus autores e incluso de la comunidad matematica a la cual pertenecen.

Por ultimo, Chevallard (1991) critica una afirmacion usual respecto de los libros de texto: el
texto tiene un principio y procede secuencialmente. En primer lugar, todo texto precisa de
prerrequisitos, aunque no sean objetos de saber explicitos, aunque sea nociones implicitas
como puede ser el proceso de abstraer o de extraer conclusiones. En segundo lugar, sostiene

gue un saber no puede ser explicado secuencialmente en la forma en que fue desarrollado: “es
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muy necesario que el proceso de aprendizaje sea secuencial: pero el orden de aprendizaje no
es isomorfo en relacién con el orden de exposicion del saber; el aprendizaje del saber no es el
calco del texto del saber” (Chevallard, 1991, p. 74).

A pesar de la importancia de la transposicion didactica y la nodsfera para explicar algunos
procesos referidos a la conformacion del discurso escolar actual del concepto de limite, no
parecen dar cuenta de cémo ahi se entretejen las diferentes practicas de sus actores. Cada uno
de los grupos considerados en este trabajo —las comunidades cientificas de cada época en el
desarrollo historico del concepto de limite, la comunidad de docentes del sistema educativo
uruguayo, las autoridades que escriben los programas, dan normativas y deciden qué libros de
texto recomendar, los autores de libros de texto-, tiene su actuar normado por sus propias
practicas sociales, aquellas que conducen a la decision de que un determinado conocimiento
se convierta en un saber a ensefiar. Por otra parte, también esta presente la naturaleza social
del propio saber en cuestion y que discutimos en las secciones anteriores: reconocer que el
limite es producto del quehacer de grupos humanos especificos cuyo actuar es también
normado por sus propias practicas sociales.

Castafieda (2006, p. 257) considera que “la formulacion del discurso escolar del céalculo no
solo proviene de la transposicion didactica del saber erudito, sino que involucra otros factores
ajenos a la noosfera para la seleccion y conformacion de un saber a ensefiar; entre ellas, estan
las préacticas socialmente compartidas que se toman en cuenta para adaptar un saber a su
version didactica.” Asumiendo esta aproximacion, los procesos de institucionalizacion que se
proponen y estudian en esta investigacion buscan reconocer la constitucion social del saber
normada por las practicas que le dieron origen y las practicas socialmente compartidas al seno
de los grupos de actores en la noosfera.

Como vimos, la transposicion didactica permite analizar la transposicion del saber, pero para
analizar como evolucionan las practicas y como ello norma el desarrollo del concepto dentro
de los ambitos cientificos y escolares, se hace necesario la consideracion de una
aproximacion teorica que entienda a la construccion del conocimiento matematico como un
proceso social, y que desde esta perspectiva resignifique a las demas dimensiones del sistema
didactico: la cognitiva, la didactica y la epistemologica. Esa aproximacion teorica es la

socioepistemologia, de la cual iremos dando cuenta en apartados posteriores.
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3.2. Institucionalizacion desde diferentes marcos teéricos

En la busqueda por responder ¢por qué es posible que un determinado concepto se construya
como se construye?, nos encontramos con la necesidad de considerar dominios cientificos
extramatematicos donde las practicas de referencia se desarrollan, resignificando el
conocimiento matematico (Cordero, 2006). Al considerarlos, es posible reconocer que la
construccién social del conocimiento no depende exclusivamente de uno o varios individuos,
sino que se da a través de las instituciones en las que se desarrolla, lo que nos conduce a la

necesidad de estudiar qué se entiende por institucion e institucionalizacion.
3.2.1. Institucion e institucionalizacion

El término institucion tiene diferentes acepciones: “forma social establecida que remite a lo
reglado, lo normado; sinénimo de establecimiento u organizacién; procesos por los cuales las
sociedades e individuos se organizan; o incluso proceso de institucionalizacion, resultante del
interjuego Yy tension entre lo instituido y lo instituyente” (Frigerio, G., Poggi; M, Tiramonti,
G. Aguerrondo, 1., 1994, p. 34). Pueden apreciarse como algunas acepciones destacan su
aspecto estatico y otras su aspecto dinamico.

Algunas investigaciones socioepistemoldgicas (Garcia-Torres y Cantoral, 2007; Tuyub,
2008), consideran una concepcién de institucion que tiene origenes en la sociologia del
conocimiento. Segun Berger y Luckmann (2001), las instituciones son entidades que
posibilitan la conservacion de saberes en las sociedades a través del tiempo, como formas
organizadas que establecen roles a los participantes, en los cuales existen prescripciones
(restricciones) y licencias. Son formas de actuar que norman la conducta de los individuos de
una sociedad y se vuelven externas al individuo (despersonalizadas) por los procesos
institucionales. Implican historicidad en el sentido de que son el producto de un proceso de
construccién al seno de una historia compartida a través del tiempo, y control: las
instituciones ejercen en definitiva un control social sobre el comportamiento humano, al
establecer pautas definidas que lo canalizan en una direccién determinada en oposicion a
muchas otras que podrian darse teéricamente. De ellas se desprenden mecanismos de sancién

establecidos para el sostén de la institucion.

En este sentido se podrian considerar como ejemplos de institucion a la vestimenta, un género
literario, una religién, la matematica misma o incluso un profesor. En particular, Cordero
(2006) retoma la concepcion de Durkheim (1982): reconoce al saber como un producto

material continuo, y sefiala que dicho “continuo” esta garantizado “porque hay ciertas formas
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de actuar impuestas o sugeridas desde afuera del individuo” (Cordero, 2006, p. 271). Tales

formas, que son encarnadas en sucesos individuales, son las instituciones.

Los actores de toda institucion desarrollan practicas que la caracterizan, y al legitimarse en un
contexto y grupo social especificos, resultan en normas y visiones determinadas. Asi, las
practicas cumplen una funcion normativa, permitiendo explicar por qué los actores de esa

institucién acttan de determinada manera.

Segun Berger y Luckmann (2001) una institucion es toda tipificacion reciproca de acciones
habitualizadas por tipos de actores. A su vez, en relacion a lo que denominan proceso de
habituacion, sostienen que “todo acto que se repite con frecuencia, crea una pauta que luego
puede reproducirse con economia de esfuerzos, y que ipso facto es aprehendida como pauta
por el que lo ejecuta. Ademas, la habituacion implica que la accién de que se trata puede
volver a ejecutarse en el futuro de la misma manera y con idéntica economia de esfuerzos”
(Berger y Luckman, 2001, p.74). Estos procesos anteceden a toda institucionalizacion, para
que se produzca la clase de tipificacion reciproca debe existir una situacion social continua en
la que las acciones de dos 0 mas individuos se entrelacen, se convierten en instituciones
histdricas y de esto adquirir la objetividad. Dado que tipificar implica ajustar varias cosas
semejantes bajo una norma comun, este concepto de institucion explicita la importancia de la
consideracion de las acciones (practicas humanas) que por determinada razon se tornan

habituales para un determinado grupo en un contexto especifico.

Desde esta vision, “la institucionalizacion aparece cada vez que se da una tipificacion

reciproca de acciones habitualizadas por tipos de actores” (Berger y Luckmann, 2001, p. 76).

Si bien existen diferentes tipos de instituciones, en esta investigacion nos interesa reconocer
el papel de la escuela como una institucion. Interesa entender a la escuela como una
institucion para analizar como alli se institucionaliza el concepto de limite, permitiendo
explicar por qué se lo ensefia de la forma en que se lo ensefia. Entendemos que la escuela es
efectivamente una entidad que permite la conservacion de saberes a través del tiempo, a la
vez que las practicas que en ella se desarrollan imponen cierta forma de actuar externa a los

individuos.

El término institucionalizacion, considerado en este sentido amplio, se puede entender de
diferentes maneras dependiendo del contexto en el que se produce. Nos interesa presentar
algunas de las formas que este término ha tomado en diferentes teorias de la Matemaética
Educativa.
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3.2.2. Institucionalizacion en la Teoria de Situaciones Didacticas

Durante la década del 70 comienza a desarrollarse, especialmente en Francia, lo que se
denomina “didactica fundamental”. Constituye un paradigma de la didactica de la matematica
que provoco una ampliacion de la problematica su problematica de estudio, incluyendo el
conocimiento matematico entre sus objetos de estudio. Este paradigma condujo a un
cuestionamiento sobre la transparencia del conocimiento matematico y a su problematizacién
(Chevallard, Bosch y Gascén, 1997). La teoria de situaciones didacticas, de Guy Brousseau,
es el primer ejemplo de una teoria didactica en el marco de la didactica fundamental, y se ha
visto robustecida por los aportes que sefialaramos de Chevallard respecto de la Transposicion

DidActica.

Esta teoria sostiene que “saber matematicas” implica ocuparse -y resolver- problemas, lo que
centra la actividad de aula en el estudiante. Se propone que el estudiante intervenga en la
actividad matematica: “que formule enunciados e intente probarlos, que construya modelos,
lenguajes, conceptos Y teorias, que los ponga a prueba e intercambie con otros, que reconozca
los que estan conformes con la cultura matematica y que tome los que le son utiles para
continuar su actividad.” (Chevallard et al., 1997). Esta teoria propone que para que esto se
lleve a cabo el docente debe disefiar y proponer a sus estudiantes lo que Brousseau (1997)
denomina “situaciones didacticas”, situaciones que refieran a genuinos problemas
matematicos, en las cuales el conocimiento a ensefiar aparezca como la solucion Optima a

dichos problemas y a su vez que ese conocimiento resulte construible por los estudiantes.

Sin entrar en detalles del desarrollo de una situacion didactica, que no es el interés especifico
de esta investigacion, nos detendremos en una de sus componentes, la institucionalizacion de

los saberes.

Segun la teoria de situaciones didacticas, una vez que grupo de estudiantes ha logrado generar
estrategias de resolucion a la situacion planteada, es necesario que alguien del exterior venga
a dilucidar cuéles de entre sus actividades tienen un estatuto cultural, esto es, un interés
cientifico para la comunidad matematica. Esa es la funcion de la institucionalizacion
(Brousseau, 1997) y es responsabilidad del docente llevarla a cabo. El es quien puede brindar
un estatuto cultural a las producciones que los estudiantes elaboraron a partir de la situacién
propuesta, colocandolas en el nucleo de una problematica mas amplia y relacionandolas con
otras cuestiones y saberes. La institucionalizacion tiene por objetivo lograr que el estudiante
reconozca el conocimiento que esta aprendiendo como un “objeto de saber” ya establecido en

la estructura matematica, que a su vez el docente tenia previsto como un “saber a ensefiar”.
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Sin embargo, resulta necesario reconocer que el propio profesor estd inmerso en todo un
proceso que trasciende al profesor y a su trabajo en el aula, y tiene que ver con como llega ese
conocimiento a su aula, a través de qué mecanismos y por qué. Desde la perspectiva que se
adopta en la investigacion, consideramos que ese saber que se instituye en el aula ha
atravesado previamente por al menos otras dos instancias de institucionalizacion en el &ambito
de la nodsfera que lo constituyen como un saber necesario a ser tratado en clase y aprendido
por los estudiantes: la institucionalizacion al seno de la comunidad matemaética (cuando
determinadas acciones son habitualizadas entre los miembros de un determinado grupo de
matematicos por responder a la practica social que norma dichas acciones) y la
institucionalizacién en el transito de ese saber constituido como un “saber sabio” hacia la
dimension escolar (transito que se explicita en una relacion dialéctica entre programas y

libros de texto y que se presenta en el ambito de la nodsfera).

Resulta viable entonces que al querer dar cuenta de como el limite se constituyo en un cuerpo
de saber validado y aceptado social y culturalmente, tenemos que hablar de un proceso de
institucionalizacion que considere diferentes momentos, en las cuales las practicas de los
actores reflejan los paradigmas vigentes en cada uno de ellos. Para ello vemos necesario la
consideracion de otro paradigma en Matematica Educativa, que incluya precisamente al

estudio de las practicas como centro de la actividad matematica.

Describiremos a continuacion la teoria socioepistemoldgica, deteniéndonos especificamente
en sus aportes sobre la institucionalizacion y el estudio sobre los procesos de

institucionalizacion.
3.2.3. Socioepistemologia como aproximacién teérica

Cordero (2006) distingue en la evolucion de la matematica educativa como disciplina dos
programas de investigacion: los que prestan especial atencidon a los procesos cognitivos
individuales y los que analizan la construccion del conocimiento en los escenarios
socioculturales. Sin embargo, plantea que ninguna de estas aproximaciones permite explicar
cOmo un conocimiento se convierte en un saber institucionalizado en dmbitos cientificos o
para su estudio en la escuela, como los grupos se organizan, de qué se valen y qué métodos
utilizan para constituir dicho conocimiento. Esto se da porque ambas aproximaciones
conciben al conocimiento como preexistente al sujeto que aprende y descontextualizado de

las précticas de referencia que le dieron origen.
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En cambio, si el conocimiento matematico no es considerado como preexistente al sujeto que
aprende, sino que se analizan las circunstancias sociales, historicas y culturales de los
escenarios en los que se produce y difunde, los saberes matematicos pueden ser concebidos
como un bien cultural producto de la actividad humana en su practica de modificar y
construir la realidad (Martinez, 2005). El conocimiento constituido como tal en ambitos no
escolares, sufrird una serie de modificaciones tanto en su estructura como en su
funcionamiento en el proceso de difusion hacia y desde el sistema de ensefianza (Cantoral,

Farfan, Lezama y Martinez-Sierra, 2006).

Por su caracter sistémico, la socioepistemologia es una aproximacion teorica que entiende al
conocimiento matematico de esa manera, reconociendo la importancia de los aspectos
cognitivo, didactico y epistemoldgico desde los escenarios socioculturales en los que se
produce dicho conocimiento (Cantoral y Farfan, 1998). Este marco quiere precisamente dar
cuenta de la naturaleza social del conocimiento matematico, como se produce su construccion
social y explica los procesos de construccion, adquisicion y difusion del saber matematico
con base en practicas sociales (Cantoral et al., 2006).

Se entiende a las practicas sociales como aquéllas normativas de la actividad humana,
aquello que hace que los individuos o grupos hagan lo que hacen (Covian, 2005) y que son

generadoras de herramientas y representaciones sociales (Ferrari y Farfan, 2009).

En Montiel (2006) se presenta un aporte

teérico que reconoce a las actividades | PRACTICA SOCIAL

humanas observables en un individuo o /Préctica de referencia \

grupo  —generaciéon de  conjeturas Y
argumentaciones  relativas a  cierto @
conocimiento, produccién de propiedades,

definiciones, entre otras—, que se articulan k /

en practicas de referencia. Estas practicas Figura 4: Modelo para la construccion social

. . o de conocimiento matematico (Montiel, 2006)
de referencia pertenecen a cierta tradicion
cientifica y dan cuenta de los paradigmas de cada comunidad, en un contexto sociohistorico
determinado. Segun este constructo tedrico, para describir la naturaleza social del
conocimiento interesa analizar la practica social que es quien norma o regula a las practicas
de referencia. Es aquello que estructura y otorga significado a lo que hacemos (Arrieta,

2003).
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En el apartado 4.1.1 especificamos qué tipo préacticas de referencia y actividades nos interesa
identificar en cada ambito —el cientifico y el escolar-. Asi, veremos como las practicas
sociales norman préacticas de referencia que dan cuenta del paradigma especifico en el que se
encuentran los actores involucrados en cada momento del proceso de institucionalizacion, y
que dichas practicas de referencia, asi como las actividades, son reinterpretadas diferente en

uno y otro ambito.

3.2.4. Procesos de institucionalizacion en la aproximacion socioepistemolégica

Segun Covian (2005), quien desarrolla una investigacion en el marco de la teoria
socioepistemoldgica, es a través del proceso de institucionalizacion que la préactica social
adquiere la funcién normativa, éste es entendido como un proceso que se evidencia a través
del cambio y la permanencia del conocimiento. EI conocimiento matematico
institucionalizado es considerado como aquello que permite el continuo de los saberes

matematicos.

Sin embargo, Tuyub (2008) afirma que

“Esta investigacion permite robustecer tal caracterizacion al profundizar sobre ello, sin
caer en definiciones, la permanencia y cambio solo ponen la alarma de que ha habido
un proceso de institucionalizacién (son como fotos de la evidencia, principio y fin, es
como caracterizar al aprendizaje como un cambio de conducta, no lo hace, ahora lo
hace), pero en realidad no da cuenta de tal proceso, que se debe inferir en la
continuidad de las practicas a través de sus actividades, es decir cuestionarse sobre quée
es lo que permite la permanencia y cambio (preguntarse como se llegd de esta foto a la
otra).” (Tuyub, 2008, p. 180)

Es asi que vemos la necesidad de estudiar acerca de cuales son las herramientas que hasta
ahora ha aportado la socioepistemologia para utilizarlas y a la vez precisar qué otros

constructos se precisan aun desarrollar.

A raiz de un estudio sobre practicas en ingenieria biomédica, Garcia Torres concluye sobre la
existencia de procesos de institucionalizacion, entendidos como aquellos procesos que,
normados por la practica social, permitirian explicar la construccion y difusion de
conocimiento matematico por parte de la sociedad (Garcia Torres y Cantoral, 2007). En el

siguiente esquema se presenta un modelo para la construccién social de conocimiento
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matematico considerando los procesos de institucionalizacion, y su articulacion con las

practicas sociales y de referencia presentadas en el esquema de Montiel (2006).

PRACTICA SOCIAL
Funcién normativa
Coordina la existencia de procesos de institucionalizacién simultaneos

PROCESOS DE INSTITUCIONALIZACION

Proceso de institucionalizacion 1

Proceso de institucionalizacién £

Prictica de referencia

Practica #

< Actividad

1
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 .
1 Practica 7
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Figura 5: Modelo para la construccion social de conocimiento matematico
considerando los procesos de institucionalizacion. (Garcia Torres y Cantoral, 2007)
Consideraremos este esquema para la investigacion, pero nos interesa ademas, como lo sefiala
Tuyub (2008), describir la naturaleza de los procesos de institucionalizacion, analizando en
particular el papel que las précticas sociales y de referencia cumplen en dicho proceso. Para
ello, deberan considerarse los dos ambitos que presentamos en el primer capitulo: el cientifico

y el escolar en la constitucion de conocimiento matematico y su institucionalizacion.

3.3. Aportes para la investigacion: argumentos para la opcion por el marco de la
socioepistemologia y reconocimiento de la necesidad del uso de diferentes

metodologias

Los aportes tedricos desarrollados en este capitulo han permitido construir una aproximacion
acerca de lo que es necesario para dar respuesta a la pregunta original de investigacion: ¢por
qué el limite se ensefia de la manera en que se hace actualmente en el sistema educativo

uruguayo?

Por un lado, constatamos que para dar cuenta de como el limite se constituyo en un cuerpo de
saber validado y aceptado social y culturalmente, tenemos que hablar de un proceso de

institucionalizacion que considere diferentes momentos, en los cuales las practicas de los
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actores reflejan los paradigmas vigentes en cada uno de ellos. Por otro lado, el anélisis de la
institucionalizacién entendida desde diferentes teorias dentro de la Matemaética Educativa nos
permite considerar que la perspectiva socioepistemoldgica es apropiada para analizar dicho
proceso de institucionalizacion. Desde esta perspectiva, interesa estudiar las practicas que se
desarrollan en los diferentes grupos de actores del ambito cientifico y el ambito escolar, y es
por eso que optamos por una alternativa diferente a la Transposicion Didactica. Dicha teoria
permitiria analizar la transposicion del conocimiento desde que es considerado como un saber
sabio hasta que es considerado como un saber a ensefiar, pero no da cuenta de como influyen
las précticas sociales y de referencia de cada momento del proceso en las decisiones que se
van tomando y que constituyen la institucionalizacion del concepto en la escuela entendida

como una institucionalizacion.

Un analisis socioepistemologico del proceso mencionado permitiria detectar dentro de €l las
“etapas” que se producen al seno del ambito estrictamente cientifico. Dichas “etapas” seran
consideradas en el sentido que se expusiera en el capitulo 1, como diferentes estadios que se
pueden detectar en el andlisis de las practicas sociales y de referencia propias de cada
comunidad y de cada matematico en la conformacion del concepto “limite funcional” tal cual

esta escrito en los libros de texto actuales.

Ademas, ese analisis permitiria la consideracion del ambito escolar en el proceso de
institucionalizacion del concepto de limite. Como mencionamos en el capitulo 1,
distinguimos alli algunos “momentos”, ya no en el sentido cronologico de las etapas, sino
como diferentes fases que se pueden distinguir en el proceso de institucionalizacién cuando
queremos reinterpretar las practicas sociales en la institucion escuela. Es importante sefialar
que esos “momentos” pueden describirse en funcion de los actores de la nodsfera que

participan con mas protagonismo en cada uno, y de los roles que dichos actores desempefian.

Como vemos, en cada una de los dos ambitos que decidimos analizar buscamos diferentes
tipos de explicaciones. En el ambito cientifico, interesa conformar una epistemologia de
practicas, en el sentido de Buendia y Montiel (2009a y 2009b). Y mas adelante nos interesa
estudiar como esas practicas, que le dan sentido al limite, viven en el ambito escolar, pero
reinterpretandolas especificamente en la institucion escolar. Esto requiere de una metodologia
propia para cada “parte” del andlisis, con su correspondiente marco teorico. El siguiente

esquema ilustra la situacion:
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Socioepiste Momento 1 Momento 2 Momento 3
mologia del
limite

Institucionalizacion en la Institucion escuela

\ 4
Metodologia 2

v
Metodologia 1

N e
—

“PROCESO” de institucionalizacion del limite

Esquema 2: Descripcion general de la investigacién

Una vez explicitada la necesidad del uso de metodologias diferentes para cada parte del
proceso, dedicamos el siguiente capitulo a describir las herramientas tedricas y metodoldgicas

utilizadas.
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Capitulo 4 - Aspectos teoricos y metodoldgicos

4.1. Hacia la conformacién de un modelo tedrico para el andlisis de los procesos de

institucionalizacion
4.1.1. Elementos socioepistemoldgicos para la conformacion de un modelo

Como se ha justificado, es viable la consideracion de determinados conocimientos como
saberes sujetos a diversos procesos de institucionalizacion. Ya que nos importa reconocer el
papel de los escenarios socioculturales, en esta investigacion nos interesa particularmente la
constitucion del limite como un saber institucionalizado, dentro del contexto educativo
uruguayo. Asi, estaremos dando cuenta de que dicha institucionalizacion se realiza a través de
un proceso, tal cual se presentara en Garcia Torres y Cantoral (2007) para un caso especifico

de précticas profesionales.

Hemos considerado a la socioepistemologia como aproximacién tedrica ya que su interés es
explicar precisamente la constitucion del conocimiento matematico a través de las practicas
sociales que norman su construccion. Este aporte nos permitira describir como ha sido la
evolucion del concepto “limite funcional” desde el punto de vista institucional, a la vez que
explicar como se ha convertido él mismo en un saber institucionalizado. Organizamos dicha
descripcion en funcion de las practicas de los actores de la nodsfera: su quehacer es
normativo, y tiene sus caracteristicas propias en cada uno de las etapas y momentos que
seflalamos. El analisis de las préacticas de dichos actores es 1o que nos permite la distincion

entre esas “fases” en el proceso de institucionalizacion.

Las consideraciones realizadas en los apartados anteriores han permitido concluir en la
conformacion de un esquema que ilustra un “esqueleto” tedrico para el andlisis de la
naturaleza del proceso de institucionalizacion de wun conocimiento matematico,

especificamente del concepto de limite:
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Proceso de institucionalizaciOn del concepto de limite: esqueleto
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Esquema 3: Proceso de institucionalizacion del concepto de limite: esqueleto

Este esquema pretende funcionar como “esqueleto” para explicar como se ha ido
constituyendo el concepto de limite en la institucion escuela, considerando especificamente el
papel de las practicas de referencia y las actividades que son normadas por las practicas

sociales como reguladoras de dicha constitucion.

En el analisis del proceso de institucionalizacion consideramos especialmente la articulacion
entre dos grandes ambitos en donde se manifiestan las précticas sociales de los actores de la
nodsfera: el cientifico y el escolar. Dichas practicas operan como normativas de las practicas
de referencia de esos actores, constituidas a su vez por sus actividades. Las practicas de
referencia se manifiestan, ya sea explicita o implicitamente, en forma diferente en cada

ambito, y son en definitiva las que permiten situarnos en uno u otro.

Como vimos, las préacticas sociales son las que permiten explicar por qué un determinado
conocimiento se construye de la manera en que lo hace ya que norman las actividades de los
diferentes actores del sistema didactico involucrados en tal construccion, y deben ser

entendidas también en funcién de ellos.
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Dentro del ambito cientifico, las actividades de medir, modelar, aproximar, calcular, buscar
explicaciones de fendmenos especificos, elaborar conjeturas y justificarlas o refutarlas,
enunciar definiciones y axiomas, constituyen las practicas de referencia desarrolladas por un
matematico o grupo de matematicos en torno a un concepto, propias de cada etapa en la

evolucion del concepto de limite en el ambito cientifico.

Entendemos a las practicas escolares vigentes dentro de cada paradigma escolar como las
practicas de referencia propias del ambito escolar. Cuando analicemos los diferentes
momentos en el proceso de institucionalizacion del concepto de limite, lograremos una
descripcion mas profunda de dichas practicas de referencia, distinguiéndolas segun cada
momento. Las actividades son todas aquellas que conforman dicho paradigma y son a la vez
caracteristicas de él. En cada momento de la evolucion del tratamiento escolar del concepto
de limite se manifiestan de una forma especifica: elaboracion de planes y programas, disefio
de secuencias didacticas y de libros de texto, evaluacion del docente, intercambio entre
docentes y autoridades, formas de desarrollar el concepto de cada docente en el aula,

evaluacion de los estudiantes, entre otras.

Desde la perspectiva socioepistemoldgica, se sostiene que las précticas sociales son
generadoras de conocimiento (Arrieta, 2003; Buendia, 2006; Martinez, 2005; Ferrari y
Farfan, 2004). Reciprocamente, podria formularse que los resultados obtenidos en el &mbito
del “saber sabio” o el “saber escolar” generan confianza sobre la pertinencia de las practicas
de referencia. En el ambito cientifico, por ejemplo, la practica social de formalizar fue la que
generd y normo un determinado desarrollo del concepto de limite funcional, pero a su vez
cuando esta formalizacion se hizo explicita, se comenzaron a ver las “ventajas” de su
aplicacién y eso reforzd su practica. En el ambito escolar, muchas veces normado también
por la practica de formalizacion, si los docentes o los estudiantes ven en su aplicacion alguna
ventaja para la expresion de sus resultados y la generalizacion, entonces se refuerzan las

practicas escolares de referencia asociadas a la formalizacién.

El transito entre saber sabio y saber escolar es explicado a través de la consideracion de la
Transposicion Didactica, pero como explicamos, no es ese el foco de esta investigacion. Nos
interesa el transito entre la institucionalizacion de practicas en uno y otro ambito. En el caso
del ambito cientifico, la teoria socioepistemoldgica nos brinda las herramientas tedricas y
metodoldgicas necesarias para llevarlo a cabo tal andlisis. El analisis de précticas que se
generan en el transito entre los diferentes &mbitos y a la interna del &mbito escolar, sera

explicado a través del analisis del discurso ya que, desde la perspectiva que se plantea en la

Mag. Verdnica Molfino Vigo 61



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemolégico

investigacion, permite identificar las practicas de referencia y actividades de los actores de la

nodsfera.

Si bien en socioepistemologia existen investigaciones que se dedican al analisis del discurso,
especificamente del discurso matematico escolar, creemos necesario realizar algunas
puntualizaciones respecto de la manera en que entendemos al discurso, esto es, bajo la nocién
de “accion”.

4.1.2. Discurso como accion social y discurso matematico escolar

La perspectiva desde la cual se plantea la investigacion asume al conocimiento como una
construccién de sentido comdn normada por practicas sociales y producto de précticas de
referencia propias de un contexto determinado, a diferencia de las que consideran al
conocimiento como un objeto preexistente al estudiante, un cuerpo de saberes previamente

consensuados como “correctos” por un grupo de personas y en un contexto ajenos a él.

Ello implica un cuestionamiento acerca de como se estructura el discurso en torno a
determinado saber en las instituciones en las que se desarrolla, desde el punto de vista de sus
actores. “Para estudiar como se construye la ciencia en el aula, es necesario no sélo analizar
la manera como se describen y explican los fendbmenos de la “realidad”, sino indagar los
procesos con los que se construyen estos conceptos, se legitiman y se organizan en teorias”.
(Candela, 2007, p. 32). Ello hace necesario el analisis del discurso y su rol en la construccién

de conocimiento.

En particular, consideramos necesario realizar un andlisis del discurso para explicar los
procesos a traves de los cuales un determinado conocimiento —en nuestro caso el concepto de
limite- se ensefia actualmente de la forma en que se hace en un determinado contexto
sociohistorico y cultural —el aula uruguaya en el siglo XXI-. De esta manera, esta herramienta
nos permitiria evidenciar que lo que ensefiamos en el aula alrededor del limite es producto de
un proceso, que denominaremos proceso de institucionalizacion, y que se evidencia tanto en
los &mbitos cientificos de constitucion del concepto como en los ambitos escolares, en los que

se difunde y reconstruye.

El “Discurso” puede ser entendido y estudiado de diversas maneras: un analisis discursivo
que atienda a la estructura de las formas verbales en el aula (semantica, sintaxis, retorica,
estilistica, tipo de argumentacion o procesos cognitivos involucrados) o el discurso

matematico escolar (DME), por ejemplo.
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Desde la socioepistemologia se entiende al DME como la manifestacion del conocimiento
matematico, normada por creencias del profesor y los estudiantes sobre lo que es la
ensefianza y lo que es la matematica, por lo que dicta el curriculum y por las necesidades e
intereses de todos los actores de la noosfera. El discurso modela el desarrollo de la clase y
establece prioridades sobre ‘aquello’ que debe estudiarse; el tipo y caracteristicas de
actividades, la forma de evaluar, el tipo de planteamientos y ejercicios (Cordero y Flores,
2007). En este sentido el discurso favorece que un determinado conocimiento —y no otro- se
vuelva institucional. Su analisis permitiria construir explicaciones sobre la forma en que se

legitima cierto saber, como se forman consensos en torno a su socializacion.

El DME involucra a las formas orales, como el dialogo que se puede suscitar en una clase
entre profesor y alumnos, pero también involucra formas escritas como los programas o los
libros de texto seleccionados para dictar un curso (Castafieda, 2006). También conforman el
discurso otros aspectos relevantes como las practicas docentes y todo lo que hace a la
formacion docente: la estructuracion de sus planes y programas, los libros de texto que se
recomiendan Yy las practicas docentes de los formadores de profesores. Por otro lado, integran
el discurso todas las manifestaciones —generalmente escritas— que no son consultadas
frecuentemente en los cursos actuales pero que de alguna manera influyeron o influyen en la
configuracién actual de los programas y las practicas docentes. Ejemplos de ello serian los
escritos cientificos y libros de texto de antafio.

En la presente investigacion interesa analizar el discurso, pero con un interés especifico, que
es el de analizar las practicas escolares, entendidas como las practicas de referencia en el
ambito escolar, segln el esquema de Montiel (2006). Es por eso que precisamos de una visién
del discurso con interpretaciones diferentes a las del DME, esto es, una perspectiva que
entienda al discurso como una accion social, como parte del quehacer de los actores de la
comunidad escolar. Es asi que optamos por la vision que propone Van Dijk (2001), segun la
cual el discurso es un fenémeno practico, abordando un analisis social del mismo, el cual

quiere comprender las relaciones entre el discurso y la sociedad.

Desde esta perspectiva, el discurso es entendido como una accion social. Los usuarios del
lenguaje, ya sea escrito u oral, no solo son oyentes, lectores, escritores u hablantes, sino que
son miembros de grupos, comunidades u organizaciones sociales. El discurso manifiesta y
expresa las multiples propiedades relevantes de la situacion sociocultural —el contexto-, a la
vez que lo modela. Ademas de ser moldeado por el contexto sociocultural en el que esta

inmerso, el discurso *“constituye lo social: constituye las situaciones, los objetos de
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conocimiento, la identidad social de las personas y las relaciones de éstas y de los grupos
entre si.” (Fairclough y Wodak, 2001, p. 367). Es importante el caracter dindmico y subjetivo
que se le otorga a los contextos: son dindmicos en el sentido de que son flexibles, cambiantes
y hasta pueden ser negociables y son subjetivos ya que sus participantes pueden interpretar
sus caracteristicas de diversas maneras y considerar relevantes diferentes aspectos, en este

sentido son considerados construcciones mentales.

Van Dijk (2001) sostiene que al hablar o escribir se realizan multiples acciones: defender una
postura, responder preguntas, representar a tal grupo social, entre otras. Asi, se reconoce a la
formulacion del discurso como una accién social con una intencionalidad especifica de un
colectivo dentro de un contexto sociocultural especifico. Es entendido como una practica
social: “la nocidn de préctica social usualmente supone una dimension social mas amplia del
discurso que los diversos actos realizados por los usuarios del lenguaje en la interaccion
interpersonal.” (Van Dijk, 2001, p. 24). Ademas, “el hecho de describir al discurso como
practica social sugiere una relacion dialéctica entre un suceso discursivo particular y las
situaciones, instituciones y estructuras sociales que lo enmarcan.” (Fairclough y Wodak,
2001, p. 367). La nocion de practica social desde esta perspectiva tiene aspectos comunes con
la nocion que se maneja en la teoria socioepistemoldgica: el asumir que cada persona
involucrada en el acto discursivo es miembro de un grupo social determinado, que responde a
intereses y necesidades especificas, y que eso no puede ser desvinculado a la hora de analizar
el discurso sugiere una consideracion del humano como miembro de un grupo social con sus
caracteristicas especificas, propias del escenario sociocultural en el que estd inmerso. Sin
embargo, difieren en la connotacidn que se le otorga en la socioepistemologia a la practica

social como normativa del actuar humano y generadora de conocimiento.

En este sentido, una interaccion entre profesor y alumno —por ejemplo- no so6lo es una forma
compleja de dialogo institucional, sino que es una parte inherente de la practica discursiva
mas compleja de la ensefianza. El analisis del discurso como accién evidencia las funciones
sociales, politicas o culturales del discurso dentro de las instituciones, los grupos o la

sociedad y la cultura en general (Van Dijk, 2001).

Van Dijk introduce al poder social como un concepto que organiza las relaciones entre
discurso y sociedad. En particular, lo define como “una relacién especifica entre grupos
sociales e instituciones” (Van Dijk, 2001, p. 40): especificamente una relacion que controla
las intenciones, acciones y propdsitos de un grupo o de personas por parte de otro grupo o

personas. El poder puede ser directamente ejercido a través de ordenes, donde la persuasion
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se implementa a través de mecanismos fisicos 0 mentales directos, o puede manifestarse a
través de mecanismos mas sutiles, a través de argumentos o consejos (en el caso de la
educacion este “poder” lo ejercen padres y profesores, autoridades educativas, disefiadores
del curriculum y de los libros de texto, editoriales, politicos, organismos internacionales,
entre otros) o a través de una hegemonia o la formacién de consensos: el discurso es tal que
hace que las personas de un grupo tengan las creencias del grupo poderoso; puede ser a través
de la educacion, campafias, publicidad o medios, por ejemplo, lo que sélo es posible cuando
no existen otras fuentes de informacion y opinion, para que los dominados no puedan

formarse una opinidn propia, diferente a la del grupo dominante.

Los grupos poderosos controlan el acceso de los recursos materiales y simbdlicos a través del
discurso controlando el contexto y las estructuras del discurso (idioma, temas, género,
estructura, disefio grafico, etc). Se genera una relacion compleja de dependencia especial
entre los grupos de poder y los dominados: los grupos de poder precisan de, por ejemplo, los
medios de comunicacion o el grupo de académicos para ejercer su poder. Pero a su vez estos
grupos precisan la “aprobacion” de los grupos poderosos econdémica, social o politicamente
para “sobrevivir” y continuar su accion. A su vez, el poder social no es permanente ni carente
de contradicciones, eso es lo que explica los cambios histdricos de poder. En el contexto del
sistema educativo uruguayo, por ejemplo, los organismos internacionales de crédito han
influido fuertemente en los planes educativos y cambios curriculares. Sus politicas educativas
internacionales influyeron fuertemente en la reforma de 1996, como se sefiala en el apartado

5.2.1, donde se describe la evolucion del sistema educativo uruguayo.

Van Dijk (2001) sefiala que la contrapartida cognitiva del poder social son las ideologias, que
establecen vinculos entre el discurso y la sociedad pero en otro nivel. Las ideologias son
entendidas como representaciones mentales compartidas por un grupo: “la ideologia es una
manera particular de representar y construir la sociedad que reproduce las relaciones
desiguales de poder, las relaciones de dominacion y de explotacién” (Fairclough y Wodak,
2001, p. 392). Si bien las ideologias no explicitan directamente como actuar en una situacion
particular a cada miembro de un grupo, si coordinan sus actos o practicas en general, sirven
para que los grupos desarrollen representaciones compartidas, generales y mutuamente
coherentes: aseguran que los miembros de un grupo actiden en forma similar frente a
situaciones similares, contribuyendo asi a la cohesion grupal y la reproduccion exitosa del
grupo. Su funcidn es articular los intereses colectivos del grupo y las practicas individuales.
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La relacion entre ideologia y discurso es indirecta e involucra tanto creencias generales como
especificas. Los usuarios del lenguaje se identifican como parte de un grupo con una
ideologia determinada, pero pueden manifestar lealtades en conflicto, lo que pone de
manifiesto la relacion entre lo individual y lo social, lo micro y lo macro dentro de un
contexto especifico. El analisis de la relacion entre ideologias y discurso es considerado
fundamental en tanto que las primeras definen a las culturas y los grupos, los organizan y
supervisan sus creencias ademas de sus préacticas sociales y discursos. Este aspecto permite

comprender cabalmente las relaciones entre discurso y sociedad (Van Dijk, 2001).

Esta es la perspectiva metodoldgica desde la cual planteamos en la investigacion el analisis
del discurso, ya que consideramos que en particular aportara herramientas para comprender el
desarrollo del saber matematico en sociedad y explicitar asi sus procesos de
institucionalizacion. Desde esta perspectiva, se reconoce que las acciones que lleva a cabo
una institucion en la formulacién de un discurso institucional producen, reproducen y/o
desafian la estructura social. Cada libro de texto, la configuracion de cada programa, las
opciones por considerar o descartar determinado conocimiento 0 proceso para su ensefianza,
las acciones discursivas de un docente en clase: todas ellas tienen implicaciones y
consecuencias en la constitucion del conocimiento y en los procesos de ensefianza y
aprendizaje. Es necesario explicitar la intencionalidad con que una persona, miembro de un
determinado grupo, escribe un libro de texto, disefia un programa, selecciona o jerarquiza
temas para dar en un curso, e incluso la manera de presentarlo. Cada accion discursiva
implica un determinado proposito, genera una determinada consecuencia y responde a una

representacion mental de los acontecimientos determinada.

En nuestro analisis, eso se manifiesta en cada uno de los momentos del &mbito escolar en el
proceso de institucionalizacion. En cada uno de ellos es necesario explicitar los propositos,
las consecuencias y las representaciones mentales asociadas a cada accion discursiva de sus

actores.
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4.2. Hacia la conformacion de un modelo metodoldgico para el analisis de los procesos de

institucionalizacion

Una vez delineados los aspectos tedricos de la investigacion, nos centraremos en los aspectos
metodoldgicos que viabilizaran la concrecion del objetivo en el marco del modelo tedrico

planteado.

Hemos estructuramos el analisis de los procesos de institucionalizacion del concepto de limite
en dos grandes ambitos, el cientifico y el escolar, y hemos justificado que cada uno de ellos
precisa de herramientas tedricas especificas. De la misma manera, cada uno de ellos precisa
de una metodologia propia para el analisis de las practicas en uno y otro ambito. En el caso

del &mbito cientifico, optamos por desarrollar el esquema de practicas

4.2.1. Esquema de précticas de la socioepistemologia

Entendemos que el modelo de la epistemologia de practicas que propone la
socioepistemologia para el andlisis histdrico-epistemoldgico de un concepto se ajusta a las
necesidades de la investigacion para el analisis de los procesos de institucionalizacion en el
ambito cientifico. La investigacion historica implica “reconocer y dar cuenta de las
circunstancias que rodean tanto la gestacion de un determinado saber, como los procesos de

institucionalizacion a los cuales se vio sometido” (Buendia y Montiel, 2009a, p. 1287).

Desde esta perspectiva el interés de estudio no es la produccion matematica final que logra el
hombre sino el analisis de la actividad humana al hacer y usar matematicas en un contexto
social especifico. Este tipo de andlisis permite reconocer que el conocimiento no esta
conformado por conceptos y estructuraciones conceptuales aisladas, sino que presenta una
articulacion gestada al seno de ciertas practicas. La historia es entendida como una
herramienta que permite explicitar las circunstancias que constituyen un contexto de
significacion para el saber mismo, lo que favorece una introduccion significativa y articulada

al sistema didactico (Buendia y Montiel, 2009a).

Antecedentes de este tipo de analisis los podemos encontrar en Lezama (1999), que en el
marco de un estudio de la reproducibilidad de situaciones didacticas, establece
consideraciones historico-epistemoldgicas sobre la funcion exponencial; en Ferrari (2008),
quien realiza un analisis especifico de la evolucion del concepto de logaritmo; en Buendia

(2004) que analiza la evolucién histérica-epistemoldgica de la periodicidad en el marco de un
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estudio socioepistemologico; en Castafieda (2004), que plantea un acercamiento a la
construccién social del conocimiento, especificamente para el caso de la evolucion didactica
del punto de inflexion; o en Montiel (2005), quien identifica diferentes momentos en el
desarrollo de la funcion trigonométrica. Mencionamos a estos como algunos de los trabajos
referentes de la teoria socioepistemologica y que realizan estudios histérico-epistemologicos
desde la perspectiva que nosotros asumimos. Su denominador comun es que en lugar de
formular una epistemologia de conceptos, se formula una epistemologia de practicas, con el
objetivo de establecer relaciones funcionales que articulen las estructuras y conceptos que el

otro tipo de analisis puede proveer, a lo largo del sistema educativo.

A partir de los trabajos desarrollados por Buendia (2004) y Montiel (2005) y de los aspectos
metodoldgicos desarrollados por otras investigaciones socioepistemolédgicas (Buendia y
Cordero, 2005; Cordero, 2006), Buendia y Montiel (2009a, 2009b) presentan un modelo
metodoldgico para la investigacion en Matematica Educativa interesada en involucrar como
punto de analisis elementos socioculturales que condicionan la construccion del conocimiento

matematico en escenarios especificos.

Problematica/Fenémeno

Revision
socioepistemolodgica El papel de las
préacticas

Epistemologia @

de practicas
+ Profesor

+ Variables externas e
internas

Disefio de aula

Figura 6: Modelo metodoldgico para la investigacion en Matematica Educativa desde la teoria

Desarrollo
intencional de
las practicas

socioepistemoldgica (Buendia y Montiel, 2009a)

Este esquema presupone una manera especifica de entender la construccion del conocimiento

y los procesos de ensefianza y aprendizaje: construir conocimiento no se refiere
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exclusivamente a la adquisicion de conceptos, sino también a las practicas sociales que dieron
origen y actualmente “dan vida” al conocimiento en cuestion. Las practicas sociales se erigen
asi como generadoras de conocimiento matematico. Estas practicas pueden ser propias de la
actividad matematica académica tradicional o pueden ser externas a ella, lo que las

caracteriza es que el conocimiento se origina y vive en ellas.

Se parte de reconocer y delimitar un fenémeno didactico o problematica a analizar. A
continuacion se plantea una revision de corte socioepistemoldgico sobre el mismo, que como
tal aborda los aspectos didacticos, cognitivos y epistemologicos del fendmeno, analizados
desde su dimension social y en forma sistémica. En particular la revision puede incluir un
analisis histérico —génesis, evolucion y usos del saber en cuestion—y un analisis del discurso
matematico escolar vinculado al fendmeno —practicas y usos escolares que lo significan, su
relevancia escolar, motivos de su aparicion y desarrollo en el ambito escolar-. El objetivo de
esta revision es reconocer las practicas sociales asociadas al fenémeno didactico abordado
para formular con claridad una epistemologia de practicas, que describa la naturaleza social
del conocimiento matematico en cuestion explicitando su relacion con dichas préacticas. Se
podran reconocer asimismo las practicas de referencia y actividades que la componen, en el
sentido de Montiel (2005). Esta epistemologia de practicas es la que da fundamento a una
situacion, la cual debe caracterizarse por el desarrollo intencional de las practicas para
resignificar el conocimiento matemaético involucrado. Con una necesaria investigacion sobre
el papel del profesor y otras variables internas y externas, esta situacion puede disefiarse para

llevarse al aula con el proposito explicito de ensefianza.

En nuestra investigacion, utilizamos parte de este esquema —la revisidn socioepistemolégica
con vistas a la conformacion de una epistemologia de practicas— como herramienta
metodoldgica para el andlisis de las practicas involucradas en los procesos de
institucionalizacion del limite en el ambito cientifico. Desde la perspectiva de la
investigacion, las practicas de los actores de la noosfera son las protagonistas en el anlisis de
los procesos de institucionalizacion del concepto de limite. Es por eso que en el estudio del
desarrollo del concepto a la interna de la comunidad matematica, nos interesa particularmente
desentrafar las actividades matematicas de los humanos haciendo matematicas, asi como los
usos y significados del conocimiento en cuestion, mas que los resultados finales a los que se
abordd en cada etapa del desarrollo. Interesa explicitar por qué una determinada concepcion
entra en desuso y comienza a validarse otra, cuales son las circunstancias que promueven tal

transicion.
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4.2.2. Analisis del discurso matematico escolar - Analisis critico del discurso

Por otro lado, el analisis de los procesos de institucionalizacion del &mbito escolar requiere,
como dijimos, de herramientas metodologicas especificas. En este caso realizamos un analisis
del discurso, entendido como accion social. Se precisa entonces de una herramienta que
permita dar cuenta de como influyen en dicha institucionalizacion las practicas e
intencionalidades de los actores de la no6sfera. Dado que el interés del analisis del discurso se
centra en el andlisis de las précticas de referencia de los actores en el &mbito escolar,
precisamos una herramienta que entienda a cada una de las componentes del discurso como
una accion. Este tipo de analisis difiere del desarrollado por la linea de investigacion del
DME desde la perspectiva socioepistemoldgica ya que los intereses son diferentes. Es por ello
que optamos por el Analisis Critico del Discurso (ACD), una herramienta metodoldgica
utilizada en investigaciones donde el marco tedrico implica entender al discurso como accién
social (Van Dijk, 2001).

El ACD es un tipo particular de investigacion analitica sobre el discurso, que estudia el modo
en que el abuso del poder social, el dominio y las desigualdades son practicados,
reproducidos y combatidos por los textos y el habla en el contexto social y politico. Busca
establecer nexos entre las propiedades de un texto y las estructuras y procesos sociales y
culturales (Fairclough y Wodak, 2001).

Este tipo de investigacion “toma explicitamente partido, y espera contribuir de manera
efectiva a la resistencia contra la desigualdad social” (Van Dijk, 1999, p. 23). EI ACD se
propone lograr que la carga ideologica de los modos particulares de utilizacion del lenguaje
y las relaciones de poder subyacentes, que suelen ser aspectos opacos del discurso por no

resultar evidentes, se vuelvan mas transparentes.
Fairclough y Wodak (2001) resumen los principios basicos del ACD en los siguientes:

1. EI ACD se ocupa de los problemas sociales: interesa especialmente el andlisis de los
aspectos discursivos de los procesos y problemas sociales, que se dan entre los grupos
dominados y dominantes segln la relacion de poder explicitada.

En nuestro caso interesa reconocer los procesos de institucionalizacion que se presentan en
torno a un saber matematico —el concepto de limite-, en los ambitos cientificos y escolares,
particularmente en el escenario conformado en el sistema educativo uruguayo. Para ello
vemos necesario explicitar en el discurso escolar las relaciones de poder subyacentes y como

esas relaciones influyen en las decisiones sobre lo que debe ensefiarse y la manera en que
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debe hacerse. Esta influencia en ocasiones es directa y explicita —a través de lineamientos
generales de los programas de estudio— pero suele darse también en forma muy sutil, a través
de libros de texto o incluso de una tradicion no escrita, oral, perpetuada por las caracteristicas

especificas del medio escolar uruguayo.

2. Las relaciones de poder como elementos discursivos: el ACD analiza como se ejercen y
negocian las relaciones de poder en el interior del discurso, lo que implica la reproduccion del
poder por medio del discurso. Pero ademas interesa el poder sobre el discurso, en el sentido
de acceso a él, ya sea desde una postura de emisor como de receptor. Este aspecto se vincula
con los aspectos discursivos de la lucha por el poder y la transformacion de las relaciones de

poder.

La consideracién de este aspecto favorecera la comprension de como y por qué determinados
contenidos se introducen y perpetuan en los programas escolares, y por qué los profesores lo
implementan de una manera determinada. Por un lado, interesa saber quiénes son los que
escriben los programas de Matematica, que es en definitiva una de las manifestaciones
concretas de un proceso de institucionalizacion. También interesa saber por qué determinados
libros de texto son los recomendados para un determinado curso, 0 por qué no se
recomiendan libros de texto. Por otro lado, también permite comprender las relaciones de

poder que se ejercen dentro del aula a través del discurso del profesor.

3. El discurso constituye a la sociedad y a la cultura: los autores plantean una relacion
dialéctica: el discurso constituye a la sociedad y a la cultura a la vez que es constituido por
éstos. Todo acto discursivo contribuye a la reproduccion y/o transformacion de la sociedad y
la cultura, por un lado, pero ademas ese acto estd constituido por personas, integrantes de
grupos sociales, que son quienes conforman la sociedad. “Ahi reside el poder del discurso;

y es por eso que vale la pena luchar por él” (Fairclough y Wodak, 2001, p. 390).

Este punto explicita particularmente la importancia de analizar el discurso desde esta
perspectiva en una investigacion como esta, en donde interesa dar cuenta de los procesos de
institucionalizacién del concepto de limite, lo que estd intimamente relacionado con las
relaciones de poder que se presentan entre los grupos sociales involucrados en la noosfera:
organismos internacionales, autoridades educativas nacionales, directores, docentes,

estudiantes, padres y sociedad en general.
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4. El discurso realiza una labor ideologica: para determinar esta labor ideoldgica ejercida por
un suceso discursivo, es necesario, ademas de analizar los textos, tener en cuenta cOmo se

interpretan y reciben esos textos, y que efectos sociales tienen.

En la presente investigacion, este principio es especialmente tenido en cuenta cuando se
analizan programas y libros de texto. A traves de entrevistas y cuestionarios a docentes, se
pretende dar cuenta, entre otras cosas, de cémo interpretan y reciben dichos programas y
libros de texto, y qué influencia tienen sobre sus practicas.

5. El discurso es historico: para comprender el discurso es necesario analizarlo en su
contexto, lo que involucra también su contexto historico. Un discurso siempre esta

relacionado con los discursos y hechos historicos anteriores, los simultaneos y los posteriores.

Por eso no so6lo se analizan los libros de texto o programas actuales, sino que es necesario
ubicarlos dentro de un contexto mas general, indicar cuales fueron los libros de texto y

programas utilizados anteriormente, explicitar las diferencias y similitudes.

6. El vinculo entre el texto y la sociedad es mediado: en particular, los autores sefialan que la
mediacion puede darse a través de los drdenes del discurso, de los procesos sociocognitivos o
de las practicas de los actores sociales. Por ello es importante explicitar los recursos
cognitivos que los actores sociales utilizan en su practica y la relacion entre las

representaciones individuales y grupales.

En el caso de nuestra investigacion, esta mediacidn sera explicada principalmente a través de

las practicas de los actores de la noosfera.

7. El analisis del discurso es interpretativo y explicativo: un mismo discurso puede
interpretarse de maneras distintas segun quién lo recibe, la cantidad de informacion
contextual que incluye y la que tiene el receptor. EI ACD favorece a reducir la variedad de

interpretaciones posibles.

En esta investigacion, es fundamental el hecho de que quien la lleva a cabo es, ademas de
investigadora, docente que trabaja en el propio sistema que esta describiendo. Eso aporta un
conocimiento indispensable del contexto, que permite mostrar las distintas implicaciones de
las diferentes lecturas para la accion social. Esta posicion particular facilita la identificacion
de intereses y sentidos que existen atras de todo acto discursivo. Se busca asi una lectura
explicativa, a la vez de interpretativa, del discurso en el contexto matematico escolar. Vale

destacar que este punto implica también que la lectura realizada es propia y dinamica: el
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analisis del discurso desde esta perspectiva depende del conocimiento que se tenga del

contexto que se analiza.

8. El discurso es una forma de accion social: en ese sentido, el objetivo principal del ACD es
poner de manifiesto la opacidad en las relaciones de poder. Con esto se busca provocar
cambios en el discurso y las relaciones de poder dentro de las instituciones, como puede darse
en el caso de los discursos sexistas o racistas, por ejemplo, que estan intimamente ligados a
formas de exclusion. En este sentido, el discurso de un profesor de matematica puede resultar

sumamente exclusivo.

Nuestra investigacion busca promover una discusion en el &mbito docente y educativo en
general acerca de las practicas educativas en torno al concepto de limite y a su rol en la
estructuracién del calculo. La generacion de un cambio en las relaciones de poder dentro de
las instituciones implica una discusion profunda entre todos los actores involucrados en el
ambito escolar, donde se expongan argumentos y unifiquen criterios. ES por eso que se busca
aportar elementos a la discusion acerca de si es adecuada la consideracion de alternativas para
el tratamiento escolar del concepto de limite.

Entendemos que este tipo de Analisis del Discurso constituye la herramienta necesaria para
estudiar las practicas escolares de los actores en el medio escolar, en relacion especifica a la
introduccién y tratamiento en el sistema escolar uruguayo del concepto de limite. Para
comprender el discurso actual, es necesario comprender el contexto social e histérico del
ambito educativo uruguayo, qué es lo que lo influencia y constituye determinados aspectos de
su ideologia. Asi, cada una de las componentes analizadas aporta elementos para comprender
coémo las acciones discursivas de cada uno de los actores de la nodsfera influyen sobre la
conformacién de la sociedad, especialmente la sociedad matematica escolar en Uruguay, y

reciprocamente como los diferentes grupos sociales y sus practicas norman el discurso.

Esta herramienta nos permite entender a las diversas manifestaciones del discurso como las
concepciones de los docentes sobre sus practicas de aula y la ensefianza en general, la
evolucion en los libros de texto y la evolucion en los programas como diferentes aspectos del

proceso de institucionalizacion del concepto de limite en el ambito escolar.
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4.3. Implementacion del modelo metodoldgico en la investigacion

Hemos justificado que cada uno de los ambitos a considerar en el estudio de los procesos de
institucionalizacion del concepto de limite, el cientifico y el escolar, precisan de herramientas
tedricas y metodoldgicas especificas. En ambos casos interesa el analisis de las préacticas
sociales que norman las practicas de referencia y las actividades de los actores involucrados
en cada ambito, porque creemos son ellas las que regulan la constitucién de cada momento en

los procesos de institucionalizacion.

En un principio se comenzo a estudiar la evolucion del concepto de limite en el &mbito
cientifico. Dicho analisis se realizo con el fin de detectar qué practicas eran las caracteristicas
de cada época (y que a su vez determinaban los diferentes momentos o épocas dentro de la
evolucion) y qué mdviles condujeron a la configuracién de determinada concepcion del
concepto en cada una de ellas. Es decir, se buscaba analizar por queé el concepto se constituyd
de determinada manera -y no de otra- en determinado ambito, y detectar alli diferentes
momentos en la institucionalizacion del concepto de limite como saber estructurado dentro de

un cuerpo ordenado de conocimiento.

Para ello se llevo a cabo una revision bibliografica de investigaciones que hicieran referencia
a la evolucion socio-historica del concepto, y en algunos casos se analizaron libros de texto
de Matematica de antafio (como el caso de Cauchy, 1821). En dicha revisién se analizaron
especificamente las practicas reinantes en cada momento y los méviles que condujeron a la
transicion entre las etapas, se estudiaron hechos concretos pero no constituyeron el centro del
andlisis. Este andlisis se llevd a cabo siguiendo la primera parte del modelo presentado por
Buendia y Montiel (2009 a y 2009b), desarrollado en el apartado 4.2.1 y dio cabida a la
conformacidn de una epistemologia de practicas relativa al concepto de limite.

A continuacion se vislumbré la necesidad de analizar cbmo ese conocimiento se constituyd
en un saber a ensefiar, qué practicas promovieron la necesidad de que en determinada época
se ensefiara el concepto de determinada manera. En particular se centré el anélisis en la
manera en que es tratado el concepto actualmente en el sistema educativo uruguayo, qué
practicas escolares son las que caracterizan al contexto actual y que factores son los que

influyeron para que esas fueran las practicas escolares institucionalizadas.

Vimos que ello requiere de la consideracion de un proceso de institucionalizacion, y que

podemos reconocer en ese proceso, en el ambito escolar, tres “momentos” que intervienen
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simultaneamente en la conformacion de determinado discurso escolar. Caracterizamos dichos

momentos por:

a) El transito del concepto “limite funcional” desde la comunidad cientifica hacia la

escuela

En ese momento, los actores mas relevantes son los miembros de los organismos
internacionales econémicos y politicos, que influyen, a través de préstamos econdmicos
condicionados a determinados lineamientos, sobre las decisiones politico-educativas del pais;
los autores de libros de texto, ya sean los libros “de antafio” que en cierta forma moldean una
determinada concepcién de la matematica y su ensefianza, como los actuales, que las
perpetan —o no- y ejercen un control social sobre lo que debe ser aprendido y ensefiado; las
autoridades educativas nacionales generales (Ministro de Educacién y miembros del
Consejo Directivo Central de la Administracion Nacional de Educacién Publica, en el caso de
Uruguay), que disefian e implementan determinados planes generales para la educacion, ya
sea decidiendo que permanezcan los actuales como proponiendo reformas (en Uruguay, por
ejemplo, en 2006 se comenzd a implementar un nuevo plan de estudios con grandes
diferencias respecto del anterior); y las autoridades educativas nacionales del ambito de la
Matematica (Inspeccion de Matematica y sus asesores, en el caso de la educacion secundaria
en Uruguay) que son quienes participan en el disefio de los curriculos escolares de
Matematica, sugieren determinados libros de texto —y no otros—, y se encargan de la
comunicacion con los docentes: transmiten los lineamientos generales de los programas,
promueven una coordinacion entre los docentes de las diferentes instituciones de educacion
secundaria y evalUan sus practicas de ensefianza. En ocasiones los propios miembros de la
comunidad cientifica matematica son actores involucrados en este “momento”: participando
como asesores en la conformacién de los programas, a través de cursos de divulgacion entre
docentes, a traveés de entrevistas o columnas en diarios o revistas, o escribiendo o asesorando
en la escritura de libros de texto. En este “momento” los docentes no juegan un papel
importante, mas que como receptores de las especificaciones que las autoridades explicitan

sobre ese transito.
b) Las interacciones entre docentes y entre docentes y autoridades educativas

En este momento los actores principales son las autoridades educativas nacionales,
especificamente las de la Inspeccion de Matematica y directores de centros educativos, y
los docentes. Las practicas involucradas en este “momento” son las que se generan en

reuniones de coordinacion entre docentes (en donde se tratan cuestiones mas especificas
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de la epistemologia y la ensefianza de la asignatura), entre docentes y directores (en donde
se tratan cuestiones mas generales de la institucion a la cual pertenecen) y entre docentes
e inspectores, en nuestro caso de Matematica, en donde se explicitan lineamientos y
expectativas de los programas, necesidades y dificultades que surgen en su aplicacion, se
coordinan practicas, se unifican criterios, se temporalizan los contenidos (para asegurar
que todos desarrollen los mismos temas terminado el curso, en caso de que no puedan
cumplir con el programa en su totalidad). En este “momento” los docentes ya cumplen
otro rol, en el que pueden discutir con sus colegas en una situacion de paridad sus
practicas de ensefianza, expectativas, dificultades y concepciones en general de qué

significa aprender y ensefiar determinado conocimiento matematico.
c) Las précticas educativas en el aula

En este “momento” los protagonistas son los docentes y los estudiantes, como miembros de la
nodsfera. Dentro del aula se produce otra instancia de institucionalizacion del saber
sumamente significativa por lo que representa para el aprendizaje por parte de los estudiantes:
¢qué es lo que en definitiva el docente selecciona como un contenido de saber relevante,
dentro de todos los que tiene que desarrollar, y como se los acerca a los estudiantes, qué

método de ensefianza escoge para ello?

Creemos necesario enfatizar en que estos momentos transcurren simultdneamente y no uno a
continuacion del otro. Cualquiera de ellos es dinamico en el tiempo e influye continuamente
sobre los demaés. Los “etiquetamos” como a, b y ¢ con el fin de identificarlos facilmente en el

escrito.

Como desarrollamos en el apartado 4.2.2, utilizamos como herramienta metodoldgica el ACD
para el andlisis de los procesos de institucionalizacién en el &mbito escolar, asi como para
estudiar la transicion desde el &mbito cientifico al escolar. Ello nos condujo a la necesidad de
analizar diferentes manifestaciones del discurso, entendido como “accién” (programas, libros

de texto, opiniones de profesores), que detallaremos a continuacion.

Para llevar a cabo el analisis de los procesos involucrados en el momento ‘a’ decidimos
estudiar la evolucion de los programas del curso de Matematica de ultimo afio de Educacion
Secundaria en Uruguay, especialmente en los cursos de las opciones “Medicina” e
“Ingenieria”. También se analizaron los programas de Formacion de Profesores de
Matematica, centrando en todos los casos el analisis en el concepto de limite. Se analizaron
los programas vigentes y los anteriores con el fin de conocer cual era la expectativa desde las
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autoridades educativas sobre la ensefianza del tema, y entender mas la situacion de los
profesores al respecto. Este andlisis también permitié observar qué libros de texto son
recomendados por las autoridades educativas en matematica (en caso de que se recomendara

alguno), que son quienes confeccionan los programas.

Se entiende que los libros de texto constituyen un testimonio valioso en el analisis del
proceso de institucionalizacion, especialmente en este momento ‘a’. ES por eso que se
analizaron libros de texto, tanto actuales y disponibles en plaza en Uruguay para su uso en los
cursos de secundaria como los libros de texto “de antafio”, utilizados como referencia en los

cursos de Secundaria y Formacion Docente desde la segunda mitad del siglo XX.

Se analizaron también los apuntes que un profesor del Instituto de Profesores de Montevideo
confeccionara para sus estudiantes, el cual es de suma importancia por su influencia sobre las
concepciones y creencias de futuros docentes sobre lo que es el Célculo y su ensefianza, asi

como sobre sus practicas educativas futuras.

También se implementaron cuestionarios y entrevistas a docentes que permitieron dar cuenta
de los procesos involucrados en los momentos ‘b’ y ‘c’. En primer lugar se confecciond y
aplico un cuestionario a docentes del curso de Matematica del ultimo afio de Educacion
Secundaria con diversas preguntas sobre el tratamiento didactico del limite. EI cuestionario se
realizd a través de preguntas explicitas y directas, por lo que las respuestas de los docentes
permitieron hacernos una idea de sus concepciones en torno a la ensefianza del limite. Estas
concepciones dan cuenta, por un lado, de una manera particular de entender el por qué debe
ser ensefiado el concepto de limite en Educacion Secundaria y como, en un contexto y época
determinados. Estos elementos estarian brindando evidencias sobre el momento ‘b’ en el
proceso de institucionalizacion, ya que son el tipo de concepciones que el docente va
formando en la discusion con colegas y autoridades, en reuniones de coordinacion. El tipo de
preguntas que pretendia explicitar dichas concepciones eran, por ejemplo, ;cree que es
importante que esté este contenido en el programa de 6°? ;Por qué? o ;Con qué problematica
cree que se encontraria en el transcurso del curso si en lugar de la definicion utilizara un

acercamiento intuitivo al concepto?

Por otro lado, las respuestas de los docentes al cuestionario dan cuenta de sus concepciones
sobre sus practicas educativas concretas en el aula, entendidas como actos discursivos para su
andlisis bajo la herramienta metodoldgica del ACD. Esto estaria brindando evidencias sobre
el momento ‘c’ en el proceso de institucionalizacion. Algunas de las preguntas que se

centraban en este aspecto eran, por ejemplo: ;Presenta algin ejemplo? (En qué
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contextos: tabular, grafico, situacion extramatematica, analitico-algebraico? o ¢Propone
alguna actividad en torno al concepto de limite previo a introducir la definicion? O
incluso ¢Realiza alguna actividad para promover el uso de cuantificadores o simbolos

I6gicos en general?

Por otra parte, hemos sefialado en el apartado 1.2.2.2 que en Uruguay ha influido fuertemente
la oralidad en la perpetuacion del discurso escolar, predominando en ocasiones sobre aspectos
escritos del mismo. Ello se debe, en parte, al dificil acceso a los libros de texto. Es por eso
que también se realiz0 una entrevista con un profesor con cincuenta afios de experiencia en
Secundaria, Formacién Docente y Universidad, la cual fue de suma importancia para extraer
evidencias, especialmente sobre el momento ‘a’ en el proceso de institucionalizacion pero
también para el ‘b’ y ‘c’, ya que el docente se detiene en experiencias acerca de como influian
los libros de texto y los apuntes de clase sobre las practicas de aula. Por su vasta experiencia
se consider0 que podia representar un testimonio significativo para la descripcion de los

procesos de institucionalizacion.

Por altimo, el andlisis de los programas y su evolucion condujo a cuestionarnos acerca de la
manera en que los profesores “aceptan” sus modificaciones, y lo traducen en nuevos
abordajes para el tratamiento del concepto de limite en el aula. EI cambio de enfoque en los
programas, que constituye en si una evidencia del momento ‘a’ del proceso de
institucionalizacion, influye a su vez sobre los momentos ‘b’ y “‘c’: para que el cambio sea
efectivamente llevado al aula, es necesario que quienes los confeccionaron (autoridades
educativas y expertos del ambito cientifico) se retnan con los docentes para explicitar su
intencionalidad y caracteristicas (momento ‘b’); ademas, es necesario que el docente elabore

nuevas estrategias para su implementacion en el aula (momento ‘c’).

Para indagar sobre la forma en que son aceptados dichos cambios por parte de los docentes,
se llevaron a cabo dos entrevistas a docentes de secundaria con vasta experiencia en el
dictado del curso de Analisis para sexto afio de Educacion Secundaria que oficiaron de
testimonios de algunas de las concepciones de ensefianza de la matematica presente en el
sistema educativo uruguayo. Se buscaba analizar cdmo los docentes sintieron este cambio,
para buscar evidencias sobre los diferentes momentos en el proceso de institucionalizacion

del concepto de limite.

Con base en el cuestionario y entrevistas a docentes, se busco reunir elementos sobre cual es
el papel que los profesores le asignan al limite en la estructuracion de su curso; esto es, Si

consideran que la definicion es inamovible, sustituible, imprescindible para la formacion del
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estudiante, innecesaria o cualquier otra alternativa. También se pretendio dar cuenta de en
qué medida el limite representa en esas practicas docentes un rol de “estructurador” del
Caélculo: gqué tan importante es su tratamiento para la construccion y articulacion de otros
conceptos, como el de continuidad, derivabilidad o integrabilidad. Estos aspectos atenderian
al momento ‘c’ en el proceso de institucionalizacion: el concepto de limite ya esta

institucionalizado en los programas y en el discurso de los docentes.

A su vez, se deseaba indagar por qué los docentes toman ciertas decisiones respecto al papel
del limite y cdmo influyen esas decisiones en las practicas educativas. En particular, interesa
indagar acerca de como influyen las exigencias de los programas en esas decisiones y cuél es
el papel que los libros de texto desempefian en el tratamiento escolar del concepto de limite.
Explicitar estos elementos, daria cuenta de las practicas de los docentes como agentes de la
nodsfera acerca de la manera en que es abordado hoy el concepto en clase, y de sus posibles

alternativas.

El estudio de estos aspectos permitira conformar una descripcion mas detallada de como se
han producido los procesos de institucionalizacion del concepto de limite a lo largo de su
desarrollo historico, tanto en &mbitos cientificos como en &mbitos escolares —objetivo central
de la tesis—. Permitira a su vez responder la pregunta formulada en el principio de la

investigacion: ¢ por qué ensefiamos hoy al concepto de limite de la forma en que lo hacemos?

Mag. Verdnica Molfino Vigo 79



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemolégico

Capitulo 5: Analisis de los procesos de
Institucionalizacion

Dedicaremos este capitulo al analisis de los procesos de institucionalizacion del concepto de
limite, especificamente en el contexto educativo uruguayo. Hemos justificado, desde el
planteamiento del problema, que realizamos dicho andlisis atendiendo a la articulacion entre
dos ambitos que identificamos como el &mbito cientifico y el &mbito escolar. También hemos
constatado que cada uno de esos ambitos precisa de un marco tedrico y metodolégico
especifico, ambos desarrollados en el capitulo 4. En ambos ambitos el anélisis es guiado por
la identificacion y descripcion de practicas (practicas sociales, de referencia y actividades)

que sustentan el proceso de institucionalizacion.

Emprendimos, por una parte, un analisis sociohistdrico-epistemolégico del concepto de
limite, en el cual se describen las diferentes “etapas” de su evolucion en los ambitos

cientificos, atendiendo particularmente a la identificacion de practicas en cada una de ellas.

Por otra parte, para estudiar como esas practicas son reinterpretadas en el &mbito escolar,
llevamos a cabo un analisis del discurso, utilizando la herramienta metodoldgica que
constituye el ACD, centrandonos especificamente en el contexto de la educacion secundaria y
formacion docente en Uruguay. Como se menciond en el capitulo anterior, se entiende que
este analisis es importante para la fundamentacion de la existencia de un proceso de
institucionalizacion del concepto de limite, asi como para su identificacion y descripcion. En
este caso se analizaron las practicas escolares, entendidas como las practicas de referencia
propias de este ambito, asi como las actividades explicitas que norman las practicas sociales y
de referencia. Desde esa perspectiva tedrica-metodoldgica se analizaron las concepciones de
los docentes sobre sus practicas de ensefianza en base a cuestionarios y entrevistas; y libros
de texto y programas, como testimonios escritos de ese proceso. El analisis de estas
componentes entendidas como acciones que conforman el discurso permitiria describir los
diferentes “momentos” que reconocemos en el proceso de institucionalizacion del concepto
de limite, especificamente en el ambito escolar. Dichos “momentos” se identificaron en el

apartado 4.3.
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5.1. Analisis sociohistérico-epistemoldgico al seno del ambito cientifico
5.1.1. Etapas en el ambito cientifico del proceso de institucionalizacion

Presentamos a continuacion el analisis socioepistemologico del concepto de limite. EI mismo
se llevd a cabo siguiendo el modelo metodologico “esquema de préacticas”, descripto en el
apartado 4.2.1 (Buendia y Montiel, 2009 a y 2009b), y condujo a la elaboracion de una
epistemologia de practicas para el concepto de limite de funciones.

La opcidn de esta metodologia se debe a que para los intereses de la investigacion, ademas de
identificar las etapas que transito el concepto de limite hasta llegar a su configuracion actual
dentro de la comunidad matematica, se intenta dar cuenta de las necesidades socioculturales a
las que responde cada una de ellas. Ello permitira discutir el papel de las préacticas sociales en
el trénsito entre ellas. Estas etapas se identificaron a partir del analisis de diversas
investigaciones (Bagni, 2005; Bertero y Tripoli, 2006; Blazquez y Ortega, 2002; Blazquez,
Ortega, Gatica y Benegas, 2006; Juter, 2006; Kline, 1994; Sanchez y Contreras, 2000;
Youschkevitch, 1976).

Existe un nlcleo comun en el saber que es lo que caracteriza a cada una de estas etapas, que
es lo que explicita o implicitamente se acepta como vélido en determinado momento por
determinado grupo social. Podemos ver a esos ndcleos como una institucionalizacion del
saber en cuestion, ya que es la manera en que se presenta el saber en un determinado contexto
institucional. La conformacién de esos “nucleos de saber”, consensuados y aceptados como
validos, dan cuenta por si solos de los matices que tiene una institucion, en este caso la del
saber validado en determinado contexto sociohistorico. En el tipo de anélisis que proponemos
interesa dar cuenta de quién realiz6 dicha validacion, bajo qué circunstancias y qué relacion
tiene con el resto de los actores: Academia de Ciencias en un determinado afio o evento
(algun concurso), la “tradicion cientifica” o una determinada comunidad de matematicos

reconocida por el resto de la sociedad como suficientemente iddnea para ello.

ler etapa: la Antigliedad (época griega)

Se caracteriza por la consideracion de problemas geométricos, con el problema del célculo
del area del circulo como ejemplo paradigmatico. El limite surge en un ambiente geométrico—
estatico, principalmente en problemas en los que se queria determinar el area de una figura o
el volumen de un cuerpo. Los principales trabajos a destacar son los de Hipdcrates (S. V
a.C.), quien utiliza el concepto para determinar el area de las “lunulas”; de Eudoxo (408-355
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a.C.) quien presenta de manera implicita el concepto de limite en las demostraciones por
exhausion, cuando se quiere demostrar la validez de los resultados alcanzados de manera
inductiva o empirica; y los de Arquimedes (287-212 a.C.), quien aplica este método para
demostrar sus resultados referidos a areas y volimenes (Sanchez y Contreras, 2000). Existe
un interés explicito por formalizar y validar dichos resultados. EI método de exhausion surge
como una alternativa al paso al limite, lo que era inviable en el momento por la ausencia del
concepto de numero real. De hecho, el propio concepto de funcion estaba en un estado
incipiente en el momento, solo se puede hablar de una “intuicion del concepto de funcién”

(Youschkevitch, 1976), caracterizada por la asociacion con la representacion tabular.

Es necesario destacar las paradojas propuestas por Zenon (480 a.C.) dirigidas a las
concepciones pitagéricas del tiempo y el espacio como suma de infinitos instantes o puntos.
Estas pueden haber sido el motivo por el cual los trabajos posteriores se aferraran a la
Geometria estatica para eludir tratar con el infinito. Pasaron varios siglos para que estas
paradojas fueran superadas y se lograra un avance en esta area del conocimiento. Para ello fue
necesario el desarrollo simultdneo de otras herramientas matematicas relacionadas, como el
concepto de funcion y sus representaciones algebraica, analitica y geométrica; métodos

algebraicos mas potentes; sistemas de coordenadas; estudio de la variacion infinitesimal.

2da etapa: siglo XVII

Esta etapa se caracteriza por la busqueda de resultados para problemas fisicos y astronémicos
concretos, utilizando métodos infinitesimales. Las aportaciones de Kepler, Fermat, Cavalieri,
Barrow, Newton y Leibniz, se encuentran dentro de dicho periodo (Bagni, 2005; Bertero y
Tripoli, 2006; Blazquez y Ortega, 2002; Blazquez et al. 2006). Los matematicos que
trabajaron con métodos infinitesimales en el siglo XVII lo hicieron en un ambiente
geométrico — dinamico; el movil era el estudio del movimiento a través de préacticas
relacionadas con la prediccion, que motivaba la profundizacion en el estudio del Calculo. El
limite se presenta, nuevamente de manera implicita, vinculado a los problemas de célculo de
velocidades, pendientes, areas, maximos y minimos, etc. Los matematicos de la época
desarrollaron sus teorias en un ambiente mas intuitivo, el afan por conseguir resultados

dominaba sobre la busqueda de argumentos y fundamentaciones sélidas (Kline, 1994).

Antes de que comenzaran a explicitarse las criticas a los fundamentos, los infinitésimos

constituian una definicion formalmente operable en el sentido de Bills y Tall (1998) ya que
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permitian crear o reproducir (significativamente) un argumento a pesar de no estar
formalmente definidos respecto a los criterios actuales. Se podia a partir de ellos encontrar
resultados y generar argumentos que fueron considerados validos; sin embargo, al cuestionar
dichos fundamentos, los infinitésimos perdieron su estatus de “definicion formalmente

operable”.

Segun Kline (1994), las criticas propuestas a los trabajos de Newton y Leibniz y de sus
antecesores por Bernard Nieuwentijdt (en 1694) y el obispo George Berkeley (en 1734),
pusieron de manifiesto precisamente este conflicto. Los ‘infinitésimos’ de Kepler, los
‘indivisibles’ de Cavalieri, el método de Fermat o de Barrow para buscar extremos, e incluso
las ‘cantidades evanescentes’ de Newton y lo ‘infinitamente pequefio’ de Leibniz eran
considerados como cero (despreciables) si aparecen como sumandos pero como pequefias
cantidades no nulas si aparecen como denominadores, a la vez que la suma de infinitesimales
podia ser finita. Berkeley y Nieuwentijdt evidenciaron cdémo dos concepciones
contradictorias estaban siendo evocadas simultineamente en los fundamentos de dichos
matematicos. Esto condujo a una bdsqueda por mejorar los argumentos utilizados y marc6 un
hito en el desarrollo historico del concepto, en lo que hace a la estructura de la matematica

formal.

En respuesta a las criticas de Nieuwentijdt, Leibniz escribié en un manuscrito no publicado
de 1695:

Sera suficiente si, cuando hablamos de magnitudes infinitamente grandes (o, mas
estrictamente, ilimitadas), o infinitamente pequefias (es decir, las menores a las que alcance
nuestro conocimiento), se entiende que significamos cantidades indefinidamente grandes o
indefinidamente pequenas, es decir tan grandes o tan pequefias como se quiera, de modo que
el error que se pueda asignar sea menor gque una cantidad establecida de antemano. (citado
en Kline, 1994, p. 511)

Los trabajos de Newton y Leibniz conformaron una nueva manera de resolver problemas, y
como nueva disciplina precisaba de nuevos fundamentos, que no se podian explicar con las
herramientas tedricas conocidas hasta el momento. Las criticas a sus fundamentos pusieron
de manifiesto esa falta de rigor, poniendo en tela de juicio la precision y fundamentacion de

las nuevas técnicas y dando pie a una nueva etapa en el desarrollo del concepto.
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3% etapa: siglo XVIII

Se caracteriza por la transformacion de los fundamentos del analisis infinitesimal. Dicha
transformacion se llevo a cabo, en parte, a través de la generalizacién de los métodos a otro
tipo de funciones que fueron siendo consideradas por la comunidad matematica por resultar
significativas en situaciones y problemas concretos, y en parte por el interés por formalizar
los conceptos. Se requirio profundizar también en el concepto de funcidn. Se destacan en esta
época los trabajos de Euler, D’Alembert y Lagrange, quienes intentan fundar el calculo en

bases independientes de la geometria, utilizando el algebra.

Euler promovio ese cambio en la fundamentacion considerando funciones en lugar de
variables, aunque el concepto de funcién no era el actual sino el formulado por Bernoulli:
“una funcidn es cualquier expresion analitica formada con la cantidad variable y con nimeros
0 cantidades constantes” (Boyer, 1992, p. 558). Asi, pretende eludir el trabajo con
infinitesimales considerando el desarrollo en series infinitas de las funciones, aunque a veces

la no consideracion de su convergencia lo condujo a errores (Blazquez y Ortega, 2002).

Lagrange, interesado en dotar al calculo infinitesimal del rigor de las demostraciones de la
época griega, recurrio también al algebra y al desarrollo en series de potencias para definir las
funciones. Consciente de que no todas las funciones permitian ser consideradas de esa manera
o al menos no en todos los puntos, descarta esos casos por tratarse de casos excepcionales.
Pretendia de esta manera eludir la consideracion del concepto de limite, lo que en principio
tuvo aceptacion entre sus contemporaneos. Sin embargo, mas tarde fue abandonado
precisamente por sus puntos débiles en la formalizacién: el asumir que todas las funciones
admitian desarrollos en series de potencia, sin percatarse que el estudio de su convergencia

involucra al concepto de limite (Kline, 1994).

A pesar de no haber conseguido por completo su objetivo (eludir los infinitesimales
utilizando sélo herramientas algebraicas), tanto Lagrange como Euler contribuyeron a separar
la fundamentacién del analisis de la geometria y la mecéanica. Estamos aqui frente a un
proceso de despersonalizacion de los saberes, en el sentido en que lo plantea Chevallard

(1991) en el marco de la teoria de Transposicion Didéctica.

D’Alembert se fundament6 en los trabajos de Newton considerando su método de razones
primeras y ultimas como un método para encontrar el limite de esas razones. Su
consideracion explicita del concepto de limite lo condujo a ser uno de los primeros

matematicos en expresar una definicion del mismo:
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Se dice que una cantidad es limite de otra cantidad, cuando la segunda puede aproximarse a
la primera méas que cualquier cantidad dada por pequefia que se la pueda suponer, sin que,
no obstante la cantidad que se aproxima pueda jamas sobrepasar a la cantidad a la que se
aproxima de manera que la diferencia entre una tal cantidad y su limite sea absolutamente

inasignable. (Citado en Blazquez y Ortega, 2002, p. 75).

Aunque con algunas diferencias (la consideracion de las “cantidades” como monétonas y de
la imposibilidad de que el limite sea alcanzado), se aproxima a la aceptada actualmente,
formulada por Weierstrass en la siguiente etapa. Sin embargo, no fue suficientemente
reconocida en su época por estar enunciada en lenguaje coloquial y no disponer suficientes
herramientas algebraicas: esta etapa se caracteriza precisamente por una fuerte concepcién

algebraica.

42 etapa: entre el siglo XIX'y principios del XX

Los resultados obtenidos en la etapa precedente estaban fuertemente justificados gracias a un
concepto de funcion segun el cual a toda funcidn se le podia transmitir las propiedades de
continuidad, derivabilidad, integrabilidad de las funciones algebraicas mas simples
(polinomios y funciones racionales). Pero este fundamento dejé de ser valido cuando se
precisO extender el concepto de funcion a otros contextos, debido a la consideracion de
nuevos problemas matematicos y fisicos, entre ellos el de la cuerda vibrante. También influyd
el desarrollo de la ensefianza de la materia debido a una necesidad de difusion de las nuevas

ideas.

Se consideran en este periodo principalmente los trabajos de Cauchy (1821) y Weierstrass,

que se caracterizan por la aritmetizacién del analisis.

Bagni (2005) sostiene que las concepciones de Wallis, Mengoli, Gregory, Newton, Gregory
of St. Vincent y Vitali eran generalmente relacionadas con sucesiones y series, y tenian en
comun el considerar al limite como una aproximacion que no se alcanza, mas como un
proceso que como un objeto en si mismo. Estas concepciones comparten ademas el hecho de
ser expresadas principalmente en forma verbal, incluida la concepcion de Cauchy. Es
interesante destacar como en la obra de Cauchy si existen indicios de considerar al limite
como un objeto y no s6lo como un proceso en las definiciones de numero irracional y de

superficie de circulo:
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“...un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en fournissent des valeurs de
plus en plus approchées. En géométrie, la surface du cercle est la limite vers laquelle
convergent les surfaces des polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs cotés croit de

plus en plus... ”
Cauchy (1821, p. 4)

Su obra Cours d’Analyse de I’Ecole Royale Polytechnique. ler Partie Analyse Algebrique
representa una piedra fundamental en el proceso de rigorizaciéon del Analisis, ya que es la
primera en la cual el concepto de limite, y no el de infinitesimales, es usado como la base
sobre la que se construyen el resto de los conceptos: continuidad de funciones, convergencia
de series, derivada e integral. Por otra parte, existe un interés explicito de Cauchy por
cimentar sélidamente el andlisis, a diferencia de sus antecesores, quienes priorizaban la

busqueda de resultados a la fundamentacion.

Aizpuru y Pérez-Fernandez (1999) sostienen que una de las razones de la busqueda de rigor
en el calculo infinitesimal es la necesidad de difusion, que supuestamente conduciria a una
clarificacion de los conceptos y principios. Sin embargo, sefialan que ello no fue logrado por
Cauchy al publicar este libro, el cual fue duramente criticado por su excesivo rigor por
alumnos, colegas e incluso la direccion del centro (el Conseil d’Instruction de la Ecole
Polytechnique). Segln los autores, las razones que impulsaron a Cauchy se originan en la
preocupacion por la debilidad I6gica de los fundamentos del Calculo.

En los Preliminares de la obra, Cauchy define el concepto de limite.

“Lorsque les valeurs successivement attribuées a une méme variable s’approchent
indéfiniment d’une valeur fixe, de maniére a finir par en différer aussi peu que I’on voudra,

cette derniére est appelée la limite de toutes les autres.”
Cauchy (1821, p. 4)

Como vemos, esta definicion aun es imprecisa porque utiliza términos como “se aproximan
indefinidamente...”. Se ajusta a la mayoria de las funciones consideradas hasta la época,
como las algebraicas, exponenciales o logaritmica, pero no es precisa si se la desea aplicar en

otro tipo de funciones que estaban comenzando a considerarse.

Define infinitésimo y limite infinito para una sucesion a partir de esta definicion de limite, y
mas adelante, después de definir la monotonia da ejemplos que permiten afirmar que era

consciente de la diferencia entre monotonia y convergencia.
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Cauchy establece ademas criterios de convergencia para limites indeterminados, en cuyas
demostraciones se puede apreciar la precision y claridad de su idea de limite. Utiliza estos
criterios para la justificacion de la existencia de diferentes érdenes de infinitos.

Segun Aizpuru y Pérez-Fernandez (1999), Cauchy identifica en su definicion de funcion
continua el aspecto esencial de la continuidad, a la vez que formula una definicion de
continuidad mediante sucesiones, muy util en la demostracion de teoremas. Sin embargo, la
definicidn resulta confusa por hablar de continuidad en un intervalo y puntual a la vez. Esta
definicion ambigua puede ser el punto de partida de una concepcion errénea en su teoria: que
las propiedades de los términos de una sucesion se transfieren automéaticamente a su limite
(esto no es cierto si consideramos una sucesion de funciones). Esta confusién sélo se

subsanara después, con el concepto de continuidad uniforme introducido por Heine en 1870.

Vale destacar que la reputacion e influencia de la que gozaba en su cargo en las academias
cientificas de la época (la Academia Politécnica de Paris y la Sorbona, entre otras)
permitieron que fueran sus ideas las que trascendieran, y no las de otros matematicos que
trabajaron en la misma direccién pero con diferentes métodos (Kline, 1994). Estos escenarios
histéricos permiten apreciar la influencia de las motivaciones personales y sociales en la

construccidn, evolucion y difusion de los saberes matematicos.

Es recién con Weierstrass que se introduce el uso de cuantificadores ya que realiza un
esfuerzo por evitar el uso de la expresion “la variable se aproxima al limite” porque sugeria —
ambiguas- ideas de tiempo y movimiento. Esto permitio evolucionar entre la idea dinamica de
limite (como un proceso) hacia la idea estatica de limite (como un objeto). Asi, presento la

definicidn que actualmente se ensefia en los cursos de célculo:

Si dado cualquier ¢ positivo, existe un ¢ tal que para o<n<s, la diferencia f(x,+n)—L €s
menor en valor absoluto que ¢, entonces se dice que L es el limite de f(x) para x = X,.

Blazquez y Ortega (2002, p. 77)

Esta definicidn si se ajusta a la definicion considerada actualmente de funcion, es decir, dada

una funcién permite discernir si su limite para un punto dado del dominio es el que se intuye.

5% etapa: siglo XX

Por dltimo, se podria considerar una ultima etapa caracterizada por la generalizacion del

concepto a nuevos contextos dentro de la matematica, gracias a la reciente consideracion de
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los espacios topologicos como generalizacion de los espacios métricos, de los cuales el de la
distancia habitual en el conjunto de los numeros reales es s6lo un caso particular. El limite es,
pues, una concepcion topoldgica ya no tan estrechamente vinculada con una determinada
definicion de distancia y aplicable a funciones cuyo dominio y codominio ya no tienen por

qué ser el de los numeros reales.
5.1.2. Las practicas sociales en un analisis socioepistemoldgico

Puede observarse como la definicion formal, actualmente consensuada en la comunidad
matematica y expresada en términos de &-¢6, tiene una historia llena de momentos que
responden a las necesidades e intereses de la época. Newton, Wallis, D’ Alembert, Cauchy y
Weierstrass, entre otros, fueron proponiendo diferentes definiciones. No hay una mas correcta
que la otra, sino que cada una debe ser interpretada en el contexto que le dio origen y de las
demandas sociales o propias de la comunidad matematica a las que responde. La definicion,
en particular la de limite, no es Unica, sino que varia segun el contexto socio-historico en el
que se considera, y no tiene por qué coincidir con la definicion formal, que es la considerada
como Vvalida por la comunidad matemaética en determinado momento y en determinado lugar
(Tall y Vinner, 1981).

Pueden explicitarse en el desarrollo del concepto de limite ciertas practicas que promovieron
el desarrollo de herramientas matematicas en cada etapa, la profundizacion de fundamentos vy,
posteriormente el trénsito entre ellas: la formalizacion, la prediccién, la generalizacion, la
difusién y la extensidn a otros contextos. Sin que necesariamente sean explicitas en cuanto a
objetivos a cumplir por algln investigador, si cumplieron un papel normativo en el quehacer
de los diferentes grupos sociales que participaron en la actual configuracion del concepto. Es
por este doble rol —generador de conocimientos y normativa del actuar humano- que
proponemos considerarlas como practicas sociales, desde la perspectiva de la teoria
socioepistemoldgica.

En el siguiente esquema detallamos las caracteristicas principales de cada etapa, el ambiente
en el que se desarrolla el concepto, los méviles que promueven tal desarrollo y las practicas

sociales que lo norman.
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Esquema 4: Descripcion de las etapas en el ambito cientifico del proceso de institucionalizacion

Consideramos que la formalizacién, entendida como el proceso que sistematiza y da

coherencia a un corpus matematico a traves de una estructura l6gico-simbdlica apropiada, y la

busqueda de generalizacion de los conceptos involucrados a nuevas situaciones para resolver
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nuevas problematicas parecen haber oficiado de mdviles en las etapas 3 y 4, asi como en la
etapa 1, en la que se buscaba una demostracion rigurosa a través del método de exhausion. A
su vez, vimos coOmo especialmente en la etapa 4 la basqueda de una extensién de un concepto
a otros contextos esta jugando un papel importante para la explicitacion formal del concepto:
la definicion fue cambiando hasta lograr una forma que se ajustara a cualquier tipo de
funcion. A medida que el concepto de funcion cambiaba, fueron necesarios nuevos ajustes en

la definicion de limite.

La manera en que la necesidad de generalizacion influye sobre el concepto puede también
apreciarse en la quinta etapa, en la que la definicion toma una nueva forma para adoptarse a

las exigencias de los espacios topoldgicos.

También la transmision y difusion del conocimiento a un publico creciente estaria
promoviendo la clarificacion y fundamentacion del anélisis para apoyarse en bases rigurosas,

evitando los ambiguos fundamentos dados hasta el momento.

Por su parte, la practica de prediccion, mencionada en el esquema por normar las actividades
matematicas de la segunda etapa no estaba necesariamente vinculada al concepto de limite.
No interesaba particularmente profundizar en ese concepto sino que el interés radicaba en la

busqueda de soluciones a problemas concretos.

Cada una de estas préacticas sociales ha ido normando, en cada una de las épocas sefialadas,
practicas de referencia especificas que dan cuenta del paradigma en el que se situaban los
matematicos en dicha época. A su vez, estas practicas de referencia son identificables a partir

de las actividades explicitas y observables de cada matematico o grupo de matematicos.

Presentamos a continuacién el esquema de la epistemologia de practicas del concepto de
limite funcional en el que se detalla para cada préactica social, la practica de referencia que
norma Yy las actividades propias de cada paradigma y que permiten identificar tal practica de
referencia. EI mismo se ha ido conformando con los elementos analizados en este apartado.
Toma como insumos algunos de los elementos que se explicitaron en el esquema 4, expuesto
en este mismo apartado. Dado que una practica social puede normar diferentes practicas de
referencia segun el paradigma en el que se esta interpretando, algunas de ellas aparecen mas

de una vez, ya que se organizo el esquema en funcion de las practicas de referencia.
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e Dictado de cursos.

Esquema 5: Epistemologia de practicas del concepto de limite funcional

En este apartado se ha descripto el proceso que vivio el saber matematico “limite funcional”
en ambitos académicos hasta llegar a la configuracion actualmente aceptada. Hemos
observado el papel que juegan en el transcurso de dicha descripcion las practicas—
especialmente la de formalizacion y generalizacion- y por eso las hemos propuesto como
practicas sociales. Dichas practicas son las que han normado las practicas de referencia y
actividades propias de cada etapa y constituyen el movil que promueve la construccion del

conocimiento consensuado en cada una de ellas.

Siguiendo el esquema de epistemologia de préacticas de la socioepistemologia, se identificaron
practicas de referencias que dan cuenta de los paradigmas propios del ambito cientifico, asi
como actividades explicitas de los actores de este dmbito, que permitieron observar y
describir dichos paradigmas. El cuestionamiento que nos planteamos ahora es: ;cOmo se
reinterpretan las précticas sociales en el ambito escolar, especificamente en el sistema
educativo uruguayo actual? ;Qué préacticas de referencia norman y cuéles son las actividades

especificas de los actores del sistema?

Como justificamos, para responder este cuestionamiento ya no podemos guiarnos por el

mismo esquema de practicas, ya que el mismo se refiere a un saber matematico, en este caso
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el del limite funcional, pero no es una herramienta apropiada para analizar las practicas
escolares, entendidas como practicas de referencia en ese mismo sentido epistemoldgico. Es
por eso que decidimos introducir la herramienta metodolégica del analisis critico del
discurso, partiendo de la consideracion del discurso como accion social. Esto es, todas las
manifestaciones del discurso de los actores de la noosfera son entendidas como una accion,
proveniente de una persona o grupo de personas inmersa en una sociedad determinada, con

un paradigma especifico.

5.2. El ambito escolar en Uruguay: un analisis critico del discurso

Entre los aspectos a considerar para identificar el papel de los diferentes actores en el
reconocimiento del limite como un saber institucionalizado, en esta investigacion
abordaremos el discurso matematico escolar uruguayo en voz principalmente de los docentes,
pero también se estudian aspectos del discurso escrito, como los libros de texto y los
programas escolares. Este analisis lo llevaremos a cabo utilizando al Analisis Critico del
Discurso como herramienta metodoldgica, pero sin perder de vista nuestro marco tedrico
general, el de la socioepistemologia. Desde esa perspectiva, entendemos a las préacticas

escolares como las practicas de referencia propias de este ambito.

Varios de los principios que guian al ACD hacen referencia a la importancia del
conocimiento profundo del contexto socio-historico-cultural en el que estan inmersos los
actos discursivos que se analizan (el ACD se ocupa de los problemas sociales, el discurso
constituye a la sociedad y a la cultura, el discurso es historico, el vinculo entre el texto y la
sociedad es mediado, el andlisis del discurso es interpretativo y explicativo, el discurso es una
forma de accién social). Es por ello que creimos necesario ampliar la descripcidn realizada
del contexto educativo uruguayo en el primer capitulo, incluyendo un apartado en el que se
desarrollara una descripcion breve de la evolucion de dicho sistema educativo desde la época

de la Colonizacion.
5.2.1. Descripcion de la evolucion del contexto educativo uruguayo
5.2.1.1. Educacion en Uruguay antes de la reforma vareliana

Segun un documento confeccionado para la discusion en el marco de la conformacién de un
nuevo Programa de Educacién Comun, “desde la época de la Colonizacion, reconocemos
que la Educacion ha respondido a intencionalidades que reflejaban el pensamiento
dominante de su época.” (Buzzetti, De Leon, Ramos, Salva, Varela y Verges, 2007). En este
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periodo los espafoles utilizaron a la evangelizacion como modelo educativo, a cargo de la
Orden de los Jesuitas y de los Franciscanos. Actualmente, una de las instituciones educativas
privadas de nivel preescolar, primario y secundario de mayor prestigio y tradicion en

Uruguay es precisamente un colegio de la Orden de los Jesuitas.

Durante los movimientos independentistas forjados en mayor medida por el caudillo José
Gervasio Artigas, se comenzaron a defender los intereses de los “paisanos’ (término que hace
referencia a la clase social mas desfavorecida), promoviendo mejorar su situacién moral e
intelectual con el fin de consolidar un ideal revolucionario desde la educacion. Se fundaron

asi en 1815 una escuela rural y una en Montevideo que atendian a estos lineamientos.

Después de lograda la Independencia Nacional en 1825, se crearon varias escueles fruto de la
preocupacion de la poblacion por su educacién pero sin una organizacion estable, sin un
programa que unificara la educacion nacional ni una adecuada preparacion de los docentes
para el ejercicio de su profesion, situacion que se mantuvo hasta las tltimas décadas del siglo
XIX.

A pesar de haber logrado la Independencia, el estado aln se mantenia con una democracia
inestable en el dltimo cuarto del siglo XIX, lo que influyo sobre el contexto educativo:
“Representantes de la burguesia y la oligarquia terrateniente (la Iglesia, el Ejército, los
terratenientes y la clase politica) consiguieron conformar un discurso y una accion en torno a
la Escuela como institucion del Estado. El proyecto buscaba el progreso a través de la razon,
se proponia iluminar la mente de los hombres para combatir la ignorancia, para superar los
males sociales evitando aquello que ponia en riesgo la democracia. La igualdad entre los
hombres requeria de una nueva moral, una moral que incluyera a todos, que sustituyera la
moral religiosa (en Uruguay de la Iglesia Catdlica) por la moral laica. [...] Desde esta
perspectiva vemos como a la Escuela se le atribuia la funcion conservadora de transmision de
conocimientos y reproductora de valores de los sectores sociales hegemdnicos validandolos

para la sociedad en general.” (Buzzetti et al. 2007).

De esta manera la escuela legitimaba a la razon como forma de control social, en oposicion a
la educacion religiosa, caracterizada por el dogmatismo. Se comenzaba a vislumbrar la
necesidad de organizar un sistema educativo nacional que promulgara una educacién
universal, que defendiera las libertades y los intereses individuales de la sociedad, basado en
una imagen racionalista del mundo y en una moral laica. El conocimiento tenia carécter de
verdad absoluta y asi debia ser ensefiado. EI modelo educativo era de caracter enciclopedista,

intelectualista, centrando la atencion en la exposicion del docente y en la recepcion pasiva por
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parte del estudiante. Si bien se promulgaba la igualdad en forma teorica, ésta no se daba por
la via de los hechos ya que la educacion seguia defendiendo los intereses de las clases

hegemonicas, lo que favorecio a legitimar la injusticia social.

5.2.1.2. Jose Pedro Varela y su proyecto social y educativo

En ese contexto surge el pensamiento filoséfico y pedagdgico de José Pedro Varela,
difundido a través de sus obras “La Educacion del Pueblo” (1874) y “La legislacion escolar
(1877) y que marca una ruptura con el modelo educativo anterior y una revolucion social e
intelectual. El principio basico es que el Estado no podia responder solo a una parte de la
sociedad (la poblacion catdlica), sino a toda ella en su conjunto, por lo que las escuelas
debian ser laicas y responsabilidad del Estado.

Segun Ardao (1968), “...A integrar el pensamiento vareliano concurrieron dos grandes
corrientes educacionales del siglo XIX, de naturaleza y proyecciones muy diferentes: la de la
educacion popular y la de la educacion cientifica (...) Colocado en la confluencia histérica de
ambas, realiza sobre la marcha su sintesis (...)”. La primera tenia como principal proposito el
favorecer la educacion del pueblo en su conjunto, y la segunda tenia la doble caracteristica de
promover la educacion de las ciencias, a la vez que la consideracién de le educacién como

una ciencia.

Se propuso y comenz6 a implementar un plan nacional desde los 3 afios de edad hasta la
educacion superior que atendiera a esos principios, fijando materias especificas, principios

generales, criterios de evaluacion y aspectos organizativos institucionales.

El proceso de industrializacién provocé cambios profundos en la sociedad: cambios en la
forma de produccién, ampliacion del Estado, transformacién en la mentalidad de la
poblacion, entre otros, lo que provocd nuevas exigencias para la escuela. Es asi que
comienzan a influir nuevas corrientes filosoficas, especialmente la de los estadounidenses
Charles Sanders Pierce y John Dewey que promovieron como alternativa a la Escuela
Tradicional, la Escuela Nueva.
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5.2.1.3. La influencia de la Escuela Nueva

Uruguay no quedd ajeno de estas nuevas tendencias filosoficas y pedagdgicas que atendieran
a las nuevas exigencias sociales de un pais que comenzaba a estabilizarse politica y

econdémicamente y con un crecimiento cada vez mayor, en las primeras décadas del siglo XX.

Los cambios propuestos en el programa nacional se articularon en torno a los principios
basicos de la Escuela Nueva: el principio de actividad (aprendizaje a través de la movilidad y
la experiencia), el principio de realidad (necesidad de que la educacion estuviera en
consonancia con la sociedad), el principio de continuidad (la educacién como construccién

progresiva y constante), el principio de interaccion (importancia de la reflexion critica).

Los aportes de Jean Piaget dieron sustento a una teoria psico-cognitva que sustentaba y
reflejaba estos principios generales. El aprendizaje era visto como un proceso de construccién

interna.

Fruto de la estabilidad social y econdmica que vivia el pais, varios directores de escuela
permitieron una serie de nuevas experiencias llevadas a cabo por maestros formados, con un
gran impulso innovador, las cuales promovieron, entre otros factores, la conformacion de una

nueva dimension tedrica de la Laicidad (Buzzetti et al., 2007).

5.2.1.4. La influencia de los organismos internacionales de crédito

Sin embargo, hacia fines de la década del ‘50 comenzaron a aparecer, en el pais y en la
region, sefiales de una decadencia general, provocada por la crisis en el modelo de desarrollo.
Segun Buzzetti et al., se comenzo un proceso de tensiones y polarizaciones que evidenciaban
una ruptura de los consensos que habia sustentado al modelo desarrollista. Esta decadencia
dio paso, en 1973, a una Dictadura Militar que “implantd un régimen autoritario que prohibia
la participacion, fracturaba los vinculos sociales llevando a la sociedad al aislamiento y

negacion del didlogo” (Buzzetti et al, 2007, p. 19).

La Educacion se vio afectada, en primer lugar, en términos econdémicos: no sélo el Estado
invertia menos en ella sino que ademas los docentes y la poblacion en general sufrian de un
empobrecimiento generalizado. Por otro lado, la Educacion sufrio un cuestionamiento publico
de ella misma y de la sociedad, al no cumplir con las expectativas deseadas. El fracaso
escolar se adjudicé como una responsabilidad de la escuela misma, sin considerar otras

variables como la masificacion de la educacion o la marginacién de la poblacion. Por Gltimo,
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nuevo régimen la utilizd6 como medio para difundir sus ideas y convertirlas hegemonicas, lo
que se corporizd a través de un nuevo plan de estudios en 1976 para Educacion Media y 1979

para Educacion Primaria.

“De aquel mito de “la educacion del pueblo” quedaba muy poco, se vivia una
realidad de profunda injusticia que se veia como imposible de transformar. Ese
determinismo social era tan fuerte que no se veia que la educacion pudiera revertirlo.”
(Buzzetti et al., 2007, p. 20). La aparicion de instituciones privadas para los sectores de elite o
de clase media que aun apostaba en la educacion aumento la brecha entre las diferentes

clases.

En ese contexto varios organismos internacionales como la Organizacién de las Naciones
Unidas para la Educacién, la Ciencia y la Cultura (UNESCO), la Comisién Econémica para
América Latina y el Caribe (CEPAL), el Banco Interamericano de Desarrollo (BID) vy el
Banco Mundial (BM), propusieron inversiones —préstamos- condicionadas a la realizacion de

estudios para diagnosticar la situacion y a sus correspondientes planes de accion.

En particular, en 1990 la Administracion Nacional de Educacién Publica (ANEP)
encomienda a la CEPAL, a través de su oficina en Montevideo, un “Diagnostico e
Investigacion sobre la Ensefianza Béasica en Uruguay” con financiamiento del BID (Rama,
1992). Dicho diagndstico fue realizado y difundido a través de varios informes vy libros, y
generd como resultado una reforma para Educacion Secundaria en el afio 1996, muy criticada
y resistida por la mayoria de los docentes y estudiantes. Esta reforma fue primero probada en
varios Institutos publicos de Educacién Secundaria y mas adelante implementada a nivel
nacional, hasta el afio 2005. Promovia un fuerte cambio en el curriculum, integrando
asignaturas que en planes anteriores se dictaban en forma independiente para formar &reas de
conocimiento (Historia y Geografia se fundieron en “Ciencias Sociales” y todas las

asignaturas de ciencias experimentales se fundieron en “Ciencias Naturales™).

En el afo 2005, tras nuevas elecciones nacionales, nuevas autoridades asumieron en el
gobierno: por primera vez en el pais el partido de izquierda, “de oposicion” asumié el poder.
Dado que los integrantes del Consejo Directivo Central (CODICEN) de la ANEP son
designados por las autoridades politicas, éste sufri6 un gran cambio a raiz del cambio de
gobierno. Es asi que en 2006 se comienza a implementar un nuevo plan de estudios para
Educacion Secundaria, volviendo a las asignaturas independientes y promoviendo una serie
de cambios curriculares, asi como nuevas opciones en el Bachillerato y una mayor

flexibilidad entre las orientaciones.
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5.2.1.5. Sistema educativo uruguayo actual

El sistema educativo uruguayo formal consta de tres afios de Educacion Preescolar, seis afios
de Educacion Primaria y tres afios de Educacion Secundaria (ciclo denominado Ciclo Basico
Unico) como formacion bésica y obligatoria. Después de ello, los estudiantes pueden optar
por realizar carreras técnicas o por continuar cursando en Educacion Secundaria tres afos
mas de Educacién Media Superior (EMS o, lo que es lo mismo, BD: Bachillerato
Diversificado). Ambas opciones los habilita a su vez a ingresar a la Universidad o Institutos
que son de nivel terciario pero no pertenecen hasta el momento a la érbita de la Universidad
(como los Institutos de Formacion Docente, los de carreras técnicas como Enfermeria, u

otros).

Los tres afios de Bachillerato Diversificado estan compuestos por un primer afio comdn,
unico para todos los estudiantes, y dos afios en que los alumnos deben optar por una

orientacion

e en segundo afio, las opciones son Cientifica, Bioldgica, Humanistica y Arte y

Expresion.

e en tercer afio, las opciones son Social-Economica, Fisico-Matematica, Ciencias
Bioldgicas, Arte y Expresion, Social-Humanistica, Matemética y Disefio y Ciencias
Agrarias.

En ambos cursos existe un tronco comdn compuesto por asignaturas que se dictan con igual
carga horaria en todas las opciones, y asignaturas especificas que hacen a la diversidad de
cada opcion. En segundo afio Matematica es parte de ese ndcleo comun, pero la opcién
Cientifica tiene otra asignatura de Matematica por lo que tiene méas carga horaria que las
otras. En tercer afio Matematica esta fuera del nicleo comun, a pesar de que aparece en todas

las opciones como una asignatura especifica (a excepcion de la opcidn Arte y Disefio).

En el siguiente esquema se indica cuales opciones se pueden tomar en tercer afio de acuerdo
con la orientacion cursada en segundo, a la vez que se muestra la cantidad de horas docente®
de Matematica que asigna el curriculo en cada orientacion®:

® En las escuelas secundarias en Uruguay se esctructura el horario de cada turno en lapsos de 40 o 45 minutos de
clase dictada intercalados con lapsos de 5 o 10 minutos de tiempo libre. Generalmente se denomina “hora
docente” a cada uno de esos lapsos de clase, y su duracion varia en los diferentes institutos.

° Estos datos se refieren al plan 2006, vigente en el momento de realizar la investigacion.
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1° Comun (4)
2°} Cientifico (10) | Arte y Expresion (5) Bioldgico (5) Humanistico (5)
30 Fisico- . Arte 'y Ciencias o Social- Social-
. Matematica y B o Ciencias . .
Matematica 10 Expresion biol6gicas ) Humanistica | Econdmica
Disefio™ (9) agrarias (6)
(12) (no) (6) (®) (11)

Esquema 6: Plan para Bachillerato Diversificado de la Reformulacion 2006 del sistema educativo uruguayo

Todos los cursos de Matematica en tercer afio tienen como parte de su programa una unidad
de Analisis, que involucra, con mayor o menor profundidad dependiendo de la orientacion, el
estudio de las funciones de variable real. El concepto de limite se introduce como una
herramienta para tal estudio y como concepto que permite formalizar los conceptos de
continuidad, derivabilidad e integrales (tema que no estd en todos los programas). En el
apartado 5.2.2.4 se analizan con detalle la evolucion de los programas mas significativos para

esta investigacion.

En el ambito terciario se ofrecen varias carreras, aquéllas en las que se profundiza en Calculo
(asi se lo llama en esas carreras) en los primeros afios son las carreras universitarias de
Ingenieria, Arquitectura, Medicina, Agronomia, Licenciaturas (de Matemética pero también
Fisica, Biologia y otras de orientacién cientifica), Quimica y Ciencias Economicas. El
profesorado de Matematica ofrecido por el Departamento de Formacion y Perfeccionamiento
Docente es un ejemplo de una carrera terciaria no universitaria donde los estudiantes deben

estudiar Analisis (asi lo Ilaman en esta carrera).
5.2.1.6. La ensefianza del Calculo y el rol del limite

Como mencionamos en el apartado 1.2.2.2, partimos de la hipdtesis de que en la mayoria de
los cursos de Célculo en Uruguay para el nivel secundario o formacion docente, se practica lo
que Salinas y Alanis identifican como “modelo tradicional de ensefianza del calculo” (2009,
p. 357). Lo caracterizan a través de la consideracion de una determinada estructuracion del

contenido como objeto de ensefianza y una determinada estrategia de ensefianza.

Con respecto al contenido matematico, sefialan que se presenta estructurado de manera
formal —atendiendo a las formas, sin significados reales asociados con las nociones y

procedimientos del célculo- y rigurosa —organizados segun la secuencia definicion-teorema

10 A esta opci6n de tercer afio se puede ingresar tanto por la opcién Cientifico como por Arte y Expresion de
segundo afio, por eso figura debajo de ambas.
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demostracion. A continuacion de esta presentacion se estudian aplicaciones del contenido
matematico expuesto. Esta presentacion es muy parecida a lo que se puede ver en los libros
de texto tradicionales.

La estrategia de ensefianza se limita a una exhibicién de la estructura por parte del profesor.
Se cuida el orden légico de la presentacion: “...para ensefiar la derivada habra que ensefiar
antes limites (porque la derivada es un limite) y para ensefiar limites habra que
ensefiar antes funciones (porque los limites son de funciones) y para ensefiar funciones
habra que ensefiar antes los nimeros reales (porque son funciones de variable real).” (Salinas
y Alanis, 2009, p. 362).

El estudiante ocupa un rol pasivo, y su aprendizaje es evaluado a través del dominio de
técnicas: célculo de limites y derivadas, aplicaciones rutinarias de la derivada, todas

actividades que priorizan aspectos algoritmicos.

Consideramos que este tipo de ensefianza del calculo es fruto de un proceso, que involucra
muchas variables pero especialmente a las practicas de los actores involucrados en ese
proceso, que nosotros hemos dado en llamar “proceso de institucionalizacion”. Segun
desarrollamos en el apartado 4.3, hemos detectado “momentos” en el &mbito escolar de ese
proceso, a los que haremos referencia con frecuencia en el andlisis que presentamos a

continuacion.

5.2.2. Descripcion de las practicas de referencia en el ambito escolar

Describiremos en este apartado los elementos del discurso estudiados -cuestionario y
entrevistas a docentes, libros de texto y programas- para brindar evidencias sobre los
momentos del &mbito escolar a los que se hace referencia en el apartado 4.3. En un apartado
posterior estos elementos seran retomados para explicar el desarrollo del proceso de
institucionalizacion al seno del &mbito escolar, a través de los momentos descriptos en el

apartado 4.3 y de la herramienta metodoldgica del ACD, desarrollada en el apartado 4.2.2.

5.2.2.1. El cuestionario

Uno de los principales grupos de actores analizado fue el de los docentes, y uno de sus actos
discursivos analizados fue sus propias concepciones sobre el concepto de limite como saber a

ensefiar y sus practicas escolares respecto de él. Consideramos que no sélo es importante
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analizar desde el punto de vista del investigador cuales y cdmo son las préacticas de referencia
en el &mbito escolar, sino que también es importante estudiar como los actores involucrados
en los diferentes momentos del proceso de institucionalizacién visualizan sus propias
practicas. Esto estaria dando cuenta también de como norman las practicas sociales el actuar

de dichos actores, en este ambito especifico.

El anélisis de este aspecto del discurso se llevo a cabo en parte a través de un cuestionario a
docentes y en parte a través de entrevistas a docentes, que se desarrollan en apartados
siguientes. Es importante sefialar que no proponemos un andlisis del discurso matematico
escolar, ni un analisis semantico o sintactico del discurso, sino un analisis critico del discurso,
entendido como accidn social. En este caso, las respuestas de los docentes al cuestionario son
entendidas como actos discursivos que permiten visualizar algunos aspectos de los diferentes
momentos en el proceso de institucionalizacion. Interesa analizar si las practicas sociales
identificadas en el ambito cientifico permean el actuar de estos docentes, como aquéllas
practicas se ven reinterpretadas a través de determinadas practicas de referencia por parte de
los docentes. De esta manera, vemos cémo las practicas de referencia son estrictamente
“locales”: restringida a un momento y ambito determinados, a la vez que conforman ese

mismo paradigma.

El cuestionario a docentes figura en el anexo Il y sus respuestas en el anexo Il1l. Constd de
diez preguntas y se pidi6 a los docentes que les respondieran por escrito y las enviaran por
correo electronico, por lo que se les dio el tiempo que cada uno consideré necesario para
responderlas. La primera pregunta pretende evidenciar las creencias de los docentes acerca de
la pertinencia del tratamiento del tema en Secundaria. Las siguientes cuatro preguntas
apuntan a conocer qué definicion proponen y cémo: qué tipos de ejemplos y actividades
introductorias presentan y la importancia que le otorgan al uso de cuantificadores en la
presentacion. Las preguntas 6 a 9 pretenden evidenciar sus creencias sobre aspectos
cognitivos del proceso de aprendizaje del concepto, y la Ultima tiene como intencién
averiguar si la practica de los docentes se cifie a un libro de texto especifico o no.

De los ocho profesores que completaron el cuestionario, siete son egresados del Instituto de
Formacién Docente y uno es un estudiante avanzado. Excepto uno, todos han continuado su
formacion en Didactica de la Matematica con cursos diversos de postgrado e incluso
maestrias. Todos tienen varios afios de experiencia como profesores del curso de Matematica
de ultimo afio de Educacion Secundaria en Uruguay, y uno trabaja en el Instituto de

Formaciéon Docente de Montevideo dictando clases de Analisis.
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Todos los profesores coincidieron en que si es importante la presencia del limite funcional en
el programa de altimo afio de Educacion Secundaria, lo que se evidencid en las respuestas a
la primera pregunta: ¢Cree que es importante que esté este contenido en el programa de 6°?
¢Por qué? Las razones expuestas se pueden agrupar en tres grandes grupos: intramatematicas
referidas a la necesidad del concepto para construir y formalizar otros como la continuidad,
derivabilidad, nimero real y constituir un contexto adecuado para trabajar diferentes registros
de representacion (verbal, numérico, tabular, grafico y analitico); cognitivas, segun las cuales
el tratamiento del limite favorece un determinado nivel de abstraccidn; y extramatematicos,

como herramienta de interpretacion y modelizacion.

La primera razon es la que aparece con mas frecuencia: “para formalizar otros conceptos”,
“para reforzar el concepto de nimero real”, mientras solo una profesora menciona razones
externas a la construccion propia de la matematica: “como herramienta de interpretacion y
modelizacion”. Otra profesora es la Unica en mencionar razones consuetudinarias: “De
acuerdo a como estan estructurados los cursos de 6° y al enfoque esperado de acuerdo a la
tradicion pienso que el concepto debe ser tratado y debe formar parte del curso”.

Entendemos que estas respuestas a la primera pregunta nos brindan evidencias sobre el
momento “b” en el proceso de institucionalizacion del limite, caracterizado por la influencia
que las interacciones discursivas entre docentes y entre docentes y autoridades educativas
tienen sobre su concepcidn del concepto de limite como saber y su ensefianza. En este tipo de
interacciones, influenciadas a su vez por su formacion y su practica cotidiana, los docentes
van conformando una determinada concepcion, en particular, una determinada idea de por
que el concepto de limite debe ser incluido en el curriculo escolar y qué rol debe ocupar en

dicho curriculo.

En cuanto a las preguntas 2 a 5, entendemos que aportan evidencias sobre el momento “c” en
la institucionalizacion del concepto de limite en el ambito escolar: la actividad de aula. Ellas
permiten explicitar las concepciones de los docentes acerca de sus propias practicas
educativas, que en cierta forma sugieren lo que ellos entienden por el “deber ser” del

tratamiento escolar del concepto de limite. Las preguntas son las siguientes:
2. ¢Qué definicion presenta? ¢ Es la Unica? ¢ Trabaja con alguna equivalente?

3. ¢Presenta algin ejemplo? ¢En que contextos: tabular, grafico, situacion

extramatematica, analitico-algebraico?
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4. ¢Propone alguna actividad en torno al concepto de limite previo a introducir la
definicion?
5. ¢Realiza alguna actividad para promover el uso de cuantificadores o simbolos

I6gicos en general?

Todos los profesores manejan la definicion en términos de epsilon—delta y muchos de ellos
explicitan que trabajan con sus presentaciones equivalentes: con entornos, valor absoluto,

distancia, desigualdades:
lim f(x) =1«
<« V E,, existe E; tal que V x e E;, entonces f(x)eE,,

©V eeR existe reR” tal que si 0 <|x-a|<r entonces | f(x)-I | <e

&>V geR éxiste reR" tal que si a-r < x<a+r y x=a entonces l-¢ < f(x) < I+ ¢

Tres de ellos mencionan la posibilidad de trabajar con el concepto a nivel intuitivo sin
presentar la definicion formal en algunas orientaciones. Por ejemplo, una profesora declaro:
“En 6° de Medicina®* el concepto de limite de una funcién lo trabajo en forma intuitiva y

experimental con la utilizacion de calculadora y tablas, no doy la definicion formal de limite.”

Destacan los ejemplos propios de la actividad matematica abstracta: trabajan con funciones,
ya sea dadas por su expresion analitica, por su grafico, por valores en una tabla o en lenguaje
coloquial. S6lo dos de los profesores explicitan plantear situaciones externas al contexto
matematico abstracto: la velocidad instantanea y el comportamiento de un analgésico

odontologico.

Todos coinciden en la introduccion del concepto a partir de un caso particular: aquél en el que
el limite no es alcanzado. Se aprecia una gran variedad de actividades para significar el
concepto (representaciones graficas, verbales, analiticas, numericas, tabulares, trabajo con
entornos). Entre ellas destaca el analisis del comportamiento de funciones racionales cuyo
denominador tiene una o dos raices. Por ejemplo, una profesora propone la siguiente

actividad:

Dada la funcién f:R-{2}>R/ f(x)zg,se pide
2

X —
1. probar quef(x) =x+2, Vxe D(f)
2. graficar f

3. ;Para qué valores de x se verifica que f(x) € E41/2?

! Ciencias Biolégicas en el esquema presentado en el apartado 5.2.1.5.
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4. ;Para qué valores de x se verifica que f(x) € E41/10?

5. (Para qué valores de x se verifica que f(x) € E4.?

Todos los profesores utilizan cuantificadores al escribir la definicidon de limite. Sin embargo,
sOlo tres de ellos proponen actividades especificas para promover su uso. Una de las restantes
afirma: “...lo hago cuando lo necesito para expresar en forma de signos algo”. Este punto es
importante ya que el uso de la simbologia y terminologia adecuadas estarian mostrando la
importancia otorgada a la formalizacion por parte de los docentes. Incluso mencionan
explicitamente que las mayores dificultades para los estudiantes se encuentran “en la
formalizacion de la definicion” y “en la visualizaciobn de una necesidad para tal

formalizacion”.

Las preguntas 6, 7 y 8 también fueron disefiadas para detectar elementos que robustecieran el
andlisis del momento “c” en el proceso de institucionalizacion, pero desde el analisis por
parte de los profesores de las dificultades que tienen los estudiantes con un abordaje del tipo

que ellos plantean y la explicitacion de las formas de evaluar:
6. ¢Qué dificultades detecta en los estudiantes al trabajar con esta definicion?

7. ¢Qué obstaculos debe afrontar un estudiante que no comprende la definicion de

limite? ¢ En qué “fallaria’ o qué otro concepto le imposibilitaria construir?

8. ¢Cuél es el tipo de pregunta que realiza habitualmente en evaluaciones orales o escritas

que el estudiante no responde o lo hace erréneamente por no manejar la definicion de limite?

En cuanto a las implicancias que tiene para el sequimiento del curso la no comprension de la
definicion por parte de los estudiantes, los profesores sefialan, por un lado, “dificultades para
la construccion de conceptos como el de derivada o continuidad”; por otro lado, “dificultades

en la demostracion de propiedades relativas al concepto”.

La mayoria de los profesores manifiestan evaluar la comprension del concepto mediante

preguntas especificas, por ejemplo:

1.Indica si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. En

caso de ser falsa dar un contraejemplo, si es verdadera demostrarla.

a,r?

® lim f(x) =1 VE,,, existe E,, / sixeE, = f(x)eE,,

i Iim6 f(x)=2= existe Eg, / VxeE;, es f(x)>1
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2.Sea f:f(x):3x_a6 , hallar a € R , sabiendo que:
X+

VE,, existe Ej, /si xeE;, = f(x)eE,,

3. Probar aplicando definicién que: |jm (4x-3)=5
X—>2

Esto evidencia la importancia que estos docentes le otorgan al tratamiento formal del

concepto de limite y a su definicidn en términos de épsilon-delta.

La novena pregunta, ¢Con qué problematica cree que se encontraria en el transcurso del
curso si en lugar de la definicion utilizara un acercamiento intuitivo al concepto?, fue
disefiada para vislumbrar la consideracion —o no- de abordajes alternativos por parte de los
docentes cuestionados. Las respuestas a esta pregunta aportarian herramientas para el analisis
del momento ‘b’ por evidenciar concepciones de los docentes que fueron
institucionalizandose a partir de su formacion, practica e interacciones con colegas, asi como
permitir una descripcion de la manera en que los programas curriculares influyen en dichas
concepciones, pero también del momento ‘c’ ya que nos habla de como ven ellos sus

practicas educativas concretas.

A pesar de considerar ineludible un desarrollo de ese tipo, la mayoria de los docentes que
respondieron el cuestionario coincidieron en que podria realizarse un abordaje intuitivo del
concepto y la consecuente estructuracion del calculo prescindiendo de una definicion formal
de limite. Incluso una de las docentes precisa que “la definicion es necesaria para la
demostracion de teoremas y esta demostracion es exigida por los programas vigentes” lo cual
resulta ser una razon externa a los intereses de docentes y estudiantes. Esto sugiere que
cuando se decide qué tema tratar y cémo, las exigencias curriculares y consuetudinarias

influyen mas en los docentes que lo que ellos mismos piensan que se deberia hacer.

Por ultimo, la pregunta diez se referia al uso de los libros de texto en clase: ¢Qué libro de
texto recomienda? ¢Lo utiliza en clase para trabajar este tema o para proponer ejercicios
referidos al mismo? La misma permitio encontrar elementos que robustecen el momento ‘a’
ya que da cuenta de cémo son utilizados los libros de texto, entendido como producto de una
practica de referencia especifica de este momento en el &mbito escolar y que promueve un
determinado transito del concepto “limite funcional” desde la comunidad cientifica hacia la
escuela. Asimismo, aporta evidencias también sobre el momento ‘c’ ya que nos habla de un

aspecto del tratamiento escolar del concepto.
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Es interesante destacar que tres de los ocho profesores declaran directamente no recomendar
ningun libro mientras uno utiliza apuntes confeccionados por él mismo. Esto podria estar
indicando una falta de identificacion por parte del profesor de su curso con algun libro de
texto y que los libros de texto que se ofrecen en el mercado uruguayo no son adecuados para
el enfoque que el profesor desea imprimirle al curso. Pero también existen otros factores que
influyen para que la utilizacién de libros de texto no sea una practica difundida en los dltimos
afios de Educacion Secundaria (Bachillerato Diversificado) en Uruguay, como el dificil
acceso a ellos por parte de los estudiantes ya que mientras en los primeros afios la institucion
les brinda un libro a cada uno, en los ultimos afios este costo corre por cuenta del estudiante.
De entre los libros sefialados por los docentes, tres son de autores uruguayos y dos de ellos

son los que se analizan en el apartado siguiente.

En suma, con respecto a las preguntas que se esperaba que el cuestionario respondiera, se
puede comentar, en primer lugar, que todos los profesores otorgan al concepto de limite un
rol central en la estructuracién del calculo y de sus cursos en particular. Solo algunos
profesores mencionan que podria omitirse su tratamiento en determinados cursos que estan
orientados a una formacion con poco énfasis en las ciencias. Pero en general, se deduce de las
respuestas de los docentes que el limite es entendido como esencial para la construccién por
parte de los estudiantes del resto de los conceptos tratados en el curso, como lo son la
continuidad y la derivada.

A su vez, todos mencionan la definicion en términos de épsilon-delta en alguna de sus
presentaciones (distancia, valor absoluto, entorno, desigualdades) y sostienen presentarla con
mayor o menor énfasis dependiendo del profesor y de la orientacion elegida por los
estudiantes del curso.

Algunos de los profesores sugieren que las exigencias del curriculum inciden en el
tratamiento del concepto en sus cursos: se ven obligados a presentar la definicion formal para
su uso en la demostracion de teoremas y por la estructura formal que tradicionalmente se le
ha otorgado al Calculo incluso desde los cursos introductorios. En este contexto, la
formalizacion a través de la demostracion de propiedades y el respeto a la estructura —formal-
del Céalculo surge como préactica que aporta significado a la definicion de limite. Sin embargo,
otros no cuestionan ello, simplemente lo realizan por conviccion personal, porque creen que

esa “es la manera de hacerlo”.

En suma, las respuestas a este cuestionario, entendidas como actos discursivos de un grupo

especifico de actores de la noosfera, nos han permitido describir algunas de las actividades
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normadas por las practicas de referencia de los momentos ‘b’ y ‘c’ en el proceso de
institucionalizacion: el intercambio de intenciones sobre la implementacion del modelo del
limite como saber a ensefiar y la implementacion propiamente dicha: lo que generalmente

denominamos “practicas de aula”, pero ahora entendidas como préacticas de referencia.

5.2.2.2. Libros de texto

Otro de los aspectos del discurso analizado fue el de los libros de texto, por considerar que
aportaria evidencias para describir el momento ‘a’ en el proceso de institucionalizacion del
concepto de limite: el transito del concepto “limite funcional” desde la comunidad cientifica
hacia la escuela. En ese sentido se distinguieron a su vez dos “submomentos” en esa fase del
proceso de institucionalizacion: uno caracterizado por los libros de texto que denominamos
“de antafio”, escritos en la primera mitad del siglo XX y utilizados como referencia durante
muchos afios en Uruguay en los cursos de Secundaria y formacion docente. El otro de los
“submomentos” fue analizado a través de libros de texto “actuales”, escritos por profesores
contemporaneos que ejercen actualmente su profesion y a la vez escribieron estos textos. En
ambos casos el interés esta en distinguir como el saber estructurado en ambitos cientificos es
presentado para su divulgacion con fines especificos de ensefianza: qué usos y practicas de la

génesis del concepto de limite son utilizadas —o no- para tal presentacion.

Por ultimo, también se analizaron los apuntes de un profesor de Profesorado de Matematica
para su curso de Analisis | (curso de segundo afio de la carrera de un total de cuatro),
utilizados como referencia en dicho curso aun en 2010, afio en que el curso es dictado por
otros docentes. Este tipo de material también nos aporta evidencias sobre el momento ‘a’ en
el proceso de institucionalizacion del concepto de limite, aln sin tener la estructura formal de
un libro de texto. EI mismo propone una determinada manera de estructurar el curso y un
determinado rol para el concepto de limite en esa estructuracion, que responde a su vez a un
esfuerzo por explicitar conocimientos organizados en &mbitos cientifico-matematicos para su
divulgacion escolar, con el agregado del efecto multiplicador que implica el ser disefiado para

futuros docentes.

Una vez mas, veremos como nuestro analisis se distingue del de un analisis del discurso
matematico escolar desde la perspectiva socioepistemoldgica: no nos interesa
especificamente comparar las definiciones, problemas o ejemplos que se manejan en cada

libro, 0 qué tipo de argumentos presentan los autores para fundamentar sus observaciones y el
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“hilo conductor” de su discurso. En nuestro caso interesa analizar el papel de los libros de
texto en el proceso de institucionalizacion: qué actores lo escriben, qué intencionalidad
tienen, si son elegidos por las autoridades para recomendarlos en los programas y si son
usados en las clases por los docentes, como y por qué. Pero también interesa analizar como
las préacticas sociales permean el actuar de quienes escriben los libros de texto,
especificamente si priorizan la formalizacion en su presentacion y cudl es el rol que le
asignan al concepto del limite dentro de la estructuracién del célculo en su libro: si es
utilizado como pilar tedrico para otros conceptos como el de continuidad y derivabilidad y asi
ganar en generalizacion de los resultados presentados, o si es utilizado como una herramienta

practica para resolver problemas, o qué otro rol se le otorga.

Para procesar la informacion concerniente al contenido de los libros se atendio, por un lado, a
sus aspectos formales: titulo, autor/es, editorial, afio de edicién, plan de estudios, y un
resumen del contenido de los capitulos relacionados con el limite. Por otro lado se atendio a
la manera en que se define y organiza el concepto de limite a lo largo del texto, la presencia o
no de representaciones graficas o simbdlicas y la manera en que son introducidas y utilizadas,
la presencia de problemas propuestos para introducir o desarrollar el tema, asi como de
ejercicios de aplicacion y planteo 0 no de su resolucién, la explicitacion de los objetivos que
los autores pretenden conseguir, el modo en el que se intenta que el alumno aprenda el
conocimiento expuesto, la presencia 0 no de situaciones externas al contexto matematico
abstracto en las secuencias de ensefianza, el método de demostracion propuesto por el autor y

el lenguaje utilizado (formal o coloquial).

Para cada libro se confecciond una ficha que se incluye en el anexo IV, lo que permitié su
descripcion y analisis entendidos como actos sociales discursivos. A continuacion se presenta
un resumen de la descripcion realizada, enfatizando en los aspectos mas significativos de

cada libro en lo que hace al objetivo de la investigacion.
5.2.2.2.a De antafio

Se analizaron dos de los libros de texto que utilizados como referencia en los cursos de nivel
secundario y de formacion de profesores desde los afios 50 o incluso anteriores. En particular
fueron dos de los que menciond el docente a quien se le realizé la entrevista que se describe
detalladamente en el apartado 5.2.2.3. Los libros analizados son: Elementos de Anélisis
Algebraico (Rey Pastor, 1962, Primera edicion: 1917) y Analisis Matematico (Rey Pastor, Pi
Calleja y Trejo, 1952). Especialmente el segundo es un libro que adn hoy es utilizado por

algunos profesores como libro de referencia.
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El autor comun de ambos libros, Rey Pastor (1888-1962) fue un matematico espafiol que en
1920 se radic6 en Argentina. Alli obtuvo un cargo en la Universidad de Buenos Aires, por lo
que ademas de interesarse por la divulgacion cientifica, dedicé gran parte de su labor a la
ensefianza y la escritura de libros para estudiantes, como es el caso de los dos mencionados.
(Rios, Santalo y Balanzat, 1979)

En el primero de los libros citados s6lo se trabaja con el concepto de limite de sucesiones, en
el marco de la formalizacion del concepto de numero real y con el fin de completar la
operatoria sobre ese conjunto. En el segundo si se trata el concepto de limite de funciones de
una variable real, ubicAndose como un concepto clave en la estructuracion del Calculo, es
utilizado como generador y formalizador de todos los conceptos generalmente tratados en
Analisis: continuidad, derivabilidad, integrabilidad.

En ambos textos el autor prioriza los métodos deductivos por sobre los inductivos y la
utilizacion del lenguaje simbdlico y formal por sobre el coloquial. Asume que todas las
explicaciones verbales y graficas que no estan en el libro se pueden brindar en forma oral en
las clases correspondientes al curso, lo cual se explicita en el prologo del segundo de los
libros mencionados. El autor pretende mostrar una exposicion sistematica, logicamente
encadenada. Se evitan intencionalmente detalles relativos a la historia de la ciencia o

disquisiciones metafisicas, considerados superfluos o secundarios.

“Si por llegar rapidamente a las aplicaciones del Calculo infinitesimal, resucitamos antiguas
definiciones de curva, de tangente, de infinitésimo, de diferencial [...] todo debera descansar
en una fe ciega y aceptarse como dogma, sin que sea posible desarrollar y despertar el espiritu
critico” (Rey Pastor et al., 1952, p. XX). Esta cita explica la necesidad que el autor siente de
estructurar el Calculo sobre el concepto de nimero desde el punto de vista algebraico y el

concepto de limite aritmético, con el objetivo de dotar de claridad y precision a su discurso.

La ausencia de preguntas abiertas (sin una respuesta inmediata en el texto, que pudieran dar
lugar a la reflexion por parte de los estudiantes), actividades de exploracion, problemas o
gjercicios resueltos o para que el estudiante resuelva, traduce una idea de una matematica ya
hecha, externa al estudiante y autocontenida, ya que tampoco se analizan fendémenos

extramatematicos que evidencien la necesidad del tratamiento de los conceptos involucrados.
5.2.2.2.b Actuales

Los textos actuales analizados fueron Matematica A para 6° afio. Funciones reales
(Giovannini, 2001) e Introduccion al analisis matemético (Belcredi, Deferrari y Zambra,
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2001). En este caso, los autores de los libros de texto son profesores uruguayos de nivel
secundario contemporaneos. Los autores del segundo libro han trabajado durante muchos
afios como profesores de Matematica en grupos en institutos de nivel secundario, mientras el

primero se desempefia generalmente como profesor “particular”*2.

La eleccion de los mismos se baso en dos criterios: su origen (son libros escritos por
profesores uruguayos para los cursos que se dictan en Uruguay) y su “popularidad” entre
docentes (son de los libros mas utilizados y recomendados para los estudiantes). En ambos
los autores declaran la intencionalidad explicita de que los libros sean un apoyo para
estudiantes de 6° afio de Secundaria. Afirman que en los mismos se utiliza un *“lenguaje
simple, evitando el uso de cuantificadores” (Giovannini, 2001, prefacio p.1), priorizando el
entendimiento al excesivo formalismo y las introducciones intuitivas. Sin embargo, los tipos
de problemas que presentan tanto en la introduccion como de aplicacion son intramatematicos
y los ejercicios de aplicacion requieren de la utilizacion correcta de los cuantificadores o de
“reglas” algebraicas establecidas inmediatamente después de enunciada la definicion formal
de limite. El espacio dedicado para el tratamiento intuitivo es menor que el dedicado a la
algoritmia y practica rutinarias. El desarrollo es secuencial, con un transito de lo intuitivo a lo
formal. No se presentan preguntas abiertas ni actividades de exploracion para construir

conceptos.

Si bien se presentan los conceptos a través de ejemplos y con un lenguaje coloquial, se
presentan en la secuencia definicion — propiedad — demostracion — ejercicios. De ello se
infiere que el rol del estudiante es el de comprenderlos, memorizarlos y aplicarlos en la
resolucion de ejercicios —con especial énfasis en la practica algoritmica en el caso del limite:
calculo de limites funcionales como fin en si mismo, no como un medio para resolver un

problema o graficar una funcion-.

En cuanto a los contenidos, el concepto de limite aparece junto al de numero real como
estructurador de los demés conceptos del curso: los textos comienzan con un capitulo
dedicado a la estructuracion y propiedades de los numeros reales, otro dedicado a la
definicion y propiedades del concepto de funcidn, y a continuacion se desarrolla el concepto

de limite, que sirve de cimiento para el resto de los conceptos tratados: continuidad, derivada,

12 En Uruguay se denomina profesor “particular” a las personas que, extraoficialmente, se desempefian como
profesores de pequefios grupos, o incluso individualmente. Generalmente los estudiantes asisten a clases
regulares dentro del sistema oficial de Educacion secundaria, y asisten por su cuenta a estas clases “particulares”
con el objetivo de aprobar una prueba o examen especifico
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integrabilidad, etc. Belcredi et al. (2001) trabajan previamente con sucesiones y limite de

sucesiones para dar después paso al concepto de limite en funciones de variable real.

En Giovannini (2001) el capitulo de limite comienza con una serie de ejemplos, a partir de los
cuales se introduce la definicion de limite. La denomina “introduccion intuitiva” (p. 58) a la

definicion formal verbal:

“Se dice que el limite de f(x) es b para x tendiendo al valor a y lo notaremos
limy_af(X) si para todo entorno de centro b, existe un entorno reducido de
centro a, inluido en su dominio, tal que: si x pertenece a ese entorno reducido

los correspondientes valores funcionales pertenecen al entorno de centro b”.
Giovannini, 2001, p. 58

A continuacion se presentan diversas versiones de la misma definicion escrita con lenguaje
simbdlico, utilizando cuantificadores. Después de enunciada la definicion se procede al
desarrollo de todas las propiedades relativas y sus demostraciones sin intercalar ejemplos o
ejercicios resueltos que den cuenta del objetivo o la necesidad de introducir el concepto en el

curso.
5.2.2.2.c Apuntes de Profesor de Formacion Docente

Hemos comentado que muchos profesores prefieren elaborar sus propios apuntes. Ello da
cuenta por si mismo de la complejidad de la situacion de la ensefianza del Calculo en
Uruguay: ¢Por qué es necesario confeccionar apuntes para un curso dado que existen tantos
textos para el mismo? Una de las razones seria la falta de disponibilidad de textos en el pais,
por un lado, pero también la disconformidad del grupo de profesores con los textos existentes.
Estos son producidos por autores que no son necesariamente profesores, para ser utilizados
por docentes en practicas de aula ajenas a los autores. Por su parte, los apuntes escritos por el
profesor del curso de Profesorado son especialmente disefiados para su utilizacién por parte
del mismo profesor en sus clases (o de colegas que comparten el curso).

Tomando en cuenta esta caracteristica del contexto uruguayo, se analizaron los apuntes que
un profesor del Instituto de Profesores de Montevideo confecciond para sus estudiantes (De
Olivera, 2008). Es importante sefialar que si bien esta persona se desempefia como profesor
en el Instituto de Profesores, su formacién es la de matematico. Esto implica de que su
practica de confeccién de apuntes con la finalidad de que los usen sus alumnos o alumnos de
sus colegas, no debe ser vista como la de un representante del grupo de docentes, sino mas

bien como la de un representante del grupo de los matematicos, inmerso activamente en la
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comunidad matematica. Es por esto que consideramos también a este acto discursivo como un
elemento que puede favorecer las explicaciones relativas al momento ‘a’ en el proceso de
institucionalizacion, que se refiere a como las practicas de los actores influyen sobre la
conformacion del concepto de limite como un saber a ensefar, legitimandolo en el

curriculum.

Si bien el autor explicita en la Introduccién que se espera del lector una actitud activa, en
definitiva se traduce la misma concepcion de Matematica que en los libros analizados
previamente: la de una Matematica ya concebida, externa al sujeto que aprende y la de un
estudiante cuyo rol se circunscribe a comprender y aplicar. Ello se infiere del tipo de
tratamiento, con la misma secuencia definicion — propiedad — demostracion — ejercicios a la
que se hizo referencia en relacion a los libros de texto de Secundaria. En este caso también se
opta por trabajar primero con sucesiones, limite de sucesiones y series numeéricas, para

introducir despues el trabajo en limite de funciones a través de los teoremas de pasaje.

A diferencia de los libros para Secundaria, en estos apuntes los ejercicios propuestos son de
tipo no rutinario, lejos de enfatizarse el aspecto algoritmico del concepto, se promueve la
reflexion sobre los conceptos relativos al de limite con actividades intramatematicas. A modo

de ejemplo se transcribe el siguiente ejercicio:

13. Considere el siguiente error tipografico en la definicion de limite: f: X - R,
aeX’; Ve>0, 3 > 0tal que si xeXnE*,, = f(X) € E. s Probar que f cumple
esta condicion si y solo si es acotada en cualquier intervalo acotado de centro a.
En caso afirmativo, probar que L puede ser cualquier nimero real.

De Olivera, 2008, p. 205.

Tampoco en este caso se introduce el concepto ni se presentan aplicaciones en situaciones

extramatematicas.

Vemos como el analisis del discurso de los libros de texto, entendidos como actos sociales
discursivos, nos brinda herramientas para la descripcién de la practica de referencia relativa al
momento ‘a’ del &mbito escolar en el proceso de institucionalizacion: la conformacion del
limite, entendido como un saber sabio que identificamos como la cristalizacion de las
practicas del ambito cientifico, en un saber a ensefiar. Los escritores de libros de texto, asi
como los demas actores de la nodsfera que de una u otra manera los recomiendan o utilizan —
u optan por no utilizar- influyen a traves de su actuar en la conformacién de una determinada

manera de entender el concepto de limite y su rol dentro de la estructuracion del célculo.
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Dicho actuar esta signado por sus intereses personales y grupales pero también normado por
las précticas sociales del ambito cientifico, que se reinterpretan en este nuevo ambito dando
cabida a una préactica de referencia especifica del paradigma de este momento ‘a’.

5.2.2.3. La entrevista

Recomendar o trabajar con libros de texto en el aula es una practica poco frecuente entre
docentes de Matematica en Uruguay. Los docentes que respondieron el cuestionario dieron

cuenta de ello.

Evidentemente, este hecho hace mas dificil el “rastreo” de los procesos de
institucionalizacion del concepto de limite en el sistema educativo uruguayo, por lo que se
decidi6 enriquecer el andlisis realizado hasta el momento con una entrevista a un docente con
cincuenta afios de experiencia con el fin de conocer sus creencias acerca de la construccién de
la vida escolar del concepto, mas alla de lo que puedan indicarnos documentos oficiales o
libros de texto. Este profesor dictd clases en Secundaria, Formacion Docente y Universidad
durante su carrera, por lo que conoce sobre el funcionamiento y evolucion de los tres
sistemas, a la vez que ha representado un “ejemplo” a seguir por su vasta experiencia por

otros profesores o estudiantes de profesorado que comenzaban a trabajar.

A diferencia de los cuestionarios, que buscaban robustecer la descripcion de los momentos
‘D> y ‘¢’ en el proceso de institucionalizacion del limite, con esta entrevista se buscaban
elementos que favorecieran la descripcion del primer momento, el referido a la transicion del
concepto entre el &mbito cientifico y el escolar. Por eso la importancia de que el docente no
s6lo tenga experiencia como profesor de Secundaria y Formacion Docente, sino que su
formacion es la de la Universidad: es ingeniero y ha trabajado durante toda su carrera como
investigador y docente del Instituto de Mecéanica de los Fluidos de la Facultad de Ingenieria
de la Universidad de la Republica. Sin embargo, se encuentran también a lo largo de la
entrevista elementos referidos a los momentos ‘b’ y ‘c’, ya que el docente se detiene en
experiencias acerca de cémo influian los libros de texto y los apuntes de clase sobre las
practicas de aula. Ello favorece que este elemento del discurso analizado nos brinde
herramientas para identificar y describir las tres practicas de referencia sefialadas hasta el
momento, especificas de cada ambito: la conformacion del limite, entendido como un saber
sabio, en un saber a ensefiar; el intercambio de intenciones sobre la implementacién del

modelo del limite como saber a ensefiar y la implementacién en el aula.
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La entrevista fue realizada por correo electronico: en una primera instancia, despues de
describir sucintamente el objetivo de la investigacion, se le cuestion6 acerca de cuéles fueron
los libros de texto que utilizados como referencia en los cursos de Calculo a lo largo de su
experiencia como docente y en los diferentes ambitos en los que se ha desempefiado. A partir
de la respuesta brindada por el docente, se creyO necesaria una segunda instancia con dos
nuevas preguntas: ¢Por qué los profesores del momento insistian tanto con cursos tan

“fuertes”*®

que ni siquiera los libros de texto que habia en el momento se adecuaban a esos
cursos? y ¢en qué se basaban esos apuntes, es decir qué los inspiraba: alguna influencia de la

manera de ensefiar en algun otro pais, por ejemplo, 0 qué?

Segun este profesor, “en la década del ‘50 (y muy posiblemente también en la del ‘40) se
dictaban regularmente cursos en Facultad de Ingenieria y en Preparatorios para Ingenieria
(dependientes de Secundaria) en los cuales se usaba sistematicamente la definicidn épsilon-
delta para limites”. Menciona mas adelante que incluso desde fines de la década del 30 los
cursos eran mas “fuertes” que ahora: “alli no se daba limite de sucesiones ni funciones reales,
sino funciones de varias variables, funciones de variable compleja y ecuaciones diferenciales;

el célculo diferencial de una variable se dejaba para Preparatorios™*”.

Explica el docente que dado que en ese momento muchos de los profesores del denominado
Preparatorios, eran también profesores de universidad, o habian sido formados en ella,
tendian a dar cursos que precisamente prepararan para esos cursos de Universidad. Influyen
aqui otros factores: la cantidad de alumnos —extremadamente reducida con respecto a la
actual- y el objetivo que se perseguia con los cursos de Bachillerato —fines propedéuticos para
determinadas carreras universitarias y no objetivos de formacion general del ciudadano,
perseguidos actualmente-. Asi, el docente sostiene que cuerpo de docentes requerido para
dictar Matematica en cursos de Preparatorio o Universidad de la carrera de Ingenieria era
reducido y homogeéneo, existian acuerdos implicitos mas facilmente llevables a la practica. Y
uno de ellos era el de “demostrar todo”, lo que da cuenta del gran énfasis que se ponia sobre
la estructuracion rigurosa de la Matematica en general y en particular del Célculo. Esto fue

transmitido a alumnos —futuros docentes- como una gran virtud del sistema escolar uruguayo.

Segun este profesor: “la baja matricula y lo homogéneo de los cuerpos docentes permitio un

logro que no podra volver a ocurrir, a saber: aprovechar la edad de los 16 y 17 afios, cuando

3 Con el término “fuerte” el profesor se refiere a la formalidad y rigurosidad en los cursos y al nivel de
profundizacién en los contenidos tratados.

4 «preparatorios” es el nombre que anteriormente se le daba al Gltimo ciclo de Educacién Secundaria,
compuesto por los dos Ultimos afios (16 a 18 afios). Actualmente se lo denomina “Bachillerato”.
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el estudiante es ya capaz de abstraer y de comprender una teoria formal, para obtener de él, en
un momento de su vida en que su capacidad de aprendizaje estd en un maximo, una
importantisima formacion e informacion. Cuando la matricula estudiantil crecié y se
empezaron a dictar cursos de 5° y 6° [de Educacién Secundaria, los correspondientes a
Bachillerato] en todos los liceos del pais sin disponer de docentes adecuados, toda la

situacién anterior decay0 y ahora estamos en el pantano que todos conocemos”.

Con respecto a los libros de texto, las dificultades para el acceso a ellos provocd que las
herramientas que tenian para estudiar los alumnos eran basicamente los “apuntes tedricos” de
clase y “juegos de apuntes a mimeografo de algunos de los principales profesores del
IAVA™” Ademés, segtn escribe el propio profesor, nadie recurria a los libros de texto porque

“eran bastante diferentes al desarrollo de los cursos”.

“La principal herramienta de estudio para el [curso] teorico eran los apuntes individuales que
sacdbamos cada uno de nosotros. Los apuntes de ciertos docentes se recomendaban como
complemento de lo dado en clase. Algunos de esos apuntes ni siquiera fueron confeccionados
por el docente en cuestidn. Por ejemplo existian unos ‘Apuntes del Prof. Forteza’ que fueron
confeccionados por un grupo de estudiantes que sacé apuntes del curso de Forteza, luego los

paso en limpio y Forteza le hizo una revisacion final, y asi se imprimieron.”

“[...] los mismos no fueron redactados con una intencion especialmente didactica sino como
resumen de los temas dictados. Creo que lo mismo se puede decir de los denominados
‘Apuntes del Prof. Ciganda’ (creo que de calidad inferior a los anteriores). Existian también
los “Apuntes de Vales’. Estos son anteriores a los demaés (probablemente de los comienzos de
los 50" y fueron redactados por el propio Vales (no con intencion didactica sino para

incorporar temas que no se encontraban facilmente en los libros).”

Estos extractos de la entrevista dan cuenta de la importancia de la tradicion oral-escrita en las
practicas de aula propiamente dicha y transmitida de docentes a profesores sucesivamente
para los procesos de institucionalizacion del Célculo en general y particularmente del
concepto de limite en el sistema educativo uruguayo. Dado que estos apuntes no eran
necesariamente escritos por los docentes, sino que en su mayoria eran escritos por los
estudiantes que asistian a sus clases, este tipo de documentos involucra esos dos aspectos: lo
que expresa oralmente el docente (o eventualmente escribe en el pizarron) y lo que el

estudiante rescata en sus apuntes escritos.

BPrimer Instituto de Educacion Secundaria del pais que albergaba en el momento a la mayoria de estudiantes
que cursaban Ingenieria.
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Sin embargo, si existian en el pais algunos —pocos- ejemplares de libros de texto que fueron
construyendo las bases para esos cursos en el IAVA o en Universidad en funciéon de los
cuales fueron estructurandose los demas cursos. El profesor menciona: Elementos de Andlisis
Algebraico (Rey Pastor, 1962, Primera edicion: 1917), Elementos de la teoria de Funciones
(Rey Pastor, 1967, Primera edicion: 1918), Andlisis Matematico (Rey Pastor et al.,1952),
Lecciones de Analisis Matematico (Hardy, 1962, Primera edicion: 1908). Y mas adelante,
libros que tuvieron influencia sobre el sistema educativo uruguayo desde la década de los *70:
Calculus (Apostol, 1967), Fundamentos de Analisis Moderno (Dieudonne, 1966) y Principios
de Analisis Matematico (Linés, 1991), asi como traducciones de libros rusos, americanos, etc.
Resaltd entre ellos a dos de los de Rey Pastor por su difundida utilizacion en la preparacion
de cursos y como referencia de los estudiantes. Ello condujo a la decision de analizarlos en el
apartado 5.2.2.2.a.

5.2.2.4. Los programas

Otro de los actos discursivos analizados, de tipo escrito, fue el de los programas del sistema
educativo uruguayo de cursos que involucran conceptos de Calculo Diferencial de una
variable o Analisis, poniendo especial foco en la manera en que se propone trabajar con el
concepto de limite. Se estudiaron los programas vigentes y los correspondientes al plan
anterior al vigente. Interesan en particular dos instancias: la del curso de sexto afio de
Educacion Secundaria (17-18 afios), momento en que se realiza la primera aproximacion del
concepto y la de la Formacion Docente, por significar una instancia a la vez ejemplificante y
reproductora de concepciones del saber y practicas escolares para los futuros docentes.

Se decidid estudiar una evolucion en los programas desde el plan anterior al vigente
precisamente para recoger evidencias que permitieran dar cuenta del momento ‘a’ en el
proceso de institucionalizacion. En primer lugar, la seleccion de los actores involucrados en
su confeccién es de por si un testimonio de la sociedad sobre la institucionalizacién del
concepto de limite. En ese sentido, el anlisis de su estructura es otro aspecto relevante para
el estudio, asi como la inclusion —0 no- de determinados libros de texto como referencia.
Tambien interesa analizarlos para hacer relevantes los comentarios de los docentes acerca de
la influencia del curriculum en sus practicas de aula, lo que estaria evidenciando una relacion

directa entre los momentos ‘a’ y ‘¢’ del proceso de institucionalizacion.
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5.2.2.4.a Programas de Educacion Secundaria

Como vimos en el apartado 5.2.1.5, el sistema educativo secundario uruguayo se compone de
seis afios: los primeros cuatro son comunes a todos los estudiantes y los ultimos dos
componen el “Bachillerato Diversificado”. En todas las opciones tienen una carga horaria
diferenciada de Matematica, y en el Ultimo afio es donde se estudian con més profundidad los
conceptos del Calculo, en especial el de limite. Se opt6 por el analisis de dos orientaciones
especificamente: “Ingenieria” (segun el plan 1976) o “Fisico-Matematico” (segun el plan
2006), por ser aquélla en la que se pretende una profundizacion mayor del tema y se asume
que los contenidos tratados seran aplicados en futuros estudios, y “Medicina” (segun el plan
1976) o “Ciencias Biologicas” (segun el plan 2006) ya que es en la que los programas

manifiestan priorizar la modelizacion como forma de introducir los conceptos.

Programas de “Ingenieria” (1976) o “Fisico-Matematica” (2006)
Los programas reportados coinciden en explicitar que se trata de cursos de “Analisis
Matematico”, no mencionando la palabra “Calculo”.

El programa de 1976 es una lista de contenidos, no se explicitan objetivos, cargas horarias
sugeridas ni sugerencias metodoldgicas de ningdn tipo. Los contenidos a tratar son, en orden:
Numero Real, Sucesiones, Funciones, Funciones continuas, Funciones derivables, Funciones
continuas en intervalos, Funciones derivables en intervalos, Funciones inversas, Estudio de
funciones, Series numéricas y Aproximacion de Funciones por polinomios. En cada uno de
ellos se detallan una serie de contenidos matematicos a tratar, pero no se explicita la manera

de trabajarlos ni la profundidad que se pretende.

El concepto Limite se explicita dentro de los temas Sucesiones y Funciones. En particular, en
este Gltimo se detalla: “Limite de una funcion, operaciones con funciones y calculo de sus

limites; limite de la funcion compuesta”.

Originalmente no se incluia bibliografia recomendada alguna, pero en el sitio virtual oficial
de la Administracion Nacional de Educacion Publica figura una bibliografia basica que
incluye algunos libros de texto mundialmente conocidos, como Calculus (Apostol, 1967),
pero también otros propios de autores nacionales y especialmente disefiados para el curso,
como Matematica 6° (Balparda y Lois, 1996); y otros textos extranjeros pero también
disefiados especialmente para la ensefianza a nivel secundario, como Matematica Il C.U.V.
(de Guzman y Colera, 1992).
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Este fue el programa vigente en la mayoria de los planes de los Institutos de Educacion
Secundaria en Uruguay desde 1976 hasta 2008, afio en que comenzo a implementarse el plan
2006 para el Gltimo afio de Educacién Secundaria®®. Existieron varias experiencias
intermedias que solo se implementaron en algunos institutos y no tuvieron alcance masivo,
por eso no analizamos especificamente sus programas. Sin embargo, vale destacar que el
programa de una de ellas, de 1993, llamada “Microexperiencia” es muy parecido al de 1976
en cuanto a contenidos y estructura, salvo que se omiten los Gltimos dos temas. Ademas, en

este programa si se explicitan sugerencias metodologicas para cada uno de los temas.

Consideramos especialmente otra de esas experiencias, de 2003, denominada
“Transformacion de la Educacién Media Superior” por presentar un programa para Analisis
en 6° afio que puede representar un antecedente para el que finalmente se impuso en 2008
para todos los institutos de Educacion Secundaria del pais. Su estructura, concepcién
subyacente de la matematica y su ensefianza e incluso contenidos cambian sustancialmente
respecto del programa de 1976 y sirvieron de referencia para el confeccionado en el contexto
de la “Reformulacion 2006”.

Finalmente describiremos el programa vigente, que comenzé a implementarse en el Gltimo
afio de Educacion Secundaria en 2008 y corresponde a la “Reformulacion 2006”. Este
programa consta de seis apartados. En el primero, “Fundamentacion”, se sefiala la intencién
de que el curso de Analisis mantenga coherencia con los estudios de afios anteriores y a la vez
habilite a los estudiantes a la continuacion de estudios superiores. Se plantean como objetivos
generales el desarrollo de un método de trabajo mas riguroso que en cursos anteriores, la
participacion activa de los estudiantes en la resolucion de problemas, la experimentacion,
elaboracion de conjeturas y su demostracion. Se presentan algunas de las dificultades
especificas del aprendizaje del Analisis elemental reportadas por Artigue (1998). También en
este apartado se propone disolver la tradicional escision entre curso “tedrico” y “préactico”,
proponiendo un Unico curso “tedrico” con aplicaciones a situaciones problemaéticas.
Asimismo, se explicita que no se propone un trabajo puramente experimental e intuitivo, sino
que deberian justificar las afirmaciones realizadas a partir de conclusiones que se admiten

como validas.

Un segundo apartado se dedica a los “Objetivos”. Presentan objetivos generales de todos los

cursos de Matematica de Bachillerato, como “Incentivar la autoestima y confianza en las

16 E] plan 2006 comenz6 por implementarse en 4° afio (15-16 afios) en 2006, al afio siguiente se implementd en
5° (16-17 afios) y por ultimo llegd a 6° en 2008 (17-18 afios).
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propias capacidades” o “Apreciar qué significa una demostracion y una demostracion
matematica” (ANEP, CES, Inspeccion de Matematica, 2006b, p. 3) pero también especificos
del curso, como “Generar acercamientos graficos y numéricos a los conceptos alrededor de
los cuales se organiza el curso: limite, continuidad, derivada” (ANEP, CES, Inspeccion de
Matematica, 2006b, p. 3).

El tercer apartado se dedica a las “Consideraciones Generales”: la centralizacion del curso en
el trabajo realizado por los alumnos, la introduccion de definiciones y propiedades a través de
gjercicios, la consideracion de la demostracion en un sentido amplio, haciendo énfasis en la
argumentacion mas que en el rigor y evitando la memorizacion, el transito entre los registros
grafico y algebraico y el uso racional e inteligente de calculadoras. En el cuarto apartado se
realizan consideraciones sobre la “Evaluacion”: utilizacion de diferentes métodos y
modalidades, con el objetivo de reorganizar el proceso de aprendizaje de cada estudiante y la

practica docente, entre otras.

El quinto apartado es el que se dedica a los contenidos, distribucion relativa al total de horas
del curso y comentarios especificos de cada tema. Los contenidos propuestos son, en orden y
con las respectivas cargas horarias: Limites y continuidad de funciones (45%), Derivabilidad
de funciones (35%) e Integrales (20%). Se constatan grandes diferencias con el programa de
1976: se excluyen los temas “Sucesiones”, “Series numéricas” y “Aproximacion de
Funciones por polinomios”, mientras se incluye el tema “Integrales”. El tema “Numero Real”

se incluye dentro del primer tema (Limites y continuidad de funciones).

Se introduce entonces el concepto de limite directamente en funciones de variable real, a
diferencia del anterior programa en el que se proponia el trabajo previo con sucesiones. Se
solicita especialmente priorizar el trabajo intuitivo, la presentacion de ejemplos y aplicacion
de contenidos tedricos a la resolucion de problemas. Se considera pertinente la presentacion
de la definicion formal del concepto y el uso de cuantificadores cuando el nivel cognitivo de
los estudiantes lo permita, pero no como el eje central para la conceptualizacion. “Los
ejemplos y aplicaciones seran de funciones polinémicas, funciones definidas por intervalos, funciones
con radicales o con valor absoluto” (A.N.E.P., C.E.S., Inspecciéon de Matematica, 2006b, p. 5),
aungue no se explicita si estos ejemplos debieran provenir de una modelizacion de la
consideracion de situaciones extramatematicas. En cuanto a los teoremas relativos al algebra

de limites, se priorizan sus enunciados y aplicaciones frente a la demostracion.
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Por ultimo, se proponen en la Bibliografia varios libros de texto extranjeros, especialmente
disefiados para estudiantes de Educacion Secundaria de Espafia, Argentina o Francia. No se

proponen libros nacionales.

Programas de “Medicina” (1976) o “Ciencias Biologicas” (2006)

Al igual que el programa para “Ingenieria”, el programa de 1976 para las opciones
“Medicina” y “Agronomia” es una lista de contenidos, no se explicitan objetivos, cargas
horarias sugeridas ni sugerencias metodologicas de ningun tipo. Los contenidos a tratar son,
en orden: Numero Real, Elementos de Geometria Analitica Plana, Funciones, Funciones
continuas, Funciones derivables, Funciones continuas en intervalos, Funciones derivables
en intervalos, Estudio de funciones e Integrales. En cada uno de ellos se detallan una serie de
contenidos matematicos a tratar, pero no se explicita la manera de trabajarlos ni la

profundidad que se pretende.

El tema Limites se presenta en estas opciones directamente en funciones de variable real ya
gue no se propone el tratamiento del tema “Sucesiones”. En cuanto a su desarrollo, es similar
al descripto en el programa para “Ingenieria”, explicitandose ademas el trabajo con ordenes

de infinitos e infinitésimos y limites tipo.

En este caso no se recomienda bibliografia alguna, ni en el programa original ni en el que se

encuentra actualmente disponible en el sitio virtual.

Por su parte, el programa de la “Reformulacion 2006 tiene dos grandes ejes tematicos:
Analisis (60%) y Estadistica y Probabilidad (40%). En el primer apartado, dedicado a la
“Fundamentacion”, se sugiere el estudio de funciones como medio para el conocimiento y
uso de modelos matematicos especificos de las Ciencias Bioldgicas, por lo que se le otorga a
la resolucidn de problemas un papel protagdnico, asi como a los procesos de intuir, conjeturar

y seleccionar y aplicar el modelo matematico adecuado.

Al igual que en el programa para la opcion “Fisico-Matematica” de 2006, la parte de Analisis
se estructura en torno a tres temas principales: Limites y continuidad de funciones,
Derivabilidad de funciones e Integrales. Sin embargo, el tratamiento se presenta diferente: no
se proponen cuestiones formales de la axiomatica de NUmero Real, y se sugiere comenzar
recordando las diferentes familias de funciones ya tratadas en otros cursos (polindmicas,
racionales, exponenciales, logaritmicas). Se indica que todos los temas, en especial el de

limite, deberian ser ejemplificados directamente en esas familias de funciones.
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La “Bibliografia” propuesta es la misma que en el programa de la opcion “Fisico-
Matemética” de 2006.

5.2.2.4.b Programas de Analisis | en Formacion Docente

Tanto en el plan de 1986 como en el vigente desde 2008, Analisis | es un curso de segundo
afio de la carrera de formacién de profesores de Matematica en Uruguay, que consta de un
total de cuatro afios.

El programa vigente antes del actual data de 1986. En el primer apartado, “Fundamentacion”
se insiste en la importancia del curso en la formacion del futuro docente, se considera que es
un curso denso, que requiere del profesor una cuidadosa seleccion y planificacion para que el
nivel sea el adecuado al de un curso de nivel terciario y no repetir el que se dicta en el nivel

secundario.

Se proponen dos “Objetivos”: formativo de un pensamiento légico e informativo tanto para
cursos posteriores dentro de la carrera como para la futura practica docente del estudiante. En
un apartado sobre “Sugerencias Metodologicas” se insiste en la importancia de una

metodologia activa basada en la resolucion de ejercicios y problemas no rutinarios.

Las “Unidades tematicas” propuestas son: Sucesiones, Funciones (limites, continuidad y
derivadas), Calculo integral, Formulas de Taylor y Mac Laurin y Series. Para cada uno de
ellos se explicitan objetivos especificos, contenidos, actividades y carga horaria estimada.

El tema Limites se desarrolla dentro de la segunda y tercera unidad, se propone su desarrollo
en Sucesiones y la definicion para Funciones reales, vinculando ambos contextos a través de

los “teoremas de enlace”.

Por altimo, se detalla en la bibliografia una serie de libros de texto de Célculo y Anélisis
Matematico (Apostol, 1967, 1976; Bartle, 1978 y Hardy, 1962).

El programa vigente, especialmente formulado para la Reformulacién iniciada en 2008 se
comenz6 a implementar en 2009 y consta de cinco apartados. En el primero,
“Fundamentacion”, se describen dos caracteristicas del curso: por un lado, “brinda un
conocimiento aplicable directamente a los cursos que luego el docente dictard en le
Educacion Media” (ANEP, DFPD, Departamento de Matematica, 2008, p. 19), por otro lado
se le asigna un caracter propedéutico ya que significa el inicio de la formacion en analisis
matematico: aspectos topoldgicos, estudios de convergencia, optimizacion, modelacion de

situaciones matematicas y extramatematicas.
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En el segundo apartado se detallan los “Objetivos”, algunos generales relacionados a la
capacidad de resolucion de problemas, modelacion, pensar criticamente y lograr precision en
el lenguaje. Con respecto al concepto de limite, el objetivo especifico que se explicita es “Ser

solvente en el calculo de limites y en el manejo de las principales técnicas del calculo”,

En el apartado dedicado a la “Metodologia” se explicita la importancia de los aspectos
tedricos del curso, insistiendo ademas en la relevancia de la resolucién de ejercicios y
problemas. Se sugiere que los profesores seleccionen algunos contenidos para que sean
estudiados por los estudiantes, pretendiendo evitar que el curso se convierta en una
reproduccion del dictado en el nivel secundario, preocupacion similar a la presentada en el

programa de 1986.

En el cuarto apartado se detalla la “Secuencia de Contenidos”: Revision de nimero real y su
topologia, Sucesiones y series numéricas, Funciones reales, Desarrollos de Taylor,

Integrales de Riemann, Integrales impropias y vinculacion con series.

El tema Limites se desarrolla dentro de la segunda y tercera unidad, se propone su desarrollo
en Sucesiones y la definicion para Funciones reales, vinculando ambos contextos a través de

los “teoremas de enlace”.

Por ultimo, se detalla en la bibliografia una serie de libros de texto de Célculo y Analisis
Matematico (Apostol, 1967, 1976; Kudriavtsev, 1983; Linés, 1991; entre otros).

5.2.2.4.c Reflexiones en torno al transito entre los programas

Con respecto a los programas de Educacion Secundaria, se pudo constatar una gran diferencia
entre los programas del plan 1976 y los del plan 2006 en cuanto a su presentacion y
contenidos. Mientras los primeros constan de listas de contenidos sin fundamentacion,
explicitacion de objetivos o consideracion metodoldgica alguna (incluso en el de la opcion
“Medicina” tampoco existe una bibliografia recomendada), en los del plan 2006 se cuidan

especificamente esos aspectos.

Esto sugiere una diferencia también en lo que hace a la concepcién de la Matematica y su
ensefianza, si bien estos aspectos no se explicitan en los programas del plan 1976. Estos, que
constituyen Unicamente una lista de contenidos, traducen la idea de una matematica acabada,
preexistente al estudiante, autocontenida y con pocos vinculos con situaciones
extramatematicas. No parece existir una preocupacion por explicitar la manera en que ésta

deba ensefiarse. Por su parte, en los programas del plan 2006 se detecta una preocupacion por
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la participacion activa del estudiante en la formacién del conocimiento, si bien se propone
una determinada tematica que el docente debe trabajar en clase, se lo ubica explicitamente en
un rol de orientador. Se propone ademas la consideracion de contextos extramatematicos para

la introduccidn de los contenidos a tratar.

En lo que hace a la introduccidon del concepto de limite, existe también una notoria diferencia,
ya que en el programa de la opcion “Ingenieria” del plan 1976 se propone introducirlo en el
contexto del tema Sucesiones y después de definirlo en el contexto de las funciones reales,
analizar sus propiedades a través de los “teoremas de pasaje o de enlace”. Mientras tanto, en
el correspondiente programa del plan 2006, que es el de la opcidn “Fisico-Matematico”, no
figura la unidad Sucesiones, por lo que el concepto de limite se trabaja directamente en el
contexto de Funciones. Esto implica otra estructura matemética para concluir en la
formalizacion de propiedades del limite, como por ejemplo la demostracion de teoremas
relativos al algebra de limites. Vale destacar que si bien la responsabilidad de la confeccidn
de los programas recae sobre los inspectores de Matematica de Educacidén Secundaria, en la

instancia de confeccidn se consultaron a miembros de la comunidad matematica.

Con respecto a los programas del curso de Analisis para profesorado de Matematica no se
detectan grandes diferencias: en ambos se menciona la necesidad de profundizar en aspectos
formales del curso, a la vez que se le asigna un rol activo al estudiante a través de la
resolucion de ejercicios. Ninguno de los dos hace especial hincapié en la introduccion o
desarrollo de los temas a través de la modelacion o consideracion de situaciones
extramatematicas, se atienden mas bien aspectos propios de la asignatura, por lo que en ese
sentido parecen responder a concepciones similares de la Matematica como autocontenida y
preexistente al sujeto que aprende, descontextualizada de las practicas que dan origen a los

conceptos.

Por otra parte, los contenidos no cambiaron sustancialmente, y la forma de introducir el
concepto de limite (primero en el contexto de las sucesiones para dar fundamento al contexto

de las funciones) también se mantuvo.

El analisis de los programas entendidos como actos discursivos de actores miembros de
grupos sociales especificos nos brinda herramientas para el andlisis de la practica de
referencia relativa al momento ‘a’: conformacion del limite entendido como un saber sabio en
un saber a ensefiar. Vemos alli como los intereses de los diferentes grupos involucrados se
cristalizan en un programa explicito. Los matematicos juegan un papel importante en esa

conformacion, ya sea en la integracion de las comisiones redactoras, como en un rol de

Mag. Verdnica Molfino Vigo 122



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemolégico

asesores 0 incluso a través de su opinion a titulo personal. Pero también influye la tradicidn
que se ha perpetuado a través del contenido de los libros de texto descriptos en el apartado
anterior.

Por otro lado, pudimos observar que los propios inspectores de Matematica han comenzado a
reconocer una necesidad de cambio, lo que se evidencia en las diferencias que se observan en
los programas de Educacién Secundaria, tanto en su contenido como en sus objetivos y
metodologia. Surgio entonces una nueva interrogante relativa a este hecho especifico: ¢como
los docentes vivenciaron este cambio en los programas? Es decir, como influyo este matiz en
las actividades que norma la practica de referencia del momento ‘a’ en las précticas de

referencia de los docentes en el momento “‘c’ (practicas escolares de aula)?

5.2.2.5. Entrevistas a docentes a raiz del cambio en los programas

Dadas las diferencias detectadas en los programas de Matematica (especialmente referido a
las orientaciones metodoldgicas) para la opcidn Ingenieria (actual Fisico-Matematica) de
sexto afio de Educacion Secundaria, se optd por realizar una entrevista a dos profesores con
vasta experiencia en el dictado de dicho curso (mas de veinte afios en un caso, y diez afios en
el otro). El objetivo de las entrevistas era, en primer lugar, indagar acerca de qué opinaban los
profesores entrevistados acerca de los nuevos programas y los cambios respecto al anterior,
tanto en lo referido a los contenidos como en los aspectos metodoldgicos. Esto permitiria
nuevamente indagar sobre sus concepciones de la matematica y de su ensefianza —
especificamente del saber ‘limite funcional’-, entendidas como actos discursivos y estudiadas
a través del ACD. Por otro lado, se deseaba estudiar si esos cambios habian permeado sus
practicas de referencia y actividades especificas de aula, influyendo sobre su manera de

planificar y desarrollar el curso, en especial el tema “limite de funciones”.

Esto nos permite analizar como se relacionan los diferentes momentos en el proceso de
institucionalizacién: los programas son escritos con una determinada intencion de que
determinado tratamiento escolar sea llevado al aula (momento ‘a’), y para que eso se concrete
es necesario un momento en el que quienes los escriben difundan sus intenciones con los
docentes (momento ‘b’), asi como un momento de revision de las practicas educativas de los

docentes (por parte de ellos mismos y de las autoridades que los evalian: momento ‘c’).

Como ya justificamos, la resistencia docente a un cambio curricular constituye por si misma

una evidencia de cuan arraigada esta una determinada concepciéon del céalculo y su ensefianza.
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Se estructurd la entrevista en base a las siguientes preguntas:
1. ¢Es egresado del Instituto de Profesores Artigas? ¢Hace cuanto tiempo que se recibi6?
2. ¢Hace cuantos afios que se desempefia como profesor en nivel secundario?

3. ¢Hace cuantos afios que dicta clases del curso de Introduccion al Analisis en nivel

secundario (correspondiente al dltimo afio del ciclo)?

4. A su parecer, ¢Cuéales son los cambios mas significativos en los programas del curso de
Matematica | para sexto afio, opcion Fisico-Matematica? (comparando el de 1976 con el

vigente)

5. ¢Queé cambios especificos encuentra en la manera en que se propone el tema "limites de

funciones™?

6. La manera en que planifica y lleva a cabo el curso, ¢se modificd respecto de como lo

hacia antes (digamos, 2 afios atras)? ¢ Como?

7. ¢Se modifico la forma en que introduce y desarrolla el tema “limite de funciones"?

¢ Como?

8. ¢Por qué cree importante el tratamiento del tema "limite de funciones" dentro del curso tal

cual lo plantea?

Las tres primeras preguntas fueron planteadas para sondear la experiencia del docente en el
curso. Para los intereses de la investigacion, tenia sentido entrevistar a docentes que tuvieran
varios afnos de experiencia como profesores del curso para que pudieran comparar, con

propiedad y perspectiva, ambos programas (el del plan 1976 y el vigente).

Las preguntas 4 y 5 fueron planteadas para alcanzar el primer objetivo: que los profesores
hablaran sobre qué cambios fueron maés significativos y qué opinaban respecto de ello. Si
bien no se preguntaba explicitamente la opinion, ambos profesores la dieron y en caso de que

no la dieran se completaria el cuestionario original con preguntas pertinentes.

Las preguntas 6 y 7 fueron planteadas para alcanzar el segundo objetivo: conocer como los
cambios habian influido en la manera en que los docentes desarrollan el curso, si es que se

habia producido algin cambio.

La ultima pregunta fue planteada a modo de conclusion de la entrevista, para que los
docentes pudieran expresar ampliamente su opinion al respecto de la importancia que tiene

el tratamiento del tema “limite de funciones” en el curso tal cual lo plantea. Se analizo
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especialmente qué rol le otorgaron los profesores al tema “limite de funciones” como

estructurador —o no- del curso.

Con respecto a la experiencia de los profesores, el primero (que llamaremos P1) declard
tener veintiocho afos de experiencia como profesor de Educacion Secundaria, y al menos los
veinte ultimos como profesor del curso de Matematica de sexto afio (no recordaba con
exactitud. El segundo profesor (que llamaremos P2) manifestd haber cumplido diez afios en
el dictado del curso de Matematica de sexto afio de Educacion Secundaria, ademés de
haberse desempefiado anteriormente como profesor “particular” por un lapso de casi veinte
afios, lo que implica un conocimiento y desempefio en tareas relacionadas con el curso de
casi treinta afios. Consideramos que en ambos casos los profesores tenian la experiencia
suficiente como para analizar con perspectiva el cambio curricular. De la misma forma, su
opinidn es importante a la hora de analizar los procesos de institucionalizacion del concepto

de limite, especialmente en este “momento” que se desea estudiar con las entrevistas.

Con respecto a los cambios mas significativos en los programas, el primero de los docentes
menciond cuatro, dos de tipo curricular —la desaparicion de los temas “Sucesiones” y
“Series”— y dos de tipo metodologico —el cambio en el formato de evaluacion, de evaluarse
en forma separada las partes tedrica y practica pasé evaluarse en forma articulada y la falta
de jerarquizacion en la parte tedrica del curso-. Si bien no se manifiesta ni a favor ni en
contra de los cambios metodol6gicos, si se manifiesta en contra de los cambios en el
curriculo. El siguiente fragmento de entrevista es mas que representativo:

V.: [...]”¢Cuéles cambios le parecen a Ud. mas significativos con respecto al

programa de Analisis en la opcién Ingenieria?”

P1.: “El mas significativo de todos es la desaparicidn del tema ““Sucesiones™, a

mi me parece gque no debid haber sido; como una cosa realmente relevante, ¢no?

Porque no estd més... y a mi me parece importante. Es més, yo he visto... he

tenido oportunidad de ayudar a personas que han ingresado a Facultad de

Ingenieria y ese tema se da por sobreentendido, por sentado, y aparecen cosas

gue no... De pronto la idea de haber sacado el tema, tal vez pasé por, pero yo

creo que no se dio, por una conjuncion de criterios con la Universidad, pero lo

gue yo he visto, esta bastante divorciado. No esta muy emparentado... Si vos me

dijeras, bueno: ‘dejen sucesiones que lo damos nosotros en facultad, y hacemos

un trueque, ustedes dan ecuaciones diferenciales, por ejemplo, o dan

integrales’... Pero yo no veo nada de eso, la Facultad sigue viento en popa, como

siempre, y este... Ese me parece el més significativo de todos.”
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Por otra parte, el docente opina que esto no influye fuertemente en el desarrollo del tema
“Limite de funciones” ya que [...] “Se puede encarar el tema “limite de funciones™ totalmente

independiente, no hay ningun problema”. Sin embargo, manifiesta mas adelante que

“para el concepto de limite en si, a mi me parece, didactica y pedag6gicamente

hablando, que es mas natural, no es que no pueda hacerse independientemente,

pero es mas natural, verlo por el lado de sucesiones en N, funciones con dominio

natural, y después hacer una extrapolacion a las funciones... A través del

teorema de pasaje.”
Es interesante observar el arraigo que el docente tiene a sus creencias con respecto a la
necesidad de introducir el concepto de limite primero en sucesiones. Tan fuerte es esa
conviccién que, en otro tramo de la entrevista, el docente confiesa continuar dictando en el
curso de sexto el tema “Sucesiones” para poder realizar la introduccion tal y como considera
que es correcto hacerlo, ain contradiciendo las indicaciones de la Inspeccion al respecto:

P1.: [...] “Te digo que este afo, si bien sucesiones no estd en el programa, y

acepto que no estd en el programa, a mi me parecié que habia determinados

conceptos bésicos de sucesiones, como por ejemplo qué es una sucesion, la

definicién de sucesion, y dar, por ejemplo, el concepto de limite de sucesion, el

concegto”, la definicidn, y de repente dar monotonia, que es todo un tema, y dar

el concepto de subsucesiones, como definicion y ver qué pasa con los limites, eso

lo di. No todo el desarrollo, la operatoria de limites, la acotacion, todo eso no, di

sOlo tres tépicos grandes para que puedan trabajar... incluso los ejercicios

mismos son aplicaciones directas de la definicion, no son nada...”
El haber dictado el tema Sucesiones provocd que no hubiera un cambio significativo en la
manera en que se presenta el concepto de limite de funciones. P1 manifiesta que continta
introduciendo su definicion a partir de ejemplos y ejercicios de aplicacion. Y para desarrollar
lo relativo al algebra de limite de funciones se apoya en el trabajo previo en limite de
sucesiones y en el Teorema de Pasaje.
El profesor P2 tambien hace referencia a la eliminacion del tema Sucesiones y a como eso
afecta en el desarrollo del concepto de limite. Sin embargo, él es también profesor de sus
mismos alumnos en el curso anterior, donde si se establece curricularmente el desarrollo de
dicho tema. Por eso P2 no lo considera un problema para el desarrollo de sus cursos, sino que
aprovecha precisamente el saber que sus estudiantes conocen el tema del curso anterior. El

siguiente fragmento de entrevista ilustra dicha opinién:

7 El subrayado indica que el profesor enfatiza en esa palabra.
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V.: “Ahora, la manera en que planifica y lleva a cabo el curso, ¢se modifico

respecto a la manera en que lo hacia dos afios atras?'®”

P2.: “En realidad si, porque por ejemplo antes, en el curso de Ingenieria, tenia

que ver Sucesiones, en el mismo afio. Por lo tanto, si bien ahora también lo hago

como repaso de los afios anteriores, bueno, se supone que el alumno tiene

conocimiento de lo que son las sucesiones, en particular, claro, yo trabajo en

condiciones muy especiales que no son las de todo el mundo. Porque yo trabajo

en liceos que son muy chicos, y donde ademaés los alumnos, por las materias que

yo toco, los alumnos que tengo en Ingenieria los tuve en afios anteriores, y sé

cémo trabajaron con Sucesiones, entonces, no tengo ese problema de testear qué

tienen y qué no. Entonces, reconozco que son condiciones especiales, por las

cuales, me facilitan el trabajo.”
Por su parte, para el profesor P2 los cambios mas significativos son los metodoldgicos: segun
este profesor, el nuevo programa propone dejar de lado la formalidad en la presentacion de
los temas, una menor profundizaciéon de los mismos y un énfasis en el calculo. Manifiesta
explicitamente su disconformidad con estos cambios, lo que se puede constatar en los
siguientes tramos de entrevista:

P2.: [...] “en realidad el cambio fundamental no es el programa o los temas que

toca en si mismo, sino la sugerida metodologia para hacerlo, creo que la

diferencia fundamental es esa. Con lo cual... este... a veces hay discrepancias

con las orientaciones que da la inspeccién respecto de lo que uno tiene que

trabajar con lo que verdaderamente entiende que se deberia trabajar. Asi que yo,

si nos referimos a un curso con Matematica un poco méas dura, como serian los

de [la opcion] Ingenieria, o cosas asi, yo diria que mas que cambio en el

programa en si mismo, hay un cambio en la metodologia y la profundidad que

uno le da en los temas, sugerida desde las autoridades. Por lo tanto, en realidad,

por lo menos en lo que a mi me toca, salvo algin tema puntual, como Series que

no estd, o que Integrales, si, y que Taylor no... Mas alla de esas cuestiones, todo

lo que tiene que ver con la parte de Analisis de las funciones, la continuidad, las

sucesiones, yo le doy la misma formalidad que antes. Asi que yo trabajo igual.”

[-]

P2.: Bueno, en la idea de limite en si mismo, yo creo que el cambio propone

aprender a calcular, digamos, creo que es eso el resumen. La formalidad dejala

un poco de lado, eso podria ser el resumen. Entonces, capaz que para algunas

orientaciones podria estar de acuerdo, pero no para todas.

18 Cuando el programa vigente era el correspondiente a 1976.
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Mas adelante, en otro tramo de la entrevista, el profesor vuelve sobre el tema de la
formalidad, insistiendo en su importancia en el curso de Matemaética para la opcion Fisico-
Matematica, por lo que podria pensarse que el cambio metodologico propuesto por el
programa no es ilustrado en el desarrollo de su curso, si bien indica que su objetivo de fondo

es que los estudiantes aprendan el concepto y no s6lo la manera de escribirlo:

P2.: “Yo utilizo la formalidad, més alla de que si después se los voy a exigir 0 no,

ese es otro tema. A la hora de evaluar, trato de evaluar en el medio, digamos. En

el medio en el sentido de que no soy muy quisquilloso con la escritura

matematica pura, de hecho ni yo lo hago, porgque cuando uno escribe, si bien es

muy cierto y muy importante los cuantificadores, en realidad, hay gente que es

muy exquisita para la escritura, los para todos y los paréntesis, una cantidad

de... O sea, lo que trato de hacer es que el alumno tenga la idea de fondo y que

después lo traduzca como quiera a la hora en que yo le pregunto qué es lo que

pasa. La formalidad, o la formalizacion, si bien jorobo® bastante con tratar de

aprender a escribir en un lenguaje matematico, creo que a la hora de evaluar,

hago pesar el concepto de fondo, y no la escritura en si misma. Entonces soy

formal, yo soy formal porque mi pizarron es formal, pero siempre traducimos a

espafol lo que esté puesto ahi, entonces para el alumno es mucho més facil eso,

¢no? Porque la dificultad no es acordarse de como se escribe tal o cual simbolito

sino la idea, de si para todo, o de si existe, eso tiene que estar claro, y en

realidad también en forma conceptual. Asi que si nos referimos a formalidad, a

formalizacion, en lo que esta escrito, soy liviano, en cuanto a lo conceptual no.”
Ese tramo de entrevista deja entrever la importancia que tiene para este profesor la
formalizacidn de los conceptos que trabaja, no tanto en cuanto a los simbolos utilizados, pero
si en cuanto a darle una estructura formal a los conceptos manejados en el curso, entre ellos,
el de limite.
Con respecto a la Gltima pregunta, referida a la importancia que le otorga el docente al
tratamiento del tema “limite de funciones” en el curso tal cual lo plantea, ambos coinciden, en

primer lugar, en otorgarle una importancia intrinseca, por el propio concepto. P1 opina que es

e

un tema “rico en si”. Por su parte, P2 afirma que:
La idea de limite me parece importante también en el sentido de ir considerando
infinitos casos de puntitos cerquita a otro, siempre la idea de infinito es

complicada, entonces me parece que... hacer un manejo mas o menos de lo que

9 En el sentido de “insistir”.
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pasa con los infinitos, o con los infinitos puntos, me parece que deberia estar en

el acervo cultural de cualquiera.
Por otra parte, P2 le otorga también un fin utilitario: el concepto de limite se le presenta como
necesario para graficar una funcién, que es, segun explicita, uno de los objetivos del curso:
“uno no podria graficar porque faltarian herramientas para hacerlo, si no tuviera la idea de limites”.
Tambien menciona su utilidad a la hora de resolver problemas de optimizacion.
Por ultimo, ambos coinciden en referirse al concepto de limite como estructurador del resto
del curso, en el sentido de que permite definir otros conceptos como el de derivada, integral e
incluso continuidad. P1 afirma al respecto:

““...a mi me parece gue es un concepto riquisimo, muy rico en si, y que aparece

muchisimo, practicamente, si vas a definir una derivada, ¢qué es? ¢ me entendés?

Una integral... te aparece en todos lados.”
Y P2 sostiene que:

“En cuanto a, por ejemplo, todo lo que tiene que ver con Integrales...”

“... asi que para el tema de derivabilidad, que es una de las cosas importantes,

porque proporciona datos acerca del crecimiento de una funcion, etcétera, ahi

esta metida la idea de limite también. En cuanto a la idea de continuidad, si bien

en principio uno podria independizarse de la idea de limite, uno podria definir

continuidad sin tener la idea de limite, en definitiva, si uno tiene planteado o

conoce la idea de limite anticipadamente, la continuidad, en ciertas condiciones,

es equivalente a que un limite de un determinado nimero real. Entonces, ya que

tenemos la idea de limite, aprovechemos y demos continuidad.”
Consideramos que en ambos casos los docentes explicitan claramente la idea de que el
concepto de limite de funciones es fundamental para el desarrollo del curso y para definir
otros conceptos. Los mismos profesores denominan a estos conceptos “posteriores”, lo que
sugiere que estos profesores consideran que hay una sola manera para desarrollar los temas en
el curso, que coincide ademas con la propuesta en la mayoria de los libros de texto, incluidos
los que analizamos en la presente investigacion.
Entendemos que este elemento discursivo nos brinda herramientas para el andlisis de la
transicion entre los tres momentos ‘a’, ‘b’ y ‘c’, como sugerimos en un principio. Por un lado,
un cambio en los programas ha permeado sobre algunas de las actividades docentes en el
aula: en cuanto al contenido curricular, por ejemplo, el cambio obligé a los docentes a reducir
la carga horaria dedicada al tema “Sucesiones”, otros temas se han suprimido, como “Series”
0 “Polinomios de Taylor” y se han introducido otros, como “Integrales”. En cuanto a lo

metodoldgico, los nuevos programas proponen focalizar mas en la introduccion de los saberes
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a través de problemas y menos en la estructura formal, si bien no explicitan, por ejemplo, si
se tienen que demostrar o no los teoremas relativos a &lgebra de limites.

Pero por otro lado, los docentes se muestran reticentes a tales cambios: se resisten por
ejemplo a dejar de dar “Sucesiones” (un profesor sigue tratando el tema en clase y el otro lo
utiliza fuertemente dado que sabe que sus alumnos lo conocen del curso anterior), y
fundamentalmente sus préacticas en cuanto a la metodologia no han cambiado (en el caso del
profesor P2 explicita que no esta de acuerdo con el cambio metodoldgico para la orientacion
de Ingenieria y que “sigue trabajando igual que antes™).

Esto sugiere que son varios los elementos que influyen sobre las actividades de aula del
profesor: si bien los programas cambian, y existen reuniones entre autoridades educativas y
profesores para explicitar y viabilizar dichos cambios, ¢por qué no se evidencian en las
practicas escolares de los docentes?

Para responder este tipo de preguntas es que precisamente proponemos el entender la
situacion como un proceso de institucionalizacion: las practicas de los docentes, como actores
involucrados en ese proceso, estan normadas por una multiplicidad de factores, entre ellos las
practicas sociales del concepto de limite en el ambito cientifico que se reinterpretan en el
ambito escolar a través de préacticas de referencia especificas de cada ambito. Entonces hay
determinadas acciones de los docentes que ellos pueden justificar explicitamente, pero otras
que son influenciadas por esas normas implicitas, que se viabilizan a través de las actividades
de los diferentes actores: la confeccion de libros de texto, apuntes, planes y programas, el
intercambio de opiniones entre autoridades educativas y docentes y entre docentes sobre esos
programas Yy libros de texto y sobre como influye en las actividades de aula y los actos

discursivos de los miembros de la comunidad matematica, entre otros.
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5.3. Momentos en el ambito escolar del proceso de institucionalizacion: analisis del

discurso

La descripcion realizada sobre el discurso matematico escolar en Uruguay, especialmente del
tratamiento del concepto de limite, nos permite realizar un andlisis mas profundo de los
momentos descriptos en el apartado 4.3. Llevaremos a cabo dicho analisis utilizando la
herramienta metodoldgica que aporta el Andlisis Critico del Discurso, desarrollada en el
apartado 4.2.2.

Analizamos los elementos del discurso descriptos en el apartado anterior, partiendo del
supuesto de Van Dijk (2001) referido a la multiplicidad de acciones que se realizan al hablar
0 escribir —defender una postura, responder preguntas o representar a tal grupo social, por
ejemplo-. Asi, por ejemplo, entendemos que los profesores entrevistados o que completaron
el cuestionario son parte de un grupo social, el de los profesores de matematica de Uruguay,
que a su vez defienden una postura determinada, que puede ser diferente a la de otros
integrantes del grupo. Lo mismo ocurre con los actores involucrados en la confeccion de los
programas o en la escritura de los libros de texto, con los matematicos de la comunidad
cientifica, asi como con el resto de los actores de la noosfera involucrados en el proceso de

institucionalizacion.

5.3.1. Momento ‘a’: transicion del &mbito cientifico al &mbito escolar

En este momento el problema social que nos ocupa es la identificacion de la practica de
referencia y actividades de los actores de la nodsfera que favorecen el transito del concepto
‘limite funcional’ desde el ambito cientifico hacia el d&mbito escolar. Estas practicas de
referencia y actividades estarian normandas, segin nuestra propuesta, por las practicas
sociales detectadas en el ambito cientifico —formalizacion, generalizacion y difusion- que se

reinterpretan a la luz del paradigma especifico de este momento ‘a’ en el &mbito escolar.

Son multiples los actores que participan en este momento, y sus interacciones discursivas
pueden ser vistas ellas mismas como relaciones de poder. Por un lado, el hecho de que
Uruguay se vea obligado a solicitar préstamos a los organismos internacionales de créedito
(BID, BM) crea con sus autoridades una determinada relacion de dependencia que lo obliga,
ya sea explicita o implicitamente, a seguir determinadas politicas educativas pautadas del
exterior. Tal es el caso de la reforma para Educacion Secundaria en el afio 1996, que a pesar

de ser firmemente resistida por docentes, fue impuesta con las caracteristicas que
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mencionamos en el apartado 5.2.1. Este aspecto condiciona, por si solo, la manera de actuar
de las autoridades educativas generales en Uruguay, de los directores de institutos primarios y
secundarios y de los docentes, que son quienes deben efectivizar tales politicas educativas en

sus practicas cotidianas de aula.

Por otro lado, estas politicas educativas no solo influyen sobre la conformacion general de un
plan de estudio, sino también sobre los curriculos concretos de las asignaturas y los libros de
texto que se publican y recomiendan para difundir. En el caso de Matematica, estos
lineamientos no estdn siempre sujetos a los resultados de investigacion reciente en
Matematica Educativa. Vemos entonces las relaciones de poder ejercidas sobre quienes
confeccionan programas y escriben libros de texto, que se ven sujetos a restricciones

especificas.

En Uruguay, la mayoria de los programas de Secundaria (y especificamente los analizados en
esta investigacion) son confeccionados por la Inspeccion de Matematica, organismo
dependiente del Consejo de Educacion Secundaria, de cinco miembros con vasta experiencia
como profesores de Matematica y que concursan especificamente para ese cargo. Esta
Inspeccion se encarga entre otras cosas de disefiar e implementar lineamientos de accion
especificos en el area de la educacion matematica en el nivel secundario, a través de la
coordinacion y evaluacion de los docentes de Matemaética de todo el pais. En ocasiones
consultan a matematicos para la confeccion de los programas, pero no es comin que
consulten a profesores en servicio. Esto sugiere una preocupacion por parte de los inspectores
que el contenido de los programas esté acorde a lo validado por la comunidad matematica,
considerando que con esa practica se asegura una transicion consensuada desde el ambito

cientifico al escolar.

Sin embargo, la vision de la comunidad matematica es otra. Es frecuente en Uruguay que los
miembros de la sociedad en general (nos referimos a personas que no estan directamente
vinculada con la matematica o su ensefianza y aprendizaje) cuestionen y opinen sobre el
fracaso escolar, especificamente en Matemaética. Un ejemplo reciente de ello es un articulo
publicado en un diario de la capital sobre el fracaso escolar en Matematica y el temor a la
asignatura. Entrevistado para la elaboracion de dicho articulo, Omar Gil, un matematico
docente e investigador del Instituto de Matematica y Estadistica de la Facultad de Ingenieria
de la Universidad de la Republica, sostuvo que la calidad de la formacion docente obstaculiza
la comprensidn de todo lo que rodea al estudiante y, en particular, la concrecion del proyecto

de Uruguay productivo que se promueve desde el gobierno. Mantuvo que “lo que circula es lo
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que existia en el siglo XIX con la vision del siglo XIX” (Gil, citado en Orfila, 2010, 14 de
agosto, p. 19). Y en el articulo se concluye que “también influye el divorcio entre la
comunidad cientifica y la Administracion Nacional de Educacion Pablica, por el cual la
primera no participa de la definicion de los programas y planes de estudio” (Orfila, 2010, 14
de agosto, p. 19). Esto estaria sugiriendo que de parte de los actores de la comunidad
cientifica existe una sensacion de que su opinion deberia ser tomada en cuenta para la
confeccidn de esos programas, pero las autoridades de la educacién publica no lo hacen. Esto
da muestras de la complejidad que presentan los procesos de institucionalizacion del

conocimiento matematico en Uruguay.

Estas relaciones de poder también se explicitan en la confeccion de libros de texto como acto
discursivo: como vimos, los actuales libros de texto de Andlisis o Célculo estan basados en
los que nosotros denominamos “‘de antafio’ en cuanto a su estructura formal, y éstos a su vez
son libros extranjeros, que imponen determinadas practicas escolares que no fueron pensadas

para la situacion especifica de Uruguay ni para la actualidad.

Tanto los programas como los libros de texto ejercen una influencia sobre el “deber ser” de
los docentes: sugieren una determinada manera de ver el calculo y dentro de ella el concepto
de limite. Esta influencia fue analizada especificamente a traves de las entrevistas
desarrolladas en el apartado 5.2.2.5. Insistiremos sobre la manera en que esta influencia se
ejerce cuando analicemos las relaciones de poder que se dan en el momento ‘b’ del proceso

de institucionalizacion.

Todos los elementos discursivos que hemos analizado son evidencias de como el discurso
constituye a la sociedad (en este caso a la sociedad conformada por el sistema educativo,
especificamente en lo que hace a la matematica, pero hemos visto que esto influye también
sobre los actores de la sociedad en general, no tan directamente relacionada con ese sistema
educativo) y a su cultura. Pero ese vinculo es dialéctico: los actos discursivos que miembros
de la sociedad realizan condicionan el discurso escrito (libros de texto y programas) y el
discurso oral (practicas de aula), incluso en cuestiones que podrian considerarse técnicas,
como el qué conceptos matematicos trabajar y como, aspecto del momento ‘a’ que estamos

analizando.

Es interesante como a partir del analisis realizado se puede distinguir la ideologia que
pretende imponer cada uno de los actores de la noosfera, como miembros de un grupo social,
a través de su discurso. Por ejemplo, las autoridades de los organismos internacionales

promueven una determinada manera de representar y comprender al sistema educativo y a su
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relacion con la sociedad. Esta promocion no siempre es de manera explicita, a través de
condiciones para sus créditos, puede darse también a través de la capacitacion de
determinados miembros “clave” del sistema educativo —en este caso uruguayo-, que por su rol
en él tienen la capacidad de difundir masivamente lo aprendido. También quienes escriben los
libros de texto o los programas de estudio sugieren a través de esos elementos discursivos una
determinada ideologia acerca de como se debe ensefiar la matematica, cuéles son los

contenidos a tratar y cual es la estructuracion que se le debe dar a los mismos.

En este momento ‘a’ de la institucionalizacion del concepto de limite se aprecia claramente
cémo el discurso es meramente historico, y para comprenderlo y analizarlo desde esta
perspectiva es necesario conocer a fondo las circunstancias socio-culturales en las que se
manifiesta cada uno de sus elementos, lo que permite identificar los intereses y sentidos que
existen detras de los actos discursivos. La entrevista desarrollada en el apartado 5.2.2.3 dio
cuenta de ello: dado que la matematica escolar en Uruguay esta caracterizada por una fuerte
tradicion oral que permite que determinadas practicas educativas se instalen como aceptadas
entre el colectivo docente, fue necesario entrevistar a este profesor con experiencia en
secundaria y universidad. Esta entrevista brind6 evidencias sobre la manera en que el
concepto de limite llegd a nuestras aulas de la forma en que es tratado hoy en dia,
evidentemente desde la vision de este profesor. Pudo constatarse que si bien algunos libros de
texto fueron influyentes para la conformacion de esos primeros cursos, uno de los aspectos
que mas influyo fue la difusion de apuntes de clase escritos e impresos por los propios
alumnos. Esos apuntes constituyeron una fuente validada para la preparacion de clases

durante muchos afios.

A manera de reflexion final del analisis de este momento, vimos que en la transicion del
ambito cientifico al escolar ha influido fuertemente el paradigma desarrollado en la cuarta
etapa del ambito cientifico del proceso de institucionalizacion. La formalizacion y buasqueda
de generalizacion como préacticas sociales norman la practica de referencia que hemos
identificado como “conformacion del concepto de limite, entendido como un saber sabio, en
un saber a ensefiar”. Y dicha practica de referencia, que por momentos no es implicita para
los actores involucrados en este momento, se explicita en actividades observables, como la
confeccion de libros de texto, apuntes, planes y programas, conformando una determinada
manera de estructurar el célculo y un determinado rol del limite como eje central de dicha

estructuraciéon. Consideramos que la explicitacion de las relaciones de poder subyacentes a
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los actores de la nodsfera en este momento puede significar cambios en las decisiones sobre

que conocimientos matematicos tratar y como.

5.3.2. Momento ‘b’: interacciones entre docentes y entre docentes y autoridades educativas

En este momento el problema social que nos ocupamos es cdmo las interacciones discursivas
entre docentes y entre docentes y autoridades educativas, entendidas como préacticas de
referencia en este ambito escolar, influyen en sus concepciones sobre la matematica y la
enseflanza y sobre sus actividades concretas de aula, especificamente en lo que hace al

tratamiento escolar del concepto de limite.

En este momento las autoridades educativas entablan, a través de su discurso y de sus
practicas, una relacion de poder con los docentes. Como vimos, las autoridades educativas,
especificamente los inspectores de Matematica, son quienes se encargan de difundir los
programas y su implementacion a través de reuniones con docentes. En estas reuniones se
sugieren determinados lineamientos en cuanto al orden y jerarquia de los temas y sugerencias
metodoldgicas. A su vez, estos mismos inspectores evallan a los docentes durante el afio
lectivo a través de visitas puntuales (se observa una hora de clase y se analiza la ‘libreta del
profesor’, libreta en la cual el docente debe llevar anotado el desarrollo del curso y las
evaluaciones de sus alumnos). Uno de los aspectos que analizan los inspectores para su juicio
(conceptual y numérico) es la adecuacion del curso al programa propuesto segun lo escrito en
la ‘libreta del curso’ y la adecuacion de la metodologia empleada por el profesor a la
metodologia sugerida en aquéllas reuniones. El puntaje otorgado en esta visita tiene una gran
incidencia sobre el lugar que ocupa el docente evaluado en la lista que se confecciona cada
afio para la eleccion del lugar y nivel educativo en el que ejercen los profesores, por lo que es
sumamente importante para el docente alcanzar una buena calificacion para poder asegurar
una mejor fuente laboral al afio siguiente. Este mecanismo sugiere que es posible que los
docentes sientan cierta presion por el juicio que las autoridades elaboran. Los inspectores
podrian establecer asi una relacién de poder para con los docentes, viendo facilitada una

determinada labor ideoldgica ejercida por su discurso.

Las reuniones de coordinacion entre docentes serian la via a través de la cual el discurso
desarrollado por las autoridades (inspectores) incide sobre las concepciones que los docentes
tienen de la Matematica y su ensefianza, concepciones que fueron analizadas a través del

cuestionario desarrollado en el apartado 5.2.2.1. Las préacticas discursivas que se desarrollan
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en estas reuniones favorecen a la constitucion de grupos dentro de una sociedad més grande,
que es la de todos los docentes de Matematica del pais, asi como a la constitucién de una

determinada cultura.

Vemos en este momento como también aqui es importante la consideracion del discurso
dentro de un determinado contexto social, histérico y cultural para comprender su naturaleza
y lograr un andlisis explicativo e interpretativo a la vez. Por ejemplo, es importante sefialar
que si bien en la actualidad existen en forma curricular esas reuniones de coordinacién entre
docentes que mencionamos, la institucionalizacion de précticas y de una determinada
concepcién entre docentes no se ejerce solamente —ni principalmente- a través de ellas.
Influyen también otros elementos, como caracteristicas propias de la formacion docente en
Uruguay: en dos de los cuatro afios de la carrera de profesorado de Matematica los
estudiantes asisten durante todo el afio a observar clases de profesores ya egresados, lo que
fortalece esa ‘tradicion oral’ ya mencionada. En el ultimo afio de la carrera los estudiantes de
profesorado tienen un grupo a cargo, pero supervisado por un profesor de Didactica de la
Matematica y con un grupo de compafieros de referencia, lo que también influye en esa

conformacion de representaciones mentales compartidas por el grupo.

Segun uno de los principios del ACD, el vinculo entre el texto y la sociedad es mediado.
Consideramos que este momento del proceso de institucionalizacién es en el que mas patente
se hace tal mediacion, a través de las autoridades educativas, entre los textos (libros y

programas) y los docentes.

Tambien en este momento del proceso de institucionalizacion podemos apreciar cémo la
explicitacion de las relaciones de poder subyacentes entre los actores de la noosfera, y del rol
que cumple cada uno de ellos en el sistema educativo, puede dar cabida a que estos roles se
modifiquen. Pensamos que tal vez seria posible que los docentes, como colectivo social,
ocuparan otro lugar en la conformacion de los programas o en la manera en que deben ser

implementados.

En suma, los elementos discursivos analizados a la luz de este momento especifico del
proceso de institucionalizacion nos permitieron identificar una préctica de referencia que
denominamos “Intercambio de intenciones sobre la implementacion del modelo del limite
como saber a ensefiar”, en la que las practicas de inspectores y autoridades en general estarian
permeando, implicita o explicitamente, la concepcidn de la matemaética y de su ensefianza de
los docentes, especificamente en lo relativo al concepto de limite. En este momento, las

actividades observables a través de las cuales se puede identificar la practica de referencia son
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las reuniones entre docentes y autoridades, en las que las autoridades explicitan sus
intenciones acerca de como deben ser entendidos los contenidos a ensefiar y fijan pautas para
su ensefianza, las reuniones de coordinacion entre docentes en donde se discuten y unifican
criterios para viabilizar aquellas pautas, la evaluacion docente por parte de las autoridades y
el plan de formacién docente, especificamente en lo que hace a su formacion en didactica (en
donde el estudiante de profesorado asiste durante dos afios a observar cursos de docentes ya
egresados, y finaliza su carrera con un afio entero en el cual tiene un grupo a cargo con la

supervision del profesor de Didactica de Matematica).

5.3.3. Momento ‘c’: Précticas educativas en el aula

En este momento el problema social que nos ocupa es el reconocimiento de la practica de
referencia de los docentes, actores protagonistas de este momento. Nos interesa explicitar
coémo las practicas educativas concretas de aula, entendidas como practicas de referencia y
llevadas a cabo a través de determinadas actividades discursivas, han sido influidas por las
practicas sociales que se evidencian a través de los elementos del discurso analizados hasta el
momento y cémo influyen ellas mismas en el proceso de institucionalizacion de un

determinado saber respecto al concepto de limite funcional.

Dado que en este momento ubicamos como protagonistas a los docentes y a sus préacticas, y
que estos docentes cumplen multiples roles en el sistema educativo, se pueden distinguir al
menos tres tipos de relaciones de poder: las que las autoridades educativas ejercen sobre los
docentes (ya explicitadas en los apartados anteriores pero que tienen un estrecho vinculo con
este momento del proceso de institucionalizacidon), las que la sociedad en general ejerce sobre
los docentes, a través de sus criticas, demandas y exigencias (que puede identificarse, por
ejemplo, a través de los articulos como el ya citado en el apartado 5.3.1 (Orfila, 2010, 14 de

agosto)) y las que los docentes ejercen sobre los estudiantes a través de sus practicas.

Respecto de esta Ultima, diremos que asi como los docentes son evaluados por los
inspectores, también los estudiantes son evaluados por los docentes, lo que sugiere un interés
por parte del estudiante de aprender y lograr reproducir el discurso que el docente le ofrece.
Algunos de los docentes que respondieron al cuestionario desarrollado en el apartado 5.2.2.1
manifiestan no evaluar directamente la definicion de limite, pero los que lo hacen lo evallan
atendiendo a aspectos formales, del tipo “aplicar la definicion de limite para demostrar que un
limite dado es un ndmero dado” o cambio en el orden de los cuantificadores para que los
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estudiantes detecten la diferencia, o la existencia o no de la imagen de un punto del dominio
en el que no existe el limite de la funcion. Por su parte, en los libros de texto se atienden mas
bien aspectos algoritmicos del concepto de limite para la evaluacion, practicamente no se

evalla en forma explicita la definicion sino la operatoria de limites.

En este momento se detecta con claridad como el discurso de los docentes constituye a la
sociedad y a la cultura, a la vez que es constituido por ellas dado que el docente es miembro
de un grupo social, y que como tal sus concepciones son influidas por las del grupo y las
exigencias externas que tiene ese grupo (de las autoridades, de sus profesores o la formacién
en general que haya recibido, de la sociedad en general que exige mas nivel de aprobacion en
matematica, etc.). Ello se traduce en un conflicto que viven los docentes y que pudo
entreverse en las respuestas de algunos docentes al cuestionario: por un lado, sostienen que es
importante la introduccion del concepto de limite porque es central en la estructuracion del
calculo, para el desarrollo de otros conceptos como el de derivabilidad. Esto produce que
realicen una labor ideoldgica en sus clases, dado que transmiten esa manera determinada de
comprender el concepto de limite dentro del célculo. En este sentido los docentes se ven
influenciados por lo que las autoridades plantean en los programas, por la presentacion del
tema en los libros de texto y, muy probablemente, por su formacion inicial: no s6lo por como
estaba estructurado el tema en los curriculos escolares de su época sino ademas por las
practicas docentes de sus propios profesores. Pero por otro lado, los docentes que responden
al cuestionario reconocen que este es un tema dificil para los estudiantes por el grado de
abstraccion que requiere, y que por eso seria posible pensar en no realizar un tratamiento
formal del mismo en cursos de opciones que no requieran una carga horaria extensa de
matematica, como la opcidén Derecho, por ejemplo. Eso podria estar dando cuenta de la

influencia de las exigencias de un mayor indice de aprobacion por parte de la sociedad.

Es decir, el nivel implicito de la influencia de las préacticas de referencia sobre los actores, en
este caso los docentes, hace que pueda ocurrir que las elecciones que los docentes realizan
para sus clases, y que se explicitan en actividades concretas de aula, como la forma en que
organizan una clase, los ejemplos que proponen, etc. estan en realidad condicionadas por toda
una estructura institucional. Y en eso radica la importancia del reconocimiento de todo un
proceso de institucion, en el cual el docente estd inmerso como un actor que en cada

momento de dicho proceso va cumpliendo diferentes roles.

Puede apreciarse también la labor ideoldgica del discurso en las entrevistas realizadas a raiz

del cambio en los programas. Por un lado, el cambio en el enfoque metodoldgico y
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conceptual de los programas constituye en si una labor ideoldgica, ya que se pretende
modificar una representacion mental compartida por el grupo de docentes de matematica. Se
pretende con ellos asegurar que el grupo de docentes desarrolle practicas educativas
similares, favoreciendo de esa manera su cohesion. Por otro lado, la resistencia que los
docentes manifiestan sobre algunos aspectos del programa sugiere una determinada ideologia
persistente en su discurso, caracterizada por la necesidad de formalizar los conceptos con los
que se trabaja en el curso, y que contribuye a que los docentes mantengan préacticas
educativas caracteristicas de la metodologia de trabajo de los programas anteriores, segun
ellos mismos manifiestan. Vemos nuevamente como las decisiones de los docentes estan en
realidad condicionadas por toda una estructura institucional, que desarrolla practicas de

referencia que norman la actividad del docente.

En suma, reconocemos en el discurso de los docentes a traves de sus practicas educativas una
forma de accion social, en la cual se difunde e institucionaliza una determinada manera de
conceptualizar al limite. En el caso de las précticas educativas en Uruguay, especialmente en
el curso de la opcidn Ingenieria, estas practicas se caracterizan por el acento en el rigor y la
estructura de los demas contenidos del curso en torno al concepto de limite. Hemos
denominado a la practica de referencia de este momento del proceso de institucionalizacion
“Implementaciéon del limite como saber a ensefiar” y consideramos que las actividades
explicitas de los docentes a través de las cuales puede observarse esa practica son el disefio e
implementacion de actividades didacticas para desarrollar diferentes contenidos,
especificamente el de limite, el tipo de ejemplos, ejercicios y problemas que se proponen y la

evaluacion a estudiantes.

En el siguiente esquema presentamos un resumen de lo tratado en este apartado que creemos
rescata lo mas significativo de cada momento, a la vez que permite apreciar las caracteristicas

del proceso:
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Esquema 7: Descripcion del proceso de institucionalizacion en el &ambito escolar a través de las practicas de los

actores en cada momento
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Capitulo 6 —Reflexiones finales

En el desarrollo de la investigacion se han presentado elementos para proponer y describir un
proceso de institucionalizacion del limite en la escuela entendida como institucion. Para ello
se consideraron dos ambitos: el desarrollo al seno de la comunidad matematica (grupos
cientificos) y la situacion en el ambito escolar. La investigacion se centrd en identificar,
describir y analizar ese proceso desde los actores de la noosfera involucrados en cada
momento Yy las practicas que esos actores desarrollan. Es por eso que se considero a la teoria

socioepistemoldgica como un marco adecuado para desarrollar el estudio.

Se pueden distinguir dos instancias en el transcurso de la investigacion, que concluyen en lo
que consideramos son los aportes mas significativos de la misma: una instancia de tipo
tedrico-metodoldgica, desarrollado en el capitulo 4, en el que se logro lo que llamamos un
“esqueleto” para el andlisis general de dicho proceso de institucionalizacién del concepto de
limite. Desarrollamos estos aportes en el apartado 6.1.

Otra instancia de la investigacion podria considerarse mas de tipo experimental, ya mas
especifico del concepto de limite, y es la que permitié dar cuerpo al “esqueleto” presentado
en el apartado anterior. Esta instancia en la investigacion consistio en el analisis del proceso
de institucionalizacion, a través de uno y otro ambito, que conformé el capitulo 5.

Desarrollamos estos aportes en el apartado 6.2.

Finalmente, desarrollamos en el apartado 6.3 una posible explicacién para la pregunta
original de la investigacion: ¢por qué en el contexto educativo uruguayo se ensefia al
concepto de limite de la manera en que se hace? La investigacion realizada nos llevd a
concluir que para lograr una respuesta es necesario considerar desde las practicas sociales que
le dan significado o resignifican al propio saber matematico en cuestion hasta como dichas
practicas permean de diferente manera en el actuar de los involucrados en distintos momentos
de la institucionalizacion: la institucionalizacion via disefios curriculares, libros de texto o
apuntes de profesor, en la interaccion entre autoridades y docentes, en el aula frente alumnos,
etc. Y precisamente alli se vislumbra la necesidad de entender la situacién como un proceso
de institucionalizacion del concepto de limite, a través de los actores involucrados y sus

practicas.
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6.1. Reflexiones relativas a los aspectos teorico-metodoldgicos

Esta caracterizacion, que toma cuerpo en el esquema que presentamos a continuacion, utiliza
como insumos iniciales, dentro de la Socioepistemologia, a los aportes de Montiel (2006) y
Garcia Torres (Garcia Torres y Cantoral, 2007). Pero, enfrentados al problema de describir la
naturaleza de los procesos de institucionalizacion, mas alla de como se articulan dentro del
esquema de practicas sociales y de referencias, se vio necesario indagar en otros aportes que
permitieran delinear los aspectos metodoldgicos. Algunos de ellos pertenecen a la teoria
socioepistemoldgica y otros no. Asi fueron estudiados los aportes de Brousseau (1997),
Castafieda (2006), Chevallard (1991), Cordero (2006) y Cordero y Flores (2007) e incluso
autores que no son especificos de la disciplina de la Didactica de la Matematica, como Berger
y Luckmann (2001), Candela (2007), Frigerio et al. (1994), Van Dijk (2001) y Fairclough y
Wodak (2001) los cuales brindaron un marco para entender a la institucionalizacién, a los
procesos de institucionalizacion y al analisis del discurso como accion social para explicar

dichos procesos.

Hemos justificado que podriamos considerar varios procesos de institucionalizacion del
concepto de limite, en los que se tuvieran en cuenta, ademas de los d&mbitos escolar y
cientifico, otros como el profesional o el de la sociedad en general y analizar asi las practicas
de los actores de cada uno de esos &mbitos. Sin embargo, en esta investigacion optamos por
centrarnos en la institucionalizacion escolar, y dado que lo que se institucionaliza es el
concepto de limite, fue necesario ademas considerar el ambito cientifico y alli analizar las
practicas que generaron tal conocimiento. ES por eso que nuestra investigacion precisé del
andlisis de las précticas de los actores involucrados en esos dos dmbitos, el cientifico y el

escolar.

Se elabordé un esquema que pretende articular los aspectos tedricos considerados en la
investigacion. En él se explicita el interés por utilizar el modelo tedrico de practicas sociales,
de referencia y actividades planteado por Montiel (2006) para analizar el proceso de
institucionalizacion en la escuela. Dichas practicas generan un determinado saber, en uno y
otro ambito, que siguiendo la teoria de Transposicion Didactica de Chevallard (1991)

podriamos denominar, respectivamente, saber sabio y saber a ensefiar.

Sin embargo, y en esto se presenta una de las principales peculiaridades de la investigacion,
no nos interesa analizar el transito del saber “limite funcional” entre uno y otro ambito —
transito que ya ha sido analizado por otras investigaciones- sino que interesa analizar el

proceso de institucionalizacion que vive dicho saber, especificamente su institucionalizacion
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en la escuela, y a través de las practicas de los actores involucrados en cada momento de
dicho proceso. Proponemos tal analisis desde la perspectiva socioepistemoldgica ya que
reconoce el papel de las préacticas sociales en la generacion de conocimiento matematico y
dichas préacticas reconocen a su vez el papel del hombre en los procesos tanto de generacion

como de difusion de dicho conocimiento.

El esquema elaborado es el siguiente:

Procesos de institucionalizaciOn del concepto de limite: esqueleto

Practicas sociales

Précticas de referencia en <:> Précticas de referencia en

ambito cientlfico (propias de TransposiciOn intencional ambitos escolares (pféCticaS

cada etapa en la formulaciOn | de précticas explicitada en escolares)
del concepto) la constitucion del DME:

®Libros de texto

.Progmmas

®FormaciOn Docente

Los resultado ®Précticas docentes

1] M 7
exitosos
refuerzan

Favorecen

Trénsito explicado por la
TransposiciOn Did4ctica

<

- ManifestaciOn del saber
en &mbitos escolares
(instituciones educativas
entendidas en un sentido
dindmico)

ManifestaciOn del saber

en &mbitos cientificos
(comunidad
matematica)

AT

Esquema 3: Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: esqueleto

Desde el punto de vista metodoldgico, se reconocid y justificd la necesidad de utilizar
diferentes herramientas para analizar los dos ambitos principales —cientifico y escolar-. Para
el ambito cientifico se utilizé una parte del esquema propuesto por Buendia y Montiel (2009a
y 2009b): la conformacion de una epistemologia de practicas para el concepto de limite. El
mismo permitid identificar las practicas sociales que normaron a las practicas de referencia en
cada etapa del desarrollo socio-histérico del concepto. Estas practicas se refieren al saber
matematico en cuestion, en este caso el limite funcional. Sin embargo, cuando queremos
analizar cdmo esas practicas se reinterpretan en el ambito escolar, nos encontramos con que
es necesario hacerlo desde los actores de la noosfera, ya que nuestra pregunta era
precisamente por qué se ensefia de la manera en que se hace actualmente. Y para ello
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debemos entender al profesor, que es quien ensefia, como inmerso en todo un proceso de
institucionalizacion, en el que intervienen ademas otros grupos de actores, y que es el que

permitiria explicar tal ensefianza.

Para analizar el transito entre las practicas de los actores de la noosfera en uno y otro ambito,
asi como para analizar el &mbito escolar, consideramos que ya no era posible utilizar el
modelo anterior, sino que precisdbamos una herramienta que permitiera analizar esas
practicas a través de algo observable, como podria ser el discurso de esos actores, entendido
como accion social. Se utilizd asi una herramienta metodologica externa a la
socioepistmeologia, el Analisis Critico del Discurso. Esta herramienta es desarrollada por
lingiistas como Van Dijk (1999, 2001) quienes entienden al discurso como accién social, y
sostienen que su analisis se ocupa de explicitar las relaciones de poder involucradas entre los
actores de una determinada sociedad, para ocuparse de los problemas sociales presentes en

ella.

Este esquema, que se confecciond analizando especialmente el desarrollo en ambitos
cientificos y escolares del concepto de limite, puede pensarse como un esquema que permita,
salvando las distancias, explicar los procesos de institucionalizacion de otros conceptos
matematicos. Ese es un aspecto que no se ha desarrollado en la presente investigacion y que

podria conformar una linea de investigacion a futuro.

6.2. Reflexiones relativas a los aspectos experimentales de la investigacion

Una vez conformado el modelo tedrico-metodoldgico, fue posible implementarlo para la
revision de los elementos considerados en el proceso de institucionalizacion. Esta revision se
articuld, a su vez, en torno a dos ambitos y la transicion entre ellos: el aspecto del desarrollo
del concepto de limite a la interna de las comunidades de matematicos, que hemos
denominado “ambito cientifico”, y el aspecto del desarrollo del concepto de limite a la interna
de la comunidad escolar, que denominamos “ambito escolar”. A los efectos de alcanzar el
objetivo planteado, analizar los procesos a través de los cuales el concepto de limite se ha
constituido para explicitar las razones por las que se presenta en el ambito escolar de la
manera en que se hace actualmente, se atendieron particularmente a los vinculos entre ambos

ambitos.

Con respecto al primero de los ambitos, el analisis socio-histérico dio cuenta de las etapas

que transcurrio6 el concepto de limite desde sus inicios hasta lo que se consensua actualmente.
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Pero mas alla de las etapas, nos importé como y por qué se dio la transicion entre ellas: las
practicas asociadas al concepto y a su rol en la estructuracion del Calculo en general en cada
momento histérico dieron respuesta a esas preguntas. Basicamente, el interés por la
prediccion®, la busqueda de una fundamentacion rigurosa de los conceptos que permitian
resolver problemas de Caélculo Diferencial e Integral (formalizacién), su difusion a un publico
creciente, la generalizacion de dichos conceptos a nuevas funciones y la extension de los
mismos a nhuevos contextos de aplicacion jugaron un rol decisivo en la transicién
mencionada. La identificacion de dichas practicas y de las practicas de referencia y
actividades que ellas normaron en cada etapa del a&mbito cientifico, dio lugar a la
conformacién de una epistemologia de practicas del concepto de limite, siguiendo el modelo
propuesto por Buendia y Montiel (2009 a y 2009b). Se present6 dicha socioepistemologia en

el apartado 5.1 y se presentan una sintesis de los resultados obtenidos en los esquemas 4 y 5.

Con respecto al ambito escolar, se diferenciaron tres momentos en el proceso de
institucionalizacién del concepto de limite; estos son: momento ‘a’, caracterizado por las
practicas de los actores intervinientes en el trénsito entre el &mbito cientifico y el escolar
(comunidad matematica, autoridades de organismos internacionales, autoridades educativas
nacionales, autores de libros de texto y de programas y sociedad en general); momento ‘b’,
caracterizado por las interacciones entre docentes y entre docentes y autoridades educativas; y
un momento ‘c’ caracterizado por las practicas educativas de aula, en el que los actores
protagonistas son los docentes y los estudiantes. Es importante sefialar que, a diferencia de las
etapas que se distinguieron en el &mbito cientifico, estos momentos no responden a un orden
cronolégico sino que se vinculan dialécticamente: el proceso de institucionalizacion en el

ambito escolar se conforma por las interacciones que ocurren entre ellos.

Estos momentos fueron los que articularon el analisis del discurso como accion social, para el
cual se utilizé como herramienta metodologica el ACD. Para ello, se analizaron algunos
elementos del discurso matematico escolar: se implementd un cuestionario a docentes que
permitiera conocer sus concepciones acerca del concepto de limite, su rol en la estructuracion
del célculo y su tratamiento escolar, también se estudio la evolucién de los libros de texto y
los programas, se analizaron apuntes de un profesor de formacion docente, y se realizaron
entrevistas con docentes para complementar los aspectos discursivos escritos con el analisis

de los aspectos relativos a la “tradicion oral”, ya que hemos descubierto que es una

0 Entendemos en este momento a la prediccién no como una practica especifica para el desarrollo del concepto
de limite, pero si como préactica social que normd las practicas de referencia de los actores de un determinado
momento en el desarrollo del Calculo Infinitesimal en general.
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componente importante en el proceso de institucionalizacion del concepto de limite en el

contexto del sistema educativo uruguayo.

El cuestionario realizado a docentes sugirié una concepcion consensuada entre ellos acerca
del rol central que juega el concepto de limite como pilar en la estructuracion de toda la teoria
del Caélculo, de manera que es la Unica forma posible de construir otros conceptos como el de
continuidad o derivabilidad. Los profesores coinciden en que es un contenido necesario en
todo curso de Célculo. Intentando encontrar una explicacion a dicha concepcion desde las
practicas de los actores de la noosfera, hallamos que una de las explicaciones podria ser, para
algunos, una conviccion personal —conformada por su formacion y experiencia concreta de
aula—y, para otros, la imposicion externa: entienden que debe ser asi porque asi lo exige el
programa curricular o la tradicion. Asi, el analisis del discurso permitié desentrafiar el papel
del curriculo y de los libros de texto en las concepciones de los docentes. Vislumbramos aqui
la importancia de reconocer que cuando el docente toma decisiones y las implementa en su
aula, él se ve permeado por las practicas sociales y de referencia de todos los actores
involucrados en todo un proceso de institucionalizacion, que son en verdad las que lo

conducen a hacer lo que hace.

La entrevista realizada en una primera instancia y el analisis de los libros de texto utilizados
desde la década del ’50 (mencionados por el profesor entrevistado) permiten explicar en parte
esa rigurosidad y formalizacién que existe aun hoy en las practicas educativas relativas al
concepto de limite y del Célculo en general en Uruguay, desarrolladas en los apartados 5.2.1
y 5.3. Los cursos impartidos en la primera mitad del siglo XX marcaron una gran influencia
sobre dichas préacticas actuales, dada la importancia otorgada a la referencia a “apuntes de
clase” méas que a libros de texto, y dadas también las caracteristicas de los libros de texto
utilizados. Esos apuntes de clase perpetuaron una tradicion oral transmitida entre las

diferentes generaciones de estudiantes y docentes.

Por su parte, los libros de texto utilizados actualmente constatan esa perpetuacion pues si bien
con una presentacién visual totalmente diferente, ain mantienen caracteristicas similares:
comparten la concepcion de la Matematica como una ciencia ya escrita y ajena a quien la

aprende, asi como el rol pasivo otorgado al estudiante en la construccidn de conocimiento.

Por ultimo, en el andlisis de los programas de Educacion Secundaria se detectd una situacion
particular, dado que se produjo recientemente un cambio en los mismos: en 2006 se impuso a
nivel nacional un nuevo programa (que en 6° afio comenzo a regir desde 2008) que suplantd

al anterior de 1976. Detectamos grandes diferencias en estos programas, tanto en su

Mag. Verdnica Molfino Vigo 146



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemolégico

contenido como en su forma, especificamente en el disefiado para la opcion Fisico-
Matematica (anteriormente Ingenieria). Estas diferencias sugieren también diferencias en lo
que hace a la concepcion de la Matematica y su ensefianza, si bien estos aspectos no se
explicitan en los programas del plan 1976. Estos, que constituyen unicamente una lista de
contenidos, traducen la idea de una matematica acabada, preexistente al estudiante,
autocontenida y con pocos vinculos con situaciones extramatematicas. No parece existir una
preocupacion por explicitar la manera en que ésta deba ensefiarse. Por su parte, en los
programas del plan 2006 se detecta una preocupacion por la participacion activa del
estudiante en la formacion del conocimiento, si bien se propone una determinada tematica
que el docente debe trabajar en clase, se lo ubica explicitamente en un rol de orientador. Se
propone ademas la consideracion de contextos extramatematicos para la introduccion de los

contenidos a tratar.

Estas diferencias condujeron al interés por realizar nuevas entrevistas, esta vez a profesores
con vasta experiencia en el desempefio como profesores del curso de 6° afio de Educacién
Secundaria, opcion Fisico-Matemaética. En dichas entrevistas se pudo detectar como, a pesar
de los cambios metodologicos sugeridos por las autoridades educativas a través de los
programas, ambos profesores declaraban considerar importante la formalizacion en sus cursos
y coincidian en considerar al limite de funciones como un concepto central en la

estructuracion del calculo.

El andlisis del desarrollo socio-histdérico arroja herramientas para pensar que la definicion
formal del concepto de limite surge por una necesidad interna de la estructura de la
matematica, que es la de formalizar para, entre otras cosas, generalizar —a nuevas funciones y
a nuevos contextos- y estructurar otros conocimientos preexistentes pero con otra forma: a
partir de la definicion de limite se reformulan el concepto y la definicion de derivada,
integral, continuidad, entre otros. A partir del analisis del discurso del contexto educativo
uruguayo llevado a cabo puede pensarse que el hecho de que sea ensefiado en el aula de la
manera en que se hace en la mayoria de los cursos de Célculo en Uruguay, responde a esa
necesidad de la comunidad matematica, y no a una decision didactica de la comunidad de

profesores y mucho menos a una necesidad de los estudiantes.

Esos vinculos que entretejen la compleja relacion entre la comunidad matematica y la
matematica escolar son los que evidencian que para comprender como y por qué el concepto
de limite es tratado actualmente de la forma en que se hace, es necesario reconocer que esa

evolucion esta inmersa en un todo un proceso de institucionalizacion. En esta investigacion se
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ha llevado a cabo la identificacion de dicho proceso a través del analisis de las practicas
sociales presentes en la constitucion del saber como un saber institucionalizado, tanto en el

ambito académico como en su tratamiento escolar.

6.3. Analisis del proceso de institucionalizacion a través de los actores y sus practicas

El analisis realizado sobre el desarrollo del concepto de limite en el ambito cientifico y el
discurso escolar actual permite elaborar explicaciones acerca de por qué se ensefia
actualmente de la manera en que se hace. Como lo justificamos a lo largo de la investigacion,
estas explicaciones estan dadas en términos de un proceso de institucionalizacion propio del
concepto en la escuela entendida como una institucion. Este proceso hace referencia a los
mecanismos a través de los cuales el concepto se legitima como un saber aceptado y acordado
en una determinada comunidad cientifica, como esos acuerdos transitan hacia el ambito
escolar, motivado entre otras cosas por el fin de difundir conocimiento, y como en el ambito
escolar se ve permeado por el proceso de institucionalizacion, que lo ubica en determinado
rol dentro de la estructura de la Matematica Escolar. Este tipo de analisis podria haberse
llevado a cabo bajo una perspectiva que atendiera al saber propiamente dicho y al transito del
saber de un ambito a otro. Lo distintivo de nuestro andlisis constituyé en hacer foco en el
andlisis de las practicas para la descripcion de dicho proceso de institucionalizacion, desde
una perspectiva que considera al saber como una construccion humana y cuestiona su

preexistencia en un cuerpo de saber estructurado previamente al sujeto que aprende.

En el apartado 5.1.2 hemos propuesto que las préacticas sociales que normaron el transito entre
las diferentes etapas del concepto fueron, principalmente, la de formalizacion, generalizacion
y difusion. Es a través de ellas, y no de los conceptos involucrados, que explicamos el transito
del saber acuiiado en ambitos cientificos al saber ensefiado en la institucion escolar. Estas
practicas sociales se reinterpretan diferente segun el paradigma vigente en cada ambito,

dando lugar a préacticas de referencia.

En el ambito cientifico, estas practicas sociales normaron préacticas de referencia que hemos
dado en llamar “matematizacion del calculo en un ambiente geométrico-estatico”,
“matematizacion del movimiento en un ambiente geométrico-dindmico”, “aritmetizacion del
analisis en un ambiente algebraico-analitico” y *“generalizacion del anélisis a un ambiente
topologico”. Estas practicas de referencia fueron detectables a partir de actividades explicitas

y observables, detallados en el esquema 5 en el apartado 5.1.2. Veremos a continuacion como
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cada una de las practicas que proponemos como practicas sociales ha normado el quehacer de
los actores involucrados en el ambito escolar, especificamente en el contexto educativo

uruguayo.

Por su parte, entendemos que la formalizacion en el contexto escolar se traduce en la
presentacion de la definicion en términos de épsilon-delta y el uso de cuantificadores, el
énfasis en la necesidad de tratar el concepto de esa forma para presentar un curso ordenado y
I6gicamente secuenciado y la importancia que se le otorga al simbolismo y al rigor.

Ello se ve reflejado en los programas: en los actuales, tanto de nivel secundario como de
formacion docente, se explicita como objetivo el utilizar un método de trabajo més riguroso
que en cursos anteriores (Programa de Fisico-Matematica de Educacidon Secundaria: ANEP,
CES, Inspeccién de Matematica, 2006b), o que constituya el inicio de una formalizacion al
Analisis Matematico (Programa de Analisis | del Profesorado de Matematica: ANEP, DFPD,
Departamento de Matematica, 2008). También se ve reflejado en los libros de texto, tanto los
de antafio como los actuales. En los primeros la intencionalidad por presentar los resultados
en forma simbélica y formal es declarada ya desde el prélogo, se pretende una exposicion
sistematica y logicamente encadenada, en los ultimos el desarrollo se da de lo intuitivo a lo
formal, pero brindando un mayor espacio a los aspectos formales. Esa intencionalidad se
pudo apreciar también en los apuntes del Profesor para su curso de Analisis en Formacién
Docente (De Olivera, 2008). Por altimo, ello se pudo detectar también a través del anélisis
realizado sobre las concepciones de las practicas docentes: en el cuestionario declaran que su
actuar se ve normado por las exigencias de formalizacion de programas y autoridades
educativas y en las entrevistas a docentes a raiz del cambio en los programas los docentes
sostienen que aun con un cambio propuesto en los programas en la metodologia, ellos
contintian tratando el concepto y el curso en general con formalidad. Ello condujo en algunos
casos a una reduccion de la ensefianza a una transmision de métodos algoritmicos para
calculos de limites absolutamente descontextualizados de la problematica de origen. Los
libros de texto, programas e incluso practicas docentes eluden la presentacién y desarrollo del
concepto a través de problemas matematicos o extramatematicos que le den sentido. El limite
ha ido tomando otras formas, se fue ganando en rigor y formalidad pero perdiendo el contexto

en el cual el concepto fue originado y desarrollado.

En el desarrollo del concepto de limite en los libros de texto se puede observar como la
practica de generalizacion norma la manera en que éste es presentado: si bien en algunos se

presentan ejemplos concretos, en todos los textos analizados se prioriza la presentacion de
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definiciones y propiedades referidas al caso mas general posible, compatible con una
definicion general de funcion. También puede detectarse el interés por generar estructuras
que permitan una profundizacion en cursos posteriores tanto en los programas de los cursos
como en los cuestionarios realizados a docentes. Ello hablaria de la generalizacion como una
practica social que norma los objetivos tedricos —plasmados en los programas— y las
concepciones gque los docentes tienen sobre sus practicas reales y las practicas ideales —que se

pudo analizar a través de los cuestionarios-—.

Por ultimo, proponemos a la practica de difusion de conocimiento matematico como una
practica que norma también el quehacer de actores, tanto del &mbito cientifico como del
escolar. En el &mbito cientifico, porque el interés por difundir el saber cientifico promueve la
actividad observable del disefio de libros de texto. En el &mbito escolar esta practica se
presenta como un movil fundamental para el disefio de programas, libros de texto, cursos

especificos, entre otros.

Este andlisis nos permitié concluir en determinadas practicas de referencia correspondientes
al ambito escolar y normadas por las practicas sociales propuestas. Estas practicas de
referencia son, en sentido general, las practicas escolares. Proponemos que para cada uno de
los momentos en este &mbito las practicas sociales se reinterpetan diferente, a la luz del
paradigma vigente en cada momento. Ellas son, respectivamente: “Conformacion del limite-
saber sabio como un saber a ensefiar”, “Intercambio de intenciones sobre la implementacion
del modelo del limite como saber a ensefiar” e “Implementacion del limite como saber a
ensefar”. Estas practicas de referencia fueron detectables a partir de actividades explicitas y

observables, detallados en el esquema 7 en el apartado 5.3.

El siguiente esquema (con los dos esquemas que se presentan a continuacion de él) resume
los resultados alcanzados en ese sentido, a la vez que “rellena” el esquema 5, relativo al
“esqueleto” tedrico. En el se describen los procesos de institucionalizacion del concepto de
limite y cdmo han influido las practicas sociales en dichos procesos, a través de los actores

involucrados, especificamente para el caso del sistema educativo uruguayo:
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Procesos de institucionalizaciOn del concepto de limite:
el caso del sistema educativo uruguayo

PRACTICAS
SOCIALES

Norman
Practicas de referencia en
el ambito cientifico

N orman:

Practicas de referencia
en el Ambito escolar

Ver esquema
“Epistemologfa de practicas
del concepto de limite
funcional”

Ver esquema “Descripcion del
proceso de institucionalizacién
en el ambito escolar a través
de las practicas de los actores

en cada momento”

Transposicién
articulada por: el
andlisis del discurso
como acciOn social

Resultados
13 . 7
exitosos
refuerzan

Favorecen

Favorecen

Trénsito explicado por la
TransposiciOn Did4ctica

anifestacion del saber en
ambitos escolares como el unico
camino posible para estructurar
los demas conceptos del calcul
desde una visién formal y
abstracta.

Manifestacifn del saber en
ambitos cientificos.
Ultimas etapas:

®Definicibn &-8

DefiniciOn topolOgica

Esquema 8: Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: el caso del sistema educativo uruguayo
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S: FORMALIZACION

PR: Matematizacion del calculo en

ambiente geométrico-estatico.

Actividades:

e Calculo de areas y volimenes.

e Refutacién o demostracion rigurosa
por exhausioén.

PS: FORMALIZACION-
GENERALIZACION-DIFUSION

PR: Aritmetizacién del anélisis en

ambiente algebraico-analitico.

Actividades:

¢ Consideracion de nuevos problemas.

¢ Reconstruccién del concepto de
funcién.

e Confeccion de libros de texto.

¢ Dictado de cursos.

PS: PREDICCION

PR: Matematizacion del movimiento en

ambiente geométrico-dindmico.

Actividades:

¢ Busqueda de resultados para
problemas concretos.

¢ Trabajo con métodos infinitesimales.

e Priorizacién de la intuicion.

PS: GENERALIZACION

PR: Generalizacion del analisis a
ambiente topoldgico.

Actividades:

e Consideracién de nuevas conjeturas.
¢ Extension a nuevos contextos.

e Enunciado de nuevas definiciones.

¢ Demostracién de nuevos teoremas.

Esquema 5: Epistemologia de practicas del concepto de limite funcional
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Momento ‘a’ Momento ‘b’ Momento ‘c’
e Comunidad
matematica
. Alétorld_ades * Autoridades educativas | | oo
educativas i
Actores de . nacionales
| 4sf nacionales e
anoostera internacionales )
o Autores de librosde | o Docentes * Estudiantes
texto y programas
D e Sociedad en general
¢ Intercambio de
E Acti Conformacion del i i ol
de _ ;(;nn:g'jﬁ SZLZ";‘ 3:0 implementacion del limite como saber a
C | referencia " modelo del limite ensefiar
R ensenar como saber a ensefiar
I _ e Disefio e
P . Reun_lones entre implementacion de
c e Confeccion de autoridades educativas actividades didécticas
| planes y programas Y docentes e Desarrollo de temas
Actividades - : i6
o) e Disefio de libros de e Evaluacion doceqte por « Propuesta de ejemplos
N texto y ‘apuntes de parte de las autoridades
profesor’. e Plan de formacion e Problemas y ejercicios
D docente e Evaluacion
E e Presentacion de la definicion
e El discurso como accion en términos de épsilon-
nfluencia del social entre autoridades y delta.
M ¢ Influencia ae docentes opera de -
o paradigma desarrollado mediador entre ¢ Uso de cuantificadores
en la cuarta etapa del programas disefiadosy | e Presentacion de un curso
M procesode précticas de aula ordenado y l6gicamente
E institucionalizacion en B ) secuenciado
el ambito cientifico: i Evaluauqn docente juega
N formalizacién se un pape] |mport§r]te enla | e Importancia otorgada al
T transmite a programas institucionalizacion de simbolismo y rigor
7 libros de texto. determinadas précticas
O | Caracteris y . « Précticas educativas de
S ticasy e Presentacion de la * Discurso entre docentes y docentes, especialmente la
onsecuenc definicion en una forma entre docentes y evaluacion de estudiantes
. general, compatible con autoridades favorece la juega un papel importante
ias de los una definicién general conformacién de una en la institucionalizacion de
actos de funcién. ideologia compartida en determinada concepcién del
i i L . subgrupos dentro del calculo y del concepto de
discursivos | . Elf;fgrﬁ't?n‘fgaZCt'V'dades grupo de docentes limite.
ftmicas,
especialmente en libros | ® Interés por generar e Resistencia al cambio en los
de texto. estructuras que pgrmitan programas por parte de los
) una profundizacién en docentes sugiere una
e En programas existe un cursos posteriores tanto perpetuacion de esa
Cambollo Ien ]a en los programas de los concepcion (con énfasis en
metodologia propuesta, cursos como en los los aspectos formales y el
pero la estructuracion cuestionarios realizados a concepto de limite como
del curso se mantiene docentes estructurador del resto de
los conceptos tratados en el
CUrso)

PRACTICAS SOCIALES: Formalizacién — Generalizacion - Difusion

Esquema 7: Descripcion del proceso de institucionalizacion en el &ambito escolar a través de las practicas de los

actores en cada momento
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Consideramos que el esquema principal de “Procesos de institucionalizacion del concepto de
limite: el caso del sistema educativo uruguayo” ilustra lo analizado respecto a cémo las
practicas y usos de las diferentes etapas en el ambito cientifico han ido institucionalizando
determinadas concepciones en torno al concepto de limite, qué practicas permiten el transito
entre los ambitos cientifico y escolar y qué practicas son las que promueven la
institucionalizacion del concepto en el ambito escolar, propiamente dicho. El desarrollo de
cuales son las etapas en el ambito cientifico y los momentos en el ambito escolar de dicho
proceso de institucionalizacion se encuentra en el capitulo 5, y resumido en los esquemas

correspondientes.

Se espera que este trabajo promueva una reflexion colectiva acerca de por qué cada docente
prepara y lleva a la préctica los cursos de la manera en que lo hace y ello permita la busqueda
de propuestas alternativas y el compromiso con ellos. No solamente en la forma en que se
ensefia el concepto de limite sino especialmente en el rol que este contenido juega en la
estructuracion de los cursos de Calculo: su relacion y aplicacion para la construccion de otros

conceptos como el de derivada o integral.

En este sentido, este trabajo propone que para reflexionar sobre su propia practica es
necesario que el docente se reconozca como un actor inmerso en todo un proceso de
institucionalizacion, en el cual participan ademas diversos grupos de actores: comunidades de
matematicos, autoridades nacionales e internacionales politicas y educativas, inspectores,
directores, escritores de libros de texto, estudiantes, padres, sociedad en general... Cada uno
de estos grupos de actores desarrollan sus propias practicas de referencia que otorgan
significado al concepto de limite segln el paradigma vigente para ese grupo de actores en el
contexto en el que esta inmerso. Estas practicas se pueden detectar a través de sus actividades

explicitas, y estan normadas a su vez por practicas sociales.

En el caso del concepto de limite, hemos propuesto que las practicas sociales que norman el
quehacer de los actores de cada ambito son fundamentalmente la de formalizacion,
generalizacion y difusion. A través de las actividades de los actores hemos detectado como
esas practicas fueron reinterpretadas en el d&mbito escolar uruguayo, dando lugar a una
determinada propuesta para la ensefianza del calculo en general, y del limite en particular.
Creemos que su explicitacion favorece que el cuerpo docente se de la oportunidad de
imaginar diferentes formas de actuar, o confirmar las actuales, pero después de una reflexién

sobre por qué debe ensefiarse el concepto de limite de una u otra manera.
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Anexo I: Actividad exploratoria con estudiantes
Actividad 1:
Halla lim, , w
X—3
Actividad 2:
El siguiente es el bosquejo de una funcién h de dominio real: 4

Halla: 3 /

e lim__ h(x)

lim . h(x)

e lim h(x)

x—1*

lim h(x)

x—4"

lim,_, h(x) / 1 4

h(1) e h)

v

s Iimx—>1 h(X)

Actividad 3:

Dada la siguiente funcion: k : R—{3} > R/k (x) = x_+2
X_

a) Completa la siguiente tabla:

X k(x) X k(x)
2 4
2.5 3,5
2,8 3,1
2,9 3,01
2,99 3,001
2,999 3
b) Halla:

a. k(2

b. lim,_,k(x)

c. k(3)

d. lim_;k(x)

Actividad 4:
La poblacion N de una ciudad pequefia en t afios a partir de ahora se predice que sera:

10000

N = 20000 + .
(t+2)

Determina el niumero de habitantes de esta ciudad a largo plazo.
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Actividad 5:

Escribe la definicion de limite finito de una funcion real en un punto a de su dominio.

Actividad 6:
A continuacion se presenta la demostracion —incompleta- del teorema de conservacion del signo para
una funcion f de dominio real.

Complétala con las justificaciones en cada caso:
Hipotesis: lim, ., f(x)=by b>0
Tesis: Existe un real & > 0 tal que si 0 < |x — a| < oentonces f(x) > 0.

Demostracion:

Por ,b>0 = g>0 Por
Por ,im, , f(X)=b = Por

. . b
= Existe un real 8 > 0 tal que si 0 < |x — a| < dentonces [f(x) — b| < E

:>b—9 <f(x)<b+E

2 2
:E<f(x)<§
2 2

= paratodo x tal que 0 < [x — a| < &se cumple f(x) >0

LQQD.
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Anexo I1: Cuestionario a profesores

Cuestionario a profesores de Matematica de 6° aino de Educacion
Secundaria:
Las siguientes preguntas se refieren al tratamiento del concepto de limite finito de una
funcion en un punto. Agradezco que las responda remitiéndose lo mas estrictamente posible a
su préactica educativa cotidiana, ya que el objetivo del cuestionario es conocer méas acerca de
las préacticas educativas en torno al concepto de limite en su primera aproximacion, en el

ambito de la Educacion Secundaria en Uruguay.

1. ¢Cree que es importante que esté este contenido en el programa de 6°? ;Por qué?
2. ¢Que definicion presenta? ¢ Es la Unica? ¢ Trabaja con alguna equivalente?

3. ¢Presenta algun ejemplo? ¢En qué contextos: tabular, grafico, situacion extramatematica,

analitico-algebraico?

4. ¢Propone alguna actividad en torno al concepto de limite previo a introducir la
definicion?

5. ¢Realiza alguna actividad para promover el uso de cuantificadores o simbolos l6gicos en
general?

Las preguntas 6 a 9 se refieren a la definicion que propuso en la respuesta a la pregunta 2:

6. ¢Que dificultades detecta en los estudiantes al trabajar con esta definicion?

7. ¢Qué obstaculos debe afrontar un estudiante que no comprende la definicion de limite?

¢En qué “fallaria” o qué otro concepto le imposibilitaria construir?

8. ¢Cuél es el tipo de pregunta que realiza habitualmente en evaluaciones orales o escritas
que el estudiante no responde o lo hace erroneamente por no manejar la definicién de

limite?

9. ¢Con qué problematica cree que se encontraria en el transcurso del curso si en lugar de la

definicion utilizara un acercamiento intuitivo al concepto?

10. ¢Qué libro de texto recomienda? ¢ Lo utiliza en clase para trabajar este tema o para

proponer ejercicios referidos al mismo?

Muchas gracias por su colaboracion.
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Anexo I11: Respuestas de profesores a preguntas del cuestionario

Profesor 1:

1. Si, creo que es importante que esté en los programas de 6to. Es un tema central en el
Analisis matematico: si se quiere formalizar conceptos basicos como continuidad,
derivabilidad, etc. Temas centrales tanto en la matematica como en la matematica
aplicada. Creo que es un tema que debe estar en una “cultura” matematica basica.

Por lo menos deben tener un concepto intuitivo del concepto matemaético de limite

2. La formulacién (5,5) en todas sus variantes: por entorno, radios de entornos, con valor

absoluto, sin valor absoluto. Previamente haber introducido los entornos, el concepto de
distancia en R, con el valor absoluto. Aqui depende de la orientacion de como lo
introduciria. También estaria muy atento a lo que decida la sala, en la coordinacion.
Estaria muy abierto a las opiniones de los compafieros. Es mas, en alguna orientacion

estaria dispuesto a no formalizarla.

3. Si claro. Comenzaria en un contexto grafico y tabular. Con un uso central de la
calculadora. Donde la idea de “proximidad” es central, que ademas los alumnos la tienen
y no les ofrece ninguna dificultad. Hay que insistir mucho con que no importa lo que
sucede en el punto, sino “muy cerca de él”. Porque el primer impulso es calcular la
imagen en el punto.....Y después porque a veces Si y otras veces no, bueno, hay que

trabajarlo mucho...

4. Como comenté antes: el concepto de distancia en R, con el valor absoluto, los entornos,
entorno reducido, tratando de formalizar la idea de “proximidad”. Preguntas como: “que
quiere decir que los puntos estan muy cercas de a”. “podemos formalizarlo”, etc.

Tambien con una funcion, mejor que no esté definida en un punto, y ver como se
comportan las imagenes cuando los valores de las variable independiente estan muy cerca
del punto.

Creo que ahora haria la introduccién con una situacion adidactica. Después de haber
trabajado con entornos etc., les plantearia: ¢(Quién es el limite de f(x) cuando x tiende al
punto a? (en un caso concreto de f(x) y a) Entienden la pregunta? Si es asi cudl es la
respuesta? Y en un caso general: ¢Qué significado intuitivo le daremos a la frase: b es el

limite de f(x) cuando x tiende hacia? La podré formalizar? Qué se me ocurre?
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Hacerlos trabajar en grupos y analizar lo que sucede. Tengo claro que la idea intuitiva sale
sin problema.
La propuesta no seria exactamente asi, hay que pensarlo mucho méas, como asi también en

qué momento surgen los épsilon- delta.

5. Cuando llegan a este punto, ya han trabajado bastante los cuantificadores. Pero si, es
necesario volver a repasarlos. Sobre todo teniendo en cuenta que aparecen “juntos” los
dos cuantificadores (ya lo vieron en la existencia del opuesto, por ej.), y esto crea una

gran complejidad.

6. La gran dificultad estd obviamente en la formalizacion de la definicidén. Primero, como ya
lo comenté, en el concepto de proximidad. Después en la relacion de cercania del punto a
y de cercania de las imagenes del punto b. Esta conexion e muy compleja de establecer en
una primera aproximacion.
Aunque lo tengo claro, de que no se logra una comprensién (completa, no es la palabra)
de la formulacion, estoy entre los que entienden, de que esto no es impedimento para no
darlo, y que volviendo una y otra vez sobre él, se va logrando una mejor comprension y

enriquecimiento del concepto.

7. Definicion: Sea f(x) una funcién definida en todos los valores de x cerca de c; con la
excepcion posible de ¢ mismo. Se dice que L es el limite de f(x) cuando x tiende a c, si la
diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequefia como se desee con solo restringir a x

limf(x)=L

X—a

a estar los suficientemente cerca de c¢. En simbolo escribimos:

Matematicas Aplicadas a la Administracion y a la Economia, J.C Arya. Este libro trae 18
temas, entre los cuales hay varios de Calculo: limites, continuidad, derivabilidad,
integracion, varias variables, sin haber nunca formalizado el concepto de limite. Nunca
aparece la formulacion epsilon-delta.

Con cientos de problemas de aplicaciones.

Esto es verdad. También es cierto que no demuestra casi nada. Tampoco lo podria hacer.
Que quiero decir con esto? Qué claro que se puede hacer cosas, hacer ejercicios rutinarios
y de aplicaciones, incursionar en por ejemplo, derivacion etc, sin haber nunca
formalizado el concepto de limite. A costa de que? De una débil y menguada formacién

tedrica que se ird profundizando (por lo menos en andlisis).
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Para mi, iria en detrimento de una formacidn basica en el anélisis, aunque acepto que se

podria postergar ......

8. En general en las de tipos tedrico. Es lo mismo para todo..existe... 0 existe... para

todo....etc. (el orden de los cuantificadores), en las demostraciones

9. Tendria que seguir en la misma linea, con lo otros temas. Como lo hacen muchos libros de
matematica aplicada. Porque si no di la definicion (formal) de limite, tampoco hable de

entornos, etc. (para que lo iba a hacer, me parece).

10. No responde

Profesor 2:

1. Si, por su necesidad para los cursos universitarios y porque es un tema muy rico en cuanto
a los distintos registros en los que se puede trabajar. Es un concepto que, bien trabajado, se
logra conceptualizar rapidamente, en esa traduccion de un registro a otro. Ahora, el trabajo
conceptual con la definicion € -3 resulta un poco complicado, en el nivel en que los

alumnos se encuentran.

2. En el caso finito, cuando x tiende a a, trabajo con:

Ve>0,36>0/vxeE ;= |f(X)eE,,

Esta ultima condicion es la que se suele trabajar con otras equivalentes: distancia, valor

absoluto, desigualdad, segun la situacion.

3. Se introduce desde una situacién grafica. Luego se pasa en el mismo ejemplo al analitico-

algebraico. En el caso infinito, cuando x tiende a a, se introduce de forma grafico-tabular.

4. Si, una funcion definida por intervalos (situacién matematica, no extramatematica)

5. No, pero se trabaja con ellos de forma natural, realizando en forma oral la traduccion al

lenguaje coloquial-matematico.
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Si se ve, a la hora de formalizar y definir limite, la necesidad de traducir simbdlicamente el

“tiende a” o el “se acerca a”, a través del uso de cuantificadores.

6. En lo que se refiere al curso de 6° afio, esta definicion la utilizo s6lo para deducciones
tedricas posteriores. No se trabaja mucho con ella. En el aula, no genera muchos problemas,

aunque soy consciente que la mayoria no ha de comprender con exactitud todo eso del ¢—35.

7. A nivel de secundaria, si el alumno sabe calcular los limites y realiza la traduccion a la
representacion grafica, no encontrara ningin obstaculo (aunque no comprenda
completamente la definicion &-3). Aunque en cursos posteriores, le resultara muy
complicado aprender otros conceptos relacionados con ello. Pero es necesaria esa
aproximacion a la definicion teorica, para que con el tiempo pueda comprenderla. Por algo

hay que comenzar.
8. Paso. No suelo realizar preguntas en las que deban aplicar “la definicion teorica”. Si el
concepto. Y cuando lo hago, suelen responder correctamente (por ejemplo al introducir

limites laterales, queda claro por parte de ellos que no existe el limite).

9. Ninguno. Pero se perderian de ver ese caracter propio de la matematica como ciencia

I6gica-deductiva, para llegar formalmente a otras conclusiones.

10. No recomiendo ninguno. Se trabaja en base a lo dado en clase.
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Profesor 3:

1. De acuerdo a como estan estructurados los cursos de 6° y al enfoque esperado de acuerdo a
la tradicidn pienso que el concepto debe ser tratado y debe formar parte del curso.

2. Si es por mi criterio no presentaria una definicion formal del concepto ya que el
tratamiento informal con un acercamiento al concepto me parece que es suficiente para

estudiantes de secundaria. Pero si decido dar una definicion seria:
lim f(x) =b < VE,,,3E;, =« D(f)tal que v xe E,,, f(X) € E,,

Precedida con una cantidad de ejemplos (calculos con tabla de valores, uso de calculadora,
lenguaje coloquial) hasta llegar a esa formalizacion. Lo formal formal lo dejaria para nivel

terciario.

Dependiendo del curso y de los teoremas que decida probar podria usar para la segunda parte,
la definicion con los valores absolutos. Pero esto lo evaluaria acorde a los estudiantes con los

que esté trabajando

3. Parte ya fue contestado en la pregunta anterior. Doy ejemplos y trabajo en todos los

registros que nombras. Rara vez una situacion extramatematica.

4. Si. Varias. Entre ellos algin ejemplo concreto que involucre una funcién y el célculo de

distancias, etc.

5. Si. Comienzo en 5° con una explicacion de que son, que significa cada uno, qué
cuantifican, como se utilizan, como se encadenan. En 6° repasamos lo anterior y hablamos y

trabajamos con la negacion de alguna proposicion.

6. En los cursos que dicto no hago mucho hincapié en la definicién. La dificultad mayor que
encuentro se debe a que la definicién pareceria ir contramano teniendo en cuenta la
experiencia previa de los estudiantes. Me explico: hasta ahora han trabajado de x a y, es decir,
para cada x del dominio existe un y del codominio. Ahora la definicion les plantea que deben
partir de un conjunto de valores de y (entorno de centro b) y encontrar un conjunto de valores
de x (entorno de centro a). Esto me parece que es una dificultad que trae la propia definicién

de limite, sea esta cualquiera.
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En cuanto a la definicién que yo doy, me parece que le crea menos dificultades que la
definicion que trabaja con los valores absolutos.
Creo que la dificultad mas grande de mi definicion esta en su utilizacion en la demostracion

de algunos teoremas.

7. A nivel de Bachillerato, y en la forma en que estan orientados los cursos, creo que la
mayoria de los estudiantes no entiende en profundidad la definicion aunque pueda

reproducirla. Creo que puede salir airoso del curso sin entender la definicion.

8. Trato de evitar este tipo de preguntas ya que soy consciente de las dificultades que acarrea

la comprension de la definicion en cuestion.

9. Creo que no habria inconveniente en trabajar con una nocién intuitiva de limite en este
nivel si no pretendo demostrar “todos” los teoremas de limite, cosa que me parece bastante

innecesaria.

10. No recomiendo ninguln texto.

Profesor 4:

1. La nocidn de limite se encuentra a lo largo de todo el programa de anélisis de 6°. El estudio
de ramas infinitas, continuidad y derivabilidad requiere el concepto y el calculo de limites de

funciones.

2. En 6° de Medicina el concepto de limite de una funcién lo trabajo en forma intuitiva y
experimental con la utilizacion de calculadora y tablas, no doy la definicion formal de limite.

En 6° de Ingenieria si trabajo la definicion formal:

lim f(x)=1<V E, existe E; tal que V x e E;, entonces f(x)eE,

X—>a

<V eeR existe reR" tal que si 0 <| x—a|<r entonces | f(x)-I|<e

<~V ceR éxiste reR" tal que si a-r < x <a+r y x=a entonces l-& < f(x) < I+
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Como definicion presento la primera y luego a partir de la definicion de entornos llegamos a

las otras dos equivalentes. Trabajo de igual forma para las definiciones de limites infinitos.
3. Si, en contexto grafico y analitico-algebraico.

4. Situacion extramatematica para introducir el limite de una funcién en un punto: trabajo con

el ejemplo de la lupa (para lim f(X)=+o y lim f(x)=—oo y hablar de limites laterales)

2 —
Gréfico para introducir lim f(x)=I (trabajo con la funcion f:R—{2}—>R [ f(x)= X 24,
X—a X—

se pide
1. probarque f(x) =x+2, Vxe D(f)
2. graficar f
3. ¢Para qué valores de x se verifica que f (x) € E412? Idem f(X) € E41/10?
4

¢Para qué valores de x se verifica que f(x) € E4:? )

Tabla para introducir  lim f(x)=I

X—>too

5. Se fue trabajando anteriormente con los simbolos I6gicos y cuantificadores (en nimero

real)

6. La mayor dificultad se encuentra en cual de los entornos es dado y cudl es el que se
encuentra. (En general se toman cualquier entorno de x y tratan de hallar el entorno a los

cuales pertenecen las correspondientes f(x)) y en la utilizacion correcta de los cuantificadores.

7. La definicion formal permite demostrar las reglas operatorias, y otros teoremas como
conservacion del signo, acotacion, etc. EI no comprender la definicion formal le presenta
dificultades en dichas demostraciones, pero no le imposibilitaria la construccion de otros
conceptos. En 6° de Medicina se trabajan todos los otros conceptos sin dificultad y no doy la

definicion formal de limite.

8. Propongo los siguientes ejercicios:
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4. Indica si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. En caso de ser falsa dar un

contraejemplo, si es verdadera demostrarla.

o limf(x)=1VE,,, existe E, /sixeE;, = f(x)eE,,

a,r?
X—>a

o lim f(x)=2= existe Ej, / VxeE; es f(x)>1

X—6

5. Seaf:f(x)= 3x=6 hallar a € R : sabiendo que
X+a

VE,, existe E; /si xeE;, = f(x)eE;,

S

Probar aplicando definicion que: I|’mZ(4x ~3)=5

9. Ninguno. Si el alumno logra una buena comprension global del concepto de limite puede
abordar todos los conceptos que requieren de limites (asintotas, continuidad, derivabilidad)
También es posible una justificacién intuitiva (calculadora, gréafica y tablas) de las reglas
operatorias y teoremas relativos al limite dejando constancia que una demostracion formal de
dichos teoremas existe.

Dichas propiedades seran aplicadas como reglas operatorias.

10.
e Matematica Sexto de Olga Balparda, Leonardo Lois y Marta Sbarbaro
e Matematicas Bachillerato 2 de De Guzman, Colera y Salvador
e Funciones Reales de Eduardo Giovannini

e Calculus de Michael Spivak

En clase el que uso es Matematica de 6° ya que en el liceo hay mas de un ejemplar y es
posible llevarlos a la clase. Los otros textos se encuentran en biblioteca y hago referencia a

ellos para que los alumnos concurran a consultarlos.
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Profesor 5:

1. No se si debe estar en este afio 0 en otro, esta respuesta depende de todo el curriculo de
secundaria. Asi como esta planteado creo que podrian realizarse aproximaciones al concepto

a partir de cuarto afio, para luego en sexto poder trabajar tambiéen la definicion.

2. La tradicional ¢-6

3. Varios ejemplos, en registros tabular, gréfico y analitico-algebraico

4. ;Propone alguna actividad en torno al concepto de limite previo a introducir la definicion?
Si.

5. No

6. Dificultades:
- El uso de cuantificadores y simbolos matematicos

- La relacion entre la idea asociada a limite y la definicién

7. Segun los programas vigentes el estudiante que no “deberia entender” los teoremas que se
demuestran si no ha incorporado dicha definicion.

Claro que si el estudiante aprende de memoria la demostracion de estos teoremas no parece
necesario haber entendido la definicion, en muchos casos la repiten sin entender, o dar

significado, al concepto en juego.

8. No podria determinar un tipo de preguntas que el estudiante no responda, o lo haga

errobneamente por no manejar la definicion de limite

9. Como lo escribi antes, segin nuestros programas se deberian trabajar teoremas cuya

demostracioén se basa en la utilizacién de la definicién de limite.

10. En general les propongo que consigan libros que trabajen los temas del programa y de

esta forma poder tener contacto con distintos enfoques del tema.
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Profesor 6:
1. Considero que es muy importante este tema en 6° afio por esencialmente por dos razones:
1) porgue es un concepto matematico previo a todo curso de matematica universitario

2) porque es un concepto formativo ya que requiere desarrollar un nivel de abstraccion

elevado que luego se incorporara para cualquier tipo de razonamiento.

2. Envio la definicidn en el archivo adjunto, es la Gnica que conozco, puede que la plantee en
forma mas o menos formal, pero como definicidn es la Unica que conozco. [En el archivo se
presenta la definicion Epsilon-delta, primero con valores absolutos, mas adelante aparece un
grafico ilustrativo con una funcién en un par de ejes cartesianos y los correspondientes
entornos alrededor del limite L y del punto considerado p “de acumulacion” del dominio. Por
ultimo se observa sobre las equivalencias de la definicidn, escribiéndola con intervalos y con

entornos.]

3. Presento ejemplos como para introducir la definicion y presento ejemplos luego de la
definicion. En general los previos a la definicion son en contexto grafico y tabular, los
posteriores suelen ser analiticos-algebraicos.

4. Si, la siguiente:

Un profesor propuso que se hiciera un trabajo sobre una cierta funcién, cuya gréfica entrego
fotocopiada. Eva no pudo asistir a clase y le pidi6 a su amiga LUa que le dicte dicho trabajo, entre los
cuales esta la funcidn. Esta es la descripcion que hace Eva a Lua: ““La grafica empieza cuando x vale
0 donde y vale 2.... Si, eso es, arranca del punto (0,2) hacia la derecha subiendo, sigue subiendo y
pasa por el punto (3,4) y sigue sube cada vez mas répido. La x se acerca a 5 pero no llega a valer 5y,
mientras tanto, la'y crece mas y més hasta que sale del papel por arriba.... Si pero fijate bien que eso
ocurre sin que la x llegue a valer 5, pero se acerca mas y mas, de modo que cuanto méas sube la y mas
cerca esté x de 5.

A partir de 5 pasa al contrario, que | a curva viene de abajo y sube. Corta al eje X en el punto 8 y
sigue subiendo hasta el punto (12,4) a partir del cual empieza a bajar, pero cada vez mas despacio...
NO, no... Despacio la y; la x sin embargo, avanza rapidamente de modo que la curva se prolonga
hacia la derecha bajando poco a poco, sin tocar la X pero acercandose mucho a él. Si, casi se

confunde con el eje X pero no llega a tocarlo. Bueno, jCosas de curvas!”

5. No realizo una actividad especialmente para promover el uso de los cuantificadores, si
hago hincapié desde el principio del curso en sus diversos usos Yy contextos, y doy espacios

para que los alumnos puedan exponer la solucion de ejercicios que los requieran para tener
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instancias explicitas de correccidn del correcto uso de los cuantificadores y de la forma de

expresarse en lenguaje simbdlico y l4gico.

6. La dificultad mas notoria es de lenguaje, creo que les cuesta mucho mucho el lenguaje
simbdlico més que la comprension conceptual de la definicion de limite puntual. En algunos
casos hay dificultades de conceptos previos no incorporados, como por ejemplo, el no tener
bien clara la definicion de funcién, mas la dificultad mas comun con respecto a la definicién
de limite puntual es la de tener que desarrollar un cierto nivel de concentracion para leer en

lenguaje simbdlico.

7. Suponiendo que no entiende ni la nocion intuitiva de limite creo que los mayores

obstéculos serén:
1) El de no entender la interpretacion y el porqué de los calculos que realiza al respecto.
2) No podra comprender el concepto de continuidad, derivabilidad, etc.

8. Preguntas:

1) ¢Si una funcién no tiene limite en un punto significa que no esta definida en ese

punto?

2) ¢ Tiene que estar definida una funcion en un punto para poder calcular el limite en

ese punto?

9. Ninguna, creo importante dar la definicion formal en un curso de 6° afio a modo de
desarrollar un cierto nivel de abstraccion. En los hechos, desde cuarto se maneja la definicién
de limite en forma intuitiva, usando la notacion habitual y realizando célculos a partir de un
grafico. Me parece importante ademas que realmente sea asi, 0 sea, que la definicion formal
sea lo ultimo, que llegue luego de haber trabajado intuitivamente con esa definicion y luego
de haber realizado muchos ejercicios de calculo de limites previamente. En la reformulacién
la primera aproximacion a la definicion de limite se supone que es en cuarto,de no ser asi,
quienes elijan orientacion cientifica la tendran en el curso de matematica Il en el tema
sucesiones. Quienes hoy llegan a 6° afio opcién fisico matematica, ya saben calcular limites

de sucesiones.

10. Libros:
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1) Matematica Bachillerato. Volumen 1, 2 y 3. De Guzman, Colera y Salvador. Editorial

Anaya. Madrid, Espafia.

2) A matematica do ensino medio. Lages Lima, Pinto Carvalho, Wagner, Morango.

Sociedade Brasilera de Matematica, Rio de Janeiro, Brasil.

Profesor 7:

1. Creo que si es importante la presencia del contenido “concepto de limite” en el curso de 6°.
Pero no estoy de acuerdo en relacion a la forma en que usualmente se encara. Creo que se
confunde “concepto de limite” con “definicion formal de limite”, por lo cual se centran los
esfuerzos en el manejo de la definicion y no en el concepto. Algo muy similar sucede con la
adquisicion del concepto de las operaciones y los algoritmos de esas operaciones en primaria,
y el concepto de ecuacién y los métodos de resolucion de una ecuacidn en secundaria entre

otros.

El concepto de limite es importante como herramienta de interpretacion y de modelizacion y

eso va mas alla de su definicion formal.

2. Trabajo con la definicion Epsilon-delta, pero la presento bajo diversas formas que elijo en

funcidn del curso y del grupo.

3. Inicio trabajando con ejemplos haciendo uso de tablas para determinar comportamientos.
Intento luego generar la necesidad de un método mas practico y menos tedioso. En general
tiendo a que sean ellos quienes aporten ideas y en base a ellas (aceptando lo util y
descartando el resto) ir acercandome al concepto. Por lo general surge bastante clara la
necesidad de que la gréfica de la funcion se pueda colocar en un rectangulo (una idea similar
a la del libro “El rincén de la pizarra™)

A partir de eso se discute que significa “estar tan cerca como se quiera de algo” y se redacta
en lenguaje coloquial la idea surgida. Luego se escribe en bloques esa redaccion que
posteriormente se traduce al lenguaje matematico. Trabajo simultaneamente con las ideas de
entorno, intervalo y valor absoluto, porque generalmente surgen de la discusion las tres ideas,
aunque en algunos casos no muy formalmente, y debo dedicar tiempo a su formalizacion.
Finalmente les entrego un repartido con las ideas que generaron el proceso para que durante

el desarrollo anterior no tengan que anotar nada.
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4. En general trabajo con algun ejemplo de modelizacion de una situacidn concreta cualquiera
(por ejemplo el funcionamiento de un anestésico odontoldgico) y a partir de ello veo la
necesidad de determinar continuidad, crecimiento, concavidad (sin definir nada formalmente)
y de lo bueno que es tener una aproximacion a la expresion algebraica de la funcion. Luego
repaso las funciones que ellos conocen y cuya representacion grafica tiene “forma definida”
(lineal, cuadratica, holografica, logaritmica, exponencial).

Posteriormente planteo una funcién cualquiera (en general del tipo p(x)/q(x) con p y g de
segundo grado o mas si es factorizado) y les pido que ellos intenten dar una idea de su
grafico. Ellos en general pueden dar dominio y signo y luego se trancan. Engancho aca con
las tablas para ver que sucede cerca de los puntos de no existencia y en mas y menos infinito

como expuse en 3).
5. No especificamente lo hago cuando lo necesito para expresar en forma de signos algo.

6. Si no se genera la necesidad de la definicion y se va construyendo es casi imposible que
entiendan el porque introducirla y que tienen que ver el paratodo el existe y los demas

componentes de la definicion.

7. Creo que si no la entienden la repiten como “loro” por lo que da igual si se debe decir para
todo o existe y eso dificulta la posibilidad de generar imagenes adecuadas del concepto que
aporten a su conceptualizacion definitiva. Acarrea luego problemas al momento de analizar

cualquier concepto que se relacione con esta idea (derivabilidad, integracion, etc.).

8. En general trabajo bastante con la definicion de limite finito en un punto y luego los largo
a ellos a definir limite infinito en un punto y limite infinito para x tendiendo a més y menos
infinito. Los ayudo mostrando ejemplos de graficos donde eso ocurra y en general las
construyen sin dificultades. Luego les propongo ejercicios donde a partir de “un elemento
caracteristico” dado de un limite ellos deben reconstruir los otros dos. Llamo “elementos

caracteristicos” a: Iirg f (x) ==* , su gréfico, su definicion.
X—>

Aquellos alumnos que no han construido el concepto y lo hacen de memoria cometen muchos

errores lo que no sucede con el resto.
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9. Creo que por lo antedicho no veo dificultad en ese tipo de acercamiento.

10. En general les entrego fichas confeccionadas por mi para trabajar los temas del curso. No
obstante les recomiendo el Spivack, o el Giovaninni dependiendo de los alumnos y los
cursos. En particular con los cursos de ingenieria hasta el afio pasado iniciaba con limite de

sucesiones.

Profesor 8:

1. Definitivamente si: ensefia una nueva notacion y refuerza la idea y el concepto de nimero

real. Creo que es la frontera entre el “saber” calculo y poder “abstraer” calculo.

2. Me interesa la definicion de limite de sucesiones. Incluso es mas simple de comprender.
Si no es posible dar sucesiones, a partir de un intervalo (entorno) y su vecindad

manejamos el concepto de valor funcional junto con la teoria de medida:
X € Eays & a-o<x<a+o & X—a|] <o

3. Comienzo con un grafico bastante completo y “tabulo” el resultado. Luego lo explico
formalmente. También uso el concepto de velocidad instantdnea como limite de la

velocidad media.

4. Estudio del dominio de funciones racionales con denominador con una o dos raices; luego
con raices compartidas entre numerador y denominador. Incluso definimos funciones

“partidas” que se graficaran:

— si x=0 H Si X#2
Ejemplos: f: f(x)=1x g:9(x)=1 x-2
0 si x=0 4 si x=2
x> -4 .
—— SI X#2
h:h(x)=4 x-2
6 si x=2

5. No responde

6. Ninguna dificultad si nos dedicamos una o dos clases a interpretar los componentes de la

misma. Ejemplos de actividades:

¢ Hallar centro y radio del entorno (—%\/gj :
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e Resolver |x — 3| < 8 y representar solucion.
e Indicar Verdadero o Falso:
i) E*as=E* a5 UE* 45
i) Eas=E*as UE* 45
iii) (@-d,a+d8] Nn[a—58,a+d) =E,ys

7. Cuando el estudiante va a una clase particular no se le ensefia la definicién para que
pueda graficar, derivar, etc. Informalmente no le afecta. Pero si pretendo que se forme en
el sentido critico del saber y su “cabeza” se mantenga agil necesito algo de rigor teorico,

incluso formularle problemas sencillos tedricos.

Ejemplo: Hallar el coeficiente angular en x = 0 de la tangente a la curva y = f(x) = ¢

usando la definicién de derivada en un punto.

8. Podria plantear el calculo anterior luego de escribir la definicion de derivada como limite.
¢ Y si el limite existe y no es finito? Ejemplo: f(x) = Ix enx =0, ¢habra tangente en 0?

9. En 6° orientacion Derecho no hay problemas. Pero a estudiantes de Facultad de Ciencias
si les ensefio el manejo de esa definicion, incluso si puedo intento que aprenda a acotar.

Ejemplo:

Utilizar la definicion de lim x _, (3x + 2) = 8 para hallar los 6 correspondientes a & = 10%6¢ =
1073

En el futuro con el concepto de continuidad uniforme el alumno reforzara el conocimiento

abstracto.

10. Textos de Eduardo Giovannini y Luis Belcredi.
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Anexo 1V: Fichas de libros de texto

a) De antafio
Libro 1: Rey Pastor, 1962

Titulo: Elementos de Analisis algebraico.

Autor: Rey Pastor, J.

Editorial: Herederos de Julio Rey Pastor. Madrid.

Afio de la version analizada: 1962. (Primera edicion: 1917).

Plan de Estudios: ---

Resumen de los capitulos previos a la introduccion del concepto de limite:

e Numero natural: Capitulo I: Operaciones aritméticas fundamentales (Definicion del
conjunto de los numeros naturales a partir de la comparacion por coordinacion de todos los
conjuntos finitos, propiedades, operaciones). Capitulo II: Divisibilidad. Capitulo IlI:

Andlisis combinatorio.

e Numero racional: Capitulo IV: Operaciones, Capitulo V: Algoritmos de iteracion, Capitulo
VI: Matrices y determinantes, Capitulo VII: Expresiones y funciones algebraicas

(Polinomios).

e Numero real: Definicion (a partir de cortaduras de nimeros racionales), extension de las
operaciones adicion, multiplicacion, raices y potencias de exponente racional, limites de

sucesiones, potencias y logaritmos en el sistema real, calculo de limites, calculo de limites

indeterminados.

Resumen del capitulo dedicado al concepto de limite:

Es importante aclarar que solo se considera el concepto de limite de sucesiones, no de

funciones.

Capitulo VIIL.7: Numero Real. Operaciones elementales. Limites de las sucesiones de nimeros

reales.

a) Introduccién: se presenta directamente la definicion formal de limite finito de una
sucesion (sucesion convergente). Primero se escribe en forma coloquial y después en

forma simbolica introduciendo cuantificadores. A continuacion se presentan ejemplos.
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b) Tipo de definicién: métrica (primero en términos coloquiales, a continuacion en términos
simbolicos).

c) Secuenciacion:

Capitulo VII1.8: Limites de las sucesiones de numeros reales.

> Definicion y ejemplos de sucesion convergente a un nimero real.

» Limites infinitos de una sucesion.

> Propiedades de los limites finitos: conservacion del signo, comparacién, unicidad y
limite de la sucesion comprendida.
Sucesiones contenidas en otra.

Limites de sucesiones mondtonas.

YV V VYV

Limites de oscilacion.

> Criterio general de convergencia (de Cauchy).

Capitulo VII1.9: Calculo de limites.
» Operacion de paso al limite.
> Limite de la suma, del producto, del cociente, de logaritmos y potencias (teoremas

relativos.

Capitulo VII1.10: Calculo de limites indeterminados

» Limites de expresiones racionales.

A\

, i > 1Y
El nimero e (como limite de la sucesion (1+— ).
n

Limites indeterminados de potencias.
Formula de Stirling.

Convergencia de sucesiones deducidas linealmente de otra.

YV V V V

Aplicaciones del algoritmo lineal de convergencia.

d) Tipos de ejercicios y problemas: No se proponen. S6lo se proponen tres ejercicios al final
de toda la seccion de Numero Real (que estd compuesta de tres capitulos, y el limite
de una sucesion es sélo parte de uno de ellos) y los mismos no hacen explicita

referencia al concepto de limite.

Analisis conceptual:
La seccion del capitulo dedicada a la definicion de limite de sucesiones comienza con la

definicion formal de limite, en su version épsilon-ny, sin el uso de simbolos para los
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cuantificadores y con la utilizacion de intervalos simétricos. A continuacion se escribe la
misma con simbolos para los cuantificadores.

Mas adelante se presentan varios ejemplos de sucesiones convergentes y sus limites. Salvo el
primero, que es el de la sucesidon constante, en los otros cinco ejemplos se consideran
sucesiones en donde el limite no es alcanzado, y cuatro de ellas son monétonas. Pareceria que
es facil asi reforzar el obstaculo de que el limite de una sucesion convergente no es alcanzado
por sus términos, y que ademas estos se acercan “cada vez mas” al limite en cuestion.

No se presentan problemas ni ejercicios resueltos, ni tampoco ejercicios para que el
estudiante resuelva. No se presentan graficos de ningun tipo para la introduccién de la
definicion asi como tampoco para la ilustracién de los ejemplos o de los teoremas expuestos.

No se presentan ejemplos que contextualicen el concepto en situaciones extramatematicas.

Andlisis didactico-cognitivo:

En la Introduccién al libro el autor explicita que es un libro escrito especialmente para
alumnos del primer curso de Facultad de Ciencias, cualquiera sea su orientacion (Matematica,
Fisica, Quimica, Arquitectura...) y que dada la heterogeneidad de sus intereses, se penso en
una obra general que abarcara todos los temas necesarios para todas las orientaciones,
dejando al encargado del curso el papel de hacer hincapié en lo que cada alumno precisa mas
o exigirle a los estudiantes que mas lo necesitan una profundizacion en aspectos especificos.
El autor manifiesta también el interés especifico por “alcanzar el en lenguaje el grado de
concision y precision usuales en casi todos los libros extranjeros”, argumentando que muchos
de los libros extranjeros fracasaron en la ensefianza de la Matematica en Espafia por “las
dificultades que las inteligencias espafiolas encuentran en su lectura”. Es asi que se presenta
un libro en el que se pretende mostrar una exposicion sistematica del organismo de una
ciencia, l6gicamente encadenada. Se evitan intencionalmente detalles considerados por el
autor como superfluos o secundarios, relativos a la historia de la ciencia o disquisiciones
metafisicas. Se busca ir a la “esencia” del Analisis Algebraico.

Se entiende en este contexto la primera presentacion de la definicion de limite de una
sucesion en la que se evita el uso de cuantificadores pero inmediatamente se traduce la misma
a un lenguaje mas simbodlico y formal y se continda con el mismo, la ausencia de
representaciones graficas de ningln tipo y la falta de ejercicios o problemas propuestas, asi
como de preguntas abiertas. Existe una preocupacion por adoptar el método I6gico y no el

intuitivo.
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Sin embargo, el autor explicita en la Introduccion que en las explicaciones orales se pueden
aclarar los conceptos con representaciones graficas y mas aplicaciones en las clases préacticas.
La idea que subyace es la de una matematica ya hecha, externa al estudiante. Su rol es el de
comprender las definiciones y teoremas que le son presentados, y en este caso no hay, al
menos en el libro de texto, una preocupacion por aplicarlos en la resolucion de ejercicios. No
se presentan preguntas abiertas ni actividades de exploracion para construir conceptos.

Las capacidades que se pretenden desarrollar son: la construccion del conocimiento —en
particular del concepto de limite—- de una manera dirigida, adquisicion del lenguaje y
simbolismo propios del andlisis algebraico, conocimiento de los teoremas relativos a
acotacién, conservacion del signo y operaciones entre sucesiones, conocimiento del
mecanismo de las demostraciones deductivas con métodos analiticos y el desarrollo de
algoritmos para el célculo de limites de expresiones algebraicas.

Si bien existe una voluntad expresa de introducir el concepto de limite en forma coloquial y
explicitando cada paso, después de enunciada la definicion se procede al desarrollo de todas
las propiedades relativas y sus demostraciones sin intercalar ejemplos o ejercicios resueltos

que den cuenta del objetivo del mismo.

Andlisis fenomenoldgico:

No hay referencias a fendmenos que puedan ser organizados mediante el limite y que sean
exteriores a la propia matematica. La matematica se encierra en si mismay se explica por ella
misma. Se observa un deslizamiento hacia aspectos puramente formales en los que se ha

perdido la vinculacion de los conceptos con su significado.
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Libro 2: Rey Pastor, Pi Callejay Trejo, 1952
Titulo: Analisis Matematico.

Autor: Rey Pastor, J., Pi Calleja, P. y Trejo, C. A.

Editorial: Kapelusz. Buenos Aires.

Afo de la version analizada: 1952.

Plan de Estudios: ---

Resumen de los capitulos previos a la introduccion del concepto de limite:

e Capitulo I: Fundamentacion del namero racional. Introduccién de estructuras logicas,
diversas fundamentaciones del namero natural y propiedades, definicion, propiedades y
operaciones del nimero entero, simbolos numeéricos y operatorios, polinomios, divisibilidad
numérica, definicion de nimero racional y operaciones definidas sobre el conjunto de los

racionales.

e Capitulo II: ElI numero real y el nimero complejo. Concepto de nimero real, sucesiones y
propiedades, potencias y logaritmos definidas en el contexto de los nimeros reales, concepto

de numero complejo, potencias y raices en el campo complejo.

e Capitulo 111: Combinatoria y Algebra lineal. Analisis combinatorio, potencias de binomios

y polinomios, determinantes, calculo de matrices, sistemas de ecuaciones lineales.

e Capitulo IV: Algoritmo algebraico. Principio e identidad entre polinomios, operaciones
racionales, divisibilidad algebraica, ceros de polinomios de una variable, teorema
fundamental del algebra, descomposicion factorial, resolucion elemental de ecuaciones por

radicales.

Resumen del capitulo dedicado al concepto de limite (primero en sucesiones y después en el

contexto de las funciones):

e Capitulo V: Limite aritmético. Definicion de limites finitos e infinitos en sucesiones,

propiedades, calculo y series numeéricas.

e Capitulo VI: Las funciones reales y la continuidad. La nocion de funcion. Vale destacar que
la definicion que se presenta difiere a la que se presenta en los libros de texto actuales, ya

gue se admite que un valor de la variable independiente tenga mas de un correspondiente:
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““Se dice que una variable y es funcién de otra variable x, cuando a cada valor de x (dentro
de un conjunto X Ilamado campo de variacion de x) corresponde un valor determinado de y
(funcion uniforme) o varios valores de y (funcion multiforme).” (Rey Pastor et al., 1952, p.
356).

e Capitulo VI: Las funciones reales y la continuidad. El limite funcional. Definicién,
propiedades, infinitesimos, célculo de limites, limite infinito y en el infinito, forma
topolodgica de la definicion de limite, criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy, limites

de oscilacion, limite aritmético y limite funcional.

e Capitulo VI: Las funciones reales y la continuidad. Nocidn de continuidad y propiedades de

las funciones continuas.

a) Introduccién del concepto en el ambito funcional: Menciona que “el concepto de limite
de una sucesion de numeros tiene uno similar y tanto 0 mas importante que él: el limite de
una funcion f(x) cuando la variable x tiende a un valor dado”. (Rey Pastor et al. 1952, p.
372). Brinda en primer lugar una presentacion inspirada en la definicion de Cauchy
(1821), con expresiones como “arbitrariamente pequefio” o “suficientemente proximo a”.
Después de brindar una serie de ejemplos que ilustran el significado de dichas
expresiones, procede a una definicion en términos de &-d.

b) Tipo de definicién: métrica, considerando la distancia del valor absoluto y expresandola
también en términos de entornos simétricos. A continuacion se presenta una
interpretacion grafica de esta definicion. Méas adelante, en un apartado posterior, se
presenta una definicién topoldgica de limite funcional, en términos de entornos que no
dependen de una distancia predefinida.

c) Secuenciacion:

> Definicion y ejemplos de limite funcional finito.

> Interpretacion grafica. Se presentan varios ejemplos.

> Propiedades de los limites: conservacion del signo, comparaciéon y limite de una
fundon comprendida entre otras dos que tienen igual limite.

Infinitésimos. Definicion y propiedades algebraicas.

Célculo de limites. Propiedades algebraicas.

Limite infinito y en infinito. Definicidn e interpretacion grafica.

Forma topologica de la definicion de limite.

YV V. V VYV V

Criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy.
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» Limites de oscilacion.
» Limite aritmético y limite funcional. Teoremas que vinculan el limite funcional con el

limite en sucesiones.

d) Tipos de ejercicios y problemas: Se proponen cinco ejercicios de aplicacion directa de la
definicion de limite (demostracion de que un limite es, o no, un numero dado y célculo de
los 6 correspondientes a un € dado), cuatro ejercicios de aplicacion de infinitésimos y
nueve ejercicios de calculo de limites aplicando propiedades algebraicas y propiedades
vistas en el capitulo. No se proponen preguntas abiertas ni situaciones problematicas en

contextos extramatematicos.

Andlisis conceptual:

Se introduce la nocidén de limite funcional como un concepto similar al tratado previamente
de limite de una sucesién. Se presenta una nocion coloquial, inspirada en la de Cauchy (1821)
y despueés de una serie de ejemplos se introduce la definicion en términos de &-8. En ninguno
de los cuales se utilizan cuantificadores, parece evitarse la introduccion de simbolos l6gicos.
Mas adelante se presentan tres ejemplos con su correspondiente interpretacion grafica. En los
tres ejemplos el célculo del limite es en un valor de x que no pertenece al dominio de la
funcion, el limite es presentado como una herramienta que permite analizar el
comportamiento de la funcion en entornos de puntos que no pertenecen al dominio.

Se proponen ejercicios y ejemplos, pero no se presentan problemas resueltos ni ejemplos que

contextualicen el concepto en situaciones extramatematicas.

Andlisis didactico-cognitivo:

En la Introduccién al libro el autor explicita que es un libro escrito especialmente para
alumnos del primer curso de Facultad de Ciencias, cursos preparatorios de estudios superiores
de Ingenieria o de doctorado en Fisica y Matematica, por lo que tiene una orientacion mas
especifica que el libro anteriormente analizado (Rey Pastor, 1962).

Se explicita a continuacion la importancia que se le otorga a la matematica como herramienta
para desarrollar el potencial racional: “Mas importancia que los resultados y casos en que
pueda aplicarse una formula matematica tiene la obtencion de nuevos métodos y la suma de
experiencias mentales con que va enriqueciendo nuestra facultad racional” (Rey Pastor et al.,
1952, p. XX).
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“Si por llegar rapidamente a las aplicaciones del Célculo infinitesimal, resucitamos antiguas
definiciones de curva, de tangente, de infinitésimo, de diferencial [...] todo debera descansar
en una fe ciega y aceptarse como dogma, sin que sea posible desarrollar y despertar el espiritu
critico” (Rey Pastor et al., 1952, p. XX). Esta cita explica la necesidad que el autor siente de
estructurar el Calculo sobre el concepto de niumero desde el punto de vista algebraico y el

concepto de limite aritmético, con el objetivo de dotar de claridad y precision a su discurso.

Més adelante se pone de manifiesto la importancia que se da a la generalizacion en la
estructuracion de la teoria formal, ya que favorece una economia de esfuerzos y mayor
penetracion del conocimiento. Sin embargo, explicita que no se presentan los conceptos como
casos particulares de mas amplio grado de generalizacion y abstracciéon por considerarlo, a
decir de Pascal, “didacticamente equivocado, historicamente absurdo, conceptualmente
hipertrofico y cientificamente inutil” (Rey Pastor et al. 1952, p. XXI). En este tipo de

manifestaciones se vislumbra la intencionalidad didactica de la obra.

Se presenta un libro en el que se pretende mostrar una exposicion sistematica del organismo
de una ciencia, l6gicamente encadenada. Se evitan intencionalmente detalles considerados
por el autor como superfluos o secundarios, relativos a la historia de la ciencia o
disquisiciones metafisicas. Se busca ir a la “esencia” del Analisis Algebraico.

La idea que subyace es la de una matematica ya hecha, externa al estudiante. Su rol es el de
comprender las definiciones y teoremas que le son presentados, y en este caso no hay, al
menos en el libro de texto, una preocupacion por aplicarlos en la resolucion de situaciones
problematicas. No se presentan preguntas abiertas ni actividades de exploracion para
construir conceptos.

Las capacidades que se pretenden desarrollar son: la construccion del conocimiento —en
particular del concepto de limite—- de una manera dirigida, adquisicion del lenguaje y
simbolismo propios del andlisis algebraico, conocimiento de los teoremas relativos a
acotacién, conservacion del signo y operaciones entre funciones, conocimiento del
mecanismo de las demostraciones deductivas con métodos analiticos y el desarrollo de

algoritmos para el célculo de limites de expresiones algebraicas.

Anélisis fenomenologico:
No hay referencias a fendbmenos que puedan ser organizados mediante el limite y que sean

exteriores a la propia matematica. La matematica se encierra en si mismay se explica por ella

Mag. Verdnica Molfino Vigo 189



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemolégico

misma. Se observa un deslizamiento hacia aspectos puramente formales en los que se ha

perdido la vinculacion de los conceptos con su significado.

b) Actuales

Libro 1: Giovannini, 2001

Titulo: Matemética A para 6° afio. Funciones reales.

Autor: Giovannini, E.

Editorial: Tradinco

Ao de edicion: 2001 (42 edicion, 12 edicion: 1998)

Plan de Estudios: Plan 1976

Resumen de los capitulos previos a la introduccion del concepto de limite:

e Prefacio: En este apartado se propone una posible organizacién para la utilizacion del libro

en el curso tedrico y en el practico —en forma diferenciada—. Desde esta primer

aproximacion al libro se presenta al limite de una funcion como eje transversal del curso.

e Capitulo I: NUmeros reales. Axiomatica y definicion de los diferentes subconjuntos

(naturales, enteros e irracionales). Definicion de potenciacion y logaritmacion, propiedades

operatorias y de monotonia.

e Capitulo II: Entornos, intervalo, distancia. Definicion y notacion.

e Capitulo Ill: Funciones. Definicion y operaciones. Paridad e imparidad.

e Capitulo IV: Continuidad. Se manejan tres definiciones:

1.

Definicion coloquial — intuitiva con apoyo grafico. Cumple un rol de
introduccion al concepto, se manejan términos como “tan cerca de” o
“suficientemente préximo” y se alerta sobre la necesidad de precisarlos.
Definicion coloquial — formal con apoyo gréfico.

Definicion simbdlica - formal pero utilizando version verbal de
cuantificadores en lugar del simbolo. Se manejan equivalencias entre la

definicion métrica y topoldgica (entornos, valor absoluto, desigualdades).
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Resumen de los capitulos dedicados al concepto de limite:

Capitulo V: Limites.

a) Introduccién: a través del analisis de dos ejemplos en los que la funcidn es discontinua en
un punto (en un caso el punto no esta en su dominio y en el otro si esta pero su imagen
no coincide con el limite). Existe una intencidn constructiva y después se presenta la
definicién formal.

b) Tipo de definicion: topologica (utiliza entornos simétricos) y métrica, planteandolas como
equivalentes.

c) Secuenciacion:

» Ejercicios introductorios.

Def de limite.

TM 1: Relacion entre continuidad y limite.

Comentario sobre la definicion de limite (de Courant y Robbins)

TM 2: Unicidad del limite.

TM 3: de acotacion de la funcion por cotas del limite

TM 4: Conservacion del signo.

TM 5: Condicion suf de limite cero.

TM 6: limite del valor absoluto de una funcidn.

TM 7: 2° de acotacion.

TM 8: Limite de la funcion comprendida.

YV V.V V V V V V V V V

En el Capitulo VI se presentan TM de la funcion suma, producto y cociente,
extendiendo los resultados a funciones polindmicas, exponenciales con exponente

natural y racionales (cociente de opolindmicas).

d) Tipos de ejercicios y problemas:
> Probar que el limite de funciones dadas es un real dado (se trabaja con funciones
polindmicas de grado 1y 2).
» Calculo de limites utilizando teoremas de operaciones entre funciones.
» Célculo de limites de funciones racionales en puntos de su dominio.

» Demostraciones de propiedades (se presentan como optativos).
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Andlisis conceptual:

Se presentan dos ejemplos en los cuales el limite en el punto estudiado existe pero no
coincide con la imagen de la funcion en dicho punto. A continuacion se presentan
definiciones del concepto: primero intuitiva y coloquial, después formal y coloquial y por
ultimo formal y simbolica, presentando las equivalencias entre diferentes maneras de expresar
los entornos (definicion métrica).

No se presentan problemas ni ejercicios resueltos, si se proponen ejercicios al final del
capitulo. Se presentan graficos alusivos a los ejemplos introductorios pero no a la definicién
general. En la demostracion de los teoremas 2 y 3 se presentan esquemas que explican el
comportamiento de la funcién en entornos del limite. En el resto de los teoremas no se
presentan representaciones graficas o simbolicas de ningudn tipo.

No se presentan ejemplos que contextualicen el concepto en situaciones extramatematicas.

Andlisis didactico-cognitivo:

En el Prefacio el autor explicita el caracter didactico del libro: pretende ser un apoyo para los
estudiantes que cursan el ultimo afio de Educacion Secundaria, quienes se estan introduciendo
en el estudio de funciones de variable real. Se evita explicitamente el uso de cuantificadores y
el formalismo excesivo, se pone énfasis en la introduccién intuitiva de los conceptos a traves
de ejemplos.

El desarrollo es secuencial, con un transito de lo intuitivo a lo formal. La idea que subyace es
la de una matematica ya hecha, externa al estudiante. Si bien se presentan los conceptos a
través de ejemplos y con un lenguaje coloquial, el rol del estudiante es el de comprenderlos,
memorizarlos y aplicarlos en la resolucién de ejercicios —con especial énfasis en la practica
algoritmica en el caso del limite—. No se presentan preguntas abiertas ni actividades de
exploracién para construir conceptos.

Las capacidades que se pretenden desarrollar son: la construccion del conocimiento —en
particular del concepto de limite—- de una manera dirigida, adquisicion del lenguaje y
simbolismo propios del anélisis, conocimiento de los teoremas relativos a acotacion,
conservacion del signo y operaciones entre funciones, acostumbramiento al mecanismo de las
demostraciones deductivas, aplicacion de la definicion y propiedades a la resolucion de
ejercicios y el desarrollo de algoritmos para el calculo de limites de expresiones algebraicas.
Si bien existe una voluntad expresa de introducir el concepto de limite en forma coloquial y

explicitando cada paso, después de enunciada la definicion se procede al desarrollo de todas
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las propiedades relativas y sus demostraciones sin intercalar ejemplos o ejercicios resueltos

que den cuenta del objetivo del mismo.

Anélisis fenomenologico:

No hay referencias a fendmenos que puedan ser organizados mediante el limite y que sean
exteriores a la propia matematica. La matematica se encierra en si mismay se explica por ella
misma. Los pocos ejemplos que se presentan son referidos a funciones racionales, se observa
un deslizamiento hacia aspectos puramente formales en los que se ha perdido la vinculacién

de los conceptos con su significado.

Libro 2: Belcredi, Deferrari y Zambra, 2001

Titulo: Introduccion al analisis matematico.

Autores: Belcredi, L.; Deferrari, M. y Zambra, M.

Editorial: Ediciones de la Plaza.

Ao de edicion: 2001

Plan de Estudios: Plan 1976

Resumen de los capitulos previos a la introduccion del concepto de limite:

e Prologo: Se explicitan objetivos, se presentan sucintamente los diferentes capitulos y se

justifica su organizacion.

e Capitulo I: NUmeros reales. Presentacion axiomatica segun progresion expuesta por Robert
Bartle.

e Capitulo 1l: Las funciones logaritmo Yy exponencial. Definicion, propiedades Yy

representacion grafica. Introduccion del nimero e.
e Capitulo Ill: Sucesiones. Definicion, monotonia, acotacion, aritméticas y geometricas.

e Capitulo IV: Limites de sucesiones. Definicion, convergencia y divergencia, propiedades
algebraicas, conservacion del signo, propiedades especiales para sucesiones mondtonas,

subsucesiones, equivalencia, limites tipo, infinitésimos e infinitos, comparacion de érdenes.

e Capitulo V: Definiciones, notacion, vocabulario, representacion gréfica, operaciones,
acotacion, composicion, biyectividad, funcion inversa, paridad, imparidad, simetrias,

periodicidad
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Resumen de los capitulos dedicados al concepto de limite:

Capitulo VI: Limites de funciones.
a) Introduccidn: se explicita que si bien a través de un teorema se pueden “traspasar” todos
los teoremas vistos para sucesiones al universo de las funciones, en este capitulo se

desarrolla la teoria en forma independiente. Se estudia el comportamiento de la
. 1 . , .,
funcion f:f(x) = —1en el intervalo (0,1] a través de una tabla y de la representacion
+

grafica. Se define limite ‘por la derecha’ y ‘por la izquierda’
b) Tipo de definicion: métrica, utilizando s6lo la notacién de valor absoluto.
c) Secuenciacion:

» Ejemplo introductorio

Definicion de limite por la derecha y por la izquierda de un punto.
Definicion de limite finito en un punto. Ejemplos y ejercicios.
Propiedades de los limites: unicidad, acotacion.
Operaciones algebraicas.

Limites infinitos.

YV V V VYV V V

Orden: conservacién del signo, teorema de la funcién comprendida,
divergencia por comparacion con una funcion divergente.

Operaciones con limites infinitos.

Limite de la funcion comuesta.

Funciones equivalentes.

Teorema “de pasaje” (entre sucesiones y funciones).

YV V. V VYV V

Ramas infinitas y asintotas. Plan de estudio y cuadro sintético.

d) Tipos de ejercicios:
> Probar que el limite de funciones dadas es un real dado (se trabaja sélo con una
funcidén polinémica de primer grado, una de segundo y una funcién racional).
» Célculo algoritmico de limites (13 de los 18 ejercicios del capitulo)
> Determinacion de ramas infinitas y asintotas de funciones dadas (5 ejercicios
restantes).
> No se proponen ningln tipo de problemas vinculados con alguna otra rama de la

matematica o alguna otra parte del curso ni con situaciones extramatematicas.
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Andlisis conceptual:

Se introduce el concepto de limite a través de un ejemplo de una funcién de variable real
contemplando las representaciones tabular y grafica. Se presenta la definicion métrica formal
(e-0) utilizando exclusivamente la notacion de valor absoluto, acompanada de graficos
representativos y la version “verbal” de la definicion (escribiéndola sin utilizar simbolos).

Se desarrollan tres casos particulares: el primero consiste en intuir el limite de una funcién

racional en un punto que no pertenece a su dominio y utilizar la definicion de limite para
. . ., 1

demostrarlo. El segundo se refiere al comportamiento de la funcion f(x) = x.sen— en un
X

entorno del 0 y el dltimo a las funciones constantes.

Se presenta la negacion de la definicion en forma formal simbolica, verbal y con una
representacion grafica. En la demostracion de las propiedades de acotacion y algebraicas no
se presentan representaciones graficas.

No se presentan ejemplos que contextualicen el concepto en situaciones extramatematicas.

Andlisis didactico-cognitivo:

El libro es presentado por el autor como un curso de matemaética preuniversitaria, destinado a
estudiantes de ese nivel educativo. En el Prologo explicita tres objetivos: acercar al estudiante
herramientas y técnicas necesarias para resolver los ejercicios y problemas del curso (en
particular menciona el calculo de limites), desarrollar los conceptos a partir de su aspecto mas
intuitivo o geométrico hasta lograr una version formal, rigurosa pero sin excesivos
formalismos, y por ultimo un fin propedéutico para futuros estudios en matematica.

El desarrollo es secuencial, con un transito de lo intuitivo a lo formal. La idea que subyace es
la de una matematica ya hecha, externa al estudiante. Si bien se presentan los conceptos a
través de ejemplos y con un lenguaje coloquial, el rol del estudiante es el de comprenderlos,
memorizarlos y aplicarlos en la resolucién de ejercicios —con especial énfasis en la practica
algoritmica en el caso del limite—. No se presentan preguntas abiertas ni actividades de
exploracién para construir conceptos.

Las capacidades que se pretenden desarrollar son: la construccion del conocimiento —en
particular del concepto de limite—- de una manera dirigida, adquisicion del lenguaje y
simbolismo propios del anélisis, conocimiento de los teoremas relativos a acotacion,
conservacion del signo y operaciones entre funciones, acostumbramiento al mecanismo de las
demostraciones deductivas, aplicacién de la definicién y propiedades a la resolucion de
ejercicios y el desarrollo de algoritmos para el calculo de limites de expresiones algebraicas.
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Si bien existe una voluntad expresa de introducir el concepto de limite en forma coloquial y
explicitando cada paso, después de enunciada la definicion se procede al desarrollo de todas
las propiedades relativas y sus demostraciones sin intercalar ejemplos o ejercicios resueltos

que den cuenta del objetivo del mismo.

Andlisis fenomenoldgico:

No hay referencias a fendmenos que puedan ser organizados mediante el limite y que sean
exteriores a la propia matematica. La matematica se encierra en si mismay se explica por ella
misma. Los pocos ejemplos que se presentan son referidos a funciones racionales, se observa
un deslizamiento hacia aspectos puramente formales en los que se ha perdido la vinculacion
de los conceptos con su significado.

Si bien en el Capitulo Il (funcion exponencial y logaritmo) se manejan muchas situaciones

extramatematicas, estas no son retomadas para el estudio del concepto de limite.

c) “Apuntes” de Profesor para Formacion Docente

Titulo: Analisis en una variable real. Nivel terciario.

Autor: de Olivera, F.

Editorial: No editado

Ao de la version analizada: 2008.

Plan de Estudios: 1986 y 2007

Resumen de los capitulos previos a la introduccion del concepto de limite:

e Comentarios y agradecimientos: El autor, profesor del curso de Analisis | en la carrera de
profesorado, explicita que este trabajo fue escrito para acortar la distancia entre estudiantes y
libros de texto. Presenta caracteristicas particulares de lo que él denomina “notas”: deben
leerse con una actitud activa (con lapiz y papel en mano para realizar figuras
representativas) y al final de cada capitulo se presentan ejercicios y problemas que pueden
resultar muy desafiantes y llevar varios dias para su resolucion. Explicita ademas las fuentes

bibliograficas que han servido de guia para el trabajo: Lages Lima, Kudriavstev y Piskunov.

e Capitulo I: Puesta a punto: funciones. Definicion, inyectividad y sobreyectividad, conjunto

imagen y contraimagen, composicion, funcion inversa, extension y restriccion, ejercicios.
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e Capitulo Il: Conjuntos finitos e infinitos. NUmeros naturales, conjuntos numerables,

numeros reales y ejercicios.

e Capitulo Ill: Sucesiones numéricas. Definicion de sucesion y sucesion acotada, creciente,
decreciente, ejemplos, limite, propiedades aritméticas de los limites, subsucesiones,
sucesiones de Cauchy, limites infinitos, comparacion de sucesiones infinitesimales o

infinitas (Grdenes), ejercicios.

e Capitulo IV: Series numéricas. Definicion de serie y de serie convergente, ejemplos,

propiedades generales, criterios de clasificacion, asociatividad y conmutatividad, ejercicios.

e Capitulo V: Topologia en R. Conjuntos abiertos y cerrados, conjuntos densos, puntos de

acumulacién y aislados, conjuntos compactos, ejercicios.

Resumen del capitulo dedicado al concepto de limite:

Capitulo VI: Limite de funciones.

c) Introduccién: se presenta directamente la definicion formal de limite finito en un punto.
Después de algunas observaciones se presentan ejemplos en funciones de primer y
segundo grado, exponencial y otras.

d) Tipo de definicién: con entornos de reales simétricos y métrica, considerando la distancia
del valor absoluto. Plantea que ambas son equivalentes.

e) Secuenciacion:

» Definicion y ejemplos de limite finito en un punto de acumulacion del dominio de una
funcion.

Teorema 1 “de pasaje” entre sucesiones y funciones.

Unicidad del limite.

Operaciones con limites (algebra).

Teorema 2 de acotacion de una funcion convergente en un entorno del punto.

Teorema 3 de comparacion de dos funciones con limite finito en un punto.

Teorema 4 del limite de la funcion comprendida.

Teorema 5: Criterio de Cauchy para la existencia del limite.

Teorema 6: limite de la funcién compuesta. Ejemplos.

Limite de restricciones. Definicidn de restriccion, teoremas relativos y ejemplos.

YV V.V V V V V V V V

Limites laterales. Definicion, teoremas relativos y ejemplos.
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> Limites infinitos y en el infinito. Definicién, teoremas relativos y ejemplos. “Tablas
de limite” donde se resumen los resultados algebraicos (si bien se presentan, se
explicita que no seran de utilidad en el tipo de ejercicio que se propone ya que no se
prioriza la practica algebraica de limites).

» Limite superior e inferior. No existencia del limite.

» Indeterminaciones: infinitésimos e infinitos, 6rdenes, equivalencia.

» Ejercicios.

f) Tipos de ejercicios y problemas:
> Probar que el limite de funciones dadas es un real dado (se trabaja con funciones
polindbmicas de grado 1, exponenciales, racionales y radicales).
> Probar los teoremas relativos al algebra de limites utilizando el teorema 1.
> Generalizar la demostraciones del limite en numeros reales para funciones

polindmicas, racionales, trigonométricas y logaritmicas.

A\

Calcular y probar el limite de las funciones f:f(x) = cosx y g:g(x) = Senx para x—0.
X

Probar no existencia de limites de otras funciones trigonométricas.
Generalizar propiedades de érdenes en infinitos para funciones polinémicas.

Trabajo con cuantificadores en la definicion formal de limite.

YV V V VY

Trabajo con limites laterales y limite de la funcion compuesta.

Analisis conceptual:

El capitulo comienza con la definicion formal de limite, en su version épsilon-delta, sin el uso
de simbolos para los cuantificadores y con la utilizacién de intervalos simétricos. A
continuacion se escribe la misma con simbolos para los cuantificadores, y se enuncian
definiciones equivalentes con el uso de distancia (a través del valor absoluto de la diferencia)
y del conjunto imagen del intervalo de centro en el punto considerado.

Maés adelante se presentan varios ejemplos de la demostracion de que funciones determinadas
tienen por limite numeros dados (se generaliza para las funciones polindmicas de grado 1y 2
y se analizan casos particulares de otras funciones).

No se presentan problemas ni ejercicios resueltos, si se proponen ejercicios al final del
capitulo. No se presentan graficos de ningun tipo para la introduccion de la definicion asi
como tampoco para la ilustracién de los ejemplos o de los teoremas expuestos. No se

presentan ejemplos que contextualicen el concepto en situaciones extramatematicas.

Mag. Verdnica Molfino Vigo 198



Procesos de institucionalizacion del concepto de limite: un analisis socioepistemolégico

Andlisis didactico-cognitivo:

Si bien en el capitulo dedicado a los comentarios el autor de los “apuntes’ los presenta como
medios para acortar la distancia entre los libros de texto y los estudiantes, en su presentacién
no se destacan grandes diferencias entre este trabajo y un libro de texto cualquiera dedicado
al tratamiento de esta tematica en el nivel universitario. Por poner un ejemplo, en la primera
presentacion de la definicion se evita el uso de cuantificadores pero inmediatamente se
traduce la misma a un lenguaje méas simbdlico y formal y se continta con el mismo. La
ausencia de representaciones graficas de ningun tipo es otro ejemplo del poco cuidado que
tienen los aspectos didacticos en el trabajo.

Incluso muchos de los ejemplos propuestos tienen por objetivo la generalizacion de
resultados mas que la profundizacion en el concepto en si. La idea que subyace es la de una
matematica ya hecha, externa al estudiante. Su rol es el de comprender las definiciones y
teoremas y aplicarlos en la resolucion de ejercicios. No se presentan preguntas abiertas ni
actividades de exploracion para construir conceptos.

Las capacidades que se pretenden desarrollar son: la construccion del conocimiento —en
particular del concepto de limite—- de una manera dirigida, adquisicion del lenguaje y
simbolismo propios del anélisis, conocimiento de los teoremas relativos a acotacion,
conservacion del signo y operaciones entre funciones, conocimiento del mecanismo de las
demostraciones deductivas con métodos analiticos, aplicacion de la definicion y propiedades
a la resolucion de ejercicios y el desarrollo de algoritmos para el célculo de limites de
expresiones algebraicas.

Si bien existe una voluntad expresa de introducir el concepto de limite en forma coloquial y
explicitando cada paso, después de enunciada la definicion se procede al desarrollo de todas
las propiedades relativas y sus demostraciones sin intercalar ejemplos o ejercicios resueltos
que den cuenta del objetivo del mismo.

Los ejercicios propuestos son de tipo no rutinario, lejos de enfatizarse el aspecto algoritmico
del concepto, se promueve la reflexién sobre los conceptos relativos al de limite con

actividades intramatematicas.

Anélisis fenomenologico:

No hay referencias a fendmenos que puedan ser organizados mediante el limite y que sean
exteriores a la propia matemaética. La matematica se encierra en si mismay se explica por ella
misma. Se observa un deslizamiento hacia aspectos puramente formales en los que se ha

perdido la vinculacion de los conceptos con su significado.
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Anexo V: Programas de Matematica

Todos los programas de Educacion Secundaria actuales y de planes anteriores d eUruguay se

pueden encontrar en la pagina

http://www.ces.edu.uy/ces/index.php?option=com content&view=cateqory&layout=blog&id
=89&Itemid=74 (23 de agosto de 2010)

Los analizados en la investigacion fueron:

Educacién Secundaria, Plan 1976:

Opcion Medicina:

http://www.ces.edu.uy/ces/index.php?option=com_content&view=article&id=965&Itemid=7
4 (23 de agosto de 2010)

Opcion Ingenieria, Matematica “A’:

http://www.ces.edu.uy/ces/index.php?option=com_content&view=article&id=982 (23 de
agosto de 2010)

Educacién Secundaria, Plan 2006:

Opcion Ciencias Bioldgicas:

http://www.ces.edu.uy/ces/images/stories/reformulacion06sextobd/mat6esbiol.pdf (23 de
agosto de 2010)

Opcion Fisico-Matematico, Matematica I

http://www.ces.edu.uy/ces/images/stories/reformulacion06sextobd/matlcienmat6.pdf (23 de
agosto de 2010)

Formacién Docente, Plan 2006, Analisis I:

http://www.depdematematica.org/ipa/sitio/file.php/1/portada/Programas Especialidad Mate

mtica.pdf (23 de agosto de 2010)
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Anexo VI: Entrevistas a docentes

a) Reportada en el apartado 5.2.2.3

12 de julio de 2009

Estimado Profesor

Soy Verdnica Molfino, no sé si me recuerda pero fui alumna suya de Analisis Il en el IPA.
Actualmente estoy cursando un Doctorado en Matematica Educativa y estoy enfocando la
investigacion de tesis en los procesos de institucionalizacion del concepto de limite. El
objetivo es explicar por qué ese concepto se ensefia hoy de la manera en que se hace, tanto a
nivel de Educacion Secundaria como en los primeros afios de Universidad.

Esto implica, entre otras cosas, hacer un "rastreo” de como se ha introducido el concepto en el
sistema escolar uruguayo.

Martin Sambarino me sugirié que me contactara con Ud, ya que por su experiencia
precisamente en los tres amitos (Secundaria, Formacion Docente y Universidad) podria
darme alguna pista al respecto. En principio tengo la idea de utilizar como eje a los libros de
texto que se han ido utilizando como referencia para los cursos, por lo que la informacion de
cuéles han sido esos textos seria para mi de gran ayuda, asi como si esas referencias han ido
variando a lo largo de los afios en su experiencia como docente. Le

agradeceria que me indicara aproximadamente en qué afios fue que Ud utilizaba esos textos
como referencia.

Se me ocurrid que podria ser mas practico para Ud contestarme por mail, pero si prefiere que
me contacte por teléfono o que incluso vaya hasta su lugar de trabajo puedo hacerlo con
gusto.

Agradeciendo desde ya la informacion que pueda brindarme,

saluda atte.

Verodnica Molfino
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14 de julio de 2009

Estimada Veronica:

he recibido su misiva.

No entiendo claramente qué significa "proceso de institucionalizacién del concepto de
limite". Si eso significa cuando se empez0 a ensefiar la definicion formal de limite (que
es obra de Weierstrass y su escuela, alrededor de 1850-1860), la verdad es que no lo
sé. Obviamente debe haberse empezado a ensefiar primeramente en la Ilamada
Facultad de Matematica, que era el nombre inicial de la Facultad de Ingenieria, pero
ignoro en que época se empezo a dictar un curso de Andlisis del estilo que ahora
conocemos.

Lo Unico que sé es que en la década del 50 (y muy posiblemente tambien en la del
40) se dictaban regularmente cursos en Facultad de Ingenieria y en Preparatorios para
Ingenieria (dependientes de Secundaria) en los cuales se usaba sistematicamente la
definicion épsilon-delta para limites.

En cuanto a textos los habia muy pocos. Recuerdo los de Rey Pastor: "Analisis
Algebraico” (hay mucha algebra, pero esta la definicion de limite de una sucesion; yo
tengo una edicién de 1953 pero es posible que hayan ediciones anteriores); "Teoria de
Funciones", y finalmente "Anélisis Matematico™ que es posterior a los dos anteriores. A
comienzos de 1960 se tradujo un libro de Hardy: "Lecciones de Andlisis Matematico™
(en inglés: "A first course on pure mathemetics", cuya primera edicion es de 1908 (') y
luego hubo otras posteriores).En este texto, que es un clasico y esta redactado en
forma mas didéactica que los de Rey Pastor, se describe y luego se redacta y utiliza la
definicion formal de limite.

Después de estos textos vienen, después de 1970, los textos que tu ya conoces: los
libros de Apostol, de Dieudonné, de Linés, ademas de traducciones de libros rusos,
franceses y americanos, etc.

Cuando yo estudié Andlisis en Secundaria me apoyé fundamentalmente en los
apuntes de clase y en juegos de apuntes a mimeografo de algunos de los principales
profesores del IAVA. Es muy dificil que haya recurrido a los libros que te mencioné (ni
nadie lo hacia ya que eran bastante diferentes al desarrollo de los cursos, que eran
bastante FUERTES).

Cuando empecé a dar clases de Analisis en el IPA habia ya una superabundancia de

textos, por lo que me limité a elegir, en cada tema, lo que me parecia mejor de cada
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uno.
Por ahora me detengo aqui. No sé si esto te servira para algo. Eventualmente la
seguiremos.
Saludos.

Firma del profesor

16 de julio de 2009

Estimado Profesor

Muchas gracias por la pronta respuesta. Efectivamente, parte de mi interés consiste en
indagar acerca de como se introdujo la ensefianza del concepto de limite en Uruguay. En
realidad me interesa analizar todo el proceso, como para explicar por qué es que ahora se
ensefia de la forma en que se hace, con una aproximacion bastante formal, incluso en los
cursos de Secundaria. Lo "raro™ de esta situacion uruguaya es que en muchos otros paises,
incluso aquéllos en los que tradicionalmente se ha "inspirado” la educacién matematica de
nuestro pais, se ha descartado ese tipo de aproximacién en los cursos en los que se presenta
por primera vez el concepto de limite (como seria nuestro curso de Matematica de 60 de
Secundaria). Si es comdn encontrar acercamientos formales y el tratamiento de la definicién
épsilon-delta en cursos Universitarios, pero no tanto en los preuniversitarios.
Por otro lado, lo de los "procesos de institucionalizacion™ viene también por el lado de
indagar acerca de como es que la comunidad matematica llega a esa definicién épsilon-delta
que, como Usted dijo, termina formulando Weierstrass de la manera en que hoy la
conocemos. Pero de eso ya me estoy encargando, es mas facil porque hay méas cosas escritas

que en la situacion uruguaya.

Busqué en el IPA los libros que menciona y encontré los dos ultimos de Rey Pastor, pero no
el "Analisis Algebraico”, asi que seguiré buscando por algin lado. De todas maneras lo que
mas me interesd de lo que me conto es precisamente lo que no se encuentra en los textos: los
apuntes de profesores del IAVA, por ejemplo, que creo que en si son toda una institucion, en
el sentido de que han formado escuela y fueron ejemplo durante mucho tiempo de como
debia ensefiarse el Analisis en Uruguay. Por un lado, queria preguntarle si existen aun en

algun lado alguna copia de esos apuntes, tal vez con el nombre de los profesores pueda
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encontrarlos.

Y por otro lado me surgen dos cuestionamientos: ¢Por qué es que los profesores del momento
insistian tanto con cursos tan FUERTES que ni siquiera los libros de texto que habia en el
momento se adecuaban a esos cursos? y ¢en que se basaban esos apuntes, es decir qué los

inspiraba: alguna influencia de la manera de ensefiar en algun otro pais, por ejemplo, 0 qué?

Bueno, le agradezco mucho toda la atencién hasta el momento y me seria de gran ayuda que
me ayudara a responder alguna de esas preguntas, ya que por su experiencia personal creo

que es de los profesores que puede hacerlo.

Saludos

Veronica
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20 de julio de 2009

Estimada Veronica:
1°) Los libros iniciales que te mencioné no eran utilizados usualmente como textos porque
no se conseguian en el kiosko de la esquina. La principal herramienta de estudio para el
tedrico eran los apuntes individuales que sacadbamos cada uno de nosotros. Los "Apuntes de
ciertos docentes"” se recomendaban como complemento de lo dado en clase. Algunos de esos
apuntes ni siquiera fueron confeccionados por el docente en cuestion. Por ejemplo existian
unos "Apuntes del Prof. Forteza" que fueron confeccionados por un grupo de estudiantes que
saco apuntes del curso de Forteza, luego los paso en limpio y Forteza le hizo una revisacion
final, y asi se imprimieron.
Con esto te estoy diciendo que los mismos no fueron redactados con una intencion
especialmente didactica sino como resumen de los temas dictados. Creo que lo mismo se
puede decir de los denominados "Apuntes del Prof. Ciganda™ (creo que de calidad inferior a
los anteriores). Existian también los "Apuntes de Vales". Estos son anteriores a los demés
(probablemente de los comienzos de los 50) y fueron redactados por el propio Vales. (no con
intencion didactica sino para incorporar temas que no se encontraban facilmente en los libros
que te mencioné). Quizas puedas conseguir algunos de estos apuntes en casa de algln

profesor o ingeniero viejo.

2°) Los apuntes gque te he mencionado no eran de nivel superior a los textos que te indique.
La razon de su aparicion era la facilidad en su obtencion (se vendian enfrente al IAVA) y en
que habia algunas diferencias de enfoque con los libros de Rey Pastor. Por ejemplo, era usual
comenzar el Analisis por el tema de sucesiones para pasar luego al de funciones y al de series,

lo que no ocurre con los libros que mencione.

3°) Respecto a por qué los cursos eran FUERTES hay varias explicaciones (y me voy a
referir Unicamente a los de Preparatorio para Ingenieria). En primer lugar los cursos de
matematica de Facultad de Ingenieria eran "fuertes desde fines de la década de los 30', y alli
no se daba limite de sucesiones ni funciones reales, sino funciones de varias variables,
funciones de variable compleja y ecuaciones diferenciales; el calculo diferencial de una
variable se dejaba para Preparatorios. Varios de los docentes de Preparatorios eran docentes

de la Facultad o habian sido estudiantes de Ingenieria.
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Esto llevo a dictar cursos de buen nivel en Preparatorios, lo cual era posible porque el equipo
decente era bastante homogéneo y a que el conjunto de estudiantes de Ingenieria y Ciencias
era REDUCIDO (los mismos concurrian al IAVA, al Bauzd y en menor nimero al Liceo
Francés, al  Aleman, al IUDEP vy al Seminario, debiendo los
estudiantes de los institutos privados dar los examenes en el IAVA). El caracter de
PREUNIVERSITARIO de los Preparatorios no estaba en discusion en ese entonces (no como
ahora que hay que "formar primero al ciudadano"). Desde luego que habia un afan exagerado
en "demostrar” casi todo lo que dictaba. El resultado de ello era que los estudiantes (como yo
mismo) al aprobar aquellos cursos saliamos con los conocimientos "atornillados” (tanto de
tedrico como de técnicas de resolucion de problemas) y no con un barniz facilmente borrable
como ahora.

Puede decirse que se dié una situacion que tiene algin parecido con la intervencion de J. P.
Varela en la educacion primaria, en plena dictadura de Latorre: como las condiciones para
elaborar la reforma escolar eran apropiadas, la misma se llevo a cabo y eso nos distancié de
varios  paises  sudamericanos 'y hasta de algunos europeos. En el
caso de Secundaria, la baja matricula y lo homogeneo de los cuerpos docentes permitié un
logro que no podra volver a ocurrir, a saber: aprovechar la edad de los 16 y 17 afios, cuando
el estudiante es ya capaz de ABSTRAER y de COMPRENDER UNA TEORIA FORMAL,
para obtener de él, en un momento de su vida en que su capacidad de
aprendizaje estd en un maximo, una importantisima formacién e informacion.
Cuando la matricula estudiantil crecid y se empezaron a dictar cursos de 5°) y 6°) en todos los
liceos del pais sin disponer de docentes adecuados, toda la situacion anterior decay6 y ahora

estamos en el pantano que todos conocemos.

Bueno, creo que ya he dicho bastante por hoy.
Adids y buena suerte.
Firma del profesor
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b) Reportadas en el apartado 5.2.2.5
ENTREVISTA CON PROFESOR 1

VIERNES 16 DE JuL10 DE 2010

V. ¢Hace cuanto tiempo que se recibi0? ¢Hace cuanto tiempo que se desempefia como

profesor de Matematica?

P. Te voy a dar varia informacién. Yo ingresé al Instituto® en el afio *78, te lo digo aunque
no me hayas preguntado, al segundo afio porque el plan nuevo de tres afios®* se inauguré en el
afio ’77, yo entré en el ‘78 practicamente lo estrenamos. Me recibi en diciembre del "82, dejé
dos materias para el final, para atras, entonces la generacion referente siempre es la de

ingreso y nunca la de egreso.

V. Claro

P. Y cumpli en marzo de este afio veintiocho afios de actuacion ininterrumpida en Secundaria,

con alguna incursién en algan liceo privado también, pero minima.

V. En particular, ¢hace cuantos afios que se desempefia como profesor del curso de Analisis

de sexto afio?
P. Ahi tengo que sacar la cuenta, hace muchisimos afios, tiene que hacer, por decirte algo,
mas de veinte afios, porque yo empecé con uno o dos practicos del Prof. Infantozzi que
trabajaba aca.

V. ;Acé en el Bauza?%

P. Aca en el Bauza, si, tiene que hacer si como veinte afios, no te puedo decir exactamente

pero...

L E| profesor se refiere al Instituto de Profesores “Artigas” de Montevideo.

22 E| profesor se refiere al Plan vigente en Formacién Docente desde 1977 hasta 1985. En 1986 un nuevo plan
sustituyo al de 1977 y volvi6 a consistir de cuatro afios, como era originalmente. Actualmente el plan vigente es
de 2008, también con cuatro afios de extension.

% El “Bauza” es un Instituto de Ensefianza Secundaria Publico de Montevideo.
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V. ¢Ininterrumpidos también?

P. Si, si. Después por supuesto yo heredé de alguna manera esos grupos porque viste que

quedan®*, otros profesores ya estaban estables en otros grupos.

V. Bueno, la idea es hablar un poco sobre los cambios de programas entre los anteriores y los
actuales del 2008. La primera pregunta es (cuales cambios le parecen a Ud. mas

significativos con respecto al programa de Analisis en la opcion Ingenieria?

P. El mas significativo de todos es la desaparicidn del tema “Sucesiones”, a mi me parece que
no debid haber sido; como una cosa realmente relevante, ;no? Porque no esta més... y a mi
me parece importante. Es mas, yo he visto... he tenido oportunidad de ayudar a personas que
han ingresado a Facultad de Ingenieria y ese tema se da por sobreentendido, por sentado, y
aparecen cosas que no...

De pronto la idea de haber sacado el tema, tal vez pasé por, pero yo creo que no se dio, por
una conjuncién de criterios con la Universidad, pero lo que yo he visto, estd bastante
divorciado. No estd muy emparentado... Si vos me dijeras, bueno: ‘dejen sucesiones que lo
damos nosotros en facultad, y hacemos un trueque, ustedes dan ecuaciones diferenciales, por
ejemplo, o dan integrales’... Pero yo no veo nada de eso, la Facultad sigue viento en popa,
como siempre, y este... Ese me parece el mas significativo de todos.

Y despues, te acoto que también me parece muy significativo, el tema de que las pruebas de
evaluacion se hayan transformados en tedrico-practicas, y no como eran antes tedricas por un
lado y practicas por otro. Que esa es una cuestion muy opinable, para mi menor, digamos, no
sé si hay alguna otra cosa...

Y, de alguna manera, yo te diria que una... la intencion de las autoridades, lo digo como
cambio, no digo ni que esté bien ni que esté mal, de no jerarquizar de alguna manera como se
jerarquizaba antes la parte tedrica. Yo no he tomado mucha postura en cuanto a eso, no he
pensado demasiado en eso. De pronto también la idea es que, yo que sé, se canalice mas el
curso hacia una parte practica aplicada, mas que a teorizar. No es de los aspectos que mas me
inquietan.

Ah, perddn, y el tema “series”, desaparecio.

2+ El profesor se refiere a que los grupos quedaron libres cuando el Prof. Infantozzi dejé de trabajar en el
Instituto de Educacion Secundaria “Bauzd”.
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V. ¢Y como le parece que eso afecta en la manera en que se propone el tema “limite de

funciones”? ¢Hubo un cambio en eso?

P. A mi me parece que se da. Se puede encarar el tema “limite de funciones” totalmente
independiente, no hay ningun problema, no hay drama con eso. El tema es la derivacion que
pueda tenerse para el tema “series”, ;no? Porque ya ahi, si no tenés sucesiones, no sé digo...
Por eso te digo, si no se encara por sucesiones, porque las series ¢qué son? Ahora para el
concepto de limite en si, a mi me parece, didactica y pedagégicamente hablando, que es mas
natural, no es que no pueda hacerse independientemente, pero es mas natural, verlo por el
lado de sucesiones en N, funciones con dominio natural, y después hacer una extrapolacion a

las funciones...

V. ¢ A través del teorema de pasaje?

P. A través del teorema de pasaje, claro. Me parece una via méas natural. No le veo nada de
que no se pueda encarar, porque es mas, de hecho, en los otros cursos®, de Medicina y eso,
eso lo encaras totalmente independiente y no pasa nada. Se puede, bien... me preocupa la

derivacion que pueda tener en otros temas.

V. Claro.

P. Y que naturalmente, no... me parece que no es el camino natural. Pero no deja de ser en el

ambito de la opinién.

V. Ahora, la manera en que planifica y lleva a cabo el curso, ¢se modifico respecto a la

manera en que lo hacia dos afios atras?2°

P. Si, tengo que confesar que si, con estas cargas horarias que nosotros tenemos y con las
pocas cosas que se pueden hacer, digamos, respecto a lo tradicional, se cambi6é muchisimo, ya

nomas la propuesta de los escritos es abismalmente diferente.

> E| profesor se refiere a cursos de sexto afio pero de otras orientaciones, como Medicina, Economia o
Arquitectura.
% Cuando el programa vigente era el correspondiente a 1976.
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V. ¢En qué sentido?

P. Ah! Yo te diria que en todos. Porque por ejemplo pongo partes tedricas con préacticas,
ademas, mucho maés reducido, ademas estoy dando el curso con muchisma pero muchisima
menos carga teorica, todo mucho al ejemplo, a la parte practica, este... con una muy
significativa poda de teoremas, por ejemplo, mucha menos cantidad de teorema, ir a dos o
tres teoremas grandes. Y, ya te digo, un cambio en la propuesta de los escritos, totalmente
mixtas con partes practicas y teoricas, al punto de que si los muchachos excluyen partes... a
veces uno se hace el loco, pero amenazarlos con que tienen que hacer partes tedricas, ya te
digo, por las parte de los teoremas, se ha podado mucho, para llegar rapidamente a conceptos
muy précticos. E inclusive, y vos lo sabés bien este afio, también poner problemas de
aplicacion, en temas, que, amparados en la libertad de catedra, ejercicios de aplicacion para

que... Eso, antes nada.

V. Y en particular, ¢se modifico la manera en que planifica y da el tema “limite de

funciones™?

P. No, basicamente no, especificamente la parte de limite de funciones no... siempre se hace
una introduccidn, pero no, basicamente no. Si la incorporacion, derrepente, de algin ejercicio

de aplicacion, a la concreta, pero no... la introduccion...

V. Y la parte de la demostracion de teoremas de algebra de limites?

P. No, no, en general no he hecho grandes modificaciones en general.

V. ¢lgual lo hizo a partir del teorema de pasaje?

P. Este, bueno, este afio digamos si, porque como dimos algo de sucesiones, pero en realidad
yo medio como que lo encaré igual medio aparte, como que corte, borrén y cuenta nueva,
para que no quedara justamente muy encadenado, hice borron y cuenta nueva. Perdon, mostré
igual las similitudes, entre una definicion y la otra. Te digo que este afio, si bien sucesiones
no esta en el programa, y acepto que no esta en el programa, a mi me parecié que habia

determinados conceptos basicos de sucesiones, como por ejemplo qué es una sucesion, la
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definicién de sucesion, y dar, por ejemplo, el concepto de limite de sucesion, el concepto®, la
definicion, y de repente dar monotonia, que es todo un tema, y dar el concepto de
subsucesiones, como definicion y ver qué pasa con los limites, eso lo di. No todo el
desarrollo, la operatoria de limites, la acotacion, todo eso no, di solo tres topicos grandes para
que puedan trabajar... incluso los ejercicios mismos son aplicaciones directas de la

definicion, no son nada...

V. La Ultima pregunta es ¢Por qué cree importante el tratamiento del tema “limite de

funciones” dentro del curso tal cual lo plantea?

P. A mi me parece que hay una cuestion realista. Digamos, uno puede pensar muchas cosas,
el concepto de limite capaz que hoy por hoy ya no se utiliza, pero a mi me parece que es un
concepto riquisimo, muy rico en si, y que aparece muchisimo, practicamente, si vas a definir
una derivada, ¢qué es? ;me entendés? Una integral... te aparece en todos lados.

De pronto, no habria que ser tan, ;cémo te puedo decir? No extenderse tanto en el tema, pero
me parece que es un tema de capital importancia y ademas en la Universidad nos piden,
entonces en la medida en que nosotros no hagamos una conjuncion con la Universidad, que
siempre nos hemos llevado a las patadas, la verdad... de pronto pueden decir “no den tanto de
limite, den sélo el concepto, la definicion, y nosotros nos encargamos de...” Pero a mi me
parece que el tema en si, es un tema muy rico, y que habilita justamente a muchas
definiciones posteriores, 0 sea que ni que hablar, si querés definir, si querés medio en serio,
derivadas... Todavia encima la derivada es indeterminada, es un limite indeterminado, asi
que algo tenés que decir, algo tenés que dar, algo tenés que... De pronto, reconozco, porque
el tema limite es un tema que si lo agarras, igual te lleva todo un afio, que el orden?®, que esto,
que la indeterminada, entonces de repente puede resultar excesivo. Muchas veces me
cuestiono, por ejemplo limites con radicales: ;donde aparece? Viste que después en los
hechos eso queda como medio... Y por ejemplo si das 6rdenes de infinitos, la parte de
infinitésimos, después las funciones que se proponen, no tienen esos limites aislados con
Ordenes, tan complejos, pero es un tema, que inclusive comparandolo con las otras
especialidades en las que doy el tema, Medicina por ejemplo, das limites tipo,
indeterminados, das lo otro, pero nada mas que a los efectos de ver si saben aplicar férmulas.

Que no me parece mal tampoco, que sepan aplicar bien una férmula, de hecho no ves

2" La cursiva indica que el profesor enfatiza en esa palabra.
8 E| profesor se refiere a 6rdenes entre infinitos o infinitésimos.
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radicales en una funcion, en Medicina, pero igual se los ponés aparte para ver si saben aplicar
una conjugada, no sé... Creo que ahi el objetivo es otro, no es el limite en si, creo que es la
aplicacién de una férmula, y ver cual se aplica, por qué... Me da la impresion de que la cosa

pasa un poco por ahi...

V. Bueno, muchisimas gracias por el tiempo brindado.
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ENTREVISTA CON PROFESOR 2

LUNES 19 DE JuLlo DE 2010

V. ¢Hace cuanto tiempo que se recibi0? ¢Hace cuanto tiempo que se desempefia como

profesor de Matematica?

P. Bueno, me recibi en marzo de 2002 asi que... bueno, ya va para ocho afios. Clases de
matematica en el sistema formal, empecé en el 2000, y en el sistema informal desde el 82,

son unos cuantos afios.
V. ¢A qué se refiere con sistema informal?

P. Clases particulares y “changas”?. Mientras me dedicaba a mi otra tarea anterior, que era
Programador, hacia sistemas para empresas. Y... bueno el sistema de educacién siempre me
gustd, y en un momento determinado decidi institucionalizarme, y ahi arranqué, y de ahi

hasta ahora sigo en eso.

V. En particular, ¢hace cuantos afios que se desempefia como profesor del curso de Analisis

de sexto afio?
P. Desde siempre, desde que trabajo, desde el 2000, digamos, en el sistema ANEP.

V. ¢Cuales son los cambios que a Ud le parecen mas significativos con respecto al programa

de Analisis en la opcidn Ingenieria?

P. Ta, el cambio significativo... lo que a mi me parece, no? En cuanto al programa en si
mismo, hay cambios significativos en las orientaciones como puede ser Derecho, que no
tenian Matematica, o Medicina, Economia, donde se introduce el sistema... toda la parte de
Estadistica que antes no existia, esos son cambios fundamentales. En cuanto a los otros
programas, en realidad el cambio fundamental no es el programa o los temas que toca en si

mismo, sino la sugerida metodologia para hacerlo, creo que la diferencia fundamental es esa.

% Con la palabra “changas” el profesor se refiere a trabajos relacionados con la Ensefianza de la Matemética
pero fuera del sistema educativo formal.

% Administracién Nacional de Educacién Publica, rgano que nuclea todo el sistema formal de ensefianza en
Uruguay.
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Con lo cual... este... a veces hay discrepancias con las orientaciones que da la inspeccién
respecto de lo que uno tiene que trabajar con lo que verdaderamente entiende que se deberia
trabajar. Asi que yo, si nos referimos a un curso con Matematica un poco méas dura, como
serian los de [la opcion] Ingenieria, o cosas asi, yo diria que mas que cambio en el programa
en si mismo, hay un cambio en la metodologia y la profundidad que uno le da en los temas,
sugerida desde las autoridades. Por lo tanto, en realidad, por lo menos en lo que a mi me toca,
salvo algun tema puntual, como Series que no est, o que Integrales, si, y que Taylor no...
Maés alla de esas cuestiones, todo lo que tiene que ver con la parte de Analisis de las
funciones, la continuidad, las sucesiones, yo le doy la misma formalidad que antes. Asi que

yo trabajo igual.

V. Pero sucesiones no esta en el nuevo programa.

P. No, estd en quinto ahora. Bueno, particularmente porque yo tengo Matemética 113,
Entonces, cuando trabajo en el curso de Ingenieria®, tener Sucesiones en Matematica Il
facilita luego en sexto, via pasaje, tener los resultados ya conocidos de antes, y eso, a mi

criterio, sirve.

V. ¢Pero trabaja con el mismo nivel de formalidad?

P. Si, el mismo nivel de formalidad.

V. ¢Y qué cambios especificos encuentra en la manera en que se propone el tema “limite de

funciones™?

P. Bueno, ahi esta la cuestion, no sé, me imagino lo que yo hago, no tengo idea... no tengo un
relevamiento hecho de cémo se trabaja a nivel general, no lo he investigado. Pero bueno, mi
idea es aprovechar, si bien no es lo mismo cuando uno define limite de funciones que de
sucesiones, los limites de sucesiones son mucho mas intuitivos, uno puede manejar elementos
sobre la recta real, jorobar® bastante con eso, la idea de que se van arrimando o no, creo que

es mucho mas intuitiva... Y cuando uno tiene eso y se pasa a funciones en el plano

%L El profesor se refiere al curso de Matematica especifico para la diversificacién Cientifica de quinto afio,
peniltimo de Educacién Secundaria y anterior al que se venia haciendo referencia.

%2 E| profesor se refiere al curso de Matematica | (Anélisis) para la opcién Fisico Matematica de sexto afio.
% En el sentido de “insistir”.
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cartesiano, considerar sucesiones que se arrimen en el eje de las x y en el eje de las y, creo
que ayuda a la visualizacion rapida, y por lo tanto, por lo menos me ha pasado a mi, cuando
uno va a hacer la definicién formal, después de que ellos ya han trabajado con algunos
ejemplos, creo que el épsilon-delta es mucho mas entendible, salvo que esté suelto, digamos,
¢no? Por ejemplo, yo no tengo los cursos de Medicina, por ejemplo, pero conozco gente que
tiene cursos de Medicina, y que yo les recomiendo no tomar la definicion épsilon-delta, mas
alla de que bueno, que calculen, que vean cdmo aproximan, porque al carecer de limite de
sucesiones, es mucho mas dificil, yo diria que incomprensible para los alumnos, cabalmente,
lo que significa una definicion épsilon delta, entonces yo recomendaria que no se hiciera.
Porque de altima, uno no tiene por qué suponer que el alumno va a ser matematico, ¢verdad?
Todas esas herramientas van a servir para un salto, entonces capaz que es una formalidad
extrema, y bueno, todo eso depende de cual es el perfil de egreso del alumno dentro de cada

orientacion.

V. En realidad la pregunta estaba referida a si encuentra cambios en la manera en que el

programa propone el tema limite de funciones.

P. Bueno, en la idea de limite en si mismo, yo creo que el cambio propone aprender a
calcular, digamos, creo que es eso el resumen. La formalidad dejala un poco de lado, eso
podria ser el resumen. Entonces, capaz que para algunas orientaciones podria estar de

acuerdo, pero no para todas.

V. Ahora, la manera en que planifica y lleva a cabo el curso, ¢se modificd respecto a la

manera en que lo hacia dos afios atras?>*

P. En realidad si, porque por ejemplo antes, en el curso de Ingenieria, tenia que ver
Sucesiones, en el mismo afio. Por lo tanto, si bien ahora también lo hago como repaso de los
afios anteriores, bueno, se supone que el alumno tiene conocimiento de lo que son las
sucesiones, en particular, claro, yo trabajo en condiciones muy especiales que no son las de
todo el mundo. Porque yo trabajo en liceos que son muy chicos, y donde ademas los alumnos,
por las materias que yo toco, los alumnos que tengo en Ingenieria los tuve en afios anteriores,

y sé cOmo trabajaron con Sucesiones, entonces, no tengo ese problema de testear qué tienen y

% Cuando el programa vigente era el correspondiente a 1976.
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qué no. Entonces, reconozco que son condiciones especiales, por las cuales, me facilitan el

trabajo.

V.Y en particular, ¢se modifico la manera en que planifica y da el tema “limite de funciones”

por esa diferencia en el tema Sucesiones? Aungue por lo que me cuenta...

P. Bueno, no, igual hago una introduccion, digamos, este... los ejemplos clasicos de
funciones que no pueden tomar determinado punto pero gque tienen un limite real cuando uno
se acerca a ellos, de construir una tabla, ver que es verdad que se van arrimando, esas cosas
las sigo haciendo. Capaz que con menos énfasis porque los tipos estan mas acostumbrados a
Sucesiones, pero, es decir, capaz que no tantos ejemplos como antes, de trabajar con tablas,
pero trabajas bastante rapido. Pero si, eso lo seguimos haciendo, de calcular valores
funcionales y ver qué pasa con ellos, si uno puede conjeturar acerca de si se arriman a un real
0 no, eso sigue funcionando. Y por lo menos ellos constatan concretamente que bueno, que
cuando uno habla de que el limite es tal cosa, ellos en realidad se van dando cuenta de que en

realidad hay reales que se van arrimando a otros reales, esa parte es igual, digamos.

V. ¢ Y con respecto a la formalidad, hay diferencia en la formalidad?

P. Si, si seguro, la formalidad... Yo utilizo la formalidad, mas alla de que si después se los
VoY a exigir despues o no, ese es otro tema. A la hora de evaluar, trato de evaluar en el medio,
digamos. En el medio en el sentido de que no soy muy quisquilloso con la escritura
matematica pura, de hecho ni yo lo hago, porque cuando uno escribe, si bien es muy cierto y
muy importante los cuantificadores, en realidad, hay gente que es muy exquisita para la
escritura, los para todos y los paréntesis, una cantidad de... O sea, lo que trato de hacer es que
el alumno tenga la idea de fondo y que después lo traduzca como quiera a la hora en que yo le
pregunto qué es lo que pasa. La formalidad, o la formalizacién, si bien jorobo® bastante con
tratar de aprender a escribir en un lenguaje matematico, creo que a la hora de evaluar, hago
pesar el concepto de fondo, y no la escritura en si misma. Entonces soy formal, yo soy formal
porque mi pizarron es formal, pero siempre traducimos a espafiol lo que esta puesto ahi,
entonces para el alumno es mucho mas facil eso, ¢no? Porque la dificultad no es acordarse de

cémo se escribe tal o cual simbolito sino la idea, de si para todo, o de si existe, eso tiene que

% En el sentido de “insistir”.
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estar claro, y en realidad también en forma conceptual. Asi que si nos referimos a formalidad,

a formalizacion, en lo que estéa escrito, soy liviano, en cuanto a lo conceptual no.

V. La ultima pregunta, mas general, es ¢;Por qué cree importante el tratamiento del tema

“limite de funciones” dentro del curso tal cual lo plantea?

P. Bueno, el tema es que dentro de los objetivos del curso, hay varios que estan asociados con
la idea de limite. Por ejemplo, uno de los objetivos es poder graficar una funcioncita, ahi
necesitamos tener conocimiento de ley de limites, porque ellos tienen que saber calcular. En
cuanto a ejercicios de optimizacién, lo mismo, eee... En cuanto a, por ejemplo, todo lo que
tiene que ver con Integrales, que ahora esta también en el programa, tanto en Matematica 11
de Cientifico como en Matematica de sexto, también pasa lo mismo, porque en quinto uno
hace la definicion con suma de Riemann y ahi necesita limite de sucesiones... Si bien en
tercero de Bachillerato®, en sexto, uno podria hacer una definicién mas al estilo de sumas de
D’Arboux, bueno, el conocimiento anterior, ayuda. Y bueno, tanto en el tema de Integrales
como en el tema de Funciones en si mismo, uno no podria graficar porque faltarian
herramientas para hacerlo, si no tuviera la idea de limites. La idea original de derivabilidad,
también tiene que ver con respecto a... Uno puede reducirlo y si las funciones son buenitas,
como las que ponemos habitualmente, uno no tendria problemas en usar una asociacién de
direccion en un punto, pero cuando uno esta haciendo una definicion tedrica adecuada, uno
no tiene mas remedio que usar el limite también. En cuanto, asi que para el tema de
derivabilidad, que es una de las cosas importantes, porque proporciona datos acerca del
crecimiento de una funcién, etcétera, ahi esta metida la idea de limite también. En cuanto a la
idea de continuidad, si bien en principio uno podria independizarse de la idea de limite, uno
podria definir continuidad sin tener la idea de limite, en definitiva, si uno tiene planteado o
conoce la idea de limite anticipadamente, la continuidad, en ciertas condiciones, es
equivalente a que un limite de un determinado namero real. Entonces, ya que tenemos la idea
de limite, aprovechemos y demos continuidad. Una cosa primero que la otra... No sé, yo
nunca lo trabajé al revés, pero se podria, plantear al revés. La idea de limite me parece
importante también en el sentido de ir considerando infinitos casos de puntitos cerquita a
otro, siempre la idea de infinito es complicada, entonces me parece que... hacer un manejo

mas o menos de lo que pasa con los infinitos, o con los infinitos puntos, me parece que

% E| profesor se refiere al sexto afio de Educacién Secundaria
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deberia estar en el acervo cultural de cualquiera. Entonces, mas o0 menos formal, por lo menos
que alguna vez se hayan enfrentado a la idea de aproximarme a algo, a mi me parece que

sirve.

V. Bueno, muchisimas gracias por el tiempo brindado.
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