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Resumen

En el presente trabajo se pretenden abordar cuatro técnicas de regresion lineal simple y multiple,
no usuales, las cuales forman parte de una gran variedad de métodos estadisticos conocidos como
métodos robustos. Estos métodos en su orden son: regresion MINMAD, MINMAXAD, MINSADBED
y MINSADBAD, son contracciones de las frases en inglés con su respectivo significado y metodologia.
Se realizard su definicién, representacion geométrica cuando fuere posible, representacién matricial,
reduccién a un problema de Programaciéon Lineal, descripciéon de algunos algoritmos. Finalmente se
realizard una comparacién aplicada utilizando metodologia Bayesiana, estimando parametros mediante
Cadenas de Markov y Métodos Montecarlo, metodologia conocida como MCMC.

Palabras clave: Minmad, Minmaxad, Minsadbad, Minsadbed, Minimos Cuadrados, MCMC.



Abstract

In this master’s thesis we study four relatively unusual techniques of simple and multiple linear regres-
sion, which are part of the so-called robust statistical methods. These techniques are known respectively
as MINMAD, MINMAXAD, MINSADBED and MINSADBAD (their English abbreviations). We pre-
sent their definitions, geometric representations (when possible), matrix representations, reductions to
linear programming problems and a description of their algorithms. We also perform an applied compa-
rison by means of Bayesian methods and parameter estimation via MCMC (Markov Chains and Monte
Carlo methods).

Keywords and Phrases: Minmad, Minmaxad, Minsadbad, Minsadbed, Least Squares, MCMC.
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Introducciéon

Uno de los métodos mas extensos y discutidos entre las herramientas estadisticas para el anélisis de
datos es la regresion. La tematica relaciona teéricamente la predicciéon de una o méas variables llamadas
variables dependientes o respuesta, utilizando como base otras variables llamadas independientes. En
algunos casos las variables independientes reciben otros nombres, covariables por ejemplo, también se
les denomina variables explicativas o predictoras. Tales problemas son encontrados en casi todas las

areas de la ciencia experimental y la tecnologia.

Cuando el modelo usado para la explicar la variable dependiente en términos de variables independientes
asume una relacion lineal en los pardmetros, se tiene un modelo de regresion lineal, en otro caso se tendra
un modelo de regresion no lineal. Abundante literatura referente a diferenciar los casos de linealidad
y no linealidad es conocida, pero ese topico estd fuera del alcance de este trabajo, se puntualizard

Ginicamente en el modelo de regresion lineal simple y multiple.

En la gran mayoria de los textos de regresion lineal simple y multiple se describen dos métodos para
la estimacién de pardmetros, el método de los minimos cuadrados, y el de méxima verosimilitud. Estos
dos métodos coinciden tedricamente en sus propiedades cuando el modelo que relaciona las variables
dependiente e independientes cumple el supuesto de normalidad en los errores, situacién que en la
realidad dificilmente se presenta y puede llevar a conclusiones erréneas y modelos que no describen
apropiadamente la realidad de los datos poblacionales. Estos dos métodos anteriores se conocen como
meétodos clasicos. No obstante, existen otros métodos menos conocidos, que en algunos textos especia-
lizados se encuentran en uno o dos capitulos y son referenciados como temas especiales, algunas veces

con poca profundidad teoérica y pobre aplicacion, generando desinterés por parte del lector.

Uno de los métodos anteriormente mencionados es el de la minimizacion de la desviacién media absoluta

entre los valores del modelo observado y el modelo tedrico de la variable dependiente, conocido como
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minimizacion de la norma L;. Otro método poco comun considerado en la literatura es el criterio
de Tchebyshev, el cual consiste en minimizar la mayor de las desviaciones absolutas entre el valor
observado y predicho. Un tercer método estudia diferentes transformaciones de los errores dando origen

a un sinntumero de estimadores, dentro de los que se cuentan los estimadores Ridge o robustos.

El presente trabajo pretende realizar una recopilacién de algunos métodos de regresion lineal, no con-
vencionales, basados en la norma L1 que dan origen a estimadores que son una alternativa en conjuntos
de datos que no cumplen los supuestos de normalidad de los errores y describen con mayor claridad la

realidad de los mismos.

Adjunto a lo anterior, el objetivo fundamental del trabajo consiste en estudiar la profundidad mate-
mética de estos métodos, su representacion matricial, la reduccién a problemas de programacién lineal,
validacion de hipotesis en los parametros y la bondad que ofrecen estos métodos ante la presencia
de valores atipicos, y finalmente realizar una comparacién aplicada frente a un método de estimacién

Bayesiana, mediante simulacion, utilizando Métodos Montecarlo y Cadenas de Markov (MCMC).
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1. Antecedentes

Para poder hablar de Regresiéon se hace necesario hacer una retrospectiva histérica de lo que antece-
di6 a su descubrimiento. Tal como lo sefiala Lozano (2010) en su pagina prezi.com/qpxysldecqdu/
regresion-1lineal/ “el término regresion fue introducido por Francis Galton en su libro Natural Inhe-
ritance (1889) y fue confirmada por su amigo Karl Pearson. Su trabajo se centré en la descripcion de
los rasgos fisicos de los descendientes (variable A) a partir de los de sus padres (variable B). Estudiando
la altura de padres e hijos a partir de mas de mil registros de grupos familiares, se llegd a la conclusion
de que los padres muy altos tenian una tendencia a tener hijos que heredaban parte de esta altura, pero
que revelaban también una tendencia a regresar a la media. Galton generalizé esta tendencia bajo la
“ley de la regresion universal”: Cada peculiaridad en un hombre es compartida por sus descendientes,

pero en media, en un grado menor.

La primera forma de regresion lineal documentada fue el método de los minimos cuadrados, el cual
fue publicado por Legendre en 1805, en principle of Least Squares, citado por Eisenhart (1961, [2])
y en donde se incluia una version del teorema de Gauss-Markov. Minimos cuadrados es una técnica
de anélisis numeérico encajada dentro de la optimizacién matematica, en la que, dados un conjunto de
pares (o ternas, etc), se intenta encontrar la funcién que mejor se aproxime a los datos, de acuerdo con

el criterio de minimo error cuadratico.

En su forma maés simple, intenta minimizar la suma de cuadrados de las diferencias ordenadas (llamadas
residuos) entre los puntos generados por la funcion y los datos (el modelo observado y el modelo
estimado). Especificamente, se llama minimos cuadrados promedio (LMS) cuando el nimero de datos
medidos es 1 y se usa el método de descenso por gradiente para minimizar el residuo cuadrado. Se
puede demostrar que LMS minimiza el residuo cuadrado esperado, con el minimo de operaciones (por

iteracion), pero requiere un gran namero de iteraciones para converger”.
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No obstante el descubrimiento de los minimos cuadarados, medio siglo antes, entre 1755 y 1757, R.J.
Boscovitch, una de las mas inusuales figuras de la ciencia en el siglo 18, articul6 un interesante criterio
para ajustar una linea a n > 2 puntos en el plano (Eisenhart (1961, [2])), Si (T, 9) es el centroide de los

n puntos (z;,y;), la linea propuesta por Boscovitch escoge ¢ para minimizar:

n

Y lyi =g = clwi —T)

=1

Esta es la linea que minimiza el criterio LAD (Least Absolute Deviations) entre todas las lineas res-
tringidas a pasar por la media de los datos. En 1760 Boscovitch propone un algoritmo geométrico para
encontrar ¢, teniendo muchas dificultades computacionales, sinembargo Laplace ofrece una solucion

algebraica y elegante, la cual se puede parafrasear de la siguiente manera:

Sin pérdida de generalidad imaginese T = 5 = 0 y se observa que la linea LAD a través del origen
minimiza:
n n
fle) =y —cxi| = Iri(o)] (1)
i=1 i=1
se puede asumir que z; # 0 a causa de que f(¢) = > 1 |yi| + Y i, |yi — cx;|, donde la primera suma

es para los x; = 0 y la segunda para los x; # 0, entonces f es minimo cuando la segunda suma lo es.

Yit1

e pueden ser ordenados en forma ascendente y si ¢ se restringe al intervalo
k3

Ahora imaginese que £ <
z;

(y_P Yp+1
Tp’ Tpt1

), f llega a ser:

fle) = Z|xl| <c— %) — Z |z (C— ‘Z—Z> (2)
i1 i i

i=p+1

diferenciar la ecuacion anterior permite obtener:

Fre)y="lail = > lail (3)
i=1 i=p+1

lo cual genera una funcién lineal a trozos continua con una derivada no decreciente.

Yo Ypt1

ot mpﬂ) cualquier ¢ en la clausura de J minimiza (1). Esto permite

Si f/ = 0 para un intervalo J = (

proponer el siguiente lema:
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— Yi
x;

Lema 1.1 f en (1) tiene un minimizador ¢ para algini=1,...,n, llamese i = p. De esta forma

la linea LAD atraviesa el origen conteniendo (xp,y,), asi al menos un residuo en (1), r,(¢) es cero.

El anterior lema motiva un algoritmo:

Algoritmo 1.1 (1) Calcule ¢; = 2 coni=1,...,n

(2) Evaluar f(c;) para todo i = 1,...,n y encontrar la funcion minima, supdngase f(cp) y su corres-

pondiente minimizador c,.

Segun Laplace el optimal ¢ es la menor razén en la que la derivada derecha de f es no negativa. de (3)
se puede ver que min (j S ] > disii |xl|) En otras palabras:

p=min<j SN |wi|/2> (4)
=1

i=j+1

El valor ¢ = Y2 es la mediana ponderada de los % con pesos |z;|, y la mediana ponderada puede ser

ZTp i

obtenida en aproximadamente un tiempo proporcional a nlog(n).

Yi

Y con pesos || (xi,y:)

Lema 1.2 La linea LAD a través del origen es la mediana ponderada de los

son aquellos puntos para los cuales x; # 0. la complejidad esperada no es mayor de O(nlog(n)).

1.1. Regresion LAD segtin Charnes, Cooper y Ferguson

Charnes, Cooper y Ferguson (1955, [33]), dos siglos después de que R.J. Boscovitch propusiera la recta
de ajuste LAD, retomaron la propuesta y plantearon un interesante problema para la asignacion salarial
de los ejecutivos de una empresa, situacién en la que es improbable utilizar minimos cuadrados. No
sOlo realizaron la aplicacion, sino que también dieron los elemento tedricos fundamentales e hicieron
una representacion geométrica del problema. A continuacion se presenta la parte técnica propuesta por

estos autores.
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1.1.1. Representaciéon Analitica del Problema

En este punto, lo mejor es comenzar senalando las necesidades de la empresa en una forma matematica

precisa. Se requiere determinar una férmula de la siguiente manera:

n
S = E a;Y;
i=1

Donde:
s = Salario
y; = Cantidad del factor i que tiene la persona cuyo salario va a ser determinado.
a; = Peso asignado al factor i.

Sean:

1. x; : La cantidad (conocida) del factor i (segun la clasificacion) requerida en el nivel de trabajo

k=1,2,...,L.

2. Los trabajos son rankeados en forma descendente 1,2, ..., L, asi que el k-ésimo subindice indica

la posicion del trabajo en la jerarquia. Se asume que:

3. Salarios alto sps y bajo s,,, se han establecido por adelantado, cuando se puedan usar valores

intermedios. Finalmente las restricciones de no negatividad en los pesos son introducidas:

4. aiZO
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Los requerimientos de consistencia pueden ser incluidos en una serie de desigualdades:

n

E a;Ti1 < Sy

i=1

n n

E ;52 < E ;2431
i=1 i=1

n
Sm < E ;%51
i=1

Y a; > 0 donde los requerimientos de nivel son dados por sp; v s,,. Es deseable para la compania
que estos niveles al ser reunidos sean lo més cerrados posible. Esta condicién puede ser interpretada
matematicamente en términos de escoger los a;, de tal forma que la suma de las desviaciones absolutas
de estos niveles conocidos sea minima. Esto es los a; son escogidos de tal forma que:

n
E ‘ E ;Tik — Sk

keK i=1

= sea minima (5)

Donde K es el conjunto de indices alto - bajo y niveles de salario intermedio especificados por adelan-

tado. Cuando solamente indices alto y bajo son especificados el problema se reduce a:

n n
E a;Ti1 — S| + E A; T, — Sm| = min (6)
i=1 i=1

1.1.2. Transformacion del Problema

Para reducir el problema no lineal a un problema de programacién lineal, se introducen nuevas variables

uy, v v por medio de las ecuaciones:
n
E A;Tik — Sk = U — Vg = Wk
i=1

Es claro que wy, no es restringida, puesto que representa la diferencia entre dos variables no negativas.

Sin embargo en el calculo de una solucién por el método Simplex, alguna de las variables uy 6 vk |
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para cualquier k, en todo estado de los calculos deberé ser distinta de cero. Esto resulta del teorema
propuesto en Dantzig, de que los vectores columna seleccionados en cualquier estado Simplex son
linealmente independientes. Claramente los coeficientes del vector columna de uy es el negativo de los
coeficientes del vector columna de vg . En consecuencia los dos son linealmente dependientes y no
pueden aparecer simultdneamente en el conjunto de vectores seleccionados P;’s , donde P; representa

el vector de coeficientes, j = 1,2,...,n.

1.1.3. Representacion Geomeétrica

Antes de proceder a dar un ejemplo numérico se puede examinar la geometria de transformar una
variable sin restricciones a la diferencia de dos variables no negativas. Considérese, por ejemplo, el
conjunto convexo con puntos extremos F1, Fs, F3, F4 en el espacio de dos dimensiones x — w como se
ilustra en la Figura I. Si aqui w es una variable de restriccion como se ha indicado por la existencia de
Es5 a la izquierda de 0, w = 0. Se desea transformar ésta por w considerada como la diferencia entre
dos variables no negativas, u,v > 0. El conjunto convexo correspondiente en el espacio tridimensional
x—u—wv (véase la Figura II) es solido y tiene dos puntos extremos adicionales F; y F5. Descriptivamente
este nuevo conjunto convexo puede ser considerado como formado plegando el plano z —w a lo largo del
eje x mediante la rotacién del plano medio, w < 0, 90 grados alrededor del eje . Por lo tanto, después
de hacer este plegado de un conjunto de puntos, U, en el plano u y un conjunto de puntos, V', en el
plano v se obtienen. Conectando cada par de puntos, uno en U y uno en V', por medio de un segmento
de linea recta en el espacio tridimensional x — u — v y adjuntando todos los puntos de estas lineas, el
solido convexo dibujado como se indica en la figura II se obtiene. Este es el conjunto correspondiente
en el espacio x — u — v el cual reemplaza el conjunto original en el espacio x — w para los propoésitos
de analisis. Supdngase que el conjunto original en el plano x — w representa un conjunto de soluciones

de un sistema de desigualdades lineales en x y w para que el minimo de una funcional lineal en x y

20



w fuera buscada. Evidentemente, la nueva solucion establecida en x, u, y v la funcional transformada
en x, u, y v son diferentes del conjunto de la solucion original y la funcional, sin embargo, los valores
minimos de los dos funcionales seré el mismo. Ademas, todo punto en el espacio x —u — v seré asociado
con una solucioén en el espacio x — w. En este sentido, los dos problemas son equivalentes. Es por esta
razon por la que una extensiéon de este enfoque se utiliza aqui. Esto es, el problema de estimaciéon de
salarios de ejecutivos fue transformado de un problema no lineal a un problema lineal equivalente. La
equivalencia lineal se deriva del hecho de que el interés se centré en las soluciones que minimizan el

funcional.

CHARNES, COOPER AND FERGUSON

Y &

Ea

Fia. I

Teniendo esto en mente, el foco de atenciéon ahora puede ser alterado desde la transformacion de las
restricciones a la transformacién de la funcional. En la Figura III se dibujan dos curvas con propiedades
del tipo mostrado por (1) y (2). Cualquiera de los dos puntos que se encuentran en una de estas curvas de
rendimiento de la misma funcional valor, Ay, por ejemplo, para la curva primera y Ay para la segunda.
Estas curvas son lineales. Sin embargo, en el problema transformado los puntos correspondientes a
valores constantes de la transformada funcional por ejemplo, A; y As de mentiras en planos indicados

por f(x,u,v) = A1 y As en la Figura IV. Planos corresponden a funcionales lineales en el espacio

21



x—u—v aunque las funciones originales en el espacio £ —w son no lineales. El procedimiento de plegado
descrito anteriormente transforma los segmentos de linea quebrada del  — w espacio bidimensional en
interseccion de los segmentos de linea en el espacio tridimensional z — u — v que generan planos por
conexiones entre los pares adecuados de puntos como se ha descrito previamente. De esta manera,
el problema inicial no lineal se convierte en un problema equivalente lineal en un espacio de mayor

dimension.

A
v
Fra. II
Fuente: Charnes, Cooper y Ferguson
X
/ flx,w)=A,
'F (X )w') = Aﬁ.
\
4" s

Fie. III

Fuente: Charnes, Cooper y Ferguson
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Combinando las Figuras I, II, IIT y IV se exponenlas propiedades esenciales de la geometria. Se desea
encontrar el valor que cumple con las restricciones representadas en la Figura II y que minimizan f .
Esencialmente, esto implica secuencias de localizacién de estos planos paralelos que cortan el conjunto
convexo de la figura IT hasta que se encuentra uno que se encuentra a la distancia minima desde el

origen.

x
J-F (N u.,V) = A‘
T ou)= A,
_________ i -
|
|
I
1
1
r
Fra. IV

Fuente: Charnes, Cooper y Ferguson

2. Regresion Lineal Simple y Multiple

2.1. Regresion Lineal Simple

En muchos anélisis estadisticos se desea investigar como los cambios en una variable afectan a otra
variable. Por ejemplo, altura y peso, ingreso y cantidad de alimento consumido, producto interno bruto
y cambios en la moneda. En agricultura produccién y fertilizante usado, etc. Supéngase que se tienen
n parejas de observaciones (X;,Y;) con ¢ = 1,...,n. Se pueden graficar estos puntos y se intenta

ajustar una curva suave a través de estos. Tal diagrama es llamado scatter plot 6 diagrama de puntos
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(ver figura 5). Usualmente el tipo de curva ajustada es sugerida por evidencia empirica o argumentos
teoricos. Cuando no se tienen bases es dificil decidir qué tipo de curva deberia ser ajustada, en muchos

casos y cuando los datos lo sugieren, la linea recta parece apropiada. En primer lugar se debe comenzar

Figura &
Fuente: Arthanari y Dodge

con un modelo, posteriormente se debe analizar cuidadosamente si éste es el adecuado. Supongase que
se asume una relacién lineal entre las dos variables X e Y, esto significa que la relacién funcional es de
la forma:

Y =0+ /X+e¢ (7
el cual es conocido como un modelo de regresién lineal simple de Y en X. By y B1 son llamados
parametros y deben ser encontrados. La ecuacion (5) significa que para un X; dado, el correspondiente
Y; consiste de Sy + $1X; y un €;, para el cual una observacion debe caer dentro de la linea de regresion
verdadera. Sobre las bases de la informacién disponible, se deben encontrar 5y y £1. El término € es

una variable aleatoria y se llama error. Se puede escribir.

Y —Bo— 1 Xi =€ (8)

el procedimiento para encontrar el valor de los pardmetros 5y y 81 se llama estimacién. existen diferentes

métodos para obtener tales estimaciones.
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go-i*- é: X

X x

Figura 6
Fuente: Dodge y Birkes

2.1.1. Minimos Cuadrados

Este método esta basado en escoger By y $1 como el minimo de las sumas de cuadrados de las desvia-
ciones verticales entre los datos y la recta ajustada. La suma de los cuadrados de las desviaciones de

la linea es:
SSD =Y &’ = (Yi—fo— B Xi) (9)
i=1

=1

luego de encontrar las estimaciones de By y (1, se sustituyen en la ecuacién anterior y la suma de
cuadrados de las desviaciones es minima. Diferenciando la ecuacién (7) con respecto a By y 1 e

igualando las derivadas parciales a cero, se tiene:

dSSD -
:_2Z(Yi —Bo— 1 Xi) =0
0Bo i=1
0SS " (10)
D
=-2 Y —Po— /1 X)) X; =0
a5 ;( Bo — B1Xi)
de donde se puede deducir:
> (Yi—Bo—BiXi)=0
=1 (11)

n

Z(Yi —Bo—5iXi)Xi=0

i=1
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después de un poco de algebra se llega a:

nﬂ0+ﬂlin = ZYi
i—1

i=1
Bod Xi+ By X7 =) VX
=1 =1 =1

las ecuaciones en (10) son llamadas ecuaciones normales. al desarrollar este sistema de ecuaciones se

(12)

obtienen:
4 = Yo YiXi — (O, X)) (i, Ya)/n
Z?:l Xi2 - (E?:l Xi/n)2 (13)

Bo=Y - /X

Y 31 y 30 son llamados los estimadores de minimos cuadrados de 81 y By respectivamente. Finalmente

se puede escribir la ecuacién de regresiéon estimada:
V= 6o+ X (14)

la cual es llamada ecuacién de prediccién.

2.2. Regresion Lineal Miltiple

Los resultados obtenidos en esta seccidon estdn basados en diferentes autores dentro de los cuales se
encuentran Arthanari y Dodge (1981, [1]), Draper y Smith (1981, [13]), Seber (1977, [7]), Weisberg
(1985, [8]), Dodge y Birkes (1993, [4]), Graybill (1961, [6]), Graybill (1976, [5]) y Bloomfield y Steiger

(1983, [3]) entre otros. Considérese el modelo:

Y=00+MXi+...+5X,+€ (15)
donde X4, ..., X, son conocidas y los ﬂ}s son parametros desconocidos a ser estimados y € es el término
de error. Si n valores de Y son observados, se puede escribir Y’ = (Y1, Y5,...,Y,), y el modelo anterior
escrito en forma matricial es:

Y=XB+¢€ (16)
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En la anterior expresion X = (Xy,...,X,) vy X; = (1, 21,242, . . ., Tip). También B8 = (Bo, B1,.--,) ¥
€ =(e1,€2...,6,).

Tal como se propuso en la secciéon inmediatamente anterior, el método de minimos cuadrados para

2

estimar el vector de pardmetros (3, consiste en minimizar ) ., €;> con respecto a B esto es minimizar

la norma cuadratica €’e = |[Y — X3||>. Esta forma cuadratica se puede escribir:
ee= (Y -XB) (Y - XB)

realizando los productos en la anterior expresion, se tiene:
Y'Y - 28'X'Y + B'X'X3

Diferenciando parcialmente esta forma cuadratica con respecto a 3 e igualando la derivada parcial a
cero, se tiene:
—2X'Y +2X'XB3 =0
la cual simplificada es:
X'XB=XY (17)

estas son las llamadas ecuaciones normales. Si X es de rango k, en donde k£ = p+ 1, entonces la matriz

X'X es definida positiva y por tanto no singular, en consecuencia se tiene una soluciéon tnica:
B=(XX)"'X'Y (18)
Entonces para cualquier 3 se tiene:
(Y -XB)(Y-XB)=[Y-XB+X(B-B)]'[Y -XB+X(B-3)
= (Y = XB)'(Y - XB) + (8- B)X'X(B - )
> (Y - XB)'(Y - XB).

lo cual muestra claramente que el minimo de (Y — X3) (Y — X23) es (Y — X3)' (Y — X/3) y se obtiene

cuando 3 = 3.
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2.2.1. Modelo estimado y residuos

Una vez obtenido el estimador de minimos cuadrados para el modelo de regresién lineal multiple, el
modelo estimado es:

Y = X8 =X(X'X)"'X'Y (19)

a la matriz X(X’'X)~!1X’ se le conoce como matriz hat (sombrero), se nota H. Esta a su vez satisface

una serie de propiedades importantes, a saber:

1. H es simétrica, esto es, H = H.
2. H es idempotente, HH = HH' = H.
3. Traza(H) = >_"" | h;; = k, el namero de parametros del modelo.

4. (I — H), donde I es la idéntica de orden n hereda las propiedades (1) y (2) de la matriz H, no

obstante su traza es n — k.

5. La matriz (I — H) es ortogonal a la matriz X, esto es, (I - H).X =0

Teniendo en cuenta lo anterior, el modelo estimado se puede escribir:
Y =HY (20)
El vector de residuos es la diferencia entre el modelo observado y el modelo estimado:

r=Y-Y=Y-HY=(I-H)Y (21)

2.2.2. Algunos supuestos y resultados importantes

Segun Graybill (1976, [5]) en el modelo matricial (14), si las variables independientes X, que componen

la matriz X son no aleatorias, ademés F(e) = 0 y cov(e) = X, la relacion especifica un Modelo Lineal
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General. Si por su parte las variables independientes X; son aleatorias, Y y X tienen distribucién
conjunta y la estimacion de los parametros se realiza en la distribucion condicional (Y |X = ), se esta
frente a un Modelo de Regresion propiamente dicho. En este modelo hay dos importantes supuestos

para el error:

1. Caso 1. E(e) =0y cov(e) = X.

2. Caso 2. € ~ N, (0,0°1).

Teorema 2.1 Sea el modelo (14) con los supuestos del Caso 2, se obtienen los siguientes resultados:

~

. B es el estimador de mdzima verosimilitud de 3.

2. 62 =[1/(n—k))Y'(I-H)Y es el estimador de mdrima verosimilitud de o2.

3. B ~Ni(B8,(X'X)1)o2.

4. (n=k)o*/o% ~X{, g

2

&
»»

y 6° son independientes.

2 son estadisticas suficientes para 3 y o2.

i)
=

Yo

2 son estadisticas completas.

=
=

Yo
8 r~N,(0,(I-H)s?).

9. ry ﬁ son independientes.

Es de aclarar que los resultados del teorema anterior son exactamente iguales a los resultados obtenidos

mediante el método de minimos cuadrados, para el modelo (14) bajo los supuestos Caso 2, en otras
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palabras, bajo el supuesto de normalidad de los errores, la estimacién de parametros y resultados

posteriores, bajo los métodos de minimos cuadrados y méxima verosimilitud coinciden.

También el modelo de regresién lineal simple, es un caso particular del modelo de regresién lineal
multiple 6 el modelo de regresion lineal multiple es un caso general del modelo de regresion lineal

simple.

2.2.3. Prueba de los coeficientes de regresion

Uno de los primeros problemas en regresion consiste en ensayar si las variables independientes o regre-
soras contienen cualquier informacién explicativa significante. Se busca comparar el modelo completo
conteniendo todas las variables explicativas, con el modelo reducido Y = B¢ + € que no contiene varia-
bles explicativas.

Prueba Estadistica. La idoneidad de un modelo puede ser juzgada por el tamano de los residuos.
Si SSR representa la suma de cuadrados de los residuos de un modelo. Se puede comparar el modelo

completo completo con el modelo reducido, es decir comparando SSR; con SSR,.. Especificamente la

estadistica para probar la hipétesis nula Hy: Sy =082 =---,8, =0es
SSR, — SSR¢
5 (22)

donde 62 es una estimacion de la varianza de los errores, estipulada en el numeral (2) del teorema

anterior.

Valor P. La evidencia en contra de la hipdtesis nula Hy : 5y = 82 = --- = 3, = 0 es medida por la
magnitud de la estadistica F, la cual si es grande redunda en un valor pequeno de P, es decir si P es
muy pequeiia, por ejemplo 0,01 significa que el valor observado F' es tan grande que resulta improbable
que la hipétesis nula sea cierta, o es méas sensato concluir que la hipétesis nula es falsa. Para calcular el

valor P se hace necesario conocer la distribucion de la variable F' cuando la hipotesis nula es verdadera.
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Prueba de Hy : B441 = --- = Bp = 0. Al considerar el modelo Y; = By + f1.X1 + -+ + BpXp + €
La prueba de hipo6tesis anterior se puede extender, para comparar el modelo completo con un modelo
reducido de cualquier subconjunto de variables explicativas. Este modelo reducido puede ser Y; =

Bo+ 1 X1+ -+ B4Xq+e€econ g < p. Se puede notar que comparar estos dos modelos equivale a probar

la hipotesis nula Hy : 8441 = -+ = B, = 0. Sea 62 una estimacion insesgada de o2 dada por:
SSR
A2 f
— 2

%) p— (23)

la estadistica para probar la hipétesis nula Hy : Bg41 = = fp =0 es:
P SSR, — SASR,f (24)
(n —p)o?

Prueba de ; = 0. El valor de 3; deberia indicar si 8; = 0 0 no. La estadistica para probar Hy : 3; =0

en el modelo de regresion lineal simple es:

t| = 7Bj
1= est.SD(5;)

esta ecuacion representa una estadistica razonable para probar la hipétesis Hy : 5; = 0. Luego se hace

indispensable cémo obtener est.SD(Bj). En el modelo de regresion lineal simple, se cumple que:
Var(B)) = 0%/ Y (2 — T)°
i=1
Similarmente en regresion lineal multiple Var(Bj) puede ser obtenida multiplicando o2 por la (j+1)ésima

entrada en (X'X)~! para cualquier j = 0,1,2,...,p. La estimacion de o2 est4 dada por o2 = %,

al sacar raiz cuadrada de esta expresion se obtiene est.SD(Bj). Cuando g; = 0 la estadistica t ~ ¢, )

asociada con 2.
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2.2.4. Coeficiente de determinacién.

El coeficiente de determinacion es una medida de cudnto las variables independientes explican la va-

riable respuesta. Se define por:

R? es la proporcién de la variabilidad total en la variable respuesta, que ha sido explicada por las
variables independientes. El coeficiente de determinacién esta estrechamente relacionado a la estadistica
F para probar la hipotesis Hy : 81 = 2 = ... = f3,. En efecto R? puede ser expresado como una funcién

de F. En el caso de regresion simple, R? es el cuadrado de la correlacién muestral entre X y Y.

2.3. Influencia Local

Tal como lo sefiala Paula (2004, [15]), uno de los métodos mas modernos de diagnostico fué propuesto por
Cook (1987, [16]). La idea bésica consiste en estudiar el comportamiento de alguna medida particular
de influencia segun pequeiflas perturbaciones (influencia local), en los datos de un modelo. Esto es,
verificar la existencia de puntos que sobre modificaciones modestas en el modelo, causan variaciones
desproporcionales en los resultados. Supongase que el logaritmo de la funcién de verosimilitud para el

parametro [ se exprese de la siguiente forma:

n
Ls(B;y) = Y GL(B; ;) (25)

j=1
en donde L(f;y;) es el logaritmo de la funcién de verosimilitud correspondiente a la j-ésima observacion
y 6; es un tipo de perturbacién, definida tal que 0 < §; < 1. Cuando §; = 1,V significa que no hay

perturbacién en el modelo y cuando §; = 0 significa que la j-ésima observacién fué excluida. Una

estimacion de minimos cuadrados, bajo la estructura (23) es dada por:
Bs = (XTAX) 'XTAy
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donde A = diag{d1,d2,...,0n}. En particular cuando apenas la i-ésima observacion es perturbada,

esto es, cuando d; = 6 y §; = 1 para j # ¢ se muestra que

A (1 — 5)7‘1

Bs =B~ m(XTX)_lxi- (26)

Para 6 = 0, o sea que el i-ésimo punto es excluido (2) queda expresada en forma simplificada

~ ~ 7.
_ _ 2 XTX 1. 2
(1 — h”)( ) Xi ( 7)
que es bastante conocida en Regresion Lineal normal (Cook y Weisberg, [17]). La medida de influencia

maés conocida estd en la region de confianza para el parametro S,
(B = B)(XTX))(5 — B) < Ps°Fp (n—p)(@)

que para el caso p = 2 es un elipsoide de R? centrado en B Tal medida, conocida como distancia de

Cook es definida por:

y mide cuénta perturbacion § = (81,02, ...,6n)T aleja Bs de 8, segiin la métrica (XTX). Por ejemplo,
si Ds > F), (n—p)(1 — ), significa que una perturbacién estd distorsionando el contorno de la elipse a
un nivel de significancia menor que « . En particular, cuando el ¢-ésimo punto es excluido, la distancia

de Cook queda expresada en la forma:

D, =
ps?
2
_ rl hZ'L 1
sl —hy): [ A—ha)p
= t?Ll
‘(I—=hy)p

Por tanto D; sera grande cuando el i-ésimo punto es aberrante (¢; grande) o cuando h;; es proximo a
1. La distancia D; podra no ser adecuada cuando r; sea grande y hy; pequeno. En este caso, s podra

quedar inflado y no se tendria ninguna compensaciéon por parte de h;;, D; puede quedar pequeno. Una
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medida supuestamente mas apropiada fué propuesta por Belsley, Kuh y Welsch (1980):

1
2
DFFITS; = 7] { i }

Como el valor esperado de hy; es £ parece razonable dar mas atencién a aquellos puntos tales que

DFFITSi22{ P }
n—p

Aparentemente D; y DFFITS; serfan medidas de influencia competitivas, una vez que DFFITS; parece

[SE

ser més adecuada para validar la influencia en las estimaciones de los coeficientes de un punto aberrante
con h;; pequeno. En tanto, como muestran Cook, Pefia y Weisberg (1988, [17]) D; y DFFITS; miden
cosas diferentes. Las dos pueden ser expresadas a partir de una medida més general de influencia
denominada alejamiento de verosimilitud ¢ likelihood displacement propuesta por Cook y Weisberg
(1982). La medida D; mide esencialmente la influencia de las observaciones en los parametros de
localizacion, en tanto DF FITS; tiene el propoésito de medir la influencia de las observaciones en los
parametros de localizacién y escala. Como es poco probable que un punto con r; alto y h;; pequeno
sea influyente en las estimaciones de los coeficientes, el uso de D; no compromete una deteccion de
observaciones influyentes. Cook, Pena y Weisberg observan también que los DF F'IT'S; no es una medida
completa de influencia en los parametros de localizacion y escala simultdneamente, pudiendo fallar en

algunas situaciones. Atkinson (1985) propone otra medida de influencia que es un perfeccionamiento

1
3
n—p hy
C;, = —_— L
{ p (1 - hii) } | |

Aqui cuando el experimento es balanceado, esto es, todos los h;; son iguales, se tiene C; = |tf|. Una

de los DFFITS;,

ventaja de C; es que la misma puede ser utilizada en graficos de probabilidad normal. A fin de introdu-
cirnos en la metodologia, supdngase que el logaritmo de verosimilitud dado como en (1) es una medida

de Cook como en (4). El objetivo aqui es estudiar los cambios producidos en Dy cuando 6; — 1,  Vi.
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Expandiendo Ds en series de Taylor de segundo orden alrededor de dg = 1, se obtiene:

D;

1%

1
Ds, + (00 — 6)T Ds,” + 5(50 — 0T D;s," (59 — 6)

1%

(60 — )" Ds," (50 — 0)

N =

se muestra que para el proceso de perturbacion dado en (1), que
Ds," = diag(r)Hdiag(r)

en donde diag(r) = diag{ri,...,rn}. Una sugerencia de Cook, que usa conceptos de geometria dife-
rencial, es estudiar la mayor variaciéon de Dy alrededor de dp. Eso es equivalente a maximizar la forma
cuadratica d” Ad, en donde d = 5o — 0 y d'd = 1 ademés A = diag(r)Hdiag(r). Note que el maximo
de d” Ad corresponde al mayor valor propio de la matriz A, el cual se denota como Apas. Los valores
de d,,q, contienen una influencia local de las observaciones en esa direciéon particular. Luego un grafico
de |dyaz| contra el orden de las observaciones puede revelar aquellos puntos con mayor influencia en la
vecindad de Ds,. Tales puntos pueden ser responsables por cambios sustanciales en las estimaciones de
los parametros, sobre pequenas perturbaciones en el modelo. Seria por tanto prudente ojear con mas
cuidado esos puntos, a fin de entender mejor la influencia de los mismos y consecuentemente intentar
proponer una forma segura de usar el modelo ajustado. Se han publicado numeroso articulos acerca de
influencia local en los ultimos afios. Por ejemplo, en la clase de errores normales, Lawrence (1988, [18])
investiga una aplicacion de influencia local en Modelos Lineales con pardmetros en la transformacion de
respuesta, Beckman, Nachtsheim y Cook (1987) presentan estudios de influencia en modelos de anélisis
de varianza con efectos mixtos, Tsai y Wu (1992, [19]) investiga la influencia local en modelos autorre-
gresivos de primer orden y modelos heterocedasticos. Por su parte Paula (1993) aplica influencia local
en modelos lineales con restricciones en los parametros, en forma de desigualdades lineales. Saliendo
de la clase de errores normales, se tiene por ejemplo, el trabajo de Petit y Bin Daud (1989, [21]) que
investiga influencia local en Modelos de Cox con riesgos proporcionales. Escobar y Meeker (1992, [22])

adaptan influencia local en una clase paramétrica de modelos para anélisis de sobrevivencia. O’Hara
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Hines, Lawless y Carter (1992) y Pan, Fang y Von Rosen (1997) aplican métodos de influencia local en
regresion multivariada. Mas recientemente Galea, Paula y Bolfarine (1997, [24]), Liu (2000), y Galea,
Paula y Uribe-Opazo (2003, [25]) presentan estudios de influencia local en modelos elipticos lineales, en
cuanto Kwan y Fung (1998, [26]) aplican una metodologia en andlisis factorial, Gu y Fung (1998, [27])
en andlisis de correlacion canonica, Paula (1996) en modelos propios de dispersion y Ortega, Bolfarine y
Paula (2003) en modelos log-gamma generalizados con datos censurados. Svetliza y Paula (2001, 2003,
[29],[30]) discuten influencia local en modelos con respuesta binomial negativa. Estos ultimos modelos
han sido usados para corregir problemas de sobredispersion, frecuentemente encontrados en modelos
con respuesta Poisson. Una discusiéon bastante interesante con respecto al uso de influencia local es
presentado por Fung y Kwan (1997, [31]). Los autores muestran que el desplazamiento del logaritmo
de verosimilitud (likelihood displacement) es una medida de influencia invariante con cambios de escala

en los datos, hecho que no ocurre con otras medidas de influencia propuestas.

3. Meétodos de Regresion Alternativa

Los siguientes métodos constituyen una alternativa, para los modelos de regresién lineal simple y

miiltiple vistos en la seccién anterior.

3.1. Regresion MINMAD

Charnes, Cooper y Ferguson (1955, [33]) en un interesante articulo proponen la necesidad de utilizar
la minimizacién de la norma L, para ajustar un modelo simple, en una situacién donde no es posible
utilizar minimos cuadrados, con el fin de determinar el porcentaje de distintos factores aplicados, para

determinar el salario de los ejecutivos en una empresa del sector industrial. Es decir, dos siglos después
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de que R.J. Boscovitch propusiera la recta de ajuste LAD (Least Absolute Deviations), estos autores
deciden retomar esta metodologia. En este articulo los autores proponen que se realice la estimacion,
utilizando el Método Simplex. Tres afios mas tarde Karst (1958, [34]), propone una metodologia estadis-
tica para encontrar la solucién a este problema. Se trata de minimizar la media de los valores absolutos
de las desviaciones de las observaciones con respecto a la linea de regresion, de ahi su nombre MINMAD
(Minimizing Mean of Absolute Deviations), en un modelo de regresion lineal simple, a diferencia de
minimos cuadrados que minimiza la norma cuadratica 6 euclideana. Es decir, ahora se trata de estimar

Bo y 1 minimizando:

1 n
5Z|Yi — Bo — B1Xi] (29)
i=1
lo cual equivale a minimizar:
STV = Bo - BuXi| (30)
i=1

Para simplificar el anélisis, primeramente se imponen restricciones a fy y 51 para que satisfagan la
condicion Yy = By~ 51 X para un par dado (Xo, Yp). Ademas dado el par (Xg, Yp) es posible transformar
los datos:

xz; =X; — Xo

Yi =Y; = Yo
Luego al reemplazar los datos transformados en (28), se tiene:

S Y= Bo—BiXil =D lyi + Yo — Bo — Balxi + Xo)|

i=1 i=1

Z|yz+ﬁo+[31X0 — Bo — Bz — f1Xo| = Zlyl — Bix|

=1

Asi el problema se reduce ahora a calcular un 8 que minimice la expresion

> lyi — Bl (31)
i=1
Arthanari y Dodge (1981, [1]) presentan un sencillo ejemplo con el fin de visualizar la interpretacion

geométrica del problema. Para ello utilizan los siguientes tres datos:
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1 1 3
2 1 1
3 2 4

Se puede visualizar en la figura 7 que |y; — Sa;| para cualquier ¢ son dos lineas rectas con un minimo

en (£ 0) y pendientes —|x;| y |zl

x;

fF B

yil X

Figura 7
Fuente: Arthanari y Dodge

La grafica de |y; — Ba;| para ¢ = 1,2,3 y > |y; — Bz;| es una funcién lineal a trozos y convexa (ver

figura 8).

Proposicién 3.1 La funcion f(8) = D1, |yi—Bx;| , para los valores dados de (z;,y;), coni=1,--- ,n

es una funcion lineal a trozos y conveza.

Demostracion:

Se debe demostrar que para 8/ < 8"y 0< A <1,y =23+ (1—-N)p":

FB) S AF(B) + (1 =N f(B")
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En efecto, se sabe que f;(8) = |y; — B

fi(B) = filAB" + (1 = N)B") = |yi = AB'zi — (1 = )" ]
= [Myi — B'zi) + (1= M) (yi — 8"s)|
< Myi — B'ail + (1= M)y — 8"

= Mi(B) + (1 =N f:(8")

Sabiendo que la suma de dos funciones convexas es convexa, se tiene que f(8) es convexa. Ademés
sabiendo que f;(8) es lineal a trozos, la suma de funciones lineales a trozos es lineal a trozos, en

consecuencia el resultado.
2B

SHB)
(LB

LB
LB

v

Figura 8
Fuente: Arthanari y Dodge

Proposicion 3.2 La funcidn f(B) tiene las siguientes propiedades:

1. La pendiente del segmento del extremo de la izquierda es — Y .| |z;| , y de la derecha es Y. |x;].

2. Los vértices de la funcion poligonal f(53) son de la forma (%) ; donde 2 es el minimo de fi(53).

Si (i1, ,in) es un conjunto de indices tales que —Z” < ... < Zn ) entonces la pendiente de f(f)
“ in
se incrementa en 2|x;, | al pasar por B = z’;
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Estos resultados proporcionan un método para calcular el minimo de f(3). El minimo se alcanza en un

B, tal que:

n r—1

—Z | +QZ |, | <O
=1 k=1

—Z ] +QZ |z, | >0
=1 k=1

Si—> i |zl +23 75 |2, | = 0 entonces B,y < § < B(,41) son optimales. Entonces se puede escoger

(32)

Bry © Br41) con igual probabilidad. Los pardmetros estimados en este caso son:

b
o (33)
Bo=Yo - (z—:)Xo

si se escoge () como solucion. La teoria anterior permite generar un algoritmo:

Algoritmo 3.1 Dados los puntos muestrales (X;,Y;) parai=1,...,n de (X,Y) calcular:

1. (Xo,Yy) = (X,Y).
2. Calcular las variables transformadas x; = X; — Xoyy; =Y; — Yy.

3. Calcular los minimos de las funciones f; como 2.
i

4. Asignar rangos a los minimos anteriores en forma ascendente, dando el valor 1 al mds pequerio

y n al mds grande.
5. Calcular — Y| |x;| y comience a sumar 2|x;|, siguiendo el orden de los rangos.

6. Cuando la suma anterior pase de negativa a positiva escdjase el minimo 2 en ese paso como
k2

— Yr

=z,

estimador de (1. Si esto ocurre en el paso r, entonces 1 y calculese By.

Dodge y Birkes (1993, [4]) proponen un algoritmo, que aunque parezca eficiente, es demasiado lento y

necesita muchas tablas para ser comparadas, lo cual a su vez implica muchas iteraciones.
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Algoritmo 3.2 El objetivo de este algoritmo es encontrar la mejor linea de ajuste entre todas las

lineas. Dado un punto (Xg,Yy) de los datos, para cada punto (X;,Y;) calcular:

1. La pendiente ((XYZ:?U))

de la linea pasando a través de los dos puntos (Xo,Yo) y (X;,Y3). Si X; = Xo

para algin i tales puntos pueden ser ignorados.

2. Reindezar los puntos tal que: (()2:?0)) < (()2:?0)) <... < % Sea T = | X; — Xo|.

3. Encontrar el indice k que satisfaga las condiciones:
1
|X1 —X0| —+ - |Xk,1 —X0| < ET
1
| X — Xo| + -+ [Xg—1 — Xo| + | Xk — Xo| > ET

4. La mejor linea pasando a través de (Xo,Yo) es la linea Y = 80" + B1*X, donde:

Y, - Yo

B = X, Xo

Bo" =Yo — 51" Xo
3.2. Regresion MINMAXAD
Este método consiste en estimar los parametros 5y y (1 minimizando la méxima de las desviaciones
absolutas (Minimizing Maximum of Absolute Deviations). Bajo este criterio, la funcién objetivo es:
Min s, 4, [Maxm ~ o — leiﬂ (34)

De momento se discute el problema sin el término fy. Si f;(8) = |Y; — 8Xi| vy 9(8) = max; f;(8)

, se puede demostrar que ¢g(3) es una funcion lineal a trozos convexa. Los vértices de g(8) no son

Y.
X

necesariamente los puntos como ocurria antes. Los vértices de g(8) son las coordenadas 8 de las

intersecciones de las lineas g(8) = Y; + X8 o g(8) = —(Y; + X;) con las lineas g(8) = Y; + X,;8 o

g9(8) = —(Y; + X;) para cada i # j. La interpretacion geométrica de este método es ampliamente

41



discutida por Wagner (1959, [36]), quien propone un algoritmo para variables acotadas y por Stiefel
(1960, [35]), quien reduce el problema al método Simplex. La figura 9 ilustra la idea geométrica, se

pretende encontrar el minimo de la funcion g(5).

[A¢.))

£ (B
PYe.)

LB

Figura 9
Fuente: Arthanari y Dodge

3.3. Regresion MINSADBED

Este tipo de regresién considera la estimaciéon de los pardmetros By y 1 minimizando la suma de las
diferencias absolutas entre desviaciones (Minimizing Sum of Absolute Difference Betwen Deviations),

esto es:

Minimizar Z |d; — dj

i<j

es de aclarar que las distancias d; y d; representan las diferencias entre el modelo observado Y; y el

modelo a ser estimado Sy + $1X; en el primer caso y 8o + 51X, en el segundo. Asi:

D ldi —djl =Y (Vi = Bo — BiXs) — (V; — Bo — BuX;))|

1<j i<j

=SV - )~ BuXi - X - )

i<j
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Haciendo V;; =Y; = Y; y Xj; = X; — X}, se tiene:

D ldi = dil =Y |Yij — B Xyl

i<j i<j

este problema se reduce al problema MINMAD, excepto que se deben realizar las diferencias entre Y;

y Y; y entre X; y X; las cuales suman un total de @ El parametro 3y se calcula haciendo:

Bo=Y —Xp
y otra forma alternativa de estimarlo es:

A 1
Bo = MedianaKji(Yi +Y;)

3.4. Regresion MINSADBAD

Este método consiste en estimar los parametros Sy Y (1 minimizando la suma de las diferencias abso-
lutas entre desviaciones absolutas (Minimizing Sum of Absolute Differences Between Absolute Devia-

tions). Es decir:

Minimizarg, g, Z I|di| — |dyl|
i<j

donde d; =Y; — (8o + $1X;)- Este método resulta ser mas apropiado explicarlo, cuando se considera el

modelo de regresion lineal multiple.

3.5. Prueba de Hy: =0 en Regresion MINMAD

Primero se calculan las estimaciones MINMAD 30 y 31 y los residuos €; = yi—(go +31 x;). Seam = n—2,
el namero de residuos distintos de cero. Se ordenan los residuos en orden ascendente, de tal forma que
€(1) sea el menor, € el siguiente y é(,,y el mayor. Sea k; el entero més cercano a (m +1)/2 —/my

k2 el entero mas cercano a (m + 1)/2 — y/m Se calcula:

- \/ﬁ[éwj — Ckn)] (35)
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Luego se calcula la desviacion estandar de B:

est.SD(B) = =" ; = (36)
i=1\Ti =T

El estadistico de prueba es:
_ 18
est.SD

|t

(37)

Esta prueba se encuentra sin demostracion en Dodge y Birkes (1993, [4], p.p. 63), no obstante en el
apéndice D, se presenta una justificacion de la prueba, basada en el Teorema del Limite Central.

El valor P de la prueba es calculado como la probabilidad P[|T'| > |¢|], donde T representa una variable
aleatoria con distribucién ¢-Student de n — 2 grados de libertad.

Importancia del Parametro 7. La cantidad 7 es una estimacion del pardmetro 7 en regresion
MINMAD el cual juega un papel importante analogo al de o en minimos cuadrados. La desviacion
estandar de /3 es o/ /> (x; — T), mientras que la desviacién estdndar de Best/ V(@ — 7). T es
grande cuando o también lo es, pero la razén 7/c depende de la forma de la distribucion poblacional
de los errores. Si los errores tienen distribuciéon normal 7/0 = 1,253 > 1, y asi, para grandes muestras,
las estimaciones de regresion MINMAD son menos seguras que las estimaciones de la regresion por

minimos cuadrados. Si los errores tienen distribucion de Laplace, entonces 7/0 = 0,707 < 1.

3.6. MINMAD para Regresion Lineal Multiple

Dado el modelo Y = X3 + €. La situacion ahora es presentar el siguiente problema, para la estimaciéon

del vector de pardmetros 3:

Minimizar | Y., |d;|

sujeto a XB+d=Y (38)

d, [ cualesquiera.
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Haciendo |d;| = d1; + da; con dy; d2; > 0,y d; = di; — da;, el problema se puede reformular como:

Minimizar | Y dy; + Y. do;

sujeto a XB+di—do=Y

(39)
B no restringido en signo.
d1 d2 >0
Se define:
A=(X,I,-I) matriz de orden n x (k + 2n)
W' = (g,d},d}) vector de orden k + 2n
(40)
a; la j-ésima columna de A
C" = (0( 1) ©{1xn)> €1 xm)) | los coeficientes de la funcion objetivo
De esta manera el problema se transforma en el siguiente:
Minimizar | C'W
sujeto a AW =Y
(41)

We>0 r=1,2...,2n

Wi, Wa, ..., W cualesquiera.

Definicién 3.1 Cualquier (8,d1,ds) que satisfaga X8 + Id; — Ids = Y es llamada una solucion

factible al problema (34).

Definicién 3.2 Cualquier solucion W para (36) si ademds satisface:
W; >0 j=k+1,....k+2n

es llamada una solucion factible al problema.

Una solucién béasica factible del problema anterior es:
Y, si Y,.>0 =Y, si Y. <0
WkJrr = WnJrkJrr = (42)

0  en otro caso 0 en otro caso
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y cero en el resto de los W;.

3.6.1. Procedimiento del simplex para la regresion MINMAD

A pesar de que Arthanari (1981, [1]), discute el problema de una manera razonada y detallada; el

procedimiento del simplex adaptado en este trabajo se limita a resumir brevemente el algoritmo.

Algoritmo 3.3 Empezar con la solucion bdsica factible dada en la seccion anterior. Si Wiy, estd
en la base, multiplicar por —1 la fila correspondiente de la tabla inicial del simplex. Como de costumbre,
C; —Z; =Z; — Cpaj, donde Cp es el vector de coeficientes bdsicos y a; es la j-ésima columna de la
tabla del simplex. El valor Z de la funcion objetivo se calcula como de costumbre, pero cambiando de
signo, y se debe tener en cuenta que en tablas sucesivas el valor de la funcion objetivo es —Z.

Criterio para escoger el vector que sale de la base.

. Wi,

Si Cj — Zj > 0 escoger r tal que VZ—? = MOTicRy [ ai , 0 < 0]
. Wi,

Si C; — Zj <0 escoger r tal que VZ—? = MOTicRy [% , Qi > 0]

donde Rp denota el conjunto de variables bdsicas que estdn restringidas en el problema, Wp, es la
i-ésima variable bdsica, y o; es el elemento de la fila r y columna j de la tabla del simplez.
Una vez alcanzado el optimo, los pardmetros 3; se hallan en las variables W1, ..., W, y el error absoluto

en la r-ésima observacion es Wy + Wyirin.

3.6.2. Algoritmo modificado de Barrodale y Roberts.

Barrodale y Roberts (1973, [37]) proponen un algoritmo que modifica el simplex, permitiendo encontrar
més rapidamente la solucion basica factible del problema.
Se consideran Gnicamente los §; no basicos para entrar en la base en las primeras iteraciones. El valor

de la variable 3; que entra en la base se incrementa o disminuye segtn sea C; — Z; menor 6 mayor que
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Se puede modificar el algoritmo como sigue:

Calcular C; — Z; = Cj — Z; + 2au,5(%).

SiC;—Z;y dj - Zj son de distinto signo, se introduce la variable correspondiente en lugar de la

r-ésima en la base.

En caso contrario se cambian todos los Cy, — Zj, por Cr — Zi + 20k, y Z por Z — 2Wp, . Cambiar la

variable basica dy, 0 ds, por do, 6 dy,, respectivamente. Multiplicar la r-ésima fila por -1. Descartar B,

para salir de la base. Ir a (x). La tabla Simplex para resumir este tipo de problema, se puede escribir

de la siguiente forma:

Cp Vectores en la base Wpg o Qg e o Qkt2n
1 ak+1 O Gkgnt1 |Y7] or arg e o1 1 k+2n
1 Ak+n 0 Ak+2n |Yn| (67751 Qn2 Qnj Qn k+4+2n
n
Cy — Zy Z =73, 1Yi Cj = Z;

3.7.

MINMAXAD para Regresion Lineal Miltiple

Para la estimacién del vector de parametros, mediante este método se supone el cumplimiento de 3

supuestos:

1. Y no es combinacién lineal de X, ..., X,,.

2. X #0paratodo j=1,..,p.

3. Cualquier submatriz de orden p de X es no singular.
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Si no se cumpliera el supuesto 1, X3—Y = 0 tendria solucién 3" que seria 6ptima. Si no se cumpliera el

supuesto 2, se podria prescindir de las columnas nulas y de las variables correspondientes

3 es necesario en la demostracion de las proposiciones. Sea:

r
d= maxlgign‘}/i - ZXijﬂj‘

j=1

Se puede suponer que las X ;’s estdn normalizadas, es decir:

. El supuesto

doXi®=1 i=1,...,n (43)
j=1
AsiY; — 25’21 X;jB; =04 =1,...,n son las ecuaciones de n hiperplanos en R” respecto de la variable

B.SiB e R",|Y;—3"_| XijB| es la distancia de B al i-ésimo hiperplano. d es el maximo de estas

distancias. Luego el problema se puede plantear como:

Minimizar | d

sujeto a d+ Z§:1 BiXi; 2 Y;

d—37 1 BiXij = =Y,

i1=1,...,n

d, B; cualesquiera.

No hay problema en suponer d > 0. Luego se transforman las variables como sigue:

y queda el problema equivalente siguiente:

Minimizar | bg

sujeto a boYi + 320 b Xy; <1

—boY; — Z;-):l b X <1

i1=1,...,n

d, b; cualesquiera.

Entonces basta con aplicar el algoritmo del simplex a este problema minimizando —by.
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3.8. MINSADBED para Regresion Lineal Miltiple

Sea d; la desviacion entre los valores observados y esperados de Y;:

donde X es una matriz de orden n X p, 8 es un vector de dimension p y (X/3); es la i-ésima fila de X3.

Aqui se considera el problema de calcular 3 que minimice la expresion:

>

i<j

di—dj’

Al intentar transformar en un problema de programacion lineal.
Si d;j = d; — d;, di; no restringido en signo. Sea d;; = di;' — di;*, donde d;;* > 0 para k = 1,2. De
esta forma |d; — d;| la diferencia absoluta entre las desviaciones, esta dada por:
|di — dj| = (di)" + dij®
d; —dj — dij* +di;> =0 (46)
di* >0, k=12 1<i<j<n.

La funcién objetivo se puede escribir como:

Minimizar E dijl + E dij2
i<j i<j
Resscribiendo este problema en forma matricial, y usando:

D* = [dio", dis", ..., dn1),"] para k=1,2

se tiene:

Minimizar | D'e + D2e

sujeto a XB8+d=Y

(47)
d, D!, D? satisfaciendo (43).

B3 no restringido en signo.
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Se encuentra asi la matriz correspondiente a (44). Obsérvese que se tiene una ecuacion para cada eleccion

del par (4,7), 4 < j. Hay r = n(n — 1)/2 restricciones. La variable d; aparece en n — i restricciones

donde d; aparece con coeficiente —1 paratodo i +1 < j<ny dijk aparece s6lo una vez en estas r

.. 1 2 .., . .. ..
restricciones. d;;~ — d;;* aparece en la restriccion correspondiente a (i, 7). estas restricciones se pueden

expresar por [0,H,I,.,—I.]V =0,

donde V' = (8',d’, DY, D?) y D! > 0, D2 > 0, donde:

€n—1 _Infl
0(n72)><1 €n—2 =L, 2
H =
O1x(n—2) e -I
Finalmente el problema (44) se escribe:
Minimizar | D'e + D?%e
anp I'n, O'n.><T O’n.><T

sujeto a V =

0r><p Hr><n _Ir Ir

B, d no restringidos en signo.

V' = (4,d, D", D?)
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3.9. MINSADBAD en Regresiéon Lineal Miiltiple

Ahora se considera la estimacion de 3 usando como funcién objetivo la minimizacion de la suma de
diferencias absolutas entre desviaciones absolutas. Es decir se tiene:
Minimizar 3, |d; — d;|

sujeto a d<Y-Xg<d

(49)
d>0.
3 no restringido en signo.
Aquid’ = (dy,d,,...,d,) son las desviaciones absolutas en las observaciones. Este problema puede ser
formulado como un problema de Programacién Lineal
Minimizar | D'e + D?%e
B
anp In 0 0 > Y
d
sujeto a ~Xxp I, o o |V= > -Y
0r><p Hr><n Ir _Ir = 0
D2
B no restringido en signo.
d,D',D*>0
3.10. Pruebade Hy: By41=--=03,=0

Al considerar el modelo de regresion ¥ = [y + 51X1 + --- + 8 X, + €. La estadistica para ensayar

Bg+1 =" =Pp=0es:

. SSR, — SSR;
7 = g)6?
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donde SSR es la suma de cuadrados de los residuos, SSR = 3" é2. Una prueba estadistica similar para

regresion MINMAD es usado:

5 _ SAR, —SAR;
MPA= 0,2 9)(7/2)

(51)
donde SAR es la suma de los valores absolutos de los residuos SAR = 3 |&;|. La estimacion de 7 es dada
por (35) con m = n — k. Cuando se asume que los errores tienen distribuciéon normal y cuando Hy es
cierta, la estadistica Fg tiene distribuciéon F. Cuando la distribuciéon de los errores no es especificada,
Frrpa tiene aproximadamente distribucion F', teniendo en cuenta que n el tamano de la muestra sea
grande. De esta forma, cuando n es grande se calcula el valor P aproximado como P[F > Fypal,
donde F' ~ F(,_¢),(n—k)- La aproximacion de P se encuentra utilizando la siguiente modificacion:
calcular P[G > (p — ¢)(1 — (p — ¢)/n)Famap], donde G denota una variable aleatoria con distribucion
chi-cuadrado con p — ¢ grados de libertad. Para todo n grande, es casi lo mismo P[F > Fayap|, a

causade que 1 — (p—¢q)/n = 1y (p— ¢q)F con n = oo tiene la misma distribucion como G. Para n

moderadamente, el valor P basado en G se ha encontrado que es muy seguro.

4. Discusiones y Algunos Procedimientos de Simulacién

4.1. Discusiones

Segun Acufia (2011, [42], p.193) el método de los minimos cuadradados ha sido el més popular desde
sus inicios, sin embargo, es un hecho reconocido por muchos autores que ante la presencia de datos
outliers' (verticales u horizontales), hay una gran influencia en el ajuste por minimos cuadrados. Un
outlier entre mas exagerado sea, hara que el ajuste lineal tienda a pasar cerca de el, y el anilisis de los
residuos no serfa muy confiable ya que estos darian la impresién de que nada malo estuviera pasando.

Ante la presencia de datos influenciales, las alternativas de minimos cuadrados son:

ISegtin Dodge y Birkes un outlier es un dato con un residual estandarizado mayor a 2,5 en valor absoluto.
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1. Utilizar minimos cuadrados como si nada hubiera pasado.

2. Realizar un anAlisis exploratorio de los datos antes de realizar el ajuste del modelo, esto incluye
uso de diagnosticos (dentro de los cuales se encuentran distintos métodos para la deteccion de

valores influenciales 6 outliers), transformaciones, graficas dinamicas, etc.

3. Usar Modelos Lineales Generalizados.

4. Utilizar métodos de Regresion Robusta, los cuales son modificaciones de los minimos cuadrados,

y tienen como objetivo ajustar un modelo que resista la influencia de los outliers.

Los inicios de la regresion robusta, se remontan hacia los anos sesenta, cuando Huber (1964, [40])
publico el método de regresion M. Segin el mismo Huber, existen gran variedad de métodos de regresion

Robusta, los cuales se agrupan en tres clases:

1. Regresion M (M es por Maxima Verosimilitud).

2. Regresion R (R es por Rangos).

3. Regresion L (L es por combinacion lineal de estadisticos de orden).

Existen también distintas variaciones de éstos, pero los que mayor popularidad han alcanzado son es-
timadores de Regresion M, asi el método MINMAD, es una modificaciéon del grupo 3. Ante la gran
cantidad de métodos robustos existentes, se podria pensar que el uso de la regresién robusta deberia
ser bastante amplio, pero ese no es el caso. La mayoria de paquetes estadisticos existentes, excepto
S-PLUS y GRETL los ignoran. Después de los textos de Hampel (1986, [44]) y Rousseeuw y Leroy
(1987, [43]), la investigacion en regresion robusta ha disminuido, y desde 1990 no ha aparecido ningtan
otro texto al respecto. La mayoria de investigadores se han inclinado hacia otras areas, especialmente

la no paramétrica. Vale la pena aclarar que la regresion MINMAD es mas conocida en los paquetes
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como MAD lo cual significa Minimizing Absolute Deviation, el nombre MINMAD fué asignado por
Edgeworth (1887)%. El método MINMAXAD fué estudiado por Wagner (1959, [36]) quien sugiere la
aproximacion dual para su solucién, mientras que Stiefel (1960, [35]) da una conexién entre la progra-
macioén lineal y la eliminacién de Jordan, ademés de presentar aspectos geométricos del problema. Por
su parte los métodos MINSADBED y MINSADBAD fueron propuestos por Arthanari y colaboradores
(1977, [45]), quienes en su libro presentan un ejemplo simple de simulacion. La Regresion MINMAD, ha
recibido distintos nombres: Regresion LAD (Least Absolute Deviation), Bloomfield y Steiger (1983, [3]),
Regresion LAV (Least Absolute Value), Armstrong, Elam y Hultz (1977, [46]), Regresion MAD (Mini-
mum Absolute Deviations), Ashar y Wallace (1963, [47]), entre muchos otros. La Regresion MINMAD

ha sido restrictiva en su uso, debido a cuatro razones:

1. El vector de coeficientes estimados no es tnico.

2. La regresion MINMAD resiste a la presencia de datos anormales en la direcciéon vertical, pero es

poco efectiva en la direcciéon horizontal.
3. La eficiencia del estimador disminuye ha medida que aumenta el nimero de casos.

4. Para obtener las estimaciones del coeficiente de regresion, hay que resolver un problema de pro-

gramacién lineal, el cual es muy lento computacionalmente.

4.2. Algunos Procedimientos de Simulacién

Desde la propuesta de Charnes, Cooper y Ferguson (1955, [33]), muchos autores dirigieron sus esfuerzos
a encontrar algoritmos de aproximacion cada vez mas sofosticados que se pudieran aplicar en metodos
alternativos de regresion, no obstante y segin Bloomfield y Steiger (1983, [3]), los resultados durante

25 anos, no fueron méas que Reminiscencias del redescubrimiento de la rueda, en los que los escritos

2Citado por Arthanari y Dodge, 1981
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ignoraban trabajos anteriores. Fueron Barrodale y Roberts (1973, [37]) quienes siguiendo los principios
expuestos por Charnes, Cooper y Ferguson, propusieron un algoritmo eficiente, basado en el simplex,
el cual se sigue utilizando hoy en dia. Dentro de los muchos trabajos de simulacién, en este trabajo
solamente se presentan tres en forma cronoldgica y en su respectivo orden: Bloomfield y Steiger (1983),
Arthanari y colaboradores (1977) y Torres (2001). En el afio 1983, Bloomfield y Steiger llevaron a cabo
un problema de simulacién usando Métodos Montecarlo, para estimar los pardmetros del modelo Y; =
Bo+Xi1+ X2 +U;, con tamafios de muestra n = 10 (pequenas muestras), n = 50 (muestras moderadas)
y n = 100 (muestras grandes) utilizando ocho distribuciones de probabilidad para U (normal estdndar,
doble exponencial, logistica, pareto(1,2), normal contaminada al 5%, normal contaminada al 25 %,
distribuciéon de colas pesadas al 5% y distribuciéon de colas pesadas al 25 %). Los autores proponen

como normal contaminada a la siguiente distribucién:

(1—e)e's /(2n) sift| < k
fE(t) =
(1 — €)e FUH=K/2) /(21)  silt| > k

es decir normal si ¢ € [—k, k] y exponencial si ¢ ¢ [—k, k], k(e) es solucion de 2¢(k)/k — 2®(—k) =
€/(1 —¢€), donde ¢ y ® son respectivamente la densidad y la distribucién de una normal estdndar,
fe tiene una derivada continua y minima informacion de Fisher para localizacion, entre todas las
distribuciones contaminadas. Los autores tomaron:

e=005 y k=1,399=£k(0,05)

€=025 y k=0,776 = k(0,25)

para distribuciones de colas més pesadas que la exponencial, los autores utilizaron una distribuciéon de

Pareto de indice a, es decir:

(1—e)e /(2m)  sit € [—k(e), k(e)]
he(t) =

a/(2(1+ [t]'F)) sit ¢ [—k(e), k(e)]
es de aclarar que en la distribucién de Pareto si @ > 2 la varianza es finita, pero si a < 2 se tiene

varianza infinita. Cuando a = 1,2 se tiene media finita pero varianza infinita. Finalmente los autores
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realizaron 901 iteraciones de cada distribucion y los resultados los muestran en 24 engorrosas tablas de
nimeros, los cuales no muestran claramente los resultados, tampoco las conclusiones de la simulacién.
Arthanari y colaboradores (1977, [45]) proponen simular el modelo Y; = 164+4X;1+X;2+0,25X;3+¢; con
i=1,2,...,20. Los vectores X7, Xo, X3 con correlacién no significativa r1o = 0,03,713 = —0,06,723 =
—0,28 se obtuvieron usando un conjunto de ndmeros aleatorios entre —10 y 10. Los errores fueron
seleccionados aleatoriamente e independientemente de distribuciones simétricas con media 0 y varianza
1. Se escogieron las distribuciones: Uniforme, Normal y Laplace. Finalmente y usando un programa en
fortran realizaron cinco tipos de estimacion alternativa: Minimos Cuadrados, MINMAD, MINMAXAD,
MINSADBED y MINSADBAD. En su texto los autores solamente se limitan a mostrar la media y la
varianza para cada una de las distribuciones y los métodos de estimacion sin dar mas detalles.

Por ultimo Torres (2001, [39]) presenta una comparacion entre tres métodos de Regresion: Minimos
Cuadrados, MINMAD y Regresion No Paramétrica, usando procedimientos de simulacion. En este
trabajo el autor pretende dar mas y mejores detalles de lo que Bloomfield y Steiger pretendian mostrar.
En este trabajo se utilizaron dos modelos: uno de regresiéon lineal simple y otro de regresion lineal
multiple, el primero Y = 4 + 5X; + ¢, dejando a Xy ~ U(2,5) fijo para cada iteracion y el segundo
Y =34+4X; +5Xs+€econ X1 ~U(L,4) y Xo ~ U(2,5). El objetivo de su trabajo fué determinar
cudl de los tres métodos de regresion presenta mejor ajuste, cuando la distribucién de los errores tiene
forma distinta a la normal en elongaciéon y cuando hay presencia de observaciones atipicas u outliers.
Torres realizé las simulaciones y las estimaciones con el paquete estadistico SAS.

Se utilizaron 1000 simulaciones con tamafnios de muestra de 20 y 50. Para la distribuciéon normal con
porcentaje de outliers se utilizé la normal contaminada, dada por, con valores de € de 0,05, 0,10, 0,15y
0,20, lo que equivale a contaminar la distribucién normal estandar con porcentajes de outliers de 5 %,
10%, 15% y 20 %, para cada uno de los modelos descritos anteriormente. Para asimetria y elongacion

de los errores, se utilizaron las distribuciones g y i de Tukey.
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4.3. Distribuciones g y h de Tukey

Es una familia de distribuciones con caracteristicas muy especiales en cuanto a asimetria y elongacion,
utilizadas para realizar estudios de sensibilidad, bastante utiles para realizar estudios de simulacién de

datos provenientes de distribuciones con formas distintas a la normal.

4.3.1. Asimetria

Si Z es una variable aleatoria normal estandar, y g es una constante real, la variable aleatoria Y, (Z) =
g1 (el9%) — 1) se dice tiene una distribucion g de Tukey para un valor dado de g. El parametro g

controla la magnitud y la direccién de la asimetria.

4.3.2. Elongacién

Si Z es una variable aleatoria normal estandar, y h es una constante real, la variable aleatoria Y3, (Z) =
ZehZ%/2 e dice tiene una distribucion h de Tukey para un valor dado de h. El pardmetro h controla la
cantidad de la elongacién de la distribucion. Las distribuciones de la familia h de Tukey son simétricas
y su valor esperado es 0.

Los autores introducen parametros de localizacion y escala (A) y (B), con el fin de determinar la
distribucién de una variable aleatoria X y asumiendo que p > 0,5 se deben estimar cuatro parametros

que satisfacen cualquiera de las siguientes relaciones:
X, =A+DBY, y Xi1_p=A—Bexp{—9Z,}Y, (52)
donde X, denota la g-ésima cuantila de la variable aleatoria X tal que:

X, = inf{z| P[X <a] > q} = sup{w| P[X < 2] <q}
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En la tabla 4 del apéndice A, se encuentra una tabla de distribuciones de la familia de Tukey, con el
valor de los parametros, trabajo desarrollado por Jiménez (2011, [38]). Torres utiliz6 cinco valores de
los parametros g y h en sus simulaciones: 0,2, 0,4, 0,6, 0,8 y 1. Los resultados de las simulaciones se
encuentran en las tablas 2 —3 del Apéndice A. Aqui se refieren dos graficas y las conclusiones obtenidas

por Torres.

1. Cuando la distribucién de los errores es simétrica, de colas pesadas, generadas de las distribuciones
h de Tukey, se obtienen mejores estimaciones de los pardmetros del modelo con la regresion
No Paramétrica basada en rangos y la regresion MINMAD que con la regresiéon de Minimos
Cuadrados. Si la distribucién de los errores es simétrica de colas muy pesadas, se obtienen mejores

estimaciones con la regresion MINMAD.

2. Se puede observar la robustez de los métodos de regresion MINMAD y No Paramétrica, frente a

la regresiéon de Minimos Cuadrados, cuando la distribucién de los errores presenta colas pesadas.

3. Cuando la distribucién de los errores es normal con porcentaje de outliers mayor o igual al 5 %,

se obtienen mejores estimaciones con regresién no paramétrica y le sigue la regresion MINMAD.

4. En cuanto a la deteccion de outliers, cuando la distribucion de los errores es normal, el método

que detectdé mas en promedio fué el método MINMAD, seguido de la regresiéon no paramétrica.

5. Ninguno de los tres métodos fué uniformemente mejor, para la estimacién de los parametros. Si la
distribucién de los errores es simétrica de colas muy pesadas, es mejor usar regresion MINMAD.
Si la distribucién de los errores es normal con altos porcentajes de outliers, se recomienda usar

no parameétrica.
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5. Estadistica Bayesiana y Metodologia MCMC

5.1. Estadistica Bayesiana

La Estadistica Bayesiana se atribuye a Thomas Bayes (1702-1761), propuso el teorema que lleva su

nombre y fué uno de los primeros en estudiar la probabilidad en forma inductiva, ademas de fundamen-
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tar los principios de la inferencia probabilistica. Su teoria esté siendo actualmente aplicada en modelos
complejos, que hace algin tiempo eran dificiles de resolver. Segin Ntzoufras (2009, [48]) desde media-
dos de los anos 80’s, el desarrollo en potencia y capacidad de los computadores y la implementacién
de las Cadenas de Markov y métodos Monte Carlo (MCMC) han llevado a una explosion de interés en

Estadistica Bayesiana y Modelamiento.

5.2. Teorema de Bayes

Considérense dos posibles salidas de un experimento A y B. Se puede asumir que A = A; U---U A,
para los cuales A; N A; = 0, para todo ¢ # j. Entonces, el teorema de Bayes provee una expresion para

la probabilidad condicional de A; , dado B, la cual es igual a:

P(B|A;) P(4) P(B|A;) P(4)
P(Ai|B) = === (53)
P(B) Ei:l P(B|Ai) P(Ai)
En una forma simple y mas general, para cualquier salida A y B, se puede escribir
P(B|A)P(A
P(A|B) = % x P(B|A)P(A) (54)

Esta ecuacion es también llamada regla de Bayes, aunque fué originalmente encontrada por Piere-Simon
de Laplace (Hoffmann-Jorgensen, (1994, [49], p. 102)).

La anterior regla puede ser usada para inferencia inversa. Si se asume que B es la salida finalmente
observada y que A, denota posibles causas que provocan B. Entonces P(B| A;) puede ser interpretada
como la probabilidad que B aparecera cuando A;, cause su presencia mientras P(A; | B) es la probabi-
lidad que A, es responsable por la occurrencia de que B haya sido observado. La inferencia Bayesiana
estd basada en esta racionalidad. La ecuacién anterior, ofrece un mecanismo para aprender de los datos
(Bernardo y Smith (1994, |51], p. 2)). En consecuencia, después de observar datos (yi,yz2,...yn) se
calcula la distribucion posterior f(0|y1,ya,-.-Yn), la cual combina distribucién apriori e informacién

muestral. Esta distribucion posterior es el elemento fundamental en inferencia Bayesiana.
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5.3. Definicién de un Modelo Estadistico

Una de las mas importantes cuestiones en ciencia estadistica es la construcciéon de modelos probabilis-
ticos que representen, o aproximen suficientemente, el verdadero mecanismo generador de un fenémeno
bajo estudio. La construccién de tales modelos esta usualmente basada en argumentos logicos y proba-
bilisticos concernientes a la naturaleza y funcién del fenémeno dado. Se asume una variable aleatoria
Y, llamada respuesta, la cual sigue una regla probabilistica con densidad 6 funcién de probabilidad
f(y] ), donde 6 es el vector de parametros. Al considerar una muestra independiente e idénticamente

distribuida y = (y1,...,9n)” de tamaifio n de ésta. La distribucién conjunta

n
fiy10)=1]fwil6)
i=1
es llamada la verosimilitud del modelo y contiene toda la informacion provista por la muestra.
Usualmente los modelos son construidos con el fin de evaluar 6 interpretar relaciones causales entre la
variable respuesta Y y algunas caracteristicas expresadas como variables X; € v, llamadas covariables o
variables explicativas; X; indica una covariable o término del modelo, v el conjunto de todos los términos
bajo consideracion. En tales casos, las variables explicativas estan enlazadas con la variable respuesta
mediante una funcién deterministica y parte del vector de pardmetros es sustituido por un conjunto

alternativo de parametros (denotado por 8) que usualmente encapsula el efecto de cada covariable en

la variable respuesta.

5.4. Modelo basado en Inferencia Bayesiana

La Estadistica Bayesiana difiere de la teoria estadistica clasica en que todos los parametros desconocidos
son considerados como variables aleatorias. Por esta razon, la distribucion a priori debe ser definida
inicialmente. Esta distribucién a priori expresa la informacién disponible por el investigador antes de

que cualquier “dato” sea involucrado en el andlisis estadistico. El interés se centra en el calculo de la
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distribucion posterior 6 f(0]y) del vector de parametros 8 dados los datos observados y. De acuerdo

al teorema de Bayes, la distribucién posterior puede ser escrita como

_ fv10)/(6)

f@ly) = ) f(y10)f(0) (55)

Esta distribucién posterior involucra, tanto la distribucién a priori 6 anterior, como los datos observados

en la muestra, los cuales se representan mediante f(0) y la verosimilitud

fyle)=11 w6
i=1

respectivamente.

La especificacion de la distribuciénn apriori es importante en inferencia Bayesiana puesto que ésta
influye en la inferencia posterior. Usualmente, se enfatiza en la especificacion de la media y la varianza
apriori. La media apriori provee una estimaciéon puntual para los pardmetros de interés, mientras que la
varianza expresa la incertidumbre concerniente a esta estimacién. Usualmente la informacién apriori no
esta disponible. En este caso se necesita una apriori que no influya en la distribucion posterior y dejar
que los datos “hablen por si mismos”. Tales distribuciones son llamadas no informativas 6 distribuciones
apriori vagas. Una de tales distribuciones es f(0) « 1, la cual es la uniforme apriori sobre el espacio
paramétrico. Se puede usar la regla de Bayes para inferir acerca de cualquier parametro de interés 6
siempre y cuando los datos observados hayan sido recolectados secuencialmente en diferentes puntos
del tiempo (por ejemplo, en estudios prospectivos). Antes de que cualquier dato esté disponible, se usa
solo la distribucion apriori f(0) para inferencia. Cuando un conjunto datos y () es observado, se puede
usar la distribucion posterior f(8|y®) o f(y® |6)f(8). Cuando un segundo conjunto de datos esté
disponible, se puede usar la posterior de la primera instancia como una apriori e incorporar los nuevos

datos en una nueva distribucién posterior. En consecuencia la distribucién posterior serd dada por

FO1yD, y®) < fy?10)f(0yD)
(56)

< fiy®0)f(y"V|0)f(0)
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Esta ecuacion puede ser generalizada para datos recolectados in ¢ diferentes instantes de tiempo usando

la ecuacion

FO1yY, .y o fly D 10)f(O]yD, ..y )
t (57)
< [ ™ 10)5(6)
k=1
donde es obvio que la teoria Bayesiana suministra un medio facil que permite actualizar el conocimiento
del parametro de interés 6.

Con el fin de describir més apropiadamente la construcciéon de un modelo estadistico, realizamos los

siguientes pasos:

1. Identificar la variable principal del problema (llamada variable respuesta Y') y sus correspondien-

tes datos y.
2. Encontrar una distribucién que describa adecuadamente aY.

3. Identificar otras variables que puedan influenciar la variable respuesta Y (llamadas covariables o

variables explicativas).

4. Counstruir una estructura para los parametros de la distribucion (usando funciones deterministi-

cas).

5. Especificar la distribucion apriori (seleccionar la familia distribucional y especificar la apriori de
los parametros; seleccionar entre una apriori no informativa 6 incorporar informacién apriori 6

someter a opinion de expertos).

6. Escribir la verosimilitud del modelo.

En un segundo estado se puede identificar primero el método de calculo de la distribution posterior
(analiticamente, asintéticamente, o usando técnicas de simulaciéon) y luego implementar el método

seleccionado para estimar la distribucién posterior.
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Concerniente al analisis de la distribucién posterior, se puede proceder con (todas o algunas) de las

medidas que se proponen:

1. Inspeccionar visualmente las distribuciones marginales posteriores de interés. Posibles gréficas

que pueden ser obtenidas como sigue
a) Densidades marginales posteriores ¢ graficos de probabilidad si el método es analitico 6
asintotico.
b) Histograms marginales posteriores (6 densidades estimadas) para variables continuas.
¢) Diagramas de cajas de las distribuciones marginales posteriores.
d) Gréficos bivariados posteriores (por ejemplo gréficos de contorno) para identificar y estudiar

correlaciones.

2. Calcular restimenes posteriores (medias, medianas, desviaciones estandar, correlaciones, odds ra-
tios y graficos de barras para variables discretas o categoricas, cuantilas e intervalos de confianza

posteriores)

3. Calcular la moda posterior y el area de la densidad posterior (cuando fuere posible).

5.5. Inferencia usando distribuciones apriori conjugadas

Usualmente la distribucién objetivo posterior no es analiticamente tratable. En el pasado, este incon-
veniente fué evitado mediante el uso de distribuciones apriori conjugadas. Estas distribuciones apriori
tienen la propiedad de resultar en posteriores de la misma familia distribucional. Una distribucién
apriori que es miembro de la familia distribucional D con pardametro o« es conjugada a la distribu-

tion f(y|0) si la distribucion resultante posterior f(0|y) es también un miembro de la misma familia
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distribucional. De esta manera
Si 0 € D(a) entonces 0|y € D(&)

donde ¢ y & son los parametros apriori y posterior de D. En muchos casos los pardmetros posteriores
son medias ponderadas de los pardmetros apriori y la verosimilitud. En la siguiente seccién se ilustra

un ejemplo de una distribucién combinada y su respectiva inferencia.

5.5.1. Inferencia para la distribucién de Poisson

Considérense un conjunto de datos de conteo y = (y1,¥2,.-.,¥yn) en los que se desea estimar la media

A. Se asume la distribuciéon de Poisson para cada uno de los datos y se escribe:
yi ~ Poisson(\) para i=1,2,....n

en este caso el parametro de interés es A, por tanto @ = )\, mientras que la verosimilitud est4 dada por

Toem AN e AN Vi

fy Iy =11 =

=1 yz' 1—[;1:1 yz'

Se puede ahora considerar la densidad gamma con pardmetros a y b como apriori para A, cuya densidad

€s:

El vector de parametros apriori esta dado por a = (a,b) y la distribucion posterior resultante es

efn)‘,\zyzl Yi be
H?:1 yi! I'(a)

)\aflefb)\

JOY) o< f(y [A)f(A) o
o e—(n—i—b))\)\n@—i-a
donde 7 es la media muestral. Sabiendo que la distribucién gamma de parametros a y b, notada I'(a, b)

a—l)e—b)\

es proporcional a A , se llega a la conclusién

MMy ~ gamma(ny + a,n + b) (58)
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lo cual quiere decir que la distribucion posterior es una gamma con parametros a = (ny + a,n + b)’.
De esta forma la distribucién gamma es conjugada para la distribucion de Poisson.

La media posterior es:

- ny +a
E(A =)\ =
(A y) = #in ntb
Y la varianza posterior:
- ny +a
V(A —nli= 21"
Aly) == e

Las cantidades anteriores pueden ser reescritas de la siguiente forma
no\_ b a _ a\  _
E(Aly) = (m)y + (n—+b) (3> =wy+(1- w)<g> —wj+ (1—w)EQ)

donde w = n/(n 4+ b). De esta manera la media posterior es expresada como un promedio ponderado

entre la media muestral y la media apriori, la cual a su vez es un estimador de mdzima verosimilitud.

5.5.2. Inferencia para la media de una distribucién normal

No es el propésito de este trabajo dar un compendio acerca de distribuciones conjugadas, pero es im-
portante resaltar algunas de las distribuciones conjugadas més utilizadas, por ende se menciona el caso
normal, sin entrar en detalles teéricos. En el apéndice de tablas se encuentran resumidas las distribucio-
nes conjugadas mas importantes. También parece relevante mencionar que las distribuciones: Normal,
Binomial, Poisson, Gamma e Inversa Gaussiana, entre otras pertenecen a una gran familia conocida
como la Familia Exponencial.

Cuando un conjunto de datos y = (y1,¥2, - -.,¥n) proviene de una poblacién normal, con media desco-
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nocida p y varianza conocida o2, la verosimilitud es:

1) = _H{ e (— i )2> }

= (27r02) _n/Qexp <—% <Z yi? +np® — 2n;@>>

i=1

usando como apriori para la media una distribucion normal N (pg, 002), es decir f(u|02) = fn (@; po, 00?),

la distribucién posterior esta dada por

flulo®y) o« fly|p o) f(u]|o?)

o< fly | ps0®) (s o, 00°%)

1| nog? + o2 9 nyYoo? + poo>
x exp| —z|——— |4y —2u| —————

21 02092 nog? + o2

)

La distribuciéon posterior es una normal con media y varianza dadas por

nyooz + u002 o? 002

E(uly)=p= o ror ¥ Viply) =6 =

nog? + o2

Las anteriores expresiones pueden ser reescritas como
p=wy+(1l—wpo y 6 =w—

donde w = nog?/(nog? + 02) y consecuentemente la media posterior es expresada como un promedio

ponderado de la media muestral y la media de la distribucién apriori.

5.6. Método de Jeffreys

Cuando se trata un problema en donde el investigador no tiene conocimiento previo de la situacién,
es decir desconoce por completo la distribucion apriori del conjunto de parametros 6, asi conozca la

evidencia de la muestra y, Jeffreys (1961) propone como apriori invariante a:
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donde I(0) es la matriz de informacion de Fisher:

1(6) = —E, o

82Lnf(y|9)]

Si @ =(0,0,...,0,) esun vector se tiene

Pr(6) x y/det I(0) (59)
donde I(0) es la matriz de informacion de Fisher de orden p x p. El elemento (i, j) de esta matriz es

Lj =—-Eo

9*Ln f(y|6)
96; 96;

Por transformacion de variables la densidad apriori f(6) = Pr(0) es equivalente a la siguiente densidad
apriori para ¢:

Pr(¢) = Pr(6 = h™'(¢)) ‘ % (60)

El principio general de Jeffreys consiste en que al aplicar el método para calcular la densidad apriori
Pr(0), se debe obtener un resultado equivalente en Pr(¢) si se aplica la transformacion del parametro
para calcular Pr(¢) a partir de Pr(6) en la ecuacion (60) o si se obtiene Pr(¢) directamente a partir del

meétodo inicial. Es decir, debe cumplirse la siguiente igualdad:

deo
Vi) = VIO | 35
5.7. Estimacion en Inferencia Bayesiana

5.7.1. Aproximacién a la teoria de la decision

En estadistica Bayesiana, la estimacién es un problema de decisién. Es posible asociar con cada esti-
mador a una funcion de pérdida L(6, a), la cual establece la diferencia entre 6 y a.

La funcion de pérdida permite cuantificar las posibles penalidades, al escoger a como estimador de 6.
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Existen muchas funciones de pérdida que se pueden utilizar, dependiendo del contexto ¢ del problema.

Las mas utilizadas son:

1. Pérdida cuadratica: L(0,a) = (6 — a)?
2. Pérdida lineal absoluta 6 error absoluto: L(6,a) = |6 — a|

3. Pérdida 0, 1:
0 si |0—a|]<e
1 si |0—a|l>¢€

4. Pérdida lineal para g,h >0

g(a—0) si a>0

h(0 — a) si o a<é

Se debe aclarar que la funcion de pérdida L(6, a), significa la pérdida incurrida al adoptar la accion a,
cuando el verdadero estado de la naturaleza es 6. Pr(a,y) es la pérdida esperada posterior. Con base
en esto se tiene:
R, () = E(L(A,a)) = Pr(a,y) = /L(6‘, a)Pr(a,y) do

La Regla de Decision d(y) es la accién que minimiza Pr(a,y) y el Riesgo de Bayes es RB(d) =
S p(d(y),y)p(y)dy

Un estimador puntual en el contexto Bayesiano, es una simple estadistica descriptiva de la distribucién
posterior f(6]y). Usando la calidad del estimador a través de una funciéon de pérdida, la teoria de la
decision conduce a elecciones 6ptimas de estimadores puntuales. Lo més natural, es que la eleccién de
funciones de pérdida llevan a estimadores como la media posterior, mediana y moda como estimadores

Optimos.
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5.7.2. Intervalos de credibilidad

Un intervalo de credibilidad es el analogo a un intervalo de confianza en estadistica clésica. Los estima-
dores puntuales no proporcionan una medida de la precisiéon de la estimacién. Esta situaciéon ocasiona
problemas en la estadistica clasica, puesto que los pardmetros no son aleatorios, por tanto no es posible
dar un intervalo, para que con cierta probabilidad el pardmetro se encuentre dentro de ese intervalo, no

obstante en estadistica Bayesiana no hay dificultad puesto que los parametros se consideran aleatorios.

Definicién 5.1 Una region de credibilidad 100(1 — «) de 0 es un subconjunto C de 6 tal que:

Jo f(01y)d() caso continuo
1-a<pr(clo) [ dF@ly)e) -

> occ f(Oy) caso discreto

Las regiones de credibilidad (llamadas también conjuntos veraces, por algunos autores) no son definidos
de manera tnica (lo mismo ocurre con los intervalos de confianza en estadistica clasica). Cualquier region
con probabilidad (1 — «) cumple con la definicion (5,1). La idea es encontrar el intervalo que contiene
los valores “mas posibles” del pardmetro, por tanto se hace imprescindible imponer una restriccién
adicional la cual indica que el ancho de la region debe ser tan pequeno como sea posible. Para hacer
esto se deben solo considerar aquellos puntos con f(6|y) mas grandes, esto da lugar a una region de

la forma

C=Culy)=1{01fO]y) >~}

donde  es elegido de tal manera que [, f(0]y)d0 =1—«
La region que cumple las anteriores condiciones es llamada Region de densidad posterior mds grande y

solo puede ser resuelta por métodos numéricos.

70



5.7.3. Pruebas de Hipoétesis en Inferencia Bayesiana

Una prueba de hipoétesis relaciona una decision en la que se debe elegir entre dos conjeturas, relacionadas

con el (los) pardametro (os) de interés.

H1:6‘ :Ql

Se puede también tener el caso en el que los conjuntos €2y y €2; son valores simples de 6, es decir:
H() 0 = 90

Hl 10 = 91
Aproximacién clasica
Se ejecuta la prueba usando la razén de verosimilitud:

flyl61)

 flyl6o)

Cuando A toma valores grandes, significa que los datos observados Y fueron tomados si el verdadero
valor del parametro es 6 en lugar de 6.

Aproximacién Bayesiana

Para la estadistica Bayesiana, parece natural realizar la prueba de los valores en la hipo6tesis, con las

distribuciones posteriores relativas, esto es:

_ fl6) _ fyl0) _ f(61) f(y]61)
f(yl6o)  flylbo)  f(6o) f(y|bo)

Lo anterior en palabras significa: Razon de apuestas apriori es igual a Razon de apuestas posteriores

AB

por Razon de verosimilitud. Si Ap toma valores grandes significa que hay preferencia por Hj.

Definicion 5.2 El cociente 3—0 = f(goly) es la razon de apuestas posterior de Hy a Hy, y H—; es la

razon de apuestas apriori. La cantidad

9
_ Razon de apuestas posterior %

Razon de apuestas apriori f(001)
0
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5 JO 0 _aTly o)

~ fOoly) F(61) a0 IT4 f(y6o)

se denomina factor de Bayes en favor de ©;.

B es una medida del peso que tienen los datos en favor de Hy sobre Hy. Si B es grande, se anula

cualquier preferencia apriori por Hy. La preferencia posterior es H;.

5.8. Simulacién Montecarlo y su implementacién en Inferencia Bayesiana

En muchos campos de la ciencia y la tecnologia es importante determinar integrales de la forma:

Iz/wg(x)dx

Muchisimas soluciones han sido propuestas a este tipo de problemas, comenzando desde los métodos
teoricos, hasta soluciones computacionales sofisticadas. Una de tales técnicas estd basada en la ge-
neracién de muestras aleatorias de una densidad, y luego obtener la integral mediante la obtenciéon
de estadisticas insesgadas, como por ejemplo la media muestral. Se puede asumir que la funciéon de

densidad f(z) de una variable aleatoria X, puede generar valores aleatorios. esto se puede escribir

I:/z[%]dx:/zg*(x)dx

donde g* = g(x)/f(z) y la integral I puede ser estimada eficientemente por:

1. Generar (x(l), z®@ .. ,:C(T)) de la distribucion objetivo con funcion de densidad de probabilidad

(p.d.f) f(x).

2. Calcular la media muestral:

M|~
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Este concepto fué utilizado en los inicios del primer computador electronico y adoptado por Metropolis
y su equipo de investigacion (1949 y 1986, [50], [52]).

El método descrito anteriormente es directamente aplicable a muchos problemas en inferencia Baye-
siana. Por tanto para toda funcién del parametro de interés G(6), se pueden calcular la media y la

varianza posteriores por simplicidad.

1. Generar una muestra 81,0 .. 0" de la distribucion posterior f@ly).

2. Calcular la media muestral de G(0) por simplicidad utilizando

el

R
I=2%"Go")
t=1

La simulacion puede también ser utilizada para estimar y visualizar la distribucion posterior de G(6),

la cual puede ser obtenida con la asistencia de las estimaciones kernel de los valores
GO, GO, ..., cO")

El principal problema es cémo encontrar la distribucién posterior, lo cual muchas veces no es sencillo.
La distribucién posterior de aprioris conjugadas parece ser el camino maés sencillo, cuando la posterior

de G(0) se pretende encontrar cuando el conjunto de pardmetros 8, no sea analiticamente tratable.

5.9. Meétodos Montecarlo y Cadenas de Markov MCMC

Los métodos de simulacion descritos en la secciéon inmediatamente anterior (también llamados métodos
de simulacion “directa”), no pueden ser aplicados en todos los casos. Ellos se refieren principalmente
a distribuciones unidimensionales. Sinembargo, algunos de ellos estan enfocados en el calculo efectivo
de integrales especificas (Givens and Hoeting, (2005, [53] p. 183)) y no pueden ser usadas para obte-

ner muestras de alguna distribucién posterior de interés. Las técnicas de simulacién basadas superan
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tales problemas, a causa de su flexibilidad y generalidad. Estas caracteristicas, junto con el desarro-
llo masivo de facilidades de computo han hecho de las Cadenas de Markov y Métodos Montecarlo
(MCMC), técnicas populares desde comienzos de los afios 90. No obstante, los métodos MCMC no son
nuevos pues fueron introducidos en la fisica en 1953 mediante una version simplificada de Metropolis
y colaboradores (1953, [54]). Publicaciones intermedias incluyeron generalizaciones del algoritmo de
Metropolis como Hastings (1970, [56]) y el desarrollo de los Muestreadores de Gibbs por Geman and
Geman (1984). Sinembargo, este pensamiento dur6 cerca de 35 anos hasta que los métodos MCMC
fueron redescubiertos por cientificos Bayesianos tales como Tanner and Wong (1987, [58]); Gelfand y
colaboradores (1990, [57]); Gelfand and Smith (1990, [55]) hasta llegar a ser una de las principales
herramientas computacionales en inferencia estadistica moderna.

Las Cadenas de Markov y Métodos Montecarlo motivaron a investigadores cuantitativos a utilizar
modelos complicados y estimar las correspondientes distribuciones posteriores con mucha seguridad.
En este sentido, los métodos MCMC han contribuido al desarrollo y propagacién de la teoria Baye-
siana. Extensivos detalles del uso del uso de los métodos MCMC pueden ser encontrados en Gilks y
colaboradores (1996, [59]). BUGS (Spiegelhalter y colaboradores 1996, [60]) y el software WinBUGS
(Spiegelhalter y colaboradores 2003, [61]). Ademaés el uso de técnicas MCMC para generar muestras de
distribuciones posteriores de modelos complicados, ha provisto una forma efectiva para evaluar modelos

Bayesianos.

5.9.1. Algoritmo MCMC

Una Cadena de Markov es un proceso estocastico {0(1), 6 ey O(T)} tal que
f(g(t+1) |9(t)7 o(t—1) e, 0(1)) _ f(g(t+1) | g(t))

esto es, la distribucion de 0 en la secuencia t+1, dados todos los valores 6 precedentes (para tiempos ¢, t—

1,...,1), depende sdlo del valor precedente inmediatamente anterior 0. Sinembargo, f(0(t+1) | B(t)) es
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independiente del tiempo ¢, Finalmente cuando la cadena es irreducible, aperioédica y positiva recurrente,
cuando ¢ — oo la distribucion de 8% converge a su estado de equilibrio, el cual no depende de valores
iniciales de la cadena 8©), para detalles se puede ver Gilks y colaboradores (1996, [59]).

Con el fin de generar una muesta de la distribucion posterior f(€]y), se debe construir una cadena de

Markov con dos propiedades deseables:

1. £V 16®) deberfa ser facil de generar, y

2. La distribucién de equilibrio de la cadena de Markov seleccionada, deberia ser la distribucién

posterior de interés f(0]y).

Asumiendo que se ha generado una cadena de Markov con estos requerimientos, entonces

1. Seleccionar un valor inicial 8%,
2. Generar T valores hasta que la distribucién de equilibrio es alcanzada.

3. Monitorear la convergencia del algoritmo usando diagnosticos de convergencia. Si el diagnostico

de convergencia falla, generar més observaciones.
4. Cortar las primeras B observaciones.
5. Considerar {0(B+1), o(B5+2) ey O(T)} como la muestra para el anélisis posterior.

6. Graficar la distribucion posterior (usualmente debe enfocarse en las distribuciones marginales

univariadas).

7. Finalmente, obtener restmenes de la distribucion posterior (media. mediana, desviaciéon estandar,

cuantilas y correlaciones).
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6. Simulacién y Estimacién de Parametros

6.1. Estimacion via MCMC

Para utilizar este proceso de estimacién en el presente trabajo se utilizaron los dos modelos propuestos
por Torres (2001, [39]), uno de Regresion Lineal Simple y otro de Regresion Lineal Multiple, el primero
Y = B0+ p1X +e,donde By =4, (1 =05, X seestablecio fija con distribuciéon uniforme en el intervalo
(2,5), los errores se consideraron con distribucion normal de media cero y desviacion estandar 3. El
segundo modelo Y = By + f1X1 + B2 Xe +€con g =3, p1 =4, [2=0>5, X1y Xe se pusieron fijas
con distribuciones uniformes en (1,4) y (2, 5) respectivamente, de igual forma el error se consider6 con
distribucién normal de media cero y desviaciéon estandar 3.

Una vez propuestos estos modelos, los errores fueron contaminados para generar outliers, con porcen-
tajes de 5,10,15 y 20 por ciento. También se utilizé la distribucién g de Tukey para asimetria, con
valores para g de 0,2,0,4,0,6,0,8 y 1. Luego se procedié a generar elongacion en los errores usando la
distribucién h de Tukey con valores para i de 0,2,0,4,0,6,0,8 y 1. Posteriormente muestras de tamanos
10,20, 50 y 100 fueron generadas mediante el paquete estadistico R, el error normal sin contaminacién
también se tuvo en cuenta.

Las muestras anteriores se procesaron en el lenguaje de programacion WinBUGS, utilizando la ver-
sion experimental OpenBUGS, de la Universidad de Helsinki (Finlandia), disponible en la website
http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs, la cual puede correrse dentro de otro Software tal como R,
Matlab ¢ Excel. Con los programas descritos en el apéndice B, utilizando dos cadenas de mil iteracio-
nes cada una, se obtuvieron los estimadores Bayesianos para £y , 51 en el modelo de regresion lineal
simple y By , 81 , 82 para el modelo de regresion lineal multiple. Los estimadores puntuales para cada
tamano de muestra y modelo se encuentran en las tablas 5 y 6 del apéndice A. De igual manera las

regiones de credibilidad entre el 2,5% y el 97,5 % se encuentran escritas para cada modelo y tamafo
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de muestra en las tablas 7 a la 12 del mismo apéndice.

Estimacion Robusta

El objetivo principal del presente trabajo es comparar las estimaciones obtenidas en el procedimiento
descrito anteriormente con las estimaciones de los pardmetros ajustadas mediante los cuatro métodos
de regresion robusta MINMAD, MINMAXAD, MINSADBED y MINSADBAD, los cuales fueron desa-
rrollados con los programas en Matlab del apéndice C. El criterio de comparacién utilizado en este
trabajo es el Error Cuadrdtico Medio, también utilizado por Torres y colaboradores. Es bueno anotar
que las estimaciones procesadas con estos métodos no son nicas, y por esta razon fue necesario realizar
1000 iteraciones. Esto significa que se generaron 1000 modelos con tamanos de muestra de 10, 20 y 50,
utilizando errores normales, normales contaminados al 5%, 10 %, 15 % y 20 %, normales con asimetrias
utilizando la distribucién g de Tukey con valores de ¢ = 0,20,40,60,8 y 1, normales con elongacién
mediante la distribucién h de Tukey y valores de h = 0,20,40,6 0,8 y 1 respectivamente. A cada modelo
se le implement6 el algoritmo simplex, para la estimaciéon de los parametros mediante Programacion
Lineal. Ademas en cada algoritmo se utilizo la Region de Credibilidad Bayesiana correspondiente en
cada caso, con el fin de calcular el porcentaje de cobertura de cada uno de los parametros, es decir
contar cudntas veces de las mil, la estimacién cae dentro de la Regién en porcentaje. Los programas en
Matlab propuestos para tal fin se encuentran en el Apéndice C, para cada uno de los cuatro métodos
MINMAD, MINMAXAD, MINSADBED y MINSADBAD. Los algoritmos para cada uno de los mé-
todos anteriores, se encuentran descritos en los problemas: (41), (44), (48) y (50), de la seccion 3. Los

resultados obtenidos estan en las tablas 13 a la 36 del Apéndice A.
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6.2. Analisis de algunos resultados de la simulacién.

Es importante resaltar graficamente algunos resultados de las simulaciones y realizar una breve pero
clara descripcién de algunos detalles, los cuales permiten visualizar las ventajas y desventajas de los

cuatro métodos de regresiéon robusta que se proponen en esta tesis.
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Regresion Lineal Simple, n=50

% outliers g—Tukey h—Tukey
le+04 —
i
fac]
D
o
©
< .
o Método
o
g 1e+01 — —e— minmad
1= —e— minmaxad
5 —e— minsadbed
g —e— minsadbad
<
=
o
g > ———— o —e
w le—02 —
-— o—————" ’-—o\/
| | | R i i i N i i i i
0.05 0.10 0.15 0.20.2 0.4 0.6 0.8 1.M.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Regresién Lineal Mudltiple, n=10
% outliers g—Tukey h—Tukey
i
% le+03 —
o
©
< .
o Método
o
g —e— minmad
1= —e— minmaxad
S le+01 - —e— minsadbed
g —e— minsadbad
<
=
o
S
=
[N}
le—01 -

1 U 1 1 1 [ 1 1 1 1
5 10 15 200.2 0.4 0.6 0.8 1.M.2 0.4 0.6 0.8 1.0

79



Regresién Lineal Mudltiple, n=20
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En las graficas anteriores se puede apreciar la estabilidad en Error Cuadrdtico Medio del método
MINSADBED (linea azul clara), tanto para porcentaje de outliers, como para asimetria (g de Tukey).
Es importante aclarar que el método de elongacion (h de Tukey) se realizé unicamente para los métodos
MINMAD (color rojo) y MINMAXAD (color verde), puesto que para los métodos MINSADBED y
MINSADBAD (color violeta), el programa que realiza las simulaciones aborta. Las estimaciones de los
anteriores graficos corresponden a la estimacién del pardmetro 31 en los modelos de regresién lineal
simple y multiple, con tamanos de muestra 10,20 y 50.

Un buen observador diria que el método MINMAD también tiene una muy buena estabilidad al igual o
ain mejor que el método MINSADBED, pero esto ya fué indicado por Torres y colaboradores. Se puede
incluso percibir que MINMAD tiene un excelente comportamiento cuando la distribucion de los errores
tiene colas pesadas 0 una alta elongacion (h-Tukey). Se puede también evidenciar la poca estabilidad
y los valores grandes del método MINMAXAD. Por su parte, el método MINSADBAD, aunque no
presenta tanta inestabilidad como el método MINMAXAD, si evidencia serias variaciones. No se puede

pasar por alto que MINMAXAD en porcentaje de outliers tiene un comportamiento aceptable.
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Regresién Lineal Mudltiple, n=10
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Regresién Lineal Mudltiple, n=50
% outliers g—Tukey h—Tukey
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Regresién Lineal Simple, n=20
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En los anteriores gréficos, se continda evidenciando el buen comportamiento y estabilidad en Error
Cuadratico Medio del método MINSADBED, para porcentaje de Outliers y Asimetria (g-Tukey), para
la estimacion del parametro B2 en el modelo de regresion lineal multiple.

En cuanto al porcentaje de cobertura para el parametro 5; en el modelo de regresién lineal simple, se

percibe un valor bajo para el método de regresion robusta MINSADBED cuando el tamafio de muestra
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es 50, sinembargo presenta un excelente porcentaje de cobertura en muestras de tamano 10 y 20.
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Porcentaje de cobertura para B2

Porcentaje de cobertura para B1
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Regresién Lineal Mudltiple, n=20
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Por ultimo en los gréaficos anteriores se exhibe el buen porcentaje de cobertura para la estimacién del
parametro (1 en el modelo de regresion lineal miltiple, con el método MINSADBED. Para el parametro

(B2, se nota una pequena disminucién cuando el tamafio de muestra es 50, pero no ocurre lo mismo con

tamanos de muestra 10 y 20.

No se puede pasar por alto la complejidad computacional del método MINSADBED, el cual presenta

87



la matriz H, incluida la formula (48) de la seccion 3. Esta matriz contiene 10 filas y 5 columnas en el
de caso de manejar un tamano de muestra igual a 5. En el caso de tener una muestra tamano 10, la
matriz H posee 45 filas y 10 columnas. Si se maneja una muestra tamano 50, H tendria 1225 filas y 50

columnas. Esta matriz forma parte de las restricciones A en el algoritmo Simplex.
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7. Aplicacién

7.1. Método Minmad

Con el proposito de ilustrar estos métodos, se utilizaron los datos expuestos en el libro de Dodge y
Birkes (1993, [4], p.- 67). Los datos representan 47 areas residenciales en la ciudad de Chicago, para
el ano 1975. La primera variable (la cual representa la variable dependiente ¢ respuesta Y') son los
incendios presentados por cada 1000 casas en el area. La segunda variable, corresponde a la primera
variable explicativa 6 independiente es Edad, representa la proporcién de casas construidas antes de
1940. La tercera variable representa el niimero de robos por cada 1000 residentes, por tltimo la variable
Ingresos, representa la mediana del ingreso familiar como multiplo de 1000.

El siguiente grafico muestra la distribucion aproximada de la variable respuesta Y (Incendios):

Histogram of Incendios

12

10

Frequency

Incendios

En el grafico anterior se puede apreciar una moderada asimetria positiva en los datos.

Los siguientes graficos representan la variable respuesta Y: Incidencia de incendios, versus cada una de
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las tres variables independientes 6 explicativas X7: Proporcion de casas viejas, Xs: Incidencia de robos

y X3: Mediana del ingreso familiar.?
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3Ver Dodge y Birkes ([4], p. 20-24).
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En la grafica de Y versus Xo un punto esta méas hacia la derecha que los demas, esto significa que la
incidencia de robos en el area 24 es 147, mientras que en las demés areas no supera los 75. Un punto
que tiene un valor extremo para cualquiera de las variables explicativas es llamado leverage point, que
traducido es punto de apalancamiento. El término outlier esta reservado para puntos que tienen valores
extremos en la variable respuesta. Los puntos de apalancamiento tienen una influencia desproporcional
en las estimaciones de los coeficientes de regresion, puesto que éstos no siguen la misma distribucion
de los demés datos. Por tanto se sugiere borrar el area 24 de los datos y continuar el procedimiento
con areas que presentan robos no superiores a 75. También en la grafica de Y versus X3 el area 7
es también un punto de apalancamiento pues presenta ingresos de 21,480, el siguiente mayor valor es
16,250, mientras que los demas ingresos no superan 14,000, también se sugiere borrar el area 7 de los
datos.

En la grafica de Y versus X; la nube de puntos tiene una forma de abanico, lo cual indica varianzas
desiguales. La grafica de Y versus X3 también tiene forma de abanico con la diferencia que con respecto

a la anterior abre en direccion opuesta. Este problema se puede corregir utilizando la transformacion
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logaritmica de la variable Y. Por esta razén se propone el modelo:

logV = o + 1 X1 + B2 Xo + B3 X3 + €

Dodge y Birkes proponen utilizar el método de estimacion MINMAD, para lo cual se pueden procesar
los datos en el paquete estadistico GRETL?, mediante la rutina de regresién robusta. En el siguiente

cuadro se presentan los estadisticos basicos:

Cuadro 1: Estadisticas basicas MINMAD

Mediana Media oy SAR; SAR. SSR

2.251 2.19953 0.754192 15.78 27.29 9.12609

Fuente: autor(2013)

Cuadro 2: Modelo estimado MINMAD

Pardametro Estimacién  Desv.Tip  Est.T P Significancia
Bo 4.36214 0.731929  5.960 0.00001 * ok K
B1 -0.0909789  0.420823  -0.216 0.82991
B2 0.0129898  0.00697726 1.862 0.06982 *
B3 -0.242533  0.0479510 -5.058 0.00001 * ok K
T 0.6371

Fuente: autor(2013)

En la tabla anterior se estima el modelo de regresion MINMAD Yy = 4,36214 — 0,0909789 X, +

0,0129898 X5 — 0,242533 X3. La estimacion de la desviacién estandar de los errores estimados 6 re-

4La version libre de este paquete se encuentra en http://es.kioskea.net/download/descargar-16584-gretl.
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siduos es 0,5100. Los n —k = n — (p+ 1) = 45 — 4 = 41 residuos debidamente ordenados en forma
ascendente se encuentran en Dodge y Birkes (1993, [4], p. 77). Se propone entonces construir la esta-
distica Fyap con el fin de probar la hipétesis nula Hy : 1 = f2 = B3 = 0, la cual fué ya discutida y
expuesta en la formula (51) de la seccion 3. Para ello se hace necesario estimar el parametro 7, también
discutido en la formula (35) de la seccion 3, el cual emula la desviacion estandar en regresion robusta.
Se hace también necesario aclarar que el valor ¢ incluido en la hipdtesis Hy : 441 = - Bp = 0 expre-
sada en la seccion (3,10) tiene un valor g =0. Losm=n—k=n—(p+1)=45—(34+1) =45—-4 =141

residuos distintos de cero, son usados para calcular el parametro 7.
ki = (m+1)/2 —vm = (41 +1)/2 — V41 = 14,60 ~ 15.
ke = (m+1)/2 4+ Vm = (41 +1)/2 + V41 = 27,40 =~ 27.

En la tabla de residuos expuesta en la pagina 77 del texto en mencién, se puede apreciar que €, =

€15 = —0,1492 y €, = €27 = 0,2488, de donde se puede calcular:

. \/ﬁ[ékjL —én] _ \/H[0,248i +0,1492] 0,6371

Fooan — SAR, —SAR; 27,29 — 15,78
VAP T T ()2 T 3(0,6371) /2

= 12,04

Para obtener la probabilidad de significancia P, se calcula primero:

(p—q)(1 = (p—q)/n)Fuap = (3—0)(1 — (3 — 0)/45) x 0,0464 = (2)(1 — 0,02) x 12,04 = 33,71

El valor P es aproximadamente Prob[G > 33,71], donde G tiene distribucion chi-cuadrado con p = 3
grados de libertad, se obtiene P = 0,001. Con este valor se puede afirmar cualquiera de las variables
independientes tiene significancia alguna sobre la variable incidencia de incendios.

Probando secuencialmente cada una de las tres hipotesis Hoy : 81 =0, Hpo : 2 =0y Hpz : 83 = 0. En

la primera hip6tesis se ve la necesidad de eliminar la variable X7, con lo que se propone el modelo:

logY = By + B2 Xo + B3 X3 + ¢
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Al realizar nuevamente la estimacion MINMAD de los parametros se obtiene el modelo estimado: Y =
4,252 4 0,01156 X5 — 0,2330X3, el cual produce una estimaciéon de la varianza residual de &, = 0,5232.
Posteriormente al probar las hipoétesis Hpz y Hgs, se evidencia que se debe borrar la variable Xo del

modelo, con lo que finalmente se considera el nuevo modelo:
logY = By + f3X3 + ¢

Realizando una vez mas la estimacion MINMAD de los pardmetros, se obtiene finalmente el modelo es-
timado: YV = 4,988 —0,2718 X3 que produce una desviacion estandar residual de . = 0,5225. Al realizar
los graficos entre los residuos estandarizados y el valor estimado de Y y las variables independientes,
no se evidencia no linealidad ni varianza no constante (estos graficos se obvian), pues se encuentran
descritos en Dodge y Birkes (1993, [4], p. 23).

Finalmente con el fin de probar los eficientes resultados de esta regresién robusta y siguiendo a Paula
(2013, [15]), éste autor propone, teniendo en cuenta la asimetria de la variable respuesta, utilizar un
modelo multiplicativo en lugar de un modelo aditivo y aplicar un Modelo Lineal Generalizado, para el
ajuste de los parametros, utilizando una densidad Gamma para la componente aleatoria del modelo

(variable respuesta Y'), con funcién de enlace log. Paula propone el modelo:

= ePotB1Xi+P2Xo+83 X5 e

Al aplicar logaritmo, se obtiene:

log (1) = Bo + B1X1 + B2Xa + B3 X5+ €

Empleando el programa en R el cual se encuentra en el apéndice E1, se obtiene:
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Cuadro 3: Estimacion GLM

Pardmetro Estimacion Desv.Tip Est.T P Significancia
Bo 3.996344  0.661223 6.044  3.7e-07 * ok %
B1 0.352791  0.409176  0.862 0.394
B2 0.008529  0.006761  1.262 0.214
B3 -0.204680  0.042529 -4.813 2.04e-05 * ok %

Fuente: autor(2013)

Es decir el modelo estimado es: Y = 3,996344 + 0,352791 X7 + 0,008529.X5 — 0,204680X3. En la tabla

se visualiza que las variables X; y X5 no son significativas, lo cual permite proponer el modelo:

log (1) = o + B3 X3 +¢€

Utilizando el programa en R, del apéndice E2, se obtiene la estimaciéon del modelo anterior: ¥ =

4,9040 — 0,2466 X 3. La tabla siguiente muestra los resultados:

Cuadro 4: Estimacién GLM

Pardmetro Estimacion Desv.Tip Est.T P Significancia
Bo 4.9040 0.3604  13.607  2e-16 * % k
B3 -0.2466 0.0335  -7.362 3.8e-09 * % k

Fuente: autor(2013)

Se puede evidenciar claramente la similitud entre el modelo robusto reducido y el modelo lineal gene-

ralizado. La gréfica siguiente muestra la bondad del ajuste:

95



Componente do Desvio

Por ultimo la siguiente grafica presenta el diagnostico del modelo ajustado.
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para el conjunto de datos.

No se puede pasar por alto la aplicacion de los métodos MINSADBAD y MINSADBED a éste conjunto

de datos, se realizaron las estimaciones de los parametros, obteniendo los siguientes resultados:

Cuadro 5: Estimacion MINSADBAD

Pardmetro Estimacion Desv.Tip Est.T P Significancia
Bo 2.2062 0.4121  5.3535 1le-6 * % k
B1 0 0.7681 0 1
B2 0.0047 0.0134  0.3507 0.7275
B3 0.2564 0.07772  3.2990 0.0019 *%

Fuente: autor(2013)

Se observa que se obtiene el modelo estimado Y = 2,2062 + 0,25 X3, pues las variables independientes
X5 y Xs no son significativas. La desviacion estandar residual es g, = 1,2271, la cual es mucho mayor
que la obtenida en la regresion MINMAD. Los estadisticos para la regresién robusta MINSADBAD se

resumen en la siguiente tabla:

Cuadro 6: Estadisticas basicas MINSADBAD

O¢ SART SARf T Fuarspap P(G>F1)

1.2271 27.2880 127.8938 1.16824 97.14 0.0000

Fuente: autor(2013)

En esta tabla se observa que SAR, > SAR; lo cual significaria que el modelo estimado explica mas del

100 % de los datos, lo cual es imposible y por tanto MINSADBAD no seria un método apropiado para
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este conjunto de datos. No obstante se realiza el diagnostico grafico de este procedimiento utilizando el

programa en Matlab, expuesto en el apéndice E3.
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En estas graficas se observan varios aspectos a describir:

= Todos los residuos son negativos.

» Persiste la heterocedasticidad.
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= Existen tres puntos influyentes.

= Se presentan tres valores extremos de la variable respuesta que pueden ser outliers.
Se realizo el analisis para el mismo conjunto de datos, usando el método MINSADBED, obteniendo los
resultados de la siguiente tabla:

Cuadro 7: Estimaciéon MINSADBED

Parametro Estimacion Desv.Tip Est.T P Significancia
Bo 2.2062 0.2270  9.7189 0.00000 * ok %
B 0.6860 0.4231  1.6213 0.1122
B2 0.0217 0.007424 2.9230 0.0055 *
Bs 0 0.0428 0 1

Fuente: autor(2013)

Se observa el modelo estimado Y = 2,2062+0,0217 Xo, las variables independientes X7 y X3 se excuyen
del modelo pues no son significantes. La desviacién tipica residual es g, = 0,6056, la cual sigue siendo
mayor que la obtenida con regresion MINMAD. Los estadisticos basicos para este tipo de estimacion

son:

Cuadro 8: Estadisticas basicas MINSADBED

Oe SART SARf T Fuarspap P(G > Fl)

0.6056 27.2880 47.8745 0.6436  21.3243 0.0000

Fuente: autor(2013)
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Al igual que el método MINSADBAD SAR, > SARy, lo cual evidencia sobreestimaciéon del modelo
y por tanto el método no es recomendable. Los graficos para el diagnéstico de este método fueron

obtenidos con base en los resultados del programa en Matlab del apéndice E4.
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A diferencia del método anterior se puede describir:

= Hay maés residuos negativos que positivos.

= No se evidencia heterocedasticidad.

102



= Existen dos valores influyentes.

= Se presentan dos valores extremos de la variable respuesta que pueden ser outliers.
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8.

Conclusiones

. El método de regresion MINMAD es bastante robusto, estable en error cuadratico medio, presenta

un alto grado de cobertura frente a los estimadores bayesianos del modelo, obtenidos mediante el
procedimiento MCMC (Métodos Montecarlo y Cadenas de Markov). Ademaés es bastante robusto
cuando la distribucién de los errores es simétrica de colas pesadas. En la aplicacién propuesta en

este trabajo, se evidencia la similitud de los estimadores a los de un Modelo Lineal Generalizado.

. El método de regresion MINMAXAD, aunque parece flexible ante el manejo de pocas variables,

resulté tener demasiada inestabilidad en error cuadratico medio y en porcentaje de cobertura.
Estas caracteristicas lo hacen inaplicable a cualquier conjunto de datos a ser procesados mediante

regresion robusta.

. El método de regresion MINMAD presenta una excelente flexibilidad en su manejo computacional,

cuando la distribucién de los errores presenta una alta elongacién e incluso cuando la varianza es
infinita, no obstante cuando la distribucion de los errores es altamente asimétrica, el programa que

permite calcular la estimacién de los parametros aborta, es decir no converge a ningtn resultado.

. Los métodos de regresion robusta MINSADBAD y MINSADBED, pueden considerarse como

modificaciones alternas del método MINMAD, esto permite utilizar las mismas formulas para la
aplicacion inferencial de los pardmetros, es decir estos dos métodos se pueden considerar casos

particulares con su propia metodologia de aplicacién del método MINMAD.

. Los métodos MINSADBAD y MINSADBED a diferencia del método MINMAD, presentan una

buena flexibilidad computacional en su aplicaciéon, cuando la distribucién de los errores es altamen-
te asimétrica, pero cuando la distribucién de los errores tiene una alta elongacién, no convergen

a ningan resultado.

. Cuando la distribuciéon de los errores es simétrica de colas pesadas, la calidad de la estimacién
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de los parametros del modelo mediante MINMAD, es tan buena como la estimacion obtenida
mediante la aplicaciéon de un Modelo Lineal Generalizado, método bastante robusto que permite

obtener estimaciones de maxima verosimilitud, usando el algoritmo de Newton-Raphson-Fisher.

. La Estadistica Bayesiana, utilizada en Modelos de Alta Complejidad, mediante la utilizaciéon de
Métodos Montecarlo y Cadenas de Markov (MCMC), es la alternativa méas moderna y poderosa-
mente robusta, que permite obtener no sélo la estimacién de los parametros, sino su distribuciéon
aproximada y permite calcular las regiones de confiabilidad de cada parametro, incluso en peque-

nas muestras.
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9.

Recomendaciones

. Se propone recomendar el uso de métodos alternativos, especialmente el método MINMAD, cuan-

do existan datos cuyos residuos sean simétricos de colas pesadas, y no exagerar en el uso y abuso

de Minimos Cuadrados.

. Es indispensable realizar pruebas de ensayo y error con los métodos MINSADBAD y MINSAD-

BED en conjuntos de datos, los cuales representan un modelo cuyos residuos revelen demasiada
asimetria en su distribucién. No obstante es indispensable realizar el respectivo diagnostico del

modelo estimado.

. Seria importante desarrollar muchas aplicaciones simuladas del método MINMAXAD, el cual

demostré demasiadas falencias, y examinar en detalle las posibles ventajas en la utilizacion de

este método..

. El presente estudio se limit6é a estudiar s6lo los modelos de regresién lineal simple y multiple

con sblo dos covariables, se recomienda estudiar los mismos métodos con un mayor nimero de

covariables y por que no en modelos que no sean lineales.

. Proponer el estudio de estos mismos métodos mediante procedimientos matematicos que conlleven

a otros resultados (por que no maés relevantes), por ejemplo las Metaheuristicas y métodos de

Programacion Dindmica.
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Apéndices

A. Apéndice de Tablas

Cuadro 9: Distribuciones h de Tukey simuladas con su varianza teérica

h V(e) h V(e)

0 1 0.6 | Infinita

0.2 | 2.1517 | 0.8 | Infinita

0.4 | 11.1803 | 1 | Infinita

Fuente:Torres (2001, p. 36)
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Cuadro 10: Estimaciones Regresion Lineal Simple

Distribucién Bo B
MC NP LAD MC NP LAD
normal 1.1716 1.2739 | 1.8169 | 0.0448 0.0472 | 0.0688
0.2 2.8079 1.8567 | 2.2316 | 0.1047 | 0.0708 | 0.0869
0.4 | 12.2780 | 2.4435 | 2.6841 0.3529 0.0972 | 0.1051
h 0.6 | 60.3540 | 3.3256 | 3.2183 2.6535 0.1332 | 0.1269
0.8 | 828.1600 | 4.2417 | 3.2424 | 27.5080 | 0.1738 | 0.1318
1 5432.562 | 5.4006 | 3.6525 | 174.5601 | 0.2148 | 0.1440
) 1.7075 1.5531 | 2.1669 | 0.0652 0.0588 | 0.0827
10 2.1565 1.8126 | 2.4468 0.0835 0.0687 | 0.0938

% outliers

15 2.7169 1.9623 | 2.4529 | 0.1058 0.0755 | 0.0965
20 3.4506 2.5211 | 3.0297 0.1345 0.0963 | 0.1164

Fuente:Torres (2001, p. 38)
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Cuadro 11: Resultados de regresion simple n = 50

Distribucién Bo B
MC NP LAD MC NP LAD

normal 0.4407 0.483 | 0.7151 | 0.0154 | 0.0166 | 0.0248
0.2 1.0208 0.676 | 0.7780 | 0.0356 | 0.0235 | 0.0271

0.4 3.4151 0.7573 | 0.7885 | 0.1207 | 0.0260 | 0.0271

h 0.6 | 17.2182 | 0.9823 | 0.8817 | 0.7438 | 0.0341 | 0.0306
0.8 | 236.1500 | 1.1016 | 0.8631 | 7.7681 | 0.0382 | 0.0295

1 1546.770 | 1.3799 | 0.9745 | 49.4998 | 0.0485 | 0.0338

5 0.5962 0.5575 | 0.7769 | 0.0207 | 0.0187 | 0.0267

10 0.8799 0.6575 | 0.8821 | 0.0307 | 0.0226 | 0.0309

% outliers

15 | 0.99689 | 0.6949 | 0.9055 | 0.0342 | 0.0238 | 0.0316

20 1.1307 0.7779 | 1.0061 | 0.0391 | 0.0271 | 0.0359

Fuente:Torres (2001, p. 38)
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Cuadro 12: Distribuciones Familia de Tukey

Estimate values

Name of distribution Parameters A B g h
Cauchy o >0 W o 0 1
Double exponential a, >0 I o 0 1
Exponential A>0 (/X)) In2 g/x 0,773 —0,09445
Logistic a, >0 et Jé] 0 0,0017771
Lognormal w, 0%, C>0 CH gCt* olnC 0
Normal i, o2 I o 0 0
t1o v=10 0 1 0 0,057624

Fuente: Jiménez(2011, p. 100)
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Cuadro 13: Modelo de Regresion Lineal Simple

Coef. Bo b1

n 10 20 50 100 10 20 50 100

normal 3.49 | 3.18 | 3.03 | 3.41 | 5.20 | 4.89 | 5.21 | 5.16

0.2 | 3.62 | 3.78 | 3.61 | 3.67 | 5.20 | 4.89 | 5.18 | 5.06

0.4 | 395|313 | 414 | 3.96 | 5.66 | 5.16 | 4.89 | 4.98

h 0.6 | 3.78 | 4.01 | 3.00 | 3.97 | 5.17 | 4.59 | 4.70 | 5.12

0.8 | 554|320 | 420 | 3.86 | 4.61 | 5.09 | 5.18 | 5.29

1 | 308|545 | 593 | 7.58 | 5.18 | 4.56 | 4.18 | 4.25

0.2 | 4.04 | 4.00 | 4.28 | 4.77 | 4.94 | 499 | 4.92 | 4.88
0.4 | 263 | 582 | 4.69 | 4.09 | 5.68 | 447 | 4.82 | 4.97
g 0.6 | 3.77 | 3.87 | 4.59 | 3.77 | 5.11 | 5.10 | 4.93 | 5.10
0.8 388|383 392 | 4.10 | 5.10 | 5.16 | 5.17 | 5.08

1 | 6.19 | 3.67 | 3.50 | 4.50 | 4.52 | 5.17 | 5.33 | 4.96

5 | 2.58 | 4.51 | 4.04 | 4.02 | 5.43 | 4.88 | 4.97 | 4.97
10 | 3.53 | 3.78 | 3.87 | 3.89 | 4.98 | 4.99 | 4.98 | 4.97
% NC
15 | 2.64 | 3.49 | 3.59 | 3.56 | 5.45 | 5.11 | 5.08 | 5.14

20 | 3.81 | 4.23 | 443 | 441 | 5.08 | 5.05 | 4.85 | 4.91
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Cuadro 14: Modelo de Regresion Lineal Miltiple

Coef. Bo B1 B2

n 10 20 50 100 10 20 50 100 10 20 50 100

normal 3.20 | 3.34 | 2.88 | 2.72 | 4.00 | 4.05 | 3.88 | 4.25 | 4.52 | 4.87 | 5.07 | 4.89

0.2 | 3.19 | 2.50 | 3.09 | 2.94 | 3.85 | 440 | 3.79 | 4.02 | 5.05 | 5.15 | 5.11 | 4.95

0.4 | 260 | 1.51 | 2.80 | 3.20 | 4.12 | 4.72 | 4.30 | 4.08 | 5.00 | 4.99 | 4.85 | 5.29

h 0.6 | 2.81 | 2.63 | 2.81 | 2.10 | 3.87 | 3.70 | 4.38 | 4.60 | 5.14 | 5.42 | 4.79 | 5.10

0.8 | 2.54 | 2.79 | 2.33 | 2.58 | 3.89 | 3.88 | 4.03 | 3.60 | 5.21 | 5.08 | 5.11 | 5.40

1 1320|264 | 2.78 | 2.40 | 4.01 | 4.30 | 4.55 | 3.81 | 5.02 | 4.99 | 4.58 | 5.80

0.2 | 2.44 | 3.50 | 2.86 | 2.36 | 4.04 | 4.02 | 3.91 | 4.08 | 5.08 | 4.79 | 5.14 | 5.11
0.4 325|303]|279 | 350 | 3.84 | 418 | 422 | 3.95 | 5.07 | 4.90 | 4.95 | 491
g 0.6 | 2.83 | 2.50 | 2.53 | 3.25 | 4.31 | 3.82 | 3.75 | 3.71 | 4.82 | 5.43 | 5.34 | 5.20
0.8 | 3.40 | 2.85 | 2.63 | 3.37 | 4.03 | 4.37 | 4.20 | 3.88 | 4.77 | 5.07 | 5.06 | 5.13

1 350|350 |6.72 | 4.84 | 4.04 | 247 | 4.71 | 3.92 | 4.79 | 6.34 | 3.20 | 4.69

3.20 | 2.46 | 3.16 | 2.28 | 3.54 | 3.45 | 4.05 | 4.11 | 5.30 | 5.70 | 4.79 | 5.14

ot

10 | 3.46 | 3.32 | 245 | 3.09 | 3.66 | 4.50 | 4.37 | 4.01 | 5.16 | 5.90 | 5.11 | 4.94
% NC
15 | 2.32 | 2.81 | 2.87 | 2.88 | 3.68 | 3.80 | 3.78 | 4.13 | 5.55 | 5.23 | 5.35 | 4.95

20 | 2.34 | 2.47 | 2.63 | 2.61 | 4.17 | 4.18 | 3.93 | 4.26 | 4.06 | 5.01 | 5.11 | 4.98
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Cuadro 15: Modelo de Regresion Lineal Simple n = 10

Coef. Bo b1

I1C2.5 | IC97.5 | IC2.5 | IC97.5

normal -6.37 13.6 2.10 8.33

0.2 | 0.48 6.78 4.25 6.15

0.4 | -3.48 7.708 4.21 7.11

h 0.6 | -1.91 9.85 3.40 6.86

0.8 | -3.82 15.0 1.47 7.7

1 -4.6 11.0 2.74 7.63

0.2 | 0.65 7.50 3.86 6.00
04 | 0.24 5.07 4.85 6.47
g 0.6 | -0.78 8.61 3.78 6.37
0.8 | 0.09 7.90 3.96 6.24

1 2.07 10.2 3.27 5.80

5 -0.50 5.87 4.60 6.22
10 | 0.14 6.92 4.06 5.93
% NC
15 -1.5 7.13 4.32 6.54

20 2.62 5.06 4.74 5.42
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Cuadro 16: Regresién Lineal Simple n = 20

Distribucion 51
R.C.B
normal [2.50;7.22]
5 | [4.13;5.60]

10 | [4.23:5.75]
% outliers
15 | [4.59;5.66]

20 | [4.17;5.90]

0.2 | [4.38;5.60]
0.4 | [3.68:5.62]
g 0.6 | [4.44;5.98]
0.8 | [4.22:6.10]

1| [4.44;5.85]

0.2 | [3.84;5.92]
0.4 | [4.02;5.15]
h 0.6 | [2.49;6.66]
0.8 | [3.45:6.72]

1| [3.50:5.64]

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 17: Regresién Lineal Simple n = 50

Distribucion 51
R.C.B
normal [3.99;4.99]
5 | [4.69;5.42]

10 | [4.53;5.75]
% outliers
15 | [4.70;5.47]

20 | [4.48;5.16]

0.2 | [4.46;5.34]
0.4 | [4.92;5.23]
g 0.6 | [4.55:5.32
0.8 | [4.61;5.73]

1 | [4.655.32]

0.2 | [4.65;5.84]
0.4 | [3.72:6.06]
h 0.6 | [4.12;5.27]
0.8 | [4.14;6.21]

1 | [1.85:6.60]

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 18: Modelo de Regresiéon Lineal Multiple n = 10

Coef. Bo B1 B2

IC2.5 | IC97.5 | IC2.5 | IC97.5 | IC2.5 | IC97.5

normal -6.3 13.6 2.10 7.26 0.97 9.32

0.2 | 0.60 7.52 3.12 4.60 3.86 6.12

04| 3.70 8.16 2.78 5.

ot
=
P
ot
ot

6.46

h 0.6 | 2.08 8.53 291 4.87 3.60 6.56

0.8 | 3.27 9.19 2.78 5.07 3.42 6.85

1 2.34 4.06 2.89 4.90 3.89 7.02

0.2 | 1.23 6.57 2.94 5.20 3.93 6.19
04| 031 7.33 3.15 4.55 3.98 6.08
g 0.6 | 0.67 6.63 3.44 5.23 3.88 5.76
0.8 | 1.02 9.88 3.15 4.90 3.33 5.84

1 0.69 7.63 3.05 5.07 3.76 5.77

5 1.92 8.12 2.14 4.96 4.08 6.49
10 | 0.33 7.06 2.88 4.46 4.40 5.87
% NC
15 0.61 4.90 2.93 4.28 4.73 6.33

20 0.63 4.29 4.34 5.22 4.04 5.15
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Cuadro 19: Regresion Lineal Multiple n = 20

Distribucién B1 B2
R.C.B R.CB
normal [2.84;4.16] | [4.44;6.00]

ot

[2.03;4.83] | [3.88;7.27]
10 | [2.5156.00] | [-1.8;15.00]
% outliers

15 | [2.63;6.46] | [4.62;5.75]

20 | [3.78;4.59] | [4.49;5.47]

0.2 | [3.58;4.46] | [4.00;5.47]
0.4 | [3.67;4.74] | [4.25;5.48]
g 0.6 | [3.23;4.44] | [4.69;6.09]
0.8 | [2.42;10.25] | [4.23;5.84]

1 | [1.06;3.80] | [4.34;8.14]

0.2 | [3.92;5.05] | [4.30;5.92]
0.4 | [1.96;7.63] | [1.99:8.18]
h 0.6 | [2.50;4.84] | [3.93:6.71]
0.8 | [1.98;5.04] | [3.56;7.20]

1| [3.72;5.00] | [4.285.64]

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 20: Regresion Lineal Multiple n = 50

Distribucion 51 o
R.C.B R.C.B
normal [3.93;4.58] | [4.46;5.26]

ot

[3.23:4.85] | [3.69;5.69]
10 | [3.43;5.34] | [3.78:6.28]
% outliers

15 | [2.89;4.66] | [4.18:6.32]

20 | [3.63;4.22] | [4.72;5.44]

0.2 | [3.59;4.21] | [4.77;5.45]
04 | [3.884.56] | [4.52;5.29]
g 0.6 | [3.41;4.09] | [4.93:5.72]
0.8 | [3.85:4.56] | [4.58;5.49]

1 | [2.52;4.01] | [3.66:5.50]

0.2 | [3.37:4.20] | [4.59;5.55]
0.4 | [3.83:4.78] | [4.34;5.29)]
h 0.6 | [3.80;4.99] | [4.14;5.34]
0.8 | [3.64;4.96] | [4.36:5.74]

1| [3.68;5.69] | [3.49:5.51]

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 21: Regresion simple Minmad, n = 10

Distribucién Bo B
Estimacién | Estimacion | MSE | %Cob
normal 0.1343 6.4272 0.1974 | 23.80
) 4.7927 4.7142 0.0225 | 70.10
10 2.0876 5.7038 0.0216 | 72.20
% outliers
15 3.7632 5.1393 0.0270 | 64.50
20 3.0759 5.0321 0.0443 | 53.30
0.2 0.00 6.3876 0.0518 | 49.50
0.4 2.3871 5.4861 0.1972 | 31.80
g 0.6 7.0738 4.0804 0.2851 | 31.40
0.8 1.664 5.810 0.2717 | 40.30
1 3.2793 5.0230 0.4891 | 32.60
0.2 4.8653 4.7887 0.0226 | 96.70
0.4 5.0494 5.0647 0.0586 | 81.90
h 0.6 4.6813 4.9132 9.0438 | 88.10
0.8 2.7553 5.2365 0.0785 | 81.70
1 6.8514 4.0608 0.0853 | 81.60
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 22: Regresion simple Minmad, n = 20

Distribucién Bo B

Estimacién | Estimacion | MSE | %Cob
normal 5.0747 4.5106 0.0403 | 99.40

) 3.8526 4.8894 0.0061 100

10 5.3016 4.6785 0.0061 100

% outliers

15 4.1989 5.0539 0.0069 100

20 4.7560 4.7444 0.0124 100

0.2 3.8639 5.0225 0.0164 100
0.4 7.5875 3.9177 0.0518 | 97.40
g 0.6 7.3142 4.0644 0.0509 | 97.10
0.8 0.3823 6.673 0.0890 | 92.60
1 7.2309 4.2069 0.0976 | 92.80

0.2 3.1736 5.3187 0.0069 100

0.4 4.5886 4.9020 0.0063 100

h 0.6 4.7356 4.7181 0.0102 100

0.8 4.5376 4.7537 0.0092 100

1 2.6593 5.3180 0.0111 100

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 23: Regresion simple Minmad, n = 50

Distribucién Bo B
Estimacion | Estimacion | MSE %Cob
normal 1.5096 5.7380 0.0056 | 93.40
5} 3.5922 5.0418 0.0011 100
10 4.5650 4.9416 0.0011 100
% outliers
15 5.1485 4.6152 0.0014 100
20 3.0617 9.3297 0.0015 100
0.2 6.7722 54.2720 0.0023 | 99.50
0.4 4.2571 4.7621 0.0073 91.10
g 0.6 3.2886 5.0746 0.0092 86.50
0.8 4.3878 4.6995 0.0115 85
1 5.6256 4.8969 0.0149 84.50
0.2 4.8276 4.7756 0.00094 100
0.4 3.3374 5.1838 0.00091 100
h 0.6 3.0402 5.2704 0.00079 100
0.8 3.3266 5.2123 0.00013 100
1 5.6914 4.5592 0.0010 99.80
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 24: Minmad Regresion Multiple n = 10

Distribucion Bo B1 B2
Estimacion | Estimacion | MSE1 | %Cob | Estimacion | MSE2 | %cob
normal 4.1602 4.5350 0.1367 | 61.30 3.9911 0.1535 | 58.10
5 4.4929 3.90325 0.0280 | 94.20 4.4694 0.0158 | 99.00
10 6.9473 3.3054 0.0349 | 90.80 4.2222 0.02877 | 94.20
% outliers
15 3.2345 4.1963 0.0456 | 85.50 4.8276 0.0287 | 93.40
20 2.6440 3.6338 0.0583 | 80.20 5.2743 0.0356 | 91.60
0.2 3.1511 4.0360 0.0363 | 90.50 4.8221 0.0336 | 91.40
0.4 2.0202 3.7736 0.2891 | 57.40 5.1047 0.1811 | 66.30
g 0.6 21.8592 5.1777 0.7354 | 49.40 0 0.3965 | 51.30
0.8 30.3905 0 0.7836 | 48.60 0.7577 0.04253 | 60.10
1 0 3.7814 0.9517 | 57.30 6.1222 0.4432 | 58.40
0.2 5.0512 4.0290 0.0468 | 87.10 4.4920 0.0390 | 89.50
0.4 4.0254 4.3032 0.0506 | 88.00 4.3127 0.0531 | 87.20
h 0.6 4.1724 3.3359 0.0747 | 79.90 5.0198 0.0477 | 88.50
0.8 3.1918 4.0254 0.1615 | 76.50 4.9892 0.1533 | 76.40
1 5.3875 3.9829 0.0847 | 83.80 4.3867 0.1214 | 77.80
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 25: Minmad Regresion Multiple n = 20

Distribucién Bo B1 B2
Estimacion | Estimacion | MSE1 | %Cob | Estimacion | MSE2 | %cob
normal 1.7149 4.2704 0.0439 | 42.10 5.0487 0.0474 | 39.30
5 3.1623 4.4580 0.0066 | 82.90 4.7144 0.0068 | 83.80
10 1.5405 3.9669 0.0066 | 83.00 5.4753 0.0069 | 81.60
% outliers
15 2.7954 4.4078 0.0071 | 81.30 4.8039 0.0102 | 71.50
20 2.4003 4.1262 0.0105 | 72.10 5.0227 0.0129 | 65.40
0.2 3.2494 4.6404 0.0122 | 68.10 4.6014 0.0123 | 69.50
0.4 0 4.0458 0.0410 | 48.70 5.5728 0.0503 | 42.10
g 0.6 2.0046 4.0009 0.0680 | 40.20 5.0955 0.0673 | 47.20
0.8 1.8128 5.1176 0.0815 | 48.50 4.5968 0.0920 | 47.70
1 6.1836 5.5449 0.1530 | 46.20 3.2767 0.1016 | 44.40
0.2 5.1539 4.0086 0.0069 | 83.00 4.3450 0.0085 | 76.10
0.4 2.8038 3.9575 0.0069 | 84.60 5.0564 0.0056 | 87.30
h 0.6 1.8233 4.2545 0.0078 | 83.70 5.0629 0.0099 | 75.30
0.8 2.9232 4.1927 0.0096 | 77.80 4.7984 0.085 | 81.50
1 7.2113 3.5569 0.0093 | 81.80 3.9221 0.0196 | 65.40
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 26: Minmad Regresién Multiple n = 50

Distribucién Bo B B2
Estimacion | Estimacion | MSE1 | %Cob | Estimacion | MSE2 | %cob
normal 5.8583 3.4157 0.0076 58.70 4.7602 0.0080 | 57.60
5 3.0449 4.0431 0.0012 95.60 4.9669 0.0013 | 95.80
10 3.0304 3.9037 0.0012 96.80 5.1064 0.0012 | 95.60

% outliers

15 3.0566 3.7226 0.0013 95.40 5.1022 0.0012 | 95.90
20 2.1473 3.7226 0.0017 | 91.80 5.0829 0.0017 | 91.50
0.2 0.0850 4.4270 0.0016 91.80 5.7273 0.0018 | 91.10
0.4 0.5879 3.8962 0.0070 63.00 5.8632 0.0018 | 91.10
g 0.6 3.4971 3.6641 0.0077 | 63.00 5.0361 0.0077 | 60.10
0.8 1.8055 3.5478 0.0106 62.00 5.7266 0.0079 | 64.30
1 3.8314 5.8410 0.0102 65.00 4.0128 0.0087 | 66.40
0.2 3.611 4.0171 0.0011 95.90 4.8435 0.00092 | 97.80
0.4 2.3649 4.3617 0.0013 95.50 4.9007 0.0010 | 97.10
h 0.6 4.8990 3.8278 0.00097 | 96.40 4.5877 0.0011 | 96.60
0.8 0.7374 4.4661 0.0012 95.40 5.2332 0.0012 | 95.70
1 3.5189 4.0127 0.0012 94.70 4.8759 0.0012 | 96.20

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 27: Regresion simple Minmaxad, n = 10

Distribucién Bo B

Estimacién | Estimacion MSE %Cob

normal 6.1886 5.0147 0.1818 29.50

5} 4.1058 4.9940 0.0151 75.10

10 3.7345 5.0283 0.0212 66.50

% outliers

15 3.2015 5.0155 0.0241 64.70

20 3.9539 5.0113 0.0150 76.00

0.2 3.2503 5.3957 0.2309 24.50

0.4 2.0231 6.1437 0.7382 27.70

g 0.6 0.3765 8.3614 9.7925 16.60
0.8 37.9885 16.7126 589.3245 | 8.50

1 671.9371 70.6021 1299 9.80

0.2 4.1929 4.9705 0.0335 60.10

0.4 2.7919 5.0520 0.2021 43.50

h 0.6 3.7193 5.0465 2.2664 32.10
0.8 7.5801 4.0425 21.9893 | 32.30

1 0.8486 6.7176 267.0801 | 23.90

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 28: Regresion simple Minmaxad, n = 20

Distribucién Bo B1

Estimacion | Estimacion MSE %Cob

normal 3.8641 4.9954 0.0565 45.60

5 4.3214 5.0092 0.0065 91.80

10 4.1626 5.0146 0.0129 79.90

% outliers

15 4.0357 4.9996 0.0109 84.00

20 4.7207 4.9951 0.0169 73.10

0.2 2.2872 5.7511 0.1453 32.20

0.4 -2.3887 7.2206 1.4536 16.10

g 0.6 -16.8448 12.9901 43.9115 6.90

0.8 -87.2444 36.5878 15694 4.70

1 -305.8155 115.8893 18655 2.60

0.2 3.7336 5.0167 0.0162 79.20

0.4 3.8959 4.9698 0.1432 55.50

h 0.6 4.9182 5.1519 1.5058 40.90

0.8 8.1978 3.8027 28.99 31.30

1 -3.0450 7.5286 284.4700 | 19.60
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 29: Regresion simple Minmaxad, n = 50

Distribucion Bo B1

Estimacion | Estimacion MSE %Cob

normal 2.9442 4.9929 0.0254 64.10
5 3.7854 4.9974 0.0037 98.40
10 4.1260 4.9955 0.0045 96.50
% outliers
15 4.1079 4.9995 0.0057 93.70
20 3.9788 4.9972 0.0064 91.90
0.2 1.3879 6.2399 0.2118 18.00
0.4 -7.9272 9.3018 2.8773 2.40
g 0.6 -42.2778 19.9133 51.2307 0.30

0.8 | -229.1764 76.9280 3184.6 0

1 -1519.5 431.1459 72424 0
0.2 4.3354 4.9787 0.0207 | 78.10
0.4 3.7716 5.0244 0.2115 | 50.90
h 0.6 3.7846 5.0156 3.0893 | 28.30
0.8 0.6242 4.7736 24.8024 | 16.50

1 -35.4045 716.7339 72497 9.00

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 30: Minmaxad Regresion Multiple n = 10

Distribucién B1 B2
Estimacion | MSE1 %Cob | Estimacion | MSE2 %cob
normal 3.9646 0.1233 30.60 5.0042 0.1190 33.30
5 4.0054 0.0197 69.20 5.0202 0.0139 78.40
10 4.0010 0.0345 57.40 4.9757 0.0249 62.70

% outliers

15 3.9895 0.0521 43.90 4.9793 0.0268 61.60
20 3.9847 0.0293 59.50 4.9958 0.0387 52.00
0.2 3.9201 0.4270 25.50 5.0622 0.4089 19.70
0.4 3.3862 1.6880 25.60 5.5247 1.8283 21.00
g 0.6 3.1919 26.4785 15.10 6.2104 19.3981 | 15.10
0.8 8.6164 1807.6 9.40 0.9430 866.0063 | 7.30
1 39.2911 36922 7.20 50.6893 51502 7.10
0.2 4.0300 0.0462 57.00 4.9971 0.0418 55.90
0.4 4.0368 0.5309 40.00 5.0389 0.2238 46.90
h 0.6 4.2253 1.6646 29.90 5.0472 0.5269 40.70
0.8 3.8239 24.2723 24.70 4.9427 9.3491 26.60
1 7.0291 503.0509 | 21.40 5.3604 376.0979 | 19.20

Fuente:aautor(2013)
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Cuadro 31: Minmaxad Regresion Multiple n = 20

Distribucion 51 Bo
Estimacion | MSE1 | %Cob | Estimacion | MSE2 Y%cob
normal 4.0546 0.1001 35.50 4.9452 0.0737 40.40
5 3.9974 0.0105 84.30 4.9930 0.0140 78.30
10 3.9929 0.0248 62.90 5.0110 0.0252 63.60

% outliers

15 4.0095 0.0164 72.20 4.9777 0.0148 76.50
20 3.9969 0.0222 66.60 5.0202 0.0159 76.00
0.2 3.8356 0.2398 27.30 5.1676 0.2427 29.50
0.4 4.1263 1.4011 20.20 4.9642 1.2126 21.40
g 0.6 2.9866 13.8478 | 12.40 5.8076 13.1560 | 16.60
0.8 11.7993 4244 6.50 5.4105 5038 7.50
1 -39.8040 38341 3.10 69.8668 62005 3.90
0.2 3.9981 0.0467 54.50 5.0428 0.0420 58.10
0.4 3.9657 0.1818 | 41.70 5.0624 0.1640 43.00
h 0.6 3.9200 0.6884 | 25.50 5.0611 0.4793 33.70
0.8 3.0173 98.5491 | 18.60 4.9513 100.2075 | 20.70
1 6.5516 3716.70 | 13.30 3.7171 363.20 14.00

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 32: Minmaxad Regresién Miltiple n = 50

Distribucién B1 B2
Estimacion | MSE1 %Cob | Estimacion | MSE2 %cob
normal 4.0082 0.0651 44.80 4.9856 0.0676 38.50
5 3.9992 0.0072 91.10 4.9821 0.0081 88.80
10 3.9921 0.0079 89.70 5.0050 0.0075 91.00

% outliers

15 3.9989 0.0097 86.50 4.9994 0.0097 85.50
20 4.0118 0.0106 85.00 4.9762 0.0109 83.90
0.2 4.0152 0.1508 39.30 4.9798 0.1373 43.20
0.4 3.5677 1.1718 19.80 5.4063 1.1068 21.30
g 0.6 2.3756 58.1669 6.90 6.3168 48.0263 6.20
0.8 -4.1886 5029.0 2.10 12.4359 2279.0 3.60
1 -81.8915 451860 0.70 40.3480 92067 1.70
0.2 3.9663 0.0435 57.30 5.0296 0.0408 60.40
0.4 3.9911 0.2303 31.30 5.0003 0.2322 32.10
h 0.6 3.7952 2.4056 16.30 5.1378 2.2164 15.30
0.8 4.1442 97.2468 9.10 4.8477 75.7355 | 11.30
1 5.3863 152.0984 | 5.20 4.6177 201.1546 | 6.00

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 33: Regresién simple Minsadbed, n = 10

Distribucién 51

Estimacién | MSE %Cob

normal 4.6980 0.0928 100

5 5.0336 0.0133 100

10 5.3557 0.0248 100

% outliers

15 5.2055 0.0228 100

20 4.9669 0.0289 100
0.2 4.5875 0.1074 | 98.70
0.4 4.7659 0.01792 | 95.40
g 0.6 4.8112 0.1121 97.40
0.8 4.8370 0.1144 | 97.70
1 5.4602 0.1888 93.90

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 34: Regresién simple Minsadbed, n = 20

Distribucion 51

Estimacion | MSE | %Cob
normal 9.2999 0.0399 | 99.40

5 5.1411 0.0040 | 100

10 4.8666 0.0061 100

% outliers

15 5.4287 0.0064 100

20 4.8044 0.0056 | 100
0.2 4.7426 0.0173 | 99.80
0.4 4.7102 0.0154 | 99.60
g 0.6 5.1138 0.0188 | 99.50
0.8 4.9811 0.0245 | 98.50
1 4.9905 0.0401 | 96.10

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 35: Regresién simple Minsadbed, n = 50

Distribucion 51
Estimacion | MSE | %Cob
normal 6.123 0.0246 | 5.60
5 6.1063 0.0245 0
10 6.0243 0.0239 0
% outliers
15 5.9995 0.0215 | 0.002
20 6.0607 0.0221 | 0.001
0.2 6.0366 0.0221 | 0.082
0.4 6.4032 0.0264 | 0.008
g 0.6 6.3162 0.0326 0
0.8 6.3256 0.0323 | 0.001
1 6.0832 0.0254 | 0.001
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 36: Minsadbed Regresiéon Multiple n = 10

Distribucién Jeit P2
Estimacion | MSE1 | %Cob | Estimacion | MSE2 | %cob
normal 4.4886 0.2380 | 24.10 4.5837 0.1042 | 38.70
5 4.2970 0.0135 | 83.20 4.9677 0.0159 | 79.70
10 3.8944 0.0201 | 73.30 4.4211 0.0126 | 85.30
% outliers
15 3.2346 0.0271 | 67.00 4.5038 0.0200 | 77.20
20 43.6314 0.0363 | 62.40 5.0360 0.0202 | 77.70
0.2 3.6095 0.1714 | 32.60 4.5359 0.0881 | 42.20
0.4 5.1974 0.1448 | 46.90 3.6636 0.1040 | 50.00
g 0.6 3.8755 0.211 46.00 4.9639 0.1845 | 55.60
0.8 3.9314 0.3303 | 45.70 5.5696 0.2847 | 43.20
1 2.1781 0.5096 | 44.30 2.4972 0.4095 | 45.00
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 37: Minsadbed Regresion Multiple n = 20

Distribucién B P2
Estimacion | MSE1 | %Cob | Estimacion | MSE2 | %cob
normal 3.2442 0.0271 | 82.90 5.5399 0.0277 | 83.30
5 4.2945 0.0031 | 99.90 4.9390 0.0039 | 99.90
10 3.7647 0.0049 | 99.70 4.8543 0.0053 | 99.60
% outliers
15 3.9975 0.0060 | 99.70 4.9620 0.0054 | 99.80
20 3.6131 0.0057 | 99.50 5.3437 0.0073 | 98.10
0.2 3.37446 0.0235 | 84.40 5.3362 0.0217 | 88.10
0.4 4.2812 0.0235 | 87.00 4.7436 0.0340 | 86.60
g 0.6 5.2743 0.0345 | 83.30 3.2792 0.0377 | 84.80
0.8 5.3745 0.0438 | 84.00 1.9752 0.0438 | 85.00
1 3.9127 0.0505 | 83.50 5.0659 0.0426 | 87.30
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 38: Regresién Miltiple Minsadbed, n = 50

Distribucién Bo b1 B2

Est Est ECM1 C Est ECM2 C

normal 7.1069 | 3.5951 0.0089 81.5 | 3.9727 0.0124 1.5

) 3.5887 | 3.7972 | 0.00056474 | 61 | 5.0178 0.0014 36.5

10 | 2.6458 | 4.1123 | 0.00099356 | 59.5 | 5.104 0.0012 33.5

% outliers

15 5.0556 | 3.7469 | 0.00063725 | 66.5 | 4.5738 | 0.00092162 | 17.5

20 | 5.0143 | 3.5274 0.0014 71.5 | 4.7775 0.0011 22.5

0.2 | 5.2992 | 3.7533 0.0038 68 | 4.7949 0.003 15

0.4 | 5.2744 | 3.8744 0.0028 57.5 | 5.1876 0.0061 34.5

g 0.6 | 6.9693 | 4.3121 0.0026 52 | 4.9507 0.0024 40.5
0.8 | 11.7571 | 3.9938 0.0024 54 | 5.0089 0.0028 39.5

1 14.2402 | 3.8634 0.0079 57.5 | 5.0733 0.0021 36.5
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Cuadro 39: Regresion simple Minsadbad, n = 10

Distribucion 51
Estimacion MSE %Cob
normal 4.6051 0.0384 100
5 5.4252 0.0505 100
10 61374 0.0624 100
% outliers
15 5.6767 0.0696 100
20 5.6336 0.0521 100
0.2 5.3174 0.0519 100
0.4 5.3927 0.0842 98.80
g 0.6 5.5369 0.0878 98.80
0.8 5.6330 253.6022 | 85.00
1 5.7765 0.3569 97.70
Fuente:autor(2013))
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Cuadro 40: Regresion simple Minsadbad, n = 20

Distribucién 51

Estimacién | MSE %Cob

normal 6.2846 6.2846 100

5 5.6303 0.0217 | 44.30

10 5.7569 0.0355 43.70

% outliers

15 5.6750 0.127 65.10

20 5.3988 0.0205 | 90.70

0.2 5.2259 0.0213 72.40

0.4 5.5681 0.08272 | 0.20

g 0.6 6.5051 0.0372 57.30
0.8 6.9436 0.081 95.00

1 5.7875 0.7578 70.40

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 41: Regresién simple Minsadbad, n = 50

Distribucion 51
Estimacion | MSE | %Cob
normal 95,6113 0,0068 | 88.00
5} 5.6122 0.007 | 97.00
10 5.4993 0.0071 | 95.00
% outliers

15 5.7962 0.0064 | 96.00
20 9.5226 0.0059 | 95.00
0.2 5.4537 0.0044 | 96.00
0.4 5.8002 0.0104 | 91.00
g 0.6 5.4694 0.0101 | 91.00
0.8 9.7195 0.0121 | 90.00
1 5.7033 0.0249 | 90.00

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 42: Minsadbad Regresion Miltiple n = 10

Distribucién B P2

Estimacion | MSE1 | %Cob | Estimacion | MSE2 | %cob

normal 6.6357 0.7950 | 67.40 2.9779 0.4389 | 97.70

5 7.8738 0.3274 | 88.70 1.9423 0.1901 | 99.70

10 4.7383 0.0706 100 5.1823 0.0319 100

% outliers

15 8.0878 0.8258 | 71.20 2.1004 0.3294 | 97.70

20 4.0020 0.1916 | 94.30 5.4130 0.0778 100

0.2 6.4957 1.0762 | 70.60 3.7793 0.2814 | 98.00

0.4 4.4750 1.4876 | 75.50 4.9747 0.3343 | 95.10

g 0.6 3.8407 0.3085 | 91.50 5.5205 0.1240 | 98.50
0.8 4.3644 0.9171 | 89.60 5.2542 0.1701 | 96.70

1 3.6717 0.6818 | 89.50 5.7405 0.3301 | 93.80

Fuente:autor(2013)
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Cuadro 43: Minsadbad Regresiéon Miultiple n = 20

Distribucion 531 Ba
Estimacion MSE1 %Cob | Estimacion MSE2 Y%cob
normal 5.1077 0.0614 0 3.3995 0.1281 53.10
5 2.2233 0.1578 0 5.9512 0.0452 58.30
10 4.961 0.0462 0 4.4759 0.0137 92.70
% outliers
15 4.5883 0.0173 0 4.9822 0.00001587 | 90.60
20 3.8015 0.002 0 5.276 0.0038 95.00
0.2 4.1543 0.0012 0 5.8086 0.0327 98.50
0.4 4.0105 0.0000055 0 5.6957 0.0242 65.60
g 0.6 4.5659 0.016 0 5.3716 0.0069 87.40
0.8 6.3907 0.2858 0 3.4065 0.127 89.80
1 2.948 0.0553 0 6.1358 0.0645 13.30
Fuente:autor(2013)
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Cuadro 44: Minsadbad Regresiéon Multiple n = 50

Distribucion 51 B2

Estimacion MSE1 %Cob | Estimacion MSE2 Y%cob

normal 2.9337 0.0227 0 4.7106 0.0017 80.00

5 4.2223 0.00098869 0 4.9252 0.00011198 | 98.00

10 3.9062 0.00017581 0 5.2515 0.0013 96.00

% outliers

15 4.6478 0.0084 0 4.6153 0.003 100

20 4.5847 0.0068 0 4.6257 0.0028 94.00
0.2 3.9689 0.000019291 0 5.7826 0.0122 85.00
0.4 6.3953 0.1148 0 3.5188 0.0439 43.00
g 0.6 4.6527 0.0085 0 5.1756 0.000617 98.00
0.8 4.0108 0.00000233 0 5.6097 0.0074 99.00
1 4.9611 0.0185 0 5.4479 0.004 52.00

Fuente:autor(2013)
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B. Programas Estadistica Bayesiana(OpenBUGS)

B.1. Regresion Lineal Simple

model{
# verosimilitud del modelo
for (i in 1:n) {
y[i]” dnorm( mul[i], tau) # componente estocastica
# link and linear predictor

mul[i] <- betal + betal * x1[i]

# distribuciones apriori

tau ~ dgamma ( 0.01 , 0.01)

beta0 ~ dnorm (0,3)

betal ~ dunif (2,5)

# definicion de varianza

s2<-1/tau

s <-sqrt(s2)

# calculo de la varianza muestral para la variable respuesta
for (i in 1:n) { c.y[il<-y[i]l-mean(y[]) }
sy2 <- inprod( c.yl[l, c.y[d )/ (n-1)

# calculo de la version Bayesiana R"2
R2B <- 1 - s2/sy2

# valor esperado de y

typical.y <- beta0 + betal * mean(x1[])
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INITS

list( tau=1, betal=1, betal=2.5)

DATA (LIST)

list(n=100,
x1=c(3.369036,2.638369,4.978520,4.390894,3.960217,2.594490,3.724941,2.512857,
4.779123,4.946744,3.960334,3.157394,2.139286,2.909687,2.092179,3.481447,
3.235954,3.785947,2.909188,2.649335,3.068273,2.977080,4.059418,3.831005,
3.820610,2.338611,3.755091,3.166892,4.938693,2.157227,3.460418,3.023992,
3.468771,4.302082,4.549101,2.661688,2.494754,4.439532,3.322084,3.844718,
3.858668,2.841569,4.288095,2.418747,4.122178,4.987347,3.458187,4.023094,
2.995630,4.779492,4.032437,3.869618,3.298186,2.977520,2.508340,2.233123,
2.638009,2.297929,4.522603,3.477912,3.469292,2.469749,2.744943,2.714848,
2.552606,4.917489,4.802364,4.498290,3.138148,2.424305,3.507171,3.217334,
4.221438,4.390198,4.885068,3.131517,2.952914,2.102326,4.780119,3.565400,
3.880853,2.327184,3.590379,2.097006,2.083146,2.523031,2.986532,3.395459,
3.627606,3.994757,4.464868,3.838983,4.066209,3.524064,2.518466,3.854188,
3.415106,2.589722,2.054058,4.745748),
y=c(20.911438,13.926528,29.557449,24.856243,25.474648,18.024376,23.616320,
16.827445,28.665728,33.742677,23.788233,19.206917,17.940784,20.376047,
10.961215,19.604431,19.232208,24.657263,18.455379,19.529388,19.407485,
17.466545,23.370772,23.661729,23.625807,19.837095,24.048531,26.649293,
23.325541,19.314997,21.806615,17.804434,19.442232,25.933845,30.462297,
15.254909,17.069147,30.216531,20.603790,23.162432,24.180963,21.104522,

29.418725,17.587800,21.610071,30.826588,21.863643,18.922138,16.259928,
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.480222,24.

584765,14.

666850,17.

736809,19.

508671,31.

.067392,16.

671807,19.

645954,22

modeld{

099171,21.

608542,28.

897292,27.

144932,24.

308398,22.

395247,21.

593384,25.

.364616))

623381,25.

744271,20.

259942,26.

673344 ,27.

889749,17.

526002,17.

191925,14.

# verosimilitud del modelo

for (i

in 1:n) {

157509,18.

648025,17

396685,27

570602,24.

914193,22

138402,25

512331,22

Regresiéon Lineal Miiltiple

128161,18.

.360502,16.

.942339,18.

716213,21.

.040649,18.

.009921,22.

.440637,21.

348143,11.

557327,20.

612465,22.

800097, 16

846272,16

576589,29.

866986, 13.

y[i]~ dnorm( mul[i], tau) # componente estocastica
# link and linear predictor

mul[i] <- betaO + betal * x1[i] + beta2 * x2[i]

# distribuciones apriori
tau ~ dgamma ( 0.01 , 0.01)
beta0 ~ dnorm (0,2)

betal ~ dunif (1,4)

beta2 ~ dunif (2,5)

# definicion de varianza

s2<-1/tau
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s <-sqrt(s2)

# calculo de la varianza muestral para la variable respuesta

for (i in 1:n) { c.y[il<-y[i]l-mean(y[]) }

sy2 <- inprod( c.yl[l, c.y[l )/(n-1)

# calculo de la version Bayesiana R"2

R2B <- 1 - s2/sy2

# valor esperado de y

typical.y <- beta0 + betal * mean(x1[]) + beta2 * mean(x2[])

}

INITS

list( tau=1, beta0=0, betal=2, beta2=3)

DATA (LIST)

list(n=100,
x1=c(2.726786,1.210701,2.191515,3.418909,3.471436,3.367960,1.652081,2.598071,
2.790578,2.897141,3.216606,2.905180,2.047608,3.185786,1.011556,1.680415,
1.237320,3.363733,3.526320,1.244242,2.190324,1.237819,1.375986,1.808491,
2.865313,2.380941,1.068823,1.991547,3.555827,3.662744,2.724804,1.734620,
2.580241,2.200802,1.208111,1.036582,3.830443,3.224681,1.064499,3.741742,
3.919919,1.194220,3.573584,1.060416,2.432723,1.672227,2.806749,2.698222,
1.773456,1.957861,1.035968,2.600530,1.028772,1.200448,3.010708,1.072707,
3.949594,2.718692,3.307578,3.697287,2.151372,3.353857,3.739878,1.704622,
2.168416,3.414069,1.9555635,3.298062,2.490829,1.498211,2.704712,2.718397,
1.615395,2.351690,3.802050,2.332879,3.680059,1.576711,2.283289,2.357411,
2.289802,2.851911,1.824298,2.799798,2.502588,1.093990,1.314889,1.064768,

2.750444,1.046763,1.293708,1.241020,3.489780,3.725710,2.490593,2.583232,
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3.310457,3.408742,3.887595,2.227674) ,
x2=c(3.208643,4.686160,4.680358,2.561109,4.760384,2.871363,3.017710,4.927725,
4.502121,3.071495,4.654251,3.618172,3.562965,2.500819,4.611072,3.510341,
3.588345,2.884058,3.868227,2.736974,3.479042,4.428796,3.915051,2.681092,
2.098110,3.946128,2.117732,2.630932,2.802104,3.703967,3.343721,4.383313,
2.840064,3.338914,2.082062,2.178019,4.567134,3.506668,4.708884,4.956110,
3.854867,4.751532,4.437755,4.154916,2.323515,4.467364,4.092077,2.160920,
3.533430,4.501731,4.639138,4.366032,2.782976,3.134635,4.114264,3.392308,
4.974000,3.634704,2.984813,4.944685,2.365931,2.052924,2.863046,4.064647,
2.547703,2.629479,2.020121,2.786361,2.687341,2.743242,3.933449,3.633729,
3.788332,2.859656,3.633781,3.515543,2.032822,4.672569,2.460005,2.991986,
4.786734,2.755090,4.029458,2.191689,2.553415,3.159769,3.308293,4.118657,
3.534685,3.199253,4.494359,2.966876,2.532181,2.002699,2.261798,3.104813,
2.744403,4.809484,2.438697,2.001708),
y=c(30.74408,22.30531,34.91612,27.23840,43.54390,34.54778,22.47031,32.10621,
38.57775,29.66503,41.04908,31.10935,27.50321,28.18103,34.10262,23.40192,
28.05114,31.78894,35.03924,20.21550,29.09439,26.31261,27.56980,25.92392,
26.69487,33.32311,21.36979,25.32200,30.93489,36.27814,36.39591,32.20101,
24.49631,25.02108,17.48424,15.90272,45.09695,33.06235,36.35443,45.95841,
34.51487,28.05995,35.54635,34.38546,23.36452,31.52497,39.17928,23.02236,
29.00015,35.94789,33.57187,35.83769,22.11580,29.91158,33.76747,29.58973,
47.11690,30.44498,32.41734,45.00516,22.73006,30.11377,37.25608,28.34880,
24.77123,34.34650,20.40647,35.04580,25.76625,20.65363,33.01909,32.78392,
30.08374,24.16115,35.75988,32.71895,24.16254,27.36703,30.95254,27.63749,

32.96217,25.96401,34.64889,27.60795,26.19792,22.93901,21.73065,27.73126,
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29.01448,24.14208,36.07354,19.33274,32.00929,33.07673,24.86188,24.40409,

28.77298,44.08836,32.08025,16.70128))
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C. Programas Matlab Regresiéon Robusta

C.1. Minmad

n=10;

L1=[3,5];

L2=[4,6];

r1=0;

r2=0;

Xi=unifrnd(1,4,n,1);
X2=unifrnd(2,5,n,1);

e=normrnd (0,3,n,1000) ;
%e1=0.05%e+0.95% (e/3);
%e2=0.10%e+0.90* (e/3);
%e3=0.15%e+0.85%(e/3);
%e4=0.20%e+0.80x(e/3);
%eb=((0.2).7(-1))*(exp(e*(0.1))-1);
%e6=((0.4) .7 (-1))* (exp(ex(0.4))-1);
%he7=((0.6).7(-1))*(exp(e*(0.6))-1);
%e8=((0.8).7(-1))*(exp(e*(0.8))-1);
%he9=((1) .~ (-1))*(exp(ex(1))-1);
/hel0=(e/3) .*exp((0.2).%(e/3).72/2);
hell=(e/3) .*xexp((0.4).x(e/3).72/2);
hel2=(e/3) .xexp((0.6) .%(e/3).72/2);

%el3=(e/3) .xexp((0.8).%(e/3).72/2);
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eld=(e/3) .xexp((1) .*x(e/3)."2/2);
for i=1:length(e)
y=3+4*X1+5*%X2+e14(:,1);
A=[ones(n,1) X1 X2 eye(n) -eye(n)];
f=[0;0;0;0nes(n,1) ;ones(n,1)];
b=y;
Aeq=[];
beq=[1;
lb=[zeros(1,23)];
options = optimset(’LargeScale’, ’off’, ’Simplex’, ’on’, ’Display’, ’Iter’);
[x fval exitflag output]=linprog(f,[],[],A,b,1b,[],[],options)
if x(2)<L1(2) & x(2)>L1(1)
ri=ri+i;
end
if x(3)<L2(2) & x(3)>L2(1)
r2=r2+1
end
MSE1(:,1)=(x(2)-4).72/n;
MSE2(:,i)=(x(3)-5)."2/n;
end
BetaO=mean (x(1))
Betal=mean(x(2))
Beta2=mean(x(3))
ECM1=mean (MSE1)

ECM2=mean (MSE2)
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recubl=r1/1000

recub2=r2/1000

C.2. Minmaxad

r=0;

X1=unifrnd(1,4,n,1);
X2=unifrnd(2,5,n,1);

e=normrnd (0,3,n,1000) ;
%el1=0.05%e+0.95% (e/3);
%e2=0.10%e+0.90%(e/3);
%e3=0.15%e+0.85%(e/3);
%e4=0.20%e+0.80%(e/3);
%e5=((0.2) .7 (-1))*(exp(ex(0.1))-1);
%he6=((0.4) .7 (-1))*(exp(e*(0.4))-1);
%heT=((0.6).7(-1))*(exp(e*x(0.6))-1);
%e8=((0.8).7(-1))*(exp(e*(0.8))-1);
%he9=((1) .~ (-1))*(exp(ex(1))-1);
%el10=(e/3) .xexp((0.2).%(e/3).72/2);
hell=(e/3) .*exp((0.4).%(e/3).72/2);
hel2=(e/3) .xexp((0.6) .x(e/3).72/2);
%hel3=(e/3) .xexp((0.8) .x(e/3).72/2);

held=(e/3) .xexp((1) .*(e/3).72/2);
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for 1=1:length(e)
y=3+4*X1+5%X2+e(:,1);
X=[X1 X2];
Al=[y’> -y’1;
A2=[X’ -X’];
A=[A1;A2];
f=[ones(n,1) ;ones(n,1)];
b=[ones(n,1) ;zeros(n,1)];
Aeq=[1;
beq=[1;
1b=[zeros(1,20)];
options = optimset(’LargeScale’, ’off’, ’Simplex’, ’on’, ’Display’, ’Iter’);
[x fval exitflag output]=linprog(f,[],[],A,b,1b,[],[],options)
end
mean (X (1))

mean(x(2))

C.3. Minsadbed

n=20;
L1=[2.504,7.219];
L2=[3.8,5.41];
r1=0;

r2=0;

r=n*(n-1)/2;
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X1=unifrnd(1,4,n,1);
X2=unifrnd(2,5,n,1);
e=normrnd (0,3,n,1000) ;
%e1=(0.05%e)+(1-0.05)*(e/3);
%he2=(0.10%e)+(1-0.10)*(e/3);
%e3=(0.15%e)+(1-0.15)*(e/3);
%he4=(0.20%e)+(1-0.20)*(e/3);
%eb=((0.2) .7 (-1)) .x(exp((0.2) .xe)-1);
%e6=((0.4) .7 (-1)) .*x(exp((0.4) .xe)-1);
%e7=((0.6) .7 (-1)) .*x(exp((0.6) .xe)-1);
%e8=((0.8).7(-1)) .x(exp((0.8) .xe)-1);
%he9=((1) .7 (-1)) .x(exp((1).xe)-1);
%el0=(e/3) .xexp((0.2).%((e/3).72)/2);
%hell=(e/3) .xexp((0.4).%((e/3).72)/2);
%hel2=(e/3) .xexp((0.6).%((e/3).72)/2);
%el3=(e/3) .xexp((0.8).%((e/3).72)/2);
held=(e/3) .*exp((1).*((e/3).72)/2);
for i=1:length(e)
Y=3+4*X1+5*xX2+e(:,1);
X=[ones(n,1) X11;
B=inv (X’ *X) *X’ *Y;
Hi=[ones(n-1,1) -eye(n-1)1;
H2=[zeros(n-2,1) ones(n-2,1) -eye(n-2)];
H3=[zeros(n-3,2) ones(n-3,1) -eye(n-3)];

H4=[zeros (n-4,3) ones(n-4,1) -eye(n-4)];
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H5=[zeros(n-5,4) ones(n-5,1) -eye(n-5)];
H6=[zeros (n-6,5) ones(n-6,1) -eye(n-6)];
H7=[zeros (n-7,6) ones(n-7,1) -eye(n-7)];
H8=[zeros(n-8,7) ones(n-8,1) -eye(n-8)];
H9=[zeros (n-9,8) ones(n-9,1) -eye(n-9)]1;
H10=[zeros(n-10,9) ones(n-10,1) -eye(n-10)1;
Hil=[zeros(n-11,10) ones(n-11,1) -eye(n-11)];
H12=[zeros(n-12,11) ones(n-12,1) -eye(n-12)1;
H13=[zeros(n-13,12) ones(n-13,1) -eye(n-13)];
Hi4=[zeros(n-14,13) ones(n-14,1) -eye(n-14)];
H15=[zeros(n-15,14) ones(n-15,1) -eye(n-15)1;
Hi6=[zeros(n-16,15) ones(n-16,1) -eye(n-16)];
H17=[zeros(n-17,16) ones(n-17,1) -eye(n-17)1;
H18=[zeros(n-18,17) ones(n-18,1) -eye(n-18)1;
H19=[zeros(n-19,18) ones(1,1) -11;
H=[H1;H2;H3;H4;H5;H6;H7 ;H8;H9;H10;H11;H12;H13;H14;H15;H16;H17;H18;H19];
A1=[X1 X2 eye(n) zeros(n,r) zeros(n,r)]
A2=[zeros(r,2) H -eye(r) eye(r)];
AEjel1=[A1;A2];

fEjel1=[0;0;zeros(n,1) ;ones(r,1);ones(r,1)];

b2=zeros(r,1);
bEjel=[b1;b2];
1b=[zeros(1,402)];

options = optimset(’LargeScale’, ’off’, ’Simplex’, ’on’, ’Display’, ’Iter’);
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[x fval exitflag outputl=linprog(fEjel, [],[],AEjel,bEjel,1b,[],[],options)
MSE1(:,1)=((x(1)-4).72)/n;
MSE2(:,1)=(x(2)-5).72)/n;
if x(1)<L1(2) & x(1)>L1(1)
ri=ri+i;
end
if x(2)<L2(2) & x(2)>L2(1)
r2=r2+1;

end

end
Betal=mean(x(1))
Beta2=mean(x(2))
ECM1=mean (MSE1)
ECM2=mean (MSE2)
recubl=r1/1000

recub2=r2/1000

C.4. Minsadbad

n=20;
L1=[3,5];
L2=[4,6];
r1=0;

r2=0;
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r=n*(n-1)/2;
X1=unifrnd(1,4,n,1);
X2=unifrnd(2,5,n,1);
e=normrnd (0,3,n,1000) ;
%e1=(0.05%e)+(1-0.05)*(e/3);
%he2=(0.10%e)+(1-0.10)*(e/3);
%e3=(0.15%e)+(1-0.15)*(e/3);
he4=(0.20%e)+(1-0.20)*(e/3) ;
%eb=((0.2).7(-1)) .*xexp((0.2.%e)-1);
%e6=((0.4).~(-1)) .*xexp((0.4.%e)-1);
%e7=((0.6) .7 (-1)) .*xexp((0.6.%e)-1);
%e8=((0.8).7(-1)) .xexp((0.8.%e)-1);
%e9=((1).~(-1)) .*xexp((1.%e)-1);
%el0=(e/3) .xexp((0.2).%((e/3).72)/2);
%hell=(e/3) .xexp((0.4).%((e/3).72)/2);
%hel2=(e/3) .xexp((0.6).%((e/3).72)/2);
%el3=(e/3) .xexp((0.8).%((e/3).72)/2);
held=(e/3) .*exp((1).*((e/3).72)/2);
for i=1:length(e)

Y=3+4*X1+5*X2+e(:,1);

X=[ones(n,1) X1 X2];

X3=[x1 x2];

B=inv (X?*X) %X’ *Y;

YE=X*B;

R=Y-YE;
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Hi=[ones(n-1,1) -eye(n-1)]1;

H2=[zeros(n-2,1) ones(n-2,1) -eye(n-2)];
H3=[zeros(n-3,2) ones(n-3,1) -eye(n-3)];
H4=[zeros (n-4,3) ones(n-4,1) -eye(n-4)];
H5=[zeros(n-5,4) ones(n-5,1) -eye(n-5)];
H6=[zeros (n-6,5) ones(n-6,1) -eye(n-6)];
H7=[zeros (n-7,6) ones(n-7,1) -eye(n-7)];
H8=[zeros(n-8,7) ones(n-8,1) -eye(n-8)];
H9=[zeros (n-9,8) ones(n-9,1) -eye(n-9)];
H10=[zeros(n-10,9) ones(n-10,1) -eye(n-10)1;
Hil=[zeros(n-11,10) ones(n-11,1) -eye(n-11)1;
H12=[zeros(n-12,11) ones(n-12,1) -eye(n-12)1;
H13=[zeros(n-13,12) ones(n-13,1) -eye(n-13)1;
H14=[zeros(n-14,13) ones(n-14,1) -eye(n-14)1;
Hi5=[zeros(n-15,14) ones(n-15,1) -eye(n-15)];
H16=[zeros(n-16,15) ones(n-16,1) -eye(n-16)1;
H17=[zeros(n-17,16) ones(n-17,1) -eye(n-17)1;
H18=[zeros(n-18,17) ones(n-18,1) -eye(n-18)1;
H19=[zeros(n-19,18) ones(1,1) -1];
H=[H1;H2;H3;H4;H5;H6;H7;H8;H9;H10;H11;H12;H13;H14;H15;H16;H17;H18;H19];
A1=[-X3 -eye(n) zeros(n,r) zeros(n,r)];
A2=[X3 -eye(n) zeros(n,r) zeros(n,r)];
A3=[zeros(r,2) H eye(r) -eye(r)];
A4=[zeros(r,2) -H -eye(r) eye(r)];

AEjel1=[A1;A2;A3;A4];
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fEjel1=[0;0;zeros(n,1) ;ones(r,1);ones(r,1)];

b3=[zeros(r,1)]1;
b4=[zeros(r,1)];
bEjel=[b1;b2;b3;b4];
lb=zeros(1,402);
options = optimset(’LargeScale’, ’off’, ’Simplex’, ’on’, ’Display’, ’Iter’);
[x fval exitflag output]=linprog(fEjel,[],[],AEjel,bEjel,1b,[],[],0options)
MSE1=(x(1)-4)."2/n;
MSE2=(x(2)-5)."2/n;
if x(1)<L1(2) & X(1)>L1(1)
ri=ri+1
end
if x(2)<L2(2) & x(2)>L2(1)
r2=r2+1
end
end
Betal=mean(x (1))
Beta2=mean(x(2))
ECM1=mean (MSE1)
ECM2=mean (MSE2)
recubl=r1/1000

recub2=r2/1000
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D. Justificacion calculo de 7.

D.1. Justificaciéon de (35).

El parametro 7 en regresion MINMAD es anéalogo al parametro o en estimacion de minimos cuadrados.
La desviacion estandar en una regresiéon por minimos cuadrados tiene la formao ¢, mientras que la
desviacion estandar de la correspondiente regresion MINMAD es aproximadamente 7 ¢ para la misma
cantidad c. En particular cuando se considera el caso de una regresiéon con p = 0, es decir, no hay va-
riables independientes y simplemente se tiene una muestra aleatoria de n observaciones independientes
de la misma poblacién ey, es,...,e,. La regresién por minimos cuadrados estima la media muestral
€, a causa de que a = € es el valor de a que da la minima suma de cuadrados de las desviaciones
>>(e; — a)?. La desviacién estandar es o/y/n. La regresion MINMAD estima la mediana muestral ¢, a
causa de que a = ¢ da la minima suma de desviaciones absolutas > |e; — a|. Su desviaciéon estandar es
aproximadamente 7/4/n.

El Teorema del Limite Central dice que para grandes tamanos de muestra n, la distribucién de la media
muestral es aproximadamente normal. De igual forma para grandes tamanos de muestra n, la mediana
muestral es también aproximadamente normal. Por su parte, el valor esperado de la media muestral es
igual a la media poblacional. También el valor esperado de la mediana muestral es aproximadamente
igual a la mediana poblacional. Si v denota la mediana poblacional, se puede afirmar que para n gran-
de, € tiene aproximadamente una distribuciéon normal con media v y desviaciéon estandar 7/sgrtn. En
consecuencia si 7 es una estimacién de 7, se puede construir un intervalo de confianza aproximado del
95 % para v como € + 27/+/n. Al estar interesado en v y no en su intervalo de confianza, si se puede
considerar su longitud 47/y/n.

Se puede mostrar que el intervalo desde e(,) hasta e(,) es también un intervalo de confianza apro-

ximado al 95 % para v, asi que los dos intervalos son similares, al menos, para grandes muestras. En
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particular, sus longitudes son similares: 47//n ~ e(,) — €(x,). Escogiendo 7, para hacer de la aproxi-
macién una igualdad y reemplazando e por €, n por m = n — 2, permite obtener la formula (35). Se
ha encontrado que usando sé6lo m residuos distintos de cero, mejora el rendimiento de la prueba para

pequenas muestras.

E. Programas en R para estimaciéon GLM

E.1. Programa GLM completo

Birkesl.dat=scan("G:/AYUDA/Tareas/ALFONSO/Birkes1.txt", what=1list(Incendios=0,
lincendios=0, edad=0, robos=0, ingresos=0))

attach(Birkesl.dat)

fitl.Birkes=glm(Incendios~edad+robos+ingresos, family=Gamma(link=log))
summary (fitl.Birkes)

X <- model.matrix(fitl.Birkes)

n <- nrow(X)

p <- ncol(X)

w <- fitl.Birkes$weights

W <- diag(w)

H <- solve(t(X)%*%W/*%X)

H <- sqrt (W) %%X%* %)%t (X) hx%sqrt (W)

h <- diag(H)

library (MASS)

fi <- gamma.shape(fitl.Birkes)$alpha

166



ts <- resid(fitl.Birkes,type="pearson")*sqrt(fi/(1-h))
td <- resid(fitl.Birkes,type="deviance")*sqrt(fi/(1-h))
di <- (h/(1-h))*(ts"~2)

par (mfrow=c(2,2))

a <- max(td)

b <- min(td)

plot(fitted(fitl.Birkes) ,h,xlab="Valores Ajustados", ylab="Medida h", pch=16)
#title(sub="(a)")

#identify(fitted(fitl.Birkes), h, n=1)

#

plot(di,xlab="Indice", ylab="Distancia de Cook", pch=16)
#title(sub="(b)")

#identify(di, n=2)

#

plot(fitted(fitl.Birkes),td,xlab="Valores Ajustados", ylab="Componente do Desvio",
ylim=c(b-1,a+1),pch=16)

#title(sub="(c)")

abline(2,0,1lty=2)

abline(-2,0,1lty=2)

#identify(fitted(fitl.Birkes),td, n=1)

#

w <- fitl.Birkes$weights

eta <- predict(fitl.Birkes)

z <- eta + resid(fitl.Birkes, type="pearson")/sqrt (w)

plot(predict(fitl.Birkes),z,xlab="Preditor Linear",
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ylab="Variavel z", pch=16)
lines(smooth.spline(predict(fitl.Birkes), z, df=2))

#title(sub="(d)")

E.1.1. Programa GLM Reducido

Birkesl.dat=scan("G:/AYUDA/Tareas/ALFONSO/Birkesl.txt", what=1ist(Incendios=0,
lincendios=0, edad=0, robos=0, ingresos=0))

attach(Birkesl.dat)

fitl.Birkes=glm(Incendios~ingresos, family=Gamma(link=log))

summary (fit1l.Birkes)
y

E.1.2. Programa Diagnoéstico Regresion MINSADBAD

load G:\AYUDA\Tareas\ALFONSO\Birkesl.txt
L=Birkes1;

n=length(L);

Y=L(:,2);

X1=L(:,3);

X2=L(:,4);

X3=L(:,5);

U=ones(n,1);

X=[U X1 X2 X3];

B=(inv(X?*X))*X’*Y;

I=eye(n);
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H=X*(inv(X’*X))*X’;

DH=diag(H);

R=I-H;

D=diag(R);

YE=[];

SSE=[];

t=[1;

DC=[1;

DFIT=[];

for i=1:n
Li=L;
Li(i,:)=[0;
ni=length(Li);
ri=ni*(ni-1)/2;
Yi=Li(:,2);
X1i=Li(:,3);
X2i=Li(:,4);
X3i=Li(:,5);
X4i=[X1i X2i X3il;
Ui=ones(ni,1);
Xi=[Ui X4i];
Hi=[1; Fi=[];
for j=1:n-1

Hi=[Hi’ [zeros(ni-j,j-1) ones(ni-j,1) -eye(ni-j)1’]17;

Fi=[Fi’ [zeros(ni-j,j-1) ones(ni-j,1) eye(ni-j)1’]1’;
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end

Q=(1/2)*Fi;

C=Qx*Yi;

Al1i=[-X4i -eye(ni) zeros(ni,ri) zeros(ni,ri)];
A2i=[X4i -eye(ni) zeros(ni,ri) zeros(ni,ri)];
A3i=[zeros(ri,3) Hi eye(ri) -eye(ri)];
Adi=[zeros(ri,3) -Hi -eye(ri) eye(ri)];
AEjeli=[A1i;A2i;A31i;A4i];
fEjeli=[0;0;0;zeros(ni, 1) ;ones(ri,1);ones(ri,1)];
bli=-Yi;

b2i=Yi;

b3i=[zeros(ri,1)];

b4i=[zeros(ri,1)];

bEjeli=[b1i;b2i;b31i;b4i];
lb=zeros(1,length(fEjeli));
options = optimset(’LargeScale’, ’off’, ’Simplex’, ’on’, ’Display’, ’off’);
[xi fval exitflag output]=linprog(fEjeli,[],[],AEjeli,bEjeli,1b,[],[],options);
Bli=xi(1);

B2i=xi(2);

B3i=xi(3);

BO=median(C);

Bi=[B0;B1i;B2i;B3i];

YEi=X(i,:)*Bi;

Ii=eye(ni);

Hi=Xi*(inv(Xi’*Xi))#*Xi’;
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SSEi=Yi’*(Ii-Hi)*Yij;
Si=sqrt (SSEi);
Ei=Y(i)-YEi;
ti=Ei/(Si*sqrt(D(i)));
DCi=(B-Bi) ’*X’*X* (B-Bi) ;
DFITi=abs(ti)*(DH(i)/D(i));
YE(i,1)=YEi;
SSE(i,1)=SSEi;
t(i,1)=ti;
DC(i,1)=DCij;
DFIT(i,1)=DFITi;

end
YE, SSE, t, DC, DFIT

RES=[L YE t SSE DC DFIT];

E.1.3. Programa Diagnoéstico Regresion MINSADBAD

load G:\AYUDA\Tareas\ALFONSO\Birkesl.txt
L=Birkes1;

n=length(L);

Y=L(:,2);

X1=L(:,3);

X2=L(:,4);

X3=L(:,5);

U=ones(n,1);
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X=[U X1 X2 X3];
B=(inv (X’ *X))*X’*Y;
I=eye(n);
H=X*(inv(X’*X))*X’;
DH=diag(H);

R=I-H;

D=diag(R);

YE=[];

SSE=[1;

Li(i,:)=[1;
ni=length(Li);
ri=ni*(ni-1)/2;
Yi=Li(:,2);
X1i=Li(:,3);
X2i=Li(:,4);
X3i=Li(:,5);
X4i=[X1i X2i X3il;
Ui=ones(ni,1);
Xi=[Ui X4i];

Hi=[1; Fi=[1;
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for j=1:n-1
Hi=[Hi’ [zeros(ni-j,j-1) ones(ni-j,1) -eye(ni-j)1’]1’;
Fi=[Fi’ [zeros(ni-j,j-1) ones(ni-j,1) eye(ni-j)]’]1’;

end

Q=(1/2) *Fi;

C=Q*Yi;

A1i=[X4i eye(ni) zeros(ni,ri) zeros(ni,ri)];
A2i=[zeros(ri,3) Hi -eye(ri) eye(ri)];

AEjeli=[A1i;A2i];
fEjeli=[0;0;0;zeros(ni, 1) ;ones(ri,1);ones(ri,1)];

bli=Yi;

b2i=[zeros(ri,1)];

bEjeli=[b1i;b2i];

lb=zeros(1,length(fEjeli));
options = optimset(’LargeScale’, ’off’, ’Simplex’, ’on’, ’Display’, ’off’);
[xi fval exitflag output]=linprog(fEjeli,[],[],AEjeli,bEjeli,1b,[],[],options);
Bli=xi(1);

B2i=xi(2);

B3i=xi(3);

BO=median(C);

Bi=[B0;B1i;B2i;B3i];

YEi=X(i,:)*Bi;

Ii=eye(ni);

Hi=Xi* (inv(Xi’*Xi))*Xi’;

SSEi=Yi’*(Ii-Hi)*Yi;
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end

Si=sqrt (SSEi);

Ei=Y(i)-YEi;
ti=Ei/(Si*sqrt(D(i)));
DCi=(B-Bi) ’*X’*X*(B-Bi);
DFITi=abs(ti)*(DH(i)/D(i));
YE(i,1)=YEi;

SSE(i,1)=SSEij;

t(i,1)=ti;

DC(i,1)=DCi;

DFIT(i,1)=DFITi;

YE, SSE, t, DC, DFIT

RES=[L YE t SSE DC DFIT];
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