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RESUMEN

Los siguientes son los aportes del trabajo:

1. Se establecen condiciones para expresar algunas propiedades y resultados de
la teoria anillos conmutativos con unidad en términos de MV- Algebras, en
particular se dan las condiciones necesarias para inducir epimorfismos entre
espectros primos de MV—Algebras.

2. Se realiza una nueva demostracién de la caracterizacion de los ideales primos
de la MV-algebra libre free, desde una perspectiva geométrica mas simple que
la empleada en [2]

3. Se realiza una demostracion conjuntista de la compacidad del espectro co-primo
de las MV-algebras que fue demostrada en [6] desde una perspectiva categorica.

4. En los anexos se estudian las propiedades y los conceptos basicos de las MV-
algebras, como el orden, los homomorfismos y los ideales mediante ejemplos que
facilitan al lector que inicia en el estudio de esta teoria matematica, comprender
de una forma clara y rapida los fundamentos de esta estructura algebraica.
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Introduccion

Cada dia el algebra y la légica desarrollan y amplian nuevas teorias en todos los
campos del conocimiento y especialmente dentro de ellas mismas, en este aspecto
han sido campos de accién muy importantes dentro de la matematica, durante el
ultimo siglo algunos de los grandes logros han sido desarrollados precisamente en
estas dreas. En 1917 el matematico polaco Jan Lukasiewicsz estudié sistemas légicos
con multiples valores de verdad, considerandolos desde el punto de vista semantico,
asi propuso un sistema deductivo sencillo y conjeturé que de él podrian deducirse
todas las tautologias de su légica. A lo largo del siglo XX se establecieron pruebas
de esta conjetura, algunas de las cuales emplean MV-algebras.

En la década del 60 Chen Chung Chang introdujo el concepto de MV-algebra con
el fin de proponer una prueba algebraica del teorema de completitud del céalculo
infinito-valente propuesta en 1930 por Lukasiewicz y Tarsky, con valores de verdad
en el intervalo [0,1] y vincul6 las MV-élgebras totalmente ordenadas con los grupos
abelianos totalmente ordenados [3] ; posteriormente Mundici extiende esta vincu-
lacién y define una equivalencia categorial entre la clase de los grupos reticulados o
l-grupos con unidad y la de las MV-algebras.

Una MV-élgebra es una estructura A =< A;®,—,0 > donde A es un conjunto no
vacio, € es una operacion binaria, = una operacién unaria y 0 una constante, que
ademés satisfacen los siguientes axiomas: t @ (y P z) = (D y) Dz, x Dy =y D x,
r@0=x,~zr=2,10-0=-0,~(-zdy)dy=—-(ydz)dz

Las MV-algebras son las algebras de la légica difusa; el algebra de términos con
n variables es la MV-algebra libre con n generadores. McNaughton demostré que el
algebra de términos con n variables es isomorfa a la MV-algebra de funciones (lineales
a trozos) de McNaughton en n variables [3], resultado que conect6 el dlgebra de la
l6gica difusa con la geometria: cada formula corresponde a un conjunto de simplex
dentro del n-cubo [0,1].

El Algebra conmutativa es el campo de estudio de los anillos conmutativos, sus ide-
ales, modulos y algebras. Es una materia fundacional tanto para la geometria alge-
braica como para la teoria algebraica de ntimeros. Los resultados del dlgebra juegan
un papel cada vez mas destacado en diferentes areas del conocimiento. Ademas esta
cumple una doble funcién dentro de la Matematica, la de de servir de vinculo entre
ramas poco homogéneas de esta ciencia y la de un area de investigacién con muchos
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Introduccion \Y%

campos dentro de si misma, de esta manera la teoria de anillos debe servir como
mecanismo para interactuar con otras estructuras algebraicas, asi como otras ramas
de las matematicas.

Un anillo es una terna (a,+, ) tal que: (A,+) es un grupo abeliano, (A, e) es un
semigrupo y el producto es distributivo respecto de la suma. Si ademads existe ele-
mento neutro 1 (o unidad) del producto, el anillo se dice unitario, y si el producto
es conmutativo se trata de un anillo conmutativo (puede ser ambas cosas, que es el
caso mas corriente, y entonces se trata de un anillo conmutativo con unidad).

En los ultimos 10 anos se han venido adelantando trabajos que han establecido bases
para relacionar las MV-élgebras con los Anillos Conmutativos con Unidad [7] . En
el articulo de Eduardo J. Dubuc y Yuri A. Poveda [6] , se establecié una teoria
de representacion, desde la teoria de topos clasificantes , para las MV-édlgebras. Se
demostré que toda MV-dlgebra es isomorfa a las secciones globales del haz cade-
na de secciones locales sobre el espectro primo asociado a la topologia Co-Zariski.
Esta construccion se realizo siguiendo las mismas ideas de la geometria algebraica,
aplicada a la teoria de anillos conmutativos con unidad. Los resultados obtenidos
son completamente andlogos; si en la teoria de anillos conmutativos se construyeron
los espacios anillados, en las MV-algebras se construyeron MV-espacios y se estable-
cié un isomorfismo entre estos espacios y la categoria de MV-algebras. Existen més
propiedades de la teoria de anillos conmutativos con unidad que se pueden traducir
a propiedades de las MV-algebras.

El espectro primo de una MV-dlgebra es el espacio topoldgico definido sobre sus
ideales primos con la topologia Co-Zariski, en la cual los abiertos son los cerrados
correspondientes a la conocida topologia de Zariski definida en el espectro primo de
los anillos conmutativos con unidad. Esta construccion es importante porque permite
transferir problemas y resultados obtenidos en anillos conmutativos con unidad a
representarlos en el a&mbito de las MV-algebras y viceversa.

El espectro primo de una anillo conmutativo con unidad, asi como el de las MV-alge-
bras son espacios topoldgicos compactos Tj; ademas ambos espectros son espacios 15
si y solo si, cada ideal primo es maximal. En tal sentido este trabajo busca establecer
una condicién sobre los homomorfismos de MV—Algebras con espectro T, para que
los morfismos inducidos en la categoria de espacios compactos Hausdorff sean epi-
morfismo, de manera similar a las condiciones encontradas en el articulo “Algunos
Epimorfismos entre Espectros Primos de Anillos Conmutativos” y se establece un
paralelo entre las demostraciones dadas para anillos y su posible analogia en el uni-
verso de las MV-Algebras. De igual manera busca profundizar en la estructura de los
ideales primos no maximales de las algebras libres de la teoria de las MV-édlgebras.

En 2005, Busaniche y Mundici [2] caracterizarén los ideales primos no maximales
de las MV-algebras libres free,, desde un enfoque algebraico y combinatorio, en
2011, Osorio [9] establecié que todo ideal primo no maximal de free; es de la forma
Is ={f € free: f(x) =0Vx € [xo, 20 + €]}, donde o, 29 + € € QN [0, 1] y e >0y
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Introduccion VI

I-=A{f € free: f(x) =0Vx € [¥g — € o]}, donde z9,20 — € € QN[0,1] y € > 0.
En el presente trabajo se busca hacer la misma representacién para el caso free, con
un enfoque geométrico, teniendo en cuenta que de esta forma se pueden establecer
notaciones y ejemplos accequibles a un mayor publico, y poder generalizar en un
trabajo posterior el caso free,.

En sintesis el trabajo esta divido en 4 capitulos: en el primero se estudian conceptos
basicos y algunas propiedades de las MV-dlgebras, el cual se complementa con los
apéndices donde se ven aspectos como el orden, los homomorfismos , los ideales y se
establecen ejemplos que permiten comprender de una forma clara y rapida los funda-
mentos de esta estructura algebraica. En el segundo se establecen condiciones nece-
sarias y suficientes para expresar algunas propiedades y resultados ya demostrados
en anillos conmutativos con unidad en términos de MV-algebras, asi como las condi-
ciones necesarias para inducir epimorfismos en espectros primos de MV-édlgebras.
En el tercero se realiza una nueva demostracién de la caracterizacion de los ideales
primos de la MV-algebra libre frees; desde una perspectiva geométrica mas simple
que la empleada en el articulo Geometry of Robinson consistency in Lukasiewicsz
logic de Manuela Busaniche y Daniele Mundici para las MV-algebras libres free, a
través de los k-simplex, de esta manera se pretende dar una caracterizacion y una
introduccién al estudio de las MV-algebras libres en un lenguaje mas sencillo y grafi-
co que facilite la introduccién a este tema a personas con conocimientos basicos de
algebra. Finalmente en el cuarto se demuestra la compacidad del espectro primo de
las MV-algebras de manera conjuntista sin emplear la teoria de categorias como se
hizo en [6]. Esto con el objeto de que los no especialistas en teoria de categorias
puedan ver su demostracion.

A lo largo del trabajo se presentan algunas analogias y diferencias de resultados
clasicos en anillos conmutativos y sus correspondientes versiones en el universo de
las MV-algebras, este conjunto de analogias y diferencias muestran que es posible
encontrar un gran numero de resultados similares con otras estructuras algebraicas,
al realizar un trabajo mas profundo sobre el espectro primo de las MV-dalgebras,
que el propuesto hasta ahora en la literatura para obtener dentro de las MV-alge-
bras mas propiedades correspondientes a la geometria algebraica clasica y ademas al
poder trasladar resultados conocidos en anillos a las MV-algebras dar inicio a lo que
podriamos llamar geometria algebraica multivaluada.
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Capitulo 1

Nociones Basicas

En la década del 60 C.C. Chang introdujo el concepto de MV-algebra con el fin de
proporcionar una prueba algebraica del teorema de completitud del calculo infini-
tovalente propuesto en 1930 por Lukasiewicz y Tarsky, con valores de verdad en el
intervalo de nimeros reales [0,1] y vinculd las MV-dlgebras totalmente ordenadas con
los grupos abelianos totalmente ordenados. Una referencia estandar para MV-alge-

bras es Cignoli, D’ottaviano, Mundici [3] y para anillos conmutativos es M. Atiyah,
I.G. Macdonald [1]

Las siguientes definiciones son equivalentes a las definiciones originales de Chang y
hacen parte del Folklore de la teoria de MV-algebras, las recordamos en esta seccién
porque son necesarias para este trabajo. De manera andloga en el desarrollo de los
apéndices se realizan ejemplos que permiten clarificar los conceptos y que son tan
escasos en la bibliografia existente.

1.1. MV-algebras

Definicién 1.1. Una MV-dlgebra es un dlgebra (A, ®,—,0) ,donde A es un conjunto
no vacio,® es una operacion binaria en A, = una operacion unaria y 0 una constante,
que satisface los siguientes axiomas, para todo x,y,z en A :

MV1)zd(y@z)=(xRy) 2

MV2)xdy=ydx La operacion binaria es conmutativa

JORGE HELI LOPEZ NUNEZ



Nociones Bdasicas 3

MV3)za0=ux La operacion binaria tiene elemento neutro
MVY) ——x=x La doble negacion es la funcion idéntica
MV5) x®—0=-0

MVE6) ~(—~xdy)dy=-(-ydz) D

En particular los tres primeros axiomas establecen que toda MV-dlgebra es un
monoide conmutativo (A, ®,0), de hecho una MV-algebra podria definirse como un
monoide conmutativo enriquecido con la operaciéon unaria —. Nosotros denotaremos
una MV-édlgebra A como (A, ®, —,0).

En cada MV-dlgebra A definimos la constante 1 y las operaciones ® y © como sigue:

1 =40

L] x@y:ﬁ(—‘x@—‘y)

] gj@y:]j@ﬁy

Una MV-éalgebra es no trivial si y solo si 0 # 1. Las siguientes identidades son
consecuencia inmediata de MV4).

MV7) =1 =0

MVS8) 2 @y = (-2 ® —y)

Asi los Axiomas MV5) y MV6) se pueden escribir asi:
MV5) 261 =1

MVe)(zoy) dy=(yozx)dx

Ahora fijando y = =0 en MV6) tenemos :

MV9) z® -z =1

Otras caracteristicas y propiedades de las MV-algebras son las siguientes:

JORGE HELI LOPEZ NUNEZ



Nociones Bdasicas 4

MV10) Existe una relacién de orden parcial definida por t <y < 3z, 2dz =y,
sesigneque z <y rxoy=>0

MV11) El orden parcial es un reticulo, con supremo denotado V e infimo denotado
A. Las operaciones del reticulo estan definidas por las formulas:

rVy=(r®-y)dy

TAy=20 (-xdy)

MV12) z Ay = —(—z V —y) y r=—(—x A ).
MV13)zAy<zdy y rOy<zAy.
MV14) (zcy) A (yoz)=0.

MV15) Para cada MV-élgebra A, z,y € A y n un entero, se tiene n(xAy) = nxAny.
Se sigue que si x Ay = 0 entonces nxz A ny = 0.

MV16)Una MV-dlgebra es una MV-cadena si su relaciéon de orden es total. Las
MV-cadenas se caracterizan por los siguientes axiomas:

Cl)1#0

C2)zoy=0 6 yor=20

De MV14) se sigue que una MV-algebra A es una MV-cadena si y solo si se cumple:
C1) A # {0}

C2) z ANy =0 entonces x =0 6 y = 0.

1.1.1. MV-Ideales

MVI-1)! Un MV-ideal de una MV-algebra es un subconjunto I de A que satisface
las siguientes condiciones:

'En el apéndice C se profundiza en las propiedades y los conceptos bésicos de los homomorfismos
y los ideales de las MV-algebras

JORGE HELI LOPEZ NUNEZ



Nociones Bdasicas 5

L1)0elr
[2)Sizel,ye A, y <z, entonces y € [
[.3) Siz eI,y €I, entonces z @y € I Un ideal es propio si 1 ¢ I

MVI-2) Dado un numero finito de elementos en una MV-algebra. Se escribe <
x,y...z > para el ideal generado por z,y...z. Se tiene:

<TzANANyYy>=<z>N<Yy >, <zVy>=<zxdy>=<uzxy>

En consecuencia, todos los ideales finitamente generados son principales.
MVI-3) Un ideal P es primo si se satisfacen las siguientes condiciones:
P1)1¢P

P.2) Paracadaz,y€ A, (roy)e P66 (yox) € P

De MV14) se sigue que un ideal P es primo si y solo si se satisface:
P1)P#A

y alguna de las siguientes equivalencias

P2")x Ay € Pentoncesx € Pbéye P

P2") x ANy =0entonceszx € P66y e P

MVI-4) Los ideales maximales son primos.Un MV-ideal I de una MV-élgebra A es

llamado maximal si y solo si [ # A, y para cada MV-ideal J # I, si I C J, entonces
J=A

1.1.2. Ejemplos de MV-algebras

Ejemplo 1.1. El singleton {0} es la MV-dlgebra trivial con las operaciones &, .
060=0y—-0=0

Una MV-élgebra se llama no trivial, si tiene mas de un elemento. La MV-éalgebra de
dos elementos es el dlgebra de Boole {0,1},en la que & coincide con la disyuncién
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Nociones Bdasicas 6

booleana y — con la negacion de Boole.

Ejemplo 1.2. La MV-dlgebra [0,1] = ([0, 1],®,—,0) con [0,1] = {z € R|0 <z < 1}
,x@y=min (LLz+vy), w=1—ux.

En particular todo subconjunto del segmento real [0,1] cerrado para las funciones
x— (1—z)yz,y— min{l,x + y}, es una MV-élgebra con las operaciones x &y =
min{l,x +y}, ~x =1 — z y la constante 0.

Note que en la MV-algebra [0,1] tenemos:

r@y=mazx(0,z+y—1)

oy =mazx(0,x —y)

Ademas , para todo n = 0,1,2,... y x € A, las MV-operaciones n - x y z", son
definidas inductivamente por:

0-2=0, (n+1)-z=a2®(n-x)

Siguiendo la tradicion asumimos que la operacién x” tiene prioridad sobre cualquier
operacién, también — tiene prioridad sobre ®, y a su vez © tiene prioridad sobre &

Algebras Booleanas
De igual manera se puede ver que toda algebra booleana (A, V, A, —,0,1) es una MV-
algebra, si se define t ®y =z Vy,—~xz =2',0 = L, V y representan respectivamente

la unién y el complemento; en particular se tiene =(-z @ y) By =z D y.

Ya Chang habia observado que las dlgebras booleanas son MV-algebras que satisfacen
la ecuacién de idempotencia z @ x = x

Observacion: Las MV-dlgebras son las dlgebras de la logica difusa, asi como las
algebras booleanas son las dlgebras de la logica clasica.

MV-algebras Hiperarquimedianas

JORGE HELI LOPEZ NUNEZ



Nociones Bdasicas 7

Un elemento a de una MV-élgebra A es llamado arquimediano si y solo si existe un
nimero natural n tal que n-a = (n+1)-a

Una MV-éalgebra A es llamada hiperarquimediana si y solo si todos sus elementos
son arquimedianos.

Son ejemplos de MV-édlgebras hiperarquimedianas las Algebras Booleanas.

A continuaciéon profundizaremos en las MV-algebras libres ya que son las que per-
miten desarrollar el presente trabajo.

1.1.3. MV-algebras libres

Las MV-algebras libres son objetos universales; toda MV-dlgebra A con n-
generadores es una imagen homomorfica de la MV-édlgebra libre free, para algtin n;
si una ecuacién se satisface por free, para todo n, entonces la ecuacion se satisface
en todas las MV-dlgebras. Como una consecuencia del teorema de representacién?,
free, se puede describir como una MV-dlgebra de un conjunto de funciones lin-
eales continuas evaluadas en [0, 1], definidas sobre el cubo [0,1]", conocidas como
funciones de McNaughton. En este trabajo nos enfocaremos en frees definiéndola
como un conjunto de funciones de McNaughton lo cual facilita su comprension y el

desarrollo de ejemplos puntuales.
MV-Terminos

Definicién 1.2. Un MV-term o término en k-variables x1, s, ..., T}, €s una cadena
finita de simbolos sobre el alfabeto

{Oa -, D, T, .. 7[L'k}
obtenida inductivamente, con las siguientes reglas ( Ver [3|, definicion 1.4.1.)

T1. 0y x;, parai=1,...,k son MV-terms.

T2. T es un MV-term, entonces también lo es —7.

2Theorem 2.5.3 Algebraic Foundations of Many-valued Reasoning.
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Nociones Bdasicas 8

T3. Si T yo son MV-term, entonces también lo es (T @ o).

Para cada MV-algebra A y k un cardinal los elementos de A* tienen la forma:

T = (T, T1, - Tas - )a<k,

donde z,, € A, para cada a < k. La o — esima proyeccién m, = A¥ — A es la funcién
To(T) = x4,

Denotamos Projk = {m, |a < k} al conjunto de proyecciones de A*

Veamos algunos ejemplos de MV-term.

T(x,y)=r®y y ozy)=(Crdy) Oy

La MV-algebra Term;

Dada A una MV-algebra, la MV-élgebra T'ermj es el conjunto de funciones término
74 A¥ — A dadas por ( Ver [3], definicién 3.1.1.):

¥ =m, AP A

«

(x1, T2, .y ) — T,

2. 04 es la funcién constante 0 de Terms

3. Dadas p?, o4 funciones termino, definimos por induccién,
3.1.(=p)* =4y —(p?) es una funcién término

3.2. (p® o) =4ep (p* @ 0?) es una funcién termino.

Ejemplos:

JORGE HELI LOPEZ NUNEZ
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oyt A2 — A

(a1,a2) +— a1 @ ag

A A

(Clhaz) —

A2 - A

(G1,G2) > Q2

((z@y)t: A2 — A

(a1,a2) — —(a; ® as)

Proposicién 1.3. ( Ver [3|, Proposicion 3.1.4) Para cada cardinal k > 1, Term,[co’l]
es la MV-dlgebra libre freey, es decir:

freep = TermLO’l]

Funciones de McNaughton

Definicién 1.4. una funcion f : [0,1]" — [0,1] es de McNaughton en n variables
(M,,) sobre [0,1]" si y solo si f es continua con respecto a la topologia usual de
[0,1]", y existen polinomios lineales p1, ...px con coeficientes enteros,

Pi(To, -y Tn_1) = bj + Moz + ... Mi(n—1)Tn—1, (bi, My € Z)

tal que para cada punto y = (Yo, ..., Yn_1) € [0,1]" existe un indice j € {1,...k} con
f() =pi(y).

JORGE HELI LOPEZ NUNEZ
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Observemos que toda férmula a € free, determina una funcién de f : [0,1]" — [0, 1]
que denotaremos por abuso de notacién con la misma letra a. Dados (x1, ..., x,) €
0,1]", a(xy, ..., x,) es la evaluacién de la férmula en la MV-algebra [0, 1]( Ver [11],
pg 85).

Consideremos los siguientes resultados ya conocidos en [3]

1. Toda formula a € free, es de McNaughton.( Ver [3], Proposicién 3.1.8.)

2. Dado un polinomio p € Z [z, .., x,] la funcién p# definida por p# = (pV0) A1,
pertenece a free,.( Ver [3], Proposicién 3.1.9.)

Consecuentemente toda funcion de McNaughton que puede describirse con un solo
polinomio lineal es una férmula.

Proposicién 1.5. ( Ver [3], proposicion 3.3.1)Dada f una funcién de McNaughton
en n-variables con componentes lineales pi, ..., py existe un conjunto S de simplex
unidimensionales compactos con vértices racionales tales que:

1. La unién de los simplex en S coincide con el cubo [0, 1]™.
2. Dos simplex cualquiera en .S son disjuntos o se intersectan en una cara comun.

3. Para cada simplex W € S existe j € {1,...,k} tal que f restringido a W
coincide con p;

Teorema 1.6. Teorema de McNaughton. ( Ver [11), Teorema 7.1.1.)

free, =~ M.,

180

Una demostracion de este teorema la podemos ver en [Ver(5)]

JORGE HELI LOPEZ NUNEZ
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MV-algebra libre Free;

Por el isomorfismo anterior la MV-algebra libre con un generador free; se puede ver
como el conjunto de funciones f : [0, 1] — [0, 1] tales que:( Ver [3], Corolario 3.2.8.)

/

mx+b si 0<z<ay

flz)=¢ mx+b si a1 <z<aq

L mpx +b, st oap <x<1

con by, m; € Z,a; € Q , f(x) continua respecto a la topologia usual de [0, 1]; y las
operaciones &, &, ® y — definidas de la siguiente forma para toda f,g € free;:

() = min(1, f(x) + g(z))
() = max(0, f(x) —g

f(x)©g(x) = max(0, f(z)
(x) = 1—f(x)

_l_
K
—~~
8
~—
|
-
~—

A continuaciéon veremos como se representa graficamente la suma de dos funciones
especificas en freey, con el fin de familiarizarnos con la operaciones de esta MV-
algebra.(En el anexo B se desarrollaran mds ejemplos que permitan visualizar las
operaciones de las MV-algebras libres)

Ejemplo 1.3. Dadas f(x),g(x) € free; tales que:

1 si O§x<% 0 si O§:1:<%l
Para f(z) =¢ —br+2 si t<z<2 ygla)=q do—1 si ;<x<j;
0 si s<z<1 1 si 2<a<1
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. YT

entonces

f(z) ® g(x) =min(1,140) = min(1,1) = 1, Vz € [0, 1]

f@)®g(z) = min(l, =5z +2—0) = min(l, =5z +2) = —ba+2 = f(z), Va € [1,1]
fx)®g(z) = min(l, —5x+2+4x—1) = min(l, —z+1) = —z+1, Vo € [} <z < 2]
f(z) ®g(z) =min(1,4x — 1 —0) = min(1,4z — 1) =4z — 1, Vz € [%,1]

f(z) ® g(z) =min(1,1+0) =min(1,1) =1, Vz € [1,1]

Obtenemos:
(1 si 0§$<%1
—Sr+2 si if<ae<i
5 >b >
fl@)@gla)=1 —a+1 si ;<az<?
4qr —1 si %ng%
I
\1 si §§x§1
0 1

JORGE HELI LOPEZ NUNEZ
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MV-algebra Free,

La MV-algebra libre frees con dos generadores es isomorfa al conjunto de funciones
f:1]0,1]> — [0, 1] (Teorema 1.6) tales que :

(ax+biy+c st (z,y) € Ay

flz) =< ax+by+c si (z,y) € 4

( apz+by+ec, si (z,y) €A,

donde Aj, Ay, ...A, son regiones de [0, 1]> con vértices racionales, tales que A; U Ay U
.UA, =1[0,1]*y f(z,y) continua respecto a la topologia de [0, 1]*; y las operaciones
@, ©, ® y = definidas de la siguiente forma:

flzy) ®g(x,y) = min(l, f(z,y) + g(z,y))

fzy)©g(z,y) = maz(0, f(z,y) — g(z,y))

flz,y) ©g(z,y) = max(0, f(z,y) + g(z,y) — 1)
—f(z,y) = 1- f(z,y)

con f(x,y),g9(x,y) € frees

En el apéndice B, se presentan mas ejemplos de operaciones con MV-édlgebras
(suma,resta, multiplicacién y negacién) y en el capitulo 3 se profundiza en el ca-
so freey donde se caracterizaran sus ideales primos.
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Capitulo 2

Anillos conmutativos con unidad y
MYV-algebras

En este capitulo se presentaran en paralelo algunas nociones y hechos basicos del
espectro primo de MV-élgebras dados en [11] y del espectro primo de anillos conmu-
tativos con unidad dados en [7] y [1], en particular se dard una condicién necesaria
para que un homomorfismo de MV-édlgebras induzca un epimorfismo en la categoria
de espacios compactos Hausdorff.

Las proposiciones de anillos conmutativos con unidad se identificaran con recuadros
y subindice a. (las cuales corresponden a resultados demostrados en [7]). Las de
MV-algebras con subindice b..

Definicién 2.1.a: (Ver [7], pg 2) Dado A un anillo conmutativo con unidad, se
denota por Spec(A) al conjunto de ideales primos de A, y para cada a € A, definimos:

a={I € Spec(A)|a ¢ I}
Recordemos que un ideal I C A es primo si I # A y se verifica la siguiente condicion:

rv,yeA, xyel =2l béyel.

Definicién 2.1.b: Dada una MV-algebra A, se denota 3(A), al conjunto de los
ideales primos de A y para cada a € A definimos:

W, ={P € 3(A),a € P}
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W, es el conjunto de ideales primos que contienen al elemento a.

Proposicién 2.2.a : (Ver [7], Lema 1) La coleccién {a} . 4 es una base de un espacio
topolégico. )
i)Sia,be Ajab=anb

ii) 0= ¢
iii) 1 = Spec(A)

Esta proposiciéon permite definir una topologia 7 (la topologia Zariski) sobre el
Spec(A) cuya base de abiertos esta determinada por los conjuntos a. Se llama
espectro primo de A al espacio topoldgico (Spec(A), T) que denotaremos con abuso
de notacién Spec(A).

Observacién: Las razones categoricas que obligan la topologia Zariski en la teoria
de anillos son las siguientes (Ver [6], pg 3):

1) La localizacién de un anillo en un ideal primo es una construccién covariante en
el sentido que si se tienen dos ideales primos I C J, se tiene un morfismo de anillos
locales A; — Aj

2) Dado un elemento a € A y un ideal primo I, existe una factorizacién Ala™] — A;
si y solo si a ¢ I. Para un elemento fijo a, el conjunto {I|3 Ala™'] — A;} es el
conjunto de los abiertos de Zariski a = {I |a ¢ I}.

3) La asignacién a +— Ala™'] es contravariante para los abiertos de Zariski en el
sentido que a C b entonces A[b~'] — Afa™?].

Proposicién 2.2.b: La coleccion {W,} ., es una base de un espacio topoldgico.

Z)Sl a, be A, Wa@b =W,NWwW,

i)Wy = 3(A)
Demostracién:

i) Sia,b € P, Punideal de A, entoncesa®b € P.Sia®be P comoa,b<ad®by
P es ideal , entonces a,b € P.
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i1) Se obtiene por que 0 € P, VP
i1i) Se obtiene por que 1 ¢ P.

El espectro primo de una MV-élgebra A es el espacio topolégico 3(A) =
(3(A),7),cuya base de abiertos esta determinada por los conjuntos W,. A esta
topologia se le llama Co-Zariski, porque los W, son los cerrados de Zariski. (Ver

[11], pdg 6)

Observaciéon: Las razones categéricas que obligan la topologia Co-Zariski en la
teoria de MV-algebras son las siguientes:

1) El cociente de una MV-dlgebra por un ideal primo es una construccién contravari-
ante, en el sentido que si se tienen dos ideales primos P C @, se tiene un morfismo
de MV-cadenas en la otra direccién A/Q — A/P.

2) Dado un elemento a € Ay un ideal primo P, existe una factorizacién A/ < a >—
A/P siysolosia e P.Para un elemento fijo a, el conjunto {P|3 A/ <a >— A/P}
es el conjunto de los abiertos de Co-Zariski W, = {P |a € P} (Ver anexo C.3)

3) La asignacién a — A/ < a > es contravariante para los abiertos de Co-Zariski en
el sentido que W, C W), entonces A/ <b>— A/ < a >.

Proposicién 2.3.a : (Ver [7], Proposicién 3) Spec (A) es un espacio topolégico Ty

Proposicién 2.3.b: 3(A) es un espacio topolégico Ty

Demostracién: Dados I,J € 3(A),con I # J, por ser diferentes existe a € A,

diferente de cero, tal quea € I ya ¢ Jba ¢ [y a € J, consecuentemente I € W,
JEW, 6 JeW, el ¢ W,

Observacién: Sin embargo 3(A) no es Ty ya que si I C J(por ejemplo J ideal
maximal e I un ideal primo no maximal), W, N W}, # ¢, puesto que todo abierto
que contenga a I , contiene a J, es decir, no es posible separarlos con dos conjuntos
abiertos disjuntos.
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Definicién 2.4: Dada una funcién f : A — B, definimos f' : P(B) — P(A), como
sigue para todo P € P(B):

f(P)y=f(P)={zeA: f(x) € P}

| ., . .
f* denota la funcién imagen reciproca de f.

Proposicién 2.5.a: (Ver [7], Proposicién 4) Dado f : A — B un morfismo de
anillos conmutativos que preservan la unidad, entonces f': Spec(B) — Spec(A) es
una funcion continua.

Proposicién 2.5.b: Dado f : A — B un MV-homomorfismo , f': 3(B) — 3(4) es
una funcién continua.

Demostracién: Dado J € 3(B), f'(J) = {z € A, f(z) € J} € 3(A).
I)f'(J) es ideal.
i)0 € f'(J), debido a que f(0) =0 € J.

ii)Sea a,b € f'(J),es decir f(a), f(b) € J, como J es ideal f(a)® f(b) € J, adem4s f
es homomorfismo luego f(a @ b) € J, ast a® b € f(J).

iii)Dado a € f'(J) y b < a como f es MV-homomorfismo, f(b) < f(a)y f(a) € J,
ademés J es ideal , asi f(b) € J es decir b € f'(J).

II)f(J) es primo.

Dados a1, ay € A, queremos ver que (a; ©ag) € f'(J) o (ag©ay) € f(J). Lo anterior
es equivalente a ver que f(a1 © az) € J o flaa© ay) € J.

Como f es homomorfismo f(a1) © f(a2) = fla1 © a2) y f(a2) © f(a1) = f(a2 © a1),
ademds como J es ideal primo de B y f(a1), f(az) € B, entonces f(a; © ag) =
flar) © f(az) € J o flaz © 1) = flaz) © f(ar) € J, luego (a1 © az) € f'(J) o
(a2 © ar) € f'(J).
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IIT) f':3(B) — 3(A) es continua.

Dado W, € 3(A), demostraremos que (f')~}(W,) es un abierto de 3(B).

()7 Wa) = {Pe3(B)|f(P)eW.}
= {Pe3(B)|acf(P)}
= {P€3(B)| f(a) € P}
= Wi € 3(B)0

Proposicién 2.6.a: (Ver [1], pg 14 ejercicio 18 numeral iv y ejercicio 17 numeral
v) Spec(A) es un espacio topoldgico compacto.
Demostracion:Ver capitulo 3.

Proposicién 2.6.b: 3(A) es un espacio topolégico compacto.

Esta demostracion le dedicaremos especial interés, por lo que se desarrollard en el
capitulo 4 de esta tesis debido a su complejidad y ya que es objetivo de este trabajo
establecer una demostracién mas sencilla a la desarrollada en [11] empleando teorias
conjuntistas y no categoricas.

Definicién 2.7.a:(Ver [7], Definicién 5) El radical primo de un anillo A esta
definido por:

rad(A)= () P
PeSpec(A)

Definicién 2.7.b: Para cada MV-dlgebra A, llamaremos el radical de A, la inter-
seccion de todos los ideales maximales de A, el radical de A, lo denotaremos por
Rad(A)

Un elemento a en una MV-algebra A es llamado infinitesimal si y solo si a # 0y
n.a < —a, para cada entero n > 0. El conjunto de todos los infinitesimales en A lo
denotamos por Infinit(A)
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Para cada MV-élgebra A, Rad(A) = Infinit(A) U {0}(Ver [3])
Notacion: Denotaremos con 94 al espacio topoldgico cuyos puntos son los ideales
maximales de A y cuya base de abiertos esta dada por los conjuntos:

Welm, ={P € M4 :a € P}

a este espacio M4 lo llamaremos el espectro maximal.

Proposicién 2.8.a: (Ver [7], Proposicion 7)Dado A un anillo conmutativo con
unidad las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Todo ideal primo de A es maximal.

i1) Spec(A) es Ty

Proposicién 2.8.b: (Ver [11], Teorema 2.2) Dada una MV-algebra, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. A es una MV-algebra hiper-arquimediana
2. Todo ideal primo es maximal (3(A) = 9M,4)
3. 3(A) es Ty

Demostracién:
(1) = (2)
Es una consecuencia directa del teorema (6.3.2) del libro [3]

(2)=@3)
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Dados P,Q dos ideales maximales de 3(A). Por ser diferentes, existe a € A, diferente
de cero, tal que a € Py a ¢ @Q, consecuentemente P € W,, como Q es maximal
existe n € N tal que —n.a € Q'. Porlo cual Q € W_,.a vy W, N W_,... = .

(3) = (1)
Si A no es Hiperarquimediana, entonces existe P un ideal primo no maximal, P C

() maximal, asi cualquier abierto que contenga a P contiene a () y no es posible
separarlos con dos conjuntos abiertos disjuntos; esto implica que 3(A) no seria T5.

Proposicién 2.9.a: (Ver [7], Proposicién 8) Dado f : A — B es un morfismo de
anillos conmutativos con unidad, entonces :

f'(Spec)(B) = {U{ala € ker(f)}}*

Demostracién:[ver 7] Observemos que:

re{lJ{a

aeker(f)}}c & a€Ker(f)=ael
& Ker(f)ClI

Si I € f'(Spec)(B), entonces existe J € (Spec)(B) tal que f'(J) = I,como 0 €
J, f1(0) = Ker(f) C I, es decir

Ie{U{ala € ker(f)}}".

Consecuentemente se tiene que,

f'(Spec(B)) € {U{ala € ker(f)}}

Debido a que {|J{a|a € ker(f)}}° es cerrado.
Reciprocamente, dado I € Spec(A) tal que Ker(f) C I debemos probar que si
I € a, entonces

an f(Spec(B)) # ¢

Supongamos que aN f'(Spec)(B) = ¢ entonces para todo J € (Spec)(B),a € f'(J),
luego f(a) € J, es decir f(a) € rad(B), por lo tanto existe n € N tal que f(a") =
(f(a))® = 0, luego a™ € Ker(f) y por lo tanto a™ € I, como I es primo entonces
a € I contradiciendo el hecho que I € a

Lemma 1.2.2, pag 14. Algebraic Foundations of Many-Valued Reasoning
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Proposicién 2.9.b:Dado f: A — B un morfismo de MV-édlgebras entonces:

f3B)= N W,

acKer(f)

Demostracién:

(C) Dado f'(P) € f'3(B), f(P) = f~YP), como 0 € P, entonces f~1(0)
f~Y(P), asi Ker(f) C f'(P), luego f'(P) € () W,, consecuentemente f'3(B)

acKer(f)
N Wey, f3B)c N W,

acKer(f) acKer(f)

(M IN

(D) Dadoge () W,y W, abierto de 3(A) con ¢ € W,, como f: A — B ,se
acKer(f)

tiene que f(z) € B; sea J =< f(x) > el MV-ideal de B, por el lema de Zorn J esta

contenido en un ideal maximal P, asi f(z) € P, como f'(P) € 3(A) y € f'(P),

entonces f'(P) € W, N f'3(B), luego W, N f'3(B) # ¢, asi

N W.C f3(B)0

acKer(f)

Proposicién 2.10.a: (Ver [7], Proposicién 9) Si f : A — B es un morfismo de
anillos, entonces :

f'(Spec)(B) = Spec(A), siy solo si, Ker(f) C rad(A)

Proposicién 2.10.b.: Dado f : A — B, un morfismo de MV-algebras se tiene la
igualdad:

Demostracién:
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(C) Por definicién f'3(B) C 3(A)

(2)Dado ¢ € 3(A), tomamos x € ¢, por lo que ¢ € W,, W, abierto de 3(A) como
f:A— B se tiene que f(x) € B; sea J =< f(x) > el MV-ideal de B, por el lema
de Zorn J esta contenido en un ideal maximal P, asi f(x) € P, como f'(P) € 3(A)
y x € f'(P), entonces f'(P) € W, N f'3(B), luego W, N f'3(B) # ¢, asi

3(4) € f13(B) O

De la siguiente proposicion se sigue directamente el corolario a partir del cual se de-
duce que cada morfismo de MV-algebras cuyo espectro es T5, induce un epimorfismo
en la categoria de espacios compactos Hausdorff.

Proposicién 2.11:(Ver [7], Proposicién 10) Si f : X — Y es una funcién continua
entre espacios topologicos tal que f(X) =Y y g,h: Y — Z son funciones continuas
con 7Z espacio topolégico Ts, entonces ho f = go f implica h = g

Demostracién: Supongamos que existe t € Y/ f(X), tal que g(t) # h(t),como Z es
T, existen abiertos V.y W en Z tal que g(t) € V,h(t) € Wy VNW = ¢,entonces
te g Y (V)Nh ' (W) = K, con K abierto de Y, como f(X) es denso en Y, existe y €
f(X)N K, de donde g(y) € V,h(y) € W, por hipédtesis g(y) = h(y), contradiciendo
VN =9¢ 0

Definicién 2.12: Supéngamos que dados g : Y — Z y h: Y — Z y toda vez que
go f=ho f, sesigue que g = h. Entonces f es un epimorfismo.

Corolario 2.13.a: (Ver [7], Corolario 11)Dados A, B € M, v f : A — B
un morfismo de anillos que respeta la unidad. Si ker(f) C rad(A) entonces
f': Spec(B) — Spec(A) es un epimorfismo en la categorfa de espacios compactos
Hausdorft.

Observacion: Si f : A — B € 91, es inyectiva entonces se tiene directamente que
f': Spec(B) — Spec(A) es un epimorfismo en la categorfa de espacios compactos
Hausdorff.

Notacién: Denotamos por 91 la categoria de anillos conmutativos con unidad para
los cuales todo ideal primo es maximal. En esta categoria los morfismos son homo-
morfismos de anillos que preservan la unidad
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Corolario 2.13.b: Dadas A, B MV-algebras Hiperarquimedianas y f : A — B un
morfismo de MV-dlgebras. Entonces f' : 3(B) — 3(A) es un epimorfismo en la
categoria de espacios compactos Hausdorff.

Asi se establecen las condiciones sobre un homomorfismo de MV-dlgebras , cuyos
espectros primos son espacios Hausdorff, para que este induzca un epimorfismo en
la categoria de espacios compactos Hausdorff. (Ver Conclusiones)

De igual manera podemos observar que en las MV-dlgebras hiperarquimedianas,
donde cada ideal primo es maximal la topologia Zariski y Co-Zarisky coinciden y el
espectro primo es un espacio de Hausdorff.
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Capitulo 3

Ideales Primos de free

El primer estudio conocido sobre los ideales primos de las MV-édlgebras libres es muy
reciente (2005) y se encuentra en el articulo “Geometry of Robinson consistency in
lukasiewicz logic.” [2]. En este trabajo haremos un estudio de la MV-dlgebra freey
desde la éptica del trabajo “Introduccién a las MV-algebras y sus ideales primos”
de F. C. Osorio (ver [9] ) donde se caracterizaron los ideales primos no maximales
de free;.

3.1. Ideales primos de free,

Un MV-ideal I de una MV-édlgebra A es primo si y solo si para todo a y b en A,
a©obeloba e I. A continuacion desarrollaremos algunos ejemplos con el
fin de identificar las condiciones necesarias y suficientes que debe tener un ideal de
la MV-dlgebra libre frees de modo que para todo f,g € frees, f © g € frees
696 f € frees.

En primer lugar consideraremos los ideales que se anulan en un punto.

Ejemplo 3.1. El ideal de freey
f{(%%)} :{f(%y) € freey; f(%7 %) = O}

es un ideal primo maximal.
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Si comparamos cualquier par de funciones h y g de frees en x = % y=: obtenemos
tres posibilidades que h(3,3) = g(3,1), h(3,3) < 9(3,3) 6 9(3,3) < h(;, 1), estos

tres casos garantizan que g S h € ]{1 130 hog e I{ 1)} s decir que el ideal

I{ 1) es primo. Por razones analégas I{(, o)} €8 primo para todo (o, yo) € [0, 1]

, es dear el ideal de funciones de McNaughton que se anulan en un tnico punto es
primo.

Mas adelante en el lema 3.9 se demostrara que todo ideal I(,,,,) es maximal.

Notacién: Dada una formula a € frees; denotaremos con Z, al conjunto de ceros
de la funcién a, Z, C [0,1]?

Zo = {(z,y) € [0,1]" |a(z,y) = 0}

Ahora analizaremos los ideales que se anulan en dos puntos fijos.

Ejemplo 3.2. El ideal de frees

]{ii 1(2.2) }—{fa:y € freex |f(3.3) =0,A, f(3,2) =0}

CM\NJ

no es un ideal primo.

Dadas f(z,y).9(x,y) € free,

1 si (z,y) €[0,2] x[0,1]
fle,y) =9 35z si (z,9) €3 2] x[0,1]
0 si (z,y) € [2,1] x [0,1]

0 si (z,y) €[0,1] x[0,1]

glz.y)=q 4z -2 si (z,y) €[5 3] x[0,1]

se tiene que
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Asf el punto (3,3) & Zsog y €l punto (2,2) ¢ Zyoy, por lo tanto I{(%,é),(%,%)} no es

un ideal primo.

En general y por razones analogas al ejemplo anterior, los MV-ideales de la forma 14
cuyas funciones se anulan en un conjunto fijo A con mas de un punto, no son primos.

Caracterizaciéon de Ideales Primos de free,.

A continuacién enunciaremos y desarrollaremos algunos lemas y proposiciones que
nos permitiran construir funciones de McNaughton y realizar las demostraciones
necesarias para caracterizar los ideales primos de frees; en la siguiente seccién.

Lema 3.1. Dados f,qg € free, entonces Zsg, = Zy N Z, ( Ver [2], proposicion 2.3)
Demostracion: Six € Zyg, entonces f(x)®g(x) =0, y como f(x) >0 yg(x) >0

se tiene que v € Zy N Zy, de forma que Zsgq C Zy N Zy. St x € Zy N Z, obtenemos
que f(z) @ g(x) =0, entonces x € Zsay, por lo tanto Zse, = Zy N Z,.

Veamoslo graficamente:

Figura 3.3: Lema 3.1: f(z,vy) v g(z,y)

donde Zygy = Z;y N Z,
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Figura 3.4: Lema 3.1: Zyg, = Zy N Z,

Construccion de funciones de McNaughton

Dado un simplex fijo daremos un método para construir funciones de McNaugthon
que se anulan en él.

Lema 3.2. Dados P,Q, € Q? en dos bordes del cuadrado [0,1]*> como se muestra en
las figuras.

1 9 1 1 1 +Q
" ’,«Q "'
A ¢' A ‘—" 'Q 0"
',' o"' I" A o"
',' B p '," B A ',' ',' B
:' "' B ','

4 & P
0-P 10 10 P 10 1
[

existen fa € frees, tal que Zy, = Ay fp € frees, tal que Zy, = B, con AN B =
I=PQ,AUB=0,1y Z,af, = .

Demostracién : Como P, € Q2 [ tiene la ecuacion:

0 = ax+by+c, a,bceZ
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De la ecuacién anterior construimos el plano
p(z,y) =ax +by+c € freey

entonces p(z,y) = 0 sobre la recta [ y p(z,y) < 0 en A 6 en B, asf ceros de p# =
Zyu = Asip(x,y) <0 para todo (x,y) € A, de lo contrario Z# = B .

Podemos ver que si Z,» =A entonces Z_,» = B. Se sigue directamente de la
definicién de p(z,y).

Corolario 3.3. Dada I C [0, 1]2 linea que une dos puntos racionales de dos bordes
de [0,1)?, existe f; € freey (Z; =1).

Por el lema (3.2), existen fa, fp en frees y fi= faV [B

Corolario 3.4. Dado P un punto de [0, 1]2ﬂ(@2,exz'ste fp € freey, tal que Zy, = P.

Demostracion: Por construccion existen [y, [, tales que intersectan el borde de
[0, 1]2 en puntos de Q* y I; NIy = {P}. Por el corolario 3.3 existen fi,, fi, € frees.
Asi fp = fll D le, debido a que Zfll@fLQ = Zf11 N Zf12 = ZfP = {P}

|
lo

Corolario 3.5. Dado un tridngulo T C [0, 1]2, cuyos vértices estan en Q?, existe
fr € freey, tal que Zy, =T.

Demostracion: Dadas [q, [, [3 tres rectas correspondientes a cada uno de los lados
de T, se tiene que ellas intersectan los bordes del cuadrado en puntos racionales y
por construccion existen fg, fp y fo en frees talesque T C BNDNCy ,
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I3

fr=fB® fc® fp € frees

El Corolario anterior lo ilustraremos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.
Dado T el triangulo cuyos vértices son :(

3

1002/ \5:5) {107
p(z,y) = =10z — 8y + 7,q(x,y) = 40x + 8y — 28, r(x,y) = —bx + Sy — 1,tenemos
lp, 1l y I, como se muestra en los graficos.

fP fQ
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Obtenemos fp @ fo ® fr = fr € frees
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Figura 3.5: Ejemplo 3.3: fr = fp ® fo ® fr

Lema 3.6. Dado f € frees, si Zy =0, entonces existe n € Z* tal que n.f = 1.

Demostracién: Por la compacidad de [0,1]* y la continuidad de f, existe (xg,yo) €
0,112 tal que f(xo,y0) < f(z,y), para todo (x,y) € [0,1)%, como f(xg,yo) > 0, existe
n€Z*, tal que 1 =n- f(xo,y0) < f(2,9).

Lema 3.7. Dada una funcion f € frees con f(xg,y0) > 0, existe un abierto A de la
topologia usual de [0,1]* como subespacio de R?, con (zo,yo) € A, tal que f(z,y) > 0
para todo (x,y) € A

Demostracion: Teorema de Conservacion del signo de funciones continuas. Ver (

8])

Corolario 3.8. Dado f € frees, con f(xo,y0) > 0, existe T un tridangulo con vértices
en Q? tal que (zo,y0) € T C [0,1)* y f(z,y) > 0, para todo (z,y) € T, es decir la
topologia cuya base de abiertos son los simplex con vértices racionales es mds fina
que la usual.

Demostracion:Por el lema (3.7) existe A un abierto de [0, 1]* con la topologia usual
de R? inducida a [0,1]%,que contiene a P = (9, y0) y por la densidad de Q* en [0, 1)
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es posible encontrar un tridngulo T con vértices racionales tal que P € T y T C A,
como se muestra en el grafico.

Lema 3.9. I, = {f€ freex|f(zo,40) =0} es ideal mazimal para todo
(370790) € [Oa 1]2

Este lema se encuentra en [3] para el caso general, aqui presentamos una demostracién
para el caso free,.

Demostracién: Dado g(z,y) € I().del corolario(3.8) , existe T tridngulo con
vértices racionales tal que (zo,v9) € Ty g(x,y) > O,para todo (z,y) € T y del
corolario(3.5), existe f € free, tal que Zy =T con lo cual f € I(5,40) Y Zfag = ¢, Y
del lema(3.6), n.(f ® g) =1y < I(z,490), 9 >= [rees. Por lo tanto I, ) es un ideal
maximal.

Nota: Para todo ideal I de frees tenemos que V; = N{Zy : f € I} . Por proposicién
3.4.2, del libro [1] tenemos que para cada ideal propio I de free, se tiene que Vi # ().

Lema 3.10. Todo ideal mazimal I en frees es de la forma Iz, -

Demostracién: Como I es un ideal propio de frees, Vi # (), entonces ewiste
(w0,y0) € Vi por lo tanto I C Iy, ), como I es mavimal entonces son iguales.

Lema 3.11. ( Ver [3], Lema 3.4.8.) Sea f,g € free,, entonces

g € (f) siysolosiZ, D Zs

Lema 3.12. ( Ver [3], Corolario 1.2.12.) Todo ideal primo I de una MV-dlgebra A
estd contenido en un unico ideal maximal de A
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3.2. Ideales primos no maximales de free,

En la seccion anterior observamos que los ideales de funciones que se anulan en un
conjunto fijo A con mas de un punto no son primos y que los ideales que se anulan
en un punto son maximales. En esta seccién se caracterizaran los ideales primos no
m