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RESUMEN

Actualmente existe la necesidad de disminuir los costos en las actividades de prospecciéon de
yacimientos petroliferos. Por ello se requiere de sistemas computacionales que analicen
acertadamente los datos del subsuelo en donde posteriormente se van a realizar las
perforaciones. Una manera de realizar esto es por medio del modelado por elementos finitos,
el cual es mas preciso que el modelado por diferencias finitas, que es el método numérico mas

usado en los softwares actuales.

Como resultado de este trabajo se obtuvo un programa que aplica el método de elementos
finitos para la simulacion de la propagacion de ondas elasticas, que genera como salida los

desplazamientos, velocidades y aceleraciones en instantes distintos de tiempo.

Ademas, este programa es escalable para futuros ajustes, como lo es la aplicacion de
diferentes condiciones de frontera, diversos tipos de elementos y diferentes tipos de malla. En
la version inicial, todos los elementos de la malla son del mismo material. En futuras versiones

se podra trabajar con mallas que incluyan diferentes materiales en su estructura.

Palabras clave: Modelado, Propagacion de ondas elasticas, Sismografia, Elementos finitos,

Software libre.
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INTRODUCCION

Realizar perforaciones de pozos petroliferos es sumamente costoso, especialmente por la alta
incertidumbre sobre su presencia y cantidad en un lugar determinado, aumentando el riesgo
en las actividades de perforacion. Por este motivo, existe una gran cantidad de ayudas pre-
exploratorias. Una de estas ayudas es el modelado de la propagacion de ondas sismicas, para
que a partir de una toma sismografica, se pueda determinar con mayor precisién lo que se
encuentra bajo la superficie. En el caso particular bajo estudio, se pretende ubicar yacimientos

de petroleo.

En éste libro se exponen los motivos que llevaron a usar el método de elementos finitos, junto
con la manera en que se implementé éste algoritmo, ademas de mostrar la implementacion
realizada durante el desarrollo de este trabajo y las diversas opciones que existian inicialmente
para su implementacién entre las cuales estaba el lenguaje a usar, el repositorio de codigo en
que se iba a almacenar asi como la licencia en que se dejaria el proyecto para su posterior

desarrollo.

Se tomo la decision de dejar el desarrollo como software libre dado que el software utilizado
actualmente en la industria realiza el modelado requerido pero es privativo y costoso, o en su
defecto, no se permite su uso por empresas que van a hacer un aprovechamiento comercial

del mismo.

Con este proyecto se busca acercar el conocimiento y la implementacion del algoritmo a
cualquier persona tanto para su uso como para realizar mejoras y/o personalizaciones sobre

el mismo.

El desarrollo de este documento inicia con una presentacion de los conceptos del software
libre y las herramientas con las que se fundamenté el desarrollo del aplicativo objeto de esta
tesis, luego se hace una presentacion sobre el método utilizado, el proceso con el cual se llegd
al desarrollo exitoso del aplicativo, luego se presentan los resultados obtenidos y al final del
documento se presentan todas las ecuaciones usadas para el desarrollo del algoritmo.



1. MARCO TEORICO

Realizar una perforacion para un pozo petrolifero es sumamente costoso. Se debe tener
certeza de la existencia de petrdleo, y de la cantidad de este, para evitar al maximo la
posibilidad de pérdidas. Para esto existen diversos métodos para la prospeccion de
yacimientos de petroleo. Hay prospecciones magnetométricas, fotogramétricas aéreas,
gravimétricas, sismicas, radiométricas y estratigraficas (Organizacién Internacional del Trabajo
(OIT), 2001).

La prospeccidn sismica se realiza a partir del envio de ondas sismicas, cuya generacion se
hace por ejemplo con el uso de explosivos, y registrando posteriormente el retorno de estas
ondas. Luego, a partir del analisis de estos datos, se generan imagenes tridimensionales de la
estructura del subsuelo, esto pasando a través de un proceso asistido por software de

computador que se conoce como inversion de datos sismicos.

Este software que se utiliza para la generacién del modelado de las ondas sismicas usa
diversos métodos para generar una mejor calidad del modelado, uno de estos métodos es el
de diferencias finitas y otro es el de elementos finitos, entre estos dos la diferencia principal es
el coste de procesamiento que tienen, la calidad generada y la facilidad de agregar condiciones
especiales, siendo el de elementos finitos el mas costoso en tiempo pero igual el que genera
con mayor precision el estado final del modelado ademas de que permite mayor flexibilidad en
el momento de agregar condiciones especiales como condiciones de frontera y simulado de

materiales y formas complejas.

1.1. SOFTWARE LIBRE

Con respecto al software libre para los proyectos actuales existen una gran cantidad de
herramientas que propician el trabajo en conjunto, y la automatizacién de una gran cantidad
de tareas, que ademas garantizan la seguridad y facilitan operaciones como lo son pasos a

produccion entre versiones, actualizacion de textos para que se tengan en diversos idiomas, y



diversificacién del proyecto cuando alguien quiere darle una nueva funcionalidad a algo ya

existente.

El software libre también se presta para el mejoramiento continuo de las habilidades de quien
colabora en este, y da un mayor reconocimiento a quienes lo utilizan, dada la facilidad que

tienen estas personas de darse a conocer entre colegas.

1.1.1. Git. (Software Freedom Conservancy, Inc., 2018). Una de las herramientas mas
usadas hoy en dia para los proyectos de software libre es Git, el cual es un sistema de gestion
de versiones que permite que varias personas trabajen en un mismo cédigo. Este sistema se
encarga de mantener un historial de quien ha hecho que y en caso de ser necesario retornar
a un punto anterior al proyecto. También permite la mezcla de cambios realizados por diversas
personas en un mismo fragmento sin que se reemplacen entre ellos sino que quede

combinado.

1.1.2. Github (GitHub, 2018). Git por si mismo permite que diversas personas puedan
trabajar en un proyecto pero para esto las personas deben conocerse y debe existir cierto
grado de confianza y bastante interés para poder trabajar en el mismo proyecto. Entre ellos
deben compartirse direcciones IP publicas y una manera de acceder a sus archivos para que
se actualicen los cambios a medida que se van haciendo, o tener un servidor comun al cual
todos se integren para mantener los cambios actualizados. Esto resulta ser complicado y
costoso. Por esto existe GitHub, una plataforma que ha facilitado enormemente la colaboracién
en proyectos libres, pues lo que deja de ser importante es las personas que desarrollan los
proyectos, y lo importante son los proyectos en si mismos, centraliza una gran cantidad de
proyectos libres, permite que cualquiera pueda descargar estos cddigo e incluso cualquiera
puede enviar propuestas de cambios a cualquier proyecto, y finalmente los duefios de estos
proyectos aprobarlos o rechazarlos, manteniendo asi un control sobre el proyecto y al mismo

tiempo una facil colaboracion con externos.

1.1.3.  Licenciamiento software. Con respecto al licenciamiento del software hoy dia hay una

gran variedad de opciones para todas las necesidades pero se encuentra una principal division,



una es el software privativo donde se restringe el uso y este debe ser adquirido para usarlo e
incluso se puede cobrar una suscripcién, y el software libre donde este se puede modificar y
usar libremente aunque en ocasiones se limita el uso comercial o su modificacién si luego de

esta no es liberado el cédigo nuevamente.

1.1.3.1. Licenciamiento GNU GPL version 3 (Free Software Foundation, Inc., 2007). El
licenciamiento GNU GPL version 3 busca que los desarrollos se mantengan libres y que
puedan ser utilizados en cualquier fin incluso el uso comercial. Este licenciamiento es bastante
popular pero tiene un aspecto negativo cuando se usa para proyectos comerciales y es que

restringe sus derivaciones a que deban ser libres también.

1.1.3.2. Licenciamiento MIT (Open Source Initiative and others, 2006). Es el licenciamiento
mas comun en Github (Neil , 2013). Este licenciamiento busca que el codigo sea libre pero
que sus derivaciones puedan ser cerradas. Con esto se le permite a los desarrolladores usar
el cdédigo en cualquier tipo de proyecto, incluso privativo o mas abierto como con un

licenciamiento GNU.

1.2. LENGUAJES DE PROGRAMACION (BULL, SMITH, POTTAGE, & FREEMAN, 2001).

1.2.1. C. Es el lenguaje base para el desarrollo de aplicaciones de alto desempeno, se tiene
control bastante directo tanto sobre el manejo de la memoria como de los dispositivos a utilizar.
Es el lenguaje en el que se desarrollan los sistemas operativos y muchas veces cuando se

necesitan proyectos de uso cientifico se acude a este para el mejor uso posible de la maquina

1.2.1.1. Ventajas
¢ Alto desempefio

e Buena cantidad de librerias

1.2.1.2. Desventajas

e Dificultad del uso de los aplicativos por la instalacion o el compilado de los mismos



e Falta de conocimiento en el lenguaje

e Lenguaje a bajo nivel lo que requiere mayor cédigo para hacer algo

1.2.2. C++. Esla mejora de C en cuanto permite el uso de objetos en su codigo haciéndolo
mas organizado y escalable, manteniendo un alto desempefio, y por tanto es usado en

numerosos proyectos cientificos

1.2.2.1. Ventajas:
¢ Alto desempefio
e Buena cantidad de librerias

e Uno de los lenguajes mas usados por la comunidad de desarrollo

1.2.2.2. Desventajas:

e La instalacion suele ser complicada, requiriendo instalacion previa de otras librerias

1.2.3. .Net. Es el avance de C++ creado por Microsoft. Los programas desarrollados en este
framework se ejecutan en una maquina virtual. Ademas de tener objetos permite el uso de
multiples lenguajes para un mismo programa como lo son Visual Basic, C#, J#, C++ y ASP. Se
usa mas en proyectos no cientificos como por ejemplo los corporativos, donde lo primordial es

el desarrollo rapido.

1.2.3.1. Ventajas:
e Multiples lenguajes de acuerdo a las necesidades de lo que se quiere que haga el

aplicativo o el segmento de la aplicacion

1.2.3.2. Desventajas:
e El performance es un poco mas bajo que C++ para aplicaciones cientificas (Pownuk,
2013).
e Los aplicativos funcionan principalmente en el Sistema Operativo Windows y puede ser

complicado que corran en otros sistemas operativos, incluso pueden no correr de igual



forma en distintas maquinas Windows o no correr del todo dependiendo del soporte que

tenga la maquina.

1.2.4. Java. Lenguaje abierto creado por Sun Microsystems orientado a objetos. Durante
mucho tiempo fue la contraparte a C++, siendo practicamente los unicos dos lenguajes para

cualquier proyecto.

1.2.4.1. Ventajas:
e Corre sobre una maquina virtual lo que hace que funcione igual sin importar el sistema
operativo
e Alto desempeiio
¢ Una gran parte los desarrolladores a nivel mundial utiliza este lenguaje
e Inmensa cantidad de librerias, la gran mayoria libres

e Librerias libres para solucion de sistemas de ecuaciones

1.2.4.2. Desventajas:
e Oftros lenguajes pueden hacer mas cosas en menos lineas de cddigo, o estar mas

enfocados en el tema del proyecto el cual es solucion de sistemas matriciales

1.2.5. Fortran. Es un lenguaje principalmente hecho para el calculo numérico y la

computacion cientifica, esto lo hace ideal para resolver este tipo de problemas

1.2.5.1. Ventajas:
¢ Alto desempefio
e Funcionalidades directas de operaciones matriciales y solucion de sistemas de

ecuaciones

1.2.5.2. Desventajas:
e Pocos desarrolladores aun usan este lenguaje
e La instalacion de estos programas puede ser complicada dependiendo del sistema
operativo o del hardware de la maquina



1.2.6. Ruby. Lenguaje libre orientado a objetos, la arquitectura del codigo es MVC

1.2.6.1. Ventajas:
e Estd mas enfocado en la facilidad del desarrollo que en el comportamiento de la

maquina lo que hace el codigo mas entendible y con menos sorpresas

1.2.6.2. Desventajas:

¢ Un menor desempeio que C++, C o Java para este tipo de proyectos

1.2.7. Python. Lenguaje interpretado enfocado en ser facilmente legible

1.2.7.1. Ventajas:
e Es multiparadigma, lo que permite una arquitectura orientada a objetos, imperativa o
funcional
e Es interpretado lo que evita la compilacion del programa y los cambios pueden ser
implementados mas rapida y facilmente

e Una buena base de desarrolladores

1.2.7.2. Desventajas:

e Un menor desempeio que C++, C o Java para este tipo de proyectos



1.3. PROGRAMAS PARA MODELADO DE PROPAGACION DE ONDAS SiSMICAS POR EL
METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Actualmente hay una gran cantidad de software que utiliza métodos numéricos para |la solucion
de problemas complejos, tal es el caso del software Ecoelast2D de la empresa colombiana
Numérica, el cual usa diferencias finitas (Hortua Bayona & Martinez Abaunza, 2006).

Aunque la gran mayoria de software es privativo, existen algunos casos de software libre
(Galeano, Mantilla, Duque, & Mejia, 2007) que implementan el método de elementos finitos
aunque de una manera bastante genérica y no al nivel de detalle que se requiere para la
prospeccion de pozos petroliferos. Se tiene por ejemplo el caso de OpenFEM (SDTools, 2009)
que procesa datos utilizando métodos finitos y es libre, pero debe ser usado dentro de Matlab,

el cual es privativo y genera costos de licenciamiento y limitaciones en su uso.

Estos softwares por lo general son realizados en Matlab por su capacidad de procesamiento
de matrices, aunque cuando es para grandes empresas, y necesita una interfaz grafica mas
amable, suele utilizarse la programacion en C++ por su mayor flexibilidad y alto rendimiento.
Tal es el caso de PETSc-FEM un software realizado en Argentina y su posterior interfaz grafica
siendo esta ultima si desarrollada en Java, aunque esta separacién de interfaz y nucleo puede

hacer que con futuras versiones del nucleo se vuelva incompatible la interfaz.

Hay algunos ejemplos de software muy completos y bastante desarrollados de categoria de
software libre como lo es Elmer el cual fue creado en 1995 en cooperacién de varias

universidades danesas, y su codigo fue liberado en 2005.

1.3.1. Elmer. Como se menciond es un software libre iniciado por una universidad finlandesa
(Lyly, Ruokolainen, & Jarvinen, 1999) y actualmente desarrollado en conjunto por varias
universidades, empresas, investigadores independientes y personas interesadas en el tema

de desarrollo de software para modelos numéricos.



Este software se encuentra desarrollado principalmente en Fortran, inicialmente por varias
universidades finlandesas y luego se presentdé como cddigo abierto por mas universidades,

corporaciones y personas individuales.

1.3.2. EcoElast2D. Es un software propiedad de Numerica Ltda., este software realiza la
simulacién de la propagaciéon de ondas elasticas a partir del método de diferencias finitas.
Actualmente se puede conseguir comercialmente por medio de la pagina
http://www.numerica.com.co/. En la llustracién 1 se aprecia una muestra de los resultados que
arroja el software Ecoelast 2D. Su cddigo es cerrado pero es un buen ejemplo de software

desarrollado localmente con el mismo propdsito del proyecto de esta tesis.

llustracion 1. ecoElast2D

Snapshoes L

Fuente: (Numérica LTDA., 2018)

1.3.3. 3Dhp90. La universidad de Texas ha desarrollado software para la simulacién de
propagacion de ondas por medio del método de elementos finitos. Este es un software privativo
que ha sido desarrollado con el patrocinio de grandes marcas como Shell, Petrobras,
ExxonMobil (Castro, Burguener, Paz, & De Bortoli, 2012).


http://www.numerica.com.co/

Este software fue desarrollado en Fortran y ha sido objeto de estudio en diversos proyectos a

nivel de doctorado en la universidad mencionada.

1.3.4. SpecFem2D. Software abierto de simulacién de ondas sismicas escrito en Fortran
(Tromp, Komatitsch, & Liu, 2008), este software incluye la implementacién de fronteras
absorbentes, se mantiene un desarrollo activo aunque no es tan fuerte como el que tiene el
software Elmer, sino que este SpecFem2D tiene compatibilidad para simulaciones de petroleo
y gas, ademas tiene un software similar llamado SpecFem3D el cual estd siendo mas
activamente desarrollado, imagenes del programa en funcionamiento pueden ser vistas en la

llustracion 2 y la llustracion 3.

llustracion 2. specfem1D

[
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Fuente: Autor
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llustracion 3. specfem2D

Fuente: (SPECFEM2D, 2018)Programas para la generacién de la malla

Este software implementa el método de elementos finitos combinado con el método espectral
(Hughes T. J., The Finite Element Method, Linear Static and Dynamic Finite Element Analysis,
2012) (Carcione, 2002) y tiene bastantes optimizaciones que permiten que trabaje gran
cantidad de datos con menos recursos que la formulacion general de elementos finitos

(Morgan, Foundations of Wave Theory for Seismic Exploration, 1983) (Komatitsch, 1998).

Para este proyecto en particular la malla que se recibe de entrada se debe generar a partir de

un software externo, por lo cual se revisaron diversas opciones.

1.3.5.  Gmsh. Es un software que permite la generacion, la visualizacién y el postproceso de
una malla con diversos dominios (Geuzaine & Remacle, 2009). Esta compuesto por cuatro
moédulos los que son geometria, mallado, solucionador y post proceso. La especificacion de
entrada de cada moédulo puede ser realizada usando la interfaz grafica o con archivos de texto

en un formato propio de Gmsh.

1.3.6. Cubit. Es un software enfocado en la generacion de la malla tanto 2D como 3D
(Blacker, Bohnhoff, & Edwards, 1994), también incluye herramientas de suavizado de las
formas. Es un software con licenciamiento privativo, que puede ser obtenido gratuitamente

dependiendo del uso, en particular para uso académico debe conseguirse la licencia.
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1.3.7.  GIiD. Es un software para de pre y post procesamiento para simulaciones numeéricas
en ciencia e ingenieria (International Center for Numerical Methods in Engineering (CIMNE).,
2018).

Incluye las siguientes caracteristicas:

e Modelado Geométrico (CAD)

e Generacion de malla

e Definicidon de datos por analizar

e Transferencia de datos a software de analisis
e Operaciones de post-proceso

e Visualizaciéon de resultados

Es un software propietario y su costo para uso académico esta en 550 Euros.

1.4. MODELADO DE LA PROPAGACION DE ONDAS ELASTICAS

Las ondas sismicas pueden tratarse como un problema de ondas elasticas, dicho esto para el
problema en particular que es suelos dado que tiene una estructura compleja no es posible
realizarlo de una manera directa por lo que se debe realizar con un acercamiento y ahi es

donde entran los métodos numéricos.

Como métodos que nos permiten abordar nuestro problema se tienen de tipo directo entre los
que estan el método de las diferencias finitas, el método pseudoespectral, y el método de
elementos finitos, también hay métodos de ecuaciones integrales como el método de Huygens,

y métodos asintoticos (Cuervo, 2017).
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1.4.1. Meétodos directos. Los métodos directos para la simulacion de ondas sismicas se
basan en representar el sistema a tratar por medio de una discretizacion, una de estas maneras

de representacion es con una malla de puntos se realiza tanto en 1D como 2D y 3D.

1.4.2. Método de elementos finitos. Ha sido ampliamente usado desde que se crearon los
primeros computadores, se encarga de aproximar problemas continuos en un dominio por
medio de su discretizacion, dividiendolo en cierta cantidad de puntos también conocidos como
nodos que se interconectan en formas definidas como elementos. La sustentacién de este

meétodo es presentada en el ANEXO A.

1.4.3. Definicidn del Algoritmo. El diagrama de flujo expuesto en la llustracion 9 muestra el

funcionamiento del algoritmo de elementos finitos.

Discretizacién del Dominio. El método de elementos finitos funciona subdividiendo el objeto
de estudio que llamaremos dominio, por medio de una malla, conformada por una serie de

elementos que estan compuestos por nodos.

Para el desarrollo del método se inicio asumiendo un dominio con forma rectangular, tal y
como se muestra en la llustracion 4. Suponiendo un perfil de terreno con distancia horizontal
y profundidad vertical. La subdivision del dominio se observa en la llustracion 5, en donde
cada elemento obtenido tiene forma de cuadrado, y cada uno de estos cuadrados se

subdivide en dos triangulos como se observa en la

llustracion s.

llustracion 4. Dominio.

Fuente: Autor
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llustracion 5. Dominio subdividido en elementos.

Fuente: Autor

llustracion 6. Subdivision del elemento tipo 1y 2.

Fuente: Autor

Se seleccionaron los triangulos como elemento tipo para el proceso debido a su simplicidad y
a su capacidad de formar figuras cuadradas o rectangulares facilmente. Cada uno de los
triangulos presenta posiciones diferentes, por lo tanto se nombran como elemento tipo 1y
elemento tipo 2 que pueden ser vistos en la llustracién 7 y la llustracion 8 respectivamente.
Para una version aun mas sencilla del algoritmo se puede ver el ANEXO B donde se describe

el método de elementos finitos para una barra.
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llustracion 7. Elemento tipo 1.

m ]
Fuente: Autor
llustracion 8. Elemento tipo 2.
' J
m

Fuente: Autor

Cada esquina de los elementos, ya sean cuadrados o triangulares, las llamaremos nodos, y
vale la pena resaltar que los dos triangulos tipo se relacionan directamente por medio de los
nodos de sus diagonales y a su vez los elementos cuadrados se relacionan mediante los

nodos compartidos.
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llustracion 9. Diagrama de flujo del algoritmo.

Tomar datos del usuaria
Leer datos del dominico
Dividir en n elementos

Para cada elemento

Generar matriz de rigidez local
Generar matriz de masa local
Generar matriz ce rigicez giobal

¥ A M ot 12

Generar matriz de masa gobal
Generar matriz inversa de masa global

Calcular aceleracion en el tiempo 0

Calcular desplazamienta én el bdempo -1

Calcular desplazamiento en el tiempo
.

Calcular velocidad en & Bermpo |

Calcular aceleracion en el dempo |

Fin

Fuente: Autor

La llustracidn 7 muestra el elemento tipo 1 compuesto de los nodos i, j y m, con la posicién de
estos nodos podemos generar tanto la matriz de masa como la de rigidez como se muestra en
las formulas (50) y (55).

El segundo tipo de elemento mostrado en la llustracién 8 es un triangulo invertido, el cual al
juntarse con el de la llustracién 8 permite formar una superposicion como se muestra en la
llustracion 11. Con los multiples grupos de estos elementos se puede generar una malla

rectangular de cualquier tamafio.
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Teniendo como distancia entre los elementos un valor x tendriamos las coordenadas
mostradas en la

llustracion 11.

Antes de iniciar el proceso de creacion de las matrices locales de rigidez, se asignan
coordenadas de posicion para cada nodo teniendo en cuenta sus grados de libertad, de tal
forma que para un elemento triangular, compuesto por 3 nodos, en donde cada nodo tiene 2
grados de libertad, correspondientes al desplazamiento en x y y, se obtiene una matriz de

dimensiones 6x6, en donde cada campo es nombrado como se observa en la

llustracion 10. Diagrama de flujo del algoritmo.
i i m
[0,0] [1,0] [2,0] [3,0] [4,0] [5,0]
[0,1] [1,1] [2,1] [3.1] [4.1] [5.,1]
[0,2] [1,2] [2,2] [3,2] [4,2] [5,2]
[0,3] [1,3] [2,3] [3,3] [4,3] [5,3]
[0,4] [1,4] [2,4] [3.4] [4.4] [5.4]
[0,5] [1,5] [2,5] [3,5] [4,5] [5.5]

Fuente: Autor

Luego de conformada la matriz se inicia el proceso matematico para calcular el valor de cada
término de la matriz por medio de la ecuacién (1) para un elemento triangular de deformacion
unitaria constante se define la matriz de rigidez. Su aplicacién se realiza de forma mecanica
dentro del proceso iterativo general, permitiendo observar la generacion del valor de cada

campo para el elemento tipo 1, y para el elemento tipo 2:
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[K]

tE

RREDEY DR

( Biw+yir Biviv + Bivir  BiBjw + vy
Biviv + Bivir yiw + Bir Bjviv + Biyjr
) BiBjw + vyt Bijviv + Biyjr Biw +yir
Biviv + Bjvir  viviw + BiBir  Bjyjv + By
.Bi.BmW +ViVm" Bmyiv + .Biymr ﬁjﬁmw + YiYmT
k.Biymv + Bmyir YiVmWw + .Bi.er ﬁjymv + Vjﬁmr (1)
\
Biviv + Bivir  BiBmW +ViVmT  BiYmV + BmViT
Yiviw + BiBir  BmViv + Bi¥m?”  ViVmW + BiBmr
Biviv + Biyir  BiPmW +¥iYmt  BiYmV +ViBmr |
VjZW + .BJZT .Bmij + .Bjymr YiYmW + ﬁjﬁmr
ﬁmij + ﬁjymr ﬁran + Vr%lr Vmﬁmv + Bmymr
ViVYmW + ﬁjﬁmr Vmﬁmv + ﬁmymr Vr%LW + .Brznr

Donde:

ﬁi=}’j—)’m ﬁj=)’m—)’i ﬁm=Yi—J’j
Vi=Xm =X Vi=X—Xm VYm =X —X (2)

—1 _1—217
w = v o r= >

A pesar de contar con la posibilidad de ingresar los datos iniciales manualmente en la interfaz
de usuario, se resuleve la matriz a modo de ejemplo cambiando el valor de la distancia x por

un valor de 30 metros, en este caso los valores para el elemento tipo 1 serian:

pi=0  B;=30 By =-30

yi=-30  y,=0 ¥, =30
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llustracion 11. Coordenadas locales de un grupo de elementos.

(0,0} (x,0)

{0,x) (xx)

Fuente: Autor

Continuando el ejemplo se asigna un espesor de 1 metro, modulo de elasticidad 3x10° N/m2,
area de 450 m?, médulo de Poisson de 0.3, estas caracteristicas hacen referencia a un suelo

de limo arcilloso, de tal forma que la matriz de rigidez para un elemento de la malla seria:

[180 O 0 —180 —180 180 |
, | 0 630 -270 0 —270 —630]

k] = 30 x 10 o/ 0 270 630 0o -630 270 ] @)
4(450) (1 + 0,3) (1 — 2(0,3)) |—180 0 0 180 180 —180!
7180 270 —630 180 810 —450,
180 —630 270 —180 —450 810

La aplicacion del software no se limita a un material especifico, sino que sus caracteristicas
deben ser ingresadas por el usuario segun las condiciones iniciales y del terreno. Sin embargo
a modo de ejemplo se desarrolla la ecuacidon con una densidad de un suelo limo arcilloso
(Puppala, Mohammad, & Allen, 1996), con valor de 1680,37 kg/m3. Al aplicar la densidad de

ejemplo a la ecuacion (74) se obtiene la ecuacion (5) de la matriz de masa para el elemento:

2010 1 0
[0 2 01 0 1f
0,73x1073(450)|1 0 2 0 1 o0

[m] = | | ®)
12 0102 0 1
[101020J
01010 2
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En cuanto a la matriz global de rigidez considerando la cantidad de grados de libertad la cual
esta dada por la ecuacion (6) que es dos veces la cantidad de nodos que a su vez se obtiene
por medio del procedimiento del ANEXO C, no es viable mostrar una de estas matrices globales

pues son matrices de n x n.

n=2xy+2x+2y+2 (6)
Donde:
x es la cantidad de elementos a lo ancho (Horizontal)
y es la cantidad de elementos a lo alto (Vertical)
n es la cantidad de elementos

Fuente: Autor

Esta ecuacioén parte del hecho que el software desarrollado actualmente trabaja solo con grillas
rectangulares pero posteriormente puede ser modificado para trabajar con dominios de
cualquier forma, igualmente se hace la aclaracion que sin importar la forma las matrices
globales estan en el mismo orden de elementos lo que no permite su visualizacion en el

contenido del presente articulo.

Contando con las matrices locales de cada elemento tipo 1y 2 es posible generar la matriz
global de rigidez, para lo cual se necesita realizar un proceso de conjugacion que junte todos
los elementos, de tal forma que se obtenga una matriz con el total de grados de libertad del
dominio, y que a su vez tenga en cuenta el efecto que puede tener las contribuciones de las

matrices locales de diferentes elementos sobre nodos compartidos.

La adicidn realizada se obtiene procesando elemento a elemento y sobre cada uno conjugando
los valores de la matriz local en la matriz global dentro de las iteraciones necesarias para el
ancho y alto de los elementos del dominio, basandose en la forma triangular del elemento tipo
de acuerdo a la llustracion 7 y la llustracion 8 y conjugandolos en la matriz global con las

posiciones indicadas en la llustracion 12 y la llustracion 13.
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llustracion 12. Conjugacion de la matriz de rigidez o de masa local en la matriz rigidez global para el elemento tipo 1

((c+2)*j+i)* | ((c+1)*j+i)* ((c+21)*(+1)  ((c+1)*(j+1) ((c+1)*(j+1) ((c+1)*(j+1)
2 2+1 +i)*2 +H)*2+1 +Hi+1))*2  +(i+1))*2+1
((c2)j#i)*
! o)) [ralfo)] ru0)e] (4] o e
((c+1)j+i)"

) o) [ [r1(0)s]  [ral[1]ls) oI [l
COSY o o) 114104 [FI4](5] @2 (sl
RSN D r1141(s]  [ASIiS] r@I6] (S]]
((c1)G+1)

S R (o) r@E ) MIRIE RE
((e+1)G+1)
oMW ) rsi2l - [risiiE) MEIE e

Fuente: Autor

llustracion 13. Conjugacion de la matriz de rigidez o de masa local en la matriz rigidez global para el elemento tipo 2

(fcad)*jeiy®  (lce1)™j+i)* ((cen)=jafie  (foad)*je(is (lesd)*((+1)  (le+2)*fi+1)
2 241 1)j*2 1)j*241 diell* 2 afie1)m2e1
(1)) . , . i ol e
: (IoI(0] | [rajfolfa) [Nz ol e
wereer
g o] | [ralfajia) U3 B iols] (i)
((e+1)*j+{i
i rliol2]  [ralloji3) [ll2l2]  [rlf21(3) [rall4li2]  [raalis]
1)*j#{i
“:Lli-.} e [rajiil{2] = [r1]{2}{3] [r1]12103]  [ra]f31(31 [ri][5li2}]  [r2][5](3]
e 241
F1h* (41
s, IOl (i (I sl [rai4lfa]  [raf41(s)
c+1)"(j+1
i T C G D (AIB] s GO (eSSl

Fuente: Autor

Donde:
c es la cantidad total de elementos a lo ancho del dominio.
i es la posicidn horizontal del elemento que cambia a medida que se itera sobre el dominio.

j es la posicién vertical del elemento que cambia a medida que se itera sobre el dominio.

A modo de ejemplo se presenta la conjugacion de la matriz de rigidez de un elemento tipo 1

con la matriz de rigidez de un elemento tipo 2, las cuales se pueden generar segun las
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posiciones mostradas en lala llustracion 12 y la llustracion 13, la ecuacion (7) para el elemento
tipo 1y la (8) para el elemento tipo 2, que luego de la conjugacidn se ven representadas en la

ecuacion (9).

(a b ¢ d e [
b g h 1 j k
c h I mn o
al=1g &« m p q = )
e j n q s t
f k o r t wul
a b ¢ d e f
b g n i j K
c kU m" n o
2] =14 i" m" p q 7 ¥
e j; n q st
f' kK o r t Ul
[a b c d e f 0 07
b g h i j k 0 0
c h l+ad m+b n+c" o+d e f
jd i m+b" p+g q+h r+i" jOK
K] = e j n+c" q+h s+l t+m' n o ®)
f k o+d r+i" t+m' u+p’ q 1
O O el jl nl ql SI t/
[0 0 f' k' o' r' t' 'l

Como se dijo antes, esta conjugacién se hace por medio de la ubicacién de los nodos locales
dentro de la matriz global de rigidez y de masa.
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2. METODO DE INVESTIGACION

Para esta investigacién se realizé el analisis del método de elementos finitos, se formuloé toda
la parte tedrica incluyendo el analisis de los diversos elementos que iban a conformar el
sistema y el andlisis de cada uno de los nodos que componen los elementos, se realizé la
formulacion para hallar la matriz de rigidez y de masa de cada uno de los elementos, como se

podria generar la malla de elementos que posteriormente seria la que simularia el sistema.
Se analizé como incluir el procesamiento en el tiempo lo que requeria cambiar las férmulas de
elementos finitas basicas para tener en cuenta el desplazamiento y la fuerza en puntos

anteriores del tiempo.

También se tuvo que investigar como estaba siendo usado en otras aplicaciones de simulacion

de onda para contrastar la aplicabilidad y las mejores practicas en una aplicacion de este tipo.

Se plante6 que al final de la investigacion debia obtenerse una aplicacion capaz de simular

una onda a partir de una malla inicial y una fuerza ejercida en uno o mas puntos.

2.1. SISTEMA DE CARGA DE DATOS

Para el sistema de carga de datos se genera una malla genérica de x unidades de ancho con
y unidades de alto, cada unidad con dos elementos triangulares simples que representan un
objeto con un material definido, en la carga de datos se encuentran los valores basicos con los

que va a correr el modelado, presentados en el capitulo de resultados.

Luego de cargar estos datos se obtiene una malla como la llustracion 14.

23



llustracion 14. Malla cargada

M Test Window

Fuente: Autor

2.2. VECTOR DE FUERZA

Siendo la simulacién sobre un sistema inicialmente en estado de reposo es decir con
desplazamiento 0 y con velocidad 0, necesita que alguna fuerza externa actue sobre él para
generar algun desplazamiento internamente. Para esto definimos un vector de fuerza el cual
viene definido por parejas, fuerza ejercida en el nodo 1 en x, fuerza ejercida en el nodo 1 en y,
fuerza ejercida en el nodo 2 en x, etc. La formula que describe el vector se puede ver a

continuacion.

(f1x)
fiy

fox
(Fy=4 .1} (10)

\fny/

2.3. GENERAR ARCHIVO

La generacion del archivo se realizé buscando extraer la mayor cantidad de informacion tanto
de lo que entr6 como de la informacién de salida, la informacion generada incluye tanto las
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variables de entrada elasticidad, densidad, grosor, area, tiempo, fuerzas aplicadas, como
también la matriz de rigidez generada, la matriz de masa y su inversa, y la aceleracion, la

velocidad y el desplazamiento en cada uno de los puntos.

2.4. DESARROLLO DE LA INTERFAZ GRAFICA

Se desarroll6é una interfaz grafica que permite la parametrizacién de los distintos valores que
puede tomar el objeto sobre el cual se simulan las ondas, ademas de esto se hizo una interfaz
que muestra los resultados en el sistema general como una interfaz que muestra al detalle los

vectores sobre un solo nodo.

2.5. PUBLICACION DEL SOFTWARE EN COMUNIDAD OPEN SOURCE

El software se publicd en la gestor de cédigo mas reconocido actualmente de software libre el

cual es github, como nombre del proyecto se define el nombre inicial que se le habia dado por

su origen, EWaveFem https://github.com/pescamillam/EWaveFem en esta ubicacién se van a

manejar tanto el cédigo como los bugs encontrados y los nuevos features que se quieran

realizar como su implementacion en modelos 3D.

El software se publica con licencia MIT la cual permite que sea usado como parte de proyectos
libres o comerciales, lo que incentivara a que otras personas e incluso empresas puedan

colaborar con el codigo segun sus necesidades.

También se cred una lista de correo, la cual suele ser la manera mas facil de comunicarse de
manera ordenada en un grupo de este tipo, para esto se cre6 el correo

ewavefem@googlegroups.com donde se espera se realice toda la comunicacion formal para

el continuo desarrollo de la aplicacion, tambien sirve como punto de contacto en caso que se
requiera de algun soporte o en caso de que empresas quieran participar 0 conocer mas acerca

del proyecto.
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3. RESULTADOS

3.1. ALGORITMO MODELACION ONDAS SISMICAS USANDO ELEMENTOS FINITOS

Se desarrollé el algoritmo de elementos finitos mostrado en la llustracién 9 que permite de
manera general obtener el desplazamiento, velocidad y aceleracion para cualquier nodo en

cualquier tiempo de manera recursiva.

Cada uno de los pasos que se presentan esta explicado en el Anexo F donde se hace una
explicacion de las diferentes ecuaciones que permiten obtener los valores requeridos para esta

simulacion.

3.2. COMUNIDAD Y REPOSITORIO

Se crea tanto el repositorio publico https://github.com/pescamillam/EWaveFem para que
cualquier persona pueda usar y modificar el codigo generado, como un grupo
https://groups.google.com/forum/#!forum/ewavefem para tratar el futuro del proyecto y en caso

de que alguien tenga dudas tiene acceso a una comunidad de usuarios a la cual acudir.

3.3. ANALISIS AMODO COMPARATIVO

Comparando el programa desarrollado con SpecFem2D, se encuentra que SpecFem2D es un
software mucho mas maduro, con gran cantidad de opciones, que sus archivos generados son
archivos de texto e imagenes por cada tiempo que se desee capturar, pero no viene con por
ejemplo una animacion como actualmente lo tiene EWaveFem que permite una visualizacion

rapida del resultado.

El software se crea en un lenguaje distinto que es ampliamente usado por las comunidades de
desarrollo lo que puede lograr que sea facilmente modificado en el futuro, ademas de tener
una arquitectura extendible para otros tipos de elementos; con solo modificarle la matriz de

masa Yy de rigidez ya seria posible usar otros tipos de malla en la modelacion de las ondas.
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3.4. DIAGRAMAS DE FLUJO IMPLEMENTACION ALGORITMO

La implementacién del algoritmo esta directamente escrita en codigo java, que se encuentra
alojado en el repositorio GitHub, que puede encontrarse en
https://github.com/pescamillam/EWaveFem/ y su funcionamiento puede ser visto en los

siguientes diagramas de flujo, cuyos pasos del algoritmo al codigo se muestran a continuacion:

Funcionamiento general del algoritmo:

Los parametros que se le solicitan al usuario son los valores utilizados en el proceso, estos

valores corresponden a:

Ancho_dominio: indica en metros la distancia a lo ancho de la placa de suelo a simular
Alto_dominio: indica en metros la distancia a lo alto de la placa de suelo a simular
Cantidad_iteraciones: el niumero de pasos en el tiempo que se van a procesar
Cantidad_ancho: el numero de elementos en los que se divide el dominio horizontalmente
Cantidad_alto: el numero de elementos en los que se divide el dominio verticalmente
Espesor: la profundidad de la placa del dominio, esta dado en metros

Elasticidad: el valor que indica la propiedad elastica del elemento, esta dada en psi

Densidad: el valor del peso sobre una unidad de volumen, esta dada en Kg/m3.

Area: el espacio ocupado por cada elemento, esta dada en m2

Poisson: es la constante elastica que se obtiene cuando al ensanchar un elemento con
respecto a lo que se encoje en la direccion perpendicular

Delta_tiempo: la diferencia de tiempo entre cada instante, esta dado en segundos
Desplazamiento_inicial: valor en metros que se aplica sobre la matriz con el desplazamiento

inicial de los nodos de la primera fila.

El funcionamiento general puede observarse en la llustracion 15, la generacién de la matriz de
rigidez plara el elemento tipo 1 puede verse en la llustracién 16, la generacion de la matriz de
rigidez local para el elemento tipo 2 puede verse en la llustracion 17, la adicién de la matriz
local de rigidez local para el elemento tipo 1 en la matriz de rigidez global puede verse en la
llustracion 18, llustracion 19, llustracién 20 e llustracion 21, la adicidn de la matriz de local de
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rigidez local para el elemento tipo 1 en la matriz de rigidez global puede verse en la llustracion
22, llustracion 23, llustracion 24 e llustracion 25, la adicién de la matriz de masa local para el
elemento tipo 1 en la matriz de masa global puede verse en la llustracion 26 e llustracion 27,
la adicién de la matriz de masa local para el elemento tipo 2 en la matriz de masa global puede

verse en la llustraciéon 28 e llustracion 29

llustracion 15. Diagrama de flujo funcionamiento general del algoritmo

Inicia
Se soficitan los parametros iniciales al usuario

Se cargan las variables ingresadas: cantidad_iterackones,
cantidad _ancho, cantidad _afto, grosor, elasticidad, densidad,
area, poisson, defta tiempo, desplazamisnto_inicial, fuerza

[matriz_lecal_tipol] = Se genera [a matriz de rigéidez local tipo 1
{wer algoritmo de matriz de rigidez bocal Hpo 1)

matriy local bpod] = S& genera la matnz de ngades local tpo 2
= E F t I
{ver aigonomo de matriz de rigidez kocal dpo 2)

[ratriz_rigidez] = [0]

[matriz_mas=a] = [0]

Desde i=0 & cantidad_ancho

Desde =0 a cantidad _alto

[matriz_rigider] = S genera la matriz de rigicer global
{wer algoritmo de matriz de rigidez global)

[matriz_masa] = 5e genera la matriz de masa
[ver abgaritmo de matriz de masa)

|matriz_rigidez] = {|matriz_rigidez] = grosor x elasticidad) §
[ x ared o (1 - poisson) o (1 - 2 x Poisson))

|inversa maliiz_masa) = 5e ganera la inversa de la matriz de masa

{%& utiliza una librena para la generscion de la matriz
por medio de la descomposicion por LU

{aceleracion 0] = Se genera el vector de aceleracidn
{con valores fniciales de cero)

{desplazamiento}[-1] = aceleracion x detta_Hempa [ 2

{desplazamienta{0] = {0)

{desplazameemtol 1] = desplazamiente_inicil

Desde (=2 a cantidad_iteracones

{desplazamiento}{ ] = [Inversa_matrlz._masa] x {{fuerza}{i-1] =
defta tiempo? + (2x[matriz_masa) - [matrlz_rigadez] » delta_tiempa) x
{desplazamiental[i-1] - [matriz_masa] x {desplazamienta}i-21)

velocidad]i-1] = ({desplazamiento}](] - {desplazamiento}[i-2]) /
(2 x dela_tempo)

{aceleracion¥i] = [imersa_matriz_masa] ({fusrza}(i] - [matnz_rigidez] =
{desnlazamiant ¥i]}

Fuente: Autor
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llustracion 16. Diagrama de flujo generacion de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 1

s datns: poisson, ancho, allo

beta_i

beta j = alto
Deta_m = -alito

[=Glaa kit - =i

FAMME_m = anchno

r={1-2x poesac) / 2
|matriz_1][0][0] = beta_|* x w + gamma_§* x T
[matriz_1][07[1] = [matriz_1][1][0] = beta_| » gamma_i x poissan -+ beta_ i @ gamma_| x
matriz_1][0][2] = [matriz_1][2][0] = beta_i x beta_j x w + gamma_i x gama_j x
[matriz_L1][0][3] = [matriz_L}[3}[0] — beta_| ¥ gamma_] x poisson + beta_j x gama_l = |1
matriz_1][0)[4] = [matriz_1}«<4}1[0] = beta_i x beta_ m x w + gaAMMa_i x gama_m
I matriz__ 1][0][5] = [matriz_1][5][0] = beta_| x gamma_m % poisson + beta_m = gamima_i x 1
[matriz_1H1}[1] = gamma_1? xw + beta_i* xr
[rmatriz_1)[1}[2] = [matriz_1]{2][1] = b=ta_j x gamma_i X poisson + beta i & gamma_j x r
matriz_1J{1]{3] = [matriz_1][3][1] = gamma_{ x gamma_] ¥ W -+ beta_| & beta_j x 1

matriz_1][1][4] = [matriz_1][4][1] = beta_m x gamma_i x paisson + beta |« gamma_m

[matriz_ L][L][5] = [matriz_L][5][1] = gamma_i x gamma_im x w + beta_i x beta_m % f

rmatriz_1][2]{2] = beta_j* ¥ w o+ gamma_1* «r
[matriz_1][2][3] = [matriz_1][3][2] = beta_j = gamma_j x poisson + beta_ j x gamma_j x
matriz_1]{2]{4] = [matriz_1][4][2] = beta_] % beta_m = ¥ + gamma_] x gammsa_im x I
mstriz_17[2][5] = [matnz_1]1[51[2] = beta_j x gamma_m x poisson « gama_j x beta m x
[matriz_1][3][3] = gamma_j? x w + beta_j2 xr
[matriz_LJ[3]{4] = [matriz_1]{4]{3] = beta_m x gamma_)] x polsson + beta_) x gamma_m x ¢
matriz_1][3][5] = [matriz_1][5][3] = garmma_j « gamma_m x s + beta_j « betd mox o
[matriz 1 T414] = beta_ ifi® X W + QEITma_ m? = |
Il'l'l?ltl'lz_ 1][4][5] = |[matriz_L1][S][4] = gamma_m x beta_m x polsson + beta_m = gammss_m X il

[matriz_1][S][5] = gamma_m? x w + béeta m? o r

Fuente: Autor
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llustracion 17. Diagrama de flujo generacion de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 2

Inicic

Se cargan los datos: poisson, ancho, alto

be=ta_j = -alto

beta | = alta

beta m =

k =0

gamma_m = ancho

gamma_J] = -ancho
F={1-2 x poisson} f 2
[matriz_1]{0])[0] = beta_[* ¥ w + gamma_i+ x i1
|matriz__LJ[0][1] = [matriz_1}[1][{0] = beta_| x gamma_| x polsson + beta_| x gamma_l x 1
[matriz_LJ[¥])[2] = [matriz_1][2][0] = beta_| x beta_j = w + gamma_| x gama_j x 1
[matriz_1[0]{3] = [matriz_1}[3]f0] = beta_i x gamma_j x poisson « beta_j x gama_i xr
[rrvltriz_1][0][4] = [matriz_ 1][<][0] = beta_| x beta_m = w + gamma_| x gama_m » r
[matriz_ 1][0][5] = [matriz_1][5][0] = beta | x gamma_m.x poissaon + beta m x gamma_i <
matriz_1][1][1] = gamma_1* x w + beta i? «r
matriz_1][1][2] = [matriz_1][2]}[1] = beta_j x gamma_i & poisson + beta_ i x gamma_j x
imatriz_1J[1][3] = [matriz_1][3][1] = gamma_l x gamma_J = w + Deta_| x beta_j x 1
(matriz_1][1][4] = [matriz_1][{4][1] = beta_m x gamma_| ¥ pofsson + beta_l ¥ gamma_m x 1
|matriz_1J[1][5] = [matriz_1}[5]{1] = gamma_| x gamma_m = w + beta_| ¥ beta_m ® i
[matriz_1}[2][2] = beta_1* x w + gamma_j? % r
Imatrniz_11[2][31 = [matriz_11[3][2} = beta_j x gamma_j x poissan + beta_ 3 x gamma_j x
I matriz_11[21[4] = [matriz_1][4][2] = beta_{ x bekta m x w o+ gamma_j x gamma_m x
[rmatriz_11[2][5] = [matriz_1][51[2] = beta_j x gamma_rm = poisson + gama_j x beta m x
natriz_ 1[I 3] = gamma_j7 x w + beta 2 «r
[matriz_1][3][4] = [matriz_1]}[4][3] = beta_m x gamma_] ¥ polisson + beta [ x gamma_m x|
| matriz_1][3][5] = [matriz_1][5}[3] = gamma_j = gamma_m = w + beta_j x beta_m x i
[matriz_17[4][4] = beta_m? x w + gamma_m* x
matriz_1][{4][5] = [matriz_1][5][4] = gamma_m x beta_m x poisson + beta_m x gamma_m x 1

[matriz_1][5}[5] = gamma_m* x w + beta_m? x

Fuente: Autor

30



llustracion 18. Diagrama de flujo adicion de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 1 columna 0 en la matriz de
rigidez global

Se cargan los valores de:
R = [matriz_rigidez]; r1 = [matriz_local_tipol];
¢ = cantidad_ancho; i, ] = valores iterativos

[RI[fflc+1)xj+DNx2][({c+ 1) xj+i)x2]=
RIIlc+ 1)xj+ ) x2][({c+ 1)xj+i)x 2]+ [r1][0][0]

[Rilflc+ Dxj+Nx2+1][((c+ L)xj+)x2]=
[RIl{lc+ U)xj+i)x2+1][({c+1)xj+i)x2]+ [r1][0][1

[RII(c+ ) xj+ ) x2J[((c+ 1) xj+Dx2+1] =
[RI[((c+ 1) xj+i)x2)[{(c+1)xj+i)x2+ 1]+ [r1][0][1]

RIlflc+ ) xd+1)+(i+1))x2)[(([c+1)xj+i)x2]=
RIMlc+ U)x 4+ L+ (i+1Nx2WMc+ Lxj+idx2]+[r11[012]

RII{lc+ Vxj+ ) x2[{c+ DxG+1)+(i+1))x2]=
[RII{c += Uy xj+Nx2N(lc+1yx(+ 1)+ (i+1))x 2]+ [rL][0][2]

[RIflc+ L)x+D+(i+1))x2]{(c+ Dxj+Dx2+ 1] =
RIllc+ )x(f+ 1)+ (i+1)x2](lc+L)xj+Dx2+ 1]+ [r1][0][3]

[RIli{c + L) xj+Dx2][(lc+ ) xf+1)+(i+1))x2+1]=
RIM{lc+ V)xi+dx2N[{{c+ Dx+ D)+ (i+ 1 x2+ 1]+ [r1][0][3]

[Rflc+ Dx+1)+DNx2[{(c+ 1)xj+i)x2] =
[RI[{(c+ 1) x G + 1) +i) x 2][((c + 1) x j + i) x 2] + [r1][0][4]

[RIflc+ D xj+x2{c+ ) x(+1)+i)x2]=
[RI{(c+ 1) xj+i)x2][({c+ 1} x ( + 1) + 1) x 2] + [r1][0]

[RIIflce+ Dyx(j+ 1+ Dx2)({lc+ VDxj+ix2+1]=
RI[{(c+ D)x G+ 1)+ x2][{{c+ 1)xj+i)x2+ 1]+ [r1][0][5]

[RI(c+ D) xj+ ) x2)[((c+ 1)x(j+1)+)x2+1] =
RI((c+ V)xj+x2][((c+ 1)x(+1)+i)x2+ 1]+ [r1][0][5]

Fuente: Autor
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llustracion 19. Diagrama de flujo adicion de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 1 columna 1 en la matriz de
rigidez global

[Riflc+=1ixj+0u2+1{lc+ xj+Dx2+1]=
RIflc+ 1)) +Nx2+1][{(c+1hn]+ihxd+1]+[r1]1][1]

[RIfic+= i+ 1)+ i+ 10n2 +1][{lc+ Nixj+)xZ]=
BRI+ Uyt {3+ L)+ (F+ 10 % 2 + A][le + 1) % + ) x 2] + [rL[1)

[RINc+ Ly x]+ e+ 1J[He+ I+ L)+ {(I+1))x2]=
BRIl + 1hs ) + a2+ LI + 1w {f + 13+ (i + 130 % 2] + [r1][1)02

&

[RIfc+ 1) x{j+ 1)+ i+ 1 n2 + I){{c+1)x]+ijx2+1]=
RI(fc+ 1) e(f+1)+{i+1fu2 1]+ 1)xj+i}n+ 1]+ [r1][1][3]

[RUMe + L) nj+ i)+ 1Jifle+ 1) (j+ 1)+ (i+1)ju2+1]=

RI((c + 1) i+ ) x 2 + 1Jf({c + 1% {1+ 1) + (i + 1)) x 2 = 1] + [r1]{1][3]

R+ thmfe L+ ijud + 1ffic + Ljx]2i)ud] s
BRI+ 1pxff + 1)+ )2 + 1f{lc + L) x§ + 1) x 2] + [ri][1][4]

4

[RIfc+ 1) xj+Nu2+1][{{c+1)ufj+1)+ijx2] =
[RIGc+ i+ e+ 100+ 1) x{+ 1) =0)x 2] + [r1][1][4]

[RIIMc+ L xfj+ 1} =0x2+1[{lc+ LIx1+ind+1]=
Riflce+1x+ 0+ D2 +1{lc+ D+ xd+ 1]+ [r1}L][5]

RI(ie + 1) x i+ w2+ (e + L (f+ 1) + x2+1] =
RUMe+ L) njsind « {lc+ 1%+ 1) #iyx 2+ 1]+ [r1){2][5]

Continua...

Fuente: Autor

llustracion 20. Diagrama de flujo adicion de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 1 columna 2 en la matriz de
rigidez global

[RILE + Ly x(f+ Ly i = L 2{{{c + 1) ui] = 1} + [i +
Rlffc + Dufj+ 1) +(i+1))x + e+ 1) 2(i+1)}x

| [RIllle+1yxfi++f+1)e2ei]ic+)ai+ )+ f+10x3]=
[RI(C+ 1) % () + 1)+ + Dox 2+ LI(c+ 1) f+ 1) + 05+ 20) 1 2] + [r1][203]
|

[Rlle+ L) xij+ 1)+ 0+ Wy d)[fic+ 1w} = L)+

hx2+1]=
R+ 1) x (i D)+l + D n2)e+1)x(jsl)+(l=1}ix2+ 1]+ |r1][2]3]

Mile+ WG+ 1)+ i+ ) x2flifc+ D+ 1)+Hx2)=
RIGE = Lhn {3+ 1)+ {1+ 2100 e 2000 + ) x (5 + 1) + % 2] + [F1]24

IRflc+ e+ 1)+ Dx2lc+ Waff+2)+0 +1))
RIfc+ e+ D+ ZIlc+ Vxff+ 1+ (1 + L Z]

[RIe+ 1)+t +0 =1 w2+ A+ 1) 5] = 1} + ) x 2]
RIGGE + Do fi# 1)+ i+ 1) x 2+ AJ0fc + Dafj = 1) + 1) x2] + [r1]f

R+ Ljefjel}+ijn2+i[fc+ Diu{j+ 1) e(i+1))x]=
RI{e + Dl £ 13 + 112 + 10 :

Fuente: Autor
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llustracion 21. Diagrama de flujo adicidon de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 1 columnas 3, 4, 5 en la matrizde

Eedlaff++f+1x2+ 1 (E+)eff+1)4li+1)jnl+]]n
R E D0+ a2+ e+ el + 0+ (1= )2+ 1] + [F1[343]

rigidez global

R+ e+ 1+ {0+ U2+ e+ +xd+1]=
Rlfic= e+ D +E+ N e2Mic & Dxli+ 1)+ 02 « 1] + [r1][I4]

[RIfc+ )+ Ly ={i+1)x2=[[c+Lju{j=+ijud+l]=
Rfic= e+ +0+ 0 n 2+ 1]+ alj+ 1)+ n2 + 1]+ [r]3]%

FRie+ s+ +0x2+1]{lc+ Bxgs}+0=xd+1]=
Riffie = i+t i 2« AMe+ 200+ 1) & (i + LfxZ « 1] & [ri][3][5

[Rlfic+ et} +i)x2filc+1)efj+1lioijul]m
RNl + L) x(f+ 1) + % e + Bxfi =+ 13+ 0w 2] = 4[4

[Rlic+ xl =+ + 1M+ e+ 20uld]=
Rlc+L)sfj+l)+ied«L]{{e+ s t}+iyxd]«[r1E4][5

[REHc+ L+ L=t n 2+ 1]llic+ L uf)+ 1) +1}

L

Duff+1)+8x2+1]{lc+ i+ 1)

Fuente: Autor

llustracion 22. Diagrama de flujo adicion de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 2 columna 0 en la matriz de

Haff+ )+ i+ 1)a2+ 1 e+ uj+1)4(i+1)jx2+1]=

|F.§[:fr+ N+ D+i+1ad+ e+ a1+ 0= 1)) %2+ 1] +[r1][313]

rigidez global

(R + s+ 1+ {1+ 1) EE[I:I.' +1E{j+ 1+ NKd+1]=
Rlflc= e+ L1+ + 10 2

Mie+ Vefi+ =dudic+ald+1+i+1u2+1]
e e+ a(e+ x+ D efi+ )2+ 1]+[r]

c+L)ufj+ll=i)
00l

Fuente: Autor
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llustracion 23. Diagrama de flujo adicién de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 2 columna 1 en la matriz de
rigidez global

[RIC(C + 13 j+ i3 % 2 + LI0({c + 1) x ]

+[jr2+ 1] =
[RIle+ 1) xj+P)x2+1][({c+1)x]

# i %2+ 1]+ [F2I[11[1]
RI[((c + 1%+ 1) x2 + 1][{(c + 1) xj + (i + 1)) x 2] =
[RI[((C + 1) %] + i) x 2 + 1J[{(c + 1) x ] + (i + 1)) x 2] + [12][1][2]

[RIf{c+ 1)xj+{i+ 1} x2c+ 1) xj+ijx2d2+ 1] =
IRI[{(c+ 13xj+(i+1))x2]{{c+ 1)xj+iyxd+ 1]+ [r2][1]}[2]

[RICE(e + 1y xj+Dx2+1][(c+ 1y xj+ (I +1Px2 +1] =
RICE = 1) mjei)x2+ 1J[({c+ 1)xj+(i+1)x2+ 1] + [r2][1][2]}

[RI(e + 1) xj+ i+ 1Nx2+ 1+ 1) xj+x2 +1] =
RIM(e + ) mj+ {1+ 1) x2 + 1][{{c + L) xj+ i) x 2+ 1] + [r2][1][3]

[RIc+ 1}x)+)x2+1][{((c+ 1) x(j+ 1)+ {1+ 1}}x2]=
RI[((c + 1) = j + i3 2 + 1][({c + 1) x (§ + 1) + {i + 1)} x 2] + [F2][1][4]
[RIfe + 13+ 1)+ i+ 1P=2) e+ xj+ilx2+1] =
RI{c+ )=+ 1} +{i+1))=x2]{{c+ 1} =xj+i)x2+ 1]+ [r2][1][4

[RIlc+ 11 xj+ix2+1]{{c+L)x+1)+{i+1L))um2+1]=
RGN + 1y xj+i)x2 4+ 1J[{{c+ )x{j+1)=+(+1))=x2+ 1]+ [r2][1][5]

[RIIfc+ Ve {f+ 1)+ (i+1Nx 2+ 1[c+ xj+x2+1]=
Riifflc+ L+ L)+ (l+10Nx2+1{c+1)=mj+ =2+ 1]+ [r2][1][5]

Continda..,
Fuente: Autor

llustracion 24. Diagrama de flujo adicion de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 2 columna 2 en la matriz de
rigidez global

[RIfc + Ly xd+ (| + 1k 2)[{{e + Tpx ) + (I + 1)} x 2] =
[RI[Clc + L) x § + (1 + 1)) 2][({c + L) j + (I + 1)) 2] + [r2][2][2]

[RIffe+ V) xi+(i+=10u2]{lc+)nj+(i+1)nd+1]=

RICe + 1) %)+ {1 + 1)) % 2J[{{c + 1) %] +{i + 1}) x 2 + 1] + [12][2][3

[Rlffe+ 1h=mj+{i+1m2+ 1][{{c+ uj+ (i +1))x 2] =
Riiiic+ 1 xj+(+10x2+1][{lc+ 1) xj+ (i + 1N = 2] + [r2][2][3

[RIMe + 1y xj+ (i+ e 2[{{c+ 1) x{j+ 1)+ (i + 1) x2] =

RIGEE + 1) xj+ (=13 x 2J0{c + 1} x { + 1) + {1 + 1)) x 2] + [r2][2][4

[RIc + 1) % (f + 1) + (1 + L)y 2J{{c + Lpx ) + (1 + L)} x 2] =
RIGCe + 1) x () + 1)+ 0 + 1) 2000e + L) x ) + {1 + 1)) x 2] + [r2][2](4

RIle+ Lyxj+(i+10x2 e+ 1px(j+1)+{i+1)x2+1]=
R+ 1) f+ (1 + 10 n2){{lc+ 1) () + 1) + (i + 1)) n 2 + L] + [r2][2][5

[RIlc+ 112+ 1)+ (i+1x2+1)[{{c+Lixj+(i+1)x2+1] =
RIffe+ Uk (j+ 1)+ 0+ 12+ 1)l + Ly =i+ (i + 1)) x 2 + 1] + [r2][2][5

Continla. ..

Fuente: Autor
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llustracion 25. Diagrama de flujo adicion de la matriz de rigidez local para el elemento tipo 2 columnas 3, 4, 5 en la matriz de
rigidez global

[RIMc+ D xj+(i+1Nx2+1][(lc+1)xj+(I+1)x2+1]=
[RII{(c+ 1) xj+(i+1)x2+1)[((c+1)x]+(1+1))x2+1]+ [r2][3][3

RIlc+ 1) xj+(i+1x2+1)[{c+Dx(+1)+(I+1))x2]=
[RIlc+ Ly xi+{i+ 1) x2+1((c+ Lyx(j+ 1)+ (i+ 1)) x 2]+ [r2][3][4

[RI{flc+ )x(+ 1)+ (i+ 1) x2J[({c+ 1) xj+ (i
R[{fle+ U)x(j+ 1)+ (i+1))x2){{c+L)xj+(i+1

[RIlc+ DIxj+(i+1)x2+1{{c+Dx+D+(i+1Nx2+1]=
[RIlc+ Vxj+(i+1Nx2+1c+Vx{f+1)+(i+1)x2+ 1]+ [r2][3]5

RIe+ VIx{+ 1) +(i+1x2+1]((c+ D) xj+(i+1Nx2+1]=
Riftlc+1)x(J+1)+(i+1))x2+1J[({c+1)x]+(i+1))x2+1]+[r2][3][5

[RIIlc+ 1) x(+ 1)+ (I+1Nx2l[(lc+L)x(+1)+(i+1))x2]=
[RIiflc+ ) x(+ 1)+ (i+1Nx2)[({c+ 1)x(j+ 1)+ (i + 1)) x 2]+ [r2][4][4

RIlllc+ D x(j+1)+(i+1)x2{lc+ x+1)+(i+1))x2+1]=
[RIIle + 1) x(j+ 1)+ (I +1Nx2)[{[{c+ L+ 1)+ (i +1))x 2+ 1] + [r2][4][5

RIflce+Dx(+D+(i+1Nx2+1{lc+Dx(+D1+(1+1)x2]=
[RIffc+x(j+ D)+ {i+1))x2+1{{c+)xJ+ 1)+ (i +1))x 2]+ [r2][4][5

RIfflc+ VIx++(i+1Nx2+1[{lc+Vx(+ L+ ({+1Nx2+1]=
Ri{ic+)x+ D+ (i+1x2+1][(lc+ Dx+ D+ (i+1))x2+1]+[r2][5][5

Fuente: Autor
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llustracion 26. Diagrama de flujo adicién de la matriz de masa local para el elemento tipo 1 columnas 1, 2, 3 en la matriz de
masa global

Se cargan los valores de:
[m] = [matriz_masa];
¢ = cantidad_ancho;
i, = valores iterativos

[miffle + L xj+Dx2)[{lc+ xj+iix2]=
[mlifc + Lxj+ ) x 2Mc+ 1 x] + 2]+ 2

[mIC(c + 1)x§ + D x 2][((c + Lyx]+Dx2+1] =
[mi{f(e + 1) x§ + Hx 2[f(c+ Wxj+Hx2+ 1]+ 0

imif{ilc+ 1)xj+2)[{{c+1)xj+1}+{i+1})nd]m=
[mlfie+ 1pej+ile2]{le+ e+ 1)+{i+1)jnd]+1

[Miile+ D xj=Nx2J[{lce+ 12+ 1+ {i+1))x2+1]=
mif{(c + 1) xj+ Hx 2][((c + Dx G+ 1) + (I + 1) x 2+ 1] + 0

[miilc+ }x+ )+ Dx2)lc+ 1))+ x2]=
[mli{c+ 1) u{+ 1)+ u2]{ic+1)uf+)xd]+1

Imiiifc + VI (i+ 1+ x2+1c+ 1) xj+ ] =
miiffe+ Dx{j+ 1) +Nx2+1]{[c+ xj+ijn2]=0

Mmiflc+ Vxi+Dx2+1c+ Lnj+xd]=
[mil{{c + Lyuj+iiwd+ 1Il{c+ Lxj+hud]+0

[mi{(c+ xj+Dx2+ 1{lc+ 1) x)+Nu2 +1] =
mifle+ 1)zj+ilx24+1)[lc+1}xj+i)x2+1]+2

[miflc+ Nxj+idx2 +1J{c+ L xg+1)+(1+1))x2]=
Imillc+ 1) xj+ijxd = 1J{c+ Lxg+ 1)+ 0+ 1)) x 2]+

[Milfe + Ve j+ N2+ 1{c+ Vx+ 1)+ +1))x2+1]=
ml[{c+ xj+n2 + e+ e+ 1} +{+1)x2+1]4

milfle+ L)+ 1) +Dx2i{{c+1xj+ilnd+l]=
[miifc+ Dx{f+ ) +De2][{fc+1)nj+ilx2+1]+

[miiifc+Vx{j=1)+ijx2+1]l{lc+ Lxj+nxd+1]=
[miiflc+ x+1)+Nx2+1][{{c+Dixj+}x2+1]+1

millfe + LG+ L+ I+ ) 2Mc+ 1px]+Prd]=
[mI{e + L+ 1)+ (1 + ) = 2)[{c+ L) xf + ) » 2] + 1

miflc+ 1)+ 1)+ (i+ )2+ 1][{c+)xj+i)nd]
miiiffe+ e+ +0+1)x2+1[(lc+1)xj+i)ud]+0

[milifc+ =)+ Hx2ic+ Dx(+1)+0)x2]=
[milife + 1) n )+ Nwifc+ 1) x(j + 1} + ) x 2] + 2

[mlf((c + 1) xf+ Dx2Jfffc+ Wx (i + 1)+ ) x2+1] =
[mil((c + 1) %3+ ) x 2][{c* 1) x (1 + 1) + (1% 2 + 1] +

[miiile + L)xf+ D +Dx2lc+)x{j+1)+(i+1))xd]=
(mIfc+ 1) x 0+ 1) +Nu2N{(c+ 1) G+ 1)+ + 10 2]+ 1

miffc+)x G+ +0x2+1[{lc+ L +1)}+{+ 1)) x 2] =
[mlllic+ Lx G+ 1)+ Gx2+1{{c+ 1) x {j + 1) + (I + 1)} % 2] + 0

Fuente: Autor

36



llustracion 27. Diagrama de flujo adicion de la matriz de masa local para el elemento tipo 1 columnas 4, 5, 6 en la matriz de
masa global

miiilc+ e+ 1+{0+1Nx2}llc+ Dxi+xd2+1]=
miflc+ ) x{f+1)+fi+Ipu2|{lc+1)xj+u2+1]+0

H:Ell:-:r-—1;|x|:|+1:|+|:|+]:-:|x2+ |_:||:;|'+ L]+ 1ixd+ |:=
[mille+ 1)+ +{i+ 12+ 1lc+Dej+iu2+1]+1

[milife+1lej+ D2+ 1){c+ Jx{j+1)+Nud]=
Imile+ 1)xj+iju2+ 1){lc+ 1pu{j+1)+i)ud]+0

[Miffc+ L}x |+ ud+ 1c+ W+ 11+i)x2+1]=
Iml[ic+ Vuei+0x2+1Mc+ Dxd+ 1 +0u2+11+

Imllife + 1+ 1)+ Nx2]{{e+ N+ +(i+1)x2+1]=
miile + (i + D+ Ba2]fc+ )+ +{i+1))xd+1]+0

M+ Lx+ 1+ 02+ 1lc+ Vxfj+ D+ i+10x2+1]=
[miifle+ 1)+ 1)+x2 +1[{lc+ e+ +0+1 2 +1]+1

[MHilc+ Lxi+ijx2]{{c+ 1} xfi= 1)+ x2]=
M+ 1))+ u2Jic+ xi+ 1)+ +1

milflc+= L] +x2ic+ pej+1)+)x2+1]=
Imilifc+ xj+ilc2){c+ =) +Nu2+1]+0

[milllc+ Lix(j+1)+(i+13x2{lc+ufj+1)}+)xd]l=
[rajli{e+ 1} {j+ 1)+l + 1)) k 2][{{e + L) (] + 1) + [ x2] + 1

-I"-"I.!l-l:-!-I:T 1=l + ]_:|+|:|+]'f:|x2'!:-[|:f+ =[]+ ]:;-rl': X2+ ]| =
milifc + e+ B+ (= 1Nx2{c+ 1+ 1} +Nx +1]+

[mlific+ ) x+1)+(i+1)u2J({c+ ui+ 1)+ (i+1))xi]=
[l + B (i + 1)+ (= 1) x2J[{[c+ 1) x () + 1) + {1+ 1)) % 2] +

[mifle+ x+0+(+1x2{lc+ N+ +{I+1)xd+1]=
millfc+ i+ 1)+ 0+ 10 2llc+ Defi+1}+(+13x2+1]+

[miflc+ Vxj+ilx2+i{ic+)xj+1)+ijxd]=
[milife+ 1) x i+ Dx g+ 1+ L+ 1) +x2]+0

[mil{ie+ = +ilud + 1lc+ uf+N+Hx2+1]=

ml[{fe+ uj+idx2+1{lc+ uf+1y+du2+1]+1

[mifle + Vxff+1}+(i+ 12+ 1{lc+)x{j+1)+i)ud]=
[milflc+ Vx+D+0i+10x2+1c+ Nxg+ 1)+ )% 2] +(

[mifflc+ Ling+ 1) +fi+1pn2+1)c+ Ln{f+1)+NHu2+1]=
[Mfle+ 1)+ 1) +{i+ 12 +1][{lc+)u{j+1)+Nu2+1]+1

[mMiflc+ ui+1)+{i+1e2+1][{ic+Vu{j+1}+{i+1)xd]=
[MHEc+ Lix(f+ )+ i+ 1x2+1JHc+ L+ +(i+1))x2]+

Miilc+ g+ +{+1u2+1{c+ )+ 1)+{I+1))x2+1]=
miiifc+ e+ ++1px2+1]{{c+ 2+ )+ (i+10x2+1]+32

Fin

Fuente: Autor
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llustracion 28. Diagrama de flujo adicién de la matriz de masa local para el elemento tipo 2 columnas 1, 2, 3 en la matriz de

masa global

Se cargan los valores de:
[m] = [matriz_masal;
¢ = cantidad_anchao;
I, 1 = valores itsrativos

M+ Lixj+ixd]{lc+ Dxj+Nxd]=
[mi{{e+ 1}xj+i}e2)ilc+1Inj+i}xd]+2

miiflc + W xj=ilx2lilc+xi+iix2+1]=
M+ 1w+ 2 iic+ )i +Nu2+1]+

[mliffc+ Vxj+Nx2](c+Duj++1))ud]=
fmiilfc+ ) xj+Ne2ic+ xj+{i+1))x2]+1

imiilc+ 1) ej+x2)[{c+1jxj+{i+ 1))x2+1]=
[mi{lc + ) xj+dxMic+xj+(i+1))x2+1] +0

[mii{le+ Nx{+ 11+ Dx2][{lc+ DNxj+i)xd] =
miiflc+ D a{j+ 1)+ 2{c+11xj+i1x2]+1

Imiilc+ 11xfj+1)+ilx2+1){lc+ 1}xj+i}nd]=
[m{fc+)xf+1)+Ne2+1{e+1)nj+in]+

Imilfle + L) j+ipn2+A]{lc+L)nj+i}n]=
mlf{lc+ xj+iju2 +1{lc+1)xj+iix2]+0

miile+ Dxj+ilz24+1)lc+)xje+il2 +1]m=
Imiilc+ l)j+ijx2+ 1f{{c+1)}nj+ijud+1]+

[ml{ic+ 1) +x2+ L{{lc+ Lxj+(I+1})xl]=
fmiiffle+11ej+lx2+{{c+1)uj+(i+1))ud]+

[mlifle+)xj+ileZ4+1][c+xj4+(i+i1))x2+1]m
Imiifle+ )xj+Ne2+c+l)ij+(i+l))x2+1]+1

m{ic+ e+ ) +Ne2liflc+xj+Ne+l]=
[mlfffc+ e+ +Dx2)fce+L)xj+x2 1]+

M+ x{i++Nu2+1[{[c+puj+ri}n2+1]=
milffe+ Ui+ 1)+ N2+ 1+ xi+Ne2+1] +1

Iml{{c+ L) j+ (l+)x2f[({c+1jn)+i)nd]=
[ml{fc+ Ly x ) = (i+ 1) 2)lc+ 1) x)+ N x2]+1

[+ 1) % j+ {1+ 1)) x2+ 1Y({c+ D)%)+ ) 2] =
[mil{fc+ 1yxj+ i+ 12+ 1ifc+ Lxj+i)nd]+

(mif{fc + 1) x g+ (i + 1) % 2)[(c + Lyx ]+ (i + 1)px2] =
[m][(fc + Lyxj+ (i + 1) x 2][{(c+ 1x]+ (i + 1)) x 2] + 2

[miific+ xj+(+ 1 x2]fc+ L]+ (i+1xd+1]=
imiiflc+ Vxj+ 0+ x2 e+ Lx)+ {0+ 1))x2+1]+0

M(e + Lx(+ 1)+ Dx2AMc+ D x g+ 1)+ (1 + 1)) x 2] =
[mlf{fc + 1) x (1 + 1) + D 2)({c+ L)+ 1) + (1 + V) x 2]+ 1

EmLlc + L) x (1 + 1) + ) 2 + Ul(lc+ 1) x (| + 1+ (i + 1) x2] = |
mli{ic+ 1%+ 11+ x2 + L[{{c+ lflx-:_'|+l]+|fl+'.','-]:-t£]+(1

Fuente: Autor
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llustracion 29. Diagrama de flujo adicién de la matriz de masa local para el elemento tipo 2 columnas 4, 5, 6 en la matriz de
masa global

[mife+ L xje(i+ 1)) x2][{(c+xj+ied+1]m
mj[({c + |]xj+|:|+'|:-]:-:ﬂ_|[-:f-r lixj+hix2+1]+0

mlife+ e+ (it 12 +1][{{c+ Lynj+ifx2+3]=
[mjifle + 1y j+ i+ 12+ 1J{{(c+ L)xj+Nu2+1]+1

(milffc+ 1))+ (1 + k2 + 1[G+ 1) x g+ (1 + 1)) x 2] =
(ml(c = 1) xj+ (i+ 1)) x2+1][{(e+ 1xj+(i+1))x2]+0

ME + Dxf+ 0+ 10 %2+ e+ L xj+ 0+ 1x2+1]=
milie +uj+i+1Nn2+ 1+ Dxj+i+1x2+1] + 3

ml[{fc+ L) xfi+Lp+Nad]{c+L)xffel)+(i+1)jx2s1]m
miffc+ e+ D+ Ne2lllc+ e+ +0+1x2+1]+

miffc+ xf+1)+0x2+1{lc+1)x++{i+1)ju2+1]=
[miiflc+ e+ D+ +1{c+ Lxf+ D +0+1)x2+1]+1

[miillc+ Dixj+xdflc+ i)+ +)xd]=
M + Lxj+ DR 2{ic+ x(+ 1) +ipxE] +1

[mifflc+ Vx1+Dx 2+ Lx{+ 1)+ Nx2+1]=
[mil{lc+ 1}xj+)x2)[[{e+1)xg+1)+0x2+1]+0

Imiic+ ixgf+ ) +0+ 1 2{c+xf]+1)+Nndl=
[mif{lc+ i+ 1) +(i+1Nx2{lc+ Vixj+1)+Dx2]+1

miiife + )2+ L+ {i+1))x2]{c+L)u{j+ 1) ijx2+1]=
miiilc+ e+ +0+ 1 2jilc+ Dxf+ 1 +0x2+1]+0

[milflc+ Ve + 1)+ (=10 2{lc+ Vi + 1 +l+ 1 xi]=
||"|'|i‘:[|:c + 1K (f+ 1)+ i+ ]::lxz:ll:l::-r l:lxl:_l + 1) + i + 1:-];-1,2. +

[miffc+xf+0+{d+ 12 flc+ Dxf+1)+{I+1)}n2+1]=
M+ Vxdj+ D4+ 10x2Mc+ Lx+ L1k {i+r1})x2+ 1]+

[milfle+ Lini+Nx2+1c+ Y+ +ilx2]=
[miilc+ Lnj+i) 2= 1][{[c+ 1 ufj+1)+i}n2]+0

[mie+ 1xj+i}x 2+ 1J{c+1)x(j+1)+jx2+1]=
mifflc+ Uxj+)xd +1[{lc+)x0+1+}x2+1]+1

mc+ Dxi+ 1)+ (i+1)x2+1]{[c+)xj+1)+ijxd] =

miiflc+Vxd+D+{0+ 102+ llc+2+1+Dx2]+(

miiilc+ D= +0+1Ne2+1Mic+ D+ +0x2+1]=
[rll{lc+ 1}x{f+1)+{i=1 2+ 1)[{fc+1)u(j+l)+ijud+1]+1]

mifc+ Vug+0+{+10xd+2Mic+ Lx0+1+(0+10xd]=
miiffc+ Dxifj+ 1) +(i+1Nx2+1]{le+)efj+ 1)+ {i+1))=x2]+

!Irnll-:l'-: +1)efj+ 1)+ fis1hx2+1H{lc+ xj+ 1)+ {i+s1}x2+1]=
lrl:i[l:{l:—1]:1[_|-1]-i-:f|+ll:l:lxl-ﬁ‘.||':_'[C+]':I[_'|+]':-+[I—:]':l‘a:2+]_'+2

Fuente: Autor
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3.5. INTERFAZ DE USUARIO GENERADA

Se obtiene un software libre que implementa el algoritmo desarrollado el cual simula una onda
en 2D con una malla de cualquier tamafo con cualquier cantidad de elementos y con las
propiedades de los elementos definidos libremente por el usuario y con un vector de fuerza

cualquiera incluyendo uno que cambia en funcién del tiempo.

Se crea tanto el repositorio publico https://github.com/pescamillam/EWaveFem para que
cualquier persona pueda usar y modificar el codigo generado como un grupo
https://groups.google.com/forum/#!forum/ewavefem para tratar el futuro del proyecto y en caso

que alguien tenga dudas tiene personas a las cuales acudir.

El software se crea en un lenguaje distinto que es ampliamente usado por las comunidades de
desarrollo lo que puede lograr que sea facilmente modificado en el futuro, ademas de tener
una arquitectura extendible para otros tipos de elementos, con solo modificarle la matriz de

masa y de rigidez ya seria posible usar otros tipos de malla en la modelacion de las ondas.

Al iniciar el programa la interfaz permite ingresar los valores con los cuales se va a ejecutar el

programa.

llustracion 30. Interfaz grafica configuracion parametros iniciales

Iy vakoes Incakis O .

LR EY e Te e T

Mumre e sremerna 8 b anci

Mimraiu de wmrrerios @ b ek

e il (R T
Aot
Franimm

Dl Tiin [yt daris

Fuente: Autor
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La interfaz grafica cuenta con una malla con todos sus nodos, ademas de esto se genera una
linea representando cada vector que impacta el nodo, es decir, una linea roja para la
aceleracion, una linea cyan para la fuerza externa aplicada, una linea azul para la velocidad
sobre el nodo, ademas de que se muestra el numero de la iteracion en el tiempo actual como

se puede ver en la llustracion 31.

La malla se pinta cada 200 milisegundos generando una animacién bastante fluida que

muestra el movimiento de los nodos a través del tiempo.

llustracion 31. Interfaz grafica con distintos vectores

| £ | EWaveFem —

Coa

® 0 0 0 & 6 9e
G 0 6 60 6 660
G 60 60 60 60 6000
G 0 6 6 6 060

o)
©
©
©
©
©
©
©

©
©
©
©
©

t 41

Fuerza - Ed |

Fuente: Autor

También cuenta con una interfaz que en vez de mostrar la animaciéon de todos los nodos
permite mostrar el comportamiento de un nodo particular durante todo el tiempo, como puede
observarse en lallustracion 31 llustracion 32 existen diferentes colores segun el dato graficado
de la siguiente forma: color gris: desplazamiento, color verde: aceleracién, color amarillo:

velocidad, color cyan: fuerza externa
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llustracion 32. linterfaz grafica con datos de un solo nodo

|2 | EWaveFem desplazamiento nodo - Ol X

Fuente: Autor

3.6. PROGRAMAS EXISTENTES Y ASPECTOS DIFERENCIADORES

Comparandolo contra SpecFem2D se encuentra que specfem es un software mucho mas
maduro con gran cantidad de opciones pero dificil de instalar y de usar, que sus archivos
generados son archivos de texto e imagenes por cada tiempo que se desee capturar pero no
viene con por ejemplo una animacion como actualmente lo tiene EWaveFem que permite una

visualizacion rapida del resultado.
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Tabla 1. Comparacion entre diversas herramientas actuales para simulacion por elementos finitos.

Licencia Método Lenguaje |Pros Cons
Libre — GNU /|Métodos Permite cualquier tipo de forma, incluso|Esta en Fortran el cual es un lenguaje
SpecFem2D Fortran ) .
GPL espectrales tiene una version para 3D que pocos conocen
_ . . _ . Es comercial por lo que no se puede
. Diferencias Es facil de usar, siendo Colombiano esta N )
EcoElast2D |Comercial . N/A modificar libremente y se debe pagar
finitas pensado para el caso de uso local
por usarlo
Esta pensado para soluciones
Tiene una variedad de herramientas que | generales de diferencias parciales
Libre — GNU /|Elementos permite  sea usado de manera|Requiere compilacion especifica en la
Elmer . Fortran | _ _
GPL finitos independiente para el mallado, el maquina que se va a usar por lo que
procesamiento o el postprocesamiento puede ser complejo de usar para
algunos usuarios
Es comercial por lo que no se puede
_ Elementos _ - )
3Dhp90 Comercial finit Fortran | Trabaja con elementos en 3D modificar libremente y se debe pagar
initos
por usarlo
_ Su uso es bastante sencillo _ _
Libre — GNU / Elementos ) _ _ Se debe contar con una licencia de
OpenFem o MatLab |Siendo licencia LGPL los programas que lo
LGPL finitos matlab para su uso

usen como libreria pueden ser cerrados

Fuente: Autor
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4. CONCLUSIONES

Una ventaja muy importante en un software para el modelado de propagacién de ondas
elasticas por el método de elementos finitos y mas aun escrito en Java es la posibilidad de
modificar su codigo para ser adaptado segun las necesidades requeridas, dado que Java es
de los lenguajes mas ampliamente usados y el método de elementos finitos permite ajustar
facilmente las condiciones de frontera y los diversos comportamientos de cualquier grupo de

nodos, ya sea en un problema especifico o en un campo de accién diferente.

Se obtiene un software de modelado de ondas por elementos finitos libre y escalable
susceptible de ampliacién y mejoras en sus capacidades. Esta primera version tiene la
generacion de las matrices de masa vy rigidez, recibe todos los parametros de la definicién de
los elementos incluyendo el material y sus dimensiones. Este software funciona inicialmente

con mallas en 2D y en medios isotropicos.

Mostrar una animacién como parte del resultado obtenido permite apreciar rapidamente los
datos para verificar el comportamiento del material simulado donde se pueden ver las ondas

en movimiento causado por una fuerza aplicada sobre la fila superior.
Se identificaron los programas actuales de simulacion de ondas donde se detecté que la

mayoria son privativos y de alto costo, y que aunque hay algunos libres los lenguajes en los

que estos estan desarrollados no son muy comunes.
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5. TRABAJOS FUTUROS

Como trabajos futuros se tienen varias lineas a seguir trabajando sobre este proyecto, las
principales serian optimizacion de procesos, paso a procesamiento en 3D, procesamiento en

paralelo, aumentar variedad de elementos.

El caso de la optimizacion de procesos es que dado que el proyecto buscaba ser un producto
minimo viable, buena parte de los procesos internos pueden mejorarse en gran medida
aplicando teoremas matematicos que disminuyan considerablemente el tiempo de ejecucidn,
también se puede mejorar el manejo de memoria usado en las variables para que sea mejor
usado el “garbage collector” y se evite el alto consumo de memoria que actualmente se tiene,
ademas de cambiar algunas variables y disponer de otras como el caso de que al momento de
pintar los resultados solo son necesario enteros y no decimales tan exactos como actualmente

se tiene.

El caso del paso a procesamiento en 3D es para permitir que el programa no trabaje solo en
dos dimensiones como esta actualmente sino que permita tres dimensiones esto requiere una
revision desde la formulacion matematica y agregar los nuevos tipos de elementos que
estarian en tres dimensiones ademas de que los vectores de desplazamiento, aceleracion,

velocidad y fuerza tendrian tres grados de libertad por cada nodo.

Dado que el tiempo que tardar en procesar es muy alto es indispensable pensar en ajustar el
programa para realizar procesamientos en paralelo, sea aprovechando todos los procesadores
de un computador o incluso aprovechando diversos computadores y enviando los resultados
por red, esto puede disminuir considerablemente tanto el tiempo que demora un sistema en

proceso como los requisitos de las capacidades del computador que va a realizar la simulacion.
Y finalmente un cambio ligeramente mas sencillo que se puede trabajar es la inclusion de

diversos elementos en el programa como figuras cuadradas de nueve nodos los que

permitirian una mayor precision sobre los resultados de la simulacién.
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ANEXOS

ANEXO A. Definicion formula elementos finitos

El método de elementos finitos ha sido ampliamente usado desde que se crearon los primeros
computadores, se basa en que un problema complejo del cual no se conocen sus detalles
completos puede ser simplificado en muchos problemas en puntos especificos en los cuales

se conocen mejor sus propiedades.

La sustentacién de este método es la siguiente: (tomado del libro de Hughes (Hughes T. J.,

The Finite Element Method, Linear Static and Dynamic Finite Element Analysis, 1987).

Se quiere solucionar la siguiente ecuacion diferencial:
d?u/dx*+f=0 (1)
Donde f es un funcion definida en el intervalo [0, 1] y tenemos los valores iniciales

u(=g (12)
—du/dx(0) =h (13)

Donde g y h son constantes

A partir de estas buscamos la solucion como con la ecuacion variacional

1 1
f WU, dx =f wfdx + w(0)h (14)
0 0

Integrando por partes obtenemos la ecuacién

0= f w(Uyy + f) dx + W(O)[u,x(O) + h] (15)

Usando la ecuaciéon de Galerkin tenemos la formula
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n

z a(Ny, Ng)dp = (Ny, f) + Ny(0)h — a(Ny, Npiq) g

B=1
A partir de la cual podemos reescribir

KAB - CL(NA, NB)

Fy = (Ng, ) + Ny(0)h — a(Ng, Nyig) g
Con lo que nos quedaria la formula
Y5=1Kapdp = F4, A=1,2, ..., n

La cual se puede simplificar con notacién matricial

Kll K12 Kln
K — [KAB] — K:Zl K:ZZ e K:Zn
Knl an Knn
F
F
F= {FA} = 2
F,
dy
d
d = {dB} = 2
dn

Con esto obtenemos la formula general que se expresa de la forma:

F=kd

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Donde d es la matriz de desplazamiento en cada punto que es el dato que nos interesa, k es

la matriz de rigidez y F es la fuerza a la que esta sometida cada punto.
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ANEXO B. Ejemplo del algoritmo en una barra

A continuacion se presenta el uso del algoritmo de elementos finitos en una barra representada

en la llustracion 33.

llustracion 33. Barra dividida en dos elementos

e ¢ Qi

Fuente: Autor

Primero obtenemos la matriz de rigidez y de masa para los nodos de una barra.

m =221 2

Matriz concentrada de masa de un elemento de dos nodos una barra
AEr1 -1
- 25
== 7] (25)

Matriz de rigidez de un elemento de dos nodos en un barra
Ahora tomando como ejemplo una barra de 3 nodos tendriamos las siguientes matrices

globales.

1 0 0
AL
M1=2=10 2 o] (26)
0 0 1
Matriz global de masa para una barra de tres nodos
41 -1 0
K] = A -1 2 -1 (27)
0 -1 1

Matriz global de rigidez para una barra de tres nodos
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Teniendo la matriz global de masa se debe calcular su inversa el cual es el proceso mas

dispendioso de este método

1 0 0]
[M]7*=—=|0 1/2 © (28)
PALLy o 1

Para este ejemplo vamos a utilizar las siguientes variables densidad p = 0,000731b — s2/in®,

area A = 1in®, elasticidad E = 30x108psi, longitud L = 100in, desplazamiento inicial{d,} = 0,

0
velocidad inicial {d,} = Oy fuerza en cada tiempo F = | 0 ]
1000
Ahora se puede calcular la aceleracion
) 2 [ 0 0 0 A4cl1 -1 0 0
{d0}=ﬂ0 1/2 0 0 |-—7|-1 2 -1fj 0 (29)
P251o o 1l\l1000 0 -1 11\1000
{do}=] o (30)
27397
Con estos datos podemos calcular el desplazamiento en el tiempo -1.
0,25x1073)2 0
{d_;} = {0} —0,25x1073{0} + %27400 {0} (31)
1
0
{d_,} = i 0 }in (32)
0,856x1073

Ahora podemos calcular el desplazamiento, la aceleracién y la velocidad en cada tiempo a

continuacion la tabla con los resultados para los primeros 10 tiempos.
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Tabla 2. Desplazamiento de los nodos de una barra en el tiempo

t Desplazamiento

1 {0 0 0856x107%}
2 {0 0,219x1073 2,98x1073}
3 {0,113x107® 1,093x1073 5,405x1073}
4 {0,73x1073 2,823x107% 7,323x1073}
5 {2,421x1073 5,17x1073 8,642x1073}
6 {5,525x1073 7,704x10"3 9,889x1073}
7 {9,748x1073 10,239x1073 11,726x1073}
8 {14,223x107% 13,03x1073 14,511x1073}
9 {18,085x107% 16,508x1073 18,248x1073}
10 | {21,137x107% 20,838x107% 22,803x1073}

Fuente: Autor
Tabla 3. Velocidad de los nodos de una barra en el tiempo

t Velocidad

1 {0 044 597}

2 {0,226 2,187 9,099}

3 {1,459 4,205 8,677}

4 {4,617 8,154 6,472}

5 {9,592 9,762 5,131}

6 {14,654 10,136 6,169}

7 {17,395 10,653 9,245}

8 {16,673 12,539 13,044}

9 {13,827 15,617 16,583}

10 {119 18,483 19,626}
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Fuente: Autor

Tabla 4. Aceleracion de los nodos de una barra en el tiempo

Fuente: Autor

t Aceleracion

1 {0 3518 20360}

2 {1807 10459 4671}
3 {8059 13690 —8043}
4 {17204 9893 —9594}
5 {22593 2968 —1133}
6 {17901 30 9434}

7 {4029 4098 15171}
8 {—9807 10992 15220}
9 {—12959 13629 13097}
10 {—2453 9301 11247}
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ANEXO C. Calculo nimero de nodos para ewavefem

Para obtener la cantidad de nodos se utilizan como valores de entrada la cantidad de
elementos a lo ancho y la cantidad de elementos a lo alto como se puede ver en la llustraciéon
34.

llustracion 34. Malla con elementos y nodos

1 2 3 n n+1
o o 0— o o
1 2 3 n
20 o o— o o o
no o 0—0 o o
n
n+ 1o o 0——0 o o

Fuente: Autor

Con esto se tiene:

n=(w+1)*th+1) (33)

Expandiendo esa ecuacion se tiene

n=wh+h+w+1 (34)

Donde:
n es el nimero de nodos

w es la cantidad de elementos a lo ancho

h es la cantidad de elementos a lo alto
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ANEXO D. Cédigo generado

Clase principal: Application.java

package com.pescamillam.fem;

import java.util. ArrayList;
import java.util. Arrays;
import java.util.List;

import com.pescamillam.fem.util. UtilWindow;

import org.apache.commons.math3.linear. FieldLUDecomposition;
import org.apache.commons.math3.linear.FieldMatrix;

import org.apache.commons.math3.linear.MatrixUtils;

import org.apache.commons.math3.util. BigReal;

import com.pescamillam.fem.element.Cst;

import com.pescamillam.fem.element.cst.ElementOne;
import com.pescamillam.fem.element.cst. ElementTwo;
import com.pescamillam.fem.model.InputValues;

import com.pescamillam.fem.util. Util Writer;

import com.pescamillam.fem.window.Initial FormWindow;

import static com.pescamillam.fem.util.Constants. FOUR,
import static com.pescamillam.fem.util. Constants. MINUS _ONE,;
import static com.pescamillam.fem.util.Constants. TWELVE;
import static com.pescamillam.fem.util. Constants. TWO;

import static com.pescamillam.fem.util. Constants. DF;

import static org.apache.commons.math3.util. BigReal. ONE;
import static org.apache.commons.math3.util. BigReal. ZERO;

/**

* Class that executes the application
*

* Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)
*/
public class Application {

/>X<>X<

* Method that starts the application

k

* args not used

*/

public static void main(String[] args) {
InitialFormWindow.createFormlinitialValues();

}

/**

* Executes the finite element method with given parameters
*
*
*/
(@SuppressWarnings("unchecked")

public static void executeFiniteElementProcess(InputValues input) {

input Initial parameters to be used by Finite element method

//Records the initial execution time
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Long startTime = System.nanoTime();

//parameters

//thickness t

BigReal thickness = new BigReal(input.getThickness());
/lelasticity module E

BigReal elasticity = new BigReal(input.getElasticity());
//density p

BigReal density = new BigReal(input.getDensity());
//Area A

BigReal area = new BigReal(input.getArea());
//poisson ratio v

BigReal poisson = new BigReal(input.getPoisson());

//delta time

BigReal deltaTime = new BigReal(input.getDeltaTime());
//delta time squared (used to simplify operations

BigReal deltaTimeSquare = deltaTime.multiply(deltaTime);

//number of horizontal elements

Integer numX = new Integer(input.getNumX());
//number of vertical elements

Integer numY = new Integer(input.getNumY());
//number of execution times

Integer numTimes = new Integer(input.getNumTimes());

//prints initial parameters

writeToFile("=—= Constants ===");

writeToFile("area: " + area.bigDecimal Value().toPlainString());
writeToFile("thickness: " + thickness.bigDecimal Value().toPlainString());
writeToFile("elasticity: " + elasticity.bigDecimal Value().toPlainString());
writeToFile("density: " + density.bigDecimalValue().toPlainString());
writeToFile("poisson: " + poisson.bigDecimal Value().toPlainString());
writeToFile("\n\n"),

/(1-2v)
BigReal poisson1m2v = poisson.multiply(TW0).negate().add(ONE);

H(1+v)
BigReal poisson1pv = poisson.add(ONE);

//variables

//acceleration

FieldMatrix<BigReal>[] acceleration = new FieldMatrix[numTimes];

List<Cst> elements = new ArrayList<>();

//Stiffness matrix

BigReal[][] stiffnessMatrix = new BigReal[2* numX* numY+2* numX+2* numY+2][2* numX* numY+2* numX+2*
numY+2];

//mass matrix

BigReal[][] massMatrix = new BigReal[2* numX* numY+2* numX+2* numY+2][2* numX* numY+2* numX+2*
numY+2];

for (BigReal[] row : stiffnessMatrix) {
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Arrays. fill(row, ZERO);
H

for (BigReal[] row : massMatrix) {
Arrays. fill(row, ZERO));
H

//Stiffness matrix for local element one
BigReal[][] localMatrixElemOne = ElementOne.getLocalStiffnessMatrix(poisson);

//Stiffness matrix for local element two
BigReal[][] localMatrixElemTwo = ElementTwo.getLocalStiffnessMatrix(poisson);

//points matrix
for (inti=0; i <numX; i++) {
for (intj = 0; ] <numY; j++) {
//adds local matrix to general stiffness matrix
ElementOne.appendElementOneToStiffnessMatrix(elements, stiffnessMatrix, localMatrixElemOne, 1, j, numX);
ElementTwo.appendElement Two ToStiffnessMatrix(elements, stiffnessMatrix, localMatrixElemTwo, 1, j, numX);

//adds local mass matrix to general mass matrix
ElementOne.appendElementOneToMassMatrix(massMatrix, 1, j, numX);
ElementTwo.appendElement Two ToMassMatrix(massMatrix, 1, j, numX);

}
}

//Field matrix to easily process the mass matrix
FieldMatrix<BigReal> massFieldMatrix = MatrixUtils.createFieldMatrix(massMatrix);
massFieldMatrix = massFieldMatrix.scalarMultiply(density.multiply(thickness).multiply(area).divide(TWELVE));

writeToFile("=== Starting inversing mass matrix ===");
Long startInverseTime = System.nanoTime();

//calculates the inverse mass matrix

FieldMatrix<BigReal> inverseMassMatrix = new
FieldLUDecomposition<BigReal>(massFieldMatrix).getSolver().getInverse();

writeToFile("== Finished inversing mass matrix " + (System.nanoTime() - startInverseTime)/1000000000.0 + "s

==");
FieldMatrix<BigReal> stiffnessFieldMatrix = MatrixUtils.createFieldMatrix(stiffnessMatrix);

//multiplies the stiffness matrix with the constant values

stiffnessFieldMatrix =
stiffnessFieldMatrix.scalarMultiply(thickness.multiply(elasticity).divide(FOUR.multiply(area).multiply(poisson 1 pv).multip
ly(poisson1m2v)));

writeToFile("=== stiffness matrix ===");

printMatrix(stiffnessFieldMatrix);

//creates the force vector

BigReal ONE_HUNDRED = new BigReal("30000");

BigReal[] forceOVector = new BigReal[2 * numX * numY + 2 * numX + 2 * numY + 2];
Arrays.fill(forceOVector, ZERO);

forceOVector[numX * 2 + 2 + ((numX * 2) /2 + 1 + 6)] = ONE_HUNDRED;

FieldMatrix<BigReal>[] force = new FieldMatrix[numTimes];
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for (int i = 0; i <numTimes; i++) {

//the force vector is a sinosoidal function
force[i] = MatrixUtils.createColumnFieldMatrix(force0 Vector)
.scalarMultiply(new BigReal(Math.sin(i/8.0)));
H

//acceleration = mass inverse * (FO - [K]{d0}) as {d0} =0
//acceleration = mass inverse * (FO)
writeToFile("== acceleration 0 ===");,

//calculates acceleration for time 0
acceleration[0] = inverseMassMatrix.multiply(force[0]);
printMatrix(acceleration[0]);

//calculates displacement for time -1
FieldMatrix<BigReal> displacementM 1 = acceleration[0].scalarMultiply(deltaTimeSquare.divide(7W0));

writeToFile("== displacement -1 ==");
printMatrix(displacementM1);

//calculates displacement for time 0

BigReal[] displacement0 = new BigReal[2* numX* numY+2* numX+2* numY+2];
Arrays.fill(displacement0, ZERO);

FieldMatrix<BigReal>[] displacement = new FieldMatrix[numTimes];
FieldMatrix<BigReal>[] speed = new FieldMatrix[numTimes];

displacement[0] = MatrixUtils.createColumnFieldMatrix(displacement0);

writeToFile("=== displacement 0 =—==");
printMatrix(displacement[0]);

//calculates displacement for time 1
displacement[1] = inverseMassMatrix.multiply(
force[0].scalarMultiply(deltaTimeSquare)

//.add(massFieldMatrix.scalarMultiply(TWO_BIG_REAL).add(stiffnessFieldMatrix.scalarMultiply(deltaTime.multiply(delt
aTime))).multiply(displacementM1))
.add(massFieldMatrix.multiply(displacementM1).scalarMultiply(MINUS ONE))

)’

writeToFile("=== displacement 1 ===");
printMatrix(displacement[1]);

for (int i =2; i <numTimes; i++) {

//calculates displacement for time i
displacement[i] = inverseMassMatrix.multiply(force[i-1].scalarMultiply(deltaTimeSquare)
.add(massFieldMatrix.scalarMultiply(TW0).add(stiffnessFieldMatrix.scalarMultiply(deltaTimeSquare.
multiply(MINUS_ONE))).multiply(displacement[i-1]))
.add(massFieldMatrix.multiply(displacement[i-2]).scalarMultiply(MINUS_ONE))

)

writeToFile("==== displacement " + i + " ====");
printMatrix(displacement[i]);

//calculates speed for time i-1
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speed[i-1] = displacement[i].add(displacement[i-
2].scalarMultiply(MINUS _ONE)).scalarMultiply(ONE.divide(7TWO.multiply(deltaTime)));

writeToFile("===speed " + (i-1) + " ==");
printMatrix(speed[i-1]);

//calculates acceleration for time i

acceleration[i] =
inverseMassMatrix.multiply(force[i].add(stiffnessFieldMatrix.multiply(displacement[i]).scalarMultiply(MINUS _ONE)));
writeToFile("=== acceleration " + i1 + " ===");

printMatrix(acceleration[i]);

writeToFile("=== force "+ 1+ " ===");
printMatrix(force[i]);

}

writeToFile("Total time: " + (System.nanoTime() - startTime)/1000000000.0 + "s");
new Thread(new Runnable() {
@Override
public void run() {
UtilWindow.printElements(elements, displacement, speed, acceleration, force, numX, numY, numTimes);

})-start();
new Thread(new Runnable() {

@Override
public void run() {
UtilWindow.printMovingNode(elements, displacement, speed, acceleration, force, numTimes);

}).start();

private static void printMatrix(FieldMatrix<BigReal> fieldMatrix) {

writeToFile("=—==—= ===="),
StringBuilder str = new StringBuilder();
for (BigReal[] column : fieldMatrix.getData()) {

for (BigReal unit : column) {
str.append(DF . format(unit.bigDecimal Value())).append("\t");

H
str.append("\n");
writeloFile(str.toString());

}

private static void writeToFile(String string) {
UtilWriter.writeToFile(string);
UtilWriter.writeToFile("\n");

}
}
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Ventana para ingresar los datos iniciales: InitialFormWindow.java

package com.pescamillam.fem.window;

import java.awt.GridLayout;
import java.awt.event. ActionEvent;
import java.awt.event. ActionListener;

import javax.swing.JButton;
import javax.swing.JFrame;
import javax.swing.JLabel;
import javax.swing.JOptionPane;
import javax.swing.JPanel;
import javax.swing.JTextField;

import com.pescamillam.fem.Application;
import com.pescamillam.fem.model.InputValues;
import com.pescamillam.fem.util. Constants;

/**

* Class that shows the initial form to insert the constants to be used
*

* author Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)
*/
public class InitialFormWindow {

/** Label for number of iterations */

private static JLabel numTimesLabel = new JLabel("Numero de iteraciones");

/** Field text for number of iterations */

private static JTextField numTimesText = new JTextField(String.valueOf(Constants. NUM_TIMEYS)));

/** Label for number of elements in X */

private static JLabel numXLabel = new JLabel("Numero de elementos a lo ancho");

/** Field text for number of elements in X */

private static JTextField numXText = new JTextField(String.valueOf{ Constants. NUM_X));

/** Label for number of elements in Y */

private static JLabel numYLabel = new JLabel("Numero de elementos a lo alto");

/** Text field for number of elements in Y */

private static JTextField numYText = new JTextField(String.valueOf{Constants. NUM_Y));

/** Label for thickness field */

private static JLabel thicknessLabel = new JLabel("Grosor");

/** Text Field for thickness value */

private static JTextField thicknessText = new JTextField(Constants. THICKNESS);

/** Label for elasticity field */

private static JLabel elasticityLabel = new JLabel("Elasticidad");

/** Text field for elasticity value */

private static JTextField elasticityText = new JTextField(Constants. ELASTICITY);

/** Label for density field */
private static JLabel densityLabel = new JLabel("Densidad");
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/** Text field for density value */
private static JTextField densityText = new JTextField(Constants. DENSITY);

/** Label for element area field */

private static JLabel arealLabel = new JLabel("Area");

/** Text field for element area value */

private static JTextField areaText = new JTextField(Constants. AREA);

/** Label for poisson field */

private static JLabel poissonLabel = new JLabel("Poisson");

/** Text field for poisson value */

private static JTextField poissonText = new JTextField(Constants.POISSON);

/** Label for delta time field */

private static JLabel deltaTimeLabel = new JLabel("Delta Time");

/** Text field for delta time value */

private static JTextField deltaTimeText = new JTextField(Constants. DELTA_TIME);

/** Frame object where the form will be shown */
private static JFrame frame;

/** Creates the form with a squared layout */

public static void createFormInitial Values() {
//Assigns a grid layout of 12 rows and 2 columns
JPanel p = new JPanel(new GridLayout(12, 2, 10, 10));

p.add(numTimesLabel),
p.add(numTimesText),

p.add(numXLabel),
p.add(numXText),

p-add(numYLabel),
p-add(numYText),

p-add(thicknessLabel);
p-add(thicknessText);

p-add(elasticityLabel),
p.add(elasticity Text),

p-add(densityLabel);
p.add(densityText);

p-add(areaLabel);
p.add(arealext);

p-add(poissonLabel),
p-add(poissonText),

p-add(deltaTimeLabel);
p-add(deltaTimeText);

// button to start the process

JButton button = new JButton("Ejecutar");
p-add(button);
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// assigns the action of making the processing to the button
button.addActionListener(new ActionListener() {
public void actionPerformed(ActionEvent e) {
button.setEnabled(false);
//Starts the processing in background
new Thread(new ExecutionThread()).start();
JOptionPane.showMessageDialog(frame, "Ejecutando por favor espere");
frame.dispose();

;s

//Create and set up the window.
frame = new JFrame("Ingresar valores iniciales");

//Set up the content pane.
p.setOpaque(true); //content panes must be opaque
frame.setContentPane(p);

//Display the window.
frame.pack();
frame.setVisible(true);

}

//Thread with the processing part to be executed in background
private static class ExecutionThread implements Runnable {
@Override
public void run() {
// Starts the processing with the entered values
Application.executeFiniteElementProcess(new InputValues.Builder()
.withArea(areaText.getText())
.withThickness(thicknessText.getText())
.withDensity(densityText.getText())
.withElasticity(elasticity Text.getText())
.withPoisson(poissonText.getText())
.withDeltaTime(deltaTimeText.getText())
withNumX(numXText.getText())
withNumY (numYText.getText())
withNumTimes(num TimesText.getText())
.build());

Ventana que grafica tanto un nodo individual como la malla
completa y su movimiento en el tiempo: UtilWindow.java

package com.pescamillam.fem.util;

import com.pescamillam.fem.element.Cst;
import org.apache.commons.math3.linear.FieldMatrix;
import org.apache.commons.math3.util. BigReal;

import javax.swing.*;

import java.awt.*;
import java.awt.image.BufferStrategy;
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import java.math.BigDecimal;
import java.util. List;

%

* Util class to show result windows
%

* @author Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)
*/
public class UtilWindow {

/**
* Shows an image with the displacement, speed, acceleration and force of a node
k
* @param elements List with all the elements of the grid
* @param displacement vector of displacement
* @param speed vector of speed
* @param acceleration vector of acceleration
* @param force vector of force
* @param numTimes number of iterations
*/
public static void printMovingNode(List<Cst> elements, FieldMatrix<BigReal>[] displacement,
FieldMatrix<BigReal>[] speed, FieldMatrix<BigReal>[] acceleration, FieldMatrix<BigReal>[] force, Integer
numTimes) {
//assigns the title of the window
final String title = "EWaveFem node displacement";
//defines the size of the window
final int width = 1200;
final int height = 500;

//creates the window with the given size

JFrame frame = new JFrame(title);

frame.setSize(width, height);
frame.setDefaultCloseOperation(JFrame. EXIT ON_CLOSE);
frame.setLocationRelativeTo(null);

frame.setResizable(true);

frame.setVisible(true);

//Creating the canvas where the vectors will be drawn
Canvas canvas = new Canvas();

canvas.setSize(width, height);
canvas.setBackground(Color. BLACK);
canvas.setVisible(true);
canvas.setFocusable(false);

frame.add(canvas);
canvas.createBufferStrategy(3);

BufferStrategy bufferStrategy;
Graphics graphics = canvas.getGraphics();
bufferStrategy = canvas.getBufferStrategy();
graphics = bufferStrategy.getDrawGraphics();
//keeps drawing the vectors
while (true) {

graphics.setColor(Color. GREEN));
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//iterates for every possible time
for (inti = 0; i <numTimes-1; i++) {
for (intj=1;j<1+1;j++) {
//Draws the displacement
graphics.setColor(Color.LIGHT GRAY);
((Graphics2D)graphics).setStroke(new BasicStroke(3));
int yl = displacement[i].getData()[j][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("100"))
.intValue();
int y2 = displacement[i+1].getData()[j][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("100"))
.intValue();
graphics.drawLine(i*5, y14+250, (i+1)*5, y2+250);

//Draws the acceleration
if (acceleration[i] != null && acceleration[i+1] = null) {
graphics.setColor(Color. GREEN));
yl = acceleration[i].getData()[j][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.001"))
.intValue();
y2 = acceleration[i+1].getData()[j][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.001"))
.intValue();
graphics.drawLine(i*5, y1+250, (i+1)*5, y2+250);
j

//Draws the speed
if (speed[i] != null && speed[i+1] !=null) {
graphics.setColor(Color. YELLOW);
yl = speed[i].getData()[j][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("10"))
.intValue();
y2 = speed[i+1].getData()[j][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("10"))
.intValue();
graphics.drawLine(i*5, y1+250, (i+1)*5, y2+250);
}

//Draws the force

graphics.setColor(Color. CYAN),

y1 = force[i].getData()[j][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.002"))
.intValue();

y2 = force[i+1].getData()[j][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.002"))
.intValue();

graphics.drawLine(i*5, y14+250, (i+1)*5, y2+250);

//Draws a 0 line for reference

graphics.setColor(Color. WHITE);
((Graphics2D)graphics).setStroke(new BasicStroke(1));
graphics.drawLine(i*5, 250, (i+1)*5, 250);
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bufferStrategy.show();
graphics.dispose();

try {
//keeps drawing every 0.2 seconds

Thread.sleep(200L);
} catch (InterruptedException e) {
e.printStackTrace();
H
H

}

/**

* Shows a window with an animation of all the nodes with a line representing speed, acceleration and force for
* each node
k
* @param elements List with all the elements of the grid
* @param displacement vector of displacement
* @param speed vector of speed
* @param acceleration vector of acceleration
* @param force vector of force
* @param numX number of elements in X
* @param numY number of elements in Y
* @param numTimes number of iterations
*/
public static void printElements(List<Cst> elements, FieldMatrix<BigReal>[] displacement,
FieldMatrix<BigReal>[] speed, FieldMatrix<BigReal>[] acceleration, FieldMatrix<BigReal>[]
force,
Integer numX, Integer numY, Integer numTimes) {

//assigns the title of the window

final String title = "EWaveFem";

final int width = 30*(numX+2);

final int height = 30*(numY+3);

//Creating the frame.
JFrame frame = new JFrame(title);

frame.setSize(width, height);
frame.setDefaultCloseOperation(JFrame. EXIT ON_CLOSE);
frame.setLocationRelativeTo(null);

frame.setResizable(false);

frame.setVisible(true);

//Creating the canvas.
Canvas canvas = new Canvas();

canvas.setSize(width, height);
canvas.setBackground(Color.BLACK);
canvas.setVisible(true);
canvas.setFocusable(false);

//Putting it all together.
frame.add(canvas);
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canvas.createBufferStrategy(3);
boolean running = true;

BufferStrategy bufferStrategy;
Graphics graphics;
inti=0;

//keeps executing to show the animation

while (running) {
bufferStrategy = canvas.getBufferStrategy();
graphics = bufferStrategy.getDrawGraphics();
graphics.clearRect(0, 0, width, height);

graphics.setColor(Color. GREEN));
graphics.clearRect(0, 0, 30*(numX+2), 30*(numY+3));

for (int m = 0; m <= numY; m++) {
for (int n = 0; n <= numX; n++) {

//places the node based on the displacement

int x =n*30 + displacement[i].getData()[m*(numX+1)*2+n*2][0].bigDecimal Value()
.intValue();

int y = m*30 + displacement[i].getData()[m*(numX+1)*2+n*2+1][0].bigDecimal Value()
.intValue();

//draws the node
graphics.setColor(Color. GREEN);
graphics.drawOval(x, y, 10, 10);

//draws the speed vector
if (speed[i] != null) {
graphics.setColor(Color.BLUE);
graphics.drawLine(x + 5, y + 5,
X + 5 + speed[i].getData()[ m*(numX+1)*2+n*2][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.01"))
.intValue(),
y + 5 + speed[i].getData()[ m*(numX+1)*2+n*2+1][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.01"))
.intValue());

}

//draws the acceleration vector
if (acceleration[i] != null) {
graphics.setColor(Color.RED);
graphics.drawLine(x + 5, y + 5,
x + 5 + acceleration[i].getData()[m*(numX+1)*2+n*2][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.0001"))
.intValue(),
y + 5 + acceleration[i].getData()[m*(numX+1)*2+n*2+1][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.0001"))
.intValue());

}

//draws the force vector
if (force[i] != null) {
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graphics.setColor(Color.CYAN);
graphics.drawLine(x + 5, y + 5,
x + 5 + force[i].getData()[m* (numX+1)*2+n*2][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.001"))
.intValue(),
y + 5 + force[i].getData()[m* (numX+1)*2+n*2+1][0].bigDecimal Value()
.multiply(new BigDecimal("0.001"))
.intValue());
}
}
}

//draws the current time iteration
graphics.drawString("t: " + 1, 100, 30*(numY+1));

bufferStrategy.show();

graphics.dispose();

try {
Thread.sleep(200L);

} catch (InterruptedException ¢) {
e.printStackTrace();

j

if (i <numTimes - 1) {
i+t

} else {
//restarts the unit count when reaches the end
i=0;

H

H
H
H

Archivo de constantes: Constants.java

package com.pescamillam.fem.util;
import java.text.DecimalFormat;

import org.apache.commons.math3.util. BigReal;

/**
* Constants with initial values and default decimal format
k
*
*/
public class Constants {
public static final BigReal FOUR = new BigReal("4");
public static final BigReal TWELVE = new BigReal("12");
public static final BigReal TWO = new BigReal("2");
public static final BigReal MINUS ONE = new BigReal("-1");

Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)

public static final String THICKNESS ="1";
public static final String ELASTICITY = "3000000";
public static final String DENSITY = "0.00073";
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public static final String AREA = "450";

public static final String POISSON = "0.3";

public static final String DELTA_TIME = "0.00005";
public static final String NUM_X="8";

public static final String NUM_Y ="8";

public static final String NUM_TIMES = "200";

public static DecimalFormat DF = new DecimalFormat();
static {
DF .setMaximumFractionDigits(10);
DF .setMinimumFractionDigits(0);
DF .setGroupingUsed(false);
H
H

Archivo para generar el archivo de resultado:

package com.pescamillam.fem.util;

import java.io.Buffered Writer;
import java.io.FileWriter;
import java.io.IOException;

/**

* Class to write to output file
k

* Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)
*/
public class UtilWriter {

private static BufferedWriter bw;

/>X<>X<
* Prints to file the received string
3k

* stringToWrite string to write to file
*/
public static void writeToFile(String stringToWrite) {
initializeWriterlfNecessary();
try {
bw.write(stringToWrite);
} catch (IOException e) {
e.printStackTrace();
H
}

/**
* In case the writer doesn't exists this creates it
*/
private static void initializeWriter[fNecessary() {
if (bw == null) {
try {
bw = new BufferedWriter(new FileWriter("output.txt"));
} catch (IOException e) {
e.printStackTrace();
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Archivo para modelar los datos de entrada: InputValues.java

package com.pescamillam.fem.model;

/**
* Pojo class with the input values that the program can receive
k
* @author Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)
*/
public class InputValues {

private String thickness;

private String area;

private String elasticity;

private String density;

private String poisson;

private String deltaTime;

private String numTimes;

private String numX;

private String numY;

public InputValues(String thickness, String area, String elasticity, String density,
String poisson, String deltaTime, String numTimes, String numX, String numY) {
this.thickness = thickness;
this.area = area;
this.elasticity = elasticity;
this.density = density;
this.poisson = poisson;
this.deltaTime = deltaTime;
this.numTimes = numTimes;
this.numX = numX;
this.numY = numY;

}

public String getThickness() {
return thickness;

}

public String getArea() {
return area,

}

public String getElasticity() {
return elasticity;

}
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public String getDensity() {
return density;

}

public String getPoisson() {
return poisson;

}

public String getDeltaTime() {
return deltaTime;

}

public String getNumTimes() {
return numTimes;

}

public String getNumX() {
return numxX;

}

public String getNumY/() {
return numY;

}

/**
* Builder to create a InputValues instance easily
3k
* (@author Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)
*/
public static class Builder {
private String thickness;
private String area;
private String elasticity;
private String density;
private String poisson;
private String deltaTime;
private String numTimes;
private String numX;
private String numY;

public Builder withThickness(String thickness) {
this.thickness = thickness;
return this;

}

public Builder withArea(String area) {
this.area = area;
return this;

}
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public Builder withElasticity(String elasticity) {
this.elasticity = elasticity;
return this;

}

public Builder withDensity(String density) {
this.density = density;
return this;

}

public Builder withPoisson(String poisson) {
this.poisson = poisson;
return this;

}

public Builder withDeltaTime(String deltaTime) {
this.deltaTime = deltaTime;
return this;

}

public Builder withNumTimes(String numTimes) {
this.numTimes = numTimes;
return this;

}

public Builder withNumX(String numX) {
this.numX = numX;
return this;

}

public Builder withNumY (String numY) {
this.numY =numY;
return this;

}

public InputValues build() {
return new InputValues(thickness, area, elasticity, density, poisson, deltaTime, numTimes, numX, numY);

}

Archivo que genera las matrices del elemento 1: ElementOne.java

package com.pescamillam.fem.element.cst;

import static com.pescamillam.fem.util. Constants. TWO;
import static org.apache.commons.math3.util. BigReal. ONE;
import static org.apache.commons.math3.util. BigReal. ZERO,;

import java.math.BigDecimal;
import java.util. List;
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import org.apache.commons.math3.util. BigReal;

import com.pescamillam.fem.element.Cst;
import com.pescamillam.fem.element.Point;

%

* Util class to manage the element one type
%

* @author Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)
*/
public class ElementOne {

/**

* Gets the local stiffness matrix for a element one

* @param poisson poisson module as given by input values

* @return local stiffness matrix of the element one

*/

public static BigReal[][] getLocalStiffnessMatrix(BigReal poisson) {

BigReal[][] localMatrix = new BigReal[6][6];

//(1-v)
BigReal poisson1mv = poisson.negate().add(new BigReal("1"));

//(1-2v)/2
BigReal poisson1m2vo2 = poisson.multiply(new BigReal("2")).negate().add(new BigReal("1")).divide(new
BigReal("2"));

//element 1
//

/1

I\

I/

I\

/fm j

/fbetairy j-y m

BigReal betalell = new BigReal("0");
/fbetaj:y m-y i

BigReal betaJell = new BigReal("30");
/fbetam:y i-y j

BigReal betaMell = new BigReal("-30");

//gamma i:X m-X j

BigReal gammalell = new BigReal("-30");
//gamma_j: X i-X m

BigReal gammalell = new BigReal("0");
//gamma m: X _j-X_i

BigReal gammaMell = new BigReal("30");

//11-1
localMatrix[0][0] =
betalell.multiply(betalell ).multiply(poisson 1mv).add(gammalel | .multiply(gammalel 1 ). multiply(poisson I m2vo2));
/112
localMatrix[0][1] =
betalell.multiply(betalel 1 ).multiply(poisson).add(betalel |.multiply(gammalel  ).multiply(poisson Im2vo2));
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//1-3
localMatrix[0][2] =

betalel1.multiply(betaJel1).multiply(poisson I mv).add(gammalel | .multiply(gammalel1).multiply(poisson I m2vo2));
//1-4
localMatrix[0][3] =

betalell.multiply(gammalell).multiply(poisson).add(betaJel 1 .multiply(gammalel 1 ).multiply(poisson Im2vo2));
//1-5
localMatrix[0][4] =

betalel1.multiply(betaMell).multiply(poisson Imv).add(gammalel 1. multiply(gammaMell).multiply(poisson I m2vo2));
//1-6
localMatrix[0][5] =

betalel1.multiply(gammaMel1).multiply(poisson).add(betaMel I .multiply(gammalel 1).multiply(poisson Im2vo2));

//2-1
localMatrix[1][0] = localMatrix[0][1];
1/2-2
localMatrix[1][1] =

gammalel | .multiply(gammalell).multiply(poisson 1 mv).add(betalel 1.multiply(betalel 1 ).multiply(poisson Im2vo2));
//2-3
localMatrix[1][2] =

betalell.multiply(gammalell).multiply(poisson).add(betalel I .multiply(gammalel 1 ).multiply(poisson Im2vo2));
//2-4
localMatrix[1][3] =

gammalel | .multiply(gammalel1).multiply(poisson I mv).add(betalel I .multiply(betaJel1).multiply(poisson I m2vo2));
//2-5
localMatrix[1][4] =

betaMell.multiply(gammalel1).multiply(poisson).add(betalel I .multiply(gammaMell).multiply(poisson Im2vo2));
//2-6
localMatrix[1][5] =

gammalel | .multiply(gammaMel 1 ).multiply(poisson 1 mv).add(betalel 1.multiply(betaMel 1 ). multiply(poisson Im2vo2));

/13-3
localMatrix[2][2] =

betaJel 1.multiply(betaJel1).multiply(poisson Imv).add(gammalel | .multiply(gammalel1).multiply(poisson Im2vo2));
/13-4
localMatrix[2][3] =

betaJel 1.multiply(gammalell).multiply(poisson).add(betalell.multiply(gammalel 1).multiply(poisson Im2vo2));
1/3-5
localMatrix[2][4] =

betaJel 1.multiply(betaMel 1 ).multiply(poisson 1 mv).add(gammalel I .multiply(gammaMell ). multiply(poisson Im2vo2));
1/3-6
localMatrix[2][5] =

betaJel1.multiply(gammaMel1).multiply(poisson).add(betaMel 1 .multiply(gammalell ). multiply(poisson Im2vo2));

//4-3
localMatrix[3][2] = localMatrix[2][3];
/14-4
localMatrix[3][3] =
gammalel l.multiply(gammalel 1 ).multiply(poisson 1 mv).add(betaJel 1 .multiply(betaJel 1).multiply(poisson 1m2vo2));
//4-5
localMatrix[3][4] =
betaMell.multiply(gammalell).multiply(poisson).add(betalel 1 .multiply(gammaMell).multiply(poisson 1m2vo2));
//14-6
localMatrix[3][5] =
gammalel | .multiply(gammaMell).multiply(poisson 1 mv).add(betaJel | .multiply(betaMel1).multiply(poisson Im2vo2));
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//5-5
localMatrix[4][4] =
betaMel I .multiply(betaMell).multiply(poisson Imv).add(gammaMel | .multiply(gammaMell ). multiply(poisson Im2vo2));
1/5-6
localMatrix[4][5] =
betaMel l.multiply(gammaMell).multiply(poisson).add(betaMel I .multiply(gammaMell ). multiply(poisson I m2vo2));

116-5
localMatrix[5][4] = localMatrix[4][5];
116-6
localMatrix[5][5] =
gammaMel l.multiply(gammaMel ).multiply(poisson I mv).add(betaMel I .multiply(betaMel 1).multiply(poisson 1m2vo2));

return localMatrix;

}

/**
* Adds a local matrix element one to the global stiffness matrix
k
* @param elements list of elements
* @param stiffnessMatrix global stiffness matrix
* @param localMatrixElementOne local stiffness matrix to add
* @param i element placement in X
* @param j element placement in Y
* @param numX number of elements in X
*/
public static void appendElementOneToStiffnessMatrix(List<Cst> elements,
BigReal[][] stiffnessMatrix, BigReal[][] localMatrixElementOne, int i, int j, Integer numX) {
Cst element = new Cst(new Point(new BigDecimal(i*10), new BigDecimal(j*10)),
new Point(new BigDecimal(i*10+10), new BigDecimal(j*10+10)),
new Point(new BigDecimal(i*10), new BigDecimal(j*10+10)));
elements.add(element);

/ltop left corner

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*j+1)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*j+i)*2].add(localMatrixElementOne[0][0]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+i)*2][(numX+1)*j+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*j+i1)*2+1].add(localMatrixElementOne[0][1]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+i)*2+1][((numX+1)*j+i)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+i)*2].add(localMatrixElementOne[0][1]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1 ][ (numX+1)*j+1)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+i)*2+1].add(localMatrixElementOne[ 1][ 1]);

//bottom left corner

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(+1)+1)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(j+1)+1)*2][(numX+1)*(j+1)+i)*2].add(localMatrixElementOne[4][4]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(G+1)+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(j+1)+1)*2][(numX+1)*(j+1)+i)*2+1].add(localMatrixElementOne[4][5]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2+ 1 [(numX+1)*(j+1)+1)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(j+1)+1)*2+1][((numX+1)*(j+1)+i)*2].add(localMatrixElementOne[5][4]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2+1[[((numX+1)*(+1)+1)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2+1][((numX+1)*(+1)+i)*2+1].add(localMatrixElementOne[5][5]);

//bottom right corner
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stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+({+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElementOne[2][ 2]);
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrixElementOne[2][3]);
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(@1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElementOne[ 2][3]);
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrix ElementOne[3][3]);

/1j

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(localMatrix ElementOne[ 0][ 2]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrixElementOne[0][3]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElementOne[ 1][2]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2+ 1 ][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrix ElementOne[ 1][3]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1 )+ 1)) *2][(numX+1)*j+i)*2] =
stiffnessMatrix[((numX-+1)*j+1)*2][((numX+1)*(+1)y+(i+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+Gi+1)*2+ 1 [(numX+1)%j+i)*2] =
stiffnessMatrix[((numX-+1)j+i)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1];
stiffnessMatrix[(numX+1)*G+1 )+ 1)) *2][(numX+1)*j+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX-+1)*j+i)*2+ 1][((numX+1)*(+1)+Hi+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*G+1)+HGi+1)*2+ [((numX+1)*j+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[(numX+1)%j+i)*2+ 1 [((numX+1)*(+1)+i+1))*2+1];

/im

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+)*2][((numX+1)*(j+1)+i)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(j+1)+i)*2].add(localMatrixElementOne[ 0][4]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+)*2][(numX+1)*(G+1)+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*(j+1)+i)*2+1].add(localMatrixElementOne[0][ 5]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+1)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+i)*2].add(localMatrix ElementOne[ 1][4]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(+1)+1)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+i1)*2+1].add(localMatrixElementOne[ 1][5]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(G+1)+i)*2][((numX+1)*j+i)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*(j+1)+1)*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2+1][((numX+1)*j+1)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(j+1)+1)*2+1];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*j+1)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*(G+1)+1)*2];
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2+1][((numX+1)*j+i)*¥2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*(+1)+i)*2+1];

//im

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(j+1)+1)*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElementOne[2][4]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(G+1)+1)*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(j+1)+1)*2+ 1 ][((numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElementOne[3][4]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(G+1)+({+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(j+1)+1)*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrixElementOne[ 2][5]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2+ 1 |[(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(j+1)+1)*2+1][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrixElementOne[3][5]);
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stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+i)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(j+1)+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+1)*2] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(G+1)+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2+1][(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1];

/**
* Adds a local mass matrix element one to the global mass matrix
k
* @param massMatrix global mass matrix
* @param i element placement in x
* @param j element placement in y
* @param numX total number of elements in X
*/
public static void appendElementOneToMassMatrix(BigReal[][] massMatrix, int i, int j, Integer numX) {
//element 1
//
/1
1\
/N
AR
//m j

//top left corner
massMatrix[((numX+1)*j+i)*2][(numX+1)*j+i)*2] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+i)*2].add(TWO);
massMatrix[((numX+1)*j+)*2][(numX+1)*j+)*2+1] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+i1)*2+1].add(ZERO);
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+i)*2] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+i)*2].add(ZERO);
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*j+i)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+i)*2+1].add(TWO);

//bottom left corner
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+1)*2][((numX+1)*(j+1)+1)*2] =
massMatrix[(numX-+1)*(+1)+)*2][((numX+1)*(j+1)+1)*2].add(TWO);
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+1)*2][((numX+1)*(+1)+1)*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*(+1)+)*2][((numX+1)*(j+1)+i)*2+1].add(ZERO);
massMatrix[(numX+1)*(j+1)+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+i)*2] =
massMatrix[(numX+1)*(+1)+i)*2+1][(numX+1)*(+1)+1)*2].add(ZERO);
massMatrix[((numX+1)*(j+1)+1)*2+1][((numX+1)*(+1)+1)*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*(+1)+)*2+1][(numX+1)*(j+1)+1)*2+1].add(TWO),

//bottom right corner
massMatrix[(numX+1)*(+1)+(0+1))*2][(numX+1)*(G+1)+({+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2].add(TWO);
massMatrix[(numX+1)*(+1)+(0+1))*2][(numX+1)*(G+1)+({+1))*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(humX+1)*(j+1)+(1+1))*2+1].add(ZERO);
massMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+({+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(ZERO);
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massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1 ] [(numX+1)*(G+1)+([+1))*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1].add(TWO);

/1ij

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(humX+1)*(G+1)+(1+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(ONE);

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(BigReal. ZERO);

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
massMatrix[((numX-+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(BigReal. ZERO);

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1].add(ONE);

massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(+1))*2][(numX+1)*j+1)*2] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2];
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(+1))*2+1 ][ (numX+1)*j+1)*2] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2+1];
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2][(numX+1)*j+1)*2+1] =
massMatrix[((numX-+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(@+1))*2];
massMatrix[((numX+1)*(+1)+({+1))*2+1][(numX+1)*j+i)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2+ 1 ][(numX+1)*(G+1)+(@+1))*2+1];

//im

massMatrix[((numX+1)*j+i)*2][(numX+1)*(j+1)+i)*2] =
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(j+1)+1)*2].add(ONE);

massMatrix[((numX+1)*j+i)*2][(numX+1)*(j+1)+i)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+)*2][(numX+1)*(j+1)+i)*2+1].add(ZERO);

massMatrix[(numX+1)*j+i)*2+1][((numX+1)*(j+1)+i)*2] =
massMatrix[((numX+1)*j+i)*2+1][(numX+1)*(j+1)+i)*2].add(ZERO);

massMatrix[((numX+1)*j+i)*2+1][(numX+1)*(+1)+i)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+i)*2+1][(numX+1)*(j+1)+i)*2+1].add(ONE);

massMatrix[(numX+1)*(j+1)+1)*2][((numX+1)*j+i)*2] = massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(j+1)+1)*2];

massMatrix[((numX+1)*(+1)+i)*2+1][((numX+1)*j+i)*2] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2][(numX+1)*(G+1)+i)*2+1];

massMatrix[((numX+1)*(+1)+)*2][(numX+1)*j+i)*2+1] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*(+1)+1)*2];

massMatrix[(numX+1)*(G+1)+1)*2+1 ][ (numX+1)*j+1)*2+1] =
massMatrix[((numX-+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*(+1)+1)*2+1];

//im

massMatrix[(numX+1)*(+1)+1)*2][(mumX+1)*(G+1D)+(i+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*(+1)+)*2][((numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(ONE);

massMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
massMatrix[(numX-+1)*(j+1)+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(ZERO);

massMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(ZERO);

massMatrix[(numX+1)*(j+1)+1)*2+1][((numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*(+1)+)*2+ ][ (numX+1)*(G+1)+(i+1))*2+1].add(ONE);

massMatrix[(numX+1)*(j+1)+(+1))*2][(numX+1)*(+1)+1)*2] =
massMatrix[((numX+1)*(+1)+1)*2][(numX+1)*(G+1)+(+1))*2];

massMatrix[((numX+1)*(j+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(G+1)+i)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*(+1)+)*2+ ][ (numX+1)*(G+1)+(i+1))*2];

massMatrix[(numX+1)*(G+1)+3(+1))*2+1][(numX+1)*(j+1)+i)*2] =
massMatrix[((numX+1)*(+1)+)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1];
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massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1 ] [(numX+1)*(G+1)+)*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(+1))*2+1];

}

}

Archivo que genera las matrices del elemento 2:

package com.pescamillam.fem.element.cst;

import static com.pescamillam.fem.util. Constants. TWO;

import static org.apache.commons.math3.util. BigReal. ONE;
import static org.apache.commons.math3.util. BigReal. ZERO,

import java.math.BigDecimal,
import java.util.List;

import org.apache.commons.math3.util. BigReal;

import com.pescamillam.fem.element.Cst;
import com.pescamillam.fem.element.Point;

/**

* Util class to manage the element two type

k

* author Peter Escamilla (pescamilla@unab.edu.co)

*/

public class ElementTwo {

/**

public static BigReal[][] getLocalStiffnessMatrix(BigReal poisson) {

* Gets the local stiffness matrix for an element two

* (param poisson poisson module as given by input values

* (return local stiffness matrix of the element two

*/

BigReal[][] localMatrix = new BigReal[6][6];

/(1-v)

BigReal poissonlmv = poisson.negate().add(new BigReal("1"));

/(1-2v)/2

ElementTwo.java

BigReal poisson1m2vo2 = poisson.multiply(new BigReal("2")).negate().add(new BigReal("1")).divide(new
BigReal("2"));

//element 2
//

i
I\
/1N
I\

// m

/fbetairy j-y m
BigReal betalel2 = new BigReal("-30");
/fbetaj:y m-y i
BigReal betalel2 = new BigReal("30");
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/fbetam:y i-y j
BigReal betaMel2 = new BigReal("0");

//gamma i: X _m-X_j

BigReal gammalel2 = new BigReal("0");
//gamma j: X i-X m

BigReal gammalel2 = new BigReal("-30");
//gamma m: X j-X i

BigReal gammaMel2 = new BigReal("30");

//1-1
localMatrix[0][0] =
betalel2.multiply(betalel2).multiply(poisson Imv).add(gammalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson I m2vo2));
//1-2
localMatrix[0][1] =
betalel2.multiply(betalel2).multiply(poisson).add(betalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Im2vo2));
//1-3
localMatrix[0][2] =
betalel2.multiply(betaJel2).multiply(poisson I mv).add(gammalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Im2vo2));
//1-4
localMatrix[0][3] =
betalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson).add(betaJel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Im2vo2));
/1-5
localMatrix[0][4] =
betalel2.multiply(betaMel2).multiply(poisson Imv).add(gammalel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson I m2vo2));
//1-6
localMatrix[0][5] =
betalel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson).add(betaMel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Im2vo2));

//2-2
localMatrix[1][1] =
gammalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson 1mv).add(betalel2.multiply(betalel2).multiply(poisson I m2vo2));
/12-3
localMatrix[1][2] =
betaJel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson).add(betalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Im2vo2));
/12-4
localMatrix[1][3] =
gammalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson I mv).add(betalel2.multiply(betaJel2).multiply(poisson Im2vo2));
1/2-5
localMatrix[1][4] =
betaMel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson).add(betalel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson 1m2vo2));
1/2-6
localMatrix[1][5] =
gammalel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson 1 mv).add(betalel2.multiply(betaMel2).multiply(poisson 1m2vo2));

//3-3
localMatrix[2][2] =
betaJel2.multiply(betaJel2).multiply(poisson I mv).add(gammalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Im2vo2));
/13-4
localMatrix[2][3] =
betalJel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson).add(betalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Im2vo2));
//3-5
localMatrix[2][4] =
betalel2.multiply(betaMel2).multiply(poisson I mv).add(gammalel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson Im2vo2));
1/3-6
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localMatrix[2][5] =
betalel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson).add(betaMel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Im2vo2));

//4-4
localMatrix[3][3] =
gammalel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson Imv).add(betaJel2.multiply(betaJel2).multiply(poisson Im2vo2));
//4-5
localMatrix[3][4] =
betaMel2.multiply(gammalel2).multiply(poisson).add(betaJel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson Im2vo2));
/14-6
localMatrix[3][5] =
gammalel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson I mv).add(betaJel2.multiply(betaMel2).multiply(poisson Im2vo2));

115-5
localMatrix[4][4] =
betaMel2.multiply(betaMel2).multiply(poisson Imv).add(gammaMel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson I m2vo2));
1/5-6
localMatrix[4][5] =
betaMel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson).add(betaMel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson I m2vo2));

1/6-6
localMatrix[5][5] =

gammaMel2.multiply(gammaMel2).multiply(poisson I mv).add(betaMel2.multiply(betaMel2).multiply(poisson Im2vo2));
return localMatrix;

}

/**
* Adds a local matrix element two to the global stiffness matrix
*
* @param elements list of elements
* @param stiffnessMatrix global stiffness matrix
* @param localMatrixElementTwo local stiffness matrix to add
* @param i element placement in X
* @param j element placement in Y
* param numX number of elements in X
*/
public static void appendElementTwoToStiffnessMatrix(List<Cst> elements,
BigReal[][] stiffnessMatrix, BigReal[][] localMatrixElementTwo, int i, int j, Integer numX) {
Cst element2 = new Cst(new Point(new BigDecimal(i*10), new BigDecimal(j*10)),
new Point(new BigDecimal(i*10+10), new BigDecimal(j*10)),
new Point(new BigDecimal(i*10+10), new BigDecimal(j*10+10)));
elements.add(element?2);
//top left corner
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*j+1)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+1)*2].add(localMatrix Element Two[0][0]);
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+)*2][(numX+1)*j+1)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*j+1)*2+1].add(localMatrixElementTwo[0][ 1]);
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+i)*2+ ][ (numX+1)*j+1)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+1)*2].add(localMatrixElementTwo[0][ 1]);
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+ 1 [[(numX+1)*j+1)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+1)*2+1].add(localMatrixElementTwo[ 1 ][ 1]);

//top right corner

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*j+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][((numX+1)*j+(i+1))*2].add(localMatrixElement Two[2][2]);
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stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(+1))*2][(numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][((numX+1)*j+(i+1))*2+1].add(localMatrixElement Two[ 2][3]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+ 1 ][((numX+1)*j+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+1][((numX+1)*j+(i+1))*2].add(localMatrixElementTwo[ 2][3]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2+ 1 ][((numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+1][((numX+1)*j+(i+1))*2+1].add(localMatrixElement Two[ 3][3]);

//bottom right corner

stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+(+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElementTwo[4][4]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+(+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1].add(localMatrix Element Two[4][5]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(localMatrix ElementTwo[4][ 5]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1 ] [(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrix Element Two[ 5][ 5]);

/1j

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+)*2][((numX+1)*j+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*j+(i+1))*2].add(localMatrixElement Two[0][2]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+)*2][((numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*j+(i+1))*2+1].add(localMatrixElement Two[0][3]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+i)*2+1][(numX+1)*j+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*j+(i+1))*2].add(localMatrixElement Two[ 1][2]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+(i+1))*2+1].add(localMatrixElementTwo[ 1][3]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][((numX+1)*j+i)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX-+1)*j+(i+1))*2];
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+@1+1))*2+1][((numX+1)*j+i)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX-+1)*j+(i+1))*2+1];
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*j+1)*2+1] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+(i+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(@i+1))*2+1][((numX+1)*j+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*j+(1+1))*2+1];

//im

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElement Two[0][4]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrixElement Two[0][ 5]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElementTwo[ 1][4]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrixElementTwo[ 1 ][ 5]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(+1))*2][(numX+1)*j+1)*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*(j+1)+(i+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(j+1)+(@i+1))*2+1][((numX+1)*j+i)*2] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+17;
stiffnessMatrix[(numX+1)*(G+1)+(@+1))*2][(numX+1)*j+i)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+({+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1][(numX+1)*j+1)*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1];
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//jm

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2][(numX~+1)*(G+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElement Two[ 2][4]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(+1))*2][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrixElementTwo[ 2][ 5]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2+1][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+1][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(localMatrixElement Two[ 3][4]);

stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+ 1 ][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+1][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1].add(localMatrixElement Two[3][5]);

stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2][(numX+1)*j+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][(numX-+1)*(+1)+(i+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(G+1)+(@i+1))*2+1][(numX+1)*j+(i+1))*2] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(G+1)+(@+1))*2][(numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2+1][((numX+1)*(G+1)+(+1))*2];
stiffnessMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
stiffnessMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1];

/**

* Adds a local mass matrix element two to the global mass matrix
k
* @param massMatrix global mass matrix
* @param i element placement in x
* @param j element placement in y
* @param numX total number of elements in X
*/
public static void appendElementTwoToMassMatrix(BigReal[][] massMatrix, int i, int j, Integer numX) {
//element 2
//
i
11\ |
11\
I\
/- m

//top left corner
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+1)*2] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+i)*2].add(TWO);
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+1)*2+1] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+1)*2+1].add(ZERO);
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+i)*2] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+i)*2].add(ZERO);
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*j+i)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*j+i)*2+1].add(TWO);

//top right corner
massMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*j+(i+1))*2] =
massMatrix[((numX+1)*j+(1+1))*2][((numX+1)*j+(i+1))*2].add(TWO);
massMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*j+(+1))*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+(1+1))*2][((numX+1)*j+(i+1))*2+1].add(ZERO);
massMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+1 ][ ((numX+1)*j+(i+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*j+(1+1))*2+1][(hnumX+1)*j+(i+1))*2].add(ZERO);
massMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+1 [ (numX+1)*j+(1+1))*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+(1+1))*2+1][(hnumX+1)*j+(i+1))*2+1].add(TWO);
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//bottom right corner
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+(1+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(TWO);
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(+1))*2][(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2][(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1].add(ZERO);
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1 ][ (numX+1)*(+1)+(1+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(ZERO);
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1 ] [(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1].add(TWO);

/1

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+(1+1))*2] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+(i+1))*2].add(ONE);

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+(1+1))*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+(i+1))*2+1].add(ZERO);

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+(i+1))*2] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+(i+1))*2].add(ZERO);

massMatrix[((numX+1)*j+i)*2+1][(numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+(i+1))*2+1].add(ONE);

massMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2][((numX+1)*j+i)*2] = massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*j+({+1))*2];

massMatrix[(numX+1)*j+@+1))*2+1][(numX+1)*j+i)*2] =
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][((numX+1)*j+(+1))*2+1];

massMatrix[((numX+1)*j+(+1))*2][(numX+1)*j+i)*¥2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*j+(i+1))*2];

massMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2+1 [ (numX+1)*j+1)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][((numX+1)*j+({+1))*2+1];

//im

massMatrix[((numX+1)*j+i)*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(ONE);

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(+1)+({+1))*2+1] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2][(numX~+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(ZERO);

massMatrix[((numX+1)*j+i)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(ZERO);

massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(ONE);

massMatrix[((numX+1)*(+1)+(i+1))*2][(numX+1)*j+i)*2] =
massMatrix[(numX-+1)*j+1)*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2];
massMatrix[(numX+1)*(j+1)+(+1))*2+1][(numX+1)*j+i)*2] =
massMatrix[(numX+1)*j+1)*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2+17];
massMatrix[(numX+1)*(j+1)+G+1))*2][(numX+1)*j+i)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2];
massMatrix[((numX+1)*(+1)+(1+1))*2+1 ][ (numX+1)*j+1)*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+1)*2+1][(numX+1)*(G+1)+({+1))*2+1];

//im

massMatrix[(numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*(G+1)+(i+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*j+(1+1))*2][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2].add(ONE);

massMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2][(numX+1)*(G+1)+(+1))*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+(1+1))*2][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1].add(ZERO);

massMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+1[(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2] =
massMatrix[((numX+1)*j+(1+1))*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2].add(ZERO);
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massMatrix[((numX+1)*j+(i+1))*2+1 [ ((numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1] =
massMatrix[((numX+1)*j+(1+1))*2+1][(numX+1)*(j+1)+(i+1))*2+1].add(ONE);

massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(+1))*2][(numX+1)*j+(i+1))*2] =
massMatrix[((numX+1)*j+(1+1))*2][((numX+1)*(+1)+({+1))*2];
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1 ] [(numX+1)*j+(i+1))*2] =
massMatrix[(numX+1)*j+(1+1))*2][((numX+1)*(+1)+(i+1))*2+1];
massMatrix[(numX+1)*(G+1)+(+1))*2][(numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
massMatrix[(numX+1)*j+(1+1))*2+1][(numX+1)*(+1)+(1+1))*2];
massMatrix[((numX+1)*(j+1)+(+1))*2+1 ][ (numX+1)*j+(i+1))*2+1] =
massMatrix[(numX-+1)*j+(1+1))*2+1][(numX+1)*(G+1)+(1+1))*2+1];
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ANEXO E. Formulacion matriz de rigidez

Esta matriz se halla a partir de la siguiente formulacién extraida del libro de Logan (Logan, A

first course in the finite element method, 2011):

Tomamos uno de los elementos triangulares sobre los cuales vamos a definir el elemento

general y obtenemos sus grados de libertad.

llustracion 35. Elemento triangular con grados de libertad.

Fuente: (Logan, A first course in the finite element method, 2011)

En la llustracion 35 se ven los diferentes nodos del elemento, i, j, m con sus respectivas
posiciones identificadas por i (x;, yl-)j(x]-, yj)m(xm,ym)y con los grados de libertad v;u; vju;v,, up,

sobre cada nodo respectivamente.

Con esta definicion podemos generar las funciones lineales de movimiento

u(x,y) =a, + ax + agy

v(x,y) = a, + asx + agy (35)

Y con estas dos funciones podemos obtener la funcion de desplazamiento general ¥
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ulx,y) = a; + a,x + azy

)

|
- {v(x, y) = a, +asx + a6y} ? (36)
)

a

(a

1 x y 0 0 0])a
=[ooo1xyHa
la

\a

Con esta funcién podemos obtener el valor de a,tomando las diferentes funciones de

desplazamiento para cada nodo

u; = ulx, y) = ag + axx; + azy;
u; = u(xj,yj) = a; + azx; + azy;
Uy = u(xm; Ym) =a; + axy, + azy, (37)
v; = v(x;,y1) = ag + asx; + agy;
v; = v(xj,yj) = ay + asx; + agy;
Um = U(Xm, Ym) = a4 t+ a5X;py + AeYm

Tomando las primeras 3 ecuaciones tenemos

U 1 x yil(a
{uj } =11 Xj Y {az} (38)
1

1 a; ij A
[x]‘1=ﬂ Bi B ﬁm] (39)
Yi Vi Vm
Donde
1 x y
2A=|1 x y; (40)
1 xm Ym
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Aes el area del triangulo y

Ai = XjYm — XmYj & = Xm)i = XiYm QAm = XiY;j — ViXj

ﬁi=yj—ym ﬁj=3’m—3’i .Bm=yi_yj
Vi = Xm — Xj Vi =Xi = Xm Ym = Xj — X;

Ahora se puede derivar la funciéon de desplazamientou(x, y)de {¥}

Tendriamos la funcién:

1 a; o oy Uu;
=1 x ylB B 5m] { U; }
Yi Vi VYm

La cual al resolver nos daria:

1
u(x,y) = ﬁ{(ai + Bix + viy)u;
+(aj + 'Bjx + Yj)’)u]' + (am + Bmx + YmY)um}

De la misma manera se resuelve para v(x, y) asi:

1
v(x,y) = 7 {(a; + Bix +viy)v;

+(aj + ﬁjx + )/jY)Uj + (am + Bmx + ym)’)vm}

Para simplificar estas dos ecuaciones se puede realizar la siguiente definicion

1

N; = 7 (a; + Bix +viy)
1

Ny =22 (a; + Bix +¥;y)

1
Ny, = ﬂ(“m +,8mx + YmY)

87

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)



Con lo que se podrian reescribir las ecuaciones (93)y (94)

u(x,y) = Nju; + Nju; + Npyuyy
v(x,y) = Njv; + Njv; + Ny vy,

Lo cual podria escribirse de manera abreviada en forma matricial como

La cual a su vez abreviada puede ser vista como

{#} = [Nl{d}
Ahora definiendo el vector tensor
r ou
ox
Ex ov
= & = -
e L/y } G
Xy ou N ov
\6y Ox/

Donde usando la ecuacion (14) se tendria que

Sy = a6)/xy = das + asg

Ahora podemos derivar la ecuacion de movimiento asi:
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u,x = i,xui + Nj,xuj + Nm,xum (51)

Y derivando las funciones de forma tendriamos:

16 B
Ny = 5x (a; + Bix +v:iy) A (52)

De la misma forma se obtiene:

B B
Njyx =5 Ny =710 (93)

Con lo que tendriamos la formulas:

ou 1

5 24 (Biwi + Bjw; + Brmtm)
ov 1
5y = 24 Vi T ¥ Yntin) (54)

Su v 1
5y Tox 24 (vawi + Bivi + vjuy + Bivj + Vintn + BrnVm)

Estas formulas pueden pasarse a modo matricial indicando el vector tensor asi:

(4
1ﬁi03j0/3m0IZ§l
{e}=ﬂ 0 vi 0 v 0 ¥nm 41,1} (55)
i Bi Vi Bi VYm Bmlly |
\v,,.J
Esto simplificado nos daria la formula
{e} = [Bl{d} (56)
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Ahora la relacion de Tensor Tension se formularia como

{0} = [D]{e} (57)

Lo que seria igual a

{0} = [D][B]{d} (58)

Ahora usando el principio de la minima energia potencial y teniendo en cuenta que la energia

tensora es
U= % j f (@) )y (59)

Tenemos que la energia potencial esta dada por

0, = — f f fv WY (X}dv (60)

Con esto tenemos la carga total del sistema {f} que es
1 = ||| i xav + b+ [ v rgas 61)
14 S

Con esto podemos obtener
K1 = [[[ 817 o181V (62)

Para un elemento con grosor constante se sacaria la constante quedando

90



(k] =t f f [B]” [D][B]dxdy (63)

Asi que la matriz de rigidez es igual a:
[k] = tA[B]"[D][B] (64)

Donde para un elemento triangular la matriz de Tensor Tensién [D] es igual a:

1-v v 0
_ E v 1-v 0
[D]_(1+v)(1—2v) 0 0 1-2v (65)
2
Y la matriz de gradiente [B] es igual a:
[B] = [[B[B;](Bn]] (66)
Donde:
LB O
[B] =55 |0 n] (67)
Yi .BL'
1 B 0
|B/] =>1|0 Y (68)
)/] IBj
L [Bn O
(Bl = | 0 ym] (69)
Ym  Bm

Se define la matriz de rigidez para un elemento triangular:
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1—
1%

0

[k]

v

tE

T 241+ v)(1 - 2v)

v

1—v

0

0
0

1-2v

2

Bi
0

Vi

0
Yi
Bi

B;

Vm

0

0 Vi

Yj
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B;

Vi
Bi
4]
B;
Ym
Bm-
Bm
0

Ym

0

Vim
Pm
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ANEXO F. Formulacién matriz de masa

Esta matriz se halla a partir de la siguiente formulacién extraida del libro de Logan (Logan, A

first course in the finite element method, 2011):

Para la formulacion de la matriz de masa primero tomamos la matriz de funcion de forma

[Ny O N, 0 Ny 0

NI=lo N 0 N 0 N, (71)
Y la formula de la matriz de masa del elemento
i = [[[ o 17 imIav (72)
\%4

Para obtener la matriz de masa del elemento triangular simple, teniendo en cuenta que:

dv = tdAf

1 1
N2dA = —Ale NydA =-—A (73)
A 6 A

12

Se tiene que la matriz de masa seria:

2 0 1 0 1 0

02010 1

_ptAl1 0 2 0 1 0
Mml==710 1 0 2 0 1 (74)

101020

o0 1 0 1 0 2
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ANEXO G. Algoritmo de elementos finitos en el tiempo

El algoritmo expuesto a continuacion es principalmente tomado del libro de Morgan (Morgan,

Foundations of Wave Theory for Seismic Exploration, 1983):

Lo primero es obtener cada uno de los elementos individuales y a estos obtenerles la matriz

de rigidez y de masa por medio de las ecuaciones del ANEXO D y ANEXO E.

[k;]: Matriz de rigidez para el elemento i

[m;]: Matriz de masa para el elemento i

Luego de tener esto se deben calcular tanto la matriz global de masa como la matriz global de

rigidez
La matriz global de rigidez y la matriz global de masa se obtienen por medio de la adicion de
sus respectivas matrices locales tipo 1 y tipo 2 cuyo proceso esta detallado en el ANEXO H'y

cuyo diagrama de flujo puede ser visto en el capitulo 3.4.

Estas sumatorias se realizan teniendo en cuenta los nodos que representa cada fila / columna

de la matriz

Luego de tener las matrices de masa y de rigidez se puede definir a gusto propio el vector de

fuerza que va a afectar el sistema
{F}: Vector de fuerza
Al tener estos valores debemos realizar la operacién mas costosa la cual es invertir la matriz

global de masa

[M]~1: Inversa de la matriz global de masa
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Ahora se puede determinar para el tiempo 0 un vector de desplazamiento cualquiera, por

ejemplo 0.
{d,}: Vector de desplazamiento en el tiempo 0

Y se podria determinar para cada tiempo la aceleracion, el desplazamiento y la velocidad en

cada nodo por medio de descomposicion LU (Bartels & Golub, 1969).

La primera ecuacion para determinar estos valores es la de la aceleracién en el tiempo 0.

{do} = [MI71({F,} — [K1{d,}) (75)

Luego de esto y determinando una velocidad inicial cualquiera se puede hallar el

desplazamiento en el tiempo -1 (es necesario para las siguientes ecuaciones).

(-1} = (o) - aefde) + L2 () (76)

Ahora iteramos segun necesitemos sobre las siguientes ecuaciones para determinar en el

tiempo i el desplazamiento, la aceleracion y la velocidad.

{d;} = IM]TH(AD)*{F;_1}

+[2[M] = (A6)?[K]{di—1} — [M){di_s}} (77)
{d} = MI"'((F} - [K]{d.}) 78)
(d,) = s} = i) .

2(At)
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Esta es la solucidén general para cualquier modelado de ondas por medio de elementos finitos

en el tiempo.
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ANEXO H. Adiciéon de matrices de cada elemento

Para adicionar las matrices tanto de rigidez como de masa hay que tener en cuenta los nodos

compartidos y el orden de estos.

Teniendo en cuenta la llustracion 7 y la llustracion 8 se pueden generar por ejemplo las

ecuaciones (138) y (139) que al adicionar se verian como la ecuacion (140)

a b ¢ d e [
b g h i j k
c h I mn o
d i m p q r (80)
e j n q s t
f k o r t ul
al bl C/ d/ el f/—
bl gl h/ l, jl k/
c b Lomomo (81)
i’ m' p' q r
el jl n/ q/ S/ t,
ff kK o ot ol
a b C d e f 0 0
b g h i j k 0 O
c h I+a" m+b n+c o+d e f
d i m+b p+g q+h" r+i" j ¥ (82)
e j n+c q+h" s+1" t+m’ n o
f k o+d r+i t+m' u+p’ q r
0 0 e j’ n' q’ s' t
0 0 f’ k'’ o' r' t' u-

Esta suma se hace haciendo una representacion general de nodos del sistema global y

reordenando segun los nodos de cada elemento en la matriz general
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