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Introduccion

La teoria de marcos en espacios de Hilbert tiene su génesis en el trabajo, publicado en
1952: “A class of nonharmonic fourier frames” de R.J. Duffin y A. C. Schaeffer. Aqui, los
autores, contintian con el estudio de las series de Fourier no arménicas {e**»t},, iniciado por
Paley y Wiener 20 afios antes. Duffin y Schaeffer muestran que determinadas condiciones
de densidad en los coeficientes (reales o complejos) \,, implican que la sucesién {e*'},
no solo genera el espacio La(—7,7), con 0 < v < 7, sino que ademds constituye lo que
ellos llaman un marco, pues satisface la siguente desigualdad:

) 2
L5, |7, g(t)edt]
< . -
7,190

para cierto par de constantes A, B > 0y toda g € La(—7,7).
Expresandolo en forma abstracta, un marco en un espacio de Hilbert H, es una sucesion
de elementos { f;}ic; C H tal que existen A, B > 0 tal que

AIFIP <D I P < BIfIP VfeH. (1)

iel

< B,

En particular, la desigualdad inferior en (1) determina que un marco sea una sucesiéon
generadora para H.

Histoéricamente, el estudio de sistemas generadores para espacios de Banach se centré
en las denominadas bases de Schauder: aquellas en los que se tuviera una descripcion unica
de cada elemento del espacio como combinacion lineal (serie infinita) de los elementos del
sistema. No hace falta remarcar la importancia de tener todo elemento del espacio descrito
en términos de elementos “mas sencillos” que permite, por ejemplo, estudiar a un operador
lineal y acotado analizando su accién en los elementos de la base.

Eventualmente, uno podria pedir que la base tuviera caracteristicas adicionales, como
por ejemplo que fueran “incondicionales”; es decir, que la convergencia de las series in-
volucradas en la reconstruccién fuera incondicional (en cierto modo, esto implica que no
importe el orden en el que listamos la base). Ejemplos de este tipo de sistemas genera-
dores se tienen en las bases ortonormales en espacios de Hilbert o las bases de Riesz en
espacios de Banach, que son las bases incondicionales acotadas en norma, tanto superior
como inferiormente.
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Sin embargo, como ya muestran Duffin y Schaeffer en el trabajo antes mencionado, un
marco es sobredimensionado, esto es, pueden existir sucesiones de “momentos” {c¢;};c; en
ly(1) tal que Y ., c;fi = 0. Esta falta de unicidad en la reconstruccién, aparentemente
problematica es la que resulté ser interesante en las aplicaciones afios mas tarde.

Durante anos, el trabajo de Duffin y Schaeffer fue practicamente desconocido fuera del
analisis no armoénico, no obstante, un primer estudio sistematico de los marcos, atin en el
contexto de las series no armonicas se da en el libro de Young de 1980 ([56]).

Es en 1986, cuando I. Daubechies, A. Grossman y Y. Meyer ([27]) traen de nuevo a luz
el trabajo de Duffin y Schaeffer, donde analizan la condicién de marco en un conjunto denso
de vectores en H = Lo(R) estudiado en la fisica cudntica, llamados estados coherentes,
obtenido mediante subconjuntos discretos de la representacion continua del grupo de
Weyl-Heisemberg como operadores unitarios de H.

Este renovado interés se vio favorecido ademas por el rapido desarrollo de la teoria
de wavelets, introduciendo a los marcos como una herramienta muy ttil en el analisis
tiempo-frecuencia de senales y el procesamiento de imagenes, sobre todo con el estudio de
marcos de construccion sencilla, como los denominados marcos de Gabor, que consisten
en traslaciones en tiempo y frecuencia de una sola “sefial” g € L*(R); i.e. tienen la forma
{e2™mb (1 — na) }mnez; 0 los marcos wavelets, que consisten en dilaciones y traslaciones
de una senal ¢ € L*(R) (esto es {=5p(& — kb)}j rez.

Hoy en dia, debido al intenso desarrollo producido por un importante niimero de inves-
tigadores en diversas ramas de la matematica , existe una amplia gama de aplicaciones de
la teoria de marcos, en temas tan diversos como lo son la computacion cuantica, el analisis
de multiresoluciéon, codificacion de antena multiple, teoria de muestreo, entre otros.

Es usual asociar a un marco ciertos operadores acotados (matrices en el caso finito
dimensional), y analizar sus propiedades para deducir resultados relativos al marco. Esto
permite ademés utilizar herramientas de la teoria de operadores y el andlisis matricial.
Asi, a un marco F = {f;};,cr para H se lo puede pensar como un operador suryectivo
T% : ly(I) — 'H que asigna a cada elemento de la base canénica en ¢5(I) el elemento
correspondiente del marco. Este es denominado operador de sintesis, su adjunto es el
operador de andlisis y S” := T% (T7)* es el operador de marco. Basicamente, el operador
de andlisis aplicado a un vector f (senal) nos da los coeficientes de marco de f, (f, f,). Sin
embargo, poder reconstruir la senal a partir de estos coeficientes no es tarea sencilla (a
diferencia de las bases ortonormales), dado que se requiere invertir el operador de marco,
y en términos computacionales esto conlleva un alto costo (la matriz que representa al
operador de marco puede ser demasiado grande). Es importante destacar que, sin embargo,
el sobredimensionamiento del marco hace que un vector se pueda reconstruir con mas de
una sucesion de coeficientes. Esto da cierta libertad de reconstruccion de un vector usando
un marco, a diferencia de la rigidez que presenta una base ortonormal.

Esto acentud el interés en marcos cuyo operador de marco sea facil de invertir, en
particular, aquellos cuyo S7 sea multiplo de la identidad. Estos se denominaron marcos
ajustados dado que en ellos la proporcién entre las constantes 6éptimas A, B del marco
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es uno y, como se dijo anteriormente, se tiene una reconstruccién sencilla de todo vector
(f = =3 (f, fu) f). Cuando A = B = 1 los marcos se llaman marcos de Parseval
por razones obvias. Estos se comportan casi como bases ortonormales y son, de hecho,
proyecciones ortogonales de bases ortogonales de un espacio de Hilbert que contiene a ‘H
(ver el libro de D. Han y D. Larson [42]).

Como acertadamente intuyeron Daubechies, Grossman y Meyer cuando los definieron,
los marcos ajustados resultaron ser de gran utilidad en matematicas aplicadas. En el
analisis de sefiales, por ejemplo, el empleo de marcos ajustados con adecuadas restricciones
en las normas de los vectores presenta cierta robustez ante la presencia de ruidos y pérdida
de datos en la transmision (ver [19, 26, 43], entre otros).

Una de las ventajas que se tiene trabajando con marcos en lugar de bases ortonormales
es la escasa rigidez estructrual que un marco presenta a diferencia de una base ortonormal,
sin ir mas lejos, basta notar que el nimero de elementos de un marco ajustado uniforme
(esto es, con vectores de norma uno) en C¢ puede ser cualquier p > d. Esta libertad
permite adecuar el marco a emplear a las caracteristicas estructurales que la aplicacion
requiera.

El diseno de marcos con restricciones en las normas, ha sido largamente estudiado,
tanto en dimension finita como en dimensién infinita. Podemos citar, por ejemplo, el
trabajo de P. Casazza ([16]), los trabajos de P. Casazza y M. Leon ([20, 21]), asi como el
articulo de D. Larson y K. Kornelson ([47]), o el trabajo de K.Dykema, D.Freeman, K.
Kornelson, D. Larson, M. Ordower, y E.Weber ([32]).

Paralelamente, en el trabajo [12] de J. Benedetto y M. Fickus, los autores proponen
un enfoque geométrico diferente. Inspirandose en la ley de Coulomb que explica el orde-
namiento de un conjunto de particulas cargadas en una esfera como minimizadores de
cierto potencial, estudian una clase de funcién potencial, que llaman potencial de marco
(en la literatura también se lo denomina potencial de Benedetto-Fickus) y analizan los
minimizadores de este potencial para m vectores de norma uno en C? probando que se
corresponden a conjuntos ortogonales si m < d y marcos ajustados si m > d. En particu-
lar, muestran la existencia de tales marcos, como minimos de una funcién continua sobre
un compacto. Estos resultados se extendieron a marcos con normas diferentes a uno, pero
prefijadas de antemano ([18]) y a marcos con una estructura especial, llamados marcos
convolucionales ([36]).

Con el correr de los anos, la nocién de marco se extendié rapidamente a otros contextos,
podemos mencionar, por ejemplo, la publicacién de K. Grochenig sobre marcos en espacios
de Banach (]40]), el trabajo de M. Frank y D. Larson que trata sobre marcos definidos
en modulos de Hilbert ([37]). Asimismo, hay generalizaciones del concepto de marcos de
vectores a marcos de operadores (ver el articulo de G. Sun [54]) y marcos de subespacios,
de los que nos ocuparemos en el Capitulo 4.

La teoria (abstracta) de los marcos de subespacios se inicia en el trabajo de P. Casazza
y G. Kutyniok [22]. Previamente, M. Fornasier habia estudiado, basdndose en métodos
de descomposicion, uniones de sucesiones de vectores, cada una de las cuales forma un
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marco en el subespacio que generan, de modo de lograr un marco en el espacio total ge-
nerado ([35]). P. Casazza y G. Kutyniok consideraron las proyecciones ortogonales a los
subespacios generados como punto de partida para definir los marcos de subespacios. Re-
cientemente, han ido apareciendo varias aplicaciones de estos nuevos objetos (que han sido
renombrados como marcos de fusion) al anélisis de senales (por ejemplo, la modelizacién
de una red de sensores), y su estudio se ha visto incrementado en gran medida.

Estructura de la tesis.

La primer parte de la tesis, basada en los trabajos [51] y [52], trata con marcos abs-
tractos en espacios de dimension finita. Se estudiaron problemas relacionados con cons-
trucciones de marcos ajustados, y con generalizaciones de las caracterizaciones de los
minimos del potencial de Benedetto-Fickus a una familia més amplia de funcionales. De
este modo, en el Capitulo 2 se resuelve completamente un problema planteado por D. J.
Feng, L. Wang y Y. Wang en [33] sobre construcciones de marcos ajustados agregando
un numero 6ptimo de vectores unitarios a un conjunto fijo de vectores de norma uno.
Ademas, al final del mencionado Capitulo se propone un algoritmo para construir tales
completaciones. Estos resultados estan contenidos en el trabajo “Tight frame completions
with prescribed norms”([51]).

En el Capitulo 3 se define una familia de funcionales Pj definidos en el conjunto
de marcos en C? (para ser precisos, en sus operadores de marco), construidos a partir de
funciones convexas ¢ : R, — R . Como caso particular, se recupera el potencial de marco
con la funcién convexa x?. Se obtienen las mismas caracterizaciones para los minimos
globales que las halladas en los trabajos [12], [18] y [36]. Sin embargo, al plantearse el
estudio de minimos locales, surgen dificultades interesantes al tratar de relacionar minimos
locales con respecto a la topologia de la norma de operadores, cuando consideramos P
actuando en el conjunto de marcos con normas fijas de antemano {a;}!", y cuando la
pensamos actuando directamente en los marcos, identificacion marco-operador de marco
mediante. En este tdltimo caso teniendo en cuenta, como se hace en los trabajos antes
mencionados, la topologia producto del producto de m esferas de radio ,/a;. En este
sentido, se hallan resultados parciales para tales minimos. El Capitulo 3 esta basado en
el trabajo “Minimization of convex functionals over frame operators” ([52]).

En el capitulo final de la tesis el tema central dejan de ser los marcos finito dimensio-
nales, y pasa a ser el estudio de los llamados marcos de subespacios, o marcos de fusion
en espacios de Hilbert generales, tanto de dimension finita como infinita.

Como objetivo principal en el estudio presentado en el Capitulo 4 se busca generalizar
varios de los resultados conocidos de la teoria de marcos, presentando ejemplos en el
caso en que esto no sea posible. Se estudia la accién de operadores suryectivos en bases
ortonormales de subespacios, y la relacion que existe entre ciertos angulos de subespacios
y los pesos admisibles (ver definiciones en el Capitulo 1) para que las imagenes de los
elementos de la base por el operador formen un marco de subespacios. Como operadores
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suryectivos particulares, se analizan proyecciones (tanto ortogonales como oblicuas) de un
espacio de Hilbert K D H sobre H, obteniéndose generalizaciones parciales de resultados
validos para marcos de vectores. Se definen y estudian ademés marcos de subespacios
que son refinamientos de otros, y se utilizan estos refinamientos para relacionar el exceso
del marco (dimension del nicleo del operador de marco) con el sobredimensionamiento
de los espacios que conforman el marco. Se concluye con varios ejemplos que ilustran las
diferencias entre marcos integrados por vectores y los formados por subespacios. Estos
resultados se hallan contenidos en el articulo “Some properties of frames of subspaces
obtained by operator theory methods” ([53]).

La organizacion de este trabajo es entonces la siguiente: en el Capitulo 1 se presentan
resultados y definiciones basicas que seran utilizadas en los demas capitulos. En general,
no se dan demostraciones de los enunciados, salvo que el enfoque sea de interés o presente
cierta novedad. Los siguientes capitulos (en donde se encuentran los resultados originales
de la tesis) estdn basados en los trabajos [51, 52, 53] respectivamente.

En lo que resta de la Introduccién haremos un resumen mas detallado de los resultados
originales del trabajo.

Resumen de los resultados originales en el trabajo
Capitulo 2

En el Capitulo 2, se estudia el problema planteado en [33] sobre la obtencién de
marcos ajustados en C? agregando vectores a un conjunto inicial {f;}’_,. Recordemos
que un marco ajustado en C¢ es un conjunto de vectores F = {f;}}_, tal que para todo
geCagl>=A>"_ |{g, f:) |, para cierta A > 0.

En concreto, el problema planteado por D.Feng, L.Wang y Y.Wang en [33] es el si-
guiente:

Dados F = {fi}t_, C C?¢ vectores de norma uno. ;Cudl es el nimero minimo de
vectores (de norma uno) a agregar para obtener un marco ajustado?. Es decir, de acuerdo
a la terminologia introducida en el capitulo, uno busca una completacion optima de F a
un marco ajustado.

Notado matricialmente, si T es la matriz de d X p cuyas columnas son los vectores de
F, entonces lo que se busca es obtener un multiplo escalar de una coisometria (es decir,
una matriz X tal que X X* = Id) agregando el nimero 6ptimo de columnas de norma
uno a 7.

Notamos por A\; > Ay > ... > \; los autovalores de la matriz correspondiente al
operador de marco de F. Llamemos h := Zfﬁ A1 — A\; v sea 1o el nimero minimo de
vectores de norma uno que se pueden agregar a F para obtener un marco ajustado. La
solucién al problema anterior es la siguiente (Proposicion 2.4.2):

a) Si h < d,entonces g =h sih=00si he Ny 1+ %ZLI Ad—ir1 < A1. En caso
contrario, rg = d.
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b) Sih>d, r=[h].

Los resultados y técnicas utilizados en el planteo y desarrollo del problema antes
expuesto pueden aplicarse en un contexto méas general, a completaciones con vectores
cuyas normas al cuadrado estén prefijadas por una sucesion de nimeros positivos a =
{a;}$2,, (ordenados en forma decreciente), en lugar de considerar vectores de norma uno
solamente. En este caso, diremos que un conjunto de r vectores cuyas normas al cuadrado
estan dadas por los primeros r términos de la sucesion a, y que completa a F a un marco
ajustado, es una (a,r)- completacion de F.

Cabe aclarar que con esta imposiciéon en las normas puede suceder que no se tenga
completacién ajustada alguna. En este sentido, se prob6 lo siguiente (ver Teorema 2.3.3):

Dado r € NU {oc}, F es (a,r)-completable si y sélo si

$<2a1+a><oo (2)

ii. Para t = min{d,r},

k T

1 1

EE (@i+)\d—i+1)§3<g Gi—i‘Oé)’lSkSta (3)
i=1

=1

donde a = tr(S7) = Z?Zl Ai-

En particular, si 7 € N es tal que r > d y F es (a,r)-completable entonces F es
(a, k)-completable para cada k € N, k > r.

Con el objetivo de describir el minimo ntimero r de vectores que formen una (a,r)-
completacion de F, se introducen recursivamente los siguientes d+ 1 ntiimeros ¢, 0 < k <
d:co=M Ny, paral <k <d:

k
C = MAax (Ckb Z(CLZ -+ )\di+1)> . (4)
=1

Por medio de estos valores pueden enunciarse de manera diferente las condiciones para
que existan completaciones con r vectores (ver Proposicién 2.3.6).

Ademas, el minimo 7y puede ser entonces facilmente caracterizado (Proposicién 2.3.7):

Sea F (a,r)-completable para algin r € NU {oco}, y 79 € N el minimo tal que F es
(a, rg)-completable. Entonces

x| =

Caso 1 rg < dsiysolosic, =21 a;+a).

Caso 2 d§7"0<oosiysélosick7éé(Zleai—i—a) paratodo 1 <k<d—1yrygeN

es el minimo tal que ¢4 < 2 (302, a; + ).
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Caso 3 ryp = 00 si y sélo si ¢ # é(Zleai—f-a) paratodo 1 < k < d—1ycy =

i (25 0+ a).

Al final del capitulo, se describe un algoritmo que permite construir completaciones
para un conjunto dado de vectores. Se propone un método que evita diagonalizar la matriz
S7 = TT*, que por supuesto no completa con el niimero éptimo de vectores. Este se basa
fuertemente en el algoritmo de Cholesky que es fundamental en la prueba del siguiente
resultado (ver Proposicién 2.5.1):

Dada a una sucesién divergente. Sea m € R una cota superior para ||S”|| y t = m+a;.
Sir e N es tal que

r—1 r
dai<t-d—t(ST) <) (5)
i=1 =1

entonces existen vectores G = {g;}7_, tal que F UG es un marco ajustado, con [|g;||* =

para 1 < i < r. Este conjunto puede ser construido sin diagonalizar S7.
El Capitulo 2 concluye con un breve analisis de los algoritmos planteados, en el caso
en que las completaciones sean con vectores unitarios.

a;

Capitulo 3

En el Capitulo 3 se estudia una familia de funcionales P, definidos en los operadores
de marco (en marcos de dimensién finita) construidos a partir de una funcién creciente y
convexa ¢ : Ry — Rsg. Concretamente, se define Py(S%) = tr(¢(S7)), donde S” es el
operador de marco asociado a F, es decir, S* = T7(T7)* donde T7 es la matriz que tiene
como columnas a los vectores de F. Aqui ¢(S7) se obtiene mediante célculo funcional.

El motivo de tal estudio es el de generalizar resultados relativos al potencial de marco
(también llamado potencial de Benedetto - Fickus) definido en la publicacién de J.J.
Benedetto y M. Fickus [12], que puede interpretarse como P, con ¢(z) = x2. Esta eleccion
particular de funcién convexa hace posible (y de hecho es la definicion usual) definir
al potencial de marco en términos de los vectores del marco sin usar el operador de
marco. En [12], se demuestra que el potencial de marco tiene como minimizadores globales
(y locales) a los marcos ajustados cuando nos restringimos al conjunto de marcos con
vectores de norma uno de m > d elementos en C%. P.G Casazza, M. Fickus, J. Kovacevic,
M.T. Leon y J.C. Tremain en [18] caracterizan a los minimos locales y globales, cuando
ponen restricciones mas generales en las normas de los m vectores. En nuestro caso, como
defininimos P, en operadores de marco (matrices), la restriccién en las normas se traduce
en condiciones en el espectro de estas matrices. Mediante técnicas de mayorizacion de
vectores, se logra generalizar parte de los resultados antes mencionados a toda la familia
de funcionales P.
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Antes de hacer una breve exposicion de los resultados, introduzcamos algo de notacién
para los conjuntos de marcos a estudiar:

Ale) = {F ={fi}2, CC D AP = t(S7) =},

B(a) :={F = {fi}, c C% ||Ifi||* = a; para todo i},

donde a = (a;)!™, es una sucesién (finita) decreciente de nimeros positivos. Definimos
ademés al conjunto de operadores de marco correspondientes a los conjuntos A(c) y B(a)
como 7 (c) y R(a) respectivamente.

Se caracterizé entonces a los minimos globales en 7(¢) y R(a) para la familia P, de
la siguiente manera (ver Teoremas 3.1.6 y 3.1.7):

a) Si F € A(c) es un marco ajustado, entonces S¥ es un minimo global para P; en
7 (c). Si suponemos ademds que ¢ es estrictamente convexa entonces todo minimo
global en 7 (¢) corresponde a un marco ajustado.

b) Si F € B(a) es de la forma

{\/a_iei}zrzl U {fz ?lr+1 (6)

donde {e;}%_, es una base ortonormal para C% r es la d-irregularidad de a (ver
Definicién 3.0.9) y {f;}7,,1 es un marco ajustado para span {e;}¢ ., entonces 57
es un minimo global para P, en R(a). Si ademas ¢ es estrictamente convexa entonces
todo minimo global en R(a) es el operador de marco de una sucesion definida como

en (6).

En lo que respecta a los minimos locales, la situacion es diferente. No es claro en general
que la funcién F +— S7 de B(a) en R(a) tenga secciones locales, cuando consideramos
la topologia dada por d(F,G) = maxi<;<m ||fi — ¢:i|| en B(a) y la dada por la norma de
operadores en R(a). Es por esto que las caracterizaciones de los minimos locales para Py
en B(a) no pueden leerse como generalizaciones de los resultados presentados en [12] y [18]
(es importante destacar que en el caso del potencial de marco, los minimizadores locales
son ademds minimizadores globales en B(a)). Por otro lado, los minimos locales en 7 (c) se
corresponden a minimos locales en A(c). En resumen, la descripcién de los minimizadores
locales para P, hallada es la siguiente (Teoremas 3.1.6 y 3.1.7). Para facilitar la exposicion
haremos un abuso de notacién, llamando también P, al funcional que al marco F le asigna

Py(57)):

a) Fijado m € N, todo minimo local de P, en A(c) con respecto a la topologia producto

——f—
en C? x ... x C% es un marco ajustado, y por lo tanto un minimo global.
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b) Todo minimo local de P, en R(a) con respecto a la norma de operadores es de la
forma (6) y por lo tanto, es un minimo global.

En la ultima seccién del capitulo, se estudia la existencia de secciones locales para
la asignacién marco — operador de marco, y se obtiene el siguiente resultado (Teorema
3.3.3):

Supongamos que F = {f;}, C C¢ es un marco tal que F no puede particionarse en
dos conjuntos mutuamente ortogonales. Sea {S;}; € M,4(C)* una sucesién convergente a
S = S7 . el operador de marco de F, con tr(S;) = tr(S), Vi. Entonces, dado n > 0 existe
i1 € N tal que, para cada i > iy existe un marco G(i) = G = {g;}*, que verifica:

L lgill = I :]l para 1 <i <m.
2. |lgi — fil| <nmparal <i<m.
3. 89=3,.

Por lo que el conjunto de candidatos a minimos locales para las P, se ve reducido
considerablemente: si ¢ es estrictamente convexa, toda sucesion F = {f;}™, € B(a) que
no pueda particionarse en dos conjuntos mutuamente ortogonales es un minimo local para
P, en B(a) siy sélo si es un minimo global de Py (y por lo tanto es un marco ajustado,
dada la estructura descripta en (6)).

En el Capitulo 3 se hace ademés un estudio de los minimizadores para Py en el con-
junto de marcos geométricamente uniformes compuestos, que se construyen a partir de
un conjunto finito de vectores F y la representacion unitaria de un grupo ciclico fini-
to, haciéndolo actuar sobre F. Asi se obtienen generalizaciones parciales a los resultados
hallados en [36] sobre minimos del potencial de marco en marcos convolucionales.

Capitulo 4

Finalmente, el Capitulo 4 estd dedicado a los marcos de subespacios (o0 marcos de
fusién). Estos se definen a partir de una sucesién de subespacios cerrados {W;}ier en el
espacio de Hilbert H junto con una sucesion de pesos

w = {w;tics € (2(1) = {b={b}ics € L°(I) : b; >0 Viel}.

Concretamente, W,, = (w; , W;);er es un marco de subespacios para H si existen A, B > 0
tal que, para todo f € H,

AlIFIP < Y- wi | Pw. fIIP < BIIFIP (7)
1€l

donde Py, es la proyeccion ortogonal sobre W;. Constituyen una generalizaciéon de los
marcos de vectores, si consideramos como subespacios a los espacios unidimensionales
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generados por cada vector del marco y como pesos las normas de los mismos. En particular,
uno puede definir el operador de sintesis Ty, cuyo dominio es

Kow =W, = {g=(g)ier - i € Wi v llgl* =3 llgul®® < +o0} .
iel iel
y definir el exceso del marco, como con los marcos de vectores. El exceso de un marco F
de vectores (respectivamente de subespacios W,,) es E(F) = dim N (T7) (resp. E(W,,) =
dim N (T, )), donde por N(T') indicamos el niicleo del operador T. En los marcos de
vectores mide, en cierto sentido, la redundancia del marco (de ahi su nombre), sin embargo,
como es de esperar, en los marcos de subespacios la situacién es diferente.

Dado que los marcos de vectores pueden caracterizarse por ser imagenes de operadores
suryectivos de bases ortonormales, es natural preguntarse si hay resultados similares para
los marcos de subespacios, es decir, dada una base ortonormal de subespacios {E;}icr
para un espacio de Hilbert K (es decir, K = @;c;E;), qué puede decirse de su imagen
por un operador suryectivo 7' : K — H. Notar que T'(E;) puede no ser cerrado para
todo ¢ € I; sin embargo, atun si lo fueran, puede suceder que no exista sucesion de pesos
para la cual se tenga un marco de subespacios. En la seccion de ejemplos, al final del
capitulo, se presentan ésta y otras situaciones que muestran las diferencias de los marcos
de subespacios con los marcos de vectores usuales.

Para asegurar que los T'(F;) sean subespacios cerrados de H (utilizando la notacién
del Capitulo 4, T(E;) € H) uno impone condiciones en el médulo minimo reducido de
TPy, : v(TPg,) > 0 para todo i € N, donde

¥(B) = inf{||Bz|| : » € N(B)*, |lz]| = 1}.

Sin embargo, para asegurar la existencia de una sucesion de pesos que haga de {T'(E;) }ier
un marco de fusién uno tiene que poner mas condiciones (ver Teorema 4.0.6):

Sea {E; }ic; una base ortonormal de subespacios de K y T' € L(K,H) un epimorfismo.
Supongamos que existen 0 < A < B < oo tal que, para todo i € I,

A T Pg,)? T Pg,||? T Pg,)?
4 (T Pg,) |T P, < V(T'Pg,) . (8)
B = |TPg|? B A

Para cada i € I, llamemos W; = T'(E;) E H. Sea w = {w; }ics € (5°(1) tal que

B ~— '~ A
Entonces probamos lo siguiente:

i.e., tal que

para todo i € I . (9)

1. La sucesiéon W,, = (w; , W;);er es un marco de subespacios para H.

2. Ademas, W,, tiene cotas

V(T)*
B

2
<Aw, v Bw, < I

< =t (10)
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3. Si N(T')n E; = {0} para todo i € I, entonces E (W,,) = dim N(T).

El siguiente paso a seguir fue estudiar el conjunto de pesos admisibles dado un con-
junto de subespacios que generan el Hilbert H. Esto es, dado una familia generadora
W = {W,}icr para H (es decir, W; es cerrado Vi € I y span{W; :i € I} = H), hallar los
w € (F(I) que hacen de W, un marco de subespacios para H. Este es un problema in-
teresante y que presenta dificultades incluso planteado en términos de marcos vectoriales:
dadas ciertas “direcciones” (vectores de norma uno en H) ;qué normas podemos asociar a
cada direccién de modo de obtener un marco con determinadas propiedades (por ejemplo
minimizar el potencial de marco)? Es decir, uno invierte el problema clésico de fijar las
normas y hallar marcos (si es posible) con esas normas que optimicen cierta condicién.
Uno define entonces el conjunto de “pesos admisibles” para una sucesién generadora de
subespacios W = {W,;}icr de H,

P W) :={w € (T(I): W, es un marco de subespacios para H} C (3°(I).

El resultado al que se arriba en la seccién 4.1 es el siguiente (Proposicién 4.1.2):
Dada W = {W, };c; una sucesién generadora de H,

1. Siw € P (W), entonces aw € P(W)y E Ww) = E Waw) , Paratodo a € (2(I) ",
donde aw es el producto coordenada a coordenada en (3°, y por £5°(1)* notamos a
los elementos en ¢5°(1) que son invertibles con este producto.

2. SiW,, es una base de Riesz de subespacios, para algin w € ¢5°([), entonces P (W) =
((I)*, y ademas (a, V) es una base de Riesz para todo a € (1) *. En particular,
(e, W) es una base de Riesz de subespacios, con e = (1,1,...).

3. Sea G € GI(H). Entonces P (W) = P ({GW.,}ier). En otras palabras, una sucesion
w € (3°(]) es admisible para W si y s6lo si es admisible para GW.

En particular, se tiene una caracterizacion completa del conjunto de pesos admisibles
P(W) en el caso particular de que W, sea una base de Riesz de subespacios (i.e. Ty, es
invertible) para algin w € (5°(1). Es decir, si definimos la siguiente relaciéon de equiva-
lencia: dos pesos v y w en P(W) son equivalentes si existe una sucesién a € (°(1)* tal
que v = aw, entonces, lo anterior puede resumirse diciendo que si W,, es una base de
Riesz de subespacios para H, entonces los pesos admisibles constituyen una sola clase de
equivalencia. En el extremo opuesto, se muestra en la secciéon de ejemplos del Capitulo 4
una sucesion generadora VW con infinitas sucesiones w € P(W) no equivalentes entre si.

Una vez que que se tienen condiciones necesarias para que la imagen de un epimor-
fismo de una base ortonormal de subespacios sea un marco de subespacios, es natural
estudiar si se mantienen las relaciones entre proyecciones (ortogonales y oblicuas) y bases
ortonormales y marcos que se dan en los marcos de vectores (ver [6], o la tesis doctoral de
J. Antezana [5]). Es bien sabido que los marcos de Parseval en H se caracterizan por ser
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proyecciones de bases ortonormales de un Hilbert £ O H en H ([42]). Este resultado se
extiende a marcos generales con ciertas restricciones, cambiando las bases ortonormales
por bases de Riesz 6 la proyeccién ortogonal por proyecciones oblicuas (ver [5, 6]). Estos
resultados se extienden de manera parcial a marcos de subespacios, obteniéndose ademas
cierta informacién sobre los pesos y exceso del marco:

Sea Wy = (w;, W;)ier un marco de subespacios para H Entonces

» Existe un espacio de Hilbert ¥V O H y una base de Riesz de subespacios {B;}ier
para V tal que

Pu(B) = W, v AL |PuPsll <wi < By |PuPg,]| paratodoiel .

Esto es, la nueva sucesion de pesos v; = ||Py Pp,||, i € I, es equivalente a w. Ademas,
podemos calcular £ (W,,) = dimV © H.

= Si W, es un marco de Parseval para H, entonces existe un espacio de Hilbert V O 'H
y una base ortonormal de subespacios {F;};c; para V tal que

Py(F) =W, y wi=c[H, F]=|PyPr| paratodoiecl,

donde c¢[H, F;] es el coseno del dngulo entre los subespacios cerrados H 'y F; (ver
la Definicion 1.1.5).

» 511 < Ay, . Llamemos V = H @& K,y . Entonces, existe una proyeccion oblicua
Q € L(V) con R(Q) =H & {0} y un sistema ortonormal de subespacios {B;};cs in
V, tal que

Wi@OZQ(Bz‘) y Wi = ||QPBi

Mas ain, si £ (W,,) = oo, entonces la sucesion {B;};c; puede tomarse como una
base ortonormal de subespacios de V.

=v(Q Pp,) paratodo i€ .

Es importante mencionar que, a diferencia de los marcos de vectores, las proyecciones
ortogonales de bases ortogonales de subespacios no son necesariamente marcos de Parseval
de subespacios. Al final del Capitulo se presentan varios contraejemplos que muestran estas
y otras diferencias entre los marcos de vectores y los de subespacios.

En el capitulo se define ademés una nociéon de exceso para marcos de subespacios,
que permite recuperar algunas propiedades del exceso en marcos de vectores. Para esto,
se introduce la nociéon de refinamientos de subespacios y marcos de subespacios que son
refinamientos de un marco Wy, = (w; , W;);e;. Esto permite relacionar el exceso del marco
Ww = (w; , Wi)ier con lo que puede “borrarse” de cada subespacio W;, manteniendo un
marco de subespacios para H:

E (W,y) = sup {E W, V) : Vi = (w;, Vi)ie s es un marco, refinamiento de W,, } ,
donde E(W,V) =3, ;dim(W; © Vi) +>_,, ,dimW; .



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notaciones y nociones basicas de la teoria de
operadores en espacios de Hilbert.

En este trabajo, notaremos por H, K a los espacios de Hilbert complejos (separables).
Dado M un subespacio lineal de H, notaremos por M C ‘H cuando M sea cerrado en H.

Por L(H,K) notaremos a las transformaciones lineales acotadas definidas en H y a
valores en K. En el caso en que H = K, L(H) := L(H,H) seran los operadores lineales
acotados en H. En L(H, K) consideramos la norma (de operadores) definida por

|B|| = sup{||Bz|| : v € H,||z|| =1} = inf{a > 0 : ||Bz| < aljz||Vz € H}.

En el caso en que H es finito dimensional, identificaremos directamente H = C?, me-
diante un isomorfismo adecuado. En este caso, si K = CF, entonces L(H, K) se identificard
con las matrices de k x d a valores complejos, notado por My, 4(C). Similarmente, cuando
H = C? = K, identificaremos L(H) con M 4(C)

Por L(H)" notaremos al cono de operadores positivos en H es decir,
L(H)* :=={B € L(H) : (Bzx,x) >0, VYreH}

Mientras que los operadores invertibles de H, seran notados GI(H).
Dado T € L(H,K), R(T') denota el rango o imagen de T en K, y N(T') es el nicleo
en ‘H. Notamos por Lg,(H) a los operadores autoadjuntos de H, esto es, aquellos para los

cuales T' = T*, y por U(H) denotaremos los operadores unitarios de H. En el caso en que
H = C? U(H) se denotara U(d).

18
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1.1.1. Pseudoinversas.

Definicién 1.1.1. Dado T' € L(H,K) un operador de rango cerrado (R(T') cerrado en
K), decimos que B € L(KC,’H) es una pseudoinversa de T' si

TBT =T y BTB=B. (1.1)

En particular, se tiene que T'B y BT son idempotentes, y con R(T'B) = R(T), N(BT) =
N(T).
Notaremos el conjunto de pseudoinversas de 1" por SI(T).

Observacién 1.1.2. La condicion R(T) C K es necesaria y suficiente para que exista
B € L(K,H) que cumpla (1.1). Por un lado, si TB es idempotente, entonces R(TB) es
cerrado, por lo tanto, también 7" es de rango cerrado, dado que R(T") = R(T'B). Recipro-
camente, si R(T") es cerrado, uno puede construirse facilmente B € L(/C,’H) definiéndolo
adecuadamente en la suma directa K = R(T) & R(T)*.

Puede mostrarse que, para cada par de idempotentes P y @ en L(K) y L(H) resp.,
con R(P) = R(T) y N(Q) = N(T) existe un tnico elemento B de SI(T) con TB = P,
BT = Q. En particular, se destaca el caso en que P y () son las proyecciones ortogonales
(i. e. idempotentes y autoadjuntas) al rango y nicleo de T, respectivamente:

Definicién 1.1.3. Dado T' € L(H, K), con R(T) C K. Se denota por T'" al tinico operador
en SI(T) tal que TTT y TVT' son proyecciones ortogonales. Esta es la pseudoinversa de
Moore-Penrose de T'.

La Pseudoinversa de Moore-Penrose da la solucién 6ptima a la ecuacion T'x = b en el
sentido de que si hacemos x = T'h, entonces Tx es el vector en R(T) mas cercano a b,
como puede comprobarse facilmente a partir de la definicién de 7.

Proposicién 1.1.4. Sea T € L(H,K) de rango cerrado. Entonces,
T = min{|B] : B € SI(T)}.
Mas ain, para todo v € R(T), y todo B € SI(T),

|Ba| > | T"z]|.

1.1.2. Moébdulo minimo reducido y angulo entre subespacios.

En esta seccion daremos la definicién y algunas propiedades importantes del dangulo
entre subespacios cerrados en un espacio de Hilbert H y el mdédulo minimo reducido de
un operador. Para mas detalles y las demostraciones, se recomienda leer el texto de J.
Antezana y D.Stojanoff [8], la tesis doctoral de J. Antezana [5], el trabajo de F. Deutsch
[29] o el texto cléasico de T. Kato [46].
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Definicién 1.1.5. SeaM, N C H. Notemos por M SN a M NN*L.
El coseno del dngulo entre M y N se define como

cIM, N]=sup{|{(x,y)|: e MON, ye NeMylz|=yl|=1}.

Si M C N oN C M, definimos ¢[ M, N'| = 0, como si fueran ortogonales. El seno de
este dngulo se denota s [ M, N'] = (1 —c[M, N']*)V/2.

Proposicién 1.1.6. Sea M, N C H. Entonces
L. cIM,N]=c|[N, M]=c[MeN, N]=c|M,NoM].
2. Si dim M < oo, entonces ¢[ M, N'| < 1.
3. ¢c[M, N] <1 siysolosi M+ N es cerrado.
4. c[M, N]=c[ M+ N*]
5. ¢[M, N] = ||PmPremll = I1PmenPull = |1PmPrx = Prew|-
6. s[IM, N]=dist( NV, {r e M N :|z| =1}).
Definamos ahora el médulo minimo reducido de un operador acotado.
Definicién 1.1.7. Dado T' € L(H, K), llamaremos médulo minimo de 7" al niimero
YT) :=inf { ||Tz] : z€ N(T)", |jz||=1}. (1.2)
Cuando T' = 0, usaremos la convencién v(7) = oco.
Las siguientes son propiedades bien conocidas del médulo minimo de T" (ver [5]) 6 [8]):
Proposicién 1.1.8. Sea T' € L(H,K). Entonces
1. A(T) = 4(T*) = A(T*T)>.
2. R(T)C K siy sdlo si v(T) > 0. En tal caso, v(T) = v(T*) = || T7|~*.
4. Si B € GI(K), entonces
IB=HI7'A(T) < ~+(BT) < ||BIIn(T) - (1.3)
5. Supongamos que R(T) C K y sea M T 'H. Entonces
A(T) S[N(T), M] < 1(TPy) < |T|| [ N(T), M]. (1.4

En particular, T(M) C K siy sélo si c[ N(T), M] < 1.
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1.2. Mayorizacién en R?

Una de las herramientas fuertemente utilizadas en los dos capitulos siguientes es la
de mayorizacién entre vectores de R? sobre todo en lo que respecta a su relaciéon con las
funciones convexas y el teorema de Schur-Horn.

La mayorizacion puede interpretarse como una comparacion entre dos vectores que se
basa en el grado de “uniformidad” en la distribucién de las coordenadas. Resulta ser un
preorden en RY.

Sélo enunciaremos aqui algunos resultados que nos seran de utilidad mas adelante. Pa-
ra un completo desarrollo de este tema, sus aplicaciones y generalizaciones, recomendamos
los trabajos [8], [11],[45] y [50].

Dado b = (by,...,b;) € R% notemos por bt € R? el vector que se obtiene al ordenar
las entradas de b en orden decreciente. Si b, ¢ € R? decimos que b estd mayorizado por
¢ (equivalentemente, ¢ mayoriza a b), y notamos b < c, si

k k d d
Dby e k=1,...,d=1y > b= ¢
=1 =1 =1 =1

Se tiene entonces que un vector b estda mayorizado por c si las entradas de b se obtie-
nen tras un numero finito de operaciones sobre las entradas de ¢ mediante combinaciones
convexas de éstas (las llamadas T - transformaciones). Mas aun, esto resulta ser equiva-
lente a que b est4 en la capsula convexa de los vectores en R? obtenido por permutaciones
de las entradas de c. Asimismo, por un resultado debido a Birkoff, esto es equivalente a
que b es la imagen de ¢ por una matriz doble estocdstica, esto es, una matriz de entradas
positivas, cuyas filas y columnas suman uno. Por tltimo, la nocién de mayorizacion esta
relacionada con la minimizaciéon de funciones convexas definidas sobre los vectores.

Enunciemos lo mencionado anteriormente en el siguiente resultado:

Teorema 1.2.1. Sean b, c en R%. Son equivalentes,

1. b=<c.

2. b pertenece a la capsula convera generada por los vectores obtenidos de permutar
las entradas de c.

3. FExiste una matriz doble estocastica D tal que b = Dc.
4. Z?Zl o(b;) < Z?Zl &(c;) para toda funcién convexa ¢ : R — R

Si ademds b, ¢ € R y si S0 ¢(b) = S0 é(¢) para una funcion arbitraria estricta-
mente convera ¢ : R — R entonces b! = c!.
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La nocién de mayorizacién de vectores fue extendida por T. Ando [4] a las matrices
autoadjuntas. Concretamente, dadas Sy, Sy € My(C)y,, decimos que S mayoriza a Ss, y
notamos Ss < Sy, si A(S2) < A(S1), donde por A(S) notamos al vector de autovalores de
S, contados con multiplicidad.

Asi, tenemos que las equivalencias enunciadas en el Teorema 1.2.1 se extrapolan al
contexto de mayorizacion de matrices de la siguiente manera:

Teorema 1.2.2. Sean Si, Sy en My(C)g,. Son equivalentes,
1. S5 < 5;.

2. Sy pertenece a la capsula convera generada por las matrices en la orbita unitaria de

S1, definida como U(d)(Sy) :={USIU* : U eU(d)}.

3. tr(p(S2)) < tr(4(S1)) para toda funcion convexa ¢ : R — R, donde, por cdlculo
funcional, tr($(S)) = 3251 d(Aa(S))-

Si ademds Sy, S2 € My(C)T y si tr(¢p(S2)) = tr(é(S1)) para una funcién arbitraria es-
trictamente convera ¢ : R — R entonces S1 € U(d)(Ss).

Por cuestiones précticas, extenderemos la nocién de mayorizacién (manteniendo no-
tacién) para poder “comparar” vectores de distinto tamano, incluso sucesiones en ¢; de
nimeros positivos, ordenadas de forma decreciente. Diremos que una sucesién {a; }™, es
sumable sim € N, o si m = oo y {a;}32, € ¢*(N).

Definicién 1.2.3. Sean a = {a;}, y b = {b;}_, dos sucesiones decrecientes, sumables
de niimeros positivos, con s,m € N U {oo}, tal que t = min{s, m} < co. Decimos que b
mayoriza a a, notado b > a, si

ibizzj:ai paral <7<t yibizzm:ai. (1.5)
i=1 i=1 i=1

i=1

Si ambos s = m = oo, entonces b > a si

J J 00 00
ZbiEZai para j € N yZbi:Zai. (1.6)
i=1 i=1 i=1 i=1

Sim = s € N en la Definicion 1.2.3 entonces obtenemos la mayorizacién usual de
vectores en R™.
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1.3. Marcos en espacios de Hilbert - Nociones basicas

Los marcos (frames) en espacios de Hilbert, y su generalizacién a marcos de subespacios
son el tema central de este trabajo. En esta seccién presentaremos algunos resultados
basicos de la teoria de marcos, que seran usados en lo que resta de esta tesis. El texto de
P. Casazza [15] y los libros de O.Christensen [25] y K. Grochenig [41], son una referencia
bésica para el lector interesado en la teoria de marcos y sus aplicaciones.

Cabe aclarar que las definiciones y resultados expuestos en esta seccién (salvo que se
explicite lo contrario) se dan en el contexto de espacios de Hilbert de dimensién infinita.
Todos los resultados y definiciones se mantienen en el caso en que H = C? (en este caso,
un marco no necesita tener un numero infinito de vectores, dado que basta que sea un
conjunto generador de C?).

Definiciéon 1.3.1. Sea F = {f,}nen una sucesion en un espacio de Hilbert separable H.

1. Decimos que F es una sucesion de Bessel para H si existe B > 0 tal que, para todo
[ eHn,
S U L) P < Bl (L.7)

neN

2. F es un marco para H si existen A, B > 0 tales que, para toda f € H,

AIFIP <D I S I < BIFIP (1.8)

neN

3. Las constantes éptimas Ar y By para la ecuacion (1.8) se llaman cotas de marco
de F.

4. El marco F se denomina ajustado ( o Ax - ajustado) si Ax = Bg,y ajustado y
normalizado (o también de Parseval) si A = By = 1. Ademas, diremos que un
marco ajustado es uniforme si || f;|| = 1 para todo i € N.

Observacion 1.3.2. Los marcos de Parseval deben su nombre a que para todo f € H,

LFIP =D 1 ) P

neN

Es decir, ellos cumplen la identidad de Parseval. Por supuesto, en un marco de Parseval,
los vectores no estan normalizados en general, dado que, si un vector tiene norma uno,
entonces es ortogonal al resto. De hecho, para todo vector f,, de un marco de Parseval,
Ll = 1£ul12) = S | (Fos o) 2

Es decir, los marcos de Parseval uniformes, son las bases ortonormales de H. Por otro
lado, es claro que, dada la base canénica {e;,es} en C?; el conjunto {ey, \/Lieg, \%62} es

un marco de Parseval para C?, pero no es una base ortonormal.
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Dada una sucesién de Bessel F = {f, }nen, la condicion (1.7) implica que, para todo
f € H, la sucesion de coeficientes {(f, fn) }nen s un elemento de ¢;. También se deduce
que el operador T* : H — {5 definido por

T7(f) = {(f, fu) bnen

es lineal y acotado, con ||T*|| < v/B. Por lo tanto puede definirse su operador dual T :
{5 — H, lineal y cuya norma también est4 acotada por v/ B. Notemos que, si consideramos
la base canénica de la, {e, fnen:

(f;Ten) = (T"f,en) = (f, fu) Yn €N, (1.9)

por lo que Te,, = f,,, Vn € N.

Estos operadores constituyen una herramienta muy util para el estudio de los marcos
y sucesiones de Bessel, debido a que permiten el empleo de técnicas propias de la teoria
de operadores.

En un contexto mas general, el espacio de sucesiones ¢; puede cambiarse por cualquier
Hilbert separable K (el mismo H por ejemplo), si fijamos convenientemente una base
ortonormal {e, },en en K.

Definicién 1.3.3. Sea F = {f,, }nen una sucesion de Bessel en H. Sea K un espacio de
Hilbert separable y consideremos {e, },en una base ortonormal de K. Luego, existe un
tinico T € L(K,H) tal que

T(e,)=fn, neN.

Diremos que el operador T' es un operador preframe de F. En el caso en que K = /5
(considerando la base canonica), T' es el operador de sintesis, y T* es en este caso el
operador de andlisis.

Por 1ltimo, el operador de marco de F es el operador S = TT*. Notar que no depende
del operador preframe elegido. De hecho, para f € H,

Sf=>> (ffu) fu: (1.10)

neN

En caso que haga falta hacer referencia a la sucesién de Bessel F, notaremos S y TV
en lugar de Sy T.

Notemos que, si F es un marco para H, entonces la desigualdad inferior en (1.8)
implica que T™ es acotada inferiormente, y por lo tanto, un operador preframe T para F
es suryectivo sobre H. Por supuesto, vale la reciproca, en el sentido en que toda imagen
de una base ortonormal de K bajo un operador suryectivo T" € L(K,H) constituye un
marco para H:

Teorema 1.3.4. Sean K, H espacios de Hilbert separables, y {e,}nen una b.o.n. para K.
Sea T € L(K,H), y consideremos la sucesion f, = Te,, entonces son equivalentes
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1. {fn}nen es un marco para 'H.
2. T es un operador suryectivo.
3. T* es acotado inferiormente.
Ademds, F es un marco ajustado si y solo si S = Ald.

De la definicién del operador de marco S* se desprende que, si F es un marco para
H, entonces AId < S¥ < BId, donde Id es el operador identidad en H. En particular,
S7 es un operador positivo e invertible.

Maés atn, si Ax y Br son las cotas de marco 6ptimas (inferior y superior, respectiva-
mente), entonces es facil ver que

Ar=~9(8T) = (8777 v Br=57]. (1.11)

1.3.1. Reconstruccion en ‘H usando marcos.

Sea F un marco para H, y notemos por S a su operador de marco. Entonces, para

todo f € H,

F=85 = AT fu) fa =Y (5 fu) [ (1.12)

neN neN

En particular, el marco F es un sistema de generadores para H.
Por otro lado, también se tiene que

=871 = (fifa) 87 fun (1.13)

neN

Es decir, uno puede reconstruir el vector f usando los coeficientes de marco de f con

respecto a { futnen: {{f, fn) nen-

Observacién 1.3.5. Por lo tanto, reconstruir un vector (senal) utilizando el operador de
marco S requiere encontrar su inversa, lo que suele ser muy complicado en términos de
calculos. Esta es una de las razones por las cuales los marcos ajustados son adecuados: si
F es un marco ajustado con cota de marco A, entonces Vf € H

1

En general, los coeficientes usados en la reconstruccién no son unicos, a diferencia de
los coeficientes en una base ortonormal.
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Definicién 1.3.6. Sea F un marco para H. Decimos que una sucesion de Bessel G =
{gn}nen es un marco dual para F, si se satisfacen las siguientes igualdades para todo

feH:
f:Z<f7gn> fn:Z<f7fn> In- (1'14)

neN neN

En particular, el marco {(S¥)7'f,} asociado a F = {f,}nen es llamado marco dual
candnico. Notemos que, por (1.11), las cotas de marco ptimas para {(S7)~1f,} son B!
y A}l respectivamente.

Existe una correspondencia entre los marcos duales a F y las pseudoinversas del ope-
rador de sintesis T' de F:

Teorema 1.3.7. Sea F un marco para H, con operador de sintesis T € L(la, H) (sur-
yectivo). Entonces,

1. Para cada B € SI(T), la sucesion de Bessel { B*e,} es un marco dual de F

2. Dado G = {gn }tnen marco dual para F, el operador de andlisis G* : H — {5 pertenece

a SI(T).
3. El marco dual candnico a F estd dado por {(TT)*e,}
4. Para todo f € H, y todo marco dual {g,} de F,

STHFgn) =Y ST )

neN neN

i.e., los coeficientes dados por el marco dual candnico son los de norma minima
entre los que reconstruyen a f.

Demostracion. Notar que, dado que T es suryectivo (y por tanto, de rango cerrado), todo
operador B en SI(T) satisface que T B = Id, es decir, es una inversa a derecha de T'. Por
lo tanto, B* es suryectivo, y si hacemos B*e, = g,, con {e,} la b.o.n. canénica de /s,
entonces, para todo f € H,

f=BTf=5B (Z (f. fn) ) = {fifa) Brew = (fs fu) gn-

neN neN neN

De manera similar, usando T'B = Id, se tiene que f = > (f,gn) fa, Por lo que {g,}
es un marco dual para F.

Reciprocamente, si G es un marco dual, con operador de analisis G* de las identidades
(1.14) se tiene que G* es una pseudoinversa para 7T

Notemos que T(T*S )T =T y (T*S™)T(T*S™') = (T*S™'), con lo cual (T*S™1) €
SI(T), ademés, dado que (T*S~1)T es una proyeccién autoadjunta, tenemos que 7T =
(T*S~1Y), y por lo tanto, el marco dual canénico: S7Lf, = (T*S~1)*e, = (T7)*e,.
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El ultimo item del enunciado se deduce entonces del item anterior y la Proposicion
1.1.4. O

De la ecuacién (1.12) se deduce ademés que la sucesion {S™'/2f,},en es un marco de
Parseval. En efecto,

F=2_ (F57 ) fo= 570 (Z (£,57 ) fn> =Y (£8P ST

neN neN neN

Es decir, todo marco esta “relacionado” a un marco de Parseval. Podemos explicitar
una relacion de equivalencia entre marcos de la siguiente manera:

Definicién 1.3.8. Dos marcos {f, }nen, {gn}nen en H se dicen equivalentes si existe un
operador invertible G en L(H) tal que g, = G f,, para todo n € N.

Por lo tanto,

Proposicién 1.3.9. Todo marco { f,} (con operador de marco S” ) es equivalente al marco
ajustado normalizado {(ST)~V/2f,}.

1.3.2. Nocion de exceso en los marcos.

Como se vio previamente, los marcos resultan ser sistemas de generadores del espa-
cio de Hilbert. Sin embargo, a diferencia de las bases, puede no haber unicidad en los
coeficientes cuando representamos un vector f en términos del marco. Este “sobredimen-
sionamiento” es una de las razones del interés que despiertan en las aplicaciones.

Definicién 1.3.10. Dado F = {f,, }nen un frame en H con operador preframe 7.

1. El niimero cardinal
E(F) =dim N(T)

se llama el exceso de F.

2. Notar que si 7" es otro operador preframe, entonces 7" = T'U con U un operador
unitario que manda una de las bases ortonormales en la otra (ver definicién), esto
implica que E(F) no depende del operador preframe elegido. En particular,

E(F) = dim {(cn)neN €r:> cufu= o},

neN

que es la nulidad del operador de sintesis.
3. Holub [44] y Balan, Casazza, Heil y Landau [10] probaron que
E(F)=sup{ [I|: I CN y {fu}ngr es un marco para H}. (1.15)

Esta caracterizacion es la que justifica el nombre de “exceso de F™.
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Definicién 1.3.11. El frame F Se llama base de Riesz si E(F) = 0, i.e., si F es la imagen
de una base ortonormal de algin Hilbert K por un operador invertible 7" € L(K, H).

Se puede probar entonces que las bases de Riesz son las bases incondicionales y acota-
das de H (ver por ejemplo el libro de J.Lindenstrauss y L. Tzafriri [49] ), esto es: {f, fnen
es una base de Riesz sii para todo f € H:

1. Existe una tnica representacion de f de la forma

f = Zanfn

neN

y la suma converge incondicionalmente (esto es, todas las reordenaciones de la serie
convergen al mismo elemento de H).

2. Existen constantes m, M > 0 tal que, para todo n € N,
m < || full < M.

Ademas, de la Definicion 1.3.11 podemos decir que un marco es base de Riesz sii es
equivalente a una base ortonormal.

1.4. Perturbaciones de marcos

En esta seccion plantearemos brevemente el problema de perturbaciones de marcos.
Esto es, dado un marco F = {f, }nen para H, y sea G = { g, fnen una sucesion de Bessel.
,Cuan cerca tiene que estar G de F para poder asegurar que G es un marco? A esta
clase de resultados se los conoce como teoremas del tipo Paley-Wiener, debido al clasico
resultado de perturbaciones de bases en espacios de Banach probado por R. Paley y N.
Wiener en los anos 30: si {f,}nen es una base de Riesz para un espacio de Banach X,
entonces una sucesion { g, fnen en X es también una base si existe una constante 0 < u < 1
tal que

k k
| ch(fn — ga)|l < chan

para toda sucesion finita de escalares {c, }_;.

El trabajo [15] de P.Casazza y el libro de O. Christensen [25] son una excelente guia
sobre los resultados en este tema.

En el caso clasico uno puede arribar al resultado de Paley-Wiener, considerando los
operadores invertibles relacionados a las bases y el conocido teorema de Neumann so-
bre perturbaciones de operadores invertibles. En el caso de los marcos puede obrarse de
manera similar, teniendo en cuenta que los marcos y los operadores suryectivos estan
fuertemente ligados. El siguiente es un resultado general del que se deducen algunos de
los resultados de perturbacion conocidos.
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Lema 1.4.1. Sea T € L(H) tal que R(T) =H. Si G € L(H) y
IG =TIl <~A(T) = |T77",
entonces G es también suryectivo, y ademds v(G) > v(T) — |G — T|.
Demostracién. Por ser T suryectivo, tenemos que TTT = Id. Pero
IGT" — 1d]| = (G - D)T'|| < |G =TT < 1.

Esto muestra que GT es invertible. Por lo tanto TT(GTT)~! es una inversa a derecha de
G, es decir, es una de sus pseudoinversas. Por la Proposicién 1.1.4, |GT|| < ||[TT(GTT)7Y|

y
VG =IGHIT = ITHGTH)THIT! = (D) [(GTH

= (T) (Z G =1" ||TT||">

=(T) (1 = |G =TI |IT"])) = «(T) - |T - G|

como se aseguraba. 0

Fijemos de ahora en més un marco F = { f,, }nen en H, con operador preframe 7' : H — H.
Como siempre, notaremos S = S¥ = TT* al operador de marco de F, que cumple
1(S) = Az y |IS]| = Br.

Proposicion 1.4.2. Sea G = {g,}nen una sucesion de Bessel, con operador preframe
G € L(H). Si existe algin B € GI(H) tal que

R=|T*S™"?-G*B|| <1, (1.16)
entonces G es un marco en H, con constantes
Ag>(1-R?*|B|I”> y Bg<(1+R)?*|B. (1.17)

Demostracion. Tenemos que ver que G es epimorfismo, y que las constantes propuestas
acotan a GG*. Observar que S™Y2T es una isometria parcial (la de la descomposicién
polar de T'). Luego

R=|T*S™? —G*B|| = [|S7"*T = B*G|| < 1 =~(S"°T) .

Por el Lema 1.4.1, tenemos que B*G es epimorfismo, por lo que también G lo es.
Ademas, el mismo Lema asegura que

Y(G) = /(B™)(B*G) = 4(B™) (v(S7*T) — |87V — B*G|)) = |B| ' (1 — R) ,

por lo que Ag > (1 — R)*||B||"2. La otra deisgualdad sale en forma similar. O
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Corolario 1.4.3. Sea G = {gn }nen sucesion de Bessel en H. Si existe R < 1 tal que

S ST P =g )P < RSP, paratoda feH,  (118)

neN

entonces G es un marco en 'H tal que
Ar(1-R)?<Ag y Bg<Br(l+R)?
Demostracion. Observar que (1.18) es equivalente a que

“(T* _ G*)S 1/2”2 HT* -1/2 _ G*Sfl/2||2 < R2 ’

porque ||(T* — G*) h||* = Z‘ (hy fon—an)

neN
tenemos que G es marco. Para la acotacién de sus cotas, basta observar que

, para todo h € H. Por la Proposicién 1.4.2,

IST212=2(S) = Az vy SY*P =S|l = B,
y aplicar la férmula (1.17). O

A partir de estos resultados, podemos deducir un par de resultados, uno debido P.
Casazza y O. Christensen y el otro a O. Christensen y C. Heil (ver [15, 25]).

M2

Corolario 1.4.4. (Casazza, Christensen) Sean py, ps > 0 tales que R = py + —— e <1,
‘F
y sea G = {gn}nen sucesion de Bessel en H. Si para toda f € H se tiene que
1/2 1/2
« 2
(T =G fll = (Z! o fn—9n |) SMl(ZHf,an) + o I£11
neN neN
(1.19)

entonces G es un marco para 'H tal que
Aj-‘(]_ - R)2 S Ag Yy Bg S B}‘(l + R)2
Demostracion. Aplicando (1.19) a S~'/2f, tenemos que

(T =G ST2F < T STV f + pa ST 1]

%
< (;u + —/> LAl =R
A]-‘

porque [|S7Y2|| = A;/* y | T*S~'/2| = 1. Ahora basta aplicar el Corolario 1.4.3. [
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Corolario 1.4.5. (Christensen,Heil) Sea G = {gy}nen sucesion de Bessel en H y sea
0< R< Ar. Sipara toda f € H se tiene que

Z|<fvfn_gn>‘2§ R2 ||f||2> (120)

neN

entonces G es un marco en 'H tal que

2 2
A]:(l—Ai;) SAg Yy BQSB}'(l—i—Aﬂ;) .

Demostracion. Basta observar que, para toda f € H,
R
I(T* = G)ST2fIP < RIS f|? < i 1A%

porque ||S~1/2|| = A;'/*. Aplicar nuevamente el Cor. 1.4.3. O

1.5. Normas de los vectores en una sucesion de Bes-
sel.

En esta secciéon nos ocuparemos de la relacion entre las normas de una sucesion de
Bessel o un marco en C? y su operador de marco.

Este problema esta relacionado con el diseno de marcos; esto es, si se quiere constuir un
marco con cierta estructura (por ejemplo que sea ajustado) pero manteniendo las normas
de los vectores controladas (e.g., que todos los vectores tengan norma uno). Existen varios
trabajos que tratan de la construccion de marcos con condiciones estucturales prefijadas.
En general, dado el interés practico de estas cuestiones, se trabaja en dimension finita,
aunque existen trabajos que generalizan parcialemente algunos resultados en dimensiéon
infinita.

A pesar de estar trabajando en C?, permitiremos sucesiones Bessel con infinitos ele-
mentos. En este caso, diremos que una sucesién de vectores en C? es sumable si la sucesiéon
de normas es sumable. Notemos que por definicién, una sucesién de Bessel infinita en C?
es sumable.

Notaremos entonces por [ al conjunto de indices de las sucesiones Bessel. Entonces,
I=1,:=(1,2,...,m)6I=N.

El modo de relacionar los operadores asociados al marco con las normas de sus vectores
es mediante el operador Grammiano:

Definicién 1.5.1. Dada una sucesion de Bessel F = {f;};er de C%, (I =1, 6 I =N), el
operador Grammiano de F, es la matriz (infinita si / = N) G con entradas G;; = (fi, f;)-
En términos del operador de sintesis T, G = T*T.
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La matriz Grammiana de F es unitariamente equivalente a una “ampliacién” del
operador de marco de F:

Proposicién 1.5.2 ([7]). Sea F = {f;}ic1 una sucesion de Bessel y notemos por G y S a
la matriz Grammiana y la matriz que define el operador de marco de F respectivamente.
Entonces, eziste un espacio de Hilbert H con dimension |I|—d y un isomorfismo isométrico

U:ly(I) — CLDH tal que

d
UGUt — (*g 8)% (1.21)
En particular, Y, ; || fi]]* = tr(S) < o0.

Como consecuencia de la Proposicién 1.5.2 vemos que, si A(G) (resp A(S) € C%)
denotan los autovalores (contando multiplicidad) de G (resp. de S), entonces A\(G) =
(A(S),0.~) donde 0. representa un vector de |I| — d ceros.

Por otro lado, también puede deducirse que la constante de marco para un marco
ajustado se deduce facilmente de las normas de los elementos del marco:

Corolario 1.5.3. Dada una sucesion decreciente de miumeros estrictamente positivos
{a;}ier, st F = {fl}lg es un marco c-ajustado para C¢ con || f;||*> = a; para todo i € I,

entonces ¢ = =3, a;

Demostracion. Es inmediato de

de = tr(S7) = te(GT) =) _|filIP =D ai < 0.

el i€l
O

Lo dicho anteriormente, sumado a que en general se tiene que las normas al cuadrado de
los vectores de un marco estan acotadas por la cota marco superior (esto puede verificarse
facilmente de la definicién de marco), permite deducir la llamada desigualdad fundamental,
que establece que si existe un marco ajustado para C? con normas al cuadrado {a;}ics
entonces 1

a <= a; < o (1.22)
d iel
P. Casazza y M. T. Leon probaron que también vale la reciproca, esto es, (1.22) es una
condicién que garantiza la existencia de marcos ajustados con tal restriccién en las normas
de sus elementos.

Este resultado puede generalizarse mediante el Teorema de Schur - Horn y extensiones
al caso (1(N) (ver [7], [17]). En particular, nos permite encontrar una relaciéon mediante
desigualdades (mayorizacion) entre las normas de los vectores de una sucesién de Bessel y
su operador de marco. Reciprocamente, estas relaciones determinan la existencia de una
sucesion de Bessel con determinado operador de marco y normas de vectores prefijadas.
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Teorema 1.5.4. Sea a = {a;}ic; una sucesion decreciente de nimeros positivos y sea
S € Mq(C)* con autovalores (con multiplicidad y en orden decreciente) A = {A;}7_,.
Entonces son equivalentes

1. a < A (ver Definicion 1.2.3).

2. FEriste una sucesion de Bessel (sumable) G = {g;}, C H tal que ||gi]|*> = a; Vi y

S9 =8.

Demostracion. Si suponemos S > 0 entonces el caso I = I, es el Teorema 4.6 en [7],
mientras que el caso I = N es el Teorema 4.7 en [7]. Si el espectro de S tiene ceros (notar
que ese es el caso cuando |I| < d) podemos reducir al caso invertible restringiendo S al
complemento ortogonal de N(S). O

1.6. Marcos de Subespacios

Sea H un espacio de Hilbert separable. Dado un conjunto de indices I, ¢5°(/) repre-
sentard a las sucesiones escalares w = {w;};c; de entradas positivas y acotadas. Por e
notaremos a la sucesién en ¢5°(/) formada por unos.

De acuerdo al trabajo de Casazza y Kutyniok [22], definimos:

Definicién 1.6.1. Sea W = {W,},c; una sucesion de subespacios cerrados de H, y sea
w = {w;}icr € 0°(1).

1. Decimos que Wy, = (w;, W;);er es una sucesién de Bessel de subespacios si existe
B > 0 tal que

> w?||Pw,fI> < B|If|I” paratodo f €H . (1.23)

iel
donde cada Py, € L(H) es la proyeccién ortogonal sobre W; .

2. Decimos que W,, es un marco de subespacios (o marco de fusion) para H, (resp.
marco de subespacios para S C H) si existen A, B > 0 tal que

AllfII? < wa |Pw.fII* < B||f|? paratodo f € H (resp. f €S), (1.24)

iel
Las cotas 6ptimas para (1.24) se denotan Ay, v By, -

3. W es una sucesiéon minimal si

W,Nspan{W;:j #i} ={0} paratodo iel. (1.25)

Supongamos que W,, es un marco de subespacios para H. Entonces
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4. Wy, es un marco ajustado si Ay, = By, , y de Parseval si Ay, = By, = 1.
5. W, es una base de subespacios ortonormal si w = ey W; L W, para i # j.

6. Wy es una base de Riesz de subespacios si VV es una sucesion minimal.

Observaciéon 1.6.2. Los marcos de subespacios pueden interpretarse como una generali-
zacion de los marcos usuales de vectores. Concretamente, dado un marco F = { f; };c; para
H, éste puede pensarse como un marco de subespacios W,, si consideramos los subespacios
de dimensién uno W; = span{ f;} y los pesos w; = || fi|-

Las nociones de operadores de marco, sintesis y analisis pueden ser extendidas a sucesiones
de Bessel de subespacios. Sin embargo, el espacio de “andlisis” del marco ahora depende
fuertemente de la sucesion de subespacios W = {W; }ic; .

Definicién 1.6.3. Sea W,, = (w; , W;);er una sucesion de Bessel de subespacios para H.
Definimos el espacio de Hilbert

Kow =3 @W: = {g=(g)es g€ Wi v gl> =D llgalP < +o0} -
iel icl
Asociados a la sucesién de Bessel de subespacios W,, = (w;, W;);e; tenemos los si-
guientes operadores:

s Operador de sintesis: Ty, : Ky — H, definido por
Tw, (9) = Zwi 9: , para g = (gi)icr € Kw .
i€l
» Su adjunto, Ty, € L(H,Kyy) es el operador de andlisis de Wy, = (w; , Wi)icr. Es
facil ver que Ty, (f) = (w; Pw, f),c;, para f € H.

= El operador de marco: Sy, = Ty, Tyy, € L(H)", que satisface
Swaf =Y w} Pw,f,
i€l
para f € H. ie. Sy, = Tw, Tyy, -

Observacién 1.6.4. Sea W = {W,},c; una sucesion de subespacios cerrados de H, y sea
w = {w;}icr € (°(1). En [22] se prueban los siguientes resultados:

1. W = (w;, Wy)ier es una sucesién de Bessel de subespacios si y sélo si el operador
de sintesis Ty, estd bien definido y es acotado. En este caso,

Wi es un marco de subespacios para H (resp. para S T H) si y sélo si Ty, es
suryectivo (resp R(Tw,, ) = S)

Esto es equivalente ademas con que Ty, ~es acotado inferiormente.
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Si W, es un marco de subespacios para H, entonces

2. Aw, = v(Tw,)?y Bw, = ||Tw,||*>- Por lo tanto Ay, Id < Sy, < Bw,, Id.

3. Wy, es una base de Riesz de subespacios si y sélo si Tyy,, es invertible (i.e. inyectivo)
y Wi es una base ortonormal de subespacios si y sélo si w = e y Ty, Tw, = Id,

esto es equivalente a H = @®;c/W;.

4. Wy es ajustado si y sdlo si Tw, Ty, = Aw, Id, y Wy, es de Parseval si y sélo si

Ty, es una coisometria.

El siguiente es uno de los resultados fundamentales probados en [22], que determina una
relacién entre marcos de subespacios y marcos de vectores. Basicamente, nos dice que,
bajo determinadas condiciones, uno puede “unir” sucesiones marco y obtener un marco
para el espacio de Hilbert completo. Por supuesto, esas condiciones tienen que ver con los

subespacios generados por cada sucesion.

Teorema 1.6.5. Sea W = {W,};c; una sucesiéon de subespacios cerrados de H y sea
w € (°(]). Para cada i € I, sea G; = { fi;}jes, un marco para W;. Supongamos que

0<A=infA;;, y B=supBg <oo.
i€l iel

Sea &; = {eu }rex, una base ortonormal para cada W;. Entonces son equivalentes:

1. F ={wifij}ierjes, = {wi Gi}ier es un marco para H.
2. & = {wseiticrrerx, = {wi & }ier es un marco para H.
3. Wy = (w;, W;)ier es un marco de subespacios para H.

En este caso, las cotas de marco para W,, satisfacen las desigualdades

(1.26)

Ademas T¢ = Ty, , usando la base ortonormal B = {ej }icrrer, de Ky = >, D, Wi -

O



Capitulo 2

Completaciones a marcos ajustados.

2.1. Introducciéon

Como se menciond anteriormente, los marcos ajustados resultan ser de gran utilidad
en las aplicaciones, en gran medida por la simpleza de la formula de reconstruccion que
ellos proveen. Ademaés, los marcos de Parseval con vectores de norma uno han mostrado
ser los que optimizan el error medio cuadratico (MSE) ante la presencia de ruido en la
transmision, y presentan cierta robustez ante la pérdida de datos en la transmision de la
senal.

Esto gener6 una buena cantidad de trabajos ([16], [17], [20], [21], [7], [33], entre otros)
que analizan la existencia de marcos ajustados (usualmente con cierta estructura adicional,
restringiendo la norma de los vectores a un conjunto dado). Algunos de estos trabajos,
proponen ademas algoritmos que permiten construir tales marcos.

En el articulo [33], D. Feng, L. Wang y Y. Wang plantean el problema de construir
marcos ajustados uniformes (esto es, con vectores de norma uno), agregando vectores a
un conjunto existente F = {f;}}_, en C%. Por un lado, analizan c6mo varia el nimero de
condicionamiento de la matriz de marco si agregamos t vectores. Notemos que el niimero
de condicionamiento, es decir la proporcion entre los autovalores maximo y minimo de
S9 (recordemos que utilizamos la norma de operadores) es uno si y sélo si G es un marco
ajustado. Feng, Wang y Wang obtienen una cota inferior 6ptima para tal nimero de
condicionamiento. En particular, se deduce que se puede completar cualquier conjunto
inicial F con al menos d — 1 vectores para obtener un marco ajustado(ver [33, Teo. 1.1
]). En esta seccién enunciaremos y demostraremos tal resultado (ver Teorema 2.2.2), pero
nuestra prueba difiere ampliamente de la del citado articulo.

Sin embargo, la situacién cambia cuando se proponen calcular el nimero de vectores
de norma uno a agregar para obtener un marco ajustado. En este caso, en el mencionado
trabajo de Feng, Wang y Wang sélo obtienen una cota que dista de ser 6ptima:

Teorema 2.1.1 ([33], Teorema 1.2). Sea F = {fi}}_, € C? un conjunto de vectores de
norma uno con operador de marco S, cuyos autovalores, ordenados en forma decreciente

36
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son Ay > Xy >...> Ag > 0. Sear el menor entero > Ay +1 (i.e. v = [A\; + 1] ). Entonces
existen dr — p vectores de norma uno: G = {gi}?;p tal que F UG es un marco ajustado.

Los mismos autores se encargan de mostrar con un ejemplo que tal cota no es éptima
(ver Ejemplo 2.4.3).

El propédsito de este capitulo es, mediante las técnicas que provee la mayorizacion,
obtener la cota 6ptima, en un contexto mas general. En concreto, dado el conjunto inicial
de vectores F, y una sucesiéon de ntimeros positivos a = {a;}ieny hallamos el nimero
optimo de vectores a agregar a F, con normas dadas por a de modo de obtener un marco
ajustado.

2.2. Agregando vectores para obtener marcos ajus-
tados.

Sea F = {fi}}_, € H una sucesién de Bessel en C¢ con operador de marco S¥ cuyos
autovalores (contados con multiplicidad) son Ay > ... > A,.

Proposicion 2.2.1. Sea G = {g;}*, una sucesion de Bessel sumable en H y sea ¢ > 0.
Se tienen entonces las siguientes equivalencias:

1. FUG es un marco c-ajustado.
2. 89 =cId— S7.

Demostracion. Es facil ver que S7%9 = S9 + S¥. De hecho,
p t
STGF =N "(f 1) fi+> (frg) 9 =57 +5F.
i=1 i=1

Esto muestra 1 « 2.
O

Consideremos primero el problema maés sencillo de completar un conjunto F = {f;}7_,
de vectores en C¢ con vectores G = {g;}!_, € C? de modo que la sucesién F U G es un
marco ajustado, con libertad en las normas de los vectores de G. Este resultado aparece
en [33] pero la demostracién que presentaremos difiere de la del citado articulo.

Proposicién 2.2.2. Sean F = {f;}}_;, G = {g:}_; € C? cont < d — 1, supongamos
que F UG es un marco para C%. Sean \;(ST) y \i(STY9) los autovalores de ST y S7V9
respectivamente, ordenados en forma decreciente y contando multiplicidades. Entonces

)\1 (S]-'UQ) . )\1 (S}')
)\d(S}'UQ) - )\dft(S}—)'

(2.1)

Y la igualdad se alcanza en un conjunto G = {g;}!_;.
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Demostracion. Sean Gi = GF € M,(C)t y Gy = G7Y9 € M, +(C)* los operadores
Grammianos de F y F U G respectivamente. Dado que G es una submatriz de p x p de
G, la version generalizada del teorema de entrelace de Cauchy nos dice que, si A\;(G1),
i=1,...,py N(Gy), 1 =1,...p+t son los autovalores ordenados en forma decreciente
de G y G4, entonces:

At (Ga) < AR(Gr) < A

< Me(Ga) para 1 < k <p.
En particular, \y(G2) < Ag—t(G ) y /\1( 1) < M(G ) La desigualdad del enunciado se
deduce entonces de que \;(Gy) = X\i(S7) y A =

i(Go) = X\i(S7Y9), para 1 < i < d. Notar que
por hipotesis, As(G2) > 0.

Veamos ahora que existe un conjunto de vectores G = {g;}!_; tal que

)\1 (SFUQ) )\1 (50—')

A (SF99) ~ Ny (ST
Llamemos A = (X;(S))L, al vector en R? de autovalores de S = S7 ordenados en
forma decreciente. Existe pues una matriz unitaria U € My(C) tal que S = U diag(A)U*,
donde por diag(A) nos referimos a la matriz diagonal con A en su diagonal principal.
Dado 1 <t < d — 1, consideremos el vector a € Réo con entradas

a; = max(0, Ag—+(S) — Xi(9)).

Claramente, la matriz S’ := U diag(a)U* es semidefinida positiva y tiene rango < t.
Ademas, Apaz(S+5") = A (9) ¥ Anin(S+57) = Ag—t(S), con Apaz ¥ Amin 10s autovalores
maximo y minimo de S + S’ respectivamente.

Para finalizar la prueba, debemos encontrar un conjunto G = {g;};_, de vectores tal
que S9 = S’ (en realidad, puede optimizarse el nimero de vectores en s = rango(S’)).
Pero para ello basta tomar

gi = \/)\dft(s) - )\dftJri(S) Ca—t+:(U),

donde C;(X) representa el vector columna i-ésimo de la matriz X.

g

Observacion 2.2.3. Del resultado anterior se deduce que dados los vectores F = {f;}¥_;
en C¢ siempre podemos completarlo con al menos d — 1 vectores y obtener un marco
ajustado. Mas ain, de la desigualdad (2.1) se infiere que podemos completarlo con k <
d — 1 vectores si y sélo si los primeros d — k autovalores de S7 son iguales.

2.3. Completando con restriccion en las normas de
los vectores a agregar.

Consideremos ahora, ademds del conjunto F = {f;}’_; de vectores a completar, una
sucesiéon de numeros positivos a = {a; }ien, ordenados en forma decreciente. Llamemos
a =" |Ifill* es decir, « es la traza de S”.
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Nos proponemos ahora estudiar en qué contextos es valida una completacion de F a
un marco ajustado, restringiendo las normas de los vectores a agregar: ||g;||* = a;.

Definicién 2.3.1. Decimos que F es (a,r)-completable si existe € NU {oco} y una
sucesion Bessel G = {g;}'_; C H, con ||g;||* = a; Vi, y tal que FUG es un marco ajustado.
G = {¢:};_, constituye asi una (a,r)-completacién de F.

Observacion 2.3.2. Si G = {g;}/_; es una (a,r)-completacién de F entonces la cota de
marco ¢ € R de F UG queda determinada por el nimero r € NU {co} y las normas
de los vectores F. De hecho, por lo visto en la secciéon 1.5 del capitulo anterior, se tiene

c= 4TI ai+a)

Como consecuencia de la Proposiciéon 2.2.1 y el Teorema 1.5.4 se tiene:

Teorema 2.3.3. Sea r € NU {oc}. entonces F es (a,r)-completable si y solo si

é (Z a; + oz) < 00 (2.2)

it. Para t = min{d, r},

SHN

k
1
EZ az+)\d 7,+1 S

(Zal—i—a),lﬁkﬁt (2.3)

donde a = tr(S7) = 30 ;.
En particular, sir € N es tal que r > d y F es (a,r)-completable entonces F es
(a, k )-completable para cada k € N, k > r.

Demostracion. Supongamos que existe 7 € N y una sucesion finita G = {g;}/_, tal que
STYG = §F + 89 = cld y ||g:||> = a; para 1 < i < r. Entonces cId — S7 = S9 > 0;
en particular se tiene ¢ > [|S¥|| = A;. Por otro lado, los autovalores (contados con
multiplicidad) de SY9 ordenados en forma decreciente son ¢ — Ay > ... > ¢ — A\ > 0. Por
el Teorema 1.5.4 se tiene

(c=Agye—Ag—1,...,c— A1) = (ag,...,a,). (2.4)

Entonces, de la Definicién 1.2.3 se deducen (2.2) y (2.3), para t = min{d,r}. dado que
¢==(3"_, a; + a) por la Observacion 2.3.2.
Reciprocamente, supongamos que

T

1
E (Z:CLZ ‘l‘&) Z )\1 = ||S']:||7

=1
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y ademés se cumple (2.3) para cierto r € N. Notemos ¢ = é(z a; + ).
i=1

Por lo tanto, el espectro del operador positivo ¢ Id — S%, (¢ — Ag,c— Ap_1, ..., c— A1),
mayoriza (en el sentido de la Definicién 1.2.3) a {a;};_;. Por el Teorema 1.5.4, existe una
sucesién Bessel G = {g;}7_, con S9 =cId — S” y ||gi||* = a; para 1 <i < 7.

Supongamos ahora que F es (a, oo)-completable con una sucesién Bessel infinita G.
Esto implica que a debe ser sumable. De hecho, tr(S7Y9) = "> a; + a = dc, donde c es
la cota del marco ajustado. Como en el caso r < oo, \; = [|S7|| < ¢ por lo que el item
i. se deduce de este hecho y la Observaciéon 2.3.2. Por la Proposicién 2.2.1 y el Teorema
1.54,a< (¢c—Ng,c— A1, ..., — A1), por lo que el item 7. también se cumple en este
caso.

Por otro lado, si i.y 7. se cumplen para r = oo entonces, como en el caso finito,
cId — S” es un operador semidefinido positivo cuyo espectro mayoriza a por lo que por

el Teorema 1.5.4, F es (a,00)-completable.
O

Observacién 2.3.4. Por el Teorema 2.3.3, si >~ a; diverge, entonces todo conjunto de
vectores F es (a,r)-completable para algin r € N.

De la Observacion 2.2.3 se deduce que una (a,r)- completacién con r < d es posible
si y s6lo si los primeros n — r autovalores de S son iguales. Del Teorema 2.3.3 y la
Observaciéon 3.0.7 se deducen algunas condiciones extra que se deben cumplir cuando se
anade la restriccion en las normas de los vectores que completan a F :

Corolario 2.3.5. F es (a,r)-completable con r < d si y sélo si, para 1 < i < d—ry

1<k<r,
1 (< 1@
i = p ( E a; + Oz> ;Y AL > T jgl (a; + Anjr1)- (2.5)

j=1
En particular, F no es (a, k)-completable para ningin r # k < d.

Ambos resultados pueden resumirse en la siguiente proposicién, que sera tutil para
calcular el minimo r tal que F es (a,r)-completable.
Definamos primero inductivamente los siguientes ntimeros: sea cg = Ay y para 1 < k <

d sea
1 X
Cr = Max (Ck:—h T ;:1 (a; + )\d—i+1)> . (2.6)

Se desprende de la definicion que A} < c¢; <... < ¢q.

Proposicién 2.3.6. Sea r € NU{oc}. F es (a,r)-completable si y sdlo si

T

1
&= (Z a; + oz) para v < d (2.7)

=1
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1 T
cqg < 7 (Zai +a> < 0o para 1 > d. (2.8)

i=1
Mis ain, si ¢, =% (3°1_, a; + @) para algin r < d, entonces ¢, = Ay.

Demostracion. Supongamos que F es (a,r)-completable. Si r < d entonces por (2.5) en

el Corolario 2.3.5, se tiene que A\ = ¢p < ... < ¢ = A\ y A\ = é(z;l a; + a), por lo

que (2.7) se satisface. Si r > d entonces min{d,r} = d y el Teorema 2.3.3 junto con la

definicion de c¢g implican que
1 '
— (Zai +a> > cq.
=

Por lo que, en este caso (2.8) se cumple. Reciprocamente, si suponemos (2.8), entonces
claramente F es (a,r)-completable, por el Teorema 2.3.3. Supongamos ahora que para
algin r < d, ¢, = 5 (31_, a; + ). Veamos que F es (a, r)-completable. De hecho, dado
que de, = Y i, a; + a, se tiene que

d—r T

re. + (d—r)e, — Z/\i = Zai + iAd_iJrl.
i=1

i=1 =1

La definicién de ¢, implica que

U

s (s

Z(ai + Xi—ir1) <re = Z(&i + Na—it1) — (e —N) < Z(ai + Ng—it1)-
i=1

1

—-Tr

i=1 i=1 i

Por lo tanto,

1 T
)\j:a<;1ai+a> paral <j3<d—r
y
T
> méx — ,
A > méx - E (@i + Ad—iv1),

i=1
por lo que F es (a,r)-completable, por el Corolario 2.3.5. La tltima afirmacién de la
Proposicién es clara de los célculos previos. O

Ahora estamos en condiciones de dar el minimo € N tal que F es (a,r)-completable,
suponiendo que tal r € N existe.

Proposicién 2.3.7. Sea F (a,r)-completable para algin r € NU{oo}, yro € N el minimo
tal que F es (a,rq)-completable. Entonces

To
1=

Caso 1 ro < d siy sdlo sic,, =% (370 a; + ).
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Caso 2 d§r0<oosz’yso’losick%é<2f:1ai+oz> para todo 1 <k <d—1lyryg € N

es el minimo tal que cqg < %(221 a; + ).

Caso 3 rozoosz'yso”losz'ck%}j<Zf:1ai+a> V1 Sk‘gd—lycdzé(zgﬁlai—i—a).

Demostracion. Es inmediato de la Proposicién 2.3.6. El hecho que r > d en el caso 2 se

deduce de ¢4 < é (>_,ai+ «), dado que a; > 0 para todo i. O

El siguiente ejemplo muestra que es posible tener un conjunto de vectores F y una
sucesion a tal que F es (a,r)-completable s6lo para un r € N.

Ejemplo 2.3.8. Sea F = {/2¢1,1/2¢5,e3} en C* donde {e;}?_, es la base ortonormal

candnica y sea a = {(i)%1 . Entonces, los autovalores de S son A\ = 2, \y = 2

v A3 = 1, por lo que a = trS¥ = 5. Por el Corolario 2.3.5 F es (a,1)-completable

dado que \; = %(al +a) y M > ap + A3. Més aun, es claro que si agregamos una

copia del vector e3 a F obtenemos un marco 2-ajustado de cuatro vectores. Notemos

que, también por el Corolario 2.3.5, F no es (a,2)-completable. Por otro lado, es facil
17

1 00 _ 19 _ .y
ver que 3(Y - a; +a) = 7 < F = c3 entonces, por la Proposicién 2.3.6, F no es

(a, r)-completable para todo r > 3.

Proposicién 2.3.9. Supongamos que F es (a,r)-completable con r < d. Entonces existe
r1 € NU{oo} conr >d y tal que F es (a,r)-completable si y sélo si

Demostracion. Dado que F es (a,r)-completable, con r < d, sabemos por el Corolario
2.3.5 que los primeros d—r autovalores de S son iguales a é (Z;zl a; + a). Por otro lado,

para r; > d se tiene que é <Z;1:1 aj + oz) > é <Z;:1 a; + oz), pues los a; son positivos.

Entonces, del Teorema 2.3.3 y el Corolario 2.3.5 se deduce que F es (a, 1 )-completable
si y solo si

T1

k

1 1

Eg (ai‘l’)\d—i—l—l)ga(g ai+a>,r+1§k§d-
=1

i=1
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Restando A, a ambos lados de la desigualdad anterior tenemos que, parar+1 < k < d,

k r1
1
EZ(ai‘i‘/\d—i—t—l) — A < <Zai+a> — A1,

i=1

k 1 r
d k—d 1 1
izgl(ai—F)\d_H_l)—E)\l— 2 Alfc—i( 1(11'—}—06)—8(2 CL]’—FO./),

Ul

| =

i=1 i=1 =r+1
k k k 1

1 1 1 1

- Z ai“'_z)\dfﬂrl__z)\dfz#l < - a;,

k. k 4 k 4 d .

i=r+1 =1 =1 i=r+1
k r1

1 1
Ezglaiéalglaz

(Laigualdad (k—d)\ —a = Zle Ai—it1 parar+1 < k < d es debido a que los primeros
d — r autovalores son iguales a Aj, por hipdtesis). U

2.4. Marcos ajustados con normas iguales.

En esta seccién consideraremos el caso particular en que a = {a;};en es la sucesién
constante a; = 1 para todo i € N. Notemos que en este caso F es (a, r)-completable para
algiin r € N por lo dicho en la Observacion 2.3.4; de modo que resta calcular el minimo
numero r de vectores de norma uno que hay que agregar a F para obtener un marco
ajustado.

Observacion 2.4.1. Supongamos que a; = 1 para todo ¢ € N se tiene entonces que
1 T
Cr = max <)\1, 1+ ; Z )‘d—i+1> .
=1
De hecho, si j < k entonces %2321 Adoiv1 < %Zle Ad—ir1 dado que Ay > ... > \g > 0.

Esta sencilla formula para los coeficientes c¢; es 1til para la siguiente caracterizacion
del nimero 6ptimo de elementos para completaciones a marcos ajustados con vectores de
norma uno.

e d . .
Proposicién 2.4.2. Sea h:=) . , A\ —\; = d\; —a, yro el nimero minimo de vectores
de norma uno que se pueden agregar a F para obtener un marco ajustado.
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Caso 1: Si h < d, entoncesrg =h sih=00si he Nyl+ %Z?:H\dfiﬂ < A\ (en
particular, c, = A\1). En caso contrario, ro = d.

Caso 2: Sih>d, ro = [h].

Demostracion. Es claro que si h = 0 entonces F es un marco ajustado. Supongamos que
0 < h < d; entonces, dado que h = d\; — a, se tiene que ¢ = 1 + § por la Observacion
2.4.1. Siademas h € Ny 14+ Z?Zl Ad—i+1 < A1, (por lo que ¢, = 2 (h+a) = \;), entonces
ro = h por la Proposicién 2.3.7. En caso contrario, ¢; # é(k + «) para todo k < d. De
hecho, si ¢, = é(k + «) para algin k < d, entonces, por la Proposicién 2.3.6 ¢ = A,
porloque h=Fky 1+ % Z?:l Ad—it1 < A1, que contradice la suposicién inicial; entonces,
dado que cg =1+ 9§, [deq — o] = d, se concluye que 7y = d por la Proposicién 2.3.7.

Finalmente, h > d implica que ¢ # Cll(k:Jroz) para todo k < dy cg = A\ (entonces ¢, =
A1 para todo k < d). Una vez més, la Proposicién 2.3.7 implica que 7o = [dA\; — o] = [h].
O

Ejemplo 2.4.3. Sea f; = (1,0) y fo = (cosf,sinf) en R?  y consideremos a; = 1 Vi.
Es facil ver que los autovalores de S” son 1 4 cosf, por lo que h = A\; — Xy = 2| cos? |
(A1 > )Xo son los autovalores de S7). Por lo tanto, por la Proposicién 2.4.2; el niimero
minimo ry de vectores de norma uno a agregar para obtener un marco ajustado es 2, a
menos que 6 € {%”, k=1,2,4,5}, en cuyo caso rg = 1, o si § € {7, 37”}, en donde 7y = 0
(en este caso f1 y fo son una base ortonormal de R? y por lo tanto, un marco ajustado
uniforme).

2.5. Implementacion de Algoritmos

Una vez calculado el nimero de vectores a agregar, pueden implemetarse algoritmos
para hallar tal completacion usando métodos como los propuestos por Davies y Higham
([28]) (con vectores de norma uno), o su generalizacion a diferentes normas, el algoritmo de
Bendel-Mickey generalizado (ver el trabajo de I.S. Dhillon, R.W. Heath Jr., M.A. Sustik y
J.A. Tropp, [30]). Otra opcién es el método propuesto en [33] que utiliza transformaciones
de Householder.

Podemos describir brevemente estos algoritmos del siguiente modo: Sea X € My ,(C),
cuyas columnas tienen normas al cuadrado dadas por el vector b. Supongamos que a
es un vector de entradas positivas tal que a < b, entonces, existen (a lo sumo p — 1)
rotaciones {U;}¥_, (o matrices de Householder, en el algoritmo propuesto en [33]) tal que
X, = XU, -U,...- Uy tiene columnas con normas (al cuadrado) dadas por a. Notar que,
por construccion, X X* = X; X7.

Dado un conjunto de vectores F = {f;}}_, en C% sea T = T7 representado matricial-
mente en My,(C) de modo tal que C;(T") = f; para 1 <i < p.
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Propondremos dos algoritmos para completar F, agregando columnas a 7. El Algo-
ritmo 1 calcula el nimero minimo de columnas r de acuerdo a la Proposicion 2.3.7 (consi-
deraremos siempre r > d para simplificar los célculos). Sin embargo, como contrapartida,
necesitaremos diagonalizar S7, lo que conlleva un costo computacional importante.

Concretamente, la completacién de F, con normas fijadas previamente se hace en dos
pasos,

Algoritmo 1:

Paso 1 Se diagonaliza S¥ = TT* = U diag(A)U*. Entonces se calcula el minimo r (bajo
la restriccién > d) de columnas a agregar a T'. Se construye la matriz R € Mgy,.(C),
R = [Z D], siendo Z un bloque de ceros de tamano d x (r — d) y donde D es la

matriz diagonal D = diag(v/c — X;);, con ¢ = £(3°7_, a; + ).

Paso 2 Se aplica el algoritmo Bendel-Mickey a R, obteniendo R; € Mgy, (C), cuyas
columnas tienen norma cuadrado dadas por el vector z = (ay, as, ..., a,) . Notar que
esto es posible dado que las normas al cuadrado de las columnas de R mayorizan a
z. Esto implica que R1 R} = RR* = ZZ* + (cId — diag(\;);) = ¢ Id — diag(\;);. Asi,
(UR\)(URy)* =cld—TT™.

Finalmente, g; = C;(UR;) para 1 <i <7 es la completacién F.

El siguiente resultado nos permite reemplazar la matriz R en el Paso 1 por otra matriz
rectangular (con un mayor nimero de columnas) de modo de aplicar a esta los computos
del Paso 2. A diferencia del Algoritmo uno, no es necesario diagonalizar S” (tampoco
multiplicar por la matriz unitaria U en el tltimo paso). En lugar de ello, factorizamos
cId — S7 (para un c conveniente) usando el algoritmo de Cholesky.

Proposicion 2.5.1. Supongamos que a es una sucesion divergente. Sea k € R una cota
superior para ||ST|| yt =k +ay. Sir € N es tal que

r—1 T
Zai<t~d—tr(5f)§2ai (2.9)
i=1 i=1

entonces existen vectores G = {g;}1_, tal que F UG es un marco ajustado, con ||g;||* = a;
para 1 < i < r. Este conjunto puede ser construido sin diagonalizar S*.
Demostracion. Como antes, llamemos ¢ = é(z;l a; + «), entonces, por hipdtesis, ¢ > t.

Por lo tanto, ¢ Id — S” es definido positivo, dado que sus autovalores son: ¢ — \g > ... >
c— 187 > a;.

Sea YY™ con Y triangular inferior, la factorizaciéon obtenida mediante el algoritmo
de Cholesky de cId — S”. Notar que, dado que los autovalores de Y*Y coinciden con
los de YY™, la entrada diagonal mas pequeiia de Y*Y es > ¢ — ||S7|| > a; (debido a las
desigualdades de la mayorizacion). En particular, si b € R" es el vector cuyas entradas
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son los cuadrados de las normas de las columnas de Y (ordenadas en forma decreciente),
entonces b > (a,as,...,a,).

Asi, podemos aplicar el Paso 2 a la matriz R = [ZY] donde Z es un bloque de ceros
de tamario d x (r — d) y obtener una completacion de F. 4

El Algoritmo 2 podria describirse entonces:
Algoritmo 2

Paso 1 Sea k una cota superior para ||S” ||, entonces, se calcula r que satisfaga (2.9). Para
¢=2(31_; a;+ ), se obtiene la descomposicién de Cholesky RR* de ¢Id — S”. Se
redefine R = [ZR] donde Z es un bloque de ceros de tamano d x (r — d).

Paso 2 Se aplica el algoritmo de Bendel-Mickey a R, para obtener Ry € M,,.(C), cuyas
columnas tienen normas al cuadrado dadas por el vector z = (aq, as, . .., a,).

Finalmente, g; = C;(R;) para 1 <i <7 es la completacién de F.

2.5.1. Ejemplos Numéricos.

Ambos algoritmos se implementaron usando MATLAB para el caso particular de com-
pletaciones a marcos ajustados de vectores de norma uno. En este caso, para el Algoritmo
1, el nimero r > d de vectores a agregar se calcula usando la Proposicion 2.4.2.

Ejemplo 2.5.2. Dados los siguientes 6 vectores de norma uno en R?*, generados aleato-
riamente:

~0,225 0,238 0,766 0,728 0,844 —0,008
F_ | “0ATS 0806 0225 0402 0140 —0818
~ | —0,683 —0,222 0,007 —-0,459 0,092 —-0,341
0,504 0,494 —0,602 0,312 0,509 0,463
el Algoritmo 1 los completa con 6 vectores de norma uno
0,005 0305 0885 —0051 0429 0,005
G _ | 0038 —0560 —039 0045 —0.860 0,038
70,829 0,7 —0,029 0,53 —0,06 0,83
0,559 0,307 —0,252 —0,845 —0.27 0,558
y mientras que el Algoritmo 2 produce los siguientes vectores:
—-0,140 -0,14 0,675 0,907 0 0 0 0 0,852 —0,14
co_ | 0069 0069 —033 —0311 0211 0866 0994 0211 0417 0,069
27| 0,048 0948 0,651 0,057 —0,022 —0,09 —0,104 —0,022 0,066 0,948
0,277 0,277 —0,103 0,28 0,977 —-0,491 0,041 0,977 -0,309 0,277
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Los operadores de marco para ambas completaciones son, respectivamente:

3 —1,04x10712 —2,65x10712 —3,80 x 10713

gruG, _ | —1,04x 10712 3 3,61x10712 5,62 x 10712
T | —2,65x 10712 3,61 x 10712 3 8,88 x 10712
~3,80 x 10718 5,62 x 10712 8,88 x 1012 3

4 —3,45x10712 —2,78 x 1073 —1,60 x 1012

gFuGs _ | —3,45 % 10~ 12 4 4,16 x 1071 3,47 x 10713
T —2,78x 10713 4,16 x 10713 4 2,78 x 1072
—1,60 x 10712 3,47 x 10713 2,78 x 10712 4

Observaciéon 2.5.3. En este caso, cuando los vectores tienen norma uno, la diferencia de
vectores a agregar entre ambos algoritmos es exactamente d. De hecho, por la Proposicién
2.4.2, el Algoritmo 1 produce r = [d|[|S¥|| — tr S7| vectores, mientras que el Algoritmo
2 genera r = [d (||S7| + 1) — tr S7, por la Proposicién 2.5.1 (asumiendo que acotamos
de forma 6ptima ||S7| con A;).

Atun asi, el nimero obtenido con el Algoritmo 2 es menor a la cota mencionada en el
Teorema 2.1.1 dado que en general:

d ST +1] —p = [d||ST] +1) - p]

Ejemplo 2.5.4 (Continuacién del ejemplo 2.4.3). Si tomamos 6§ = 2T en el ejemplo 2.4.3,
tenemos la matriz a completar

no es dificil probar que agregando el vector (columna) f = (cos(f), — sin(f)) se obtiene
un marco ajustado (llamado “Mercedez Benz” por la disposiciéon de los vectores).

En cambio, los algoritmos 1 y 2 completan a 7" a las matrices T} y Ty (ver Fig. 2.1)
respectivamente:

1 cos(f) 0,866 0

hi=1y sin(0) 0,5 1
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1 cos(d) 03273 09449 05

=1, sin(0) —0,9449 0,3273 0,866

fl

f1

Figura 2.1: Completacion 6ptima, con Algoritmo 1 y con Algoritmo 2 de los vectores

{/1, f2}.



Capitulo 3

Funcionales convexos en marcos de

(Cd

3.0.2. Introduccion

El potencial de marco (frame potential), introducido por J.J. Benedetto y M. Fickus
en [12] representa una herramienta interesante para hacer un estudio geométrico de los
marcos en dimension finita. La idea central en ese trabajo es mostrar que los marcos
ajustados uniformes C?, forman una configuracién de puntos en la esfera que resultan ser
minimizadores locales (y globales) para el potencial de una fuerza (central) determinada.

Benedetto y Fickus se inspiraron en un problema cléasico de la fisica que es el de estudiar
las configuraciones estables (minizadores locales para cierto potencial) de electrones en
una esfera considerando que cada electron interactia con otro de acuerdo a la ley de
Coulomb (si consideramos que no hay presencia de fuerzas externas). Especificamente, la
fuerza de un punto b € S? sobre otro punto distinto a € S? es (salvo un factor constante)
F(a,b) = (a —b)/||la — b||>. Por lo tanto, los electrones se “acomodaran” de modo que
la energia potencial sea lo menor posible. Asi,para hallar esas configuraciones, uno debe
minimizar el potencial, que en este caso es, salvo un factor constante y para un par de
puntos a,b € 5%, 1/[ja — b]|.

Sin embargo, las configuraciones estables en S? bajo la fuerza de Coulomb F en general
no representan a vértices de marcos ajustados uniformes. De hecho, intuitivamente se ve
que un par de puntos en la esfera tienden a estar lo mas alejados entre si, dado que la
magnitud de la fuerza que los repele entre si es inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia que los separa. Sin embargo, los vectores de una base ortonormal en R? o
en R? no parecen estar muy separados entre si. Si uno considera a los marcos ajustados
uniformes como candidatos naturales a extender las bases ortonormales, entonces el dato
clave a considerar es el dngulo entre sus vectores, no la distancia que los separan. Esto llevo
a que Benedetto y Fickus definieran una nueva nocién de fuerza central, que caracterizara
estos marcos como minimizadores de su potencial.

49
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Equilibrio bajo la fuerza de marco.

Dados dos puntos a, b en la esfera de radio uno S¢~!, Benedetto y Fickus definen la
fuerza marco entre a y b como

FM : S84t x 841 — R FM(a, b) = (a,b) (a — b).

Asi, la fuerza marco tiende a “ortogonalizar”, siendo repulsiva cuando el angulo entre
los vectores que representan al par de puntos de la esfera es agudo, atractiva cuando es
obtuso y es nula cuando son ortogonales.

La fuerza marco es muy diferente a las fuerzas que aparecen en la naturaleza. Por
ejemplo, notemos que, por definicién, depende del origen de coordenadas, dado que de-
pende del angulo que determinan los vectores correspondientes. Por lo tanto, no es una
fuerza que sea invariante bajo traslaciones del sistema coordenado. Otro de los problemas
que presenta es que el campo de fuerzas en R? generado por un vector (a, b, ¢) no es con-
servativo, en particular, el trabajo para transformar un punto en otro de acuerdo a este
campo depende de la trayectoria empleada. Sin embargo, el campo es conservativo si nos
restringimos a esferas centradas concéntricas, centradas en el origen.

En particular, puede calcularse el llamado potencial de marco, para un conjunto de
vectores {x;}_; en S y resulta ser: PM : S9! x ... x S9! — [0, 00), dado por

vV
p veces

p p

PM({wi}s) = Y > [awz) [*

i=1 j=1

Uno puede extender la definicién del potencial a vectores unitarios de espacios de Hilbert
de dimension finita, tanto reales como complejos y formalizar la nocién de puntos de
equilibrio bajo la fuerza marco como minimizadores locales de esta funcion.

La caracterizacién que obtienen Benedetto y Fickus de los minimos globales para el
potencial de marco es la siguiente:

Teorema 3.0.5. [12, Teo. 7.1] Consideremos el potencial de marco
PM : (S — [0, 00)
p p
{a:}i — Z Z | (i, 5) |
i=1 j=1
Entonces

1. Todo minimizador local del potencial de marco es un minimizador global.

2. Sip < d entonces el valor minimo de PM es p y los minimizadores son las sucesiones
ortonormales en C?.
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3. Sip > d, el valor minimo del potencial de marco es p?/d, y los minimzadores son
los marcos ajustados con vectores unitarios de CY.

Es decir, continuando con la idea de que la fuerza marco tiende a ortogonalizar los
vectores tanto como sea posible, queda claro que en el caso p < d un conjunto ortonormal
va a ser el que minimice el potencial. Lo notable es que cuando p > d, las configuraciones
que aparecen como minimizadores son los marcos ajustados uniformes, justificando asi la
nociéon de generalizacion de las bases ortonormales.

Cabe mencionar que la prueba que presentan los mencionados autores del Teorema
3.0.5 no depende de suponer la existencia de marcos ajustados con vectores de norma uno,
asi que puede interpretarse ademas como una prueba mas de existencia de tales marcos.

Estos resultados fueron extendidos en el trabajo de P.G Casazza, M. Fickus, J. Kovace-
vic, M.T. Leon y J.C. Tremain, [18], donde se restringio el potencial de marco al producto
cartesiano S({a;}7_;) := S(a1) x ... x S(a,) de p esferas S(a;) = {f € C*: || f||*> = a:}-
En este caso, los minimizadores locales (que resultan ademas globales) también son mar-
cos ajustados, siempre que sea posible que tal marco ajustado exista (recordemos que
ahora tenemos restriccion en las normas, dadas por los valores a;, 1 < 7 < p. En el caso
en que no pueda existir un marco ajustado con esas normas para sus vectores, Casazza
et al muestran en el resultado central de [18] que los minimizadores locales son lo mas
cercano a un marco ajustado con dicha restriccion en las normas. En concreto, dada una
sucesiéon decreciente de ntimeros positivos {a;}7_;, con p > d se define la d-irreqularidad
de la sucesion, que puede interpretarse como el menor indice j para el cual los {a;};_;,,
pueden ser las normas de un marco ajustado en un subespacio de dimensiéon d — j (ver la
Definicién 3.0.9). Dicho esto, puede describirse a los minimizadores locales de la siguiente
manera:

Teorema 3.0.6. [18, Teo. 1] Sea {a;}}_, una sucesion decreciente de nimeros positivos
p > d con d-irregularidad ro. Entonces, todo minimizador local del potencial de marco
PM : S({a;}}) — [0,00) es de la forma

i Ui

p
i=ro+

donde los { fi}:2, son ortogonales y { f;}
ortogonal de span{ f;}i°,.

L €s un marco ajustado para el complemento

Una observacion crucial sobre el potencial de marco es que puede definirse en términos
del operador de marco como: PM({f;}1_,) = tr ((57)?). Esto motivé el estudio, desarro-
llado en este capitulo, de minimizadores, locales y globales de funcionales de la forma:
Py = tr(¢(-)), donde ¢ : RT — R* es una funcién convexa, evaluada (célculo funcional
mediante) en los operadores de marco.
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3.0.3. Minimos para la mayorizacion.

El propésito de estas secciones es continuar brevemente con el estudio de la mayori-
zacion entre vectores, para caracterizar minimos en determinados conjuntos de vectores.

Observaciéon 3.0.7. Sean a, b como en la Definiciéon 1.2.3, con b > a y m < s. Entonces
b; = 0 para m + 1 < j. De hecho, dado que b tiene entradas positivas

m

Zaj:ijZijZZaj = Z b]:O
j=1 Jj=1 J=1

j=1 j=m+1

De donde se deduce lo afirmado anteriormente.

Proposiciéon 3.0.8. Sea ¢ > 0 y consideremos el conjunto

d

K(c)={be R Y b =c}, (3.1)

i=1

entonces el vector v = (5,...,5) satisface b = v para todo b € K(c). Ademds, sib € K(c)

es tal que bt # v, entonces para todo 0 < ¢ suficientemente pequerio, existe b, € K(c) tal
queb! £ bl b b. y bl bl| <e.

Demostracion. A pesar de que la primer parte del enunciado es bien conocida en la teoria

de mayorizacién, daremos una breve prueba para que la demostracion sea completa.
k

Supongamos que tenemos b € K(c) tal que, para cierto 1 < k < d, Z bzl < kg Sin
i=1

pérdida de generalidad, supongamos que tal b ya esta ordenado en forma decreciente, es
decir b = b!. Entonces, para todo j < k + 1,

pero entonces,

d k d
YIRS SR S
i=1 i=1 i=k+1

lo cual contradice b € K(c).

Para la prueba de la tltima afirmacién, supongamos que b € K(c) es tal que b # v,
entonces existe un indice 7, 1 < j < d tal que b} > b} +1 donde notamos por bf a las
entradas de b!.

Sea 0 < ¢ tal que b} — \/g > b}H + \/g y notamos por b, al vector b, = b} — \/gej +
\/gejﬂ donde {e;}&, es la base canénica en R?. Claramente b, € K(c), b = b., y por
construccion de b, ||bt —bl||? =¢. O
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En el trabajo [18] es definida la d-irregularidad de una sucesién de la siguiente manera

Definicién 3.0.9. Sea a = (a;)*, una sucesién decreciente de niimeros positivos y d € N
con d < m. La d-irregularidad de a, notada ry(a) € N, es definida como

rq(a) :méx{l <j<d-1:(d—j)a; > Z ai}
i=j+1
si el conjunto de la derecha es no vacio, y r4(a) = 0 en caso contrario.

En particular se tiene que:

L (d—j)a; <3, ai, pararg(a) < j < d.
2. Sirg(a) >0, (d—ja; > > ", a;, para todo 1 < j <ry(a).
Para probar la segunda de las afirmaciones (la primera es obvia de la definicién), basta

notar que, si 1 <j <m —1 es tal que (d — j)a; < Z a;, entonces
i=j+1

(d—(G+1))aj < (d—jlaj— a1 < > a,

i=j+1
con lo que (d — (j + 1))aje1 < 370 510y, G-

Proposicién 3.0.10. Sea 0 < d < m y a = (a;)", una sucesion decreciente de nimeros
positivos con d-irreqularidad r = rq(a). Consideremos el conjunto

P(a) = {be (RT)4 Zbl>2az para 1<k<dyZb—Zaz}-

d—r
Seav = (a1,...,a,,C,...;0), donde c = (d —r)~" 31" | a;. Entonces v € P(a) y, para
todo b € P(a), b = v. Ademds, si b € P(a) y bt # v, entonces, para todo 0 < ¢

suficientemente pequenio, existe b. en P(a) tal que bl #b', b= b_ y |[bl —b!| <e.

Demostracion. Por los comentarios posteriores a la Definiciéon 3.0.9, v = v!. Primero,
veamos que v € P(a). Notemos que Z?Zl aj = Z§:1 v; para 1 < j <r. Por otro lado,

m m

trai(d=7) =1 = ara(d = (r+1) < > a; = a <(d=r)7" ) a

j:r+2 j:T+1
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Por lo tanto, ¢ > a,41 > a; para todo r +1 < j < m. Entonces, parar+1 < k < d se

tiene que
k r k

Dado que Z?Zl v; = Z] L a; se concluye que v € 73( ). Sea b = (b))%, € P(a) y, sin
pérdida de generalidad, supongamos que b = b'. Entonces, claramente Z?Zl v; < Z?:l b;

para todo 1 <k <r. Seaa =37 b;—> "  a; > 0. Entonces

m d m
(Zb —Zaj)—l— Zb Zaj = Z(bj~l—(d—r)_1a): Zaj (3.2)
Jj=r+1 Jj=r+1 Jj=r+1 j=r+1
que implica, por la Proposicién 3.0.8, que (¢)&, ; < ((d —r)la + b)L, ., € R
Entonces, para todo r + 1 < k < d se tiene

ij = Zb - Z (d—7r)"ta+ Z (bj+ (d—r)"a)

7=1 j=r+1 j=r+1

FS
-
Pﬁ
v
7

Por otro lado,

HM&
.ng
Fj&

por lo que se concluye que v < b. Para la segunda parte, sea b € P(a), b! # v. Como
antes, podemos suponer que b = b!. ' ‘
Veamos que existe j, 1 <j<d—1tal queb; >bjp1y D1 b >> 71 a.

Es claro que para algin 1 < k < d—1, by > b1, dado que si esto no es cierto, b; = b;
para todo i lo que implicaria b = v (la d-irregularidad de a seria entonces 0). Notemos
por by, > b, > ... > b, las entradas de b que satisfacen by, > by, 1.

Supongamos que para todo t,, Efil b; = 2221 a;. Entonces, dado que por hipétesis
kb, = Zle b; > Zle a; para todo k < ty, se tiene que a; = by = b; para todo i < t;. Por
el mismo razonamiento, a; = b;, 1 = b; para todo t; +1 < ¢ < t,. Finalmente, se tiene que
a; = b; para todo 1 < i < t,,, mas atin, by = (d — t,,,) 7" Z;itmﬂ a; para t,, + 1 < k. La
definicién de irregularidad de a implica que ¢, < r (de otro modo, las entradas de b no
estaria ordenado en forma decreciente), pero si t,, < r — 1, entonces, por los comentarios

que siguen a la Definicién 3.0.9,

Qi1 > (d = (tm +1)) 7" Z i,
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m

que implica que ay,, 41 > (d —tm) " D27, ) a; = by,41, lo que contradice b € P(a). El
unico caso posible es t,, = r, pero en este caso, b = v, que contradice las hipodtesis en b.

Dado 1 <j<d-—1talqueb; >bjy Zgzl b; > Zgzl a;, sea ¢ tal que b; —e/v/2 >
bj1+e/V2y Sl bi—e/v/2 > 37 a;. Notemos por b, al vector b—e/v/2e;+¢/v2ejy 1.
Es facil ver que entonces b, satisface las propiedades del enunciado.

O

Observacion 3.0.11. Notemos que la prueba de la Proposicién anterior muestra que el
tinico vector b en P(a) tal que: b' = (ay,as,...,ax,c,...,c) es v.

3.1. Funcionales convexas definidas en operadores de
marco.

En esta seccién definiremos una familia de funcionales Py definidas en el conjunto de
operadores de marco de sucesiones F = {f;}"; en C% a partir de una funcién convexa
¢ : Rt — RT,

Cuando nos restringimos a una clase particular de sucesiones, concretamente, aquellas
sucesiones cuyos elementos tienen normas prescriptas de antemano, podemos calcular el
minimo que toma Py en el correspondiente conjunto de operadores de marco y ademas
caracterizar el espectro de los minimizadores de Py, para cualquier funcién creciente y
convexa ¢, que ademés satisface ¢(0) = 0.

Definicién 3.1.1. Sea ¢ : Rt — R™ una funcion creciente y convexa. Entonces notamos
por Py, a la funcién definida en el conjunto de operadores de marco de sucesiones en C?
dada por

Py(87) = tr(¢(87)) (3-3)
para todo F = {f;}», C C¢. En particular, si notamos por A = (\;)%_, a los autovalores

de S7 contados con multiplicidad, entonces Py(S7) = S0, 6(\y).

Observacién 3.1.2. Usando la relaciéon entre G¥ y S7 establecida en la Proposicién
1.5.2, tenemos que

tr(6(G7)) = Ps(S7) + (m — d)9(0).

Ejemplo 3.1.3 (Potencial de marco). Sea ¢ : RT — R la funcién estrictamente convexa
¢(x) = 2. Entonces

m

Py(5%) = te((57)%) = e ((GF)*) = Y [{fu Fi) P, (3-4)

1,7=1

y asi obtenemos el potencial de marco.



56 Capitulo 3. Funcionales convexos en marcos en C¢

En lo que sigue, para F = {f;}, C C? y o € C notamos por aF = {a f;},.
=1 =1

Teorema 3.1.4. Sea f : RY — R wuna funcion creciente y convera y Fi = {f; i]\ill,

Fo = {gi g\fl C (Cd.

(2

1. Si 87t < 872 entonces
Py(S71) < Py(572).

2. Supongamos que ademds f es estrictamente conveza, y Py(S7*) = Py(S72). Enton-
ces, existe un unitario U € U(d) tal que

Ushur = §72,

8. Sitel0,1] yG=tY2F U(l—t)Y2F, entonces

Py(S9) < tPy(S71) + (1 — 1) Py(572).

4. 851G =F, UF,y entonces
Py(S%) = Py(S71) + Py(S7).
Demostracion. Los primeros dos items ya fueron mencionados en el Teorema 1.2.2. Las
ultimas dos son bien conocidas (ver [3, Teorema 1-24]). O

Observacion 3.1.5. Para ¢ = —¢, Py(S) = tr(¢(5)) para S € My(C)* son los funcio-
nales “entrépicos” definidos en [3]. De este modo, minimizar a P, equivale a maximizar
el funcional entrépico Py.

Sea ¢ > 0y a = {a;}", una sucesiéon decreciente de nimeros positivos. En lo que
sigue, consideraremos los siguientes conjuntos:

Ale) ={F = {fi}i, c C, Z 1fill* = tr(S7) = ¢},

B(a) = {F = {f;}", c C% |If:|* = a; para todo i}.

Notemos que, por el Teorema 1.5.4, el conjunto de operadores de marco para sucesiones
en A(c) y B(a) pueden ser bien caracterizados:

T(c) = {87, F € Ale)} = {8 € My(C)*, \(S) € K(c)}. (3.5)

R(a) = {SF, F € B(a)} = {S € M4(C)*, A(S) € P(a)}. (3.6)
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Teorema 3.1.6. Sea ¢ : RT — R una funcidén creciente y conveza y sea Py la funcion
asociada a ¢ y sea ¢ > 0. Entonces, si F € A(c) es un marco ajustado,

Py(ST) < Py(S9) VSY e T(c).

Ademds, si ¢ es estrictamente conveza y ST es un minimo local para P, (considerando
la norma de operadores en T (c)), entonces ST = £ 1d, lo que implica que F es un marco
ajustado.

Demostracion. La prueba se deduce inmediatamente de la Proposicion 3.0.8. De hecho,
S7 € T(c) es un minimo global para P, si y sélo si A(S7) = v, i.e. 7 = £1d, lo que
implica que F es un marco ajustado en A(c). Por otro lado, si A = A\(S7) # v, entonces
por la Proposiciéon 3.0.8 para cada ¢ > 0 suficientemente pequernio, existe A. € K(c) tal
que A\. < A\ A # Ay [[A— A || < e. Entonces, si SF = U*diag(\)U con U unitario, es
claro que S. = U* diag(\.)U € T (c) satisface ||S7 — S.|| < ey Py(S:) < Py(S%), por el
Teorema 3.1.4.

O

Teorema 3.1.7. Sea ¢ : Rt — R™ creciente y convexa y Py la funcion asociada a ¢. Sea
a = (a;)", una sucesion decreciente de nimeros positivos, con d < m. Supongamos que

F € B(a) es de la forma
{Vaieitiy U{fi}iZra (3.7)
donde {e;}!_, es una base ortonormal de C*, r es la d-irregularidad de a y {f;}", ., es
un marco ajustado para span{e;}?_, ., con cota de marco ¢ = (d —r)~" Z a;.
i>r+1

Entonces, S* es un minimo global para Py en R(a). Mds ain, si gzﬁ_e;r estrictamente
conveza y ST es un minimo local para P, en R(a) (considerando la norma de operadores),
entonces F es como en (3.7).

Demostracion. Sea F € B(a) de la forma dada en (3.7). Entonces, el espectro (ordenado)
del operador de marco S* es v = (ay,...,a,,¢,...,c) donde ¢ = (d —r)~* D ispiq @i €8
un autovalor con multiplicidad d — r. Entonces, por la Proposicién 3.0.10 y el Teorema
3.1.4, podemos concluir que F es un minimo global en B(a).

Supongamos ahora que G = {g;}™, € B(a) es tal que \(SY) = v. Entonces, la cota de
marco superior (6ptima) de G es a; y tenemos que

4 2 2 4
gl + > g 90 < arlgal* = Il
j>1

Por lo tanto, ¢; es ortogonal a g; para j # 1. Restringiéndonos a span{g;}",, deducimos

que (g2 , g;) = 0 para i # 2 del mismo modo. Por lo tanto, podemos concluir que (g; ,g;) =

Oparal <i <7, j #1,en particular, podemos definir el conjunto ortonormal e; = a, 1 2%
para 1 <i <7, que completamos a {e;}%,.
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Finalmente, dado que el operador de marco, restringido al complemento ortogonal del
espacio generado por {e;}!_; es un multiplo de la identidad, el resto del marco es un marco
ajustado de este complemento. Entonces G es de la forma descripta en (3.7).

Sea S7 € R(a) tal que A(S”) no es v € P(a). Por lo tanto, por la Proposicién
3.0.10 y argumentando como en el Teorema 3.1.6, dado € > 0, podemos encontrar un
operador positivo S. € R(a) tal que ||S. — S7|| <, A(S.) # A(ST) v S. < S7. Entonces
P,(S:) < P,(F) para toda funcion ¢ estrictamente convexa, por el Teorema 3.1.4. En
particular, todo minimo local de P, en R(a) es un minimo global, por lo que es el operador

de marco de un marco de la forma dada en (3.7).
U

Corolario 3.1.8. Sea ¢ : RT — RT wuna funcién creciente y convexa. Se tienen las
siguientes desiqualdades:

Si F = {fiki € Ale),
(A= 1)-6(0) +6(c) = Po(S7) 2 d-6(3). (3.8)

Y, para F € B(a) se tiene

m

(d=1)-$(0) + (D a) = Py(5%) = Z¢(ai) +(d=71)-9(h), (3.9)

i=1

con h = (d—r)"'> .o, 1 a. Ademds, si ¢ es ademds estrictamente convera y la cota
inferior es alcanzada en (3.8) (respectivamente en (3.9)) entonces F es un marco ajustado
(respectivamente como en (3.7) para cierta base ortonormal {e;}&, de C?).

3.1.1. Algunas aplicaciones de los resultados anteriores.

El primer ejemplo que presentaremos es el antes mencionado potencial de Benedetto-
Fickus o potencial de marco.

Ejemplo 3.1.9 (continuacién del ejemplo 3.1.3). Sea f(x) = x? y notemos que, por la
ecuacion (3.4), si F = {f;}1", € A(c) entonces

Py(ST) =" [{fi f)I*

ij=1
Asi, la ecuacion (3.9) implica

S i f) P o . L1 (3.10)

Qo il = d d

que es la desigualdad de Welch general (ver [55]). Ademads, por el Teorema 3.1.8 la cota
inferior (resp. la cota superior) en la ecuacion (3.10) se alcanza si y sélo si F es un marco
ajustado con constante $ (resp. si y sélo si span(F) tiene dimensién 1).

1>
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Ejemplo 3.1.10 ( potencial de marco n-ésimo). Sea n > 2y consideremos ¢, (z) = z"
para z > 0. Entonces, ¢,, es creciente y estrictamente convexa y produce el potencial de
marco n-ésimo dado por

P, (S7) = tx((S7)")

donde S” es el operador de marco para F = {f;}iemy C C% Dado que ¢,(0) = 0 entonces
se tiene que

Pn({f% gl) - Z H<f7/]7fl]+1 ) (311)
i1, in=1 j=1

donde definimos 7,1 = 7;. Notemos que P, es el potencial de marco usual. De hecho, la
férmula (3.11) se deduce de la identidad

m n

(G )ewen) = Y [ fin) =0 (3.12)

G2y, in=1 j=1
1=k

Por lo tanto, usando (3.11), la ecuacién (3.9)implica

1 > Z?j,...,iHZI H?:l <fij7fij+1> > 1
a (i 1Al —drt

(3.13)

mientras que (3.12) implica

Shem ol ) = T T ‘

Como antes, la cota inferior en la formula (3.13) se alcanza si y sélo si F es un marco
ajustado con cota de marco <. De forma similar, la cota en la ecuacién (3.14) se alcanza
si y sblo si F es un marco aJustado

Ejemplo 3.1.11 (Entropia de von Neumann.). Si consideramos la funcién concava ¢(z) =
—x In(z), entonces Py restringido a matrices de densidad (esto es, positivas y de traza uno),
se obtiene la entropia de von Neumann de la teoria de informacién cuantica. En cierto
sentido, esta mide la falta de informacién sobre el estado de un sistema. Los teoremas 3.1.6
y 3.1.7 muestran, como caso particular, la estructura de los maximizadores de la entropia
(dado que la funcién es céncava y los teoremas se refieren a funciones convexas), sin restric-
ciones en el primer caso y con la restriccién {S matriz de densidad con (A(S), 0y,—q) > a}
para una sucesién de pesos a con y ., a; = 1, en el segundo.
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3.2. Funcionales convexas en marcos GUC.

Definicién 3.2.1. Sea G un grupo abeliano finito de matrices unitarias en M 4(C), y
f € C% Si el conjunto de vectores G- f = {Uf : U € G} es un marco, entonces decimos
que G- f es un marco geométricamente uniforme (GU). Cuando hacemos actuar el
grupo G en un conjunto de vectores F = {f; € C¢: 1 <i < m} y G- F es un marco,
entonces decimos que es un marco geométricamente uniforme compuesto.

Con el propésito de simplificar los calculos, asumamos que G es ciclico. Por lo tanto,
tenemos que G = {U": 0 < i < n — 1} donde U es una matriz unitaria tal que U" = Id.
De este modo, consideraremos sucesiones marco de la forma G- F = {U’ fi:0<4<
n—1, 1<j<m}.

3.2.1. Funcionales convexas sobre marcos GUC.

En esta seccion estamos interesados en extender los resultados de las secciones previas
al conjunto de marcos GUC. Es decir, minimizar P, cuando la restringimos al conjunto
de operadores de marcos de los marcos GUC:

G-B(a)={G-F : FeBa)}

donde G es un grupo ciclico de unitarios y a es un conjunto fijo de ntimeros positivos.
Claramente G-B(a) C B(b), donde b = {b;}"M es la sucesién a repetida n veces. Entonces,
por el Corolario 3.1.8, si F € G- B(a),

Po(87) 2 3 o(bi) + (d = 1) - 6(h), (3.15)

donde h = (d —r)~! Eﬁfﬂ b; y r es la d-irregularidad de b. La desigualdad (3.15) puede

establecerse en términos de a si uno caracteriza adecuadamente la d-irregularidad de b:

Proposicién 3.2.2. Sea a = (a;)", una sucesion decreciente de nimeros positivos y sea
b = (b;))™ una sucesién dada por:

bj=a; para j=(i—-1)n+s, 1<s<n,1<i<m.
Entonces, sirg es la d-irreqularidad de b, se tiene que ro = nr, donde
oy <d Ya, > Zm: |
r:=max{j: (— — ; .
J n J) @j ' ayg
k=j+1

Demostracion. El enunciado es trivial si 7o = 0. Si rg # 0, entonces se tiene que n divide
a 19. Esto es pues, por definicién de rg, b, # b, 11 v ésto sélo puede ocurrir si ro = nr,
re{l,...m}.
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Finalmente,
nM d m
ro = max{nj : (d —nj)by; > Z b} =n méx{j : (E —Jj)a; > Z a}.
k=nj+1 k=j+1

O

Teorema 3.2.3. Sea G, a y B(a) como antes. Supongamos que n|d y que existe una
familia ortonormal {e;},, con N = £ tal que el conjunto {U*e¢; 1 <k <n,1<j <N}
es una base ortonormal de C. Sea F' en B(a) de la forma

F' = {Vaibi}i UD (3.16)

donde € = {b;}i_, es un conjunto ortonormal tal que G- & es ortonormal, r es la N -
irreqularidad de a y G- D es un marco ajustado para span (G - 5)L con cota de marco

h=(N—-r)"'3>" . a,. Notemos por F=G-F €G- B(a).

Entonces ST es un minimo global para Py en el conjunto de operadores de marco de
G - B(a). Ademds, si ¢ es estrictamente conveza, y ST es un minimo global para P,
entonces F es de la forma G-V, con V como en (3.16).

Demostracion. Por el Teorema 3.1.7 y la Proposicién 3.2.2 es claro que, si tal sucesion
existe, entonces S% es un minimo global en R(b) (usando la notacién de las secciones an-
teriores), entonces es un minimo global cuando restringimos Py al conjunto de operadores
de marco de G - B(a). Mas aun, si ¢ es estrictamente convexa, todo minimo global tiene
que ser de esta forma, por el Teorema 3.1.7.

Por lo tanto, para finalizar la prueba, debemos mostrar que tal sucesion existe. Con-
sideremos la sucesiéon F’ dada por

{Vaieitiy U{fitita
donde {e;}Y, es el conjunto ortonormal que existe por hipétesis, r es la N-irregularidad
de ay {f;}I", 1 es un marco ajustado para span{ej}1_,,;, con cota de marco h = (N —
)Y, 1 ak- Tal marco existe por el Teorema 3.1.7.

Claramente, para todo 1 < k < n, el conjunto {U* f;}7, .| es un marco ajustado (con la
misma cota h = (N—r)"' 321" a;) paraspan{U¥e;} X |, porlo tanto, D = G-{ fi},
es un marco ajustado para span (G - )" con cota de marco ¢ = (N —r)~! > e,y G, donde
& ={ei}i-

U

Observaciéon 3.2.4. Si ademés ponemos la condiciéon de que los vectores iniciales F
d

pertenezcan al subespacio - dimensional K de C? generado por {e;}Y; (£ = N), en-

tonces se tiene que los minimos globales son de la forma dada en (3.16), donde r es la
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4_jrregularidad de a y D es un marco ajustado para KN (span{b;}/_;)*. De hecho, en este

caso, la matriz Grammiana de G - F es diagonal a bloques.

Un caso especial de esta situacion esta dado por los marcos convolucionales estudiados
en [36]. En particular, el Teorema anterior puede verse como una generalizacién parcial a
[36, Teo. 6.

Corolario 3.2.5. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.2.3, para F € B(a) se tiene que

(d—1)-$(0) + ¢(n - Z a;) > Py(S¢7) >n {Z d(a;) + (d—r) - <b(h)} (3.17)

con h = (d—r)"' 3., 1 ai. Mas ain, si ademds ¢ es estrictamente convera y la cota
inferior en (3.17) se alcanza, entonces F es de la forma dada en (3.16).

3.3. De operadores de marcos a marcos.

En las secciones previas, hemos considerado la funcién Py asociada una funcién convexa
¢ como funcion de los operadores de marco; asi, hemos descripto la estructura de los
minimizadores locales de P, cuando nos restringimos a los conjuntos 7 (¢) y R(a) provistos
de la topologia dada por la norma de operadores.

En esta seccién nos proponemos considerar a la funcién P, definida directamente en
el conjunto de marcos:

Py(F) = Py(S7) = tx(4(57))

para F = {fi}™, C C4, y asi estudiar la estructura de los minimos globales y locales
de estos funcionales cuando nos restringimos a los conjuntos A(c) y B(a), considerando
la topologia en ng x C4x .. .(C‘f dada por la distancia:

g
m veces

d(F,G) = max fi — gill (3.18)

para sucesiones F = {f;}",, G = {g;}]",.

Es importante notar que la distancia (en norma) entre los operadores de marco no
acota la distancia entre los marcos; de hecho, si ¢ es una permutacion de orden m y
G = {fs) }:™; entonces S¥ = SY mientras que posiblemente d(F, G) # 0. Esto implica que
los resultados anteriores no pueden emplearse para obtener una caracterizacion completa
de los minimos locales en este nuevo enfoque.

El estudio de este problema involucra la existencia de secciones locales para la aplica-
ciéon F +— S7 cuando esté restringida a los conjuntos A(c) y B(a).

El Teorema 3.1.6 implica que si una sucesién F = {f;}7, € A(c) no tiene la estructura
de minimo local (global) de P, en 7 (¢), para ¢ una funcién estrictamente convexa, enton-
ces para todo € > 0, existe un operador S € 7 (c) tal que ||S—S5%|| < ey Py(S) < Py(S%).



Capitulo 3. Funcionales convexos en marcos en C¢ 63

Por lo tanto, para mostrar que F no es un minimo local de P, en A(c), considerando la

distancia entre marcos, se tiene que considerar el siguiente problema: para tal S, jexiste

alguna sucesién G = {g;}, € A(c) tal que S€ = S y d(F,G) < §(¢) con lim. o §(¢) = 0?
Una respuesta positiva se da en la siguiente

Proposicién 3.3.1. Dado F = {f;}7", € A(c), sea S € T(c) tal que ||S — S7|| < e.
Entonces existe G = {g;}7, € A(c) tal que d(F,G) < e'/? y S9 = S.

Demostracion. Consideremos la descomposicion polar de T, T = (S¥)/2\W. Entonces,
dado que

1S — ST < e, ||SY2 — (ST)?|| < €¥/2 por [11, Teo. X.1.1]).

Ahora, sea G = {g;}7,, donde g; = SY2We,; para 1 < i < m. Entonces T9 = SV,
S9 =T9(T9)* =Sy, paral <i<m,

lgi = fill S T9 = T7| < |12 = (87)"2|| < "2
O

El resultado previo, en conjunto con el Teorema 3.1.6 provee de una caracterizacion
completa de los minimos locales (globales) de P, en A(c) con respecto a la distancia entre
marcos, para una funcién estrictamente convexa ¢.

Teorema 3.3.2. Sea ¢ : RT — RT una funcion creciente y convezxa. Si F € A(c) es un
marco ajustado, entonces es un minimo global de Py en A(c). Mds ain, si ¢ es estric-
tamente conveza, entonces todo minimo local de Py en A(c) con respecto a la distancia
entre marcos es un marco ajustado.

Demostracion. La primer parte del enunciado se deduce del Teorema 3.1.6 y (3.5). Por la
prueba de 3.1.6, si F € A(c) no es ajustado, entonces para todo € > 0, existe un S, € 7 (c)
tal que ||S7 — S.|| < e? y Py(S:) < Py(S7).

Finalmente, por la Proposicién 3.3.1, existe G = {g;}™, € A(c) tal que SY9 = S. y
Ifi —aill <e. O

Como antes, si queremos obtener una caracterizaciéon de los minimizadores locales de
P, en B(a) con respecto a la distancia entre marcos, usando el Teorema 3.1.7, nos vemos
obligados a considerar el siguiente problema de perturbacién:

Dada una sucesion F = {f;}7™, € B(a) y S € R(a) con ||S¥ — S| < ¢, jexiste una
sucesién G = {g;}™, € B(a) con S9 =Sy d(F,G) < d(¢) con lim, 4 (g) = 07

La restriccién G € B(a) le confiere dificultad al problema. Dicho sea de paso, note-
mos que no tenemos control sobre las normas de los vectores en el G construido en la
Proposicién 3.3.1.

Asimismo, resulta conveniente trabajar con el operador grammiano, dado que la res-
triccion G € B(a) es equivalente a d(GY9) = a, donde d(X) € C™ denota la diagonal
principal de la matriz de m x m X.
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En este sentido, hemos obtenido sélo resultados parciales, expuestos en la siguien-
te Proposicion, cuya prueba depende de aspectos geométricos y sera desarrollada en la
siguiente seccion.

Teorema 3.3.3. Sea F = {f;}™, € C? un marco con S = S su operador de marco su-
pongamos ademds que F no puede particionarse en dos conjuntos mutuamente ortogona-
les. Sea {S;}i € M4(C)* una sucesion convergente a S, con tr(S;) = tr(S), Vi. Enton-
ces, dado > 0 existe iy € N tal que, para cada i > iy existe un marco G(i) = G = {g;}7-,
tal que:

1 |lg;ll = £l para 1 < j < m.
2. |lg; — fill <m para 1 < j <m.

Teorema 3.3.4. Sea ¢ : RT — R wuna funcidn creciente y convexa. Si F € B(a) tiene
la estructura descripta en (3.7) entonces es un minimo global para P, en B(a).

St ademds suponemos que ¢ es una funcion estrictamente conveza, entonces todo mini-
mo global de P, en B(a) es de la forma (3.7). Ademds, toda sucesion F = {f;}7", € B(a)
que no pueda particionarse en dos conjuntos mutuamente ortogonales es un minimo local
51y solo si es un minimo global de Py.

Demostracion. La primer parte del Teorema se tiene inmediatamente del Teorema 3.1.7
y (3.6)

Supongamos ahora que F no es un minimo global; por la prueba del Teorema 3.1.7,
existe una sucesién de operadores {S,} tal que S, converge a S¥ y tal que Py(S,) <
P¢(SF), vn.

Sea ¢ > 0, entonces, por el Teorema 3.3.3, para un ng € N suficientemente grande,
existe un marco G = {g;}, € B(a) tal que ||f; — ¢i|| < e y SY = S,. En particular,
Py(G) < Py(F). O

Supongamos ahora que F = {f;}, € C? es tal que F = F; U Fs, con los vectores de
Fi = {g:};1, ortogonales a los de Fo = {h;};*% (que denotaremos por F; L F3). En este
caso, la matriz grammiana de F, después de ordenar adecuadamente a los vectores en F,
es diagonal a bloques, con dos bloques correspondientes a las submatrices grammianas de
F1 v Fo. Entonces, claramente

tr((G7)) = tr(e(G)) + tr(¢(G™)).

Ademés, como se vio en la Observacion 3.1.2, Py(S7)) = tr(¢(G7)) — (m — d)¢(0).
Haciendo un cambio de bases adecuado en C?, podemos suponer que C% = CF @ C%*,
de modo que F; y Fy generan C* @ {0} y {0} & C4* respectivamente.
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Por lo tanto, restringiéndonos a sus subespacios generados, tenemos que F; es un
marco para C*¥ y F, es un marco para C**. En ese caso, la Observacién 3.1.2 implica
que:

Py(Fr) = Ps(S71) = tr(¢(GT) — (m1 — k)(0),

Py(Fs) = Py(572) = tr(6(G”?) — (m2 — (d — k))¢(0).

Por lo tanto, se tiene que Py(F) = Py(F1) + Pys(Fa).

Es importante notar que estamos considerando a P, con dominios diferentes cuando la
evaluamos en F; y en Fo: en el primer caso, la evaluamos en un marco para C* mientras
que en el segundo en un marco para C?~*. El valor difiere del que hubiésemos obtenido si
considerdbamos a F| y F, como sucesiones de Bessel para C?, salvo que ¢(0) = 0, dado
que lo que cambia en cada situacién es la cantidad de veces que sumamos ¢(0).

Estas observaciones permiten entonces deducir el siguiente Corolario:

Corolario 3.3.5. Sea F € B(a) tal que F = Fy UFy con Fy = {fi}iy L Fo ={h;}]2,
y supongamos que Fi no puede particionarse en dos sucesiones mutuamente ortogonales,
y ademds, no es un minimo global de Py restringido al conjunto

Blay) = {{g:};2y : gi € spanFy, |lgil| = [Ifill 1<i<m}.
Entonces, F no es un minimo local de P,.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.4, aplicado a F; y a B(a;), se deduce que F; no es un
minimo local para P, en B(a;). En particular, a partir de un gy suficientemente pequetlo,
dado € < gq existe un marco F; € B(a;) con d(Fy,F;) < ey Py(F5) < Py(F).

Sea F. = Fi U Fy, es claro que d(F,F.) < ¢ y ademés, por lo mencionado anterior-
mente:

Py(F.) = Py(F7) + Py(Fa) < Py(F1) + Py(F2) = Py(F),

con lo cual, F no es un minimo global para Py en B(a).
U

La caracterizacion de los minimos globales para Py dada en el Teorema 3.3.4 implica
que éstos estan formados por conjuntos de vectores que generan subespacios ortogonales
de C4, salvo que los minimos globales sean marcos ajustados que no puedan particionarse
en conjuntos mutuamente ortogonales de vectores . Por lo tanto, del Corolario anterior,
se puede deducir la siguiente caracterizacién de los minimos locales para Pj:

Proposicién 3.3.6. Sea F € B(a) un minimo local para P,, entonces:
F=FU...UF,

con F; LF;, parai # j, y cada F; es un marco ajustado en span F;.
En particular, los vectores de F son autovectores de S .
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Notemos que la estructura general para los minimos locales para una funcién arbitraria
Py (con ¢ creciente y estrictamente convexa) no puede ser deducida del Teorema 3.3.4
y el Corolario 3.3.5. Sin embargo, como quedara explicito mas adelante, estos resultados
permiten reducir el estudio de posibles minimos locales a un caso particular de marcos
(ver Problema (x)). A modo de ejemplo, podemos recuperar el resultado [18, Teo. 10] que
caracteriza los minimizadores en el caso particular del potencial de marco.

Teorema 3.3.7. Todo minimizador local F = {f;}1*, del potencial de marco en B(a) con
respecto a la distancia d(-,+) es un minimo global, y por lo tanto, tiene la estructura dada

en (3.7).

Demostracion. Supongamos que tenemos un marco F € B(a) que no es un minimo global
para el potencial de marco PM. Debemos mostrar que entonces no es un minimo local.

Sea F = JF1 U...U F su descomposiciéon minimal en subconjuntos dos a dos ortogo-
nales (minimal en el sentido que ningin F; puede ser particionado en dos subconjuntos
mutuamente ortogonales). Por el Corolario 3.3.5, si existe un 1 < i < k tal que F; no
es un minimo global para FP (restringido a B(a;)), entonces F no puede ser un minimo
local.

Por lo tanto, podemos suponer que cada F; es un minimo global en B(a;). Entonces,
por el Teorema 3.1.7, y dado que la particiéon es minimal, cada F; es un marco ajustado
en el espacio que genera (posiblemente con un sélo vector), con cota de marco ¢;, para
1<i<k.

Entonces, es claro que debe existir al menos un par ¢, j tal que el marco F; UF; no es
un minimo global para FP en el espacio generado por F; U F;y y con las restricciones en
las normas dadas por las normas de los vectores en F;, i = 1, 2.

Por otro lado, por la Observacién 3.0.11, dado que F; U F; no es un minimo global,
tenemos que, si ¢; < ¢;, entonces F; es linealmente dependiente.

Entonces, como se deduce de la prueba del Claim 3 en la demostracion del [18,; Teo.
10], dado € > 0 existe una sucesién F(¢) tal que d(F;UF;, F(e)) < ey FP(F(e)) <FP(F).
Por lo tanto, F no es un minimo local de FP en B(a). O

Analizando la prueba anterior, se deduce que una completa caracterizacion de los
minimos locales para toda funcién P, en B(a) depende del siguiente problema:

Problema(x): sea F = {fi}1*, = F1 UF, € B(a) tal que F; L F» y F; es un marco
ajustado en el espacio que genera. Supongamos que F no es un minimo global de P,. Dado
e > 0, existe un marco G = {g;}7*, € B(a) tal que ||f; — gil| < &,Viy Py(G) < Py(F)?
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3.4. Perturbaciones de marcos - Prueba del Teorema
3.3.3

En esta seccién consideraremos el grupo de Lie de matrices unitarias de m x m, U(m).
Dado U € U(m), tenemos que su espacio tangente

ToU(m) = {X € My,(C): UX € i M, (C)™}

al que identificaremos con el espacio de matrices anti-hermitianas 74U (m) = i- M, (C)*®
of m x m, via el isomorfismo isométrico X +— U*X. Dado G € M,,(C)*, consideramos la
aplicacion suave Vg : U(m) — U, (G) dada por U (U) = U*GU. Bajo las identificacion
de los espacios tangentes, mencionada previamente, es facil ver que el diferencial de Vg
en un punto U € U(m) y en la direccién dada por X € i - M,,(C)** estd dada por

(DV&)y(X) = [X,U*GU]. (3.19)

Como es bien sabido, el diferencial (D¢ )y es un epimorfismo en cada U € U(m) y por
lo tanto, (3.19) nos da una descripciéon del espacio tangente a la variedad U,,,(G) en un
punto U*GU.

Sea A(G) = {z ¢ R™ : Y 7" x; = tr(G)} y consideremos @¢ : U(m) — A(G)
dado por ®¢(U) = d(U*GU), donde d(A) € R™ es la diagonal principal de la matriz
A € M,,(C). Notemos que A(G) es una subvariedad de R™ con tangente en z € A(G)

TA(G) = {y €R™: } yi =0}

Mediante (3.19), obtenemos (identificando como antes los tangentes a U(m) ) que el
diferencial de ®¢ en un punto U € U(m) en la direcciéon de X € i - M,,,(C)** es

(D) (X) = d([X, U*GU)). (3.20)

Nuestro primer paso es estudiar la existencia de secciones locales de la aplicacion ®¢
alrededor de la identidad Id € U(m). Dado que la aplicacion ¢ es suave, la existencia
de secciones locales de @ es equivalente a la suryectividad de su diferencial (D®¢) g
alrededor de la identidad.

Fijemos primero algo de notacién: recordemos que notamos por I,,, al conjunto ordena-
do (1,2,...,m). Sea {e; }ic1,, la base ortonormal canénica en C™, para Z C I,,, definimos
Pr como la proyeccién ortogonal al espacio generado por {e; : i € Z}. Finalmente, por
Bs(z) nos referiremos a una bola centrada en x con radio d, en la métrica dada por el
contexto.

El siguiente resultado, que caracteriza la existencia de secciones locales, es parte del
Paso 1 en [48].
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Lema 3.4.1. Sea G € M,,,(C)" con d(G) = a y consideremos ¢ como antes. Entonces,
el diferencial (D®g)rq : 1- My (C)%* — T,A(G) es suryectivo, y por lo tanto @ es abierta
en A(G), si para T C 1, tal que PrG = GPr entoncesZT =1, 0 7T = &.

Demostracion. Supongamos que (D®¢g)rq no es suryectiva. Entonces, existe 0 # z €
T.A(G) que es ortogonal a la imagen de (D®¢) 4. Sea D la matriz diagonal cuya diagonal
principal estd dada por z € R™. Usando (3.20) tenemos que

0= (d([X,Q)), ) = tr([X,G]D) = tr(X[G, D]), VX € - M,,(C)*. (3.21)

Dado que [G, D] es anti-hermitiana, [G, D] = 0y por lo tanto G y D conmutan. Si hacemos
Z = {i: z; > 0} podemos deducir, dado que Ps es un polinomio en D, que [G, Pr] = 0.
Notemos que Z # @ y Z # I, dado que ;" z; = 0. O

Lema 3.4.2. Asumamos que la aplicacion ® = ®g, definida como antes para G €
M, (C)F, tiene secciones locales alrededor de la identidad. Sea {G;}; € M, (C)* una
sucesion convergente a G tal que tr(G;) = tr(G) Vi, y para i € N sea ®; := g, definido
como antes.

Entonces, existe 6 > 0 yig € N tal que, para i > iy

Bs(Id)NU(m) =S + K;
donde S y IKC; son subvariedades con Id = (Ids, Idx,) y

Dils: S — D(S), Pls:S — P(S)
son difeomorfismos.

Demostracion. La condicién tr(G;) = tr(G) asegura que todas las ®; son, como @, fun-
ciones de U(m) a A(G). Notemos ademds que las ®; convergen uniformemente a ¢ dado
que

o,(U) — d(U) = d(U(G; — G)U). (3.22)

Por otro lado, hay convergencia uniforme a nivel de los diferenciales de esas trans-
formaciones. De hecho, bajo la adecuada identificacién de los espacios tangentes a U(m)
podemos aplicar (3.20) y obtenemos

I(D®)y(X) = (DP;)u (X)) = [d([X, U"(G = G)U])|| < 2v/m [ X[ |G = Gill.  (3.23)

donde X € i- M,,(C)** es arbitrario.

Consideremos ahora I' : W — By, (Id) NU(m) una carta local, donde W C RP es un
conjunto abierto que contiene al 0 con I'(0) = Id. Sea ®oI': W — A(G) y notemos que
(D(®oT))y: R" — T,A(G) es suryectivo. Por continuidad, podemos asumir que (D(® o
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'), es suryectivo para todo x € W. Ademas, la proyeccién ortogonal @, sobre (ker(D(Po
I').)* es continua en W. De hecho, en este caso tenemos que Q, = D*(D,D?*)~'D, dado
que D, = (D(® oI")), es suryectivo en W. Por continuidad de las proyecciones @,
podemos asumir, sin pérdida de generalidad que ||Qo(1 — @Q.)|| < 1/4 para todo z € W.

Tomando 0 < § < §; y usando la convergencia uniforme de los diferenciales (3.23),
podemos asegurar que existe un i; € N tal que para todo i > iy entonces (D(®; o)),
es suryectivo para todo z € W. Si @, ; denota la proyeccién ortogonal sobre (ker(D(®; o
I')).)* entonces, usando la descripcién previa de @, ; se tiene que para todo & > 0 existe
i(e) tal que ||Q.,; — Q]| < € para i > i(e) y para todo x € W. Sea iy = i(1/4) € N,
entonces, si ig = max{iy, o}, tenemos que para todo z € W y todo i > ig

1Qo(1 — Qz,i)|| < [[Qo(Qa — Qaa)[| + [[Qo(1 — Qo) < 1/2

y por lo tanto,
(ker(D(® o T))o)™ Nker(D(®; o T)), = {0}. (3.24)
Definamos S := ['(ker(D(® o I'))g)* N W) y K := T'(ker(D(® o T))o N W). Por (3.24)

(D®|s), es inyectivo, y por argumentos de dimensién, (D®|s), es ademds suryectivo para

todo x € S; lo mismo podemos decir de ®; para i > iy, finalizando la prueba del lema.
O

Lema 3.4.3. Usando las notaciones del lema previo, sea T : W (= W° C RY) — S una

carta local de S con T'(0) = Ids y sea V (r) := V(B,.(0)) C S, donde B,(0) C A. Entonces,
para tal r > 0 existe € > 0 tal que, para i > 1y

B.(d(G;)) € ®:i(V(r)). (3.25)

Demostracion. Fijado r, sea V' = V/(r). Notemos que , para ¢ > iy entonces ®;(Ids) =
d(G;) es un punto interior de ®;(V'). Similarmente, ®(/ds) = d(G) es un punto interior
de ®(V). Mostraremos que existe £ > 0 tal que, para todo i > 7, entonces

inf : |d(G;) — x| = min : |d(G;) —z|| > € (3.26)

x€dP;(V x€0P;(V

donde 0®;(V) es la frontera de la imagen ®;(V') en A(G). El lema es entonces consecuencia
de la condicién dada en (3.26).

De hecho, asumamos que (3.26) no es cierto. Entonces, existe una subsucesion (®;, )
tal que

fnf 1d(Ga) = 2l = | d(Ga) = ill < (3.27)

J,’an)ik(v
para algun x, = ®; (Uy) con Uy € OV C S dado que ®; (0V) = 09, (V) C A. Pero
entonces, para cada k € Ny U, € 9V tenemos que

1A(G) = 2(U)]| < [[A(G) = (Gl + 1d(Gi,) — @iy (U || + |93, (Ur) — (U

= [ld(G) = d(Gi)ll + [1d(Gi,) = @il + (|93, (Ur) = S(UR)]| — 0

| =
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por (3.27) y las convergencias d(G;,) — d(G) y @, (Uy) — ®(Uy). Pero esto implica que
d(G) no es un punto interior de ®(V') debido a que, en este caso,

it 4(G) — x| = inf lA(C) — @(2)] = 0

lo que contradice la suposiciéon hecha a comienzos de la demostracion. U

Una vez que tenemos asegurado una bola de radio uniforme en la imagen de cada
entorno suficientemente pequeno de la identidad por todas las ®;, podemos probar el
Teorema 3.3.3. La clave es construir una sucesion adecuada de operadores GG; que con-
verjan a G, con diagonales tan cerca como querramos de la diagonal de G (que tiene las
normas prefijadas para los vectores). A partir de cierto iy las diagonales d(G;) estaran lo
suficientemente cerca de d(G) como para poder hallar un unitario U cercano a Id tal que

o,(U) = d(G).

Prueba del Teorema 3.3.3. Notemos que decir que F no puede partirse en dos conjuntos
mutuamente ortogonales es equivalente a decir que su matriz Grammiana G' no conmuta
con ninguna proyeccién Pz, con Z distinto de I,,, y &, por lo tanto, por el Lema 3.4.1, la
funcién @ es abierta en A(G).

Sea T'=T7% : C™ — C? el operador de marco de F cuya descomposiciéon polar esté
dada por T = |T*| U’ = SY2U’ con U’ : C™ — C? co-isometria. Definamos G; = (U')*S;U’
y notemos que, por hipétesis, |G; — G|| — 0y tr(G;) = tr(G) Vi.

Usando la notacién introducida en los lemas previos, sea I' : W (C R*) — S una carta
local y r > 0 suficientemente pequetio tal que B,(0) C A y para U € V(r) = I'(B,(0))

entonces
n

2152
Para este 7 > 0 sea ¢ > 0 como en (3.25) a partir de cierto ip € N. Sea i € N tal que,
para i > iy entonces ||SY2 — SM?|| < p/2y ||G; — G|| < ok

Si ahora definimos i; = max(iy, i) entonces para i > i; tenemos que

IU = Id|| < (3.28)

[2(1d) — ©;(Id)|| = [A(G = Gi)ll < Vm |G = Gil| <& = d(G) € ©:(V(r)). (3.29)

Fijemos i > i1 y construyamos G = G(i) con las propiedades deseadas. Por el Lema
3.4.2 y (3.29) existe U € V(r) C S tal que ¢;(U) = d(G).

Definimos T := Sil/2 WU,y G = {g}], = {T(e;) T, donde {e;}7L; es la base
canénica en C™. Dado que por construcciéon GY = U*G;U y SY = S;, entonces los items
(1) y (3) se cumplen. El item (2) se obtiene de la desigualdad

1T —T| = |SY2U" — S2U'U|| < ||SY2 — 82| +||SY?|| || 1d — U]| < .
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Observacion 3.4.4. El Teorema 3.3.3 es interesante en si mismo, dado que da mucha mas
generalidad de la que necesitamos en el estudio de los minimizadores locales. Notemos que,
para probar el resultado sobre minimos locales (Teo. 3.3.4), uno sélo necesita emplearlo
para una sucesion especial S,, — S, que se construye perturbando sélo dos autovalores
de S usando la Proposiciéon 3.0.10. Es decir, existe un 1 < j < d tal que podemos hacer,
para n suficientemente grande, \; — % > Ajp1+ %, y, perturbando de esa manera esos dos
autovalores de S, obtener 5,,. Es facil ver que, si uno construye los GG, como en la prueba
de 3.3.3, entonces los ®,, tienen una forma sencilla:

1
b, =+ Py, (3.30)
n

donde H es una matriz fija (con dos autovalores no nulos: 1y —1).

Esta “linealidad” de la sucesion de ®,, permite dar una prueba diferente en este caso. De
hecho, supongamos que, componiendo con las cartas adecuadas, las ®, y ® son funciones
diferenciables de R? en R!. Entonces, las hipétesis v lo dicho en la primer parte de la
seccién, nos dicen que (D®)y y (D®,)o son suryectivas a partir de cierto ng. Por el
Teorema de la Funcién Implicita, para cada entorno U del 0 suficientemente pequeno,
®,(U) y ®(U) contienen entornos de ®,,(0) y ®(0) respectivamente. El tamafnio de esos
entornos puede calcularse usando cotas de |[(D®,)ol| v ||(D*®,)oll, ((D®)o] v ||[(D?*®)y|
respectivamente) (ver [1, Proposicién 2.5.6]).

Por (3.30), uno puede dar una cota uniforme para todas estas derivadas y derivadas
segundas, y obtener asi una bola centrada en ®,(0) (resp. ®(0)) de tamano uniforme
dentro de cada ®,,(U) (resp. ®(U)). Una vez hecho esto, uno completa la demostracién
del Teorema 3.3.3, para este caso particular de sucesiéon, como se hizo anteriormente.



Capitulo 4

Marcos de Subespacios.

4.0.1. Introduccién

La teoria referida a los marcos de subespacios es relativamente reciente. P. Casazza y
G. Kutyniok definen en [22] los marcos de subespacios estudiando posibles construcciones
de marcos “pegando” sucesiones marco (sucesiones que forman un marco en el espacio ge-
nerado) en un espacio de Hilbert H. Como muestran Casazza y Kutyniok, tal construccién
es posible si los subespacios que las sucesiones marco generan satisfacen (concretamente
las proyecciones ortogonales a ellos) una desigualdad similar a la de los marcos de vecto-
res, por los que los bautizan marcos de subespacios. Enfoques similares aparecen en los
trabajos de M. Fornasier, [34, 35|, el trabajo de A. Aldroubi, C.Cabrelli y U.Molter, [2] y
el paper de G. Sun [54].

Los marcos de subespacios, resultan ser el modelo adecuado para representar los deno-
minados procesos distribuidos en los que una senal se estudia en partes, utilizando marcos,
para finalmente reconstruir la sefial completa uniendo adecuadamente esos segmentos. El
ejemplo que Casazza y Kutyniok usan para graficar una situacién de esta indole es el de
una red de sensores, por ejemplo tomando datos climaticos, distribuida a lo largo de un
terreno extenso. Por cuestiones préacticas, por ejemplo para que la transmision de datos
tenga cierta robustez, los sensores presentan cierto nivel de redundancia, por lo que los
podemos considerar como elementos de un marco. Por otro lado, los sensores se agrupan
en subredes redundantes, por ejemplo, para prevenirse de que fallas en algin sensor o
grupo de sensores afecte la informacién que provee la red completa. Por lo tanto, cada
una de esas subredes es un submarco, y los subespacios generados forman un marco de
subespacios. De forma similar, se puede simular el proceso neuronal tratando a grupos de
neuronas como submarcos integrando una red neuronal mas grande.

Los marcos de subespacios, renombrados marcos de fusion a partir del trabajo de P.
Casazza, G. Kutyniok y S. Li [24], comenzaron a estudiarse intensivamente en los tltimos
anos. La publicacion [24] es un complemento al estudio iniciado en [22]. Aqui los autores
estudian técnicas de reconstrucciéon utilizando marcos de fusion en procesos distribuidos,

72
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comparando reconstrucciones locales y globales. Asimismo, P. Casazza y G. Kutyniok
estudian en [23] propiedades de robustez en marcos de fusién, cuando se considera la
eliminaciéon de subespacios o de vectores en alguno de los submarcos que integran el
marco global.

Recientemente han aparecido ademas los trabajos de Bodmann, Kribs y Paulsen ([14])
y Bodmann ([13]) en donde se estudian marcos de fusién Parseval (bajo el nombre de
resolucidn ponderada proyectiva de la identidad ) para la transmisién de estados cuanticos.

El objetivo de este capitulo es estudiar la relaciéon existente entre marcos de fusion y
operadores suryectivos. Ademaés, se generaliza el concepto de exceso de un marco de fusion
con marcos que son “refinamientos” del marco de subespacios original. Al final del mismo,
se proveen varios ejemplos en donde se evidencian algunas diferencias con los marcos de
vectores.

Recordemos que, dado I un conjunto de indices numerable, £3°(I) es el espacio de
sucesiones acotadas de ntimeros (estrictamente) positivos que seran considerados pesos
de aqui en adelante. Teniendo en cuenta el producto coordenada a coordenada en ¢5°(1),
notaremos por ¢°()* a los elementos invertibles en ¢3°(1) y por e € £3°(1) * al elemento
neutro, es decir e es la sucesion formada por unos.

4.0.2. Marcos y operadores

El propdsito de esta seccion es caracterizar marcos de subespacios como imagenes de
bases ortonormales de subespacios por epimorfismos con ciertas propiedades.

Definicién 4.0.5. Sea W,, = (w;, W;);er una sucesién de Bessel de subespacios de H,

con operador de sintesis Tyy,, . El exceso de W,, es la dimensién del nucleo de Tyy,, , esto
es: E (W) = dim N(Ty,,) -

Teorema 4.0.6. Sea {E;}icr una base ortonormal de subespacios de K y T € L(K, H)
un epimorfismo. Supongamos que ezisten 0 < A < B < oo tal que, para todo i € I,

A _ATPg? ITPsl? _ A(TPy)?
—_ < .e., tal — < . 4.1
B = TPy i.e., tal que 7 = 1 (4.1)
Para cada i € I, llamemos W; = T(E;) C H. Sea w = {w; }ier € (°(1) tal que
TPy ||? TPy )?
TP, |~ <w? < VTP, ) para todo 1 € I . (4.2)
B A
Entonces:
1. La sucesion Wy, = (w;, W,)ier es un marco de subespacios para H.
2. Ademds, W,, tiene cotas
1(T)? il
L <A B < . 4.3
B = Aw, ) Wew = A ( )
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3. Si N(T')N E; = {0} para todo i € I, entonces E (W,,) = dim N(T').
Demostracion. Supongamos que (4.1) y (4.2) valen para todo i € 1.

1. Dado que v(TPg,) > 0, entonces W; = T(E;) es cerrado para todo i € I. Sea
{bi; }jes, una base ortonormal para cada E; . Por la Proposicién 1.11 y las ecuaciones
(4.1) y (4.2), toda sucesion G; = {w; ' Tb;} ey, es un marco para W; con

Agi = w;27<TPEi>2 > A y Bgi = w;2||TPEiH2 <B.
Por otro lado, dado que {b;; }icr jes; €s una base ortonormal para C, y 7' un epimor-

fismo, la sucesion F = {T'b;; }ier jes, €S un marco para H.

Finalmente, dado que F = {w;(w;'"Tbi;)}icrjes, = {w;Gi}icr, el Teorema 1.6.5
implica que W,, es un marco de subespacios para H.

2. La ecuacion (4.3) se deduce de (1.26) y del hecho que Ar =~(T)? y B = ||T|*.

3. Supongamos que N(T') N E; = {0} para todo i € I.
Entonces N (T Pg,) = Ei+ y por lo tanto v(TPg,)-||z|| < ||TPg,z
Por la Ec. (4.2), paracadaz € Ky i € [,

| para todo z € E; .

AYV2w; || Py, z|| < (T Pg,) || Pp, #|| < |TPg, z|| < BY*w;||Pg, z| .

Sea Ky = > .c; @.c; Wi (el dominio de Ty, ). Definimos la aplicacion
V:K—Kw dadapor Vz=(w;" T(Pg x))iel , para x € K .

V estd bien definida dado que T'(E;) = W; para todo i € I. Ademads, dado = € K,

IV(@)|? = wIITPg, 2 <B) | Pra

i€l il

> = Bll=|* .

Allz|® = AY |1Ppal < |V(@)|P =) w?|TPs, z|*

iel el

por lo que V es acotada e invertible.

De la definicién del operador de sintesis Tyy,, , y que z = ) .., Pg,x, para todo x € K,
podemos deducir que Tyy, oV =T. Por lo tanto dim N(T') = dim V"N (Tyy, ) =
dim N(Tw,, ) = E (W).

0

Como caso particular del Teorema anterior, se tiene al operador Ty, : Ky — H,
eligiendo una base ortonormal de subespacios adecuada:
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Observacién 4.0.7. Si W,, = (w; , W, );er es un marco de subespacios para H. Notemos
que entonces tenemos la base ortonormal de subespacios {F;}ic; en Ky, donde los F; se
definen como

E =Y @6,;W;. (4.4)

jel

En particular tenemos Kyy = €,.; ;. Entonces el operador de sintesis Ty, satisface
claramente la Ec. (4.1). M&s atin, se tiene que Ty, g = w;g; para todo g = (g;)ies € Ei,
la copia isométrica de W; en Kyy . Por lo tanto, v(Tw,, Pg,) = ||Tw,, PE,|| = w; para todo
1€ 1.

Con las notaciones del Teorema 4.0.6, la condicién (7' Pg,) > 0 es necesaria (y su-
ficiente) para que W; = T(F;) C 'H. Podria esperarse que ademas sea suficiente para
asegurar que YW = {T'(E;) };c; es un marco de subespacios para alguna sucesién de pesos
adecuada. Sin embargo, en el Ejemplo 4.4.1 se verd que existe un operador suryectivo T
y una base ortonormal de subespacios £ = {F;}cs tal que v(T'Pg,) > 0 para todo i € [
pero W, no es un marco de subespacios para todo peso w € (5°(I) . En este caso, T'y &
no satisfacen la ecuacién (4.1).

Por otro lado, (4.1) no es tampoco una condicién necesaria que asegure que P (W) # &
(ver la Definicién 4.1.1), si W = TE. Notemos que la Ec. (4.1) depende de T' y no de
los subespacios T'E; (por supuesto, asumiendo que (7' Pg,) > 0 para todo i € I). En el
Ejemplo 4.4.2 se tiene un marco de subespacios que es la imagen por un epimorfismo de
una base ortonormal de subespacios pero que no satisface la FEc.(4.1).

Parte del siguiente resultado aparece en los trabajos de P. Casazza, G. Kutyniok y S.
Li [24] (Corolario 2.12) , y de P. Gavruta [38] (Teorema 2.4). Daremos una nueva prueba
de este resultado, utilizando el Teorema 4.0.6, que ademas nos permite dar informacion
extra sobre los pesos y el exceso de GW,,.

Corolario 4.0.8. Sea Wy, = (w;, W;)ier un marco de subespacios para 'H, y sea G €
L(H,Hy) invertible. Entonces GWy = (w; , G(W;))ier es un marco de subespacios para
Hy , cuyas cotas satisfacen las desigualdades

UGG Awe <Aow. v Bow., < (ICIIGH)* B,
Ademds, EWy) = E(GW) .

Demostracion. Notemos por F; la copia de cada W; en Ky definidos como en (4.4).
Definimos T" = G Ty, € L(Kw,H1), que es claramente suryectivo (dado que lo es
Ty, ). Por (1.3) y la Observacion 4.0.7,

V(T Pg) 2(G) - y(Dw, Pr,) =v(G) wi y  |TPg| <Gl 1 Tw, Pe.ll = 1G]] wi ,

para todo ¢ € I. En particular, T'(E;) C H; . Entonces, puede aplicarse el Teorema 4.0.6
para T con constantes A = v(G)* y B = ||G||>. De hecho, para cada i € I, hemos visto
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que

V(G)2 < V(TPEZ)2 ||TPEz ? w2 < W(TPE1)2
IGII? ~ ||ITPe, -

y i <
B IGI? 1(G)?

Por lo tanto, GW,, = (w; , GW;);er es un marco de subespacios para H; por el Teorema
4.0.6. En cuanto a las cotas, por (1.3) e item 2 de la Observacién 1.6.4 se tiene que

HGTwy) > Y)Y (Twy) = IG7H ANy 1GTw || < G 1 Twall = G By

Finalmente, aplicamos (4.3) del Teorema 4.0.6 con las constantes A = ||G7!|72 y B =
|G]?. Es facil ver que N(T) = N(Tw, ). Entonces N(T) N E; = {0} (i € I). Por el
Teorema 4.0.6, deducimos que E (W,,) = dim N(Tyy,, ) = dim N(T) = E (G Wy). O

4.1. Pesos Admisibles.

El propésito de esta seccion es estudiar, para una sucesion de subespacios cerrados
W = {W;}icr que genera H, el conjunto de pesos w € (°(1) tal que Wy, = (w;, Wi)icr
sea un marco para H.
Recordemos que (3 (1) * = { {wi}ier € (1) infwi >0} = L2(1) NGLLE(D)).
1€
Definicién 4.1.1.

1. Decimos que W = {W;};c; es una sucesion generadora de H, si W; € 'H para todo
i€l yspan{W;:ie€l}="H.

2. Sea W = {W;};c; una sucesiéon generadora de H. Definimos
P W) = {w € (3(I) : Wy, es un marco de subespacios para H} C (2(I) ,

el conjunto de pesos admisibles para V.

Los Ejemplos 4.4.1 y 4.4.3 muestran que no basta que una sucesion W = {W,};cs sea
generadora para que P (W) = @.

Proposicién 4.1.2. Sea W = {W, }ic; una sucesion generadora de H.

1. Siw € P(W), entonces aw € PW) y E(Ww) = E Waw), para todo a €
=),

2. SiW,, es una base de Riesz de subespacios, para alginw € (1), entonces P (W) =
(2(I)*, y ademds (a, W) es una base de Riesz para todo a € (3°(1)*. En particular,
(e, W) es una base de Riesz de subespacios.
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3. Sea G € GI(H). Entonces P (W) = P ({G(W,)}ier). En otras palabras, un peso
w € (°(1) es admisible para W si y sélo si es admisible para GWV.

Demostracion. Sea Ky = .., ®W;, como antes, notemos por £; T Ky la copia de
cada W; en KCyy.

1. Para cada a € (5°(I)*, consideremos el limite en la topologia fuerte de operadores,
D, = ZaiPEz-- Entonces D, € GI(Kyw)T. Por lo tanto, si Ty, € L(Kw,H) es
el opereﬁi[or de sintesis de W,,, entonces Ty, Dq es, por definicion, el operador de
sintesis de Wg 4. Dado que Ty, D, es acotado y suryectivo, entonces Wy 4, €s tam-
bién un marco de subespacios. Finalmente, notemos que N (T, ) = N(Tw,, Da) =
D (N(Tw,,))-

2. Si W, es una base de Riesz de subespacios para H, entonces Ty, es invertible.
Dado que Tw, © = w;x; para = (z;)jer € E;, entonces w; > v(Tw,, ) = A%i para
todo i € I. Esto implica que w € ¢°(I) *. Notemos que w - (5°(1)* = (3°(1) * (dado
que w™ € ((I)*). Entonces (2(1)* C P (W) por (1). Sea a € P (W). Entonces
w'a € ((I) y, como en el ftem (1),

Tw, =Tw

w(w—1la)

= Ty

w

Dy-1a => Dg= Dy Dy1qa = Dy T}y To, .

Por lo tanto, D, es suryectivo (e inyectivo), entonces Do € GUKW)T y a € (5°(1) *.

La tltima observacién se deduce de la definicién de base de Riesz (que sélo concierne
a la sucesiéon W), o porque Dy,-14 € GI(Kyy)™.

3. Aplicar Corolario 4.0.8 para Gy G~L.
U

Definicién 4.1.3. Sea W = {W, };c; una sucesion generadora de H. Dado v, w € P (W),
decimos que v y w son equivalentes si existe a € £°(I)* tal que v = aw.

Observaciones 4.1.4. Sea W = {W,};c; una sucesién generadora de H.

1. Por la Proposicién 4.1.2, si w € P (W), entonces toda su clase de equivalencia
w-(2(I)*CPW).

2. Por otro lado, en el Ejemplo 4.4.5 veremos que existen sucesiones generadoras W
de 'H con infinitas sucesiones w € P (W) no equivalentes.

3. Si W, es una base de Riesz de subespacios para H, entonces por la Proposicion
4.1.2 todas las sucesiones de pesos admisibles para W son equivalentes a w, dado
que P (W) =L(1)* . W, = (v, V) es ademas una base de Riesz para H, para todo
v € (F(I)*. Por lo tanto, de ahora en més, nos referiremos a las bases de Riesz
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de subespacios W sin hacer referencia explicita a la sucesiéon de pesos, dado que
el conjunto de pesos admisibles es siempre el mismo (y ademds, WV es una base de
Riesz para cualquier peso admisible).

4. Por definicion, si VW es una base de Riesz de subespacios, entonces es una sucesion
minimal. Sin embargo, en el Ejemplo 4.4.3, veremos que hay sucesiones minimales,
generadoras de H, pero con P (W) = @. Notar que en la definicién de base de Riesz
de subespacios, se pide P (W) # @ ademés de la minimalidad.

Proposicion 4.1.5. Sea £ = {E;}ic; una base ortonormal de subespacios para H. Sea
G € L(H,H,) un operador invertible. Entonces W = {G(FE;)}icr es una base de Riesz de
subespacios para H .

Demostracion. Es una consecuencia del Corolario 4.0.8. O

Observacién 4.1.6. Hemos visto en el Capitulo 1 que dado un marco F = {f;};cs para
H, la sucesién {S;l/zf,-},-el es un marco de Parseval. Sin embargo, si Wy, = (w;, W)ier
es un marco de subespacios, entonces S@¥2Ww podria no ser un marco de Parseval de
subespacios (Ejemplo 4.4.5), ni siquiera con una sucesién de pesos diferente. Peor atin,
existen marcos de subespacios W,, para H tal que la sucesion (v, G W) no es un marco de
Parseval para H para cualquier G € GI(H) y v € (5°(]) (ver Ejemplo 4.4.6). La siguiente
Proposicién muestra que la situacion es diferente para bases de Riesz de subespacios para

H:

Proposiciéon 4.1.7. Sea W = {W;},c; una base de Riesz de subespacios para H. En-

tonces, para todo w € (°(1)*, la sucesion {S;VZQ(WZ-)}ZE[ es una base ortonormal de
subespacios.

Demostracion. Sea {ei}rex, una base ortonormal en cada W;. Por el Teorema 1.6.5,
la sucesion € = {w;eix bierkek, €s una base de Riesz para H y Tg = Ty, . Entonces, la
., —-1/2 : .
sucesion {w;Sg / €ik biel ke, €S una base de Riesz y ademas un marco de Parseval para
~1/2
H, por lo cual, es una base ortonormal. Dado que Sy, = Sg ¥ {wiSWw/ €ik bkek; €S una

base ortonormal para cada subespacio S;VZQ(WJ , la sucesion {S;VZZ(VVZ)}ZE 1 es una base
ortonormal de subespacios para H. O

4.2. Proyectores y marcos de subespacios.

Es un resultado muy conocido de la teorfa de marcos que {f;};cr es un marco de
Parseval para H si y sélo si existe un espacio de Hilbert K que contiene a H tal que
f; = Pyb; para todo j, donde {b;};c; es una base ortonormal para K.

En esta seccion estudiaremos la posible generalizacién a los marcos de subespacios,
reemplazando bases ortonormales por bases ortonormales de subespacios. Se vera que una
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implicacién es cierta (un marco de Parseval de subespacios es la proyeccién ortogonal de
una base ortonormal de subespacios) pero la otra implicacién no es cierta (Ejemplo 4.4.4).

Teorema 4.2.1. Sea Wy, = (w; , W,)ier un marco de subespacios H. Entonces existe un
espacio de Hilbert ¥V O 'H y una base de Riesz de subespacios {B;}icr para V tal que

Pu(B) = Wi A |1 PuPa)| < wi < By | PuPs,||  para todoi e .
Esto es, la nueva sucesion de pesos v; = ||PyPpg,||, i € I, es equivalente a w. Ademds,

podemos calcular E (W,,) = dimV & H.

Demostracion. Como antes, notamos FE; la copia de W; en Kyy. Sea Ty, € L(Ky ,H) el
operador de sintesis de W, . Llamemos N' = N(Tyy, ) y V = H ® N Identificamos H con
Hae {0} CV.

Sea U : Ky, — V dado por

U(z) = T,z ®v(Tw,) Pxv x, €KW . (4.5)

Dado que Kyy = N+t N v Ty, ‘NL : Nt — H es invertible, podemos deducir que U es
acotado e invertible. Mas atn, es facil ver que

U™ =7(U) =1(Tw,) =A% vy U= 1Tl = By - (4.6)

Por la Proposicion 4.1.5, la sucesién {B; }ier = {U(F;) }ier s una base de Riesz de subes-
pacios para V. Observemos que

Py(B;) = PhU(E;) = Tw, (E;) @ {0} =W, ® {0} ~W,; , paratodoiel.

Sea y un vector de norma uno de B; = U(E;). Entonces y = Uz con @ = (x;)jer € E;. Se
tiene

YOzl < [[Uzll = flyll = 1 < [|U] |l=[| -
Usando que [Py y|| = |[Tw, x| = wil|z;:|| = wi||z| y la Ec. (4.6), concluimos que para
todo vector de norma uno y de B;,

A 1Prcyll = (T [1Pr yll = wi v(U) [Jal]| < ws = A2 (| PrPay|| < wi .

Similarmente, w; < w; [|U]| 2] = By,2 | Pr yll < By> || PuPa,|l- O

Como un caso particular del Teorema 4.2.1, se obtiene un resultado probado por Asgari
y Khosravi [9], con un poco més de informacién sobre los pesos:

Corolario 4.2.2. Sea W, = (w; , W;)ier un marco de Parseval para H. Entonces existe
un espacio de Hilbert YV O H y una base ortonormal de subespacios {F;}icr para V tal
que

Py(F) = W, y w;,=c|H, F;]=|PyPr|| paratodoiecl.
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Demostracion. Usaremos las notaciones de la prueba del Teorema 4.2.1. Si W,, es Par-
seval, entonces Ay, = By, = 1. La Ec. (4.6), implica que el operador U € L(K,V)
definido en (4.5) es ademés unitario (es una isometria invertible).

Por lo tanto, en este caso, la sucesion {Fi}ier = {U(E;)}ier es una base ortonormal

de subespacios para V. Ademas, por el Teorema 4.2.1, tenemos que w; = ||Py Pp,|| para
todo ¢ € I. Es facil ver que F; N (H & {0}) # {0} implica que w; =1y F; C (H & {0})
(dado que U es unitario). Entonces || Py Pr || = ¢[H, F;] para todo i € I. O

Teorema 4.2.3. Sea Wy, = (w;, Wi)ie; un marco de subespacios para H tal que 1 <
Ay, - Llamemos V = H & Ky . Entonces, existe una proyeccion oblicua Q) € L(V) con
R(Q) =H & {0} y un sistema ortonormal de subespacios {B;}icr in'V, tal que

W, e0=Q(B;)) vy 1w =]QPsg,

=~(Q Pg,) para todo i€ I .

Mas ain, si E (W) = 00, entonces la sucesion {B;}ier puede tomarse como una base
ortonormal de subespacios de V.

Demostracion. Escribamos Ty, = T. Por hipotesis, TT* = Sy, > Ay, Id > Id. Note-
mos por

X =(TT* - Id)"* € L(H)* .

Consideremos la descomposicién polar (a derecha) T'= |T*|V | donde V € L(Ky ,H)
es una isometria parcial con espacio inicial y final N (T vy H respectivamente, por lo
tanto V'V* = Idy . Consideremos la “ampliaciéon” T' € L(Kyy , V) dada por Tx = Tx @ 0.

Entonces TT* = 0 H € L(V). Definamos
0 0/ Kw

[ Idy XV\ H
Q—( 0 0 )/Cw € L(V) .

Entonces es claro que ) es una proyeccion oblicua con R(Q) = H @ 0. Més an,

N Idy + XX* 0 ~ = N ~
oo = (M D) =11 — 11

Sea U € L(Kyy ,V) definido por
Ur =VPymrx® Pymz , paraz €Ky . (4.7)

Entonces U es una isometria, porque el espacio inicial de V' es N(T')+. Ademaés, se tiene
que T= \T *|U. La isometria parcial de la descomposicion polar a derecha de () se extiende
a un operador unitario W en V, porque dim N(Q) = dim R(Q)*. Ademds, Q = |Q*|W.
Entonces

T =|T*|U = |Q*|U = Q W*U.
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Por lo tanto, si consideramos la base ortonormal de subespacios {E;}ier of Ky,

Wi=T(E) ~T(E)®0=T(E;) =QW'U(E;) =Q(B;), i€l,

donde {B;}ie; = {W*U(E;) }ier , que es claramente un sistema ortonormal en V. Si y € B;
es un vector unitario, entonces y = W*Ux para x € E; con ||z =1,y

wi = ||Tz|| = [|QW*Uz| = [|Quyll = wi=|Q Pyl =~(Q Ps,) -

Supongamos ahora que dim N (T') = oo. Entonces, la isometria U definida en (4.7) puede
cambiarse a un operador unitario de K,y sobre V, manteniendo la identidad 17" = |T*|U.
Para ver esto, tomemos

Ur =VPyriz®Y Pyryr, x€H,

donde Y € L(K)y) es una isometria parcial con espacio inicial N(7") y espacio final KCyy .
Es inmediato entonces que U aplica isométricamente N (T)* sobre H & {0} y N(T') sobre
{0} & K)y . Entonces, se concluye que la sucesién {B;};,c; es una base ortonormal de
subespacios para V. O

4.3. Refinamientos de marcos de subespacios.

En [22] se muestra con un ejemplo que un marco de subespacios con E (W,,) > 0
puede ser exacto, i.e. (w;, W;);es no es un marco, para todo subconjunto propio J C I.
Esta situacién es posible porque el exceso del marco puede ser contenido propiamente
en algin W, € W,,, por lo que si “borramos” cualquiera de los subespacios de W,,, la
sucesion restante deja de ser generadora.

En conclusién, la nocién de “exceso” no la misma que la de los marcos de vectores, en
el sentido de la Definicion 1.3.10 y la Ec. (1.15). En esta seccién, introducimos la nocién
de refinamientos de sucesiones de subespacios, que funcionara como medio natural para
recuperar la conexion entre exceso y borradas.

En concreto, un refinamiento de una sucesion W = {W, },c; es una sucesién de subes-
pacios “mas chicos”. Con el objeto de mantener la convencion de que los subespacios son
# {0}, permitiremos el borrado de algunos subespacios de W, considerando un subcon-
junto propio de I como conjunto de indices para el refinamiento.

Definicién 4.3.1. Sea W = {W, },c; una sucesiéon de subespacios cerrados.
1. Un refinamiento de W es una sucesién V = {V; };c; de subespacios cerrados tal que

JCI.
{0} # V; C W, para todo i € J.
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En este caso, usaremos la siguiente notacion:

2. El exceso de W con respecto a V es el cardinal

EW,V) =) dimW;e Vi) + Y dimW; .
ic J i¢ J

3. Siw € P (W), decimos que Vo, = (w;, V;)ic s es un refinamiento FS de W,, si

ademas V,, es un marco de subespacios de H.

Observacién 4.3.2. Es facil ver que, si V es un refinamiento de YWy V' es un refinamiento

de V, entonces V' refinaa Wy EW, V') = E(W,V)+ E(V,V).

Lema 4.3.3. Sea Wy, = (w; , W;)ier un marco de subespacios para H y sea V = {V; }ics un
refinamiento F'S de W. Consideremos Ky = .., ®V; como subespacio de ) .., W; =
Kyy . Entonces

1. EOW,V) =dim K5 = dim N (Pk,,) .

2. Ve = (Wi, Vi)ie 5 es un refinamiento FS de Wy, si y sélo si Ty, Px,, is suryectivo.
En este caso, tenemos que

3. EW,V) < EWh).

4. St E(W,V) < 00, entonces E (Vi) = E (Wyw) — E (W, V).

Demostracion. Para cada i € I, notemos por E; (resp. F;) la copia de cada W, (resp.
Vi, o F, ={0}sii¢ J)en Ky. Entonces Ky = @i E; © F;, por lo que se prueba
(1). Sea P = P,, . Por construccion, Ty, = TWw{ICV |R(P) € L(Ky ,H). Entonces
R(Tw, P) = R(Ty,) = H siy sélo si V,, es un refinamiento FS de W,,. En este caso,
{0} = N(PTy,,, ). Dado que R(T}, ) = N(Tj, )+, entonces

= TWw

N(Ty,) "N N(P)={0} = EW,V)=dim N(P) <dim N(Tj,) = E (W) .

Observemos que Ty, es un operador semi-Fredholm, con Ind(Tyy,, ) = dim N(Ty,, ) —0 =
E (Wy). Si E(W,V) < oo, entonces P es un operador de Fredholm, con Ind(P) = 0.
Por lo tanto, se tiene que E (W,,) = Ind(Ty,, ) + Ind(P) = Ind(Tw,, P) = dim N(Tw,, P).

Finalmente, dado que Ty, = Ty, "Cv ,

E (Vy) = dim N(Ty, ) = dim N (Tyy, P) — dim N(P) = E (Wy) — E (W, V) ,

completando la demostracion. O
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Lema 4.3.4. Sea Wy, = (w;, W;)ier un marco de subespacios para H con E (W,,) > 0.
Entonces existe un refinamiento FS de Wy, Vi = (w;, Vi)ie  con E (W, V) = 1.

Demostracion. Para cada i € I, notemos por F; la copia de W; en K,y . Supongamos que
no existe ningin refinamiento FS V,, de W,, con E (W, V) = 1. Entonces, por el Lema
4.3.3, para todo i € I y todo vector unitario y € Ej, se tiene que R(Tw,, Py,y1) # H. Por
la Proposicién 1.1.6 y Ec. (1.3),

¢[N(Tw,), {y}"] = ¢ [N(Tw,)", span{y} | <1 = R(Tw, Pyjr) EH.

Tomamos = € R(Ty,, Pype)t = N(Pyy2 )73, de norma uno.
Entonces 0 # Ty, v € span{y}, i.e., y € R(Ty,, ). Esto implica que Uier E; € R(Ty, )
(que es cerrado), entonces T3y, ~es suryectivo y E (W) = 0. O

Teorema 4.3.5. Sea W, = (w; , W;)ier un marco de subespacios para H. Entonces
E (Wy,) = sup {E W, V) : Vi = (w;, Vi)ie s es un refinamiento FS de W, } . (4.8)

En particular, si EF(W,,) = oo, entonces, para todo n € N, existe V,, = (wi, V;)ic s
refinamiento F'S de W,, tal que E (W, V) = n.

Demostracion. Notemos por « el supremo de (4.8). Notemos que el item 3 del Lema 4.3.3
nos dice que o« < E (Wy,). Si E (W,,) < oo, combinando la Observacion 4.3.2, el Lema
4.3.4 y el item 4 del Lema 4.3.3, uno puede probar inductivamente que o > E (W,,). Si
E (W) = 00, un argumento similar muestra que para todo n € N, existe un marco V,,
refinamiento de W,, tal que E (W, V) = n. O

Corolario 4.3.6. Sea Wy, un marco de subespacios para 'H tal que E(W,,) < co. Entonces
1. La sucesion w € (1) *.

2. Eziste Vo = (w;, Vi)ic j, refinamiento F'S de Wy, tal que V es una base de Riesz
para H y E(W,V) = EOW,,).

Demostracion. Por el Teorema 4.3.5, existe Vo = (w;, V;)ie 7 , refinamiento FS de W,
tal que E(W,V) = E(W,,). Por el item 4 del Lema 4.3.3, E(V,,) = 0. Es decir, V,,
es una base de Riesz de subespacios para H. Entonces, por la Prop. 4.1.2, la sucesion
{witics € £22(J)*. Dado que £ (W,V) < oo, entonces I \ J es finito, y se tiene ademas
que w € (2(1)*. O

Corolario 4.3.7. Sea W,, un marco de subespacios para H tal que E (W,,) < 0o. Enton-
ces

PW)=LtZ(I)" y EW,) =EWw) para cualquier otrov € P (W) .
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Demostracion. Por el Corolario 4.3.6, sabemos que w € ¢5°(1) *. De la Proposicion 4.1.2,
se deduce que ((I)* C P (W). Sea Vo, = (w;, V;)ic s un refinamiento de W, que es una
base de Riesz para H, (existe por el Corolario 4.3.6). Tomemos v € P (W). Entonces la
sucesion V,, = (v;, V;);e s resulta ser un marco de subespacios, refinamiento de W, .

De hecho, consideremos Ty, = Ty, € L(Ky, H). Por el Lema 4.3.3,

Ky
dim K, = E (W, V) < .

Como en la prueba del Lema 4.3.4, esto implica que R(TY,) = R(Tw, Px,) T H. Por otro
lado, span{U,c;Vi} C R(Ty,). Pero span{U;c;V;} es denso en H, porque Ty, es suryectivo
( Vaw es un marco de subespacios). Esto muestra entonces que Ty, es suryectivo, i.e. V, es
un marco de subespacios. Es decir, se tiene que V es una base de Riesz de subespacios, y
vy = {vitic 7 € P(V). Por la Proposicién 4.1.2, v; € €2(J)*. Como antes, esto implica
que v € ((I)*. Usando la Prop. 4.1.2 otra vez, concluimos que £ (W,) = E(W,,). O

Teorema 4.3.8. Sea W, = (w; , W)ier un marco de subespacios para H. Entonces
EW,) =E W) para cualquier otro v € P (W) .

Demostracion. Si E (W) < 0o, aplicamos Corolario 4.3.7. En el caso en que E (W,,) = o0
y v € P (W), entonces también E (W,) = oo, dado que de otro modo se aplicaria el
Corolario 4.3.7 a W,, . O

4.4. Ejemplos.

Observemos que, si {F;};c; es una base ortonormal de subespacios para K y T €
L(K,H) es un operador suryectivo tal que T'(E;) C H para todo i € I, entonces W =
{TE;}ic; es una sucesiéon generadora para H. Sin embargo, el primer ejemplo muestra
que, en general, tal sucesion W puede tener P (W) = &, i.e. W, no es un marco de
subespacios para H, para cualquier sucesion w € (5°([).

Ejemplo 4.4.1. Sea B = {e, },en una base ortonormal de H. Para k € N, consideremos
el espacio Ej, = span{eg;_1, €2} . Entonces Ej, resulta una base ortonormal de subespacios
para H. Sea T': ' H — H el operador (definido en un denso) dado por

27Fe; sin=2k—1
Te, =
€kl sin =2k
Entonces T' puede extenderse a un operador acotado y suryectivo (a quien seguimos

llamando T'), dado que la sucesién {Te}ren es claramente un marco ajustado para H.
Veremos que la sucesion de subespacios cerrados

W = {Witren talque W, =T(E)=span{er,exr1} , k€N
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cumple que P (W) = &. Supongamos que, por el contrario, w € P (W). Entonces, por
ple q pong que, p ) , P

la Ec. (1.24) aplicada a f = e; € ﬂ W, , tenemos que w € ¢ ?(N). Pero esto contradice

keN
la existencia de una cota inferior de marco Ay, para W,, = (wy, Wi )ren, porque para

todo k € N|
_ 2 2 2 _ 2
Aw,, = A, [ler|” < ZijHPWj@kHH =w, ——0.
je

—k
Notemos que, por definicién, W(TPg) _ 2+ — 0.

ITPe ] 1 koo

El operador T' y la base ortonormal £ = { £, }ren del ejemplo anterior no satisfacen la Ec.
(4.1) del Teorema 4.0.6. Sin embargo, (4.1) no es una condicién necesaria que asegure que
P (W) # @, si W=TE. Esto se muestra en el préximo ejemplo, en donde se muestra un
marco de subespacios, imagen por un epimorfismo de una base ortonormal de subespacios,
pero que no satisfacen la Ecuacién (4.1).

Ejemplo 4.4.2. Sea {ej}reny una base ortonormal para H y consideremos el marco (de
vectores)

ek sin=2k-1
F ={fa}lnen dadopor f,=

€Cr+1 s
T Sin= 2k

SeaT = Tx € L({*(N), H) su operador de sintesis (que es suryectivo). Si {b, }nen es la base
canénica de (?(N), entonces Th,, = f,. Para cada k € N hacemos E}, = span{boy_1, boy }.
Entonces, por construccion {Ej}ren es una base ortonormal de subespacios de ¢*(N).
Tomemos las sucesiones

w=ec/(T(N) y W,=TE,=span{ey, ery1}, keN.

Entonces Wy, = (wi, Wi)ren €s un marco de subespacios para H. Sin embargo, T no

cumple la Ec. (4.1), dado que y(T'Pg,) = \/%, mientras que |7 Pg, || = 1, para todo
ke N.

En el Ejemplo 4.4.1, se tiene una sucesioén generadora W = {W;};c; con P (W) = @. El
argumento clave fue que N;e;W; # {0}. Esto es suficiente para asegurar que P (W) es
vacio si span{W; : 1 < i < n} # H para todo n € N. Sin embargo, como mostrara el
siguiente ejemplo, esta condicion no es necesaria, ain si dim W; < oo para todo ¢ € I.
Este ejemplo sirve ademas para mostrar que existen sucesiones generadoras, minimales
de subespacios tales que P (W) = @.
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Ejemplo 4.4.3. Fijemos una base ortonormal B = {¢; };eny para H. Sea g = Z % cH
k=1

(llg]l = 1). Para todo n € N, notemos por P, € L(H) a la proyecciéon ortogonal sobre

H,, = span{ey, ey, ..., e,}. Consideremos la sucesion generadores W = {Wj }ren dada por

k
6 -
W, = span{ Pa, g, esx—1} = span {Z 23—2/2 ) €2k—1} , keN.

j=1

Es facil ver que W es una sucesién minimal.
Lo que estd sucediendo en este caso particular es que ¢[W;, W;] —— 0 (rdpida-

%,j—00
mente), y por esta razén P (W) = &. De hecho, supongamos que w € P (W), y el marco
de subespacios W,, tiene cotas 0 < Ay, < Byy,, . Entonces

By, = Bw,llgl* = ) wi [Pw gl? =) willPuglP =) wi(l-27"), (49)

keN keN keN
lo que implica que wy PR 0. Por otro lado, para todo k£ € N,
— 00
Ay = A lleaall® < wl || Pw; ean* = wf (4.10)

ieN
por lo que Ay, = 0, contradiciendo la suposicién inicial de que W,, era un marco de
subespacios. Por lo tanto, P (W) = @.

Sabemos que {f;};en es un marco de Parseval para H si y solo si existe un espacio de
Hilbert IC que contiene a H tal que f; = Pyb; para todo j € N, donde {b;};cn es una base
ortonormal para K. En la seccién 4.2 se probd que en el caso de marcos de subespacios
una implicacién era cierta, si reemplazabamos convenientemente las bases ortonormales
por bases ortonormales de subespacios. Concretamente, se vio que un marco Parseval
de subespacios es la imagen por una proyecciéon ortogonal de una base ortonormal de
subespacios. El siguiente ejemplo muestra que la reciproca no es cierta en este contexto.

Ejemplo 4.4.4. Sea {¢e } ey una base ortonormal para H. Consideremos el vector unitario
€9k — ____
9:2% , ysea M =span{g}U{ey:keN}.
keN

Por otro lado, tomemos la sucesién € = { Ej }ren dada por Ey = span{eg;_1, €9t} (kK € N).
Entonces £ es una bon de subespacios para H. Sea la sucesion W = {W}. }ren dada por

Wy = Py Ey, = span{g, ea} , paratodo k€ N.

Entonces P (W) = @ por la misma razon que en el Ejemplo 4.4.1, porque

S ﬂWk%{O}-

keN



Capitulo 4. Marcos de Subespacios 87

El proximo ejemplo muestra que en el caso de marcos de subespacios, la existencia de
un marco ajustado canodnico no es cierta, a diferencia de los marcos de vectores.

Ejemplo 4.4.5. Sea £ = {e, },eny una base ortonormal de H. Definamos la sucesién
W = {Wk}keN Ccomo

W, =span{e,:k>2}={e;}* vy W, =span{e;, e} , para k>2.

Notemos que P (W) = ¢ (N). De hecho, una inclusién es clara, y

wePW) = > wi = Y u} |Pnel’<By, = well(N).
k=2 k=2

Ahora veamos que W,, no puede ser un marco ajustado de subespacios para ningin
w € P(W). Si W, fuera un marco ajustado, con cota de marco A, entonces para todo
k> 2,
A=Aleyl® =) wf [Pl =wi+wi = wi=A-ui,
ieN
lo que contradice w € ¢2(N). Veamos ahora que el operador de marco Sy, € L(H) es
diagonal con respecto a la base ortonormal &, para todo w € P (W). De hecho,

Ty, e1 = {wr P er}ren = 0@ {wper =2 = Sw,e1 = T, Ty, e1 = (Z wi) e .
P

Por otro lado, si F}, es la copia de Wy en K,y , entonces para todo k € Ny j > 2,

wye; sik=1
Py, (Ty,e5) = wje; sik=j = Sw,e;=Tw, Ty, e = (wi +wj)e; .
0 sik#£1,7

En particular, S;\}W/Q es también diagonal. Esto implica que S;VZQW = W, que sabemos
que no puede ser ajustado para ninguna sucesién de pesos.

Otra propiedad del presente ejemplo es la siguiente: W,, es un marco de subespacios
para H, pero la sucesién (wy, W)p=1 no es una sucesiéon marco de subespacios (i.e.
un marco de subespacios para span{W} : k > 1}). Esto puede probarse con los mismos
argumentos utilizados en el Ejemplo 4.4.1, usando que (), Wi # {0}.

Ejemplo 4.4.6. Sea B, = {e,}n<4 una base ortonormal para C*. Consideremos la suce-

sion W = {Wj }ren dada por

Wi =span{er,ea} , Wa=span{ei, ez} y Wz =span{es} .
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Veremos que la sucesion GW,, = (wy, G(Wy))rer, no es un marco de Parseval para todo
invertible G € My(C) y todo peso w € R? .
Tomemos una base ortonormal en cada G(W;)

G(Wh) =span{gi, g2} , G(W,) =span{gi, g3} y G(W3)=span{g},

Gei

|Gl

E ={Teow, 9k trer; = {wi g1, w1 g2, w2 g1, w2 g3, W3 g3} ,

donde g; = para i = 1,4. Si GW,, fuera de Parseval, entonces el marco

seria un marco de Parseval (de vectores). Sea T' € M, 5(C) la matriz con los vectores de
& como columnas. Bajo un cambio de coordenadas adecuado, T' es de la forma

—

[ wr wy U C S 3
T—< 0 0 V) o con 7= (0,0,a) e C°y Ve M3(C) .

Dado que TT* = Id,, es facil ver que V' € U(3). Pero esto es imposible dado que las
dos primeras columnas de V' tienen normas ||w; go|| = w1 y ||ws gs|| = wy, mientras que
1 =wi+ w3+ |al*.
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