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2 Algebra #365

Algebra: O kommutativ. O assoziativ. O tunnelt rechts. O tunnelt links.

Ersterstellung: 14/12/15 Letzte Anderung: 15/12/15

365-1. Hatte ich frither den Mut gehabt, hitte ich vorliegende Definitionen
bereits frither gebracht. So musste erst der Umweg - etwa - iiber allgemeine
Kommutativ-Gesetze fiir A, M gegangen werden.

365-1(Definition)

1) “0 kommutativ”’ genau dann, wenn
Vo, B : o 0.8 = B_0_a.

2) “0O assoziativ” genau dann, wenn
Vo, 8,7 : a0 (f.07) = (a.0.6). 0.

3) “DO tunnelt rechts” genau dann, wenn
Va, 3,7 : (.0.6) 0y = (a.0x) 04

4) “0 tunnelt links” genau dann, wenn
Vo, 8,7 : a0 (f.0y) =40 (a0x).

ALG-Notation.
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365-2. Generelle Kommutativitit gilt bereits unter einschréankenden Vorausset-
zungen.

365-2(Satz) Die Aussagen 1), ii) iii), iv) sind dquivalent:
i) O kommutativ.

ii) Ope kommutativ.

iii) O kommutativ auf U.

iv) Vo, B : ((o, 8) € domO) = (o0 = f.0.a).

ALG-Notation.

Beweis 365-2 VS gleich O kommutativ.
o, .
1: Aus VS gleich “0O kommutativ”
folgt via 365-1(Def): a0 4 =p40a.
2: Aus 1
folgt: O((a, 8)) = O((8, a)).
3.1: Via 258-14 gilt: Oae((or, 8)) = O((v, ).
3.2: Via 258-14 gilt: Oae (B, )) = O((8, «)).
4: Aus 2,
aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: Ot ((av, 8)) = Dpa((8, ).
5: Aus 4
fOlth Q{,kat,ﬁ = /B,kat,OZ.
Ergo ThemaO: Va, 8 aOge f = B Ogeq.

Konsequenz via 365-1(Def): O kommutativ.



Beweis 365-2

Algebra #365

Oae kommutativ.

a,BeEU.

1: Aus VS gleich “Og; kommutativ”

folgt via 365-1(Def):

2: Aus 1
folgt:

3.1: Via 258-14 gilt:

3.2: Via 258-14 gilt:

4: Aus 2,
aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

5: Aus 4
folgt:

a O f = B Oaer.

O((a, 5)) = O((B, ).

a 0.4 = 6_0_.

Ergo ThemaO:

Konsequenz via 210-1(Def):

US gleich

Vo, B : (a, f €U) = (a0 = [F.0_a).

O kommutativ auf U.

O kommutativ auf U.

folgt via folk:

folgt via folk:

1: Aus ThemaO“ (v, 5) € domO”

2: Aus 1“a, 8 Menge”

(v, B) € dom O.

a, B Menge.

a,BeU.

3: Aus VS gleich “0O kommutativ auf &/” und
aus 2“a, B €eU”
folgt via 210-1(Def):

a 0.6 = 0.

Ergo ThemaO:

Va, B : ((a, ) € domO) = (o038 = 5.0.q).
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Beweis 365-2

VS gleich Va, B : ((a, f) € domO) = (.04 = .0_q).
7€
1: Es gilt: ((7,€) € domO) V ((v,€) ¢ domO).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall (v, €) € domO.
Aus VS und
aus 1.1.Fall“(v,¢) € domO”
folgt: v-O.e =€ 0.
1.2.Fall (v,€) ¢ domO.
2: Es gilt: ((e,7) € domO) V ((&,y) ¢ domO).
’Fallunterscheidung‘
2.1.Fall (€,7v) € domO.
3.1: Aus 2.1.Fall“(e,y) € domO”
folgt via folk: O((e, 7)) Menge.

3.2: Aus VS und
aus 2.1.Fall“(¢,v) € domO”

folgt: edy=~D0¢.
4: Aus 3.2

folgt: O((e,7)) = B((7, €))-
5: Aus 4 und

aus 3.1

folgt: O((v, €)) Menge.
6: Aus 5“0((y,€)) Menge”

folgt via folk: (7,€) € domO.

7: Nach 1.2.Fall gilt: (v,€) ¢ domO.
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Beweis 365-2
VS gleich Va, B : ((a, f) € domO) = (.04 = .0_a).

7,€.

’Fallunterscheidung‘

1.2.Fall (v,€) ¢ domO.
’Fallunterscheidung‘
2.2.Fall (e,7) ¢ dom O.
3.1: Aus 1.2.Fall“(v,¢) ¢ domDO”
folgt via folk: O((y,€)) =U.
3.2: Aus 2.2.Fall“(e¢,7) ¢ domO”
folgt via folk: O((e,v)) =U.
4: yOe=0((1,6) ZUE O((e,7))
=e 0.
|Ende Fallunterscheidung |
In beiden Fallen gilt: ~v-O_e =e0O.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: v O_e = e_0O_.

Ergo ThemaO: Vv, €y O = e O,

Konsequenz via 365-1(Def): O kommutativ.
[
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365-3. Kommutativitdt und Kommutativitat auf () hingen zusammen.

365-3(Satz)

d) “0O kommutativ auf Q7

a) Aus “O kommutativ” folgt “O kommutativ auf Q7.

b) Aus “O kommutativ auf Q" und “domO C Q x Q7

c) Aus “0O kommutativ auf Q" und “domDO =Q x Q7

genau dann, wenn “(0 | Q X Q) kommutativ”.

e) Aus “O Algebra in A”und “0O kommutativ auf A”

folgt “O kommutativ”.

folgt “O kommutativ” .

folgt “O kommutativ”.

Beweis 365-3

ALG-Notation.

a) VS gleich

O kommutativ.

Aus VS gleich “0O kommutativ’
folgt via 365-1(Def):

)

a, e Q.

a 0.4 = 6_0_.

Ergo ThemaO:

Konsequenz via 210-1(Def):

Vo, B : (o, f € Q) = (0.8 = 5-0.a).

O kommutativ auf Q).
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Algebra #365

(O kommutativ auf Q) A (dom O C @ x Q).

a, B.
1: Bs gilt: (,f€Q)V(ag Q) V(6 ¢Q).
Fallunterscheidung‘

a8 €Q.
Aus VS gleich “0 kommutativ auf @ ...” und
aus 1.1.Fall“a, B € Q”
folgt via 210-1(Def): a 0.3 =030
(@¢Q)V(B¢Q).
2.1: Aus1.2.Fall“(a ¢ Q)V (8 ¢ Q)"

folgt via folk: (a,8) ¢ Q x Q.
2.2: Aus 1.2.Fall

folgt: BER)V(a¢Q).
3.1: Aus 2.1%“(a, ) ¢ @ x Q7 und

aus VS gleich “...domO C Q x Q7"

folgt via folk: (o, B) ¢ dom O,
3.2: Aus2.2“(B¢Q)V(a¢ Q)

folgt via folk: (B,a) ¢ Q x Q.
4.1: Aus 3.1%(a, 3) ¢ domO?”

folgt via folk: O(a, B)) =U.
4.2: Aus 3.2“(B,0) ¢ @ x Q7 und

aus VS gleich “...domO C Q x Q7"

folgt via folk: (8,a) ¢ domO.

5: Aus 4.2(8,a) ¢ domO
folgt via folk: o((B,))=U
6: .08 =0((a,8) TUZ0((8,0) = 0

Ende Fallunterscheidung]

In beiden Fallen gilt:

a 0.6 =4_0O.a.

Ergo ThemaO:

Konsequenz via 365-1(Def):

Va,[: a0 = 5_0Oa.

O kommutativ.
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1.1: Aus ThemaO“a, 3 € Q"

1

1

2.

2.2: Aus1.24(8,a) €Q x Q"

.2: Aus ThemaO“...3 € @7 und

.3: Aus ThemaO“«a, 8 € Q7 und

1: Aus 1.1%(a, ) € Q x Q7

3: (0 ]QxQ)L=0O10QxQ) (v, 3))

Beweis 365-3 c¢) VS gleich (O kommutativ auf Q) A (dom O = @ x Q).
1: Aus VS gleich “...domO =@ x Q”
folgt via folk: domO C Q@ x Q.
2: Aus VS gleich “0O kommutativ auf @...” und
aus 1“domO C @ x Q7
folgt via des bereits bewiesenen b): O kommutativ.
d) VS gleich O kommutativ auf Q).
@ f€Q.

folgt via folk: (o, 8) € Q x Q.

aus ThemaO“a € @) ...”
folgt via folk: (B,a) € Q X Q.

aus VS gleich “0O kommutativ auf )”
folgt via 210-1(Def): a0 = 0.

folgt via 258-11: (O] QxQ) (o, 5)) =0((cx, ).
folgt via 258-11: (O] QxQ)(B,a)=0(5,a).

2%1 O((a, 8)) = a-0p =p0a= 2((8,a))

=@ 1QxQ)((f,a)=p(B1QxQ)

Ergo ThemaO: Va,B:(a,f€Q)= (a.(O0]1QxQ) L=5(0]Q %xQ)_ ).

Konsequenz via 210-1(Def): A1] “(O | Q x Q) kommutativ auf Q"
1: Via 351-1 gilt: dom (O] Q@ xQ)CQxAQ.
2: Aus Al gleich “(0 | @ x @) kommutativ auf 7 und

aus 1“dom (O | Q@ x Q) CQ x Q7

folgt via des bereits bewiesenen b): (O] @ x Q) kommutativ.
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Beweis 365-3 d) VS gleich

Algebra #365

(O] @ x Q) kommutativ.

| Themao]

1.1: Aus ThemaO“a,B € Q"
folgt via folk:

1.2: Aus ThemaO“..
aus ThemaO“a € @ ...”
folgt via folk:

1.3: Aus VS gleich “(O
folgt via 365-1(Def):
a_ (O

2.1: Aus1.1%(«
folgt via 258-11:

2.2: Aus 1.24(B,

B €Q” und

a, b€ Q.
(a,8) € @ x Q.
(B,0) € Q x Q.
| @ x Q) kommutativ”
@ xQ)B=0(0]1Qx%xQ)a

B)e@xQ7
01QxQ)((a

@) €QxQ7

/) = B((a, B))-

folgt via 258-11: O1QxQ)((B,a) =0((s,«a)).
3: a0 B=0((a,8)E (O1QxQ)((e,8))
=a.(01QxQ)B=F(0]1QxQ)a
= (01Q x Q) ((8,a)) = 0((8,0)) = f-D.a.
Ergo ThemaO: Vo,B: (o, f € Q) = (0.8 =5.0a).

Konsequenz via 210-1(Def):
e) VS gleich

O kommutativ auf Q).

(O Algebra in A) A (O kommutativ auf A).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”

folgt via 93-6:

2: Aus VS gleich “...
aus 1“domO = A x A”

folgt via des bereits bewiesenen c):

domO = A x A.

O kommutativ auf A” und

O kommutativ.

]
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365-4. Generelle Assoziativitit gilt bereits unter einschriankenden Voraussetzun-
gen.

365-4(Satz) Die Aussagen 1), ii) iii), iv) sind dquivalent:
i) 0O assoziativ.

ii) Ope assoziativ.

iii) O assoziativ aufU.

iv) Vo, B,7: (o, f-0y) € domO) V ((«-0_5,7) € domO)
— (a.0(8.07) = (0.0.8) Oy).

ALG-Notation.
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Beweis 365-4 VS gleich

Algebra #365

O assoziativ.

@ B,7.
1: Aus VS gleich “0O assoziativ”
folgt via 365-1(Def): a0 (f.07) = (a0.6)0.
2: Aus 1
folgt: O((e, B((8,7)))) = BU(E((ev, 8)), 7))-
3.1: Via 258-14 gilt: Oae((cr, 8)) = O((x, ).
3.2: Via 258-14 gilt: One (5, 7)

)
)
) =0((8,7))-
3.3: Via 258-14 gilt:  Ona((ev, O((6,7)))) = B(ev, B((5,7))))-
3.4: Via 258-14 gilt:  Da((O((ev, 5)),7)) = BI(O((a, 5)),7))-

4: o Oge—(f-Dpe—y) = aOae-Oae((5,7))
3—204 Dae-0((3,7)) = Daa((e, O((8,7))))

= 0((a, 0(8,7))) é D((O((a, 8)):7))

= Ope((O((er, #)),7)) = O((a, B)) ey

= Bael(@ 8)) Bray = (@-Ope5) Bae

Ergo Thema0: Vo, 8,7 1 aOae—(8-Oac—y) = (@ Ope—f) -Dpie .

Konsequenz via 365-1(Def): O assoziativ.
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Beweis 365-4 VS gleich Ogee assoziativ.
a, B,y €U.

1: Aus VS gleich “Og assoziativ”
folgt via 365-1(Def):

(
(
4: a0 (B-0x) = 0.0((8,7))

= kat((D((&7ﬁ>>>7)) = = (Oé, D((
0 =

0
=
I
2

OZ—kat7<67kat —’Y) = (Q—kat ,ﬁ) ey

2: Aus 1
folgt: O (0, Oaee((8,7)))) = D (B (e, B))5 7))
3.1: Via 258-14 gilt: Oae((a, B)) = O((ev, B)).
3.2: Via 258-14 gilt: Dae((8,7)) = O((B, v

)
)
))-
3.3: Via 258-14 gilt:  Ope((e, B((5,7)))) = B((e, B((8,7))))-
)

3.4: Via 258-14 gilt: Og.((O((er, 8)),7)) = O(B((«r, 58)),7))-

= 0((e, 0((3,7)))) Z Dge((, O((3,7))))
2 Ope )

Ergo ThemaO: Va,B,7v: (o, B,y €eU) = (a0 (5.0y) =

(a.0.8).0.9).

Konsequenz via 211-1(Def): O assoziativ auf U.
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Beweis 365-4 VS gleich O assoziativ auf U.

((a-0-8,7) € domO) V ((a, f-0-9) € dom O).

’Fallunterscheidung‘

(.0.8,7) € dom D,

1: Aus 0.1.Fall“(«.0_8,v) € domO”
folgt via folk: «_0_8,~v Menge.

2.1: Aus 1“a.0.3... Menge”
folgt via 93-2: (o, B) € dom O,

2.2: Aus 1“...v Menge”
folgt via folk: vyeUu.

3: Aus2.1%(a, 8) € domO”
folgt via folk: a, B Menge.

4: Aus 3“a, 8 Menge”
folgt via folk: a,fel.

5: Aus VS gleich “0O assoziativauf U7,
aus 4“a, 8 €U’ und
aus 2.2“yelU”
folgt via 211-1(Def): o 0(5.07) = («.0.8)_0.
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Beweis 365-4

VS gleich

15

O assoziativ auf U.

’Fallunterscheidung‘

((a.0_3,v) € domO) V ((«a, f-0y) € dom O).

folgt via folk:
: Aus 1¢... 5.0y Menge”
folgt via 93-2:

: Aus 1“«a... Menge”
folgt via folk:

folgt via folk:

4: Aus 3“3,y Menge”
folgt via folk:

aus 2.2“a €U’ und
aus 4“B,veU”
folgt via 211-1(Def):

1: Aus 0.2.Fall“(a,B-0+) € domO”

3: Aus 2.1“(8,v) € domO”

5: Aus VS gleich “0O assoziativ auf U7,

a0 (8-0) = (a-0-8) Dy.

(o, B-0y) € dom O,

«, f_0_y Menge.

(8,7) € dom .

a€elU.

5,7 Menge.

B,y €U.

Ende Fallunterscheidung‘

In beiden Féllen gilt:

a0 (f-07) = (a05) 0.

Ergo ThemaO:

Va, 8,7 : ((a.0_8,7) € domO) V ((«

.0
= (a-0.(8.0.9) = (

—y) € domO)

a-0.4)-0.7).
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Beweis 365-4

Algebra #365

VS gleich Vo, By : ((a-0_8,7) € domO) V ((«o, 5-0_y) € dom O)

= ((a.0_8).0y = a_0_(5.07)).

1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

V((n-O.,6) € domO) V ((n,e.0.9) € domO).

1,6, 0.
((n-0O.€,0),(n,e.0.0) ¢ domO)

folgt via 93-3:

folgt via 93-3:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

2.1: Aus 1.1.Fall“(n.0O,d)... ¢ domDO”

2.2: Aus 1.1.Fall“...(n,e.00) ¢ domDO”

(n-O_e,6), (n,e-0.5) ¢ dom O.
(n-0O.e) .05 =U.

n-0_(e.0.6) = U.

(n-O.€)_.0.6 = n_-0_(e_0.96).

Aus 1.2.Fall und
aus VS
folgt:

(n-D€,6) € dom D) V (1, -0.6) € dom D).

(n-O.€)_.0.6 = n_-0_(e_0.96).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(n-O.€)-0.6 =n_-0O_(e.0.0).

Ergo ThemaO:
Konsequenz via 365-1(Def):

Vn,e,6 : (n-O.€) 0.0 =n0O_(e.09).

O assoziativ.

]
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365-5. Ist O eine Algebra in A, die auf A assoziativ ist, so ist O assoziativ.

365-5(Satz)
a) Aus “O assoziativ” folgt “0O assoziativ auf Q7.

b) Aus “O assoziativ auf Q" und “domO C Q x Q7
folgt “0O assoziativ” .

c) Aus “0O assoziativ auf Q7 und “domO =@ x Q7
folgt “0O assoziativ” .

d) Aus “0O Algebra in A” und “0O assoziativ auf A”
folgt “0O assoziativ” .

Beweis 365-5

ALG-Notation.

a) VS gleich O assoziativ.

a, 3,7 € Q.

Aus VS gleich “0O assoziativ”
folgt via 365-1(Def): (a.0.8) 0y =a0(F.0y).

Ergo Thema0: Va,B,7v: (o, 8,7 € Q) = ((a.O0.0) Oy =a 0 (5.07)).

Konsequenz via 211-1(Def): O assoziativ auf Q).
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Beweis 365-5 b) VS gleich

Algebra #365

(O assoziativ auf Q) A (domO C @ x Q).

a, B,7.
1: Es gilt: (@,B8,7€@)V(agQ)V(BEQ)V(Y¢Q)
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall a, B,v € Q.
Aus VS gleich “0O assoziativ auf Q...” und
aus 1.1.Fall“a, 8,7y € Q"
folgt via 211-1(Def): (@.0.0) 0y =0 (8.0x).
1.2.Fall adQ.
2.1: Aus1.2.Fall“a ¢ @Q”
folgt via folk: (a,8) ¢ Q x Q.
2.2: Aus1.2.Fall“a ¢ Q”
folgt via folk: (o, B Oy) ¢ Q %X Q.
3.1: Aus 2.1%(a, ) ¢ @ x Q7 und
aus VS gleich “...domO C Q x Q7"
folgt via folk: (o, B) ¢ dom O,
3.2: Aus 2.2%(a,f-07) ¢ Q x Q7 und
aus VS gleich “...domOd C Q x Q"
folgt via folk: (a, 8-0_7) ¢ dom O0.
4.1: Aus 3.1%(a,8) ¢ dom”
folgt via 93-3: a0 p=U.
4.2: Aus 3.2%(a,f-0) ¢ domO”
folgt via 93-3: a0 (B.07)=U.
5 (a-0.8)0y 2 U0y P2 Y ¥ o 0 (B.0).
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Beweis 365-5 b) VS gleich (O assoziativ auf Q) A (domO C @ x Q).
@, B,7.
1: Es gilt: (.8,7€@)V(agQ)V(EEQ)V(Y¢Q)
’Fallunterscheidung‘
peq.
2.1: Aus 1.3.Fall“p ¢ Q”
folgt via folk: (o, 8) ¢ Q x Q.
2.2: Aus 1.3.Fall“p ¢ Q”
folgt via folk: (B,7) ¢ Q x Q.

3.1: Aus 2.1“(a,8) ¢ @ x Q7 und
aus VS gleich “...domO C Q x Q7"
folgt via folk: (a, B) ¢ dom O0.

3.2: Aus 2.2(8,7) ¢ Q@ x Q7 und
aus VS gleich “...domO C @ x Q7"

folgt via folk: (8,7) ¢ dom .
4.1: Aus 3.1%(a, 8) ¢ domO”
folgt via 93-3: a0 =U.
4.2: Aus 3.2“(8,v) ¢ domO”
folgt via 93-3: SO~ =U.
5: (a.0.8)0x Yuon WA B ou
4.2

= a.0(8-02).
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Beweis 365-5 b) VS gleich

Algebra #365

(O assoziativ auf Q) A (domO C @ x Q).

folgt via folk:

folgt via folk:

folgt via folk:

folgt via folk:

folgt via 93-3:

folgt via 93-3:

a, B,7.
1: Es gilt: (,8,7€Q)V(agQ)V(B¢EQ)V(y¢ Q).
’Fallunterscheidung‘
7EQ.

2.1: Aus 1.4.Fall“~ ¢ Q"
2.2: Aus1.4.Fall“~y ¢ Q"

3.1: Aus 2.1%(a0.8,7) ¢ Q x Q7 und
aus VS gleich “...domO C Q x Q7"

3.2: Aus 2.24(8,7) ¢ Q@ x Q7 und
aus VS gleich “...domO C @ x Q7"

4.1: Aus 3.1%(a.0.5,7) ¢ domO”

4.2: Aus 3.2“(8,v) ¢ domO”

5: («.O0.6) Oy oy

(0.8,7) ¢ Q@ x Q.

(B,7) ¢ Q@ x Q.

(a_0_B,7) ¢ domO.

(8,7) ¢ dom 0.
(a.O06) 0y =U.

pOy=U.

#Z 0 nUZ a0 (B0).

Ende Fallunterscheidung‘

In allen Fallen gilt:

(a-0-8)-0y = a0 (8-0y).

Ergo ThemaO:

Konsequenz via 365-1(Def):

Va, 8,7 1 (@.0.4).0y = a0 (8.0).

O assoziativ.
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Beweis 365-5 c¢) VS gleich (O assoziativ auf Q) A (dom O = @ x Q).
1: Aus VS gleich “...domO=0Q x Q"
folgt via folk: domO C @ x Q.
2: Aus VS gleich “0O assoziativ auf @)...” und
aus 1“domO C Q x Q7
folgt via des bereits bewiesenen b): O assoziativ.
d) VS gleich (O Algebra in A) A (O assoziativ auf A).
1: Aus VS gleich “0O Algebra in A...”
folgt via 93-6: domO = A x A.
2: Aus VS gleich “... 0O assoziativ auf A” und
aus 1“domO = A x A”
folgt via des bereits bewiesenen c): O assoziativ.

[]
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365-6. Rechts tunneln gilt bereits unter einschréankenden Voraussetzungen.

365-6(Satz) Die Aussagen 1), ii) iii), iv) sind dquivalent:
i) O tunnelt rechts.

ii) Oge tunnelt rechts.

iii) O tunnelt rechts auf U.

iv) Vo, B,7: ((e.0.8,v) € domO) V ((e-O_, 5) € dom O)
= ((a-0-8) 0y = (a-0)0.5).

ALG-Notation.




Algebra #365

23

Beweis 365-6 VS gleich O tunnelt rechts.
@ B,7.
1: Aus VS gleich “0O tunnelt rechts”
folgt via 365-1(Def): (a.0.8) 0y = (aOx)0O0.
2: Aus 1
folgt: D((B((a, 8)),7)) = BI(B((a,7)), 8))-
3.1: Via 258-14 gilt: Oae (o, B)) = O((ev, B)).
3.2: Via 258-14 gilt: Ofe (v, 7)) = O((c, 7).
3.3: Via 258-14 gilt:  Da((O((ev, 5)),7)) = BI(O((a, 8)),7))-
3.4: Via 258-14 gilt:  Oa((B((a, 7)), 8)) = B((B((e, 7)), B))-
4: (0 Op¢-B) Opey = Oae((0-Ope-5,7))
= Ope((Tne (@, 8)),7)) E Dae((O((a, 8)), 7))
y = D((D((a,ﬁ))ﬁ)) £ 0((0((a, 7)), 8))
= O ((O((,7)), ) = Oae((Cae((, 7)), B))
= Ope((@-Ope—y), B) = (@ Opee—y) D .

Ergo Thema0: Vo, 8,7 : (@-Oge-B) Opey = (@ Ope—y) Dpee 5.

Konsequenz via 365-1(Def): Og tunnelt rechts.
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Beweis 365-6 VS gleich Oqe tunnelt rechts.
a, B,y €U.

1: Aus VS gleich “Og, tunnelt rechts”
folgt via 365-1(Def):
(@ Ope-f)-Ope-y = (-Dpe—y) D -0-

2: Aus 1
folgt: Dt (O (@, 8)), 7)) = D (O (e, 7)), B))-
3.1: Via 258-14 gilt: Oae((a, 8)) = B((a, B)).
3.2: Via 258-14 gilt: Daee((a, 7)) = O((a, 7))
3.3: Via 258-14 gilt:  Da((O((ev, 5)),7)) = B((O((a, 8)), 7))
3.4: Via 258-14 gilt:  Oe((F((a, 7)), 8)) = B((B((a; 7)), B))-

4: (a0 p) 0~ =0(a05,7))

= 0((O((a, 8)),7)) = Bre((T((a, 8)),7))
= Dre((Tae((@: 8)),7)) 2 One((Tral(@,7)), 5)
((,7)), )

2 D0 ((Q((a, 7)), £)) E D((O((a,
= 0((a, 7))

Eigo Thema: Va, 8,7 : (o, 8,7 € U) = ((a-0.8) Oy = (a.0).0_8).

Konsequenz via 344-1(Def): O tunnelt rechts auf U.
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O tunnelt rechts auf .

((a.0_3,7v) € domO) V ((«_0y, ) € dom O).

’Fallunt

erscheidung‘

1:

(.0.8,7) € dom D,

Aus 0.1.Fall“(«-0.3,v) € domO”

folgt via folk: «_0_8,~v Menge.

: Aus 1“a_0_3... Menge”
folgt via 93-2: (o, B) € dom O,

: Aus 1“...v Menge”
folgt via folk: vyeUu.

: Aus 2.1%(er, 8) € domO”
folgt via folk: a, B Menge.

: Aus 3“a, 8 Menge”
folgt via folk: a,fel.

: Aus VS gleich “0O tunnelt rechts auf U,

aus 4“a, 8 €U’ und
aus 2.2“yel”

folgt via 344-1(Def): (a.0.8).0y = (a.0~).0O.4.
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VS gleich O tunnelt rechts auf U.

((a-0.8,7) € domD) V (a0, 8) € dom ).

’Fallunterscheidung‘

folgt via folk:

folgt via 93-2:

2.2: Aus 1“...3 Menge”
folgt via folk:

folgt via folk:

4: Aus 3“a,y Menge”
folgt via folk:

aus 4“a...elU”,
aus 2.2“B € U” und
aus 4“...yeu”

1: Aus 0.2.Fall“ (a0, 3) € domO”

2.1: Aus 1“a_0Oy... Menge”

3: Aus2.1%(a,y) € domO”

5: Aus VS gleich “0O tunnelt rechts auf U ” |

folgt via 344-1(Def): (a.0.8).0y = (a.0~)-0.4.

(a0, B) € domO.

o 0y, B Menge.

(ar,7y) € dom .

BelU.

a,y Menge.

a,yEU.

Ende Fallunterscheidung‘

In beiden Fallen gilt:

(a8-8) Oy = (aHx)-0p.

Ergo Thema0: Va, 8,7 : ((a.0_8,7) € domO) V ((a-0, f) € domO)

= ((@-0.6)-0y = (a-0y).0_8).
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VS gleich Vo, By : ((a-0_8,7) € domO) V ((a-Oy, ) € dom O)

= ((a-0-0)-0y = (a.0)-05).

1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

1,6, 0.

((n-O_€,0), (n.0.6,¢) ¢ domO)
V((n-O,d) € domO) V ((n-0.9,¢) € domO).

folgt via 93-3:

folgt via 93-3:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

(n-O_e,6), (n-0.4,€) ¢ dom O.

2.1: Aus 1.1.Fall“(n.O,d)... ¢ domDO”
(n-0O.e) .05 =U.

2.2: Aus 1.1.Fall“...(n-0.4,¢) ¢ domO”
(n.04) 0e=U.

(n-0.€)_ 05 = (n_0.5)_0.0.

Aus 1.2.Fall und
aus VS
folgt:

((n-O_¢,8) € domO) V (0.6, €) € dom D).

(n-O.€). 0.6 = (n-06)_O_e.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(n-O.) 0.6 = (n-09) 0.

Ergo ThemaO:
Konsequenz via 365-1(Def):

Vi, €0 : (n-0-€)-0.0 = (n-0-0) O_e.

O tunnelt rechts.
O]
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365-7. Ist O eine Algebra in A, die auf A rechts tunnelt, so tunnelt O rechts.

365-7(Satz)
a) Aus “O tunnelt rechts” folgt “0O tunnelt rechts auf Q)7 .

b) Aus “O tunnelt rechts auf Q” und “domO C @ x Q”
folgt “O tunnelt rechts” .

c) Aus “O tunnelt rechts auf Q7 und “domO =0Q x Q”
folgt “0O tunnelt rechts” .

d) Aus “0O Algebra in A” und “0O tunnelt rechts auf A”
folgt “O tunnelt rechts” .

Beweis 365-7

ALG-Notation.

a) VS gleich O tunnelt rechts.
o, 8,7 € Q.
Aus VS gleich “O tunnelt rechts”
folgt via 365-1(Def): (a.0.8) 05 = (aOx)0O0.

Figo Thema: Va, 8,7 (a, 8,7 € Q) = ((a-08) 0y = (a-0).0.6).

Konsequenz via 344-1(Def): O tunnelt rechts auf Q.
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Beweis 365-7 b) VS gleich (O tunnelt rechts auf Q) A (dom DO C @ x Q).
o, B,7.
1: Es gilt: (,B,7eQ)V(agQ)V(BEQ)V(Y¢Q).
Fallunterscheidung‘
o, 8,7 € Q.
Aus VS gleich “0O tunnelt rechts auf @ ...” und
aus 1.1.Fall“a, 3,7 € Q"
folgt via 344-1(Def): (a.0.8) 0y = (aOx).0O0.
adQ.
2.1: Aus1.2.Fall“a ¢ @’
folgt via folk: (a,8) ¢ Q x Q.
2.2: Aus1.2.Fall“a ¢ Q”
folgt via folk: (a,7) ¢ Q x Q.

3.1: Aus 2.1%“(a, ) ¢ @ x Q7 und
aus VS gleich “...domO C Q x Q7"
folgt via folk: (o, B) ¢ dom O.

3.2: Aus 2.2%(a,y) ¢ Q@ X Q7 und
aus VS gleich “...domO C Q x Q"

folgt via folk: (v, ) ¢ dom OI.
4.1: Aus 3.1“(a, ) ¢ dom”
folgt via 93-3: a0 pf=U.
4.2: Aus 3.2“(a,v) ¢ domO”
folgt via 93-3: aO~y=U.
5: (a08) O U221y ng

2 (a-0~)0O5.
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Beweis 365-7 b) VS gleich (O tunnelt rechts auf Q) A (dom DO C @ x Q).
@ B,7.
1: Es gilt: (,B,7eQ)V(agQ)V(FEQ) V(Y ¢Q)
’Fallunterscheidung‘
peq.
2.1: Aus 1.3.Fall“p ¢ Q”
folgt via folk: (a,8) ¢ Q x Q.
2.2: Aus1.3.Fall“f ¢ Q
folgt via folk: (a.0,8) ¢ Q x Q.

3.1: Aus 2.1“(a,8) ¢ @ x Q7 und
aus VS gleich “...domO C Q x Q7"
folgt via folk: (a, B) ¢ dom O0.

3.2: Aus 2.2%(a07,8) ¢ Q x Q7 und
aus VS gleich “...domO C Q x Q7"

folgt via folk: (-0, 8) ¢ domO.
4.1: Aus 3.1%(a, 8) ¢ domO”

folgt via 93-3: a0 =U.
4.2: Aus 3.2“(a.0.,0) ¢ domO”

folgt via 93-3: (a.0y) 08 =U.

233-1

5: (a.0.8).0 2 Uy u (a.O~).O3.
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Beweis 365-7 b) VS gleich (O tunnelt rechts auf Q) A (dom DO C @ x Q).
@, B,7.
1: Es gilt: (.B,7eQ)V(agQ)V(FEQ) V(Y ¢Q)
’Fallunterscheidung‘

¢ Q.
2.1: Aus 1.4.Fall“~ ¢ Q”

folgt via folk: (@.O0.8,9) ¢ Q x Q.
2.2: Aus 1.4.Fall“~y ¢ Q”

folgt via folk: (o,7) ¢ Q x Q.
3.1: Aus 2.1%(a0.8,7) ¢ Q x Q7 und

aus VS gleich “...domO C Q x Q7"

folgt via folk: (a-0_8,v) ¢ domO.
3.2: Aus 2.2“(a,y) ¢ Q@ x Q7 und

aus VS gleich “...domO C Q x Q7"

folgt via folk: (a,) ¢ domO.
4.1: Aus 3.1%(a-0.5,7) ¢ domO”

folgt via 93-3: (a.O0.6) 0y =U.
4.2: Aus 3.2“(a,7y) ¢ domO”

folgt via 93-3: aOry=U.

5: (a.0.B8).04EuU**E Yy 08 (a.04) 03

Ende Fallunterscheidung‘

In allen Fillen gilt: (a.0.p) 0y = (a0y) 04

Ergo ThemaO: Vo, 8,7 : (a0 6) 0= (aOy) 0.

Konsequenz via 365-1(Def):

O tunnelt rechts.
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Beweis 365-7 c) VS gleich (O tunnelt rechts auf Q) A (dom O = @ x Q).
1: Aus VS gleich “...domO=0Q x Q"
folgt via folk: domO C @ x Q.
2: Aus VS gleich “0O tunnelt rechts auf @ ...” und
aus 1“domO C Q x Q7
folgt via des bereits bewiesenen b): O tunnelt rechts.
d) VS gleich (O Algebra in A) A (O tunnelt rechts auf A).

1: Aus VS gleich “0O Algebra in A...”
folgt via 93-6: domO = A x A.

2: Aus VS gleich “...O tunnelt rechts auf A” und
aus 1“domO = A x A”
folgt via des bereits bewiesenen c): O tunnelt rechts.

[]
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365-8. Einige Anwendungen der Aussagen dieses Essays sind hier gesammelt.

365-8(Satz)

b) A, M, cup, cap, DIt kommutativ.
c) A, cup,cap,Dlt assoziativ.

d) A, cup,cap, DIt tunnelt rechts.

a) Aus “0O kommutativ’ und “O assoziativ” folgt “O tunnelt rechts” .

Beweis 365-8

ALG-Notation.

a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0O kommutativ”
folgt via 365-2:

1.2: Aus VS gleich “0O assoziativ”
folgt via 365-4:

2: Aus 1.1“0 kommutativ auf 4”7 und
aus 1.2“0 assoziativ auf U”
folgt via 344-15:

3: Aus 2“0 tunnelt rechts auf U”
folgt via 365-6:

b)

1.1: Aus AAII“A Algebra in A” und
aus 248-1“A kommutativ auf A”

folgt via 365-3:
1.2: Aus AAII“M Algebra in A” und
aus 248-1“M kommutativ auf A”

folgt via 365-3:

(O kommutativ) A (O assoziativ).

O kommutativ auf U.

O assoziativ auf U.

O tunnelt rechts auf U.

O tunnelt rechts.

A kommutativ

M kommutativ
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2: Aus Themal.3“(a, ) € domcup”
folgt via folk:

3.1: Aus 2“a, 8 Menge”

folgt via 298-5:

3.2: Aus 2“...05 Menge” und
aus 2“a ... Menge”

folgt via 298-5:

a_cup_f 2 au 6] KGY LU« 2 [ _cup_a.

(cv, B) € dom cup.

a, 3 Menge.

a_cup_ff=aUp.

B_cup.a = U a.

Ergo Themal.3:

Konsequenz via 365-2:

Va, B : ((a, B) € dom cup) = (a_cup_f8 = S_cup_a).

cup kommutativ

2: Aus Themal.4“(a, ) € domcap”
folgt via folk:

3.1: Aus 2“a, 8 Menge”
folgt via 298-8:
3.2: Aus 2“...3 Menge” und
aus 2“a ... Menge”
folgt via 298-8:
4: a_cap_f Han B KGN

b Na 2 B _cap_a.

(e, B) € dom cap.

a, B Menge.

acapf=anp.

f_cap.a = Na.

Ergo Themal .4:

Konsequenz via 365-2:

Vo, : ((a, B) € domcap) = («a_cap_f = f_cap_a).

cap kommutativ
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Beweis 365-8 b) ...

(a, ) € dom Dl
2: Aus Themal.5“(a, ) € domDIt”
folgt via folk: a, 5 Menge.

3.1: Aus 2“a, 8 Menge”
folgt via 298-14: a Dlt g = aApB.

3.2: Aus 2“...05 Menge” und
aus 2“a ... Menge”

folgt via 298-14: B Dlt.a = Aa.

4: aDit_ X aAB ™2 BA ¥ BDIta.
Ergo Themal.5: Va, B : ((a, f) € domDlt) = (a.DIt_5 = 5_Dlt_«).
Konsequenz via 365-2: Dlt kommutativ

c)

1.1: Aus AAII“A Algebra in A” und
aus 348-2“A assoziativ auf A”

folgt via 365-5: A assoziativ
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Beweis 365-8 ¢) ...

Themal.?2 a,B,yelU.
2: Aus Themal.2“q, B,y €U”
folgt via folk: a, B, Menge.

3.1: Aus 2“a, ... Menge”
folgt via 298-5: a_cup_ff=aUp.

3.2: Aus 2“a, ... Menge”
folgt via 213-3: a U S Menge.

3.3: Aus 2“...3,v Menge”
folgt via 298-5: B_cupy =L U~.

3.4: Aus 2“...3,v Menge”
folgt via 213-3: B U~ Menge.

4.1: Aus 3.2“a U Menge” und
aus 2“...7v Menge”
folgt via 298-5: (U B)cupy = (aUB)Un.

4.2: Aus 2“a... Menge” und
aus 3.4“ 5 U~y Menge”
folgt via 298-5: acup_(fUy) =aU(BUy).

5: a_cup_(B-cupy) = acup(BU7) = aU(BU7)
L (aUB) Uy E (aUB)cupy E (acup_f)-cupy.

Ergo Themal.2:
Va, 8,7 : (o, 8,7 € U) = (acup(B_cupy) = (a_cup_3)_cup_y).

Konsequenz via 211-1(Def): cup assoziativ auf U.

Konsequenz via 365-4: cup assoziativ
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Beweis 365-8 ¢) ...

Themal.3 a, B,y eU.
2: Aus Themal.3“q, 8,y €U”
folgt via folk: a, B, Menge.

3.1: Aus 2“a, ... Menge”
folgt via 298-8: a_cap_f=anp.

3.2: Aus 2“...(... Menge”
folgt via 2-24: a N S Menge.

3.3: Aus 2“...3,v Menge”
folgt via 298-8: B_capy =B NH.

3.4: Aus2“...3... Menge”
folgt via 2-24: B N~ Menge.

4.1: Aus 3.2“a N Menge” und
aus 2“...7v Menge”
folgt via 298-8: (anp)capy=(anp)nN~.

4.2: Aus 2“a... Menge” und
aus 3.4“5 N~y Menge”
folgt via 298-8: acap_(BNy)=an(fNy).

5: a_cap_(Bcapy) = acap(8N7) = an(BN7)
LM anB) Ny E (anf)capy E (acap.B)capy.

Ergo Themal.3:
Vo, 8,7 : (o, B,y € U) = (acap_(B.capry) = (acap_3)_capy).

Konsequenz via 211-1(Def): cap assoziativ auf U.

Konsequenz via 365-4: cap assoziativ
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Beweis 365-8 ¢) ...

Themal.4 a,B,yelU.
2: Aus Themal.4“q, B,y €U”
folgt via folk: a, B, Menge.

3.1: Aus 2“a, ... Menge”
folgt via 298-14: a Dlt g = aApB.

3.2: Aus 2“a,f... Menge”
folgt via 213-10: aAS Menge.

3.3: Aus 2“...3,v Menge”
folgt via 298-14: BDlty = BA~.

3.4: Aus 2“...3,v Menge”
folgt via 213-10: BA~y Menge.

4.1: Aus 3.2“aApS Menge” und
aus 2“...7v Menge”
folgt via 298-14: (aAB) DIty = (aAB)Any.

4.2: Aus 2“a... Menge” und
aus 3.4“ A~ Menge”
folgt via 298-14: a Dlt_(BAY) = aA(BAY).

5: a.DIt_(3.Dlty) £ aDIt_(8A7) 22 aA(BAY)
FSA (WAB)A7 £ (aAB)Dlty 2 (a_DIt_8) Dty

Ergo Themal .4:
Va, 8,7 : (a, B,y € U) = (aDIt_(5Dlty) = (a_DlIt_5)_Dlt_).

Konsequenz via 211-1(Def): DIt assoziativ auf U.

Konsequenz via 365-4: DIt assoziativ
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Beweis 365-8 d)
1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: A, cup, cap, DIt kommutativ.
1.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt: A, cup, cap, DIt assoziativ.

2: Aus 1.1“A, cup, cap, DIt kommutativ” und
aus 1.2“A, cup, cap, DIt assoziativ”
folgt via des bereits bewiesenen a): A, cup, cap, DIt tunnelt rechts.

O
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365-9. Dank 365-8 konnen die Essays um zehn Formeln bereichert werden.

365-9(Satz)
a) (x+y)+z=(r+2)+y.
b) p-cup-g = g-cup_p.
c) p_cup_(q_cup_z) = (p-cup_q)_cup_x.
d) (p-cup_q)_cup_z = (p_cup_x)_cup_q.
e) p_cap_q = g_cap_p.
f) p-cap-(¢-cap-r) = (p-cap-g)-cap-z.
g) (p-cap_q)cap_r = (p-cap_r)cap.gq.
h) p.Dlt.g = q Dlt_p.
i) p.Dlt_(¢Dlt_x) = (p_Dlt_q) Dlt_z.
j) (p-Dlt_¢) Dlt_x = (p_Dlt_z) Dlt_q.

ALG-Notation.
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Beweis 365-9

1.a)

1.b):

1.¢c):

1.4):

l.e):

1.f):

1.g):

1.h):

1.1):

Aus 365-8“A tunnelt rechts”
folgt via 365-1(Def):

Aus 365-8“cup kommutativ”
folgt via 365-1(Def):

Aus 365-8“cup assoziativ”
folgt via 365-1(Def):

Aus 365-8“cup tunnelt rechts”
folgt via 365-1(Def):

Aus 365-8“cap kommutativ”
folgt via 365-1(Def):

Aus 365-8“cap assoziativ”
folgt via 365-1(Def):

Aus 365-8“cap tunnelt rechts”
folgt via 365-1(Def):

Aus 365-8“Dlt kommutativ”
folgt via 365-1(Def):

Aus 365-8“Dlt assoziativ”
folgt via 365-1(Def):

: Aus 365-8“Dlt tunnelt rechts”

folgt via 365-1(Def):

41

(z+y)+z=(z+2)+y

p-cup-q = g-cup-p.

p-cup-(g-cup-z) = (p-cup_g)-cup_z.

(p-cup-g)-cup-z = (p-cup-z)-cupq.

p-cap_q = q-cap.p.

p-cap-(q-cap-z) = (p-cap-q)-cap-z.

(p-cap-g)-cap-r = (p-cap_x)-capq.

p_Dlt_g = q_Dlt_p.

p-Dlt_(¢-Dlt_z) = (p_Dlt_q) Dlt_x.

(p-Dlt_q)_Dlt_x = (p_Dlt_z)_Dlt_q.

]
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Mengenlehre: InversionsFunktion E, D. invg p.
universelle InversionsFunktion. inv.
Weiteres tiber Kommutativitat.

Ersterstellung: 16/12/15 Letzte Anderung: 17/12/15

366-1. Mit Hilfe von inv kann unter anderem z~! gefiillig dargestellt werden.

366-1(Definition)

1) inVE,D
366.0(E, D) = {((A,p), (1, A) : (A € E) A (u € D)}

—{w: (AU (€ B)A (¥ € D) A(w = (2, 0), (¥, 2)}.
2) “¢ InversionsFunktion F, D” genau dann, wenn
¢= invE,D.
3) inv = inVu’M.
4) “C universelle InversionsFunktion” genau dann, wenn

¢ =inv.
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366-2. Der Einsatz von invg p,inv kommt ins Rollen.

366-2(Satz)
a) invg p InversionsFunktion E, D.
b) Aus “C, D InversionsFunktion E, D7’ folgt “€ =",
c) inv universelle InversionsFunktion.

d) Aus “€,D universelle InversionsFunktion” folgt “€ =27

Beweis 366-2 a)

Aus “invg p =invg p”

folgt via 366-1(Def): invg p InversionsFunktion F, D.
b) VS gleich ¢, ® InversionsFunktion F, D.
1.1: Aus VS gleich “€... InversionsFunktion £, D”

folgt via 366-1(Def): ¢ =invgp.
1.2: Aus VS gleich “...® InversionsFunktion £, D”

folgt via 366-1(Def): ® =invg p.

2: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: c=29.
c)
Aus “inv = inv”
folgt via 366-1(Def): inv universelle InversionsFunktion.
d) VS gleich ¢, ® universelle InversionsFunktion.

1.1: Aus VS gleich “€... universelle InversionsFunktion”

folgt via 366-1(Def): ¢ =inv.
1.2: Aus VS gleich “...® universelle InversionsFunktion”
folgt via 366-1(Def): D =inv.
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: C=9.
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366-3. Es folgt ein Beitrag aus der Rubrik “unglaublicher Weise noch nicht
bewiesen” .

366-3(Satz)
a) “(p,q) € E x D” genau dann, wenn “(q,p) € D x E”.
b) Aus “(p,q) = (u,v) Menge” folgt “(q,p) = (v,u)”.
c) Aus “(p,q) = (u,v)”und “(p,q) Menge” folgt “(q,p) = (v,u)”.
d) “(p,q) Menge” genau dann, wenn “(q,p) Menge”.
e) “(p,q) Unmenge” genau dann, wenn “(q,p) Unmenge”.

£) Aus “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt “p-M_q=U"und “q- M p=U".

ALG-Notation.

Beweis 366-3 a) VS gleich (p,q) € E x D.
1: Aus VS gleich “(p,q) € E x D”
folgt via folk: (¢,p) € (E x D)71,
2: Via folk gilt: (ExD)'=DxE.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: (¢g,p) € D x E.
a) VS gleich (q,p) € D x E.
1: Aus VS gleich “(q,p) € D x E”
folgt via folk: (p,q) € (D x E)~L.
2: Via folk gilt: (Dx E)"'=FExD.
3: Aus 1 und
aus 2

folgt: (p,q) € E x D.
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Beweis 366-3 b) VS gleich (p,q) = (u,v) Menge.

1: Aus VS gleich “(p,q) = (u,v) Menge”
folgt via IGP: (p=u)A(qg=n).

2: Aus1“...¢g=0v" und
aus 1“p=wu...”

folgt via PaarAxiom I: (q,p) = (v,u).
c) VS gleich ((p, @) = (u,v)) A ((p, g) Menge).
1: Aus VS
folgt: (u,v) = (p, q) Menge.
2: Aus 1“(u,v) = (p,q) Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): (v,u) = (q,p)-
3: Aus 2
folgt: (¢:p) = (v,u).
d) VS gleich (p, q) Menge.
1: Aus VS gleich “(p, q) Menge”
folgt via PaarAxiom I: p,q Menge.

2: Aus 1“...q Menge” und
aus 1“p... Menge”

folgt via PaarAxiom I: (¢, p) Menge.

d) VS gleich (¢, p) Menge.
1: Aus VS gleich “(q,p) Menge”

folgt via PaarAxiom I: q,p Menge.

2: Aus 1“...p Menge” und
aus 1“¢q... Menge”

folgt via Paar Axiom I: (p, q) Menge.
e)
1: Via des bereits bewiesenen d) gilt: ((p,q) Menge) < ((q,p) Menge).
2: Aus 1
folgt: (=((p, ¢) Menge)) < (=((g,p) Menge)).
3: Aus 2

folgt: ((p,q) Unmenge) < ((¢,p) Unmenge).
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Beweis 366-3 f) VS gleich (p Unmenge) V (¢ Unmenge).
1: Aus VS gleich “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”

folgt via 92-3: (p, q) Unmenge.
2.1: Aus 1“(p,q) Unmenge”

folgt via 17-3: M((p,q)) =U.
2.2: Aus 1“(p,q) Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen e): (¢,p) Unmenge.
3.1: Aus 2.1

folgt: pMaqg=U

3.2: Aus 2.2“(q,p) Unmenge”

folgt via 17-3: M((q,p)) =U.
4: Aus 3.2
folgt: g-Mp=U
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366-4. Bei der Untersuchung des Element-Seins in invg p gibt es Einiges zu tun.

366-4(Satz)

a) Aus “w €invgp”
folgt “3Q, W : ((Q, V) € Ex D)A(w=((Q,¥),(V,02)))”.

b) Aus “(p,q) € invgp”
folgt “IQV: (p= (V) e ExD)A(g=(¥,Q) e D x E)”.

c) Aus “((u,v),q) € invgp”
folgt “(u,v) € Ex D”und “q= (v,u) € Dx E”.

d) Aus “(p,(u,v)) €invgp”
folgt “p=(v,u) € Ex D”und “(u,v) € D x E”.

e) Aus “((p,q), (u,v)) € invgp”
folgt M<pa Q> € ExXD’und “p=v”und “g=u"

”

und “(u,v) € D X E”und “u=q”und “v=p”.
£) Aus “(p,q) € E x D” folgt “((p,q),(¢,p)) € invgp”.

g) Aus “(q,p) € D x E” folgt “((p,q), (¢,p)) € invep”.

Beweis 366-4 a) VS gleich w € Vg p.

1: Aus VS gleich “w € invgp”
folgt via 366-1(Def):
AT (Qe E)A (Ve D)A(w=((2,7),(¥,Q))).

2: Aus1“...(Qe E)A (Y e D)...”

folgt via folk: (Q,V) € Ex D.
3: Aus 1“dQ, ¥ ...7

aus 2 und

aus 1“...w = ((Q, ), (¥, Q))”

folgt: QU (W) e ExD)A(w=((Q2,¥),(V,Q))).
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Beweis 366-4 b) VS gleich (p,q) € invg p.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € invgp”
folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € invgp”
folgt via des bereits bewiesenen a):
20,01 (V) € B x D) A((p.g) = (2.), (¥,2)).

2.1: Aus1.2%... (V)€ ExD...”
folgt via 366-3: (V,Q) e D x E.

2.2: Aus 1.2“...(p,q) = ((Q, V), (V,))” und
aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=(QU))A(g=(T,Q)).

3: Aus 1.2¢dQ, ¥,
aus 2.2° p—(Q,\IJ)

aus 1.2, (,\I/)GEXD
aus 2.2“...q = (V,Q)” nd
aus 2.1

folgt:

A0,V (p= (V)€ ExD)A(qg=(V,Q) € D x E).
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Beweis 366-4 c) VS gleich ((w,v),q) € invgp.

1.1: Aus VS gleich “((u,v),q) € invgp”
folgt via Element Axiom: ((u,v),q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “((u,v),q) € invgp”
folgt via des bereits bewiesenen b):
IV ((u,0) =(QU) € EXD)A(q=(V,Q) € DX E).

2.1: Aus 2.1

folgt: (u,v) € Ex D

2.2: Aus 1.1“((u,v),q) Menge”
folgt via folk: (u,v) Menge.

3: Aus 1.2... (u,v) = (Q,¥)... und
aus 2.2 (u,v) Menge”

folgt via 366-3: (v,u) = (¥, Q).
4.1: Aus 1.2, ..¢=(¥,Q)...” und

aus 3

folgt: q=(v,u)

4.2: Aus 3 und
aus 1.2“...(V,Q) e D x E”

folgt: (v,u) e Dx E
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Beweis 366-4 d) VS gleich (p, (u,v)) € invg p.

1.1: Aus VS gleich “(p, (u,v)) € invgp”

folgt via Element Axiom: (p, (u,v)) Menge.

: Aus VS gleich “(p, (u,v)) € invgp”

folgt via des bereits bewiesenen b):
IV : (p=(Q,V) € ExD)A ((u,v) = (V,2) € Dx E).

: Aus 2.1

folgt: (u,v) e DX E

: Aus 1.1%(p, (u,v)) Menge”

folgt via folk: (u,v) Menge.

: Aus 1.2.. . (u,v) = (¥, Q) ... und

aus 2.2 (u,v) Menge”

folgt via 366-3: (v,u) = (Q, V).
cAus 1.2 .. p=(Q,V¥)...” und

aus 3

folgt: p=(v,u)
: Aus 3 und

aus 1.2“...(Q,V)e ExD...”

folgt: (v,u) € Ex D
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Beweis 366-4 e) VS gleich ((p,q), (u,v)) € invg p.

1:

2.1:

2.2:

2.3:

: Aus 3

Aus VS gleich “((p,q), (u,v)) € invgp”
folgt via des bereits bewiesenen c):
((p.q) € Ex D) A((u,v) = (q,p) € D x E).

Aus 1

folgt: (p,q) € Ex D

Aus 1“...(q,p) € D X E”
folgt via Element Axiom: (¢, p) Menge.

Aus 1“...(u,v) = (¢,p) € D x E”

folgt: (u,v) e DX E

: Aus 1¢.. . (u,v) = (¢,p)...” und

aus 2.2“(q,p) Menge”

folgt via IGP: (u=q) A (v=Dp)

folgt: (p=v)A(g=u)
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Beweis 366-4 f) VS gleich (p,q) € E x D.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € Ex D”
folgt: dQ:Q =p.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € Ex D”
folgt: dU .U =q.

1.3: Aus VS gleich “(p,q) € Ex D”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

2.1: Aus1.1“...Q=p” und
aus 1.2“... U =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,¥) = (p,q).

2.2: Aus1.2“... ¥ =¢" und
aus 1.1“...Q =p”

folgt via PaarAxiom I: (¥, Q) =(q,p).
2.3: Aus 1.3“(p,q) Menge”

folgt via 366-3: (¢, p) Menge.
3.1: Aus 2.1 und

aus VS

folgt: (Q,¥) e Ex D.

3.2: Aus 2.14(2,V) = (p,q)” und
aus 2.2V, Q) = (¢,p)”
folgt via PaarAxiom I: ((2,9), (¥, Q) = ((p,9), (¢, p))-

3.3: Aus 1.3“(p,q) Menge” und
aus 2.3“(q,p) Menge”
folgt via PaarAxiom I: ((p,q), (q,p)) Menge.

4.1: Aus 3.1
folgt via folk: (Qe E)A(VeD,).

4.2: Aus 3.2
folgt: ((pv q)v (Q7p)) = ((Q7 \Ij)v (‘117 Q))

5: Aus 1.1“EIQ...”
aus 1.2“30.
aus 4. 1“(QEE)/\( eD)”,
aus 4.2 ((p, ), (4,p)) = (2, 9), (¥,9))” und
aus 3.3“((p,q), (q¢,p)) Menge
folgt via 366-1(Def):

((p,q),(¢,p)) € invexp.
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Beweis 366-4 g) VS gleich

1: Aus VS gleich “(¢,p) € D x E”
folgt via 366-3:

2: Aus 1“(p,q) € Ex D”

folgt via des bereits bewiesenen f):

53

(¢,p) € D X E.

(p,q) € Ex D.

((p,q), (¢,p)) € invg p.
0
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366-5. invg p ist eine Funktion mit erwarteten Eigenschaften.

Algebra #366

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)

3)

366-5(Satz)

invg p Relation.

dom (invgp) = E x D.

ran (invg p) = D X E.

invg p Funktion.

invg p injektiv.

invgp: ExD—DxE.
invgp: £ x D — D x E bijektiv.

invg p Bijektion.

“invg p Menge” genau dann, wenn “E x D Menge” .

“invg p Unmenge” genau dann, wenn “E x D Unmenge”.
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Beweis 366-5 a)

1:

2.1:

2.2:

a € INVg p.

Y

Aus ThemaO“« € invg p’

folgt via 366-4: QU a = (( V), (¥, Q).

Aus 1

folgt: 30 : ¢ = (Q, V).

Aus 1

folgt: T =(¥,Q).
: Aus 2.14...90 = (Q,¥)” und

aus 2.2“...I' = (¥, Q)”

folgt via PaarAxiom I: (®,1) = ((2,V), (v,I).
cAus 19 .a=((2,¥9),(V,Q))” und

aus 3

folgt: a=(o,T).

: Aus 2.1439...7

aus 2.2“dl'...7 und
aus 4

folgt: 30, T :a= (9, 1).

Ergo ThemaO:

Konsequenz via folk:

5}

Va: (o €invgp) = (30, I': a = (D,1")).

invg p Relation.
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Beweis 366-5 b)

Algebra #366

o € dom (invgp).
1: Aus ThemaO.1“« € dom (invg p)”
folgt via folk: A0 (o, Q) € invg p.
2: Aus1“... (o, Q) €invgp”
folgt via 366-4: W, P:a=(V,P) e ExD.
3: Aus 2
folgt: ac ExD.

Ergo ThemaO. 1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € dom (invg p)) = (o € E x D).

A1| “dom (invg p) CEx D"

acExD.

1:

Aus Thema0.2“ac € E x D”
folgt via folk: QU : (2 € E)A (¥ € D) A (a= (Q,¥)).

s Aus 1. Qe E)A (Ve D)...”

folgt via folk: (Q,¥) e Ex D.
: Aus 2¢(Q,¥) e Ex D”

folgt via 366-4: (W), (¥,Q)) € invg p.
: Aus 4“((Q,0), (V,Q)) €invgp”

folgt via folk: (Q,¥) € dom (invg p).
Aus 14 a=(Q,¥)” und

aus 4

folgt: a € dom (invg p).

Ergo ThemaO.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o€ Ex D)= (a € dom(invgxp)).

A2| “E x D Cdom (invgp)”

1: Aus A1l gleich “dom (invg p) € E x D” und
aus A2 gleich “F x D C dom (invg p)”

folgt via GleichheitsAxiom:

dom (invg p) = E x D.
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Beweis 366-5 c)

o € ran (invgp).
1: Aus ThemaO.1“« € ran (invgp)”
folgt via folk: 30 (Q, ) € invg p.
2: Aus 1“...(Q,a) €invgp”
folgt via 366-4: W, P:a=(P,¥)eDxE.
3: Aus 2
folgt: aeDxE.

Ergo ThemaO. 1:

Konsequenz via 0-2(Def):

57

Va: (o €ran(invgp)) = (e € D x E).

A1| “ran(invgp) C D x E”

acDxE.

1:

Aus Thema0.2“ac € D x E7
folgt via folk: IQ U : (Qe€ D)A (V€ E)A (a=(Q,V)).

cAus 1. (QeD)AN(VeE)...”

folgt via folk: (Q,¥) e D x E.
: Aus 2¢(Q,¥) e D x E7

folgt via 366-4: (v, Q),(Q,¥)) €invg p.
: Aus 4“((9,Q), (Q,¥)) €invgp”

folgt via folk: (Q,¥) € ran (invg.p).
Aus 14 a=(Q,¥)” und

aus 4

folgt: a € ran(invg p).

Ergo ThemaO.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o€ D x E)= (a €ran(invpyg)).

A2| “D x E Cran(invgp)”

1: Aus A1l gleich “ran(invgp) C D x E” und
aus A2 gleich “D x E Cran (invgp)”

folgt via GleichheitsAxiom:

ran (invg p) = D x E.
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Beweis 366-5 d)

Algebra #366

1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: invg p Relation.
Themal.?2 (o, B), (v, y) € invg p.

2.1: Aus Themal.2“(«,f3)... €invgp”

folgt via folk: a Menge.
2.2: Aus Themal.2“(a,3)... €invgp”

folgt via 366-4: QU (a=(QU) AL =(T,Q).
2.3: Aus Themal.2“...(a,7) € invgp”

folgt via 366-4: AP, T : (a=(®,1) A(y = (T',D)).
3.1: Aus2.3“...a=(®,I')...”7 und

aus 2.1

folgt: (®,T) Menge.
3.2: Aus2.2“ ..a=(2,¥)...” und

aus 2.3“...a=(9,I)...”7

folgt: (Q,0) = (2,I).

4: Aus 3.2“(Q, V) = (2,I")” und
aus 3.1“(®,I') Menge”
folgt via IGP:

5: Aus4“... ¥ =TI" und

aus 4“Q =3¢ ...

folgt via PaarAxiom I: (U, Q) = (T, ).
6: Aus 2.2“...8=(¥,Q)",

aus 2.3...v = (I, ®) und

aus 5

folgt: B =n.

Q=) A (T =T).

Ergo Themal.2:

Al “Vo,B,7: ((o, B), (a,y) €invepp) = (B=7)"

2: Aus 1.1%invg p Relation” und
aus Al gleich “Vo, 8,7 : (o, 8), (o, y) €invgp) = (B=7)"

folgt via 18-18(Def):

invg p Funktion.
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Beweis 366-5 e)

(Oé,ﬁ),(’}/,ﬁ) S inVE,D-

2.1:

i Aus 2.2%. ..

: Aus 3.24 (0, Q)

Aus Themal.2“(«,f3)... € invgp”

folgt via folk: B Menge.

: Aus Themal.2“(a,f3)... €invgp”
folgt via 366-4: QT (a=(Q0)A(B=(7,Q).

: Aus Themal.2“...(v,) €invgp”
folgt via 366-4: AP, T: (y= (P, 1) A (B =(T,D)).

: Aus 2.3“...6=(I',®)...” und

aus 2.1

folgt: (', ®) Menge.

a
aus 2.3“...0 = (T,

folgt: | (W,0Q) = (T, d).

= (I',®)” und
aus 3.1“(T", ) Menge”

folgt via IGP: (U =T)A(Q= ).

: Aus 4.0 =®” und

aus 4“0 =1...7

folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (2,1).
Aus 2.2 a=(QV)...7

aus 2.3...v=(®,I')... und
aus 5

folgt: a=".

Ergo Themal.2:

Konsequenz via folk:

29

A1 “Va, 8,7 : (e, B), (1. B) € invip) = (a

v)”

invg p injektiv.
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Beweis 366-5 fgh)

1.1:
1.2:
1.3:
1.4:

2.f):

Via des bereits bewiesenen d) gilt: invg p Funktion.
Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (invg p) = E x D.
Via des bereits bewiesenen c) gilt: ran (invg p) = D x E.
Via des bereits bewiesenen e) gilt: invg p injektiv.
Aus 1.1%invg p Funktion”,

aus 1.2“dom (invg p) = E x D” und
aus 1.3“ran (invgp) =D x E7
folgt via 21-2: invgp: ExD—DxE.

tAus 2.£)“invgp : EXD —- DX E”,

aus 1.3“ran (invg p) = D x E” und
aus 1.4“invg p injektiv”
folgt via 22-1(Def): invg p : E x D — D x E bijektiv.

:aus 3.g)“invgp: £ x D — D x E bijektiv”

folgt via 22-3: invg p Bijektion.

: Via des bereits bewiesenen g) gilt: invgp: &£ x D — D x I bijektiv.

: Aus 1%invgp : E x D — D x E bijektiv”

folgt via 26-7: (invg p Menge) < (£ x D Menge).

: Aus 1%invgp: Ex D — D x E bijektiv”

folgt via 26-8: (invg p Unmenge) < (E x D Unmenge).
O



1: Aus VS gleich “(p,q) € E x D”
folgt via 366-4:

2: Via 366-5 gilt:

3: Aus 2“invg p Funktion” und

aus 1“((p,q), (¢,p)) € invgp

2

folgt via folk:

b) VS gleich

1: Via 366-5 gilt:

2: Aus VS und
aus 1
folgt:

3: Aus 2“(p,q) ¢ dom (invg p)”
folgt via folk:

Algebra #366 61
366-6. Unter anderem gilt (invg p)~! =invp g.
366-6(Satz)

a) Aus “(p,q) € E x D” folgt “invg p((p,q)) = (¢,p)”.

b) Aus “(p,q) ¢ E x D7 folgt “invg p((p,q)) =U".

c) invgplA]=(Dx E)n A%

d) invgp[BxCl=(DNC)x(ENB).

e) invgp[E x D]=D x E.

f) invgpoinvp g =idpxs.

g) (invgp)™t =invpg.

h) (invgp) '[A]=(E x D)NnA™".

i) (invgp) ' [BxC|l=(ENC)x (DNB).

j) (invgp) '[D X E]=E x D.
Beweis 366-6 a) VS gleich (p,q) € E x D.

((p,q),(q,p)) € invg p.

invg p Funktion.

inve p((p,q)) = (¢,p).

(p,q) € ExD.
dom (invg p) = E x D.

(p,q) ¢ dom (invg p).

inve p((p,q)) =U.
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Beweis 366-6 c)

Algebra #366

1:

Aus Thema0.1“« € invg p[A]”

a € invg plA].

folgt via folk: 30 : (e A)A((Q,a) €invgp).
2: Aus 1“...(Q,a) €invgp”
folgt via 366-4:
30,0 (Q=(B,T) € Ex D)A(a=(,0) € D x E).
3.1: Aus2“...Q=(9,I')...” und
aus 1“...Qe A...7
folgt: (0,T) € A
3.2: Aus2“...a=(I®)e Dx E”
folgt: aceDxE.
4: Aus 3.14(9,I') € A”
folgt via folk: (T,®) e AL
5: Aus2“...a=(I,®)...” und
aus 4
folgt: ac AL
6: Aus 3.2“a € D x E” und
aus 5“a € A7
folgt via folk: a€(DxE)NAL
Ergo Thema0. 1: Va: (a €invgpld]) = (€ (D x E)n A™).

Konsequenz via 0-2(Def):

Al| “invg plA] C (D x E)n A71”
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Beweis 366-6 c) ...

a€(DxE)NA
1: Aus Thema0.2“c € (D x E)NA™!”
folgt via folk: (e €DxE)A(ae ATY).

2: Aus1“ae D x E...7
folgt via folk: QU : (2 e D)A (V€ E)A (a=(Q,¥)).

3.1: Aus 2“... W e FE...” und
aus 2“...Qe D...”
folgt via folk: (¥,Q) € Ex D.

3.2: Aus2“...a=(Q,¥)” und
aus 1“...ae A7V
folgt: (Q,0) e AL

4.1: Aus 3.14(0,Q) € Ex D"
folgt via 366-4: (v, Q),(Q,¥)) € invg p.

4.2: Aus 3.2¢(Q,¥) e A7
folgt via folk: (V,Q) € A.

5: Aus 4.1((7,Q), (2,¥)) € invgp” und
aus 4.2“(U, Q) € A”

folgt via folk: (Q,V) € invg p[A].
6: Aus2“...a=(Q,¥)...” und
aus o
folgt: a € invg plA].
Ergo Thema0. 2: Va: (e € (D x E)yNnA™Y) = (a €invg plA]).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “(Dx E)Nn A~ Cinvgp[A]”

1: Aus A1 gleich “invg p[A] C (D x E)NA™!” und
aus A2 gleich “(D x E) N A~ Cinvg p[A]”
folgt via GleichheitsAxiom: invg p[A] = (D x E)Yn A~%.
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Beweis 366-6 d)

invi p[BxC] 2 (Dx E)N(BxC)~' 2 (Dx BYN(C'x B) “=* (DNC) x (ENB).

e)
invep[Ex D] 2 (DND)x (ENE) 2 Dx(ENE) ™ DxE.

)
1.1: Via 366-5 gilt: invg p Funktion.
1.2: Via 366-5 gilt: dom (invg p) = E x D.
1.3: Via 366-5 gilt: invp g Funktion.
1.4: Via 366-5 gilt: dom (invp ) = D x E.
1.5: Via 366-5 gilt: ran (invp g) = E x D.
1.6: Via 20-11 gilt: idpx r Funktion.
1.7: Via 20-11 gilt: dom (idpxg) = D x E.

2.1: Aus 1.1%invg p Funktion” und
aus 1.3"invp p Funktion”
folgt via 18-46: invg p o invp g Funktion.

2.2: Aus 1.2 und
aus 1.5
folgt: dom (invg p) = ran (invp g).

Y

3: Aus 2.2“dom (invg p) = ran (invp g)’

folgt via 321-5: dom (invg p oinvp g) = dom (invp ).
4: Aus 3 und

aus 1.4

folgt: dom (invg poinvp g) = D x E.

5.1: Aus 4 und
aus 1.7
folgt: dom (invg p oinvp ) = dom (idpx ).
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Beweis 366-6 ) ...

Themas. 2 a € dom (invg p oinvp g).
6: Aus Themab.2 und
aus 4
folgt: aeDxE.

7.1:

7.2:

8.1:

8.2:

10:

11:

12:

Aus6“a e Dx E”

folgt via 20-11: idpyp(a) = a.

Aus6“a e D x E”
folgt via folk:

30,0 (QeD)A (V€ E)A (o = (2, 1)).

Aus 7.2

folgt: a=(Q,0).

Aus7.24.. . (QED)A(V € E)...”

folgt via folk: (Q,¥)e D x E.

: Aus 8.1“(Q,0) e Dx E”

folgt via des bereits bewiesenen a):

invp g((©2, V) = (U, Q).

Aus7.2“.. v e E...” und
aus 7.2“..Q¢e D...”

folgt via folk: (V,Q) e ExD.

Aus 104(¥,Q) € Ex D”
folgt via des bereits bewiesenen a):

invE,D((\If, Q)) = (Q, \If)

Aus 1.1%invg p Funktion” und
aus 1.3"invp p Funktion”
folgt via 18-46:

(invg p oinvp g)(a)) = invg p(invp g(®)).
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Beweis 366-6 ) ...

a € dom (invg p oinvp g).

13: (invgpoinvp g)(«) = invg p(invp g(a))
1

S inve p(invp s((Q, ) 2 inve p((¥,Q) 2 (Q,0) £ a.

14: Aus 13 und
aus 7.1

folgt: (invgp oinvp g)(a) = idpxe(a).

Ergo Themab.2:

A1l] “Va : (o € dom (invg p oinvp g))

= ((invgpoinvp g)(a) = idpxe(a)))

7

6: Aus 2.1%invg p oinvp g Funktion” ,
aus 1.6“idp« g Funktion” ,
aus 5.1“dom (invg p o invp g) = dom (idpxg)” und
aus Al gleich “Va : (o € dom (invg p o invp g))
= ((invgp oinvp g)(a) = idpxe(a)))”
folgt via ISF: invg poinvp g = idpxp.
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Beweis 366-6 g)

1.

1.

1

2:

: Aus 1.6“invD7E O invaD = idExD’

Via 366-5 gilt:
Via 366-5 gilt:

: Via 366-5 gilt:
: Via 366-5 gilt:
: Via des bereits bewiesenen f) gilt:
: Via des bereits bewiesenen f) gilt:
: Via 366-5 gilt:

: Aus 1.4%ran (invpg) =E x D”

folgt via folk:

: Aus 1.1%dom (invgp) = E x D”

folgt via folk:

: Aus 1.2%ran (invgp) =D x E”

folgt via folk:

: Aus 1.3“dom (invp p) =D x E”

folgt via folk:

: Aus 1.5“invE,D ®) invaE = idDXE”

folgt via folk:

folgt via folk:

: Aus 1.7%invp g Relation”,

aus 2.1“ran (invpg) CE X D",
aus 2.2“FE x D C dom (invgp)”,
aus 2.3“ran (invgp) C D x E7,
aus 2.4“D x E C dom (invp g)”,

aus 2.5%invg poinvpp C D x £ und

aus 2.6“invpgoinvgp C Ex D”
folgt via 20-15:

: Aus 3

folgt:
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dom (invg p) = E x D
ran(invgp) =D X E
dom (invpp) =D X E
ran (invp gp) = E' x D

invE’D o) invD,E = idD><E-
invD,E o invE.D = idEXD~

invp g Relation.

ran (invp g) C E x D.

E x D C dom (invg p).

ran (invg p) € D X E.

D x E C dom (invp g).

invE,D o invDyE g idDXE'

inijE o invE,D g idEXD~

invD7E = (invE,D)_l.

(invaD)*l = invD,E.
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Beweis 366-6 h) (invi.p) Y [A] £ invpp[A] £ (B x D) N AL,
i) (inve.p)~Y[B x O] Einvp B x C] 2 (ENC) x (DN B).
3 (inve.p) ' [D x E] £ invp 5[D x E] £ E x

D.
[l
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366-7. Nun wird das Element-Sein in inv untersucht.

366-7(Satz)

a) Aus “w € inv”

folgt “3Q, W : (Q, ¥ Menge) A (w = ((2, V), (V,Q)))”.

b) Aus “(p,q) € inv”
folgt “3Q, U : (Q, ¥ Menge) A (p= (2,¥)) A (¢g=(V,02))".

c) Aus “((u,v),q) € inv” folgt “u,v,q Menge” und “q = (v,u)”.
d) Aus “(p,(u,v)) € inv” folgt “p,u,v Menge” und “p= (v,u)”.
e) Aus “((p,q), (u,v)) € inv”
folgt “p,q,u,v Menge” und “p=v"und “q=u"

»

und “u=q”und “v=p”.

) Aus “p,q Menge” folgt “((p,q),(g,p)) € inv”.

Beweis 366-7 a) VS gleich w € inv.

1: Aus VS gleich “w € inv” und
aus 366-1(Def) “inv = invy "
folgt: w € invyy.

2: Aus 1%w € invyy”
folgt via 366-4: QU ((Q0) el xU) N (w=((2,¥),(¥,Q))).

3: Aus2“...(Q0)eU xU...”
folgt via folk: Q, ¥ Menge.

4: Aus 2“3Q,¥...7
aus 3 und
aus 2“...w = ((Q,¥), (¥, Q))”
folgt: AQ, ¥ : (Q, ¥ Menge) A (w = ((2, V), (V,02))).
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Beweis 366-7 b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “(p,q) € inv” und
aus 366-1(Def) “inv = invy "
folgt:

: Aus 1“(p,q) € invyy”

Algebra #366

(p: q) € inv.

(p,q) € invyy.

folgt via 366-4: AT (p=(QU)eUXU)N(g=(V,Q) eU xU).

D Aus 2. (UU) eU X U7

c) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

2.3:

Aus V8 gleich “((u,v),q) € inv”
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “((u,v),q) € inv” und
aus 366-1(Def) “inv = invy "
folgt:

Aus 1.1%(u,v) ... Menge”

folgt via folk:

Aus 1.1

folgt:

Aus 1.2%((u,v),q) € invyy”
folgt via 366-4:

: Aus 2.3

folgt:

folgt via folk: Q, ¥ Menge.
: Aus 2¢3Q, 0.7

aus 3,

aus 2“...p=(Q,¥)...” und

aus 2“...q¢ = (V,Q)...”7

folgt: 3Q, W (Q, ¥ Menge) A (p= (2, ¥)) A (g = (V,Q)).

((u,v),q) € inv.

(u,v),q Menge.

((u,v),q) € invyy.

u,v Menge

q Menge

qg=(v,u) €U xU.

q= (Uau)
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Beweis 366-7 d) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

2.3:

Aus VS gleich “(p, (u,v)) € inv”
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “(p, (u,v)) € inv” und
aus 366-1(Def) “inv = invy "
folgt:

Aus 1.1

folgt:

Aus 1.1%...(u,v) Menge”

folgt via folk:

Aus 1.2%(p, (u,v)) € invyy”
folgt via 366-4:

: Aus 2.3

folgt:
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(p, (w,v)) € inv.

p, (u,v) Menge.

(p, (u,v)) € invyy.

p Menge

u, v Menge

p=(v,u) €U xU.

p= (U’u)
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Beweis 366-7 e) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “((p,q), (u,v)) € inv”
folgt via folk:

1.2: Aus VS gleich “((p,q), (u,v)) € inv” und
aus 366-1(Def) “inv = invy "
folgt:

2.1: Aus 1.1%(p,q) ... Menge”

folgt via folk:

2.2: Aus1.1“...(u,v) Menge”

folgt via folk:

2.3: Aus 1.2“((p,q), (u,v)) € invyy”

folgt via 366-4:

2.4: Aus 1.2“((p,q), (u,v)) € invyy”

folgt via 366-4:

f) VS gleich

1: Aus VS gleich “p,q Menge”
folgt via 6-8:

2: Aus 1“(p,q) eU xU”
folgt via 366-4:

3: Aus 2 und
aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt:

Algebra #366

((p,q), (u,v)) € inv.

(pu Q>) (U, U) Menge.

((p,q), (u,v)) € invyyy.

p,q Menge

u,v Menge

p, q Menge.

(p,q) €U x U.

((p,9),(q,p)) € invyy.

((p,q), (q,p)) € inv.
0
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366-8. inv ist eine Funktion mit erwarteten Eigenschaften.

366-8(Satz)
a) inv Relation.
b) dom (inv) =U x U.
c) ran(inv) =U X U.
d) inv Funktion.
e) inv injektiv.
f) inv:U XU —-UXU.
g) inv:U XU —U XU bijektiv.
h) inv Bijektion.

i) inv Unmenge.

Beweis 366-8 a)

1: Via 366-5 gilt: invys s Relation.
2: Aus 1 und
aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt: inv Relation.
b)
1: Via 366-5 gilt: dom (invy ) =U X U.
2: Aus 1 und
aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt: dom (inv) =U x U.
c)
1: Via 366-5 gilt: ran (invy ) =U X U.
2: Aus 1 und

aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt: ran (inv) =U x U.
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Beweis 366-8 d)
1: Via 366-5 gilt:

2: Aus 1 und

e)

f)

g)

h)

i)

aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt:

: Via 366-5 gilt:

: Aus 1 und

aus 366-1(Def) “invyy = inv”
folgt:

: Via 366-5 gilt:

: Aus 1 und

aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt:

: Via 366-5 gilt:

: Aus 1 und

aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt:

: Via 366-5 gilt:

: Aus 1 und

aus 366-1(Def) “invyy = inv”
folgt:

Aus b) “dom (inv) = U x U” und
aus 7-23“U x U Unmenge”
folgt via 7-9:

Algebra #366

invys s Funktion.

inv Funktion.

invy o injektiv.

inv injektiv.

invy gy U XU = UXU.

inv:UXU—>UXU.

invy U XU — U X U bijektiv.

inv:U xU — U x U bijektiv.

invy o Bijektion.

inv Bijektion.

inv Unmenge.

]
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366-9. Unter anderem gilt inv™! = inv.

5

a)
b)
c)
d)
e)

f)

g)

Aus “p,q Menge” folgt “inv((p,q)) = (q,p)”.

Aus “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)” folgt “inv((p,q)) =U".
inv[A] = A™1.

inv[Bx C|]=0C x B.

inviU xU|=U X U.

inv o inv = idy/xy-

inv! = inv.
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Beweis 366-9 a) VS gleich P, q Menge.
1: Aus VS gleich “p, g Menge”
folgt via 6-8: (p,q) €U X U.
: Aus 14(p,q) eU xU”
folgt via 366-6: invieu((p, q)) = (q,p).
3: Aus 2 und
aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt: inv((p, q)) = (¢, p)-
b) VS gleich (p Unmenge) V (¢ Unmenge).
1: Aus VS gleich “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via 6-8: (p,q) €U X U.
2: Aus 1“(p,q) U xU”
folgt via 366-6: invyu((p,q)) =U.
3: Aus 2 und
aus 366-1(Def) “invy = inv”
folgt: inv((p,q)) =U.
c)
inv[A] 2P v A EC U x U) N AT EEY AT A (U x ) BT A
d) inv[B x C] 2 (BxC) "™ Cx B
e) invitd < U] LU < U.
. . 366—1(Def) . : 3666 .
f) inv o inv = invy g oinvyy = idyxu.
. _q 366-1(Def) . 1 366-6 . 366—1(Def) .
g) inv = (invys /) =" invyu = inv

]
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366-10. In einem Zwischensprint soll unter anderem iiber idy; s geschrieben wer-

den

366-10(Satz)

a) Aus “(p,q) € E x D” folgt “idpxp[{(p,0)}] = {(p,9)}"-

b) Aus “p,q Menge” folgt “idyxu[{(p,0)}] = {(p,q)}".

) {p o)}y " ={(g,p)}

d) Aus “(p.q) € E x D7 folgt “invp.p[{(p,q)}] = {(a;p)} "

e) inv[{(p,q)}] = {(¢,p)}

£) Aus “O Funktion” folgt “(0 o idyxu)((p,q)) = p-0O-q”.
g) Aus “0O Funktion” folgt “(0oinv)((p,q)) = ¢ Op”.

h) idpep[A] = (A1) 1N (E x D) = (E x D) N (A1),

1) idpxp|B x C] = (EN B) x (DN C).
J) iduxu[A] = (A—l)_l.
k) iduxu[B X C] =B xC.

ALG-Notation.

Beweis 366-10 a) VS gleich

1: Via 20-11 gilt:

2: Aus 1“idgyp Funktion”
folgt via 259-16:

3: Aus VS gleich “(p,q) € Ex D”
folgt via 20-11:

4: Aus 2 und
aus 3
folgt:

(p,q) € Ex D.

idgy p Funktion.

idpxp[{(p,9)}] = {idexn((p,9))}-

idexo((p,q)) = (0, q)-

idexp[{(», )} ={(»,0)}
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Beweis 366-10 b) VS gleich “A” §p, ¢ Menge

1: Aus VS gleich “p, g Menge”

folgt via 6-8:

2: Aus 1“(p,q) eU xU”

folgt via des bereits bewiesenen a):

c)

Algebra #366

(p,g) €U xU.

idyu[{(p; )} = {(p, 9}

ae{pa}

1:

Aus Thema0.1“a € {(p,q)} 1"
folgt via 11-3: 3Q, ¥ : (a = (2,9)) A ((¥,Q) € {(p,q)}).

:Aus 14, (U, Q) € {(p,9)}”

folgt via folk: (¥, Q) = (p,q)) A (T, Q) Menge).
t Aus 24((W, Q) = (p,q) A (¥, Q) Menge)”

folgt via 366-3: (Q,¥) = (q,p).
Aus 1. a=(Q,¥)...” und

aus 3

folgt: a=(q,p).

: Aus Thema0.1“a € {(p, Q)}_l 7

folgt via Element Axiom: a Menge.

: Aus 4“a = (q,p)” und

aus 5“a Menge”
folgt via folk: a€{(¢g,p)}

Ergo ThemaO.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(ae{(p,9)} ") = (e €{(g:p)})

At “A(p,q)}"

C {(g;p)}”
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Beweis 366-10 c) ...
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1:

Aus Thema0.2“a € {(q,p)}”
folgt via folk:

: Aus 1“...(q,p) Menge”

folgt via 366-3:

: Aus 2“(p, q) Menge”

folgt via folk:

: Aus 3%(p,q) € {(p,q)}”

folgt via folk:

: Aus 1“a=(gq,p)...” und

aus 4
folgt:

a = (q,p) Menge.

(¢:p) € {p,)} "

a€{(q,p)}

(p, q) Menge.

(p,q) €{(p,q)}-

ae{(p,q)}

Ergo ThemaO.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1: Aus A1 gleich “{(p,q)}™' € {(q,p)}” und
aus A2 gleich “{(¢,p)} € {(p,q)}*”

folgt via Gleichheits Axiom:

Va:(ae{(¢.p)}) = (ae{lp.a}™).

A2| “{(q,p)} S{(p.@)} "

{o} " ={le.p)}
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Beweis 366-10 d) VS gleich

1:

e)

Aus VS gleich “(p,q) € Ex D”
folgt via folk:

: Via folk gilt:

: Aus 1 und

aus 2
folgt:

: Aus 3“(q,p) € D x E”

folgt via 1-8:

: Aus 4“{(¢,p)} C D x E”

folgt via folk:

Algebra #366

(p.q) € Ex D.

(¢,p) € (Ex D)~

(ExD)'=DxE.

(¢;p) € DX E.

{(¢;p)}y CD X E.

(Dx E)n{(¢,p)} ={(¢a,p)}

s v [{(0 )} S (D x B)n{(p, )} 2 (D x E)n{(¢,p)}  {(0.P)}-

C

inv[{(p, )} 2= {(p. )} 2 {(q.p)}-
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Beweis 366-10 f) VS gleich O Funktion.

1: Via 20-11 gilt: idy <y Funktion.

2: Aus VS gleich “0O Funktion” und
aus 4 “idy«y Funktion”

folgt via 18-46: (O o idyxw)((p,q)) = B(idyxu((p,q)))-
3: Es gilt: (p, ¢ Menge) V (p Unmenge) V (¢ Unmenge)
’Fallunterscheidung‘
3.1.Fall P, q Menge.
4: Aus 3.1.Fall“p,q Menge”
folgt via 6-8: (p,q) eU x U.
5: Aus4“(p,q) eU xU”
folgt via 20-11: iduxu((p,q)) = (p, ).
6: (0 0 iduxe) (P 9)) 2 Oliduxea((p.))) = O((p, 0)) = p-Og.
3.2.Fall (p Unmenge) V (¢ Unmenge).
4.1: Aus 3.2.Fall“(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via 6-8: (pq) gUXU.
4.2: Via 20-11 gilt: dom (idyxy) =U X U.
4.3: Aus 3.2.Fall“(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via 366-2: p.Oqg=U.
5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: (p, q) & dom (iders)-
6: Aus 5“(p,q) ¢ dom (idy/xzs)”
folgt via folk: idyxuy =U.
7o (@oiduxe)((p9) 2 Bliduxu((p.9) < 0W) =T UL pog.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(O oidusar)((p,q)) = p-Bgq.
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Beweis 366-10 g) VS gleich

1: Via 20-11 gilt:

2: Aus VS gleich “0O Funktion” und
aus 4“inv Funktion”

Algebra #366

O Funktion.

inv Funktion.

folgt via 18-46: (Ooinv)((p,q)) = O(inv((p,q)))-
3: Es gilt: (p, ¢ Menge) V (p Unmenge) V (¢ Unmenge)
’Fallunterscheidung‘
P g Menge.

4: Aus 3.1.Fall“p,q Menge”
folgt via 366-9:

5: (Toinv)((pq) 2

O(inv((p,9))) = O((g.p)) = ¢-Op.

inv((p,q)) = (¢,p)-

4.1: Aus 3.2.Fall“(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”

3.2.Fall (p Unmenge) V (¢ Unmenge).

folgt via 366-9: inv((p,q)) =U.

4.2: Aus 3.2.Fall“(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via 366-3: g-Op=U.
5 (Do inv)((p. ) £ Oinv((p.0))) ¥ D@) "E U2 ¢.0p.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(Boinv)((p,q)) = ¢-Op.
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Beweis 366-10 h)

10 idpyeplA] PSP (ExD)NAE" AN (E x D)*Z (A1) n(E x D).
2.1: Aus 1
folgt: idgy p[A] = (A1)~ N (E x D)
2.2: Via KGN gilt: (ExD)N(AHt=AYH"1N(Ex D)

1) idpyn[B x C] 2 (Ex D)N (B x C)")~1 2= (£ x D) N (B x O)

LY ENB)x (DNO).
j) duadlA] 2 (A7) 700 @ x ) "B (A7)
X) idusu[Bx C1 2 UNB)x UNC) EBx Unc)™ B xC.

]
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366-11. Zum Abschluss dieses Essays soll iiber eine mengentheoretische Beschrei-
bung der Kommutativitat reflektiert werden.

366-11(Satz)

a) Aus “Ooidyxy = Ooinv” folgt “O kommutativ”.
b) Aus “O Funktion” und “0O kommutativ” folgt “Ooidywy = Ooinv”.
c) “0O kommutativ” genau dann, wenn “Oge 0 idyxyy = O 0 inv”.

d) Aus “0O Funktion” und “0O kommutativ”

folgt “0[B x C] = 0[C x B]”.

e) Aus “O kommutativ” folgt “Oge[B x C] = Oge[C x B]”.

Beweis 366-11

ALG-Notation.
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Beweis 366-11 a) VS gleich
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O o idyxy = O oinv.

folgt via 366-10:

3: a0.f=0((,9))

1: Aus Themal“q, 5 €U’
folgt via Element Axiom:

2: Aus 1“q, 8 Menge”

idisud{(@, )}] = {(a, B)}-
NB{(a 5)}]

17-1(Def)

= ﬂ(D o i) [{(e, B) ]

a,BeEU.

a, 3 Menge.

= N Ofidysw[{ (e, B)}]

)
£ (@oinv)[{(a, )]
28 N Ofinv[{(a, )}
PE N O(5, 0)}]
T o((8,0))

= [_0_a.

Ergo Themal:

Konsequenz via 210-1(Def):

Konsequenz via 365-2:

Va,[: (o, eld) = (a0 = 0.a).
O kommutativ auf /.

O kommutativ.
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Beweis 366-11 b) VS gleich (O Funktion) A (O kommutativ).
1.1: Via 20-11 gilt: idy <y Funktion.
1.2: Via 366-8 gilt: inv Funktion.
2.1: Aus VS gleich “O Funktion...” und

aus 1.1%idy«y Funktion”

folgt via 18-46: O o idy/xyy Funktion.
2.2: Aus VS gleich “0 Funktion...” und

aus 1.2%inv Funktion”

folgt via 18-46: O o inv Funktion.
o € dom (010 iduyn).
4: Aus Thema3.1“a € dom (O o idyxy)”
folgt via folk: 30 (o, Q) € O oidyxuy-
5: Aus 4“... (o, Q) € Ooidyxy”
folgt via 14-4: A (o, T) € idyxr) A (T, Q) € O).
6: Aus 5“... (o, ') €idysys...”
folgt via 20-10: a=l'eld xU.
7: Aus6“.. el xU”
folgt via 6-8: 3P, : (P, ¥ Menge) A (I' = (P, V).

8.1: Aus6“a=1...7 und
aus 7¢...I' = (9, )"

folgt: a=(P,V).
8.2: Aus VS gleich “0O Funktion...”
folgt via 366-10: (O oidyxy)((P,¥)) = &0V,
8.3: Aus VS gleich “0O Funktion...”
folgt via 366-10: (Ooinv)((®,V)) = V.0,
9: Aus VS gleich “...0 kommutativ”
folgt via 365-1(Def): O OV =v090.

100 (O o idyse) (@) Z (T 0 idys) (@, 1)) £ &0
2000 E @oinv)((®,0) £ (Toinv)(a).

ErgoThema3. 1:
A1l] “Va: (a € dom (O oidyxy)) = ((Ooidyxy)(a) = (D oinv)(a))”
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Beweis 366-11 b) VS gleich (O Funktion) A (O kommutativ).
o € dom (Do inv).

4: Aus Thema3.2“« € dom (O oinv)”

folgt via folk: AQ: (o, Q) € Oolinv.

5: Aus4“...(a,2) € Ooinv”

folgt via 14-4: ' : ((a, ) € inv) A

6: Aus 5“...(a,T) €iinv...”

folgt via 366-7: 3P, : (P, ¥ Menge) A (a =

7.1: Aus 6
folgt:

7.2: Aus VS gleich “...0O kommutativ”
folgt via 365-1(Def):

7.3: Aus VS gleich “0O Funktion...”

folgt via 366-10: (Ooinv)((P,V)) =

7.4: Aus VS gleich “0O Funktion...”

folgt via 366-10: (O o idysu) ((P,V)) =

8: (Doinv ga) £ (D o inv)((<I>7 o)) 2 \I/,D,CID

OO0 = (Doidysa)((@, 1)) =

(', Q) € O).

a=(d,WU).

U O =300V,

L (O o idy ) ().

(P, ).

U _O..

OEERA

ErgoThema3. 2:

“Va: (o € dom (Ooinv)) = ((Ooinv)(a) = (O oidyxy)(a))”

4: Aus 2.1“0 oidyyy Funktion”
aus 2.2“0 oinv Funktion”
aus Al gleich “Va : (o € dom (O o idyxy))

= (O oidyxu)(a) =

(Doinv)(a))” und

aus A2 gleich “Va : (o € dom (Ooinv)) = ((Ooinv)(a) = (Doidysxy)(a))”

folgt via ISF":

O o idyxy = O oinv.
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Beweis 366-11 c¢) VS gleich O kommutativ.
1: Aus VS gleich “0O kommutativ”

folgt via 365-2: Oae kommutativ.

2: Via 258-14 gilt: Og Funktion.

3: Aus 2“0g¢ Funktion” und
aus 1“0 kommutativ”

folgt via des bereits bewiesenen b): Ogee © 1dzyxzy = Opee 0 INV.

C) VS glelCh kat o idUXU = kat o inV.
1: Aus VS gleich “Og 0 idyxyy = Opee © Inv”

folgt via des bereits bewiesenen a): Ofe kommutativ.

2: Aus 1“0g¢ kommutativ”

folgt via 365-2: O kommutativ.
d) VS gleich (O Funktion) A (O kommutativ).
1: Aus VS gleich “ (0O Funktion) A (O kommutativ)”
folgt via des bereits bewiesenen b): O o idyxyy = O oinv.
2: O[B x C] **E" Ofidyyy[B x C)] "E£° (0 o idyxy)[B % C|

i (Ooinv)[B x C] 18 Ofinv[B x (1] 3059 D[C x B].

e) VS gleich O kommutativ.
1: Aus VS gleich “0O kommutativ”
folgt via des bereits bewiesenen c¢): Ogee © idyysr = O © Inv.

366—10

2: kat[B X C] = kat[iduXu[B X CH 14:78 (kat ¢} iduXu)[B X O]
L (Oge 0 inv)[B x C] "E° Ogefinv[B x €] **£° 0g4[C x BY.

]
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Mengenlehre: pM;, D = {p} niMinD. E osMq = E iMin{q}.
peup;, D. E ycupq. E cup;, D.
pecap;,D. E ncapq. E ycap;, D.
pstmi, D. E  stmq. E stmyp D.
pDIt;p D. E ,Dltq. E ,Dlt;, D.

Ersterstellung: 11/12/15 Letzte Anderung: 18/12/15

367-1. Ein geradezu offensichtliches Resultat belegt, dass in der Tat bereits zu
viele Abkiirzungen kursieren.

367-1(Satz)
a) pMinD = {p} M D.
b) FE uMq=FE ;M. {q}.
c) Aus “p Unmenge” folgt “pM;,D =07
d) Aus “q Unmenge” folgt “FE ,;Mq=10".

e) Aus “M Funktion” und “M kommutativ”
folgt “pM;,D = D ,sMp”und “q oiME = EM;nq”
und “F niMin-D =D niMinE 7

) “pcup;,D = D pcupp”und “E pcupq = geup; B
und “FE picup;, D = D pcup B

g) “pcap;, D = D pcapp”und “E yicapq = gcap; B
und “E picap;,D = D ycap E7.

h) “pDlt;,D = D ,iDitp” und “FE ,Dltg = ¢DIt;, E”
und “FE ,Dlt;uD = D Dlt;n E7.

Beweis 367-1 a) pMin D 316-T(De) M[{p} x D]

MIE x {q}]

316— 7Def){ VMDD,

E niMin{Q}'

316—7(Def) 316-7(Def)

b) E niMq
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Beweis 367-1 c) VS gleich p Unmenge.
1: Aus VS gleich “p Unmenge”
folgt via folk: {p} =0.
2: pMinE 2P0 Ny« B 2 Mo x E] 022 Mo ¥22 0.
d) VS gleich ¢ Unmenge.
1: Aus VS gleich “¢ Unmenge”
folgt via folk: {¢} =0.
2: D Mg P MID x {q}] £ M[D x 0] °2* M0] *22 0.
e) VS gleich (M Funktion) A (M kommutativ).
1.1: Aus VS gleich “(M Funktion) A (M kommutativ)”
folgt via 366-11: M[{p} x D] = M[D x {p}].
1.2: Aus VS gleich “(M Funktion) A (M kommutativ)”
folgt via 366-11: MI[E x {q}] = M[{q} x EJ.
1.3: Aus VS gleich “(M Funktion) A (M kommutativ)”
folgt via 366-11: MIE x D] = M[D x E|.
2.1: pMinD P ar((p} x D)2 M[D x {p}) 2 ZPY D M.
2.2: EMing 2 7ZP0 MIE x {g)] 2 M[{q) x E] 2P0 ML B
2.3: B oiMinD 271 M1E < D12 MD x B] PP D oMLLE.
3.1: Aus 2.1
folgt: pMinD = D i Mp
3.2: Aus 2.2
folgt: E  iMqg=qM;,FE
3.3: Aus 2.3
fOlgt: FE niMinD =D niMinE
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Beweis 367-1 f)

1.1:

1.2:

1.3:

g)

1.1:

1.2:

1.3:

Aus 298-4“cup Funktion” und
aus 365-8“cup kommutativ”

folgt via des bereits bewiesenen
Aus 298-4“cup Funktion” und
aus 365-8“cup kommutativ”
folgt via des bereits bewiesenen
Aus 298-4“cup Funktion” und
aus 365-8“cup kommutativ”

folgt via des bereits bewiesenen

Aus 298-7“cap Funktion” und
aus 365-8“cap kommutativ”

folgt via des bereits bewiesenen
Aus 298-7“cap Funktion” und
aus 365-8“cap kommutativ”
folgt via des bereits bewiesenen
Aus 298-7“cap Funktion” und
aus 365-8“cap kommutativ”

folgt via des bereits bewiesenen

c):

c):

c):

c):

c):

c):
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peup;, D = D ycupp

E ncupg = qeup; B

E wcupy,D = D ycupy B

pcap;, D = D yicapp

E ,capq = qcap, F

E ncap;, D = D ycap, F
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Beweis 367-1 h)

1.1: Aus 298-13“DIt Funktion” und
aus 365-8“ DIt kommutativ”

folgt via des bereits bewiesenen c):

1.2: Aus 298-13“DIt Funktion” und
aus 365-8“ DIt kommutativ”

folgt via des bereits bewiesenen c):

1.3: Aus 298-13“DlIt Funktion” und
aus 365-8“ DIt kommutativ”

folgt via des bereits bewiesenen c):

Mengenlehre #367

pDlt;D = D oDltp

E ,Dltq = ¢Dit;, B

E niDltinD - D niDltinE
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367-2. Das nun Folgende passt gut in den Kontext.

367-2(Satz)
a) cup[E x D] = cup[D x E.
b) cap[E x D] =cap|D x E]J.
c) DIt[E x D] = DIt[D x E].

Beweis 367-2

1.a): Aus 298-4“cup Funktion” und
aus 365-8“cup kommutativ”
folgt via 366-11: cup[E x D] = cup[D x EJ.

1.b): Aus 298-7“cap Funktion” und
aus 365-8“cap kommutativ”
folgt via 366-11: cap[E x D] = cap[D x EI.

1.¢c): Aus 298-13“Dlt Funktion” und
aus 365-8“ DIt kommutativ”
folgt via 366-11: DIt[E x D] = DIt[D x EI.

]
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367-3. Die binére Vereinigung ertffnet den Reigen.
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367-3(Satz)
2) peupsuD = pUsn D = cupl{p} x D).
b) E ncupg = E U q = cup[E x {¢}].

c) E ncup;,,D =F Uiy D = cup[E x D.

Beweis 367-3 a)

1.1: Via 316-7(Def) gilt:

peup;, D = cup[{p} x D]

2: Aus Themal.2“« € pcup;, D”
folgt via 316-8:

3: Aus 2“... ((p,N), ) € cup”
folgt via 298-3:

4: Aus 2“p Menge...” und
aus 2“...Qe D...”
folgt via 220-5:

(p Menge) A (32 (2 € D) A (((p,©2), @) € cup))).

o € peup;, D.

a=pUi.

5: Aus 3 und
aus 4
folgt: a € pUsy D.
Ergo Themal.2: Va: (a € peup;, D) = (o € pUiy D).

Konsequenz via 0-2(Def):

A1) “pcup;, D CpUsp D7
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Beweis 367-3 a) ...

o € pUsn D,

2: Aus Themal.3“«a € pU;, D”
folgt via 220-5:
(p Menge) A (IQ: (V€ D)A (a=puU)).

3: Aus2“...QeD...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

4: Aus 2“p Menge...” und
aus 3“€) Menge”
folgt via 298-3: ((p,2),pUN) € cup.

5: Aus2“...Qe D...” und
aus 4“((p,Q),pUQ) € cup”

folgt via 316-8: p U € pcup,;, D.
6: Aus2“...a=pUQ” und
aus 5
folgt: o € peup;, D.
Ergo Themal. 3: Va: (o € pUiy D) = (a € peupy, D).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “pUiy D C pcup;, D7

2: Aus A1 gleich “pcup;, D C pUijn D7 und
aus A2 gleich “p Ui, D C pcup;,D”

folgt via Gleichheits Axiom: peup;, D =p Uiy D
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Beweis 367-3 b)

1.1: Via 316-7(Def) gilt: E nicupg = cup[E x {q}]
1.2: E ,icupq 3671 gcup; 2 qUin B 207 p LU q.
2: Aus 1.2
folgt: E ncupg = E 41U q
c)
1.1: Via 316-7(Def) gilt: E yicup;, D = cup[E x D]
@ € E neup,, D.

2: Aus Themal.2“a € E pcup;, D7
folgt via 316-8:
IV (Qe E)A (Ve D)A(((Q,¥),q) € cup).

3: Aus 2¢...((Q,¥),«) € cup”

folgt via 298-3: a=QUWU.
4: Aus2“... Qe E)A (Ve D)...”
folgt via 220-6: QUVY e F iUin D.
5: Aus 3 und
aus 4
fOlgt: a €l niJin D.
Ergo Themal.2: Va: (a € E peupy D) = (o € B 3Usy D).

Konsequenz via 0-2(Def): A “FE cup;, D CFE Uiy D7
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Beweis 367-3 ¢) ...
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2: Aus Themal.3“a € F ,iUjn D7

folgt via 220-6:

IV (Qe E)AN(VeD)A(a=0UW).

3.1: Aus2“...Q e FE...7
folgt via Element Axiom:

3.2: Aus2“...veD...”
folgt via Element Axiom:

4: Aus 3.1“€) Menge” und
aus 3.2“W¥ Menge”
folgt via 298-3:

5: Aus2“...(Qe E)A (Ve D)...
aus 4“((Q, V), QU W) € cup”

folgt via 316-8:

6: Aus2“...a=QUY” und

aus b
folgt:

o< E niUin D.

2 Menge.

U Menge.

((Q,¥), QU W) € cup.

2

und

QUU e F pcup;,D.

o € B eupy, D.

Ergo Themal. 3:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € E Uiy D) = (a € E picup;, D).

A2| “F Uiy D C E pcup; D7

2: Aus A1l gleich “F pcup;, D C E 43Uin D7 und
aus A2 gleich “FE ;Ui D C E pscup, D7

folgt via Gleichheits Axiom:

E niCUpinD = E niUin D
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367-4. Der bindre Durchschnitt setzt den Reigen mit Modifikationen fort.

367-4(Satz)
2) capl{p} x D] = pcaps,D C p i D.
b) Aus “p Menge” folgt “pcap,, D = p Nin D = cap[{p} x D]”.
c) cap[E x {q}] = E ncapq C E niN q.
d) Aus “q Menge” folgt “E pcapq = E N q = cap[E x {q}]”.

e) Encap;,D = FE 1iNin D = cap[E x D].

Beweis 367-4 a)

1.1: Via 316-7(Def) gilt: pecap;, D = cap[{p} x D]
a € peapy,D.

2: Aus Themal.2“« € pcap;,D”
folgt via 316-8:
(p Menge) A (32 : (2 € D) A (((p, ), @) € cap))).

3: Aus 2¢...((p,Q),a) € cap”

folgt via 298-6: a=pN.
4: Aus2“...QeD...”
folgt via 220-5: pNQeEPN D.
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: a€pin D.
Ergo Themal.2: Va: (a € peap;, D) = (o € pNiy D).

Konsequenz via 0-2(Def): A1} “pcap;, D CpNi, D7
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Beweis 367-4 b) VS gleich p Menge.
1.1: Via 316-7(Def) gilt: pcap;, D = cap[{p} x D]
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: pcap;, D C pNi, D.
@ €pNuD.
2: Aus Themal.3“a €pny, D”
folgt via 220-5: AQ: (e D)A (a=pNQ).
3: Aus2“...Qe D...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

4: Aus VS gleich “p Menge” und
aus 3“€) Menge”
folgt via 298-6: ((p,Q2),pN Q) € cap.

5: Aus2“...Q2€ D...” und
aus 4% ((p,Q),pNQ) € cap”

folgt via 316-8: pN Q€ pcap;, D.
6: Aus2“...a=pNQ”7 und
aus 5
folgt: o € peap;, D.
Ergo Themal. 3: Va: (o € pNiy D) = (a € peap;, D).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “pNyy D C pcap;,D”

2: Aus 1.2%pcap;,D C pNijy D7 und
aus Al gleich “pNi, D C pcap;,D”

folgt via Gleichheits Axiom: pcap;, D =pNi, D
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Beweis 367-4 c)

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

Via 316-7(Def) gilt:

Via 367-1 gilt:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Via 220-7 gilt:

: Aus 1.2,

aus 1.3 und
aus 1.4

folgt:

d) VS gleich

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

Via 316-7(Def) gilt:

Via 367-1 gilt:

Aus VS gleich “q Menge”

folgt via des bereits bewiesenen b):

Via 220-7 gilt:

: Aus 1.2,

aus 1.3 und
aus 1.4

folgt:

Mengenlehre #367

E nicapg = cap[E x {q}]

E yicapg = qcap;, E.
gcap;, M CqgNiy E.

qminE:Enimq-

E ncapg € E niNg

q Menge.

E nicapg = cap[E x {q}]

E nicap = gcap;, .

gcap; FE =qNiy E.

qminE:Enimq-

E scapg = FE 1N g
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Beweis 367-4 e)

1.

1:

Via 316-7(Def) gilt: E ncap;, D = cap[F x D]
o € E ncap;, D.
2: Aus Themal.2“a € E ycap;, D7
folgt via 316-8:
AV (Qe E)AN (Y e D)A(((2,¥),a) € cap).
3: Aus 2“...((,¥),a) € cap”
folgt via 298-6: a=QNWv.
4: Aus2“...(Qe E)YA(VeD)...”
folgt via 220-6: QNY e F iNin D.
5: Aus 3 und
aus 4
fOlgt: a € FE niﬂin D.
Ergo Themal.2: Va: (a € E pcap;, D) = (a € E piNin D).

Konsequenz via 0-2(Def):

Al “F nicapinD g E niﬂin D”
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Beweis 367-4 e) ...

Themal.3 a€ BNy D.

2: Aus Themal.3“a € F ,iNin D7
folgt via 220-6:
IV (QeE)AN(VeD)A(a=0NT).

3.1: Aus2“...Qe E...7
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

3.2: Aus2“...¥eD...”
folgt via Element Axiom: U Menge.

4: Aus 3.1“€) Menge” und
aus 3.2“W¥ Menge”
folgt via 298-6: (Q,¥), Q2N W) € cap.

5: Aus2“...(Qe E)A (Y e D)...” und
aus 4“((Q,0), QN W) € cap”

folgt via 316-8: QNWY e F ycap;,D.
6: Aus2“...a=0N¥Y” und
aus 5
folgt: a € B ycapy,D.
Ergo Themal.3: Va: (a € E piNip D) = (o € E picap;, D).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “E 4iNin D C E picap;, D7

2: Aus A1l gleich “F ycap;, D C FE 1iNin D7 und
aus A2 gleich “FE ,iNin D C E cap;, D7

folgt via Gleichheits Axiom: E ycap;, D = E 4iNin D
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367-5. Auch bei der Untersuchung von Estm;,q sind Mengen-Eigenschaften re-
levant.

367-5(Satz)
a) pstmi,D = p\in D = stm[{p} x D].
b) stm[E X {q}] = E nstmqg C E \i, q.
c) Aus “q Menge” folgt “F ystmq = E 4;\ ¢ = stm[E x {q}]”.

d) E niStminD =F ni\in D = Stm[E X D]

Beweis 367-5 a)

1.1: Via 316-7(Def) gilt: pstmi, D = stm[{p} x D]
o € pstmynD.

2: Aus Themal.2“« € pstm;,D”
folgt via 316-8:
(p Menge) A (32 (2 € D) A (((p.2),a) € stm).

3.1: Aus 2“...((p,Q),a) € stm”

folgt via folk: (p, ©2) Menge.
3.2: Aus2“...((p,), ) € stm”
folgt via 298-9: a=p\.
4: Aus 3.1%(p,2) Menge”
folgt via folk: p Menge.

5: Aus 4“p Menge” und
aus 2“...Qe D...”

folgt via 220-5: p\QEpn\D.
6: Aus 5 und
aus 3.2
folgt: a €pai\D.
Ergo Themal.2: Va : (a € pstmipD) = (o € p\in D).

Konsequenz via 0-2(Def): ALl “pstminD Cp\in D7
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Beweis 367-5 a) ...

@ €p\in D.

2: Aus Themal.3“a € p\j, D7
folgt via 220-5:
(p Menge) A (2 : (€ D)A (a=p\Q)).

3: Aus2“...QeD...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

4: Aus 2“p Menge...” und
aus 3“€) Menge”
folgt via 298-9: ((p,2),p\ Q) € stm.

5: Aus2“...Qe€ D...” und
aus 4“((p,Q2),p\ Q) € stm”

folgt via 316-8: p\ Q € pstmy, D.
6: Aus 2“...a=p\Q” und
aus 5
folgt: a € pstm;, D.
Ergo Themal. 3: Va: (o € p\in D) = (o € pstm;, D).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “p\in D C pstm;, D7

2: Aus A1 gleich “pstm;, D C p\ijp D7 und
aus A2 gleich “p\i, D C pstm;, D”

folgt via Gleichheits Axiom: pstmin D = p\ix D
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Beweis 367-5 b)

1.

1:

Via 316-7(Def) gilt: E nstmg = stm[E x {q}]
a € B ystmg.
2: Aus Themal.2“«a € F ,stmg”
folgt via 316-8:
(p Menge) A (32 : (2 € E) A (((R,9), ) € stm))).
3: Aus 2“...((©,q),a) € stm”
folgt via 298-9: a=0Q\q.
4: Aus2“..QeFE...7
folgt via 220-4: Q\qg€FEu\q
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: a € FE g\ q.
Ergo Themal.2: Va: (a € E pstmq) = (o € E 45\ q).

Konsequenz via 0-2(Def): Al| “E stmg C E 45\ q”7
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Beweis 367-5 c¢) VS gleich

1.1: Via 316-7(Def) gilt:

1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:
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q Menge.

E ustmg = stm[E x {q}]

E niStmq g E ni\ q.

2: Aus Themal.3“a € E 43\ ¢”
folgt via 220-4:

3: Aus2“...Q e FE...”7
folgt via Element Axiom:

4: Aus 3“Q2 Menge” und
aus VS gleich “q Menge”
folgt via 298-9:

5: Aus2“...Q e F...” und
aus 4“((2,¢),02\ q) € stm”
folgt via 316-8:

6: Aus2“...a=Q\¢” und
aus 5
folgt:

A (e E)A(a=02)\7q).

a€ FE i\ q.

) Menge.

((97 Q), Q \ q) € stm.

Q\ q € E stmg.

a € F stmg.

Ergo Themal.3:
Konsequenz via 0-2(Def):

2: Aus 1.2“F ystmg C F 45\ ¢” und
aus Al gleich “E ,;\ ¢ C F ,stmg”

folgt via Gleichheits Axiom:

Va: (a € E 55\ q) = (a € E stmg).

A2 “F ni\ q g E nistmq”

E aiStmg = E ni\ q
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Beweis 367-5 d)

1.1: Via 316-7(Def) gilt:
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E nstmip, D = stm[E x D]

folgt via 316-8:

folgt via 298-9:

folgt via 220-6:

5: Aus 3 und
aus 4
folgt:

2: Aus Themal.2“«a € E ,stmy, D7

3,V : (Qe E)AN (Y eD)A(((R2V),a) € stm).
3: Aus 2¢...((Q,¥),a) € stm”

4: Aus2“...(Qe E)YA(VeD)...”

a € B stmiD.

a=0Q\V.

Q\ W € E 1\in D.

a€F ni\in D.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo ! (O{ ek nistminD) = (O[ ek ni\in D)

Al “F nistminD g E nj_\j_n D”
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Beweis 367-5 4) ...

Themal.3 a€ B i\inD.
\

2: Aus Themal.3“a € E p3\in D”
folgt via 220-6:
ATV (QeE)A(VeED)A(a=Q\ V).

3.1: Aus2“...Qe E...7
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

3.2: Aus2“...¥eD...”
folgt via Element Axiom: U Menge.

4: Aus 3.1“€) Menge” und
aus 3.2“W¥ Menge”
folgt via 298-9: (Q,¥),Q\ V) € stm.

5: Aus2“...(Qe E)A (Y e D)...” und
aus 4“((Q,0),Q\ @) € stm”

folgt via 316-8: Q\ VU e E stmy, D.
6: Aus2“...a=Q\ V" und
aus 5
folgt: a€ B stmipD.
Ergo Themal.3: Va: (o € E pi\in D) = (o € E ystmy, D).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “E pi\in D C E ystm;, D7

2: Aus Al gleich “F ystmi, D C E 45\in D7 und
aus A2 gleich “F ;;\in D C E pstmip, D7

folgt via GleichheitsAxiom: E pstmy,D = E 4i\in D
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367-6. Die symmetrische KlassenDifferenz beendet den Reigen.

367-6(Satz)
b) E .Dltg =F ;A q=DIt[E x {q}].

C) E niDltinD =F niAin D = DIt[E X D]

Beweis 367-6 a)

1.1: Via 316-7(Def) gilt: pDlt;n D = DIt[{p} x D]
o € pDltsnD.

2: Aus Themal.2“« € pDlt;,D”
folgt via 316-8:
(p Menge) A (32 : (€2 € D) A (((p,©2), @) € DIt))).
3: Aus 2“...((p,N),a) € DIt”
folgt via 298-12: a = pAQ.

4: Aus 2“p Menge...” und
aus 2“...Qe D...”

folgt via 220-5: pAQ € pA;, D.
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: @ € pAiy D.
Ergo Themal.2: Va: (o € pDItin D) = (a0 € pAyy D).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “pDlt;, D C pAs, D7
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Beweis 367-6 a) ...

Themal.3 a € pAs, D.

2: Aus Themal.3“«a € pAij, D”
folgt via 220-5:
(p Menge) A (32 : (2 € D) A (a = pAQ)).

3: Aus2“...QeD...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

4: Aus 2“p Menge...” und
aus 3“€) Menge”
folgt via 298-12: ((p, ), pAQ) € Dlt.

5: Aus2“...Qe€ D...” und
aus 4“((p,Q?), pAQ) € DIt”

folgt via 316-8: pAQ € pDlt;, D.
6: Aus 2“...a =pAQ” und
aus 5
folgt: a € pDlt;, D.
Ergo Themal.3: Va: (o € pAip D) = (a € pDlty, D).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “pAi, D C pDIts,,D”

2: Aus A1 gleich “pDlt;, D C pA;i, D7 und
aus A2 gleich “pA;j, D C pDlt;,D”

folgt via GleichheitsAxiom: pDltin D = pAi, D
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Beweis 367-6 b)

1.1: Via 316-7(Def) gilt: E .Dltqg = DIt[E x {q}]
1.2: E .Dltqg 2T (DIt E 2 gAm E X7 E LA g
2: Aus 1.2
folgt: E . .Dltg=F ;A q
c)
1.1: Via 316-7(Def) gilt: E .Dlt;n D = DIt[E x D]
a € B ,Dlts,D.

2: Aus Themal.2“«a € E ,Dlt;, D7
folgt via 316-8:
AT (Qe E)A (Ve D)A(((2,¥),a) € Dlt).

3: Aus 2%...((,0),a) € Dit”

folgt via 298-12: a = QAWV.
4: Aus2“...(Qe E)A (Y e D)...”
folgt via 220-6: QAVY € F ;A D.
5: Aus 3 und
aus 4
fOlgt: ae bl niAin D.
Ergo Themal.?2: Va: (a € E DItinD) = (a € E 43A5, D).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “FE DIty D C E A5, D7
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Beweis 367-6 c) ...

@ € B nlsn D.

2: Aus Themal.3“a € E ;A D7
folgt via 220-6:
AV : (e E)AN (Ve D)A(a=QAV).

3.1: Aus2“...Qe E...7
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

3.2: Aus2“... e D...”
folgt via Element Axiom: U Menge.

4: Aus 3.1“€) Menge” und
aus 3.2“W¥ Menge”
folgt via 298-12: (Q, V), QAY) € Dlt.

5: Aus2“...(Qe E)A (P e D)...” und
aus 4“((Q, V), QAV) € DIt”

folgt via 316-8: QAV € F ;Dlt;n D.
6: Aus 2“...aa=QAY” und
aus 5
folgt: a € B Dt D.
Ergo Themal.3: Va: (a € E 3Ai D) = (o € E 4 Dlty, D).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “F ,iAqw D C E Dty D”

2: Aus A1 gleich “F ,Dlt;, D C F ;A D7 und
aus A2 gleich “F ;;A;, D C E DIt D”

folgt via GleichheitsAxiom: E  Diti,D = F ;Aiy, D
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Analysis: 337.0(x,y) = 350.0(z,id,y) und Konsequenzen.

Ersterstellung: 05/01/16 Letzte Anderung: 05/01/16

368-1. Nicht ohne notationellen Aufwand wird 337.0(x,y) = 350.0(x,id,y) be-
wiesen.

368-1(Satz)
337.0(z,y) = 350.0(z,id,y).

337.0(z,y) = {({A}Up,m) - (A ¢ p)
AERL: (1, 2) € 2) A (2, A),m) € )}

350.0(z, 2, 4) = {({A\} Up,n) - (A ¢ p)
ANFLE: ((1,92) € 2) AN (X E) € 2) A(R,5),m) €w)}

Beweis 368-1

a € 337.0(z,y) .
1.1: Aus ThemaO.1“« € 337.0(x,y) ”
folgt via Element Axiom: a Menge.

1.2: Aus ThemaO.1“« € 337.0(x,y) ”
folgt p.def.:
3O, 0,0, T (D ¢ T) A ((T,Q) € 2) A (2 ),T) € y)
Na={P}uw,T)).

2.1: Aus1.2“4...9...7

folgt: J=:=2=9.
2.2: Aus1.2“...((2,9),) ey...”

folgt via folk: (©, ®) Menge.
3.1: Aus 2.1

folgt: ¢ ==Z.

3.2: Aus 2.2“(Q, @) Menge”
folgt via PaarAxiom I: Q,® Menge.
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Beweis 368-1 ...

Analysis #368

a € 337.0(z,y) .
4.1: Aus 3.1“¢ ==" und
aus 3.2“... P Menge”
folgt via 364-5: (®,2) €id.
4.2: Aus3.1“d =727
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) =(Q,=).
5: Aus4.24(Q,9) = (2,2)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,®),T)=((2,2),).
6: Aus 5 und
aus 1.1“...((2,@),T) ey...”
folgt: (Q,2),T) €y.
7: Aus 1.2494Q, 0, W, I"...7,
aus 2.1“d=...7,
aus 1.2 .. (P U)A (v, Q) €x)...”
aus 4.1,
aus 6 und
aus 1.2, ..a= ({PtUuy,I)”
folgt: 30,0, U T)=Z: (P ¢ V) A ((V,0) € 2)
A(®,Z) € id) A (((2,2).T) € y)
Ao = ({010 w,T)).
8: Aus 7430, O, U T =Z: (D¢ U)A((V,Q) € x)
A(®,E) €id) A (((,E),T) € y)
Na=({P} U, T))” und

aus 1.1“a Menge”

folgt p.def.:

a € 350.0(x,id, y) .

Ergo ThemaO.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € 337.0(z,y) ) = (a € 350.0(x,id, y) ).

A1| “337.0(x,y) C 350.0(z,id,y) ”
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Beweis 368-1 ...
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a € 350.0(z,id, y) .
1.1: Aus Thema0.2“« € 350.0(x,id,y) ”
folgt via Element Axiom: a Menge
1.2: Aus Thema0.2“« € 350.0(z,id,y) ”
folgt p.def.: 30,0, U, T =: (P ¢ V) A ((V,0) € 2)
A(®,Z) € id) A ((.E),T) € y)
ANa=({2}u ¥, ).
2: Aus1.2%...(®,2) €id...”
folgt via 364-5: o==
3: Aus2“d ==
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (Q,5)
4: Aus 3“(Q,9) = (2,5)”
folgt via PaarAxiom I: (Q2,9),I') = ((2,2),T).
5: Aus 4 und
aus 1.2...((,2),T) €y...”
folgt: (Q,®),T) ey
6: Aus 1.2“3Q,®, ¥, T"...7,
aus 1.2“... (P ¢ U)A((V,Q) e x)...”
aus 5 und
aus 1.2, ..a= ({PtUuy,I)”
folgt:
30,0, 0, T (@ ¢ V) A((P,2) € ) A(((2,9),T) € y)
Ao = ({2} U W,T)),
7: Aus 630, 3,0, T : (& ¢ W) A ((V,0) € 2)
A(,®),T) € y) A (a = ({9} U, ) und
aus 1.1“a Menge”
folgt p.def.: a € 337.0(x,y) .

Ergo ThemaO.2: Yo

: (o € 350.0(x,id, y) ) =

(v € 337.0(x,y) ).

Konsequenz via 0-2(Def):

2| “350.0(z,id,y) C 337.0(z,y)
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Beweis 368-1 ...

1: Aus A1 gleich “337.0(x,y) C 350.0(x,id,y) ” und
aus A2 gleich “350.0(z,id,y) C 337.0(z,y) ”
folgt via GleichheitsAxiom: 337.0(z,y) = 350.0(z,id,y).

]
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fin

368-2. Aus 368-1 folgt unter anderem (qr,e}a{:’ id) =q,T.

368-2(Satz)
a) “R ist anal von q,x” genau dann, wenn “R ist ana2 von id,q,x”.
b) {w:w ist anal von ¢,x} = {w : w ist ana2 von id, q, x}.
c) rflgr = rf2(id)qz.

d).

e) Afir = (¥Yrekid).

£) M = ([T5*id).

fin rek
d) ¢, = (q,r

337.2(q,x) = {w : w ist anal von q,z}.
350.1(id, ¢, ) = {w : w ist ana2 von id, q,z}.

Beweis 368-2

337.0(z,y) = {({A}Upm) = A ¢ p) A B (1, Q) € 2) A (2, A),1) €9))}

350.0(z, 2.y) = {({\}Ups,m) : (A ¢ o)
ANILE: (1, Q) € 2) A(NE) € 2) A((R,2),m) € )}
RECH-Notation.
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Beweis 368-2 ...

a) VS gleich R ist anal von ¢, x.

1: Aus VS gleich “ R ist anal von ¢, z”
folgt via 337-3(Def):
(R Funktion) A (dom R € {N} UN) A (R(0) = {(0,9)})
AVa: (a,1+a €domR) = (R(1 + a) = 337.0(R(a),x))).

B,1+f € dom R.

3: Aus Thema2.1“3,1+4+ 3 € dom R” und
aus 1“.. . Va: (o, 14+ « € dom R)
= (R(1+ «a) = 337.0(R(«a), z))”

folgt: R(1+ 8) =337.0(R(p),x).
4: Via 368-1 gilt: 337.0(R(B),x) = 350.0(R(p),id,x).
5: Aus 3 und

aus 4

folgt: R(1+ 8) = 350.0(R(p),id, x) .

Ergo Thema2.1:
A1l| “VB: (B,1+ p €domR) = (R(1+ 8) = 350.0(R(p),id,z))”

2.2: Aus 1“(R Funktion) A (dom R € {N} UN) A (R(0) = {(0,¢)})...” und
aus A1 gleich “Vg : (6,145 € domR) = (R(1+ ) = 350.0(R(B),id,z) )"
folgt via 350-3(Def): R ist ana2 von id, ¢, z.
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Beweis 368-2 a) VS gleich R ist ana2 von id, ¢, x.

1: Aus VS gleich “ R ist ana2 von id, q,z”
folgt via 350-3(Def):
(R Funktion) A (dom R € {N} UN) A (R(0) = {(0,¢)})
AVa: (a,1+a €domR) = (R(1 + «) = 350.0(R(c),id,z))).

B,1+ 5 € dom R.

3: Aus Thema2.1“3,14 8 € dom R” und
aus 1“.. . Va: (a, 1+« € dom R)
= (R(1 + a) = 350.0(R(«),id, z) )"

folgt: R(1+ B) =350.0(R(5),id, x) .
4: Via 368-1 gilt: 350.0(R(f),id,z) = 337.0(R(p),z) .
5: Aus 3 und

aus 4

folgt: R(1+ 8) =337.0(R(p),x).

Ergo Thema2.1:
Al “VB (B, 1+ p €domR) = (R(1+ 8) = 337.0(R(p),z))”

2.2: aus 1“(R Funktion) A (dom R € {N} UN) A (R(0) = {(0,¢9)})...” und
aus Al gleich “Vf3: (8,14 € domR) = (R(1+ ) = 337.0(R(f),x))”
folgt via 337-3(Def): R ist anal von ¢, x.
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Beweis 368-2 b)

Thema0. 1 « € {w : w ist anal von ¢, z}.

1.1: Aus Thema0.1“w € {w : w ist anal von ¢, z}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

1.2: Aus Thema0.1“« € {w : w ist anal von ¢, z}”
folgt: « ist anal von ¢, z.

2: Aus 1.2“q ist anal von ¢, x”
folgt via des bereits bewiesenen a):
« ist ana2 von id, ¢, x.

3: Aus 2“« ist ana2 von id,¢,z” und
aus 1.1“a Menge”
folgt: a € {w: w ist ana2 von id, ¢, z}.

Ergo ThemaO.1:
Va: (o € {w: wist anal von ¢,2}) = (o € {w : w ist ana2 von id, ¢, z}).

Konsequenz via 0-2(Def):

Al| “dw:wist anal von ¢,x} C {w : w ist ana2 von id, ¢, z}”
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Beweis 368-2 b) ...

a € {w:w ist ana2 von id, ¢, z}.

1.1: Aus Thema0.1“« € {w : w ist ana2 von id, ¢, x}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

1.2: Aus Thema0.1“« € {w : w ist ana2 von id, ¢, x}”
folgt: « ist ana2 von id, ¢, x.

2: Aus 1.2“q ist ana2 von id, g, x”
folgt via des bereits bewiesenen a):
« ist anal von ¢, .

3: Aus 2“« ist anal von ¢,z” und
aus 1.1“a Menge”
folgt: a € {w : w ist anal von ¢, z}.

Ergo ThemaO.1:
Va: (o € {w: wist ana2 von id, ¢, z}) = (o € {w : w ist anal von ¢, z}).

Konsequenz via 0-2(Def):

A2| “dw:wist ana2 von id,q,z} C {w : w ist anal von ¢, z}”

1: Aus A1 gleich “{w : w ist anal von ¢, x}
C {w: w ist ana2 von id, ¢, }” und
aus A2 gleich “{w : w ist ana2 von id, ¢,z} C {w : w ist anal von ¢, z}”
folgt via Gleichheits Axiom:
{w :wist anal von ¢,z} = {w : w ist ana2 von id, ¢, z}.

c) rflgx 337-28(Del) (J{w : w ist anal von ¢, x}
2 J{w : w ist ana2 von id, q,x} 350-8(Def) r£2(id)gz.
d) qf,inx 845-1(Def) Uran (rflgx) 9 Uran (r£2(id)qx) 387-1(Def) (qr,e}% id).
_ e fin rek _ o .
e) Afin 348—1(Def) 0, A ) <(),A id) 360—1(Def) (Trerid).
fin rek
) Miin 3487i(Def) ,17 (M L T a:5 d:) rl, (M LJJ X x)\ ® 3607L(Def) (H;ek id).
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Analysis: Weiteres iiber ana2 von ¢, ¢, x.

Ersterstellung: 06/01/16 Letzte Anderung: 08/01/16

369-1. Nun wird dhnlich wie in #343 vorgegangen.

369-1(Satz)

a) 350.0(0,z,y) =0.
b) 350.0(z,0,y) = 0.
c) 350.0(z,z,0) =0.

350.0(z, z,y) = {({A}Up,m): (A & p)
AEQE: (1, ) € 2) AN E) € 2) A(R,E),m) €w))}

Beweis 369-1 a)

o € 350.0(0, 2,y).
1: Aus ThemaO“«a € 350.0(0, z,y) ”

folgt p.def. 40,0, U T Z: (D& U)A((¥,Q) €0)
M@, Z) € 2) A(((R,5),T) € y)
ANa= ({®} UV, 1))

2.1: Aus 1
folgt: (¥,Q) €0.
2.2: Via folk gilt: (¥,Q) ¢ 0.

Ergo ThemaO: Va: (a € 350.0(0, z,v) ) = (a ¢ 350.0(0, z,y) ).

Konsequenz via folk: 350.0(0, z,y) = 0.
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Beweis 369-1 b)
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folgt p.def.

2.1: Aus 1
folgt:

1: Aus ThemaO“« € 350.0(x,0,y) ”

2.2: Via folk gilt:

a € 350.0(x,0,y) .

30,0, 0, 1,2 : (B ¢ U)A((T,9Q) € z)
AN(®,E) € 0) A(((E,E),T) € y)
No=({P}UE,T)).

(®,2) €0

(®,2)¢0

Ergo ThemaO:

Konsequenz via folk:

c)

Vo : (o € 350.0(x,0,y) ) = (a ¢ 350.0(x,0,9) ).

350.0(x,0,y) = 0.

folgt p.def.

2.1: Aus 1
folgt:

2.2: Via folk gilt:

1: Aus ThemaO“« € 350.0(x, 2,0

a € 350.0(x, z,0) .

7

~—

30,0, 0,T,2: (& ¢ V) A ((V,Q) € 2)
A(P,Z) € 2) A(((22,2),T) € 0)
ANo=({2}U T, T)).

((2,2),T) €0

((2,5),1) ¢0

Ergo ThemaO:

Konsequenz via folk:

Vo o (o € 350.0(x, 2,0) ) = (« ¢ 350.0(z, 2,0) ).
350.0(z, z,0) = 0. O
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369-2. Ist R ana2 von ¢,q,x und gilt R(n) = 0, so gilt R(m) = 0 fiir alle

grofleren m € dom R.

369-2(Satz) Es gelte:
—) R ist ana2 von ¢, q,x.
—) R(n)=0.
—) n <m € dom R.

Dann folgt “R(m)=10".

<-Notation.

Beweis 369-2

(
ACLE: (1, Q) € 2) AN(AE) € 2) A((R,5),m) €9))}

RECH-Notation.

1.1: Aus =) “ R ist ana2 von ¢,q,z”
folgt via 350-3(Def):

1.2: Aus =) “ R ist ana2 von ¢,q,z” und
aus —) “...m € domR”
folgt via 354-1:

1.3: Aus =) “ R ist ana2 von ¢,q,x”
folgt via 354-2:

2.1: Aus 1.1“R Funktion”,
aus —) “R(n) = 0" und
aus 0/ Axiom*“0 Menge”
folgt via 343-4:

2.2: Aus1.2“m e N”
folgt via 164-6:

2.3: Aus 1.3“R7'[{0}] C N” und
aus 164-4“N C 77
folgt via folk:

R Funktion.

R7'[{0}] C N.

n € R71{0}].

RT{0}] € Z.
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Beweis 369-2 ...

aus 1.3“R71[{0}] C N”
folgt via folk:

4.3: Aus 1.1“R Funktion” und
aus Thema3“« € R7'[{0}]...”7

5: Aus4.2“a € N”

6: Aus —) “R ist ana2 von ¢,q,z”,
aus Thema3“...1+a<m”,
aus ) “...m €€ domR” und
aus 5“1 +a € N”

7: Aus =) “R ist ana2 von ¢,q,z”
aus 4.1“a € dom R” und
aus 6“1 +«a € domR”

8:  R(1+a)=350.0(R(a),d,z) = 350.0(0,¢, )

9: Aus 1.1“R Funktion” ,
aus 8“R(1+a)=...=0" und
aus 0/ Axiom*“(0 Menge”

3691

(0 € RON) A (1 +a < m).
4.1: Aus Thema3“a € R7'[{0}]...”

folgt via 11-19: a € dom R.
4.2: Aus Thema3“a € R7!'[{0}]...” und

a € N,

folgt via 18-21: 0= R(a).

folgt via 159-10: 1+aeN.

folgt via 354-1: 14+ a € domR.

folgt via 350-3(Def): R(1 + a) = 350.0(R(«), ¢, x) .

folgt via 343-4: 1+« e RM{0}].

0.

Ergo Thema3:

125

Al “Va: ((ae RT{OIDAQ+a<m))= (1+a€ RI{0}])”
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Beweis 369-2 ...

4: Aus 2.1“n e R71[{0}]7,
aus 2.3“R71[{0}] C 2",
aus 2.2“m € Z” und
aus A1 gleich “Va: ((a € RT{OIP)A(1+a<m)) = (1+a € R{0}])”

folgt via 337-11: {n,...,m} C R7'[{0}].
5: Aus =) “n<m...” und

aus 2.2“me7”

folgt via 237-2: m e {n,...,m}.

6: Aus5“me {n,...,m}” und
aus 4“{n,...,m} C R7'[{0}]”
folgt via folk: m € R7[{0}].

7: Aus 1.1“R Funktion” und
aus 6“m € R7'[{0}]”
folgt via 18-21: R(m) = 0.
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369-3. Eine deutlich auf einen Induktions-Beweis hinweisende Klasse wird in die
Essays eingebracht.

369-3(Definition)

369.0(x, z,y) = {w: (1 + w) = 350.0(z(w), 2, y) }.

350.0(z, z,y) = {({AfUp,n) : (A& p)
INElY ANAE) € 2) A((92,2),m) € )}
RECH-Notation.
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369-4. Ist R ana2 von ¢, ¢,z und gilt R(n) = 0, so hat dies Auswirkungen auf
rf2¢qe.

369-4(Satz) Es gelte:
—) R ist ana2 von ¢,q,x
—) R(n) =0.
Dann folgt:
a) dom(RUzog, ) =N.
b) RUzoy,, y ist ana2 von ¢,q,x
c) rf2¢qr = RUzoy,, ;.
d) dom (rf2¢qzr) = N.

e) Va: (n <aeN)= (rf2¢qr(a) =0).

<-Notation.

Beweis 369-4

RECH-Notation.
350.0(z(w), 2, ¥) }

w) =
{{A U pm) = (N ¢ p)
2) A (((Q2,E),n) € y))}-

369.0(x, z,y) = {w: z(l+
350.0(z, z,y) =
AELLE: (1, Q2) € 2) AN E) €

a)

1: Aus =) “R(n) =0" und
aus 0/ Axiom“0 Menge”
folgt: R(n) Menge.

2: Aus 1“R(n) Menge”
folgt via folk: n € dom R.

3: Aus =) “ R ist ana2 von ¢,q,z” und
aus 2“n € dom R”

folgt via 354-1: (domR)U{n,...} =N.

4: dom (RUzoy,.y) "= (dom R)U(dom (zo,,..3)) *E° (dom R)U{n,...} = N.
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Beweis 369-4 b)

1.1: Aus =) “R ist ana2 von ¢,q,x”
folgt via 350-3(Def):

1.2: Aus —) “ R ist ana2 von ¢,q,x”
folgt via 350-4:
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(R Funktion) A (dom R € {N} UN).

0 € dom R.

6.1:

6.2:

folgt via folk:

: Via 20-5 gilt:
: Aus 3“...a € dom (zog,,.})” und

aus 4
folgt:

Aus 5“a € {n,...}”
folgt via 169-2:

Aus 5“a €{n,...}”
folgt via 20-5:

: Aus —) “R ist ana2 von ¢,q,x ",

aus =) “R(n) =07,
aus 6.1“n < a” und
aus 3“a € domR...”
folgt via 369-2:

: Aus 7 und

aus 6.2
folgt:

a € (dom R) N (dom (zogy,..1))-

3: Aus Thema2“a € (dom R) N (dom (zog,,..1))”
(a € dom R) A (a € dom (zog,,..})).

dom (zog,,.3) = {n,...}.

a€{n,...}.
n<ouo
ZO{nw}( ) = 0
R(a)=0

Ergo Thema2:
Al| “Va: (o € (dom R) N (dom (zogn,..1))) = (R(a) = zogp,. 3 () ”

3: Via 20-5 gilt:

4: Aus 1.1“R Funktion...”,

aus 3°

‘z0yy,..y Funktion” und

z0(y,..y Funktion.

aus Al gleich “Va : (a € (dom R) N (dom (zoy,,..3)))

folgt via 18-41:

= (R(a) = zogy, 1 (a))”
R U zoy,,.y Funktion.
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Beweis 369-4 b) ...

5:

10:

11:

12:

Aus —) “ R ist ana2 von ¢, q, x

folgt via 350-4:

: Aus 1.1“R Funktion...”,

Analysis #369

0 € dom R.

aus 4“ RU zoy, y Funktion” und

aus 5“0 € domR”
folgt via 259-38:

: Aus —) “ R ist ana2 von ¢, q,x

folgt via 350-3(Def):

: Aus 6 und

aus 7
folgt:

: Aus =) “R(n) =0" und

aus 0/ Axiom“(0 Menge”
folgt:

Aus 9“ R(n) Menge”
folgt via folk:

Aus —) “ R ist ana2 von ¢, q, x

aus 10“n € domR”
folgt via 354-1:

Es gilt:

Fallunterscheidung

(RUzog, 3)(0) = {(0,9)}.

R(n) Menge.

n € dom R.

” und

n € N.

(1 edomR) V (1 ¢ dom R).
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Beweis 369-4 b) ...

’Fallunterscheidung‘

14:

15.1:

15.2:

16:

17:

12.1.Fall 1 € domR.

13:

Aus +schola“1 4+ 0 =1"und
aus 12.1.Fall

folgt: 140 € domR.

Aus =) “ R ist ana2 von ¢,q,z”,
aus 5“0 € dom R” und
aus 13140 € domR”

folgt via 350-3(Def): R(1+0) = 350.0(R(0), ¢, ).

Aus 1.1“R Funktion...”,
aus 4“ R U zog,, y Funktion” und
aus 13“1+0 € domR”

folgt via 259-38: (RUzogy,, . 3)(1+0) = R(1+0).

Aus 14 und
aus 6

folgt: R(1+0) = 350.0((RU zog,,.3)(0), ¢, 7).

Aus 15.2 und
aus 15.1
folgt:

(R U ZO{nW})(l + O) = 350.0((R U ZO{n,m})(O), o, {lf) .

Aus 16 und
aus O0U Axiom“(0 Menge”

folgt p.def.: 0 € 369.0(RUzoy, 3,0, 7).

131



132

Beweis 369-4 b) ...

’Fallunterscheidung‘

Analysis #369

13.2:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

12.2.Fall 1 ¢ dom R.

13.1:

Aus 12.2.Fall“1 ¢ dom R” und
aus +schola“1 +0=1"

folgt: 1+ 0 ¢ domR.

Aus 12.2.Fall“1 ¢ dom R”

folgt via 261-3: (RUzog,,. 3)(1) = zog,,. 3 (1).

Aus 1.2“0 €edomR”,
aus 1.1“...domR € {N} UN” und
aus 13.1“14+0 ¢ domR”

folgt via 337-9: domR =1+0.

Aus 14 und
aus schola“1+0=1"

folgt: domR = 1.

Aus 10 und
aus 15

folgt: n el

Aus 16 und
aus 95-1(Def)“1 = {0}”

folgt: n € {0}.

Aus 17

folgt via folk: n = 0.

Aus 13.2 und
aus 18

folgt: (RUzogy,. 1)(1) = 2oy, 3 (1).

Aus <schola“0 < 1” und
aus €schola“1 € N”

folgt via 236-1: 1e{0,...}.

Aus 2041 € {0,...}”

folgt via 20-5: z040,..3(1) = 0.

(RUzop, . 3)(1+0) 2™ (Ruzop, })(1) Ezo, (1)

3691 350.0(0, ¢, ) = 350.0(R(n), b, z) = 350.0(R(0), 6, )

=)

2 350.0((RUzoy,. 1)(0), ¢, ).
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Beweis 369-4 b) ...

’Fallunterscheidung‘

12.2.Fall 1 ¢ dom R.

23: Aus 22“(RUzog,, 3)(1+0)
=...=350.0((RUzoyg,.})(0),¢,r) und
aus O/ Axiom*“0 Menge”
folgt p.def.: 0 € 369.0(RUzogy,, 3y, , ).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
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A2| “0 € 369.0(RUzoq,, y,6,7) "

Themal2.3 a € NN 369.0(RUzog,,. .}, 0,7).

13: Aus Themal2.3“a € NN369.0(RUzoq,, y,0,%) "
folgt via folk: (o € N) A (v € 369.0(R U zoyy,,.3, 9, @) ).

14: Aus 13“...a € 369.0(RUzoy,, y,7) 7
folgt p.def.:
(RUzogy,,.3)(1 +a) = 350.0((RUzog,,. 1) (), ¢, ) .

15: Esgilt: (1+(1+a)€edomR)V (1+ (1+ «a) ¢ domR).

’Fallunterscheidung‘
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Beweis 369-4 b) ...

Analysis #369

’Fallunterscheidung‘

o € NN369.0(RUzop,, 3,0,).

17:

18.1:

18.2:

19:

20:

21:

15.1.Fall 1+ (14 «a) € domR.
16: Aus —) “R ist ana2 von ¢,q,z” ,
aus 13“a € N...” und
aus 15.1.Fall“1+ (1+ «) € dom R”
folgt via 354-1: a,1+«a €domR.

Aus =) “ R ist ana2 von ¢, q,z”,
aus 16“...14+a € domR” und
aus 15.1.Fall“1+ (1 + «) € dom R”
folgt via 350-3(Def):
R(1+ (1+«)) =350.0(R(1+ ), ¢p,x).

Aus 1.1“R Funktion...”

aus 4“ RUzoy, 3 Funktion” und

aus 16“...1+a €domR”

folgt via 259-38: (RUzop, 1)(1+a)= R(1+ a).

Aus 1.1“R Funktion...”

aus 4“ RUzoy, 3 Funktion” und
aus 156.1.Fall“1+ (1 + a) € dom R”
folgt via 259-38:

(RUzogp, 1)1+ (1+a)=R(1+(1+a)).
Aus 17,
aus 18.1 und
aus 18.2
folgt:
(R U Zo{n,...})(l + (1 + O[))

=350.0((RUzog,, })(1+ ), ¢,x).

Aus 16“...1+a €domR”
folgt via ElementAxiom: 1+ a Menge.

Aus 19“(RUzop,  3)(1+ (1+ a))
=350.0((RUzoyy,, 3)(1 4+ @), ¢,z)” und

aus 20“1 4+ o Menge”

folgt p.def.: 1+ a€369.0(RUzop,, . 1,0,7).
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Beweis 369-4 b) ...

’Fallunterscheidung‘

o € NN369.0(RUzoq,, . 3,0,).

15.2.Fall

16: Aus 13“aeN...”
folgt via 159-10:

17: Aus 16“1+a € N7
folgt via 159-10:

folgt via 354-1:

folgt via 41-3:
19.2: Aus 11“neN”,

folgt via 162-6:
19.3: Via 20-5 gilt:
folgt via 236-1:

aus 16“1 + o € N”
folgt via 236-1:

18: Aus —) “R ist ana2 von ¢,q,z” ,
aus 10“n € domR” ,
aus 17414+ (1 4+ «) € N” und
aus 15.2.Fall“1+ (1 + «) ¢ domR”

19.1: Aus18“n< 14+ (14+a)”

aus 16“1 +a € N” und
aus 18“n <1+ (1+a)”

20.1: Aus19.14n <14 (14 «)” und
aus 171+ (1+a) e N7

20.2: Aus 19.2“n <14+ a«” und

1+ (14 a) ¢ dom R.
l1+aeN.

1+(l+a)€EN.

n<l+(1+a).

n<14+(1+a).

n<l+a.

dom (zo{m__}) ={n,...}.

1+(1+a)e{n,...}.

l1+ae{n,...}.
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Beweis 369-4 b) ...

Analysis #369

’Fallunterscheidung‘

o € NN369.0(RUzop,, 3,0,).

15.2.Fall 1+ (14 «a) ¢ dom R.
21.1: Aus 20.1“14+ (1+a) € {n,...}”
folgt via 20-5: 204y, 3 (1+(1+a)) =0.
21.2: Aus20.2“1+a € {n,...}”
folgt via 20-5: 204y, (1 +a) =0.
21.3: Aus20.141+(1+a)€{n,...}” und
aus 19.3
folgt: 1+ (14 «) € dom (zog,,..3)-
21.4: Aus 20.2“14+a€{n,...}” und
aus 19.3
folgt: 1+ a € dom(zog,,. 3).
22.1: Aus 3“zoy, .} Funktion”,
aus 4“ RUzoy, 3y Funktion” und
aus 21.3“1+ (1 + a) € dom (zogy,,.. )"
folgt via 343-9:
(RU Zo{n,..‘})<1 +(1+a)= ZO{n_’m}(l + (1+ ).
22.2: Aus 3“zoy, .y Funktion”,
aus 4“ RUzoy, 3y Funktion” und
aus 21.4“1 4 a € dom (zoyy,,. )"
folgt via 343-9:
(RUzogy,,. 1)1 +a) =zogy,, 3 (1 + ).
23: (RUzop,, )1+ (1+ @) & 200, (14 (1+ )
2L 0 %% 350.0(0, ¢, 7)
22 350.0(z0¢p,..1 (1 + @), ¢, )
"2? 350.0((R Uzoyy,..))(1+a), ¢, 7).
24: Aus 16“1+a e N”
folgt via ElementAxiom: 1+ a Menge.




Analysis #369 137

Beweis 369-4 b) ...

o € NN369.0(RUzop, }, ¢, 2).

’Fallunterscheidung‘

15.2.Fall 1+ (14 a) ¢ dom R.

25: Aus 23“(RUzog,, 1)1+ (1+ )
=...=350.0((RUzo,, )1+ a),¢,x) und
aus 24“1 4+ a Menge”
folgt p.def.: 1+ a€369.0(RUzop,  y,9,7).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
14+ae 369.0(R U zogn,.}, o, :lj) .

Ergo Themal2.3:

AB‘ “Yo: (e € NN369.0(RUzoyg,, 3, 0,))
= (1+a€369.0(RUzo0p, 3, 0,7))”

13: Aus A2 gleich “0 € 369.0(RUzoy,,.},¢,2) 7 und
aus A3 gleich “Va : (e € NN 369.0(RU zoy,,. }, ¢, 7))
= (1+a €369.0(RUzog,,.},0,7))"
folgt via ISN: N C 369.0(RUzoy,,.},9,7).

14: Aus —) “ R ist ana2 von ¢, q,z” und
aus =) “R(n) =07
folgt via des bereits bewiesenen a): dom (RUzog,, ;) = N.
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Beweis 369-4 b) ...

Themalb o, 14+ a € dom (RUzog,, 3).
16: Aus Themalb und

aus 14

folgt: a,l+aeN.

17: Aus 16“«... € N” und
aus 13“N C 369.0(RU zog,,.}, ¢, 2) ”
folgt via folk: « € 369.0(RUzoy, y,,2).

18: Aus 17“a € 369.0(RU zog,, .}, ¢, 2) ”
folgt p.def.:
(RUzog,, 3)(1 + a) =350.0((RUzog,, 3)(a), ¢, ).

Ergo Themalb:

A4| “Vo: (o, 1+ o € dom (RUzoy,, 3))
= (RUzog,,.1)(1 4+ a) = 350.0((RU zog,, ) (o), ¢,2))”

16: Via folk gilt: Ne {N}UN.
17: Aus 14“dom (R U zog, 1) = N” und

aus 16

folgt: dom (R U zog,, ;) € {N} UN.

18: Aus 4“ RU zoy,, ) Funktion”,
aus 17“dom (RU zoy,, ;) € {NJUN",
aus 8“(RUzog, 1)(0) = {(0,¢)}” und
aus A4 gleich “Va : (a,1 4+ a € dom (RUzoy,,. 1))
= ((RUzogp,. 1)(1 4+ a) = 350.0((RUzoy,, ) (a),¢,))
folgt via 350-3(Def): R U zoy,, , ist ana2 von ¢,q, .
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Beweis 369-4 cde)

1.1: Aus =) “ R ist ana2 von ¢,q,z” und
aus =) “R(n) =07
folgt via des bereits bewiesenen a): dom (RUzog,,. ;) = N.

1.2: Aus —) “ R ist ana2 von ¢,q,z” und
aus =) “R(n) =07
folgt via des bereits bewiesenen b): R U zogy,,. ) ist ana2 von ¢,q, .

2: Aus 1.2“RUzoy, ) ist ana2 von ¢,q,2” und
aus 1.1“dom (RUzoy,, ;) = N”

folgt via 354-1: (rf2¢qx = RUzog,, }) A (dom (rf2¢qx) = N).
3.c): Aus 2

folgt: rf2¢qr = RUzoy,, ;.
3.d): Aus 2

folgt: dom (rf2¢qx) = N.
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Beweis 369-4 cde) ...

Analysis #369

Thema3.1 n<aéeN.

4.

Aus Thema3.1“n < a € N”

folgt via 236-1: ae{n,...}.

: Aus4“a e {n,...}”
folgt via 20-5: z0¢y,.. 1 (a) = 0.

: Aus 1.2 RU zoy,,., ist ana2 von ¢,q,z”
folgt via 350-3(Def): R U zog,, ., Funktion.

: Via 20-5 gilt: dom (zogy,,.}) = {n,...}.
: Via 20-5 gilt: z0yy,,..} Funktion.

: Aus 4 und

aus 5.3

folgt: a € dom (zog,,.. }).

: Aus 5.4%z0y, .} Funktion”

aus 5.2 RU zoy,, .} Funktion” und
aus 6“a € dom (zog,, .1)”

folgt via 343-9: (RUzogy,, . 3)(a) = 204y, 1 ().

: Aus 7 und

aus 5.1

folgt: (RUzogp,. 3)(a) = 0.

: Aus 8 und

aus 3.c)

folgt: rf2¢qx(a) = 0.

Ergo Thema3.1:

Al.d)| “Va:(n<aeN)= (rf2¢qr(a) =0)”

]
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369-5. Im Fall R = rf2¢qx ergibt sich aus 369-4 Gefilliges.

369-5(Satz) Es gelte:
=) rf2¢qx(n) = 0.
Dann folgt:
a) dom (rf2¢qzr) = N.

b) Va: (n <aeN)= (rf2¢qzr(a) =0).

<-Notation.
Beweis 369-5
1: Via 350-10 gilt: rf2¢qx ist ana2 von ¢, q, x.
2.a): Aus 1“rf2¢qx ist ana2 von ¢,q,xr” und
aus —) “rf2¢qr(n) =07
folgt via 369-4: dom (rf2¢qx) = N.
2.b): Aus 1“rf2¢qx ist ana2 von ¢,q,xr” und
aus —) “rf2¢qr(n) =07
folgt via 369-4: Va:(n <aeN)= (rf2¢qz(a) =0).

]
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369-6. Gelgentlich ist es hilfreich, ein Kriterium fiir f = zop zur Verfiigung zu
haben.

369-6(Satz) Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:
i) f = ZOp.

i1) “f Funktion” und “dom f = D”und “Va: (€ D) = (f() = 0)".

Beweis 369-6 VS gleich f = zop.
1.1: Via 20-5 gilt: zop Funktion.
1.2: Via 20-5 gilt: dom (zop) = D.
a€D.
Aus Themal.3“a € D”
folgt via 20-5: zop(a) = 0.
Ergo Themal.3: Al| “Va: (e € D) = (zop(a) =0)”

2.1: Aus VS und
aus 1.1

folgt: f Funktion

2.2: Aus VS und
aus 1.2

folgt: domf =D

2.3: Aus VS und
aus Al

folgt: Va:(ae€ D)= (f(a) =0)
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Beweis 369-6
VS gleich (f Funktion) A (dom f = D) A (Va: (o« € D) = (f(a) =0)).
1.1: Via 20-5 gilt: zop Funktion.
1.2: Via 20-5 gilt: dom (zop) = D.
B € dom f.
2: Aus Themal.3 und
aus VS gleich “...domf=D...”
folgt: geD.
3.1: Aus2“f € D” und
aus VS gleich “...Va: (a € D) = (f(a) =0)”
folgt: f(B)=0.
3.2: Aus2“p e D”
folgt via 20-5: zop(B) = 0.
4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: 7(8) = 200(8).
Ergo Themal.3: Al “VB: (f edom f) = (f(B) =zop(B))”
2: Aus VS gleich “...domf=D...” und
aus 1.2
folgt: dom f = dom (zop).
3: Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus 1.1“zop Funktion” |
aus 2“dom f = dom (zop)” und

aus Al gleich “Vg : (8 € dom f) = (f(B) = zop(B))”
folgt via ISF": f = zop.
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369-7. Aus 369-6 folgt ein Kriterium fiir f = zo.

369-7(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) f = zo.
ii) “f Funktion” und “dom f =U"und “Yo: (a eU) = (f(a)=0)".

Beweis 369-7

1: Via 369-6 gilt:
(f = zoy) < ((f Funktion) A (dom f =U) A Vo : (a« € U) = (f(a) =0))).

2: Aus 1 und
aus 20-1(Def) “zo = zoy,”
folgt:
(f =z0) & ((f Funktion) A (dom f =U) A (Va: (e« € U) = (f(a) =0))).
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369-8. Der Spezialfall n = 0 von 369-5 hat prominente Verursacher.

369-8(Satz)

Aus “q Unmenge” folgt “rf2¢qr = zon” .

Beweis 369-8 VS gleich ¢ Unmenge.

<-Notation.
1.1: Via 350-10 gilt: rf2¢qr Funktion.
1.2: Via 350-10 gilt: rf2¢qx ist ana2 von ¢, q, x.

2: Aus 1.2“rf2¢qx ist ana2 von ¢, ¢, x” und
aus VS gleich “q Unmenge”

folgt via 350-4: rf2¢qx(0) = 0.
3.1: Aus 2“rf2¢qz(0) =07
folgt via 369-5: dom (rf2¢qx) = N.
3.2: Aus 2“rf2¢qz(0) =07
folgt via 369-5: Va: (0 <aeN) = (rf2¢qz(a) =0).
BeN.
5: Aus Themad.1“5 € N”
folgt via 159-11: 0<p.
6: Aus5“0< 37,

aus Themad.1“/5 € N” und
aus 3.2“Va: (0 < a € N) = (rf2¢gz(a) =0)”
folgt: rf2¢qx(5) = 0.

Ergo Thema4.1: A1| “VB: (B € N) = (rf2¢qx(5) =0)”

4.2: Aus 1.1“rf2¢qgx Funktion” ,
aus 3.1“dom (rf2¢qzr) = N” und
aus Al gleich “Vf : (8 € N) = (rf2¢qz(5) =0)"
folgt via 369-6: rf2¢qr = zoy.

]
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369-9. Gelgentlich ist dom R, R ist ana2 von ¢, q, x nicht gleich N.

369-9(Satz) Es gelte:

—) R ist ana2 von ¢,q,x

—) n € dom R.

—) 350.0(R(n), ¢, z) Unmenge.
Dann folgt:

a) 1+n¢domR #N.

b) 1+ n ¢ dom (rf2¢qx) # N.

380.0z,9) = {({A}Uwm): O\ € 1)
AEQLE: (1,9) € 2) A (A D) € 2) A ((QE), 1) € )}

RECH-Notation.




Analysis #369 147
Beweis 369-9 a)
1: Es gilt: (1+nedomR)V (1+n¢domR).

’ wiFallunterscheidung

2.1: Aus1.1.Fall“l+n € domR’
folgt via folk:

2.2: Aus =) “R ist ana2 von ¢,q,z”
aus —) “n € domR” und
aus 1.1.Fall“l +n € domR”

folgt via 350-3(Def): R(1+n) =2350.0(R(n),p,x).
3: Aus 2.2 und

aus 2.1

folgt: 350.0(R(n), ¢, ) Menge.
4: Nach —) gilt: 350.0(R(n), ¢,z) Unmenge.

1+n € domR.

R(1 + n) Menge.

’Ende waallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

2: Aus =) “R ist ana2 von ¢,q,z” und
aus —) “n € domR”
folgt via 354-1:

3: Aus2“n e N”
folgt via 159-10:

4: Aus 3“14+n € N” und
aus Al gleich “14+n ¢ domR”
folgt via folk:

5: Aus 4

folgt:

At| “14n ¢ domR”

n € N.

1+neN.

N # dom R.

dom R # N
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Beweis 369-9 b)

1.1: Aus =) “ R ist ana2 von ¢, q,z” und
aus —) “n € domR”
folgt via 350-10:

1.2: Aus —) “ R ist ana2 von ¢, q,z” und
aus —) “n € domR”
folgt via 354-1:

Analysis #369

R(n) = rf2¢qz(n).

n € N.

2: Es gilt: (14 n € dom (rf2¢qx)) V (1 + n ¢ dom (rf2¢qz)).

’ wiFallunterscheidung ‘

folgt via folk:
3.2: Via 350-10 gilt:

3.3: Aus =) “Rist ana2 von ¢,q,x”
folgt via 354-2:

4: Aus ) “n edomR” und
aus 3.3“dom R C dom (rf2¢qx)”
folgt via folk:

aus 4“n € dom (rf2¢qz)” und

6: Aus 5 und
aus 3.1
folgt:

7: Aus 6 und
aus 1.1
folgt:

8: Nach —) gilt:

3.1: Aus 2.1.Falll + n € dom (rf2¢qx)

rf2¢qx ist ana2 von ¢, q, x.

5: Aus 3.2“rf2¢qr ist ana2 von ¢,q, ",

aus 2.1.Fall“1l 4 n € dom (rf2¢pqx)”
folgt via 350-3(Def): rf2¢qx(1l + n) = 350.0(xf2¢qx(n), ¢, ) .

350.0(rf2¢qx(n), ¢, x) Menge.

350.0(R(n), ¢, ) Unmenge.

1+ n € dom (rf2¢qx).

rf2¢qx(1l + n) Menge.

dom R C dom (rf2¢qzx).

n € dom (rf2¢qx).

350.0(R(n), ¢, z) Menge.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

A1l “1+4n ¢ dom (rf2¢qz)”
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Beweis 369-9 b) ...

2: Aus 1.2“n e N”
folgt via 159-10: 1+neN

3: Aus 2“14+n € N” und
aus Al gleich “1+n ¢ dom (rf2¢qz)”

folgt via folk: N # dom (rf2¢qx).
4: Aus 3
folgt: dom (rf2¢qx) # N
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369-10. Gelgentlich ist dom (rf2¢qx) nicht gleich N.

369-10(Satz) Es gelte:

—) n € dom (rf2¢qx).
—) 350.0(rf2¢qxz(n), ¢, x) Unmenge.

Dann folgt “1 +mn ¢ dom (rf2¢qzx) # N”.

350.0(, 2,y) = {({AfUn,m) : (A ¢ p)
AILE: (1, ) € ) AM(NE) € 2) A((Q,E),n) €y))}
RECH-Notation.

Beweis 369-10

1: Via 350-10 gilt: rf2¢qr ist ana2 von ¢, q, x.

2: Aus 1“rf2¢qx ist ana2 von ¢, q,z”
aus —) “n € dom (rf2¢qr)” und
aus —) “350.0(rf2¢qx(n), ¢, ) Unmenge”
folgt via 369-9: 1+ n ¢ dom (rf2¢qz) # N.

[]
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Analysis: R ist ana3 von ¢, F, x.
rf3qEz.

Ersterstellung: 08/01/16 Letzte Anderung: 29/01/16

370-1. Mit ana3 von ¢, E, x wird der Weg zu einer gerichteten, sukzessiven Ver-
kniipfung beschritten.

370-1(Definition)

“R ist ana3 von ¢, F, z” genau dann, wenn gilt:
1) R Funktion.
2) dom R € {N} UN.
3) R(0) = {q}.
4) Va: (a,14+a €domR) = (R(1+a) = E[R(a) x z[{1+ a}]]).

RECH-Notation.
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370-2. Zwischendurch erfreut ein wenig Arithmetik.

370-2(Satz)
a) Aus “p e C7 folgt “1+p#p”.
b) Aus “x € {p} und “p € C”folgt “1+x ¢ {p}”.

c) Aus “x € {0}” folgt “1+x ¢ {0}”.

RECH-Notation.
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Beweis 370-2 a) VS gleich

1:

153

peC.

Es gilt: (1+p=p)V(1+p#p).
’ wiFallunterscheidung
Lipmp
2: Aus1.1.Fall“l+p=p’und
aus VS gleich “p e C”
folgt via 102-4: l=p—p
3: Aus VS gleich “p e C”
folgt via 102-5: p—p=0
4: Aus 2 und
aus 3
folgt: 1=0.
5: Via #schola gilt: 1#0.
’Ende waallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: 14+p#p.

b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “z € {p}...”
folgt via folk:

: Aus 1

folgt:

: Aus VS gleich “...pe C”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus 2 und

aus 3
folgt:

 Aus 4“1 4+x#p”

folgt via 1-7:

c) VS gleich

Aus VS gleich “z € {0}” und
aus €schola“0 € C”
folgt via des bereits bewiesenen b):

(z € {p}) A(peC).

14+z=1+p.

14+p#p.

14z #p.

1+ ¢ {p}.

z € {0}.

1+ z ¢ {0}.
O
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370-3. Ist R ana3 von ¢, F,x, so ist R eine Menge mit 0 € dom R. Auch ist

{(0,¢)} ana3 von ¢, E, x.

370-3(Satz)
a) 0,{0} € {N}UN.

c) Aus “R ist ana3 von q,FE,x”

b) {(0,{q})} ist ana3 von ¢, F, .

folgt “0 € dom R” und “0 # dom R”und “R Menge.

d) Aus “q Unmenge” und “R ist ana3 von q, E,z” folgt “R(0) =07,

Beweis 370-3

RECH-Notation.

a)
1.1: Aus €schola“0 ¢ N”

folgt via folk:

1.2: Aus €schola“1 ¢ N”
folgt via folk:

2: Aus 95-1(Def)“1 = {0}” und
aus 1.2

folgt:

0 {N}UN

1 e {N}UN.

{0} € {NJUN
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Beweis 370-3 b)

1.1: Via 259-36 gilt:

1.2: Via SingeltonAxiom gilt:

1.3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2.1: Aus 0/ Axiom“0 Menge” und
aus 1.2“{q} Menge”
folgt via 259-36:

2.2: Aus 0/ Axiom“0 Menge” und
aus 1.2“{q} Menge”
folgt via 259-37:

3.1: Aus 2.1 und
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{(0,{q})} Funktion.
{q} Menge.
{0} € {N}UN.

dom ({(0,{q})}) = {0}.

{(0,{g})}(0) = {q}-

aus 1.3
folgt: dom ({(0,{¢})}) € {N}UN.
a,1+4 a € dom ({(0, {¢})}).
4: Aus Thema3.?2 und
aus 2.1
folgt: a,1+ae {0}
5: Aus4“a... € {0}
folgt via 370-2: 1+« ¢ {0}
6: Aus 4
folgt: 14+ a € {0}.

Ergo Thema3.2:

= ({(0.{¢})}(1 +a)

Al “Va: (a, 1+« € dom ({(0,{qg})}))

= E[{(0, {¢}) }(e) x z[{1 + a}]])”

4: Aus 1.1“{(0,{q})} Funktion”
aus 2.1“dom ({(0,{q})}) € {(N}UN"

aus 2.2{(0, {g})}(0) = {¢} " und

aus Al gleich “Va : (o, 1 + a € dom ({(0,{¢})}))
= ({(0,{¢H)}(1 + ) = E[{(0,{g})}(e) x z[{1 + a}]])”

folgt via 370-1(Def):

{(0,{q})} ist ana3 von ¢, E, x.
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Beweis 370-3 c) VS gleich R ist anad von q, I/, x.
1.1: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F, x”

folgt via 370-1(Def): (R Funktion) A (dom R € {N} UN).
1.2: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F, x”

folgt via 370-1(Def): R(0) = {q}.
1.3: Via SingeltonAxiom gilt: {q} Menge.
2.1: Aus1.1“...domR € {N}UN”

folgt via Element Axiom: dom R Menge.
2.2: Aus 1.2 und

aus 1.3

folgt: R(0) Menge.

3.1: Aus 1.1“R Funktion...” und
aus 2.1“dom R Menge”

folgt via folk: R Menge

3.2: Aus 2.2“R(0) Menge”

folgt via folk: 0 € domR

4: Aus 3.2“0€domR”

folgt via folk: 0 #domR
d) VS gleich (¢ Unmenge) A (R ist ana3 von ¢, F, x).
1.1: Aus VS gleich “q Unmenge...”

folgt via folk: {¢} =0.
1.2: Aus VS gleich “... R ist ana3 von ¢, F/, z”

folgt via 370-1(Def): R(0) = {q}.

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: R(0) = 0.
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370-4. Sind R, S ana3 von ¢, F/, x und gilt dom R C dom S, so folgt R C S.

370-4(Satz) Es gelte:
—) R, S ist ana3 von q, E, x.
—) dom R C dom S.

Dann folgt “RC S7”.

Beweis 370-4

RECH-Notation.

1.1: Aus =) “Rist ana3 von ¢, F/,z”
folgt via 370-1(Def): (R Funktion) A (dom R € {N} UN)
A(R(0) = {q})
AVa: (a,1+a€domR) = (R(1+ «a) = E[R(«a) x z[{1 + a}]])).

1.2: Aus =) “Sist ana3 von ¢, F,x”
folgt via 370-1(Def): (S Funktion) A (dom S € {N} UN)

A(S(0) = {q})
AVa: (o, 14+ a€domS) = (S(1+a) = E[S(a) x z[{1 + a}]])).

2.1: Aus1.1“...R(0) = {q}...” und
aus 1.2“...5(0) = {q}...”
folgt: R(0) = 5(0).
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Beweis 370-4 ...

(8,14 8 € dom R) A (R(B) = S(B)).

3.1: Aus Thema2.2“3, 1+ €domR...” und
aus 1.1“...Va: (a,1 + « € dom R)
= (R(1+a) = E[R(a) x z[{1 + a}]])”
folgt: R(1+ B) = E[R(B) x z[{1 + B}]].

3.2: Aus Thema2.2“3,1+ 8 €domR...” und
aus —) “dom R C dom S”
folgt via folk: 8,1+ €dom§S.

4.1: Aus 3.1 und
aus Thema2.2“... R(5) = S(5)”
folgt: R(1+ 8) = E[S(8) x z[{1 + B}]].

4.2: Aus 3.2“3,1+ 3 €domS” und
aus 1.2“...Va: (a,1 +a € dom 5)
= (S(1+a) = E[S(a) x z[{1 + a}]])”

folgt: S(1+p) = E[S(B) x z[{1 + 8}]].
5: Aus 4.1 und

aus 4.2

folgt: R(1+3)=5(1+p).

Ergo Thema2.2:
A1} “V3: (8,14 8 € dom R) A (R(B) = 5(8))) = (R(1+5) = S(1+6))”

3: Aus 1.1“ R Funktion...”,
aus 1.2“S Funktion...” |
aus 2.3“dom R € {N}UN" |
aus 2.1“dom R C domS”,
aus 2.2“ R(0) = S(0)” und
aus Al gleich “VB : ((8,14 8 € dom R) A (R(B) = S(5)))
= (R(L+ B) = S(L+ B))"
folgt via 337-16:
RCS.
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370-5. Alle R, die ana3 von ¢, F, x sind werden zu einer eigenen Klasse zusam-
men gefasst.

370-5(Definition)

370.0(¢, E,z) = {w : w ist ana3 von ¢, £, z}.
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370-6. Da jede Klasse, die ana3 von ¢, F, x ist, eine Menge ist, ist das Erfiillt-
Sein der definierenden Eigenschaft von 370.0(q, £, ) notwendig und hinreichend
fiir die Zugehorigkeit zu dieser Klasse.

370-6(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) R ist ana3 von q, E,x.

ii) R € {w:w ist ana3 von q, E,x}.

370.0(¢q, E,z) = {w : w ist ana3 von ¢, E,z}

Beweis 370-6 VS gleich R ist ana3d von q, F/, x.

1: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, F/, z”
folgt via 370-3: R Menge.

2: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,x” und
aus 1“ R Menge”

folgt: R € {w:wist ana3 von ¢, E, z}.
VS gleich R € {w:wist ana3 von ¢, F, z}.
Aus VS gleich “R € {w : w ist ana3 von ¢, F, x}”
folgt: R ist ana3 von ¢, E, x.

]
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370-7. Die Klasse aller R, die ana3 von ¢, F, x sind, ist eine sse_Kette.

370-7(Satz)
a) Aus “R,S ist ana3 von q, E,z” folgt “(RC S)V (S CR)”.

b) {w:w ist ana3 von q, E,z} ist sse_Kette.

370.0(¢, E,z) = {w : w ist ana3 von q, E,x}
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Beweis 370-7 a) VS gleich R, S ist ana3 von ¢, E, x.

1.1: Aus VS gleich “R... ist ana3 von ¢, F/, z”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

1.2: Aus VS gleich “...S ist ana3 von ¢, F/,z”
folgt via 370-1(Def): dom S € {N} UN.

2: Aus1.1“domR € {N}UN” und
aus 1.2“dom S € {N} UN”

folgt via 337-9: (dom R C dom S) V (dom S C dom R).
’Fallunterscheidung‘
dom R C dom S.

Aus VS gleich “ R, S ist ana3 von ¢, E,z” und
aus 2.1.Fall“dom R C dom S”

folgt via 370-4: RCS.
2.2.Fall dom S C dom R.

Aus VS gleich “...S ist ana3 von ¢, E, ",
aus VS gleich “R... ist ana3 von ¢, F,z” und
aus 2.2.Fall“dom S C dom R”

folgt via 370-4: S C R.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (RCS)V(SCR).
b)
a,p € {w:w ist ana3 von q, F, x}.
1: Aus ThemaO“a, f € {w : w ist ana3 von ¢, F, x}
folgt: «, 8 ist ana3 von ¢, F, x.
2: Aus 1“q, 3 ist ana3 von ¢, F,x”
folgt via des bereits bewiesenen a): (o C ) V (8 C «).
Ergo ThemaO: Vo, B : (o, f € {w : w ist ana3 von ¢, £, z})
= ((@CB)V(BCa)).
Konsequenz via 337-20: {w : w ist ana3 von ¢, £, z} ist sse_Kette.

]
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370-8. rf3qFEx ist die Vereinigung aller Mengen, die ana3 von ¢, F, x sind.

370-8(Definition)

rf3qFEx = U{w :w ist ana3 von q, E, x}.

370.0(¢, £, z) = {w : w ist ana3 von ¢, F, z}
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370-9. rf3qFx ist ana3 von ¢, F, x

370-9(Satz)
a) rf3qEx Funktion.
b) dom (rf3qEz) € {N} UN.

c) Aus “R ist ana3 von q,E,x”
folgt “R C rf3qEx” und “dom R C dom (rf3qFx)”.

d) Aus “R ist ana3 von q, E,x” und “n € domR”
folgt “R(n) = rf3qEx(n)”.

e) rf3qEx(0) = {q}.

f) rf3qFEx ist ana3d von q, F, x.

Beweis 370-9

370.0(¢, E,z) = {w : w ist ana3 von ¢, £, z}
RECH-Notation.
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Beweis 370-9 a)

Themal.1 a € {w : w ist ana3 von ¢, F, x}.

2: Aus Themal.l“a € {w: w ist ana3 von ¢, F,z}”

3: Aus 2“«a ist ana3 von ¢, E, x”

folgt: « ist ana3 von ¢, E, z.

folgt via 370-1(Def): a Funktion.

Ergo Themal.1:|A1l| “Va: (o € {w: w ist ana3 von ¢, F,z}) = (a Funktion)”

1.

2:

Via 370-7 gilt: {w : w ist ana3 von ¢, £, z} ist sse_Kette.

: Aus 1.2“{w : w ist ana3 von ¢, F, x} ist sse_Kette” und

aus Al gleich “Va : (o € {w : w ist ana3 von ¢, F, z}) = (a Funktion)”
folgt via 337-21:

J{w : w ist ana3 von ¢, £, 2} Funktion.

: Via 370-8(Def) gilt: rf3¢Fr = | J{w : w ist ana3 von ¢, £, z}.

: Aus 2 und

aus 3
folgt: rf3qFEzr Funktion.
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Beweis 370-9 b)

Themal.1 a € {w : w ist ana3 von ¢, F, x}.
2: Aus Themal.l“a € {w: w ist ana3 von ¢, F,z}”
folgt: « ist ana3 von ¢, F, z.

3: Aus 2“«a ist ana3 von ¢, E, x”
folgt via 370-1(Def): doma € {N} UN.

Ergo Themal.1:
Al| “Va: (o € {w: w ist ana3d von ¢, F,x}) = (doma € {N}UN)”

1.2: Aus A1 gleich “Va : (o € {w : w ist ana3 von ¢, F, x})
= (doma € {N} UN)”
folgt via 308-2:
dom (| J{w : w ist ana3 von ¢, F,x}) € {N} UN.

2: Aus 1.2 und
aus 370-8(Def) “rf3¢qFEx = | J{w : w ist ana3 von ¢, F, x}”

folgt: dom (rf3¢FEz) € {N} UN.
c) VS gleich R ist ana3 von ¢, F, x.

1: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, F/,x”

folgt via 370-6: R € {w:wist ana3 von ¢, F, z}.
2: Aus 1“R € {w: wist ana3 von ¢, £, z}”

folgt via folk: R C | {w : w ist ana3 von ¢, F, x}.
3: Via 370-8(Def) gilt: rf3¢FEr = | J{w : w ist ana3 von ¢, £, z}.
4: Aus 2 und

aus 3

folgt: R Crf3qFEx

5: Aus 4“R C rf3qFEx”

folgt via folk: dom R C dom (rf3qFEx)
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Beweis 370-9 d) VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,x) A (n € dom R).

1.1:

1.2:

e)

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,x...”
folgt via des bereits bewiesenen c): R Crf3qlbx.

Via des bereits bewiesenen a) gilt: rf3qFEx Funktion.

: Aus VS gleich “...n € domR”,

aus 1.1“R C rf3gFEx” und
aus 1.2“rf3qFEx Funktion”
folgt via 308-6: R(n) = rf3qEz(n).

: Via 370-3 gilt: {(0,{¢})} ist ana3 von ¢, E, x.

: Via SingeltonAxiom gilt: {q} Menge.

Aus 0/ Axiom“0 Menge” und
aus 2“{q} Menge”
folgt via 259-36: dom ({(0,{¢})}) = {0}.

Aus OUUAxiom“0 Menge” und
aus 2“{q} Menge”

folgt via 259-37: ({(0,{g})})(0) ={q}.

: Aus 1-5“0 € {0}” und

aus 3.1

folgt: 0 € dom ({(0, {(0,¢)})})-

: Aus 1“{(0,{¢})} ist ana3 von ¢, F,x” und

aus 4“0 € dom ({(0,{q})})”
folgt via des bereits bewiesenen d): ({(0,{q})})(0) = r£3qEx(0).

: Aus 5 und

aus 3.2
folgt: rf3qFEz(0) = {q}.
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Beweis 370-9 f)

a,1 4+« € dom (rf3gFEx).

1: Via 370-8(Def) gilt:
rf3qFr = | J{w : w ist ana3 von ¢, £, z}.

2: Aus ThemaO und
aus 1
folgt: a,1 4+ a € dom (| J{w : w ist ana3 von ¢, F, x}).

3: Via 370-7 gilt:
{w : w ist ana3 von ¢, £, z} ist sse_Kette.

4: Aus2“a, 1+«
€ dom (| J{w : w ist ana3 von ¢, £, z})” und
aus 3“{w : w ist ana3d von ¢, F, x} ist sse_Kette”
folgt via 337-24: 3Q: (Q € {w: w ist ana3 von ¢, E, z})
Ao, 1+ a € dom ().

5: Aus4“...Q € {w:wist ana3d von ¢, E,z}...”
folgt: () ist ana3 von ¢, F, x.

6: Aus 5“€) ist ana3 von ¢, F/,z” und
aus 4“...a,14+a € domQ”
folgt via 370-1(Def): Q1+ «) = E[Q(«a) x z[{1 + a}]].

7: Aus 5“Q ist ana3 von ¢, E,x” und
aus 4“...a... € domQ”
folgt via des bereits bewiesenen d):  Q(«) = rf3qFz(a).

8.1: Aus 6 und
aus 7
folgt: Q1+ «a) = Flrf3qFz(a) x z[{1 + a}]].

8.2: Aus 5“Q) ist ana3 von ¢, F/,x” und
aus 4“...1+a € domQ”

folgt via des bereits bewiesenen d):
Q1+ a) =rf3¢Ez(1 + a).

9: Aus 8.1 und
aus 8.2
folgt: rf3¢Ex(l + a) = E[rf3¢Ex(a) x x[{1 + a}]].
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Beweis 370-9 £) ...
Ergo ThemaO:

1.1:

1.2:

1.3:

Al] “Va: (a,1+ a € dom (rf3¢Ex))
= (rf3qFz(l1+ o) = E[rf3qFz(a) x z[{1 + a}]])”

Via des bereits bewiesenen a) gilt: rf3qEx Funktion.
Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (rf3¢Ez) € {N} UN.
Via des bereits bewiesenen e) gilt: rf3qFEz(0) = {q}.

: Aus 1.1“rf3¢FEx Funktion” ,

aus 1.2“dom (rf3gFx) € {N} UN”
aus 1.3“rf3¢qFEx(0) = {¢}” und
aus Al gleich “Va : (a,1 + a € dom (rf3¢FEx))
= (rf3¢Fz(l1+ o) = E[rf3qEz(a) x z[{1 + a}]])”
folgt via 370-1(Def): rf3qFx ist ana3 von ¢, F, x.

]
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370-10. Gelegentlich kann R, R ist ana3 von ¢, F/, x, fortgesetzt werden.

370-10(Satz)

a) Aus “R ist ana3 von q, FE,x”
und “n € domR”
und “1+n ¢ domR”
und “E[R(n) x x[{1 + n}]] Menge”
folgt “{(1+n, E[R(n) x z[{1+n}]])} UR ist ana3 von ¢, E,z”.

b) Aus “R ist ana3 von q, F,x”
und “n € domR”
und “E[R(n) x z[{1 4+ n}]] Menge”
folgt “{(1+n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} UR ist ana3 von ¢, E,z”.

c) Aus “R ist ana3 von q, E,z”
und “n € dom R”
und “E[R(n) x x[{1 + n}]] Menge”
folgt “1+n € dom (rf3qEx)”.

RECH-Notation.

Beweis 370-10

<-Notation.
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Beweis 370-10 ...

a) VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,x) A (n € dom R) A (1 4+ n ¢ dom R)
A(E[R(n) x z[{1 4+ n}]|] Menge).

1: Aus =) “Rist ana3 von q, E,x...”
folgt via 370-1(Def):
(R Funktion) A (dom R € {N} UN) A (R(0) = {q})
AVa: (o, 1+a€domR) = (R(1+ «a) = E[R(a) x z[{1 + a}]])).

2.1: Aus 1“R Funktion...” und
aus VS gleich “...14+n ¢ domR...”
folgt via 261-4: {(1 +n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} U R Funktion.

2.2: Aus VS gleich “...n €domR...” und
aus 1“...domR € {N}UN...”
folgt via 337-9: n € N.

2.3: Aus VS gleich “... E[R(n) x z[{1 + n}|] Menge”
folgt via 309-2:
dom ({(1 4+ n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} UR) = {1 + n} Udom R.

2.4: Aus VS gleich “...ne€domR..."”",
aus 1“...domR € {N}UN...” und
aus VS gleich “...14+n¢&domR...”
folgt via 337-9: domR=1+neN.

3.1: Aus2.4“...1+neN”
folgt via ANAxiom: 1+ (1+n)={1+n}U(l+n).

3.2: Aus2.4“...14+neN”
folgt via 159-10: 1+ (1+n)eN.

4: Aus 3.1 und
aus 2.4“domR=14+n..."

folgt: 14+ (14+n)={1+n}UdomR.
5.1: Aus 4 und

aus 2.3

folgt: dom ({(1 + n, E[R(n) x z[{1+n}]])} UR) =1+ (1 +n).

5.2: Aus 4 und
aus 3.2
folgt: {14+ n}UdomR € N.
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Beweis 370-10 a)

VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,x) A (n € dom R) A (1 4+ n ¢ dom R)

10:

A(E[R(n) x z[{1 4+ n}]|] Menge).

: Aus 5.2“{1+n}UdomR e N”

folgt via folk: {I1+n}UdomR € {N} UN.

: Aus 6 und

aus 2.3
folgt: dom ({(1 + n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} UR) € {N} UN.

: Aus 2.2“n e N7

folgt via 307-2: 0#1+n.

: Aus 8“0#1+n”

folgt via 261-3: ({(1+n, E[R(n) x z[{1+n}]])} UR)(0) = R(0).

Aus 9 und
aus 1“... R(0) = {q}...”
folgt: {(1+n,E[R(n) x z[{1 +n}]])} UR)(0) = {q}.
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Beweis 370-10 a)
VS gleich
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(R ist ana3 von ¢, £, x) A (n € dom R) A (1 +n ¢ dom R)
A(E[R(n) x z[{1 4+ n}]|] Menge).

aus 5.1
folgt:

;145 € dom ({(1+n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} U R).

12: Aus Themall und

13.1: Aus 12“p...€ 1+ (1+n)” und
aus 4“1+ (14+n) €e {NJUN”
folgt via 337-9: g eN.

13.2: Aus 2.4“...14+n € N” und
aus 12¢... 14+ €1+ (14+n)”
folgt via 237-T7: N>1+p8<1+n.

13.3: Aus 2.2“n e N”
folgt via 239-5: n<1l+n.

14: Aus 14.2¢“...1+8<1+n”
folgt via 160-10: 6 <n.

15: Aus 154 <n” und
aus 13.3“n<1+n”

folgt via folk: g <1+n.
16: aus 15“8 < 1+n”
folgt via 41-3: B#1+n.

17: Aus 16“F#1+n”
folgt via 261-3:
({(1+n, E[R(n) x z[{1+n}]]))} U R)(B) = R(B).

18: Aus 145 <n”
folgt via 41-5: (B<n)V(s=n).

B, 1+6€l+(1+n).

’Fallunterscheidung‘
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Beweis 370-10 a)
VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,x) A (n € dom R) A (1 4+ n ¢ dom R)
A(E[R(n) x z[{1 4+ n}]|] Menge).

;145 € dom ({(1+n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} U R).

’Fallunterscheidung‘

18.1.Fall B <n.

19: Aus 13.1“8e N7,
aus 2.2“n € N” und
aus 19.1.Fall“g < n”

folgt via 337-9: B,1+p8€l+n.
20: Aus 19 und

aus 2.4

folgt: 5,1+ 8 € domR.

21: Aus 203,14+ 3 € domR” und
aus 1“...Va: (a,1 + a € dom R)
= (R(1+ a) = E[R(a) x z[{1 + a}]])

folgt: R(1+ B) = E[R(B) x =[{1 + B}]].
22: Aus 18.1.Fall“g <n”
folgt via 160-11: 1+5<1+n.

23: Aus22“1+p8<1+n”
folgt via 41-3: 1+8#1+n.

24: Aus 23“14+B8#1+n”
folgt via 261-3:
({1 +n, E[R(n) x z[{1 +n}]]))} UR)(1+ B)
= R(1+ 0).
25: Aus 24 und
aus 21
folgt:  ({(1+n, E[R(n) x z[{1 +n}]])}}UR)(1 + 3)
= E[R(B) x z[{1 + B}]].

26: Aus 25 und
aus 17
folgt:  ({(1+n,E[R(n) x z[{1 +n}]])}}UR)(1 + 3)

E[({(1+n, E[R(n) xz[{1+n}]])}UR)(B) x 2[{1+5}]].
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Beweis 370-10 a)
VS gleich (R ist ana3 von ¢, £, x) A (n € dom R) A (1 +n ¢ dom R)
A(E[R(n) x z[{1 4+ n}]|] Menge).

;145 € dom ({(1+n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} U R).

’Fallunterscheidung‘

18.2.Fall B =n.
19: Aus2.4“...14+4neN”
folgt via ElementAxiom: 1+ n Menge.

20: Aus VS gleich “...1+n¢ domR...”,
aus 191 4+ n Menge” und
aus VS gleich “... E[R(n) x z[{1 + n}]] Menge”
folgt via 261-3:
{(14+n,E[R(n) x z[{1+n}])}UR)(1+n)
= E[R(n) x z[{1 + n}]].
21: Aus 20 und
aus 18.2.Fall“g=n"
folgt:  ({(1+n, E[R(n) x z[{1 +n}]))}UR)(1 + 3)
= E[R(B) x «[{1 + B}]].
22: Aus 21 und

aus 17
folgt:  ({(1+n, E[R(n) x z[{1 +n}]])}}UR)(1 + 3)

E[({(1+n, E[R(n) xz[{1+n}]])}UR)(B) x 2[{1+5}]].

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
({(1+n, E[R(n) x z[{1+ n}]))} U R)(1 + 5)
= E[({(1 +n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} U R)(B) x z[{1 + B}]].

Ergo Themall:

ALl “V6 2 (B,1 4 8 € dom ({(1 4 n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} U R))
= ({(1 +n, E[R(n) x z[{1 4+ n}]])} U R)(1 + P)
= E[({(1 +n, E[R(n) x z[{1 + n}]])} U R)(B) x «[{1 + B}]])”
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Beweis 370-10 a)
VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,x) A (n € dom R) A (1 4+ n ¢ dom R)
A(E[R(n) x z[{1 4+ n}]|] Menge).

12: Aus 2.1“{(1 4+ n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} U R Funktion” ,
aus 7“dom ({(1+n, E[R(n) X z[{1+n}])}UR) € {N}UN” |
aus 10“({(1 +n, E[R(n) x z[{1+n}]])} UR)(0) = {q}” und
aus A1 gleich “V3: (8,1+ 8 € dom ({(1 + n, E[R(n) x z[{1+n}]])} UR))
= ({(1 +n, E[R(n) x z[{1 + n}]))} U R)(1 + f)
= E[({(1+n, E[R(n) x «[{1 + n}]])} U R)(B) x z[{1 + G}]])”
folgt via 370-1(Def):
{(1+n,E[R(n) x z[{1+n}]])} UR ist ana3 von ¢, F, x.
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Beweis 370-10 b)
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VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,z) A (n € dom R) A (E[R(n) x z[{1 +n}]| Menge).

1:

Es gilt:

(1+nedomR)V (1+n¢domR).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall 14+n € domR.
2.1: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, E,x...”
folgt via 370-1(Def): R Funktion.
2.2: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, E,z...”
aus VS gleich “...n € domR...” und
aus 1.1.Fall“1+n € domR”
folgt via 370-1(Def): R(1+n) = E[R(n) x z[{1 + n}]].
3.1: Aus 2.1“ R Funktion”
folgt via 337-26: {1+n,R(1+n))}UR=R.
3.2: Aus 2.2“R(1+n) = E[R(n) x z[{1 +n}]]”
folgt via PaarAxiom I:
(1+n,R(1+n)) = (1+n, E[R(n) x z[{1 + n}]]).
4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: {1+ n,E[R(n) x z[{1+n}]])}UR = R.
5: Aus 4 und
aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,x...”
folgt: {(1+n,E[R(n) x z[{1 +n}]])} UR ist ana3 von ¢, F, x.
1.2.Fall 1+ n ¢ domR.

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,x...” |

aus VS gleich “...n€domR...”,

aus 1.2.Fall“1+n ¢ dom R” und

aus VS gleich “... E[R(n) x z[{1 + n}]] Menge”

folgt via des bereits bewiesenen a):

{(1+n,E[R(n) x z[{1+n}]])} UR ist ana3 von ¢, F, x.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

{(L1+n,E[R(n) x z[{1+n}]])} UR ist ana3 von ¢, E, x.
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Beweis 370-10 c)

VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,z) A (n € dom R) A (E[R(n) x z[{1 +n}]] Menge).

1.1:

Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, F,z...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,x...”,

aus VS gleich “...n €domR...” und
aus VS gleich “... E[R(n) x z[{1 + n}]] Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b):
{(1 +n,E[R(n) x z[{1+n}]])} UR ist ana3 von ¢, E, x.

: Aus VS gleich “... EF[R(n) x z[{1 + n}]] Menge”

folgt via 309-2:
dom ({(1 +n, E[R(n) x z[{1+n}]])} UR) = {1 +n} Udom R.

: Aus VS gleich “...n €domR...” und

aus 1.1“dom R € {N} UN"
folgt via 337-9: n € N.

: Aus 1.2“{(1 +n, E[R(n) x z[{1 +n}]])} UR ist ana3 von ¢, E,z”

folgt via 370-9:
{(1+n,E[R(n) x z[{1+n}]])} UR C rf3qFx.

: Aus 2.2“{(1 +n, E[R(n) x z[{1 +n}]))} UR C rf3qEz”

folgt via folk:
dom ({(1 4+ n, E[R(n) x x[{1+n}]])} U R) C dom (rf3¢FEx).

: Aus 2.1“n e N7

folgt via folk: l1+neN
: Aus 1.3 und

aus 3.1

folgt: {1+ n}UdomR C dom (rf3qEx).

: Aus 3.2“14+neN”

folgt via Element Axiom: 1 4+ n Menge.

: Aus 4.2“1 +n Menge”

folgt via folk: 1+ne{l+n}UdomR.

: Aus5“1+ne{l+n}UdomR” und

aus 4.1“{1 +n} Udom R C dom (rf3¢Ez)”
folgt via 0-4: 1+n € dom (rf3¢FEx).

]
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370-11. Der Definitions-Bereich von rf3qFx ist hochstens= N. Er ist= N, wenn
ran E/ eine Menge ist.

370-11(Satz)

Aus “ran E Menge” folgt “dom (rf3qFEx) = N”.

Beweis 370-11 VS gleich ran £ Menge.

RECH-Notation.

1: Via 370-9 gilt: rf3qFEz(0) = {q}.
2: Via SingeltonAxiom gilt: {q} Menge.
3: Aus 1 und

aus 2

folgt: rflgz(0) Menge.

4: Aus 3“rf3qEz(0) Menge”
folgt via folk: 0 € dom (rf3¢FEx).
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Beweis 370-11 ...

a € NNdom (rf3¢Ex).
6.1: Aus Themab“a € NNdom (rf3¢Ex)”

folgt via folk: a € dom (rf3¢Ex).
6.2: Via 370-9 gilt: rf3qEx ist anad von q, I/, x.
6.3: Via folk gilt: E[rf3qFEz(a) x z[{a}]] Cran E.

7: Aus 6.3“FE[rf3qEx(a) X z[{1l + a}]] Cran E” und
aus VS gleich “ran £ Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:
Erf3qEz(a) x z[{1 4+ a}]] Menge.

8: Aus 6.2“rf3qFx ist ana3 von ¢, E,z” ,
aus 6.1“«a € dom (rf3¢gFEx)” und
aus 9“ E[rf3¢Ex(a) x z[{a}]] Menge”
folgt via 370-10: 1+ a € dom (rf3qEx).

Ergo Themab: [Al| “Va: (o € NNdom (rf3¢Ez)) = (14 o € dom (rf3qFx))”

6: Aus 4“0 € dom (rf3¢gFEx)” und
aus A1 gleich “Va : (o« € NNdom (rf3gFz)) = (1 + a € dom (rf3¢FEx))”
folgt via ISN: N C dom (rf3¢Ex).

7: Via 370-9 gilt: dom (rf3¢Ez) € {N} UN.

8: Aus 6“N C dom (rflegr)” und
aus 7 “dom (rf3¢Ex) € {N} UN”
folgt via 308-6: dom (rf3¢Ex) = N.
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370-12. Scheinbar zusammenhangslos aber doch Erahntes aussprechend soll hier
eine Erkenntnis aus der Algebra erwahnt werden.

370-12(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) “0O Funktion” und “0O Algebra auf Q7.

ii) “O Funktion“und “Q x Q@ CdomO”und “O[Q x Q] C Q7.

Beweis 370-12

ALG-Notation.
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Beweis 370-12 VS gleich (O Funktion) A (O Algebra auf Q).
1.1: Aus VS
folgt: O Funktion

1.2: Aus VS gleich “...0 Algebra auf Q”

folgt via 93-17: @ x Q CdomO
@€ 0[Q x Q]

2: Aus VS gleich “0 Funktion...” und
aus Themal.3“a € O[Q x Q]”

folgt via 18-28: I (Qe@ xQ) A (a=0(Q)).
3: Aus2¢..Qe@xQ...7
folgt via folk: AP, : (¢, T e Q)N (2= (D,1)).

4.1: Aus VS gleich “...0 Algebra auf Q7 und
aus 3“...0,I'e Q...”
folgt via 93-5(Def): o 0T €q.

4.2: Aus2“...a=0(Q)” und
aus 3“...Q = (9,17

folgt: a=0((®,T)).
5: Aus 4.2
folgt: a=3o0T.
6: Aus 5 und
aus 4.1
folgt: a € Q.
Ergo Themal.3: Va: (aedl@ x Q) = (aeQ)

Konsequenz via 0-2(Def): O xQ]CQ
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Beweis 370-12
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VS gleich (O Funktion) A (Q x @ CdomO) A (O]Q x Q] C Q).
1.1: Aus VS
folgt: O Funktion
,f € Q.
2: Aus Themal.2“q, 5 € Q7
folgt via folk: (o, B) € Q x Q.
3: Aus VS gleich “0O Funktion...”,
aus 2“(a, f) € @ x Q7 und
aus VS gleich “...Q x Q Cdom0O...”
folgt via 18-27: O((or, B)) € O]Q x Q).
4: Aus 3
folgt: a 0.p € 0[Q x Q.
5: Aus 4“a 0.4 € 0[Q x Q]” und
aus VS gleich “...0[Q x Q] C Q7
folgt via folk: a 0.8 € Q.

Ergo Themal.2:

Va,B: (o, € Q)= (.05 € Q).

Konsequenz via 93-5(Def): O Algebra auf @
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Analysis: Weiteres iiber ana3 von ¢, E, x und iiber rf3qFz.

Ersterstellung: 08/01/16 Letzte Anderung: 29/01/16

371-1. Ist R ana3 von ¢, F,x, so gilt dom R € {N} UN. Dies hat vertraute
Konsequenzen.

371-1(Satz) Aus “R ist ana3 von q, E,x" und . ..
a) ...und “n € domR” folgt “n € N”und “(domR)U {n,...} =N".
b) ...und “m <n é&domR”und “m € N” folgt “m € domR”.
c) ...und “p €n € domR” folgt “p,1+p € N”und “p,1+p € domR”.

d) ...und “n € dom R”und “m ¢ dom R”und “m € N”
folgt “n<m?”.

e) ...und “n € N"und “1+n € domR”
folgt “n € dom R”und “R(1+n) = E[R(n) x z[{1+n}]]”.

£) ...und “n € N”und “14+(14+n) € dom R” folgt “n,14+n € domR”.

g) ...und “domR =N"
folgt “R = rf3qFxz” und “dom (rf3qExz) = N”.

<.RECH-Notation.
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Beweis 371-1 a) VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,x) A (n € dom R).

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, E,x...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

Aus VS gleich “...n € dom R” und
aus 1“domR € {N} UN”

folgt via 337-9: n €N

Aus VS gleich “...n € domR” und
aus 1“domR € {N} UN”

folgt via 343-6: (domR)U{n,...} =N

b) VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,x) A (m < n € dom R) A (m € N).

1:

Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, F,z...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

: Aus VS gleich “...m e N” |

aus VS gleich “...m <nedomR...” und
aus 1“domR € {N} UN”
folgt via 338-8: m € dom R.

c) VS gleich (R ist ana3 von ¢, F,z) A (p € n € dom R).

1:

2.1:

2.2:

: Aus 2.2“p e N”

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,z...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

Aus VS gleich “...pen €domR” und
aus 1“dom R € {N} UN”

folgt via 338-9: p,1+pedomR

Aus VS gleich “...p€n € domR” und
aus 1“domR € {N} UN”

folgt via 338-9: peEN

folgt via 159-10: 1+peN
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Beweis 371-1 d)
VS gleich (R ist ana3 von ¢, £, x) A (n € dom R) A (m ¢ dom R) A (m € N).

1:

Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, F,z...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

: Aus VS gleich “...(n € domR) A (m ¢ dom R) A (m € N)” und

aus 1“domR € {N} UN”
folgt via 343-8: n < m.

e) VS gleich (R ist ana3 von ¢, E,z) A (n € N) A (1 +n € dom R).

1:

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,x...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

: Aus VS gleich “...(n € N)A (1 +n € domR)” und

aus 1“domR € {N} UN”

folgt via 343-8: n € dom R

: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,x...”,

aus 2“n € dom R” und
aus VS gleich “...14+n €domR”

folgt via 370-1(Def): R(1+n) = E[R(n) x z[{1 + n}]]

£) VS gleich (R ist ana3 von ¢, E,2) A(n € N) A (1+ (1 +n) € dom R).

1:

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,x...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

: Aus VS gleich “...(n € N)A(1+ (1+n) € domR)” und

aus 1“domR € {N} UN”
folgt via 343-8: n,1 +n € dom R.
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Beweis 371-1 g) VS gleich
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(R ist ana3 von ¢, F,z) A (dom R = N).

1: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, F,x...”

6.1:

6.2:

folgt via 370-9:

: Aus 1“R C rf3qFEx”

folgt via folk:

aus 2
folgt:

: Via 370-9 gilt:

: Aus 3“N C dom (rf3¢Fz)” und

aus 4“dom (rf3¢Ez) € {N} UN”

folgt via 308-6:

Via 370-9 gilt:

Aus 5 und
aus VS gleich “...dom R =N7”
folgt:

: Aus 1“R Crf3qFx”,

aus 6.1“rf3gFEx Funktion” und
aus 6.2“dom R = dom (rf3¢Ex)”

folgt via 308-6:

R Crf3qEx.

dom R C dom (rf3¢Ex).

: Aus VS gleich “...dom R = N” und

N C dom (rf3¢FEx).
dom (rf3¢FEz) € {N} UN.

dom (rf3¢Ez) =N

rf3qFx Funktion.

dom R = dom (rf3¢Ex).

R =rf3qEx
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371-2. Ist R ana3 von ¢, E,z und gilt R(n) = 0, so gilt R(m) = 0 fiir alle
grofleren m € dom R.

371-2(Satz) Es gelte:
—) R ist ana3 von q, F, x.
—) R(n) =0.
—) n <m &€ dom R.

Dann folgt “R(m)=10".

<-Notation.

Beweis 371-2

RECH-Notation.

1.1: Aus =) “Rist ana3 von ¢, F/,z”

folgt via 370-1(Def): (R Funktion) A (dom R € {N} UN).
1.2: Aus =) “Rist ana3 von ¢, F,z” und

aus =) “...m € domR”

folgt via 371-1: m € N.
1.3: Via 11-19 gilt: R7'[{0}] C dom R.

2.1: Aus 1.1“R Funktion...”,
aus —) “R(n) = 0" und
aus 0/ Axiom“(0 Menge”
folgt via 343-4: n € R7{0}].

2.2: Aus1.2“m e N”
folgt via 164-6: m € Z.

2.3: Aus 1.3“R7'[{0}] CdomR” und aus 1.1“...domR € {N} UN”
folgt via 343-3: R'{0}] C N.

3: Aus 2.3“R7'[{0}] CN” und
aus 164-4“N C Z”
folgt via folk: R7'[{0}] C Z.
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Beweis 371-2 ...

(a0 € RO A (L+a < m).

5.1:

5.2:

5.3:

10:

: R(1+a) £ E[R(a) x 2[{1 + a}]]

Aus Themad“a € R7'[{0}]...”

folgt via 11-19: a € dom R.

Aus Themad“a € R71[{0}]...” und
aus 2.3“R71[{0}] C N”

folgt via folk: a e N.

Aus 1.1“ R Funktion...” und
aus Thema3“« € R7'[{0}]...”7

folgt via 18-21: 0= R(a).

: Aus 5.2“a e N”
folgt via 159-10: 1+aeN.

: Aus —) “Rist ana3 von ¢, K,z ",

aus Themad“...1+a <m?”,
aus —) “...m € domR” und
aus 6“1 +a e N7

folgt via 371-1: 14+ a € domR.

: Aus =) “Rist ana3 von ¢, E,z” ,

aus 5.1“a € dom R” und
aus 7“1 +a €domR”

folgt via 370-1(Def): R(1+ o) = E[R() x z[{1 + a}]].

5.3

= B0 x z[{a}]]

fo:lk E [0] f(ik

Aus 1“ R Funktion...”,
aus 9“R(1+a)=...=0" und
aus 0/ Axiom*“0 Menge”

folgt via 343-4: 1+« e R{0}].

0.

Ergo Thema4:

189

Al “Va: (0 € RO AL+a<m)= (1+ac RI{0}])”
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Beweis 371-2 ...

5: Aus 2.1“n € R71[{0}]7,
aus 3“R7M{0}] C Z”,
aus 2.2“m € Z” und
aus A1 gleich “Va: ((a € RT{OIP)A(1+a<m)) = (1+a € R{0}])”

folgt via 337-11: {n,...,m} C R7'[{0}].
6: Aus =) “n<m...” und

aus 2.2“me7”

folgt via 237-2: m e {n,...,m}.

7: Aus 6“m € {n,...,m}” und
aus 5“{n,...,m} C R7'[{0}]”
folgt via folk: m € R7[{0}].

8: Aus 1.1“R Funktion...” und
aus 7“m € R7'[{0}]”
folgt via 18-21: R(m) = 0.
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371-3. Eine deutlich auf einen Induktions-Beweis hinweisende Klasse wird in die
Essays eingebracht.

371-3(Definition)

371.0(x, z,y) = {w: z(l +w) = z[z(w) X y[{1 +w}]]}.

RECH-Notation.
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371-4. Ist R ana3 von ¢, F,x und gilt R(n) = 0, so hat dies Auswirkungen auf
rf3qEx.

371-4(Satz) Es gelte:
—) R ist ana3 von q, F, x.
—) R(n) =0.
Dann folgt:
a) dom(RUzog, ;) =N.
b) RUzog, y ist ana3 von ¢, I, x.
c) rf3qEr = RUzoy,, ;.
d) dom (rf3¢Fz) = N.

e) Va: (n <a€N)= (rf3¢ELz(a) = 0).

<-Notation.

Beweis 371-4

371.0(x, z,y) = {w: (1 +w) = z[z(w) X y[{1 + w}]|}
RECH-Notation.

a)

1: Aus =) “R(n) =0" und
aus 0/ Axiom*“0 Menge”
folgt: R(n) Menge.

2: Aus 1“R(n) Menge”
folgt via folk: n € dom R.

3: Aus =) “Rist ana3 von ¢, E,x” und
aus 2“n € domR”
folgt via 371-1: (domR)U{n,...}

N.

3

4: dom (RUzoy,, }) folk (dom R)U (dom (zogy,,..1)) 2% (dom R)U{n,...} = N.
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Beweis 371-4 b)

1: Aus =) “ R ist ana3 von ¢, F, x”
folgt via 370-1(Def):

193

(R Funktion) A (dom R € {N} UN).

folgt via folk:
4: Via 20-5 gilt:

aus 4
folgt:

6.1: Aus5“a e {n,...}”
folgt via 169-2:

6.2: Ausb“a € {n,...}”
folgt via 20-5:

aus —) “R(n) =07,
aus 6.1“n < a” und
aus 3“a €domR...”
folgt via 371-2:

8: Aus 7 und
aus 6.2
folgt:

a € (dom R) N (dom (zog,,.}))-

3: Aus Thema2“« € (dom R) N (dom (zog,,.1))”
(a € dom R) A (o € dom (zog,,.. }))-

5: Aus 3“...a € dom (zog,,. )" und

7: Aus =) “Rist ana3 von ¢, F, ",

dom (zogy,.}) = {n,...}.

ae{n,...}.

n <o
Z0(n,..} (@) =

R(a) =0

Ergo Thema2:

Al “Va: (o € (dom R) N (dom (zogy,,. 3))) = (R(a) = zog,,. 3 (a))”

3: Via 20-5 gilt:

4: Aus 1“ R Funktion...”
aus 3"zoy,, y Funktion” und

z0(y,..y Funktion.

aus Al gleich “Va : (a € (dom R) N (dom (zog,,..}))

folgt via 18-41:

= (R(a) = zogy,..1 ()"
R U zog,,..y Funktion.
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Beweis 371-4 b) ...

5:

10:

11:

12:

Aus —) “R ist ana3 von ¢, E, x”
folgt via 370-3:

: Aus 1.1“R Funktion...”,

aus 4“ RU zoy, y Funktion” und
aus 5“0 € dom R”
folgt via 259-38:

: Aus —) “Rist ana3 von ¢, E, z”

folgt via 370-1(Def):

: Aus 6 und

aus 7
folgt:

: Aus =) “R(n) =0" und

aus 0/ Axiom“0 Menge”
folgt:

Aus 9 R(n) Menge”
folgt via folk:

Aus —) “R ist ana3 von ¢, £, z” und
aus 10“n € dom R”
folgt via 371-1:

Es gilt:

Fallunterscheidung

Analysis #371

0 € dom R.

(RUzog,, 1)(0) = R(0).

R(0) = {q}.

(RUzogn, ) (0) = {q}-

R(n) Menge.

n € dom R.

n € N.

(1 edomR) V (1 ¢ dom R).
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Beweis 371-4 b) ...

’Fallunterscheidung‘

12.1.Fall 1 € domR.

13: Aus +schola“1+ 0= 1" und
aus 12.1.Fall
folgt: 1+0€domR.

14: Aus —) “Rist ana3 von ¢, E,z”,
aus 5“0 € dom R” und
aus 13“14+0 € domR”
folgt via 370-1(Def): R(1+0) = E[R(0) x z[{1+ 0}]].

15.1: Aus 1“ R Funktion...” |
aus 4“ RUzoy, 3 Funktion” und
aus 13“1+0 € domR”
folgt via 259-38: (RUzogy,,. 1)(1+0) = R(1+0).

15.2: Aus 14 und
aus 6
folgt: R(14+0)=FE[(RU zo{nw})(O) x z[{1 + 0}]].

16: Aus 15.2 und
aus 15.1
folgt:
(RUzogp,. 1)(1+0) = E[(RUzog,,..1)(0) x z[{1 + 0}]].

17: Aus 16 und
aus O/ Axiom*“0 Menge”
folgt p.def.: 0€371.0(RUzoy,, 3, E,x).
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Beweis 371-4 b) ...

’Fallunterscheidung‘

12.2.Fall 1 ¢ dom R.

13.1: Aus 12.2.Fall“1 ¢ dom R” und
aus +schola“1 +0=1"

folgt: 1+ 0 ¢ domR.
13.2: Aus 12.2.Fall“1l ¢ dom R’
folgt via 261-3: (RUzogy,. 1)(1) = zogy,. 3 (1).

14: Aus 5“0 €domR” |
aus 1“...domR € {N}UN” und
aus 13.1“14+0 ¢ domR”
folgt via 337-9: domR =1+0.

15: Aus 14 und
aus schola“1+0=1"

folgt: domR = 1.
16: Aus 10 und

aus 15

folgt: n el

17: Aus 16 und
aus 95-1(Def)“1 = {0}”

folgt: n € {0}.
18: Aus 17

folgt via folk: n = 0.
19: Aus 13.2 und

aus 18

fOlgt: (R U ZO{n’m})(l) = 20{07”'}(1).

20: Aus <schola“0 < 1” und

aus €schola“1 € N”

folgt via 236-1: 1e{0,...}.
21: Aus 20“1 €{0,...}”

folgt via 20-5: z0go,..3(1) = 0.
22: (RUzo(, 1)(140) =% (RUzo(, 1)(1) Zz0(0 (1)
2 ok proj 2% B0 x #[{1 + 0}]] 2 E[R(n) x [{1 + 0}]]
18 6
= E[R(0) x z[{1 + 0}]] = E[(RUzoy,, 1)(0) x z[{1 + 0}]].
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Beweis 371-4 b) ...

’Fallunterscheidung‘

12.2.Fall 1 ¢ dom R.

23: Aus 22“(RUzog,, 3)(1+0)
=...=E[RUzo, )(0) x z[{1+ 0}]] und
aus O/ Axiom*“0 Menge”
folgt p.def.: 0€371.0(RUzoy,, 3, E,x).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

A2| “0 e 371.0(R Uzog,..}, E,%) ”

Themal2.3 a € NN371.0(RUzog,,. ., E,x).

13: Aus Themal2.3“a € NN371.0(RUzop, 3, E,x) "
folgt via folk: (o € N) A (v € 371.0(RU zog,, 3, £, ) ).

14: Aus 13“...a € 371.0(RUzoy,, 3, E,x)”
folgt p.def.:
(RUzog,, y)(1+a) = E[(RUzog, 1) (o) x z[{1 + a}]].

15: Esgilt: (1+(1+a)€edomR)V (1+ (1+ «) ¢ domR).

’Fallunterscheidung‘
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Beweis 371-4 b) ...

Analysis #371

’Fallunterscheidung‘

a € NN371.0(RUzoq, 3, B, x).

17:

18.1:

18.2:

19:

20:

21:

15.1.Fall 1+ (14 «a) € domR.
16: Aus —) “R ist ana3 von ¢, F,z”
aus 13“a € N...” und
aus 15.1.Fall“1+ (1+ «) € dom R”
folgt via 371-1: a,1+a €domR.

Aus =) “ R ist ana3 von ¢, E,x" ,

aus 16“...14+a € domR” und

aus 15.1.Fall“1+ (14 «) € dom R”

folgt via 370-1(Def):
R1+(1+a))=FER(1+a)xz{1+ 1+ a)}].

Aus 1“ R Funktion. .. ”,

aus 4“ RUzoy, 3y Funktion” und

aus 16“...1+a €domR”

folgt via 259-38: (RUzog, 1)(1+a)= R(1+ a).

Aus 1“ R Funktion...”,

aus 4“ RUzoy, 3 Funktion” und
aus 16.1.Fall“1+ (1 + a) € dom R”
folgt via 259-38:

(RUzogp, )1+ (1+a)=R(1+(1+a)).
Aus 17,
aus 18.1 und
aus 18.2
folgt:
(R U Zo{n,...})(l + (1 + O[))

= E[(RUzog,, 1)1 +a) x z[{1+ (14 a)}]].

Aus 16“...1+a €domR”
folgt via ElementAxiom: 1+ a Menge.

Aus 19“(RUzop,  1)(1+ (1+ a))

= E[(RUzog,,. 1)1 +a) x z[{1 + (14 «)}]]” und
aus 20“1 4+ o Menge”
folgt p.def.: 1+a€371.0(RUzog,, 3, E,x).
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Beweis 371-4 b) ...

’Fallunterscheidung‘

a € NN371.0(RUzoq, 3, B, ).

15.2.Fall

16: Aus 13“aeN...”
folgt via 159-10:

17: Aus 16“1+a € N7
folgt via 159-10:

folgt via 371-1:

folgt via 41-3:
19.2: Aus 11“neN”,

folgt via 162-6:
19.3: Via 20-5 gilt:
folgt via 236-1:

aus 16“1 + o € N”
folgt via 236-1:

18: Aus —) “Rist ana3 von ¢, F,z "7,
aus 10“n € domR” ,
aus 1714+ (1 4+ a) € N” und
aus 15.2.Fall“1+ (1 + «) ¢ domR”

19.1: Aus18“n< 14+ (14+a)”

aus 16“1 +a € N” und
aus 18“n <1+ (1+a)”

20.1: Aus19.14n <14 (14 «)” und
aus 171+ (1+a) e N7

20.2: Aus 19.2“n <14+ a«” und

1+ (14 a) ¢ dom R.
l1+aeN.

1+(l+a)€EN.

n<l+(1+a).

n<14+(1+a).

n<l+a.

dom (zo{m__}) ={n,...}.

1+(1+a)e{n,...}.

l1+ae{n,...}.

199
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Beweis 371-4 b) ...

Analysis #371

’Fallunterscheidung‘

a € NN371.0(RUzoq, 3, B, x).

15.2.Fall 1+ (14 «a) ¢ dom R.
21.1: Aus 20.1“14+ (1+a) € {n,...}”
folgt via 20-5: 204y, 3 (1+(1+a)) =0.
21.2: Aus20.2“1+a € {n,...}”
folgt via 20-5: 204y, (1 +a) =0.
21.3: Aus20.141+(1+a)€{n,...}” und
aus 19.3
folgt: 1+ (14 «) € dom (zog,,..3)-
21.4: Aus 20.2“14+a€{n,...}” und
aus 19.3
folgt: 1+ a € dom(zog,,. 3).
22.1: Aus 3“zoy, .} Funktion”,
aus 4“ RUzoy, 3y Funktion” und
aus 21.3“1+ (1 + a) € dom (zogy,,.. )"
folgt via 343-9:
(RU Zo{n,..‘})<1 +(1+a)= ZO{n_’m}(l + (1+ ).
22.2: Aus 3“zoy, .y Funktion”,
aus 4“ RUzoy, 3y Funktion” und
aus 21.4“1 4 a € dom (zoyy,,. )"
folgt via 343-9:
(RUzogy,,. 1)1 +a) =zogy,, 3 (1 + ).
23: (RUzop,, )1+ (1+ @) & 200, (14 (1+ )
2o 2 Bl0] "2 B0 x 2[{1 + (1+a)}]]
= Elzon, 3 (14 @) x a[{1+ (1+ a)}]
2 E[(RUzo(,,.y)(1+ ) x 2[{1+ (1+a)}]].
24: Aus 16“14+a € N”
folgt via Element Axiom: 1+ o Menge.
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Beweis 371-4 b) ...

a € NN371.0(RUzoq, 3, B, ).

’Fallunterscheidung‘

15.2.Fall 1+ (14 a) ¢ dom R.

25: Aus 23“(RUzog,, 1)1+ (1+ )
=...=E[(RUzog,, 1)1 +a)xz[{l+(1+a)}]]
und
aus 24“1 4+ o Menge”
folgt p.def.: 1+ae371.0(RUzoy,, 3, E,x).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
1+ a€371.0(RUzog,, 1, B, 7).

Ergo Themal2. 3:

A3‘ “Va: (a € NN371.0(RUzoy,, 3, E,x))
= (14+a€371.0(RUzoy,, },E, x))”

13: Aus A2 gleich “0 € 371.0(RU zoy,, }, £,z) ” und
aus A3 gleich “Va : (o« € NN371.0(RU zoy,,.}, E, 7))
= (14+a €371.0(RUzoy,, .}, E, x))”
folgt via ISN: N C 371.0(RUzog,,. .y, B, 7).

14: Aus =) “ R ist ana3 von ¢, F,z” und
aus =) “R(n) =07
folgt via des bereits bewiesenen a): dom (RUzog,, . ;) = N.
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Beweis 371-4 b) ...

Themalb o, 14+ a € dom (RUzog,, 3).
16: Aus Themalb und

aus 14

folgt: a,l+aeN.

17: Aus 16“«... € N” und
aus 13“N C 371.0(RU zoy,,.y, B, x) 7
folgt via folk: o € 371.0(RUzoy, 3, E,x).

18: Aus 17“a € 371.0(RU zog,, 3y, E,x) ”
folgt p.def.:
(RU204s,.)(1 +a) = E[(RUz0(,,.)(a) x 2[{1 + a}]].

Ergo Themalb:

A4| “Vo: (o, 1+ o € dom (RUzoy,, 3))
= (RUz0(s..))(1 +a) = E[(RUzop,,.)(a) X af{1 + a}]])"

16: Via folk gilt: Ne {N}UN.
17: Aus 14“dom (R U zog, 1) = N” und

aus 16

folgt: dom (R U zog,, ;) € {N} UN.

18: Aus 4“ RU zoy,, ) Funktion”,
aus 17“dom (RU zoy,, ;) € {NJUN",
aus 8“(RUzog,. 1)(0) = {¢}” und
aus A4 gleich “Va : (a,1 4+ a € dom (RUzoy,,. 1))
= ((RUz0(p,.)(1+a) = E[(R Uzogs,.)(a) x 2[{1 + a}])
folgt via 370-1(Def): RU zoy,, ; ist ana3 von ¢, I, z.
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Beweis 371-4 cde)

1.1: Aus =) “Rist ana3 von ¢, F,z” und
aus =) “R(n) =07
folgt via des bereits bewiesenen a): dom (RUzog,,. ;) = N.

1.2: Aus =) “R ist ana3 von ¢, F,z” und
aus =) “R(n) =07
folgt via des bereits bewiesenen b): R U zogy,, ) ist ana3 von ¢, F, w.

2: Aus 1.2“RUzoy,, ) ist ana3 von ¢, £,2” und
aus 1.1“dom (RUzoy,, ;) = N”

folgt via 371-1: (rf3¢Ex = RUzog,, ) A (dom (rf3¢Ex) = N).
3.c): Aus 2

folgt: rf3qEr = RUzoy,, 3.
3.d): Aus 2

folgt: dom (rf3¢Ex) = N.
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Beweis 371-4 cde) ...

Analysis #371

4: Aus Thema3.1“n < aq &€ N”
folgt via 236-1:

5.1: Aus4“a € {n,...}”

folgt via 20-5:

5.2: Aus 1.2“RUzoy,,  , ist ana3 von ¢, E, z”
folgt via 370-1(Def):

5.3: Via 20-5 gilt:
5.4: Via 20-5 gilt:

6: Aus 4 und
aus 5.3
folgt:

7: Aus 5.4%zoy, .y Funktion”,
aus 5.2 RU zoy,, .} Funktion” und
aus 6“a € dom (zog,, .1)”
folgt via 343-9:

8: Aus 7 und
aus 5.1
folgt:

9: Aus 8 und
aus 3.c)
folgt:

n<aeN.
ae{n,...}.
ZO{n’m}<Oé) =0.

R U zoy,, y Funktion.

dom (zogy,,.}) = {n,...}.

z0yy,,..} Funktion.

a € dom (zog,,.. }).

(R U zo{nym})(a) = ZO{nw}(Oé).

(RUzog,, y)(a) = 0.

rf3qFz(a) = 0.

Ergo Thema3.1:

Al.d)| “Va:(n<aeN)= (rf3¢Fz(a) =0)”

]
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371-5. Im Fall R = rf3qFEz ergibt sich aus 371-4 Gefilliges.

371-5(Satz) Es gelte:
—) rf3qEx(n) = 0.
Dann folgt:
a) dom (rf3¢Fz) = N.

b) Va: (n <aeN)= (rf3gEz(a) =0).

<-Notation.
Beweis 371-5
1: Via 370-9 gilt: rf3qFx ist ana3d von ¢, F, x.
2.a): Aus 1“rf3qFEx ist ana3 von ¢, F, x” und
aus —) “rf3qExz(n) =07
folgt via 371-4: dom (rf3¢Ex) = N.
2.b): Aus 1“rf3qFEx ist ana3 von ¢, F, x” und
aus —) “rf3qgFxz(n) =07
folgt via 371-4: Va:(n <aeN)= (rf3¢Fz(a) =0).

]
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371-6. Gelgentlich ist dom R, R ist ana3 von ¢, E, x nicht gleich N.

371-6(Satz) Es gelte:
—) R ist ana3 von q, F,x.

—) n € dom R.

—) E[R(n) x z[{1 4+ n}]] Unmenge.

Dann folgt:
a) 1+n¢domR #N.
b) 1+ n ¢ dom (rf3¢Exz) # N.

RECH-Notation.
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Beweis 371-6 a)
1: Es gilt: (1+nedomR)V (1+n¢domR).

’ wiFallunterscheidung

2.1: Aus1.1.Fall“l+n € domR’
folgt via folk:

2.2: Aus —) “Rist ana3 von ¢, E,z”,
aus —) “n € domR” und
aus 1.1.Fall“l +n € domR”

folgt via 370-1(Def): R(1+n) = E[R(n) x z[{1 + n}]].
3: Aus 2.2 und

aus 2.1

folgt: E[R(n) x z[{1 + n}]] Menge.
4: Nach —) gilt: E[R(n) x z[{1 + n}]] Unmenge.

1+n € domR.

R(1 + n) Menge.

’Ende wifFallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:

2: Aus =) “Rist ana3 von ¢, F/, 7 und
aus —) “n € domR”
folgt via 371-1:

3: Aus2“n e N”
folgt via 159-10:

4: Aus 3“14+n € N” und
aus Al gleich “14+n ¢ domR”
folgt via folk:

5: Aus 4

folgt:

At| “14n ¢ domR”

n € N.

1+neN.

N # dom R.

dom R # N
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Beweis 371-6 b)

1.1: Aus =) “Rist ana3 von ¢, F,z” und
aus —) “n € domR”
folgt via 370-9:

1.2: Aus =) “Rist ana3 von ¢, F,z” und
aus —) “n € domR”

folgt via 371-1:

: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung ‘

Analysis #371

R(n) = rf3qEz(n).

n € N.

(14 n € dom (rf3¢Ex))V (1 +n ¢ dom (rf3qFEx)).

3.1: Aus 2.1.Fall“1l+n € dom (x£f3¢Ez)”
folgt via folk:

Via 370-9 gilt:

Aus —) “R ist ana3 von ¢, F,x”
folgt via 370-9:

3.2:
3.3:

Aus =) “n €domR” und
aus 3.3“dom R C dom (rf3¢FEz)”
folgt via folk:

: Aus 3.2“rf3¢qFEz ist ana3 von ¢, E, x”
aus 4“n € dom (rf3¢Ez)” und
aus 2.1.Fall“1+n € dom (rf3¢FEz)”
folgt via 370-1(Def):

: Aus 5 und
aus 3.1
folgt:

: Aus 6 und
aus 1.1
folgt:

: Nach —) gilt:

rf3qEx(1+n) =

E[rf3qExz(n) x z[{1 + n}]] Menge.

E[R(n) x z[{1 + n}]] Unmenge.

1+ n € dom (rf3qFx).

rf3qEx(1 + n) Menge.
rf3qFEx ist ana3 von ¢, F, z.

dom R C dom (rf3¢FEx).

n € dom (rf3¢Ex).

)

E[rf3qEx(n) x z[{1 + n}]].

E[R(n) x z[{1 + n}]] Menge.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden F

dllen gilt:

Al “1+4+n ¢ dom (rf3qFz)”
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Beweis 371-6 b) ...

2: Aus 1.2“n e N”
folgt via 159-10: 1+neN

3: Aus 2“14+n € N” und
aus Al gleich “1+n ¢ dom (rf3¢Fx)”

folgt via folk: N # dom (rf3¢Ex).
4: Aus 3
folgt: dom (rf3¢Fz) # N
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371-7. Gelgentlich ist dom (rf3qEx) nicht gleich N.

371-7(Satz) Es gelte:
—) n € dom (rf3¢FEx).
—) Erf3qEx(n) x z[{1 + n}]] Unmenge.

Dann folgt “1 +n ¢ dom (rf3qEx) # N”.

RECH-Notation.

Beweis 371-7
1: Via 370-9 gilt: rf3qFx ist ana3d von ¢, F, x.

2: Aus 1“rf3qFEx ist ana3 von ¢, F,z” ,
aus —) “n € dom (rf3¢gEz” und
aus —) “ E[rf3¢Ez(n) x z[{1 + n}]] Unmenge”
folgt via 371-6: 1+ n ¢ dom (rf3¢Ex) # N.

]
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Analysis: IS{N} UN.
Weiteres iiber R ist ana3 von ¢, f, ¢, f, ¢ Funktion.
Weiteres iiber r£3q¢f, f,» Funktion.

Ersterstellung: 12/01/16 Letzte Anderung: 11/02/16
372-1. Soll iiber ran R, R ist ana3 von ¢, z, F, eine Aussage getroffen werden

fallt die Abwesenheit eines Induktions-Verfahrens fiir {N} UN storend auf. Dies
soll so nicht bleiben.

372-1(Satz) (IS{N} UN: InduktionsSatz{N} UN)
Es gelte:

—) n € {N}UN.
—) 0 €.
=) Va:((aex)AN(1+aen)=>(1+acux).

Dann folgt “n C x”.

RECH-Notation.
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Beweis 372-1

1: Aus —)“n € {N} UN”

folgt via folk: (n=N)V (neN).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall n=N.
seNna,
3: Aus Thema2.1“feNNzx”
folgt via folk: (BeN)A (B € ).
4: Aus3“peN...”
folgt via folk: 1+8eN
5: Aus 4 und
aus 1.1.Fall
folgt: 1+p€n.
6: Aus3“...0ex”,
aus 5“1+ €n” und
aus ) “Va: ((acz)AN(l+aen)=1+acz)”
folgt: 1+p€x.
Ergo Thema?2.1: Al “VB:(BeNNz)=(1+p€x)”

2.2: Aus =) “0€x” und
aus Al gleich “Vg: (B eNnz)= (1+p€x)”
folgt via ISN: NCz.

3: Aus 2.2 und
aus 1.1.Fall“n=N"

folgt: n C x.
neN

Aus 1.2.Fall“n e N7,

aus =) “0 € z” und

aus N Va:((acz)AN(l+aen)=(1+acn)”

folgt via 337-12: n C x.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: n C x.
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372-2. Mit Hilfe der vorliegenden Klasse soll die Untersuchung von ran (R(n)),
R ist ana3 von ¢, x, E, n € dom R, erméglicht werden.

372-2(Definition)

372.0(z,y) ={w: z(w) C y}.
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372-3. Nun soll ran R(n), n € dom R, R ist ana3 von ¢, z, E/, untersucht werden.

372-3(Satz)

a) Aus “R ist ana3 von q,x, E”und “n € dom R”
folgt “ran(R(n)) C {q}UranE”.

b) Aus “R ist ana3 von q,z, E”und “1 <n € domR”
folgt “ran (R(n)) Cran E”.

c) Aus “R ist ana3 von q,z, E” folgt “ran R C P({q} UranE)”.

<.-Notation

Beweis 372-3

372.0(z,y) = {w: 2(w) Cy}
RECH-Notation.

a) VS gleich (R ist ana3 von ¢, z, F) A (n € dom R).
1.1: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, z, E...”

folgt via 370-1(Def): R(0) = {q}.
1.2: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢,z,FE...”

folgt via 370-3: 0 € domR.
1.3: Via folk gilt: {¢} C{q}UranE.

2: Aus 1.1 und
aus 1.3
folgt: R(0) C{q} UranE.

3: Aus 2“R(0) C{¢}Uran E” und
aus 0/ Axiom“0 Menge”
folgt: 0€{w: R(w) C{q}UranE}.

4: Aus 1.2“°0 € domR” und
aus 3“0 € {w: R(w) C {q} Uran E}”
folgt via folk: 0 € (domR)N{w: R(w) C {¢q} Uran E}.
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Beweis 372-3 a) VS gleich

6.1:

6.2:

10:

11:

12:

13:

(€ (domR)N{w: R(w) C{q}Uran E}) A (1 4+ o € dom R)

Aus Themab5“... 14+ a €domR”
folgt via Element Axiom: 1+ a Menge.

Aus Themab“«a € (domR)N{w: R(w) C {¢}UranE}...”
folgt via folk: a € dom R.

: Aus —) “Rist ana3 von ¢, z, £,

aus 6.2“a € domR” und
aus Thema5“... 14+« € domR”
folgt via 370-1(Def): R(1+ a) = E[R(«a) x z[{1 + a}]].

: Via folk gilt: ElR(a) x z[{1 + a}]] Cran E.
: Aus 7 und
aus 8
folgt: R(l14+«a)CrankE.
Via folk gilt: ran £ C {q} UranE.

Aus 9“R(1+a) Cran E” und
aus 10“ran £ C {¢}Uran E”
folgt via folk: R(1+a)C{q}UranE.

Aus 11“R(1+«a) C{¢} Uran E” und
aus 6.1“1 + a Menge”
folgt: l+ae{w: Rw) C{¢}UranE}.

Aus Thema5“...1+ o € domR” und
aus 12“1+a € {w: R(w) C {qg} UranE}”
folgt via folk:
l1+a€ (domR)N{w: Rw) C {¢q}Uran E}.

Ergo Themab:
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(R ist ana3 von ¢,z, E) A (n € dom R).

Al “Va: ((a € (domR)N{w: R(w) C {qg} Uran E}) A (1+ « € dom R))
= (14+a€ (domR)N{w: R(w) C {q}UranE})”
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Beweis 372-3 a) VS gleich (R ist ana3 von ¢,z, F) A (n € dom R).

6: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, z, E...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

7: Aus 6“dom R € {N} UN" |
aus 4“0 € (dom R) N{w : R(w) C {q}Uran E}” und
aus Al gleich
“VYa: ((a € (domR) N{w: R(w) C{q}UranE}) A (1 + « € dom R))
= (l+a € (domR)N{w: R(w) C {q}Uran E})”
folgt via IS{N} U N: dom R C (dom R) N {w : R(w) C {¢q}Uran E}.

8: Aus 7“dom R C (dom R) N{w: R(w) C {¢} Uran E}”
folgt via folk: domR C {w: R(w) C {q}Uran E}.

9: Aus VS gleich “...n € dom R” und
aus 8“dom R C {w: R(w) C {¢q} UranE}”
folgt via folk: ne€{w: R(w) C {q} Uran E}.

10: Aus 9
folgt: R(n) C{q}UranE.
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Beweis 372-3 b) VS gleich (R ist ana3 von ¢,z, E) A (1 <n € domR).

1:

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢,z, F...” und
aus VS gleich “...n € domR”

folgt via 371-1: n € N.
: Aus VS gleich “...1<mn...” und

aus 1“n e N7

folgt via 300-9: I (QeN)A(n=1+Q).

:Aus 2. .n=1+Q7 und

aus VS gleich “...n € domR”

folgt: 14 Q € dom R.
: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢,z,FE...”,

aus 2“...2 € N...” und

aus 3“1+ Q € domR”

folgt via 371-1: Q € domR.

: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, z, E...”7

aus 4“€) € dom R” und
aus 3“1 +Q edomR”

folgt via 370-1(Def): R(1+4+ Q) = E[R(Q2) x z[{1 + Q}]].
: Via folk gilt: ER(Q) x z[{1+Q}]] CranE.
: Aus 5 und

aus 6

folgt: R(14+Q)CrankE.
: Aus 7 und

aus 2“..n=1+Q"
folgt: R(n) CranE.
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Beweis 372-3 c¢) VS gleich

Analysis #372

R ist ana3 von ¢, z, F.

a €ranR.

1:

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, z, E”

folgt via 370-1(Def): R Funktion.

: Aus 1“ R Funktion” und

aus ThemaO“a € ran R”

folgt via folk: 30 : (Q edomR) A (a = R()).

: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢,z, £” und

aus 2“...Qc¢domR...”

folgt via des bereits bewiesenen a): R(Q) C {¢q} UranE.

: Aus 2¢...a=R(Q)” und

aus 3

folgt: aC{q}UranE.

: Aus ThemaO“a € ran R”
folgt via Element Axiom: a Menge.

: Aus 4“a C {¢} Uran E” und

aus 5“a Menge”

folgt via folk: a€P{¢}UranE).

Ergo ThemaO:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(aeranR) = (o« € P({¢} Uran E)).
ranR C P({q} UranE).

[]
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372-4. Da es sich bei rf3¢FEr um ana3 von ¢, x, ' handelt, liegt eine Speziali-
sierung von 372-3 nahe.

372-4(Satz)
a) Aus “n € dom (rf3qEx)” folgt “ran (rf3qEz(n)) C {q} UranE”.
b) Aus “1 <n € dom (rf3qEx)” folgt “ran (rf3qExz(n)) CranE”.

c) ran(rf3gFz) C P({¢} UranE).

<-Notation.
Beweis 372-4 a) VS gleich n € dom (rf3¢FEx).
1: Via 370-9 gilt: rf3qFx ist ana3d von ¢, z, F.
2: Aus 1“rf3qFEx ist ana3 von ¢, z, £” und
aus VS gleich “...n € dom (rf3¢Ez)”
folgt via 372-3: ran (rf3qEz(n)) C {¢} Uran E.
b) VS gleich 1 <n € dom (rf3qEx).
1: Via 370-9 gilt: rf3qFx ist anad von ¢, z, F.
2: Aus 1“rf3gFx ist ana3 von ¢, z, £” und
aus VS gleich “...1 <n € dom (rf3¢Ez)”
folgt via 372-3: ran (rf3qEx(n)) C ran E.
c)
1: Via 370-9 gilt: rf3qEr ist anad von q,x, E.
2: Aus 1“rf3qFx ist ana3 von ¢, z, E”
folgt via 372-3: ran (rf3¢Ez(n)) C P({¢} UranE).

]
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372-5. Zwischendurch sei uns Erhellung iiber (z U y)sngitn gegonnt.

372-5(Satz)
a) (Zsngitn) U (Ysngltn) = (2 U Y)sngltn -
D) {Phsngn € {{p}}-
c) Aus “p Menge” folgt “{p}sngin = {{P}}”-

d) Aus “p Menge” folgt “{p} € ({p} U Z)sngitn”-
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Beweis 372-5 a)

1.1: Via folk gilt:
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(zCazUy)A(y SazUy).

2: Aus Themal.2“a € (£ U Y)sngitn
folgt via 27-3:

3: Aus 2“...QexUy...”
folgt via folk:

’Fallunterscheidung‘

30 : (QezUy) A(a={Q}).

o€ (SC U y)sngltn-

(Qex)V(Qey).

4:

Aus 3.1.Fall“Qea”
folgt via 27-3:

: Aus 2“. . a={Q}” und

aus 4
folgt:

: Aus 5%« € ZTongltn ”

folgt via folk:

Qex.

{Q} S xsngltrr

(OAS Lsngltn -

(eSS (xsngltn) U (ysngltn)-

5:

4:

Aus 3.2.Fall“Q e y”
folgt via 27-3:

Aus 2¢...a={Q}” und
aus 4

folgt:

: Aus 5« € Yengltn

folgt via folk:

Qey.

{Q} € ysngltn .

S Ysngltn -

a € (xsngltn) U (ysngltn)-

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

S (xsngltn) U (ysngltn)'

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo : (04 € (37 U y)sngltn) = (CY € (xsngltn) U (ysngltn))~

A1 ® (.T U y)sngltn g (xsngltn) U (ysngltn> K
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Beweis 372-5 a) ...

2.1:

Aus1.1“zCzxUy...”

folgt via 27-4:

2.2:

Aus1.1“. .. yCaxUy”

folgt via 27-4:

Analysis #372

xsngltn g (I U y)sngltn-

Ysngltn g (-1: U y)sngltn-

3: Aus 2.1%%gngitn C (2 U Y)sngien” und

aus 2 . 2 “ ysngltn g ('T U y)sngltn 7

folgt via folk:

(xsngltn) U (ysngltn) g (I U y)sngltn-

4: AUS 3¢ (xsngltn) U (ysngltn) g (LU U y)sngltn 7 und
aus Al glelCh “ (.T U y)sngltn g (xsngltn) U (ysngltn) K
(Isngltn) U (ysngltn) - (l‘ U y)sngltn-

folgt via GleichheitsAxiom:

b)

1: Aus ThemaO“«a € {p}sngltn

folgt via 27-3:

cAus 1“...Q e {p}...”

folgt via folk:

: Aus 2 und

aus 1“...a={Q}”
folgt:

: Via SingeltonAxiom gilt:

: Aus 4“{p} Menge”

folgt via folk:

: Aus Aus 3 und

aus 5
folgt:

S {p}sngltn-

20 (2 € {p}) A o = ().

Q=np.

a = {p}.

{p} Menge.

{r} € {{r}}.

a e {{p}}

Ergo ThemaO:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (Oé € {p}sngltn) = (Ck c {{p}})
{p}sngltn - {{p}}
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Beweis 372-5 c¢) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p Menge”
folgt via folk:

: Aus 1“p € {p}”

folgt via 27-3:

0 Aus 2°{p} € {p}sngitn”

folgt via folk:

: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

: Aus 5“ {p}sngltn - {{p}}” und

aus 3“ {{p}} g {p}sngltn K
folgt via Gleichheits Axiom:

d) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p Menge”
folgt via folk:

 Aus1“p e {ptUz”

folgt via 27-3:
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p Menge.

p € {p}

{r} € {p}sngin-
{{r}} € {P}lsngien-

{p}sngltn - {{p} } .

{p}sngltn - {{p} } .

p Menge.

pe{ptum.

{p} S ({p} U x)sngltxp

]
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372-6. Aus 0 #n € p € {N} UN folgt gelegentlich gut Verwendbares. Aus R, R
ist ana3d von ¢, z, F, riickt wieder in den Focus des Interesses.

372-6(Satz)

a) Aus “0#nepe {N}UN”
folgt “IQ: (U1+Qep,N)A(n=1+Q)".

b) Aus “R ist anad von q,x, E”und “0 #n € domR”
folgt “3Q: (1 +QedomR,N)A(n=1+Q)
A(R(n) = E[R(Q) x z[{1+ Q}]])".

c) Aus “R ist ana3 von q,x, E”
und “n € domR”
und “0# R(n)”
und “m <n” folgt “0 # R(m)”.

d) Aus “R ist ana3 von q,x, E”
und “n € domR”
und “0 # R(n)” folgt “q Menge” .

< .RECH-Notation.
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Beweis 372-6 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “...ne€pe {N}UN”

3.1:

3.2:

folgt via 337-9:

: Aus VS gleich “0#n...” und

aus 1“n € N7
folgt via 300-9:

Aus 2¢...Q€eN...”
folgt via folk:

Aus VS gleich “...ne€p...” und
aus 2“..n=14+Q7
folgt:

: Aus 2¢...Q€eN...7 |

aus 3.2“1+Q € p” und
aus VS gleich “...p e {N}UN”
folgt via 343-8:

: Aus 24407

aus 4,

aus 3.2,

aus 2“...Q€eN...7” |
aus 3.1 und

aus 2“...n=14+Q"
folgt:
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0#nepe {N}UN.

n € N.

I (QeN)A(n=1+Q).

1+QeN.

1+Qep.

Qep.

30 (Q,1+QepN)A(n=1+Q).
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Beweis 372-6 b) VS gleich (R ist ana3 von ¢, x, F) A (0 # n € dom R).

1:

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, z, F ...”
folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.

: Aus VS gleich “...0# n € domR” und

aus 1“domR € {N} UN”
folgt via des bereits bewiesenen a):

30 (Q1+QedomR N)A(n=1+0Q).

: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢,z, F...” und

aus 2“...Q0,1+Q edomR...”

folgt via 370-1(Def): R(1+ Q) = E[R(Q) x x[{1 + Q}]].
: Aus 3 und

aus 2“...n=1+4+Q7

folgt: R(n) = E[R(Q) x z[{1 + Q}]].
: Aus 2 und

aus 4

folgt:

30 (,1+Q edom R, N)A(n=1+Q)A(R(n) = E[R(Q) x z[{1+Q}]]).

c) VS gleich (R ist ana3 von ¢,z, E) A (n € dom R) A (0 # R(n)) A (m < n).

1:

Es gilt: (R(m) =0)V (0 # R(m)).
’ wiFallunterscheidung ‘
R(m) = 0.

2: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, x, E...",
aus 1.1.Fall“R(m) = 0",

aus VS gleich “...m <n” und

aus VS gleich “...n €domR...”

folgt via 371-2: R(n) =0.
3: Nach VS gilt: 0 # R(n).

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féillen gilt: 0 # R(m).
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Beweis 372-6 d) VS gleich (R ist ana3 von ¢, z, E) A (n € dom R) A (0 # R(n)).

1:

Aus VS gleich “(R ist ana3 von q,z, E) A (n € domR)...”

folgt via 371-1: n € N.
: Aus 1“n e N7

folgt via 159-11: 0<n.
: Aus VS gleich “(R ist ana3 von ¢,z, E) A (n € dom R) A (0 # R(n))” und

aus 2“0 < n”

folgt via des bereits bewiesenen c): 0 # R(0).
: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, z,E...”

folgt via 370-1(Def): R(0) = {q}.
: Aus 3 und

aus 4

folgt: 0 # {q}.
: Aus 5“0 # {¢}”

folgt via folk: q Menge.
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372-7. Es iiberrascht, Vorliegendes nicht schon frither in die Essays eingebracht
zu haben.

372-7(Satz) Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:

i) pe{w: z(w) € y}.

ii) z(p) € y.
18.6(x,y) = {w: z(w) € y}.
Beweis 372-7 VS gleich p € {w:z(w) € y}.
Aus VS gleich “p € {w: z(w) € y}”
folgt: z(p) € .
s glich o) €
1: Aus VS gleich “z(p) € y”
folgt via 344-3: p Menge.

2: Aus VS gleich “z(p) € y” und
aus 1“p Menge”

folgt: p€{w:z(w) ey}
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372-8. Sind f, ¢ Funktionen, so ist R(n), R ist ana3 von ¢, f, ¢, n € dom R, ein

Singelton.

372-8(Satz)

a) Aus “R ist ana3 von q, f,¢”
und “f,¢ Funktion”

b) Aus “R ist ana3 von q, f,¢”
und “f,¢ Funktion”
und “n,1+n € domR”

und “n € domR” folgt “R(n) € Uy”und “3IQ: R(n) = {Q}”.

folgt “3Q : (R(n) = {Q) A (R(1+n) = {Qo_f(1+n)})".

ALG.RECH-Notation.

Beweis 372-8

18.6(z,y) = {w: z(w) € y}

a) VS gleich (R ist ana3 von ¢, f, ) A (f, ¢ Funktion) A (n € dom R).

1.1: Via 240-3 gilt:

1.2: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, f,¢. ..

folgt via 370-1(Def):

1.3: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, f,¢. ..

folgt via 370-1(Def):

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

3: Aus 2“R(0) e Uy”
folgt via 372-7:

{a} € Us.

R(0) = {q}-

domR € {N} UN.

R(0) € U;.

0 €{w: R(w) € U}
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Beweis 372-8 a) VS gleich (R ist ana3 von ¢, f, ¢) A (f, ¢ Funktion)
A(n € dom R).

(@ €{w: R(w) eUs}) N (1+ « € domR).

5:

10:

11:

12:

Aus Themad4“a € {w: R(w) € Uy}...”7
folgt: R(a) € Us.

. Aus 5“R(a) € Uy "

folgt via 344-3: a € dom R.

: Aus 5“R(a) e Uy”

folgt via 240-3: 30 : R(a) = {Q2}.

: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, ¢, f...”

aus 6.1“a € dom R” und
aus Themad“...14+ o € domR”
folgt via 370-1(Def): R(1+ «) = ¢[R(a) x f[{1 + a}]].

: Aus 6.2

folgt: R(a) = {Q}.

: Aus VS gleich “... f... Funktion...”

folgt via 259-16: {1+ o} ={f(1+a)}.

: Aus VS gleich “...¢ Funktion...”

folgt via 259-16:
(2 f(1+a))}] ={o((Q f(1 +a)))}

: R(1+a) = g[R(a >><f[{1+a}n="’ OL{} x f[{1+ a}

]
=0} x {1+ )] 57 g, f(1 + )}
)

22 1o((, F1+ )}

Via 240-3 gilt: {o((Q f(1+a)))} € Us.
Aus 9“R(1+a) =...={o((Q f(1 4+ a)))}”

aus 10

folgt: R(1+a) € U;.

Aus 11“R(1+a) ey’
folgt via 372-7: l+ae{w: Rw) €U }.
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Beweis 372-8 a) VS gleich (R ist ana3 von ¢, f, ¢) A (f, ¢ Funktion)
A(n € dom R)

Ergo Thema4:

Al] “Va: ((a € {w: Rw) eUs}) N (1 4+ a € dom R))
= (l+aec{w: Rw)el})”

5: Aus 1.3“domR € {N}UN",
aus 3“0 € {w: R(w) €Uy }” und
aus Al gleich “Va: (@ € {w: R(w) € Us}) A (1 + « € dom R))
= (14+a€f{w: Rw) €Us})
folgt via IS{N} U N: domR C{w : R(w) € U;}.

6: Aus VS gleich “...n € domR” und
aus 5“dom R C {w: R(w) e Uy }”
folgt via folk: n € {w: R(w) € U}.

7: Aus 6“n € {w: R(w) € Uy }”

folgt: R(n) € Uy

8: Aus 7“R(n) e Uy”

folgt via 240-3: 30 : R(n) = {Q}
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Beweis 372-8 b) VS gleich (R ist ana3 von ¢, f, ¢) A (f, ¢ Funktion)

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

A(n,1+4+n € dom R).

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, f,¢...” und
aus VS gleich “...n,1+n € domR”
folgt via 370-1(Def): R(1+n) = ¢[R(n) x f[{1+n}].

Aus VS gleich “(R ist ana3 von ¢, f, ) A (f, ¢ Funktion)...” und
aus VS gleich “...n... €domR”

folgt via des bereits bewiesenen a): 30 : R(n) = {Q}.

Aus VS gleich “... f... Funktion...”

folgt via 259-16: {1+ n}]={f(1+n)}.

Aus VS gleich “...¢ Funktion...”

folgt via 259-16: L, FA+n)} = {o(( F(1+n))}.
: Aus 1.2

folgt: R(n) = {Q}.
: R(1+n) = ¢[R(n)x f[{1+n}] = o[{Q} x f{1+n}] = S[{Q} x {f(1+n)}]

)
LB G, £+ )} E B F(1+ )} = {201+ )}

: Aus 1.2 und

aus 3
folgt: 30 ¢ (R(n) = {Q}) A (R(L+n) = {Qo_f(1+n)}).

O
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372-9. Der Focus ist nun auf rf3q¢f, f, » Funktion, gerichtet.

372-9(Satz)
a) rf3qEx Menge.
b) 0 € dom (rf3¢Fx).
c) 0% dom (rf3qFx).

d) Aus “n,1+n € dom (rf3qEz)”
folgt “rf3qEx(1+n) = E[rf3qEx(n) x z[{1+n}]]”.

e) Aus “f, ¢ Funktion” folgt “dom (rf3q¢pf) = N”.

Beweis 372-9

RECH-Notation.

abc)

1: Via 370-9 gilt: rf3qFx ist ana3 von ¢, z, F.

2.a): Aus 1“rf3qFEz ist ana3 von ¢, z, "
folgt via 370-3: rf3qFx Menge.

2.b): Aus 1“rf3gFEz ist ana3 von ¢, z, £
folgt via 370-3: 0 € dom (rf3gFEx).

2.c): Aus 1“rf3gFEz ist ana3 von ¢, x, £
folgt via 370-3: 0 # dom (rf3¢qFEx).
d) VS gleich n,1+n € dom (rf3qFEx).
1: Via 370-9 gilt: rf3qFx ist ana3 von ¢, z, F.

2: Aus 1“rf3gFx ist ana3 von ¢, z, £” und
aus VS gleich “n,1+n € dom (rf3qFx)”
folgt via 370-1(Def): rf3¢Ex(1 +n) = E[rf3qEz(n) x z[{1 + n}]].
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Beweis 372-9 e) VS gleich

Analysis #372

f, ¢ Funktion.

1.1: Via 370-9 gilt: dom (rf3q¢f) € {N} UN.

1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

0 € dom (rf3qx¢).

5.2: Aus VS gleich “...¢ Funktion”

6: 0lrf3q0f(a) x FHY] E o[{Q} x fI{1 +a}]]
2 9[{Q) x {f(1+a)}] *E 0 gl{(0,
—{¢<<

8: Aus 6“¢[rf3gpf(a) x f[{1+a}]] =

aus 7

9: Aus 3.1“rf3q¢f ist ana3 von q, f,¢”,
aus 3.3“«a € dom (rf3g¢f)” und

aus 8“¢[rf3qof(a) x f[{1+ a}]] Menge”

a € NN € dom (rf3qof).
3.1: Via 370-9 gilt: rf3qof ist ana3 von q, f, ¢.
3.2: Aus VS gleich “ f... Funktion”

folgt via 259-16: {1+ a}] ={f1+a)}.
3.3: Aus Thema2“« € NNdom (rf3qof)”

folgt via folk: a € dom (rf3qof).

4: Aus 3.1“rf3q¢f ist ana3 von ¢, f,¢” ,

aus VS gleich “ f, ¢ Funktion” und

aus 3.3“«a € dom (rf2qof)”

folgt via 372-8: 30 rf3qof(a) = {Q}.
5.1: Aus 4

folgt: rf3qof(a) = {Q}.

folgt via 259-16: ¢[{(Q F(1+a)] = {o((Q F(1+a)}

f+
7: Via SingeltonAxiom gilt: {o((2, f(1+ «)))} Menge.

= {o((Q, f(1 + @)))}" und

folgt: olrt3qo(a) x f[{1 4+ a}]] Menge.

folgt via 370-10: 1+« € dom (rf3qof).

f(1+a))}]
f+a)))}.

Ergo Thema?2:

1| “Va: (@ € NNdom (rf3gof)) = (14 o € dom (rf3qof))”




Analysis #372 235

Beweis 372-9 e) VS gleich f, ¢ Funktion.

2: Aus 1.2“0 € dom (rf3q¢f)” und
aus A1 gleich “Va : (« € NNdom (rf3g¢f)) = (1 + o € dom (rf3qof))”
folgt via ISN: N C dom (rf3q¢f).

3: Aus 2“N C dom (rf3q¢f)” und
aus 1.1“dom (rf3q¢f) € {N} UN”
folgt via 308-6: dom (rf3q¢f) = N.
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372-10. Die rekursive Idee hinter ana3 von ¢, f, 0 wird nun sichtbar.

372-10(Satz) Es gelte:

=) g€ D.
—) f, 0 Funktion.
—) O Algebra auf D.
—) ne {N}UN.
—) n\ {0} C dom f.
=) fln\{0}] € D.
Dann folgt:
a) Va: (aen)= (IQ: (Q e D) A (rf3¢q0f(a) = {2})).

b) Va: (a,1+aen)= (3IQ: (2 e D)A (rf3¢0f(a) = {Q})
Arf3¢Of(1+ o) ={QO_f(1+ a)})).

ALG.RECH-Notation.

Beweis 372-10

18.6(z,y) = {w: z(w) € y}

a)
1

1.

.1: Via 370-9 gilt: rf3q0f(0) = {q}.

2: Aus —) “...0 Funktion” und
aus —) “0O Algebra auf D”

folgt via 370-12: (D x D CdomO)A (O[D x D] C D).
2: Aus ) “qe D”

folgt via 27-3: {¢} € Dsngitn-
3: Aus 1.1 und

aus 2

folgt: rf3¢0f(0) € Dgpgltn-

4: AUS 3“ rfquf(O) € Dsngltn 7

folgt via 372-7: 0 € {w:rf3¢0f(w) € Dsngltn }-
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Beweis 372-10 a) ...

(B € {w: r£3¢0f(w) € Dgygitn}) A (1 + B € n).

6.1: Aus Thema5“f € {w: rf3¢0f(w) € Dsngitn} - - -~

fOlgt: rfgqu(ﬁ) S Dsngltn-
6.2: Aus Thema5“...1+4+ 3 €n” und

aus =) “n € {N}JUN?

folgt via 337-9: 1+p8eN.
6.3: Aus =) “ f, 0 Funktion”

folgt via 372-9: dom (r£3¢0Of) = N.
6.4: Aus —) “ f... Funktion”

folgt via 259-16: L+ 8} ={f(1+B)}.
7.1: Aus 6.14rf3¢0f(5) € Dsngitn”

folgt via 344-3: f € dom (rf3qOf).
7.2: Aus 6.14rf3¢0f(5) € Dsngitn”

folgt via 27-3: IQ:(Qe D) A(rf3qOf(8) = {Q}).
7.3: Aus 6.2 und

aus 6.3

folgt: 1+ € dom (rf3¢Of).

237
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Beweis 372-10 a) ...

Analysis #372

(B € {w : rf3¢0f(w) € Dgygitn}) A (1 + 8 € n).
8.1: Aus7.1“f € dom (rf3¢0Of)” und

8.2:

8.3:

8.4:

9.1:

9.2:

10:

11:

12:

aus 7.3“1 + g € dom (r£3¢0f)”
folgt via 372-9:

ri3¢0f(1+ 5) = Brf3q0f(8) x f{1 + S]]

Aus 7.2

folgt: rf3q0f(8) = {Q}.

Aus —) “...0 Funktion”
folgt via 259-16:

O, F(L+6)H = {D((, f(1+ 5)))}-

Aus 7.1 und
aus 6.3

folgt: g eN.

r£3¢0f(1+ 8) & O[r£3¢0f(8) x fI{1+ B}]]
200} x f{1+ 8} E O[{Q} x {f(1+ B)}]

3078 i, £(1 4+ 8)M) E {00, F(1+ B))).

Aus 8.4“5 € N”

folgt via 307-2: 0#1+ 0.

Aus Thema5“...1+ 3 €n” und
aus 9.2“0 #1437

folgt via folk: 14+ 8 en)\{0}.

Aus =) “ f... Funktion”,
aus 10“1 4+ g e€n\{0}” und
aus =) “n '\ {0} C dom f”

folgt via 18-27: f(1+8) € fin\ {0}].

Aus 11¢ f(1 4 B) € f[n\ {0}]” und
aus =) “ fln\ {0}] € D”
folgt via folk: f(1+p8) e D.
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Beweis 372-10 a) ...

14:

15:

16:

17:

18:

(ﬁe {W:rf?)quf(w) eDsngltn})/\(l‘i‘ﬁen).
13: Aus7.2%...Qe€ D...” und

aus 12“ f(1+ p) € D”
folgt via folk: (2, f(1+p)) e D xD.

Aus —) “...0 Funktion” ,

aus 13“(Q, f(1+ 8)) € D x D” und

aus 1.2“D x D CdomO...”

folgt via 18-27: O, f(1+5))) € O[D x DJ.

Aus 14“0((Q2, f(1+ B))) € O[D x D]” und
aus 1.2“...0[D x D] C D”

folgt via folk: O((2, f(1 4 B))) € D.
Aus 15¢0((Q2, f(1+8))) € D”

folgt via 27-3: {O((Q, f(1+ 8)))} € Dngitn-
Aus 9.1%rf3¢0f(1+5) = ... = {0, f(1+5)))}” und
aus 16

folgt: rf3¢q0f(1+ ) € Dangltn-

Aus 174r£3¢0f (14 ) € Dangitn”
folgt via 372-7: 1+ €{w:rf3¢0f(w) € Dygitn}-

Ergo Themab:

239

ALl “VB: (B € {w : t£3¢0f(w) € Dagitn}) A (1 + 3 € n))

= (146 € {w:rf3¢0f(w) € Dspgitn})”
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Beweis 372-10 a) ...

6: Aus =) “ne {N}UN”|
aus 4“0 € {w : rf3¢0f(w) € Dgpgitn}” und
aus A1 gleich “Vf : (8 € {w: rf3¢0f(w) € Dsngitn}) A (L + 8 € n))
= (14 8 € {w: rf3qfphi(B) € Dsngitn})”

folgt via IS{N} U N: n C {w : rf3¢0f(w) € Dsngltn }-
o €n.

8: Aus Thema7“a € n” und
aus 6“n C {w : rf3¢0f(w) € Dspgitn }”

folgt via folk: a € {w: rf3¢q0f(w) € Dgngitn }-
9: Aus 8
folgt: rf3¢0f(a) € Dsngitn-
10: Aus 9“rf3¢0f () € Dgngitn”
folgt via 27-3: 30 : (e D) A (rf3¢0f (o) = {Q}).

Ergo Thema7: Va:(aen)= (3Q: (2 e D)A (rf3¢q0f(a) = {Q2})).
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Beweis 372-10 b)

a,l+aen.

1.1: Aus ) “qe D7,
aus —) “ f, 0 Funktion” ,
aus —) “0O Algebra auf D",
aus =) “n € {N}UN” |
aus =) “n \ {0} Cdom f7,
aus =) “ f[n\ {0}] € D” und
aus ThemaO“«a... €n”

folgt via des bereits bewiesenen a):
IQ: (2 e D) A (rf3q0f(a) = {Q}).

1.2: Aus ThemaO“«a,1+a €n” und
aus =) “n € {N} UN”

folgt via 337-9: a,l14+aelN.
1.3: Aus —) “ f,0 Funktion”

folgt via 372-9: dom (rf3¢0Of) = N.
1.4: Aus —) “ f... Funktion”

folgt via 259-16: fH1+a}={f(1+a)}.
1.5: Aus —) “...0 Funktion”

folgt via 259-16:
DR f(1+ o))} ={B((Q2 f(1 +a)))}-

2.1: Aus 1.1

folgt: rf3¢0f(a) = {Q}.
2.2: Aus 1.2 und

aus 1.3

folgt: a,1+ «a € dom (rf3¢0Of).

3: Aus 2.2, 1+ a € dom (rf3¢0f)”
folgt via 372-9:
rf3¢0f(1 + «) = O[rf3¢Of(a) x f[{1 + a}]].
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Beweis 372-10 b) ...

Analysis #372

4: rf3q0f(1+ ) 2 Ofr£3¢0f(a) x f{1 + a}]]

";71 O[{Q} x f[{1+a}]]
2O} x {f(1+a)}] *E° O[{(Q, F(1+a))]
Z{0(@ (1 +0)}) = {2.0.£(1+ o)}

5: Aus 1.1“3Q: (2 € D) A (rf3¢0f(a) = {2})...” und
aus 4

folgt: A0 : (2 € D) A (rf3¢0f ()

1

{©2})
Arf3¢0f(1+a)={Q0_f(l1+«

)})-

+

a,l1+aen.

Ergo ThemaO:

Va: (o, 1+a€en)= (3Q: (2 € D)A (rf3¢q0f(a) = {2})
Arf3¢0f(1 + o) = {Q0O_

f(1+a)}))-
O
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372-11. Die “n = N-Version” von 372-10 wird nachgereicht.

372-11(Satz) Es gelte:

—) q€D.

—) f, 0 Funktion.
—) O Algebra auf D.
—) N\ {0} C dom f.
=) fINA{O} € D.
—) a € N.

Dann folgt: “3Q : (2 € D) A (r£3¢q0f(a) = {Q})
Arf3¢0f(1+a) ={Q0_f(14+a)})”.

RECH-Notation.

Beweis 372-11

1.1: Aus 159-9“N Menge”
folgt via folk: Ne {N}uUN.

1.2: Aus =) “a e N”
folgt via folk: 1+aeN.

2: Aus - “qe D",
aus —) “ f, 0 Funktion” ,
aus —) “0 Algebra auf D” |
aus 1.1“N e {N} UN” |
aus —) “N\ {0} Cdom f”,
aus —) “ f[N\ {0} € D",
aus —) “a € N7 und
aus 1.2“1+a € N7
folgt via 372-10:
AQ: (€ D)A(rf3¢0Of(a) = {Q}) A (rf3¢Of(14+a) ={Q.0O_f(1+4a)}).

]
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Mengenlehre: bigcup. bigcap.

Ersterstellung: 14/01/16 Letzte Anderung: 15/01/16

373-1. Es wird mit den erwarteten Definitionen begonnen.

373-1(Definition)

1) bigcu
s =373.00) ={(\,UN) : e U}

={w: (30 :w=(Q,U)}

2) bigca
s =373.1() ={(A, NN : A elU}

={w:(32:w=(QN0)}
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373-2. Das Element-Sein in bigcup, bigcap nimmt viel vorweg nehmende Form
an.

373-2(Satz)

a)
b)
c)
d)
e)

)

g)

Aus “w € bigcup” folgt “3Q : (Q Menge) A (w = (2,JQ))”.
Aus “w € bigcap” folgt “3Q: (0 # Q Menge) A (w = (2,(2))”.
Aus “(p,q) € bigcup” folgt “p Menge” und “q=Jp”.

Aus “(p,q) € bigcap” folgt “0 # p Menge” und “q=\p”.

Aus “x Menge” folgt “(x,|Jz) € bigcup”.

Aus “0 # x Menge” folgt “(x,(x) € bigcap”.

Aus “p Menge” folgt “({p},p) € bigcup”und “({p},p) € bigcap”.

Beweis 373-2 a) VS gleich w € bigcup.

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “w € bigcup”
folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus VS gleich “w € bigcup”
folgt p.def.: I w=(QURQ).

: Aus 1.1 und

aus 1.2 ..w=(Q,UQ)”
folgt: (©Q,UQ) Menge.

o Aus 24 (02, Q) Menge”

folgt via folk: 2 Menge.

: Aus 1.2 und

aus 3

folgt: 3Q : (Q Menge) A (w = (2,JQ)).
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Beweis 373-2 b) VS gleich

1.1:

Aus VS gleich “w € bigcap”
folgt via Element Axiom:

: Aus VS gleich “w € bigcap”

folgt p.def.:

: Aus 1.1 und

aus 1.2 ..w=(Q,NNQ)”
folgt:

: Aus 24(Q,N2) Menge”

folgt via folk:

: Aus 3“...[2 Menge”

folgt via folk:

: Aus 1.2,

aus 3“€)... Menge” und
aus 4
folgt:

c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(p, q) € bigcup”

1.2:

1.3:

folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “(p, q) € bigcup”

folgt via folk:

Aus VS gleich “(p, q) € bigcup”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus 1.3 .. (p,q) = (2,UQ)” und

aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP:

: Aus 2

folgt:

Mengenlehre #373

w € bigcap.

w Menge.

A w=(Q,NN).

(©2,MN ) Menge.

Q, N2 Menge.

0#Q.

30 : (0 # Q Menge) A (w = (2, Q).

(p, q) € bigcup.

(p, q) Menge.

p Menge

3+ (Q Menge) A ((p, g) = (2,U ).

P=YA(@=UQ).

q=Up
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Beweis 373-2 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € bigcap”

247

(p,q) € bigcap.

folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.
1.2: Aus VS gleich “(p, q) € bigcap”
folgt via des bereits bewiesenen b):
3 2 (0 # Q Menge) A ((p, q) = (2,1 Q)).
2: Aus 1.3“...(p,q) = (2,(2)” und
aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP: =D AN(qg=NNQ).
3.1: Aus2“p=0Q...” und
aus 1.2%...0 # Q Menge...”
folgt. 0 # p Menge
3.2: Aus 2
folgt: q=p
e) VS gleich x Menge.
1.1: Aus VS gleich “x Menge”
folgt: 30 x=Q.
1.2: Aus VS gleich “x Menge”
folgt via [ JAxiom: Jx Menge.
2.1: Aus 1.1“...2 =Q"
folgt: YUz =N

2.2: Aus VS gleich “z Menge” und
aus 1.2z Menge”
folgt via PaarAxiom I:

3: Aus1.1“...2=Q" und
aus 2.1¢(Jz =JQ7

(xz,Jz) Menge.

folgt via PaarAxiom I: (z,UJx) = (2,UQ).

4: Aus 1.14dQ...”7 und
aus 3

folgt: Q0 (x,Jz) = (2,U Q).
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Beweis 373-2 e) VS gleich

5: Aus 4“3Q: (z,Jx) = (2,J2)” und

aus 2.2“(z,|Jx) Menge”
folgt p.def.:

f) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “x Menge”
folgt:

Aus VS gleich “0# x...”
folgt via folk:

Aus1.1“...20=Q7
folgt:

Aus VS gleich “...z Menge” und

aus 1.2z Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus1.1“...2=Q" und

aus 2.1“Nz=NNQ"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.1499Q...7 und

aus 3
folgt:

: Aus 4430 : (z,Nx) = (2,N Q)7 und

aus 2.2“(z,()x) Menge”
folgt p.def.:

Mengenlehre #373

r Menge.

(z,Jz) € bigcup.

0 # x Menge.

32z = Q.

() Menge.

Nz =

(z,x) Menge.

(z,z) = (2,NQ).

30 (z,Na) = (LN Q).

(z,(x) € bigcap.
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Beweis 373-2 g) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via folk:

1.2: Via SingeltonAxiom gilt:

1.3: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 1-14:

1.4: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 1-14:

2.1: Aus 1.2“{p} Menge”

folgt via des bereits bewiesenen e):

2.2: Aus 1.140# {p}” und
aus 1.2“{p} Menge”

folgt via des bereits bewiesenen f):

2.3: Aus 1.3“J{p} =p”
folgt via PaarAxiom I:

2.4: Aus 1.4“\{p} =p”
folgt via PaarAxiom I:

3.1: Aus 2.1 und
aus 2.3

folgt:
3.2: Aus 2.2 und
aus 2.4

folgt:
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p Menge.

0 # {p}.
{p} Menge.

U{r} =p

{r} =p

({p}, U{p}) € bigcup.

({p},MN{p}) € bigcap.

({r},Utp}) = (i} p).

({r},N{r}) = {p}p).

({p},p) € bigcup

({p},p) € bigcap
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373-3. Dass es sich bei U\ {0} um eine Unmenge handelt beruht auf allgemeineren

Prinzipien.

373-3(Satz)

a) “x\ {p} Menge” genau dann, wenn “x Menge” .

4

c) U\ {p} Unmenge.

b) “a\{p} Unmenge” genau dann, wenn “x Unmenge” .

Beweis 373-3 a) VS gleich

1: Via SingeltonAxiom gilt:

2: Aus VS gleich “z \ {p} Menge” und
aus 1“{p} Menge”
folgt via 213-10:

a) VS gleich

Aus VS gleich “x Menge”
folgt via 94-6:

x \ {p} Menge.

{p} Menge.

r Menge.

x Menge.

x \ {p} Menge.

b)
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (z \ {p} Menge) < (z Menge).
2: Aus 1
folgt: (=(z\ {p} Menge)) < (—(z Menge)).
3: Aus 2
folgt: (z \ {p} Unmenge) < (z Unmenge).
c)

Aus OU Axiom “U Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen b):

U\ {p} Unmenge.
0
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373-4. bigcup, bigcap sind Funktionen mit erwarteten Eigenschaften. Einzig die
Gleichung bigcap(x) = () z fir alle Mengen x ist ein wenig unerwartet.

373-4(Satz)
a) bigcup Relation.
b) bigcap Relation.
c) dom (bigcup) = U.
d) dom (bigcap) = U \ {0}.
e) bigcup Unmenge.
f) bigcap Unmenge.
g) ran (bigcup) = U.
h) ran (bigcap) = U.
i) bigcup Funktion.
j) bigcap Funktion.
k) “bigcup(z) = Jz” genau dann, wenn “(z Menge) vV (Jx =U)".

1) “bigcap(xz) =) x” genau dann, wenn “x Menge”.
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Beweis 373-4 a)

Mengenlehre #373

1:

)

Aus ThemaO“« € bigcup’
folgt via 373-2:

: Aus 143Q2...7

folgt:

: Aus 2¢... 0 =JQ7

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3 und

aus 1“...a=(Q,UJQ)”7
folgt:

: Aus 14dQ .7,

aus 2“4®...”7 und
aus 4
folgt:

a € bigcup.

30 a=(Q,UQ).

30 :d =JQ.
(Q,0) = (Q,UQ).
a=(Q,9).

30, ®:a = (Q,P).

Ergo ThemaO:

Konsequenz via folk:

Va: (a € bigeup) = (3Q, P : a = (2, P)).

bigcup Relation.
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Beweis 373-4 b)

253

| Themao]

1:

Y

Aus ThemaO“« € bigcap’
folgt via 373-2:

: Aus 143Q2...7

folgt:

: Aus 2¢... 0 =Q7

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3 und

aus 1“...a=(Q,NNQ)”7
folgt:

: Aus 14dQ .7,

aus 2“4®...”7 und
aus 4
folgt:

a € bigcap.

30 a=(Q,NQ).

36 : =N

(Q,®) = (2, Q).

a=(Q,9).

30, ®:a = (Q,P).

Ergo ThemaO:

Konsequenz via folk:

Va: (a € bigcap) = (IQ, @ : a = (Q, D)).

bigcap Relation.

c)
| Thema0 a€el.
1: Aus ThemaO“a e U”
folgt via Element Axiom: a Menge.

: Aus 1“a Menge”

folgt via 373-2:

: Aus 2“(a, |J ) € bigeup”

folgt via folk:

(e, |J @) € bigcup.

a € dom (bigcup).

Ergo ThemaO:

Konsequenz via folk:

Va: (o € U) = (a € dom (bigcup)).
dom (bigcup) = U.
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Beweis 373-4 d4)

a U\ {0}.
1: Aus ThemaO“a € U \ {0}”
folgt via 332-1: 0 # a Menge.
2: Aus 1“0 # a Menge”
folgt via 373-2: (o, @) € bigcap.
3: Aus 2“(a, ) «) € bigcap”
folgt via folk: a € dom (bigcap).
Ergo Thema0. 1: Va: (e €U\ {0}) = (a € dom (bigcap)).
Konsequenz via 0-2(Def): A1] “U\ {0} C dom (bigcap)”
o € dom (bigcap).
1: Aus Thema0.2“« € dom (bigcap)”
folgt via folk: 3Q : («a, §2) € bigcap.
2: Aus 1“...(«, ) € bigcap”
folgt via 373-2: 0 # a Menge.
3: Aus 2“0 # a Menge”
folgt via 332-1: aeclU\{0}.
Ergo Thema0. 2: Vo : (a € dom (bigecap)) = (a € U \ {0}).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “dom (bigcap) C U \ {0}”

1: Aus A2 gleich “dom (bigcap) C U \ {0}” und
aus Al gleich “U \ {0} C dom (bigcap)”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (bigcap) = U \ {0}.
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Beweis 373-4 e)

1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

2: Aus 1“dom (bigcup) =U"
folgt via 7-9:

f)

1: Via 373-3 gilt:

2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

3: Aus 2 und
aus 1
folgt:

4: Aus 3“dom (bigcap) Unmenge”
folgt via 7-9:

g)
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dom (bigcup) = U.

bigcup Unmenge.

U\ {0} Unmenge.
dom (bigcap) = U \ {0}.

dom (bigcap) Unmenge.

bigcap Unmenge.

1:

Aus ThemaO“a e U”
folgt via Element Axiom:

: Aus 1“a Menge”

folgt via 373-2:

: Aus 2 ({a}, «) € bigcup”

folgt via folk:

aeU.

a Menge.

({a}, a) € bigcup.

« € ran (bigcup).

Ergo ThemaO:

Konsequenz via folk:

Va : (o € U) = (a € ran (bigcup)).

ran (bigcup) = U.
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Beweis 373-4 h)
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1: Aus ThemaO“a €U’

2: Aus 1“a Menge”
folgt via 373-2:

3: Aus 2“({a}, «) € bigcap”
folgt via folk:

folgt via Element Axiom:

acelU.

a Menge.

({a}, @) € bigcap.

a € ran (bigcap).

Ergo ThemaO:

Konsequenz via folk:

i)

1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Va: (a € U) = (a € ran (bigcap)).

ran (bigcap) = U.

bigcup Relation.

(@, 8), (@,7) € bigcup.

2.1: Aus Themal.2“(«, ) ... € bigcup”
folgt via 373-2: g = a.

2.2: Aus Themal.2“...(a,7)... € bigcup”
folgt via 373-2: v=Uea.

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: 8 =n.
Ergo Themal.?2: A1l “Va, 8,7 : (o, B), (v, y) € bigeup) = (B=7)"

2: Aus 1.1“bigcup Relation” und

aus Al gleich “Vo, 8,7 : ((o, 8), (a0, y) € bigcup) = (8 =7)”

folgt via 18-18(Def):

bigcup Funktion.
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Beweis 373-4 j)

1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: bigcap Relation.

(a,5) (e ) € bigesp.

2.1: Aus Themal.2“(«,3)... € bigcap”
folgt via 373-2: g = e

2.2: Aus Themal.2“...(a,7)... € bigcap”
folgt via 373-2: v=a.

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: B =n7.
Ergo Themal.2: Al “Va,B,7: (o, B), (v, y) € bigcap) = (f=7)"

2: Aus 1.1“bigcap Relation” und
aus Al gleich “Va, 8,7 : ((a, 8), (a, ) € bigcap) = (8 ="7)”

folgt via 18-18(Def): bigcap Funktion.
k) VS gleich bigcup(z) = J z.
1: Es gilt: (xelU)V(x¢U).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall zeU.
Aus 1.1.Fall“xz el”
folgt via Element Axiom: z Menge.
1.2.Fall z ¢ U.
2: Via des bereits bewiesenen c) gilt: dom (bigcup) = U.
3: Aus 2 und
aus 1.2.Fall
folgt: 2 ¢ dom (bigcup).
4: Aus 3“z ¢ dom (bigcup)”
folgt via folk: bigcup(z) = U.
5: Aus 4 und
aus VS
folgt: Uz =U.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: (z Menge) V (Jx =U).
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Beweis 373-4 k) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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(x Menge) V (Uz =U).

1:

Aus 0.1.Fall“xz Menge”
folgt via 373-2:

: Via des bereits bewiesenen i) gilt:

: Aus 1“(z,Jz) € bigcup” und

aus 2“bigcup Funktion”
folgt via folk:

x Menge.

(x,Jz) € bigcup.
bigcup Funktion.

bigcup(z) = J .

1:

Aus 0.2.Fall“|Jz =U” und
aus O/ Axiom“U Unmenge”
folgt:

¢ Aus 1“(Jz Unmenge”

folgt via 331-4:

: Aus 2“2 Unmenge”

folgt via 17-3:

: Aus 3 und

aus 0.2.Fall
folgt:

Uz =U.

(Jz Unmenge.
x Unmenge.

bigcup(z) = U.

bigcup(z) = J .

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

bigcup(z) = J x.
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Beweis 373-4 1) VS gleich bigcap(z) =) x.
1: Es gilt: (x Menge) V (z Unmenge).
’ wifFallunterscheidung ‘
1.1.Fall x Unmenge.
2.1: Aus 1.1.Fall“z Unmenge”
folgt via 17-3: bigcap(z) = U.
2.2: Aus 1.1.Fall“z Unmenge”
folgt via 0-17: 0 # .
3: Aus 2.2“0#2z”
folgt via folk: ()« Menge.
4: Aus 3“(z Menge”
folgt via 0-17: Nz #U.
5: Aus 4 und
aus 2.1
folgt: bigcap(z) # () «.
6: Nach VS gilt: bigcap(z) = .

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: x Menge.
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Beweis 373-4 1) VS gleich
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r Menge.

1: Es gilt: (x=0)V(0+#x).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z=0.
1.1: Via 5-14 gilt: 0¢U\{0}.
1.2: Aus 1-14“(0=U" und
aus 1.1.Fall
folgt: Nz=U.
1.3: Via des bereits bewiesenen d) gilt: dom (bigcap) = U \ {0}.
2: Aus 1.1 und
aus 1.3
folgt: 0 ¢ dom (bigcap).
3: Aus 2“0 ¢ dom (bigcap)”
folgt via folk: bigcap(0) = U.
4: Aus 3 und
aus 1.1.Fall
folgt: bigcap(z) = U.
5: Aus 4 und
aus 1.2
folgt: bigcap(z) = .
1.2.Fall 0+ 2.
2.1: Aus 1.2.Fall“0 # z” und
aus VS gleich “x Menge”
folgt via 373-2: (z,Nx) € bigcap.
2.2: Via des bereits bewiesenen j) gilt: bigcap Funktion.
3: Aus 2.2“bigcap Funktion” und
aus 2.1“(z,( ) € bigcap”
folgt via folk: bigcap(z) = .

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

bigcap(z) =) x.
[
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373-5. Zu Beginn des LWs war ich von den Operationen der Klassen-Algebra
iiberzeugt. Jetzt bin ich weniger davon eingenommen. Siehe 373-5 b).

373-5(Satz)
a) Aus “domz =U"und “domy = D7 folgt “dom (xoy)=D".
b) Aus “f Funktion”und “p € E,dom f” folgt “f(p) € f[E]”.
c) Aus “f Funktion”und “(p,q) € f”und “q # x” folgt “(p,z) & f”.

d) Aus “f Funktion” und “f(p) = q Menge” folgt “(p, f(p)), (p,q) € [

Beweis 373-5 a) VS gleich (domz =U) A (domy = D).
1: Aus VS gleich “domx =U...”
folgt via 311-10: dom (z o y) = domy.
2: Aus 1 und
aus VS gleich “...domy = D"
folgt: dom (zoy) = D.
b) VS gleich (f Funktion) A (p € E,dom f).

1: Aus VS gleich “...p € E,dom f”
folgt via folk: p € ENndom f.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“p € ENdom f”

folgt via folk: f(p) € flE].
c) VS gleich (f Funktion) A ((p,q) € f) A (¢ # x).
1: Es gilt: ((p,x) € NV ((p,x) & [)-
’ wiFallunterscheidung ‘
[1.1.Fall] (p, ) € f.

2: Aus VS gleich “(f Funktion) A ((p,q) € f)...” und
aus 1.1.Fall“(p,x) € f”
folgt via 18-18(Def): q=uz.

3: Nach VS gilt: q# .

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: (p,z) ¢ f.
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Beweis 373-5 d) VS gleich

1: Aus VS
folgt:

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“ f(p) Menge”

folgt via 188-2:

3: Aus VS gleich “... f(p)=¢q...”
folgt via PaarAxiom I:

4: Aus 3 und
aus 2

folgt:
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(f Funktion) A (f(p) = ¢ Menge).

f(p) Menge.

(p, f(p) € f

(p, f(p)) = (p,q)

(p,q) € f
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373-6. Wenn ich dies frither geahnt hétte, dann wéren einige Klassen-Terme nicht
so prominent geworden. So geht es im LW voran.

373-6(Satz)
a) bigcup[E] ={JN: X € E}.
b) bigcap[E] = {(A: X € E}.

331.0(F) ={UA: A€ E}
331.1(FE) ={A: A€ E}
Beweis 373-6 a)
« € bigeup|E].
1: Aus 373-4bigcup” Funktion” und
aus Thema0.1“« € bigcup[E]”
folgt via folk: 3Q: (Q e E) A (o = bigeup(£2)).
2: Aus 1“..Qe FE...”
folgt via Element Axiom: ) Menge.
3: Aus 2“0 Menge”
folgt via 373-4: bigcup(2) = |J Q.
4: Aus1“...Qe FE...7
folgt via 331-2: ULe{Ur:Xe E}.
5: Aus 4 und
aus 3
folgt: bigcup(2) € {UX: A € E}.
6: Aus 1“...a = bigcup(£2)” und
aus 5
folgt: ac{UJA: A€ E}.
Ergo Thema0. 1: Va: (a € bigeuplE]) = (ae {UA: X € E}).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “bigcup[E] C{UN: A€ E}”
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Beweis 373-6 a) ...
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| Thema0. 2]

1: Aus Thema0.2“a € {(JA: A€ E}”

folgt via 331-2:

2: Aus 1“...Qe E...”

folgt via Element Axiom:

.1: Aus 2“0 Menge”

folgt via 373-4:

.2: Aus 2“0 Menge”

folgt via folk:

.1: Aus 3.1 und

aus 1“...a=JQ"
folgt:

.2: Aus 3.2 und
aus 373-4“dom (bigcup) = U"

folgt:

aus 1“... Qe E...” und
aus 4.2“Q € dom (bigcup)”
folgt via 373-5:

6: Aus 4.1 und

aus b
folgt:

: Aus 373-4“bigcup Funktion” |

ae{JA: e E}.

30 (QeEE)A(a=Q).

2 Menge.

bigcup(£2) = |J Q2.

Qel.

a = bigcup(92).

2 € dom (bigcup).

bigcup(€2) € bigcup[E].

a € bigcup[E].:

Ergo ThemaO.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (e e {UN: X € E}) = («a € bigcup[F].

A2| “{UA: X e E} C bigcup|E])”

1: Aus A1 gleich “bigcup[E] C {{JA: A € E}” und
aus A2 gleich “{{JX: XA € E} C bigcup|E]”

folgt via GleichheitsAxiom:

bigcup[E] = {UX: X € E}.
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Beweis 373-6 b)

Thema0. 1 « € bigcap[E].
1.1: Aus Thema0.1“« € bigcap[E]”
folgt via Element Axiom: a Menge.

1.2: Aus 373-4“bigcap” Funktion” und
aus Thema0.1“« € bigcap[E]”
folgt via folk: 30 : (2 € E) A (o = bigcap(Q?)).

2.1: Aus1.2“...Qe FE...7
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

2.2: Aus 1.1 und
aus 1.2“...a = bigcap(Q2)”
folgt: bigcap(£2) Menge.

3.1: Aus 2.1“C) Menge”
folgt via 373-4: bigcap(£2) = (2.

3.2: Aus 2.2“bigcap(Q2) Menge”
folgt via folk: Q) € dom (bigcap).

4.1: Aus 3.1 und
aus 1.2“...a = bigcap(Q2)”
folgt: a =[5

4.2: Aus 3.2 und
aus 373-4“dom (bigcap) = U \ {0}”
folgt: Qeu\{0}.

5: Aus4.2“Q el \ {0}”
folgt via folk: Q#£0.

6: Aus 5“Q2# 0" und
aus 1.2.. Qe E...”7
folgt via 331-2: NQe{NA:Xe E}

7: Aus 4.1 und
aus 6
folgt: ae{NA: e E}.
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Beweis 373-6 b) ...

Ergo Thema0. 1: Va : (a € bigcap[E]) = (a € {A: A€ E}).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “bigcap[E] C{A: A€ E}”
ae{NA: A€ E}
1: Aus Thema0.2“a € {(JA: A€ E}”
folgt via 331-2: A (0£Q e E)A (a=Q).

2.1: Aus1“...Qe E...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

2.2: Aus 1“...Qe E...”7
folgt via 332-1: Qel.

3.1: Aus 2.1“C) Menge”
folgt via 373-4: bigcap(£2) = (2.

3.2: Aus1“...0#Q...” und
aus 2.2“Q eU”
folgt via folk: Qeu\ {0}

4.1: Aus 3.1 und
aus 1“...a=Q"
folgt: a = bigcap(9Q2).

4.2: Aus3.2“Q e U\ {0}” und
aus 373-4“dom (bigcap) = U \ {0}”
folgt: 2 € dom (bigcap).

5: Aus 373-4"bigcap Funktion” ,
aus 1“... Qe E...” und
aus 4.2 € dom (bigcap)”
folgt via 373-5: bigcap(Q2) € bigcap|[E].

6: Aus 4.1 und
aus b5
folgt: « € bigcap[F].:
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Beweis 373-6 b) ...
Ergo Thema0. 2: Va: (o€ {NA: A€ E}) = (« € bigcap[E]).

Konsequenz via 0-2(Def): A2 “{A: X € E} C bigcap[E]”

1: Aus A1 gleich “bigcap[E] C{A: A€ E}” und
aus A2 gleich “{(\\: X € E'} C bigcap|E]”
folgt via GleichheitsAxiom: bigcap[E] = {(A: A € E}.

]
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373-7. Das SingeltonAxiom fiihrt zu Folgerungen aus 373-4, die noch eine
offene Frage aus #1 beantworten.

373-7(Satz)

a) bigcup({p}) = U{r}
b) bigcap({p}) = N{r}
&) “bigeup({p}) = p” genau dann, wenn “U{p} = p”

genau dann, wenn “p Menge” .

d) “bigcap({p}) = p” genau dann, wenn “({p} =p”
genau dann, wenn “(p Menge)V (p=U)".

e) “bigcup({p}) # p” genau dann, wenn “U{p} # p”
genau dann, wenn “p Unmenge”.
£ “bigeap({p}) # p” gena dann, wenn “(\{p} # p"

genau dann, wenn “(p Unmenge) A (p #U)”.

Beweis 373-7 ab)

1: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.
2.a): Aus 1“{p} Menge”
folgt via 373-4: bigcup({p}) = U{p}-
2.b): Aus 1“{p} Menge”
folgt via 373-4: bigcap({p}) = N{p}-
c) VS gleich bigcup({p}) = p.
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: bigcup({p}) = U{p}-
2: Aus 1 und
aus VS

folgt: U{r} =»p.
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Beweis 373-7 c) VS gleich U{r} =».
1: Es gilt: (p Menge) V (p Unmenge).
’ wiFallunterscheidung ‘
1.1.Fall p Unmenge.
2: Aus 1.1.Fall“p Unmenge”
folgt via folk: {p} =0.
3: Ulp} 2U0 " =%0.
4: Aus 3 und
aus VS
folgt: p=0,
5: Aus 1.1.Fall“p Unmenge”
folgt via 0-17: 0 # p.
’Ende wifFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: p Menge.

c) VS gleich p Menge.

1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: bigcup({p}) = U{p}-
1.2: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 1-14: U{p} =p.
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: bigcup({p}) = p.
d) VS gleich bigcap({p}) = p.
1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: bigcap({p}) = N{p}-
2: Aus 1 und
aus VS

folgt: M{r} =p.
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Beweis 373-7 d) VS gleich
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N{r} =p

1: Es gilt: (p Menge) V (p Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
p Menge.
p Unmenge.

2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via folk:

3: Aus 2 und
aus VS
folgt:

4: Aus 3 und
aus 1-14“N0=U"
folgt:

{p} =0.
N0=p
p=U.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
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Beweis 373-7 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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(p Menge) V (p =U).

1.2: Aus 0.1.Fall“p Menge”
folgt via 1-14:

2: Aus 1.1 und

1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

p Menge.
bigcap({p}) = N{p}-

M{p} =p.

1.2: Aus O/ Axiom*“U Unmenge”
folgt via 1-14:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

3: Aus 2 und
aus 0.2.Fall
folgt:

aus 1.2
folgt: bigcap({p}) = p.
bl

1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

bigcap({p}) = N{r}

Mp} =U.

bigcap({p}) =U.

bigcap({p}) = p.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

e)

1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:
(bigeup({p}) = p) & (U{p} = p) & (p Menge).

2: Aus'1

bigcap({p}) = p.

folgt: (~(bigeup({p}) = p)) = (=(Uip} = p)) < (=(p Menge)).

3: Aus 2

folgt: (bigeup({p}) # p) & (U{p} # p) < (p Unmenge).
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Beweis 373-7 £)

1: Via des bereits bewiesenen d) gilt:
(bigcap({p}) = p) <= (N{p} = p) < ((p Menge) V (p =U)).

2: Aus 1

folgt:
(=(bigcap({p}) = p)) & (=(N{p} = p)) & (=((p Menge) V (p = U))).

3: Aus 2
folgt: (bigcap({p}) # p) & (N{p} # p) & ((p Unmenge) A (p # U)).

]
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373-8. Es gilt f = idp genau dann, wenn f eine Funktion mit dom f = D ist,
fiir die f(p) = p fur alle p € D gilt.

373-8(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

ii) “f Funktion” und “dom f = D”und “Va: (o € D) = (f(a) =) ”.

Beweis 373-8 VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

2.3:

Via 20-11 gilt:

f=idp.

idp Funktion.

Via 20-11 gilt: dom (idp) = D.
a€D.
Aus Themal.3“a € D”
folgt via 20-11: idp(a) = a.

Ergo Themal.3:

Aus 1.1 und
aus VS

folgt:

Aus 1.2 und
aus VS

folgt:

Aus A1 und
aus VS

folgt:

Al] “Va: (a € D) = (idp(a) = «a)”

f Funktion

domf =D
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Beweis 373-8

VS gleich (f Funktion) A (dom f = D) A (Va: (e« € D) = (f(a) = ).
1.1: Via 20-11 gilt: idp Funktion.
1.2: Via 20-11 gilt: dom (idp) = D.
B € dom f.
2: Aus Themal.3“f € dom f” und
aus VS gleich “...domf=D...”
folgt: geD.
3: Aus2“peD”
folgt via 20-11: idp(8) = 6.
4: Aus VS gleich “...Va: (o€ D)= (f(a) =a)” und
aus 2“pg € D”
folgt: 7(8) = 8.
5: Aus 4 und
aus 3
folgt: f(B) =idp(B).
Ergo Themal.3: ALl “VB: (B edom f) = (f(B)=idp(B))”
2: Aus VS gleich “...domf=D...” und
aus 1.2
folgt: dom f = dom (idp).

3: Aus VS gleich “ f Funktion...”
aus Al gleich “Vf: (8 € dom f) = (f(B8) =idp(F))” und
aus 2“dom f = dom (idp)”
folgt via ISF": f=idp.
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373-9. Aus 373-8 folgt ohne allzu viel Weiteres ein Kriterium fiir f = id.

373-9(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) f=id.
ii) “f Funktion” und “dom f =U"und “Va: (a elU) = (f(a) =a)”.

Beweis 373-9 VS gleich f=id.

1: Aus VS gleich “f =id” und
aus 20-7(Def) “id = idy,”
folgt: f=idy.

2: Aus 1“f =idy”
folgt via 373-8:
(f Funktion) A (dom f =U) A (Vo : (a e U) = (f(a) = a)).

VS gleich (f Funktion) A (dom f =U) A (Va: (e eU) = (f(a) = ).

1: Aus VS gleich “(f Funktion)A(dom f = U)A(Va : (a eU) = (f(a) = a))”
folgt via 373-8: f=idy.

2: Aus 1“f =idy” und
aus 20-7(Def) “id = idy,”
folgt: f=id.
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373-10. Aus dom x # domy folgt natiirlich = # y.

373-10(Satz)

a) Aus “domx # domy” folgt “x #y”.

b) Aus “ranz # rany” folgt “x #y”.

c) “2eU”und “2€U\{0}"”.

d) 2 ¢ Usngltn-

e) “Usngitn # U\ {0} 7und “Uspgin CU\ {0} 7.
£) J{0,1} = 1.

g) N{0,1} = 0.

h) bigcup(2) = 1.

i) bigcap(2) = 0.

j) “(2,0) ¢ bigcup”und “(2,1) € bigcup”.
k) “(2,0) € bigcap”und “(2,1) ¢ bigcap”.

1) “ran{.} CU\ {0} und “dom (bigcapo {.})=U".

Beweis 373-10 a) VS gleich domz # domy.
1: Es gilt: (x=1y)V(x#y).
’ wfFallunterscheidung
r=y.
2: Aus1.1.Fall“z=y"
folgt: domz = domy.
3: Nach VS gilt: domx # domy.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: T #y.
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Beweis 373-10 b) VS gleich

c)

1.

1.

d)

1:

1:

2:

277

dom x # domy.

Es gilt: (x=y)V(x#vy).
’ wiFallunterscheidung
2: Aus1.1.Fall“z=y"
folgt: ranx = rany.
3: Nach Vs gilt: ranx # rany.

’Ende wifFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

Aus €schola“2 Menge”

folgt via folk:

Aus €schola“2 Menge” und
aus #schola“2 # (”

folgt via 332-1:

: Via 240-3 gilt:
: Aus 142 ¢ Uy

folgt via 5-4:

: Aus 2 und

aus 296-12“usng1m = Z/{l \Z/{o”
folgt:

2el

2 U\ {0}

2¢ U.

2 ¢ Uy \ Up.

2 ¢ Z/{sngltn-
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Beweis 373-10 e)

1.1: Via des bereits bewiesenen c) gilt: 2eU\{0}.
1.2: Via des bereits bewiesenen d) gilt: 2 & Usngiin-
o € Usngien-

2.1: Aus Themal.3"a € Usngitn ”
folgt via 332-1: aclU.
2.2: Aus Themal.3"a € Usngitn ”
folgt via 27-6: 30 : (2 Menge) A (o = {Q}).
3: Aus 2.2¢...Q Menge...”
folgt via folk: 0 # {Q}.
4: Aus 2.2“...a={Q}” und
aus 3“0 # {Q}”
folgt: 0 # a.
5: Aus 4 folgt: a # 0.
6: Aus2.1“a€U” und
aus 5“a # 07
folgt via folk: aeU\{0}.
Ergo Themal.3: Va @ (o € Uspngitn) = (a €U\ {0}).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “Uspgitn CUN\{0}”

2: Aus1.1“2e U\ {0}” und
aus 1.22 ¢ Usngitn
folgt via folk: U\ {0} # Usngitn-

3: Aus 2

folgt: Usngtn 7 U \ {0}
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Beweis 373-10 fg)

1.1: Aus eschola“0 Menge” und
aus €schola“1 Menge”
folgt via 4-16:

1.2: Aus eschola“0 Menge” und
aus €schola“1 Menge”
folgt via 4-17:

2.1: Via folk gilt:
2.2: Via folk gilt:

1.f): Aus 1.1 und
aus 2.1
folgt:

1.g): Aus 1.2 und
aus 2.2
folgt:

1: Aus €schola“2 Menge”
folgt via 373-4:

i)

1: Aus €schola“2 Menge”
folgt via 373-4:
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U{0,1} =0U 1.
N{0,1} =0U1.
oul=1.
0N1=0.
U{0,1} = 1.
N{0,1} = 0.

bigcup(2) = J2.

bigcup(2) = 2 P Ulo, 13 2 1.

bigcap(2) = () 2.

bigcap(2) = N2 **& 1 N{0,1} £ 0.
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Beweis 373-10 j)

k)

1: Via des bereits bewiesenen h) gilt:

2: Aus 373-4“bigcup Funktion” ,

aus 1“bigcup(2) =17 und
aus €schola“1 Menge”

folgt via 373-5:

: Aus 373-4“bigcup Funktion” |

aus 2°(2,1) € bigcup” und
aus #schola“( # 17

folgt via 373-5:

: Via des bereits bewiesenen i) gilt:

: Aus 373-4“bigcap Funktion” ,

aus 1“bigcap(2) = 0" und
aus €schola“0 Menge”

folgt via 373-5:

: Aus 373-4“bigcap Funktion” ,

aus 2“(2,0) € bigcap” und
aus #schola“1 # 07

folgt via 373-5:

Mengenlehre #373

bigcup(2) = 1.

(2,1) € bigcup

(2,0) ¢ bigcup

bigcap(2) = 0.

(2,0) € bigcap

(2,1) ¢ bigcap
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Beweis 373-10 1)

1:

2:

Via 27-14 gilt:

Aus 1 und
aus e) “usngltn cu \ {0}”

folgt:

: Aus 2 und

aus 373-4“dom (bigcap) = U \ {0}”
folgt:

: Aus 3“ran{.} C dom (bigcap)”

folgt via 14-6:

: Aus 4 und

aus 27-14“dom {.} = U”

folgt:
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ran {.} = Usngltn-

ran{.} CU \ {0}

ran {.} C dom (bigcap).

dom (bigcap o {.}) = dom {.}.

dom (bigcapo {.}) =U
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373-11. In Verbindung mit 27-14“{.} : U — Uspgitn” ergibt sich via 373-12 die
Erkenntnis, dass auch fiir f : &/ — B bijektiv und go f = f~' o f = id nicht
notwendiger Weise g = f~! folgt.

373-11.Bemerkung

Die Aussage
“((f : U — B bijektiv) A (go f =id) A (g Funktion)) = (g = f~1)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.




Mengenlehre #373 283

373-12. Sowohl {.} ! als auch bigcup und bigcap ergeben id, wenn sie von rechts
mit {.} verkniipft werden. Dennoch sind sie ungleich.

373-12(Satz)

a) {171 Usngin — U bijektiv.

b) {.}7: Usngitn = U.

c) {.}7! Funktion.

d) dom ({.}7) = Usngitn-

e) ran({.}7') =U.

£f) {}71o{}=id.

g) “L 3} '({p}) = p” genau dann, wenn “(p Menge) V (p=U)".
n) L3} ({p}) # p” genau dann, wenn “(p Unmenge) A (p £U)”.
i) bigcupo {.} =id.

j) bigcapo {.} =id.

k) {.}7'o{.} = bigcupo{.} = bigcapo {.}.

1) “{.}7! C bigcup”und “{.}~! # bigcup”.

m) “{.}7' C bigcap”und “{.}~' # bigcap”.

n) “bigcup & bigcap” und “bigcap ¢ bigcup”.

o) bigcup # bigcap.
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Beweis 373-12 abcde)

1.a):

2.b):

3.c):

3.d4):

3.e):

f)

Aus 27-14“{.} : U — Uspgitn bijektiv”
folgt via 22-6:

Aus 1.2) “{.}71 : Uspgien — U bijektiv”
folgt via 22-1(Def):

Aus 2.0) “{}71 : Uspgien = U7
folgt via 21-1(Def):

Aus 2.0) “{.}71 : Uspgien — U7
folgt via 21-1(Def):

Aus 1.2) “{ 37! : Uspgitn — U bijektiv”
folgt via 22-1(Def):

0 Aus 27-14°{.} : U — Usngitn bijektiv”

folgt via 22-7:

: Aus 1 und

aus 20-7(Def) “id = idy,”
folgt:

{+
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: Usngitn — U bijektiv.

{.}_1 . usngltn — Z/{
{.}7! Funktion.
dom ({.}71) = Usngitn-

ran ({.}71) =U.

(3o L) = idy.

(V7 of)=1id
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Beweis 373-12 g) VS gleich

1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘
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{3 '{ph) =0

(p Menge) V (p Unmenge).

p Menge.

2:

Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via folk:

¢ Aus 27-7“0 ¢ Ugpgien” und

aus 2
folgt:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:

: Aus 3 und

aus 4
folgt:

: Aus 5“{p} ¢ dom ({.}71)”

folgt via folk:

: Aus 6 und

aus VS
folgt:

p Unmenge.

{r} =0.

{p} ¢ z/{sngltn~
dom ({}_1) = Z/{sngltn-

{p} ¢ dom ({.}7).
{3 'deh) =u.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

(p Menge) V (p =U).
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Beweis 373-12 g) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

Mengenlehre #373

(b Menge) v (p = U).

1.2:

1.1:

Aus 0.1.Fall“p Menge”
folgt via 27-14:

Aus 0.1.Fall“p Menge”
folgt via folk:

¢ Aus 27-14“{.} : U — Usngitn bijektiv’ und

aus 1.2“pel”
folgt via 22-7:

: Aus 2 und

aus 1.1
folgt:

p Menge.

{.}(») = {p}.

{37 {3w) =p.

{+{ph) =p

1:

Aus 0.2.Fall und
aus 1-5“{U} =0"
folgt:

: Aus 27-T40 ¢ Uspgien” und

aus 1
folgt:

: Via des bereits bewiesenen c¢) gilt:

: Aus 2 und

aus 3
folgt:

: Aus 4“{p} ¢ dom ({.} 1)~

folgt via folk:

: Aus 5 und

aus 0.2.Fall
folgt:

p=U.

{r} =0.

{p} & Usngitn-
dom ({.}71) = Usngitn-

{p} ¢ dom ({.}7).

{3 'deh) =u.

{}{ph) =p

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: {37{p}) = p.
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Beweis 373-12 h)

1: Via des bereits bewiesenen g) gilt:
{-}"'{p}) =p) & ((p Menge) v (p = U)).

2: Aus 1
folgt: {7 {p}) = p)) & (=((p Menge) V (p = U))).

3: Aus 2
folgt: ({-}7'({p}) # p) & ((p Unmenge) A (p # U)).
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Beweis 373-12 i)

Mengenlehre #373

1.1: Aus 373-4“bigcup Funktion” und

1.

2:

aus 27-14“{.} Funktion”
folgt via 18-46:

Aus 373-4“dom (bigcup) =

aus 27-14“dom ({.}) =U”
folgt via 373-5:

bigcup o {.} Funktion.
U’ und

dom (bigcupo {.}) =U.

2.1: Aus 373-4“bigcup Funktion” und
aus 27-14“{.} Funktion”

folgt via 18-46:

2.2: Aus Themal.3“acU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3.1: Aus 2.2“a Menge’

folgt via 27-14:

3.2: Aus 2.2“a Menge’

folgt via 373-7:

4: Aus 3.1 und
aus 2.1
folgt:

5: Aus 4 und
aus 3.2
folgt:

Y

J

aeU.

(bigeup o {.})(v) = bigeup({.}(a)).

{Ha) = {a}.

bigcup({a}) = «a.

(bigcup o {.})(a) = bigcup({a}).

(bigcup o {.})(a) = a.

Ergo Themal. 3:

Al| “Va: (e« €U) = ((bigcupo {.})(a) =a)”

: Aus 1.1%bigcup o {.} Funktion”,

aus 1.2“dom (bigcupo {.}) =U" und
aus Al gleich “Va : (o € U) = ((bigcupo {.})(a) = a)”
folgt via 373-9:

bigcup o {.} =id.
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Beweis 373-12 j)

1.1: Aus 373-4“bigcap Funktion” und
aus 27-14“{.} Funktion”
folgt via 18-46:

1.2: Via 373-10 gilt:
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bigcap o {.} Funktion.
dom (bigcapo {.}) = U.

2.1: Aus 373-4“bigcap Funktion” und
aus 27-14“{.} Funktion”

2.2: Aus Themal.3“a e U’
folgt via Element Axiom:

3.1: Aus 2.2“«a Menge”
folgt via 27-14:

3.2: Aus 2.2“a Menge”
folgt via 373-7:

4: Aus 3.1 und

folgt via 18-46: (bigcap o {.})(«) = bigcap({.}(«)).

bigcap({a}) = a.

a€celU.

a Menge.

{Ha) = {a}.

aus 2.1
folgt: (bigcap o {.})(a)) = bigcap({a}).
5: Aus 4 und
aus 3.2
folgt: (bigcap o {.})(a) = a.
Ergo Themal.3: Al] “Va: (aeU) = ((bigcapo {.})(a) = «a)”

2: Aus 1.1“bigcap o {.} Funktion”,
aus 1.2“dom (bigcapo {.}) =U” und

aus A1 gleich “Va : (o € U) = ((bigcapo {.})(a) = a)”

folgt via 373-9:

bigcap o {.} = id.
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Beweis 373-12 k)

Mengenlehre #373

1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: {}1o{}=id
1.2: Via des bereits bewiesenen i) gilt: bigcup o {.} =id.
1.3: Via des bereits bewiesenen j) gilt: bigcapo {.} = id.
2: Aus 1.1,

aus 1.2 und

aus 1.3

folgt: {} o {.} = bigcupo{.} = bigcapo {.}.
D)

1.1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

1.2: Via 373-4 gilt:

{.}7! Funktion.

bigcup Funktion.

2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

3: Aus Themal.3 und

5.2: Aus 4“...Q) Menge...”
folgt via 373-7:

6: Aus 5.1 und

a € dom ({.}71).
dom ({.}71) = Usngitn-

aus 2
fOlgtI a usngltn-
4: Aus 3“a € Ugpgitn
folgt via 27-6: 30 : (2 Menge) A (a = {Q}).
5.1: Aus 4“...Q) Menge...”
folgt via des bereits bewiesenen g): {371{Q}) = Q.

bigcup({Q2}) = Q.

aus 5.2

folgt. {1 ({02}) = bigeup({02}).
7: Aus 6 und

aus 4“...a = {Q}”

folgt: {371 () = bigcup(a).

Ergo Themal.3: [A1l| “Va: (o € dom ({.}7')) = ({.} () = bigcup(a))”




Mengenlehre #373

Beweis 373-12 1) ...

2:

3.1:

3.2:

3.3:

Aus 1.14{.}"! Funktion”,
aus 1.2“bigcup Funktion” und
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aus Al gleich “Va : (a € dom ({.}71)) = ({.} '(«) = bigcup(a))”

folgt via 18-43:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:
Via 373-4 gilt:

Via 27-7 gilt:

: Aus 3.1,

aus 3.2 und
aus 3.3
folgt:

: Aus 4“dom ({.}7') # dom (bigcup)”

folgt via 373-10:

{.}7" C bigcup

dom ({.}71) = Usngltn-
dom (bigcup) = U.
usngltn # u.

dom ({.}1) # dom (bigcup).

{.}7" # bigcup
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Beweis 373-12 m)

Mengenlehre #373

1.1: Via des bereits bewiesenen c) gilt: {.}7! Funktion.

1.2: Via 373-4 gilt:

bigcap Funktion.

aus 2
folgt:

aus 5.2
folgt:

folgt:

2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:  dom ({.}7!) = Usngltn-
3: Aus Themal.3 und

4: Aus 3“a € Ugpgitn
folgt via 27-6: 30 : (2 Menge) A (a = {Q}).

.2 Menge. .. ”
folgt via des bereits bewiesenen g): {}371{Q}) = Q.

.2 Menge. .. ”
folgt via 373-T: bigcap({§2}) = Q.

6: Aus 5.1 und

5.1: Aus 4“..

5.2: Aus 4“..

7: Aus 6 und
aus 4.,

a={Q}”

a € dom ({.}71).

a usngltn-

{}7'({Q}) = bigcap({Q2}).

{.}7!(a) = bigcap(a).

Ergo Themal.3:

ALl “Va: (e edom ({.}71) = ({.}7*(a) = bigcap(a))”
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Beweis 373-12 m) ...

3.
3.

3.

n)

1.

1.

0)

2:

1:

2:

3:

1:

2:

Aus 1.14{.}"! Funktion”,
aus 1.2“bigcap Funktion” und
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aus Al gleich “Va : (a € dom ({.} 1)) = ({.} () = bigcap(«))”

folgt via 18-43:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:
Via 373-4 gilt:

Via 373-10 gilt:

: Aus 3.1,

aus 3.2 und
aus 3.3
folgt:

: Aus 4“dom ({.} ') # dom (bigcap)”

folgt via 373-10:

Aus 373-10“(2,0) € bigcap” und
aus 373-10“(2,0) ¢ bigcup”

folgt via 0-5:

Aus 373-10%(2,1) € bigcup” und
aus 373-10“(2,1) ¢ bigcap”

folgt via 0-5:

: Via des bereits bewiesenen n) gilt:

: Aus 1“bigcup Z bigcap”

folgt via 0-10:

{.}7! C bigcap

dom ({}71) = Z/{sngltn'
dom (bigcap) = U \ {0}.
Z/{sngltn 7& Uu \ {O}

dom ({.}1) # dom (bigcap).

{.}7! # bigcap

bigcap & bigcup

bigcup Z bigcap

bigcup Z bigcap.

bigcup # bigcap.
]
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Algebra: (g, E|,, x). (¢, E|,, ,, ).
Grid0. Grid1l.

Ersterstellung: 22/01/16 Letzte Anderung: 23/05/16

374-1. In etwas verklausulierter Form erscheint die Verallgemeinerung der ge-
richteten Summation in den Essays. Als Vorbereitung wird 374.0(D) definiert.

374-1(Definition)

1) 3780(D) = (M) ue U | ) )
={w:(3NP: (P [Q| A (w=(Q2,9)))}.

2) (q,E|,z) =374.0(rf3¢Ex).

3) (¢, Bl n ) = (¢, Bl @) (n).
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374-2. Fiir das “Element-Sein” geordneter Paare in 374.0(D) ist ein Kriterium
verfiigbar.

374-2(Satz)

D
a) “(p,q) € 374.0(D)” genau dann, wenn “g € J[p | -)”
D

genau dann, wenn “IQ:qe Qe [p| )7
genau dann, wenn “3IQ: (¢ € Q) A ((p,2) € D)”.

D
b) Aus “gewue [p| )" folgt “(p,q) € 374.0(D).

c) Aus “(p,u) € D”und “q € u” folgt “(p,q) € 374.0(D) ”.
d) 374.0(D) Relation.

e) dom (374.0(D)) = D'\ {0}].

£) ran (374.0(D)) C |Jran D.

g) Aus “D Menge” folgt “374.0(D) ” Menge.

h) Aus “f Funktion“und “ran f C U, " folgt “374.0(f) Funktion”

374.0(D) ={(\,p):pelU[A I|D 2}
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a)

1:

Algebra #374

Beweis 374-2 a) VS gleich (p,q) € 374.0(D).

Aus VS gleich “(p,q) € 374.0(D) ”
D
folgt p.def.: AP (e[ ] ))Apq) =(Q,)).

: Aus VS gleich “...(p,q) € 374.0(D)”

folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

: Aus 1¢...(p,q) = (2,9)” und

aus 2“(p, q) Menge”
folgt via IGP: p=QA(¢g=2).

D
D Aus 1. e Y[ )...7 und

aus 3“p=Q...7
D
folgt: PeUlp| ).

: Aus 4 und

aus 3“...q=®”"
D
folgt: geUlr | -

D
S gleich tcUm | ).

Aus VS gleich “q € (JpD”
D
folgt via folk: 10:qeep| ).

a)

D
1iii) = iv) || VS gleich IN:qeQelp] ).

1:

D
Aus VS gleich “...Q e [p ]| -)”
folgt via 41-25: p_D Q.

: Aus 1

folgt: (p,Q) € D.

: Aus VS gleich “34Q...7 |

aus VS gleich “...q € Q...” und
aus 2

folgt: I :(¢ge ) A((p,Q) € D).
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Beweis 374-2 a) VS gleich A :(¢ge ) A ((p,Q) € D).
1: Aus VS gleich “...(p,Q2) € D”
folgt: p-D ).
2: Aus 1“p. D Q7
folgt via 41-25: Ne [pl|) ).

3: Aus VS gleich “...q € Q...” und
D
aus 2“Q e [p | -)”
D
folgt via folk: qeUlr | -
D

4: Aus3“gelUlp | )7

folgt: AU (F=p) A (¥ =q).

5.1: Aus 3 und
aus 4“...I'=p...”

D
folgt: qeUr .

5.2: AUS 4“(1—‘ :p) /\(\D :q)77
folgt via PaarAxiom I: (T, ) = (p, q).

5.3: Aus VS gleich “...qe Q...”
folgt via Element Axiom: q Menge.

5.4: Aus 1“p_.D Q"
folgt via folk: p Menge.

6.1: Aus 5.1 und
aus 4“... ¥ =¢q”

D
folgt: Ve[| ).

6.2: Aus 5.4“p Menge” und
aus 5.3“q Menge”

folgt via PaarAxiom I: (p, q) Menge.
6.3: Aus 5.2
folgt: (p,q) = (I, 0).

7: Aus 4“dl,W...7,
aus 6.1 und
aus 6.3

folgt: v (ve[I ? N A((p,q) = (T, V)).
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Beweis 374-2 a) VS gleich

Algebra #374

AQ: (g e Q) A ((p, Q) € D).

8: Aus 7¢dl, U : (v e [T I|) N A((p,g) = (T, ¥))” und

aus 6.2 (p,q) Menge”
folgt p.def.:

b) VS gleich

1:

D
Aus VS gleich “geue[p|-)”
folgt:

: Aus 1¢...Q =u" und

aus VS

folgt:

: Aus 143Q...7 und

aus 2

folgt:

D
: Aus 3“3IQ:qgeQep] )

folgt via des bereits bewiesenen a):

c) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “qg€w...”
folgt:

Aus VS gleich “g € w...” und
aus 1“...Q=u"

folgt:

Aus 1“...Q=u"

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.2 und

aus VS gleich “...(p,u) € D”
folgt:

: Aus 1440 .7,

aus 2.1%¢ € 7 und
aus 3“(p,Q2) € D”
folgt:

(p,q) € 374.0(D).

D
geEuE [p] ).
40 Q = w.

pefNe [pl|7)

D
10:qeep| ).

(p,q) € 374.0(D).

(¢ €u) A((p,u) € D).

40 Q = w.

q €.

(p, ) = (p,u).

(p, Q) € D.

30 (e A((p,Q) € D).



Algebra #374 299

Beweis 374-2 c) VS gleich (g € u) A ((p,u) € D).

5: Aus 4“3Q: (g€ Q) A ((p,2) € D)”

folgt via des bereits bewiesenen a): (p,q) € 374.0(D).
d)
o € 374.0(D).
Aus ThemaO“a € 374.0(D) ”
folgt p.def.: A0, P a = (Q,P).
Ergo ThemaO: Va.(a € 374.0(D) ) = (32,0 : a = (22, D)).

Konsequenz via folk: 374.0(D) Relation.
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Beweis 374-2 e)

o € dom (374.0(D) ).
1: Aus ThemaO.1“a € dom (374.0(D))”
folgt via folk: AV (o, V) € 374.0(D) .

2: Aus1“... (o, V) € 374.0(D) ”
folgt via des bereits bewiesenen a):
AQ: (Y e YDA ((a, Q) € D).

3.1: Aus2“... ¥ e€Q...”
folgt via folk: 0 # Q.

3.2: Aus 2“...(a,Q) € D”
folgt via folk: 2 Menge.

4: Aus 3.1“0# Q7 und
aus 3.2“€) Menge”
folgt via 332-1: Qeu\{0}.

5: Aus2“...(o,Q) € D” und
aus 4“Q e U\ {0}”
folgt via folk: a e DUN\{0}.

Ergo Thema0. 1: Vo : (a € dom (374.0(D))) = (o € DU \ {0}]).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (374.0(D)) C DU \ {0}]”
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Beweis 374-2 e) ...

o € DU\ {0}).
1: Aus Thema0.2“a € DU\ {0}]”
folgt via folk: ar: (I'ed \ {0}) A ((a, ') € D).
2: Aus1¢...TeUd\{0}...7
folgt via 332-1: 0 # I" Menge.
3: Aus 2“0 #T1...7
folgt via folk: d0:QeT.
4: Aus 1“...(a,I') € D” und
aus 3“...Q el
folgt via des bereits bewiesenen ¢):  (a,§2) € 374.0(D).
5: Aus 4“(a,2) € 374.0(D) ”
folgt via folk: a € dom (374.0(D)).
Ergo Thema0. 2: Va: (o€ DU\ {0}]) = (o € dom (374.0(D))).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “D~'U \ {0}] € dom (374.0(D))”

1: Aus A1 gleich “dom (374.0(D)) C D'/ \ {0}]” und
aus A2 gleich “ D~/ \ {0}] C dom (374.0(D))”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (374.0(D) ) = D' \ {0}].
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Beweis 374-2 f)

Algebra #374

1: Aus ThemaO“« € ran (374.0(D))”

folgt via folk:

2: Aus1“... (') € 374.0(D) "
folgt via des bereits bewiesenen a):

3: Via 41-26 gilt:

D
4: Aus2“...Q€ [ | -)” und
D
aus 3“[I" | -) CranD”

folgt via folk:

5: Aus2“...a e Q...” und

aus 4“QQ €ranD”
folgt via folk:

a € ran (374.0(D) ).

ar: (T, a) € 374.0(D).

D
1N :aecQe [l | ).

D
[[' | -) CranD.

QQ cranD.

aelJranD.

Ergo ThemaO:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € ran (374.0(D))) = (a € Jran D).
ran (374.0(D) ) C (Jran D.



Algebra #374

Beweis 374-2 g) VS gleich

1: Aus VS gleich “D Menge”
folgt via dom ran Axiom:

2.1: Via folk gilt:

2.2: Aus VS gleich “...ran D Menge”
folgt via [ JAxiom:

3.1: Via des bereits bewiesenen e) gilt:
3.2: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

4.1: Aus 3.1 und
aus 2.1
folgt:

303

D Menge.

dom D, ran D Menge.
DU\ {0}] € dom D.

(Jran D Menge.
dom (374.0(D) ) = D74 \ {0}].
ran (374.0(D)) C |Jran D.

dom (374.0(D) ) € dom D.

4.2: Aus 3.2%ran (374.0(D)) C|JranD” und

aus 2.2“Jran D Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

5: Aus 4.1“dom (374.0(D)) Cdom D” u

aus 1“dom D ... Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

6: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

7: Aus 6“374.0(D) Relation”
aus 5“dom (374.0(D) ) Menge” und
aus 4.2“ran (374.0(D) ) Menge”
folgt via 10-5:

ran (374.0(D) ) Menge.

nd

dom (374.0(D) ) Menge.

374.0(D) Relation.

374.0(D) Menge.
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Beweis 374-2 h) VS gleich (f Funktion) A (ran f C Uy).
1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt: 374.0(f) Relation.
(a, B), () € 374.0(f).

2.1: Aus Themal.2“(«,3)... € 374.0(f) "
folgt via des bereits bewiesenen a):
3Q: (B e QA ((a,Q) € f).

2.2: Aus Themal.2“...(a,7) € 374.0(f) ”
folgt via des bereits bewiesenen a):
A:(yel)A((a,T) € f).

3.1: Aus 2.1%.. . (a,Q) € f7
folgt via folk: Q €ranf.

3.2: Aus VS gleich “ f Funktion...”,
aus 2.1, .. (a, Q) € f7 und
aus 2.2%... (a,T) € f7
folgt via 18-18(Def): Q=T.

4.1: Aus 3.1“Q €ran f” und
aus VS gleich “...ranf CU,”

folgt via folk: Qel.
4.2: Aus 2.2 ..yel'...” und
aus 3.2
folgt: v e Q.
5: Aus4.1“Q e U’
folgt via 240-3: A Q= {U}.

6.1: Aus2.1“...4€Q...” und

aus 5“...Q = {V}”

folgt: Be{v}
6.2: Aus 4.2 und

aus 5¢...Q ={UV}”

folgt: ve{U}.
7.1: Aus 6.1“8 € {VU}”
folgt via folk: b=W.

7.2: Aus 6.2y e {V}”
folgt via folk: v =W,
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Beweis 374-2 h) VS gleich (f Funktion) A (ran f C Uy).

(a, ), (or,7) € 374.0(f).

8: Aus 7.1 und
aus 7.2

folgt: 8 =n.

Ergo Themal.2:

ALl “Va, B,7: ((a, B), (@, 7) € 374.0(f) ) = (B =7)"

2: Aus 1.1“374.0(f) Relation” und

aus Al gleich “Va, 5,7 : ((o, 5), (a,7y) € 374.0(f) ) = (B=7)"
folgt via 18-18(Def): 374.0(f) Funktion.

[]
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374-3. Die Prisentation erster Eigenschaften von (g, E|,, ) setzt die Untersu-
chungen fort.

374-3(Satz)
a) (q,E|,x) Relation.

b) Aus “R ist ana3 von q, ¢, f " und “¢, f Funktion”
folgt “ranR CU,”.

c) Aus “¢, f Funktion“folgt “ran(rf3qof) CU,”.
d) Aus “¢, f Funktion” folgt “(q, |, f) Funktion”.
e) dom (¢, E|, x) = (rf3¢FEx)~'[U \ {0}].

f) dom (¢, El|,,x) C N.

g) ran (¢, B, z) C {g}UranE.

h) Aus “¢, f Funktion”
folgt (¢, 01, )+ (r£3q0f) ' U\ {0}] = {q} Uran¢.

i) (g, Bl x) Menge.

Beweis 374-3

rf3qEx

374.0(rf3qEz) ={(\pu):peJA | 9}
a)
1: Via 374-2 gilt: 374.0(rf3qEx) Relation.
2: Via 374-1(Def) gilt: (q,E|,, x) =374.0(rf3¢Ex) .
3: Aus 1 und
aus 2

foglt: (g, E|,, =) Relation.
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Beweis 374-3 b) VS gleich (R ist ana3 von ¢, ¢, f) A (¢, f Funktion).
a € ran .
1: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, ¢, f...”
folgt via 370-1(Def): R Funktion.

2: Aus 1%... R Funktion” und
aus ThemaO“«a € ran R”
folgt via folk: Q2 (2 € dom R) A (a = R(Q)).

3: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, ¢, f...”,
aus VS gleich “...¢, f Funktion” und
aus 2“...Q2€domR...”

folgt via 372-8: R(Q) € U.
4: Aus 2“...a=R(Q)” und
aus 3
folgt: a € U.
Ergo Thema0: Va: (o €ranR) = (a € Uy).
Konsequenz via 0-2(Def): ran R C U;.
c) VS gleich ¢, f Funktion.
1: Via 370-9 gilt: rf3q¢f ist ana3 von q, ¢, f.

2: Aus 1“rf2qo¢f ist ana3d von ¢, ¢, f” und
aus VS gleich “¢, f Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen b): ran (rf3qof) C U.
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Beweis 374-3 d) VS gleich ¢, f Funktion.
1: Aus VS gleich “ f, ¢ Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen c): ran (rf3qof) C U;.
2: Via 370-9 gilt: rf3q¢f Funktion.
3: Aus 2“rf3q¢f Funktion” und
aus 1“ran (rf3qof) CU,”
folgt via 374-2: 374.0(rf3q¢f) Funktion.
4: Via 374-1(Def) gilt: (q,0|, f) = 374.0(rf3q0f).
5: Aus 4 und
aus 3
folgt: (q, 9|, f) Funktion.
e)
dom (g, Bl z) *™ 2P dom (374.0(r£3¢Ex) ) &2 (r£3¢Ex) U \ {0}].
)
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt:
dom (¢, E|,, z) = (r£3¢gEx) U \ {0}].
2: Via folk gilt: (r£3qEz) U \ {0}] C dom (rf3qFEx).
3: Via 370-9 gilt: dom (rf3¢Ez) € {N} UN.
4: Aus 2“(rf3qFEz) U \ {0}] C dom (rf3qEx)” und
aus 3“dom (rf3¢Ez) € {N} UN”
folgt via 343-3: (rf3qEx) U \ {0}] C N.
5: Aus 1 und
aus 4

folgt: dom (¢, E|,,x) C N.
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Beweis 374-3 g)

1.1: Via 374-2 gilt: ran (374.0(rf3¢Fz) ) C (Jran (rf3¢Ex).
1.2: Via 374-1(Def) gilt: 374.0(rf3¢Ex) = (q, E|,, ).
1.3: Via 372-4 gilt: ran (rf3¢Ez) C P({q} Uran E).
2.1: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: ran (¢, El,,x) C Jran (rf3¢Ex).

2.2: Aus 1.3%ran (rf3¢Ez) C P({¢q}UranE)”
folgt via 1-15: Uran (rf3¢Ez) C |JP({¢} Uran E).

3: Aus 2.1%ran (¢, E|,,z) C Jran (rf3¢Ex)” und
aus 2.2“Jran (rf3¢Ex) CUP({q} Uran E)”

folgt via folk: ran (¢, El,,x) CUP{q} UranE).
4: Via 1-19 gilt: UPH{¢}UranE) ={q}UranE.
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: ran (q,E|,,xz) C {¢} Uran E.
h) VS gleich ¢, f Funktion.

1.1: Aus VS gleich “¢, f Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen d): (q, 9|, f) Funktion.

1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: dom (g, ¢, f) = (r£3qof) U \ {0}].
1.3: Via des bereits bewiesenen g) gilt: ran (q,¢l|,, f) € {¢} Uran¢.

2: Aus 1.1%(q, ¢|,, f) Funktion” ,
aus 1.2“dom (¢, 9|, f) = (x£3qof) U\ {0}]” und
aus 1.3%ran (q,¢|,, f) € {¢} Uran¢”
folgt via 21-1(Def): (¢, 9l f) = (x£3gof) U\ {0}] — {q} Uran ¢.
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Beweis 374-3 i)

1: Via 372-9 gilt: rf3qEx Menge.
2: Aus 1“rf3qFEx Menge”

folgt via 374-2: 374.0(rf3¢Ex) Menge.
3: Via 374-1(Def) gilt: (q,E|, x)=374.0(rf3¢Ex) .
4: Aus 3 und

aus 2

folgt: (q,E|,, =) Menge.

O
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374-4. Die Mengenlehre ist noch lange nicht zu Ende.

374-4(Satz) Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) r=y.
ii) “xz Cy’und “y\z=0".

iii) “yCz”und “z\y=0".
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Beweis 374-4

VS glich

1.1: Aus VS gleich “x =y”

folgt via

folk:

1.2: Aus VS gleich “z =1y”

folgt via

5-8:

VS gleich

1: Aus VS gleich “...y\z=0"

folgt via 5-6:

2: Aus VS gleich “z Cy...” und
aus 1“y Czx”
folgt via Gleichheits Axiom:

3.1: Aus 2“x =1y”

folgt via

folk:

3.2: Aus 2%z =y”

folgt via

5-8:

VS gleich

1: Aus VS gleich “...2\y=0"

folgt via

5-6:

2: Aus 1“2 Cy” und
aus VS gleich “y Cx...”

folgt via

Gleichheits Axiom:

Algebra #374

y\x=0

(zCy)A(y\z=0).
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374-5. Vorheriges Resultat ladet zum Negieren ein.

374-5(Satz) Die Aussagen i), ii), 1ii) sind dquivalent:
i) x #£y.
i) (zZy)v(O0#y\z).

111) (yZ2)V(0#x\y).

Beweis 374-5

1: Via 374-4 gilt:
(=y)e (@CyAy\z=0)) < (ySz)A(z\y=0)
2: Aus 1
folgt:
(tz=y) e ((zCyAly\z)=0) < (~(y Cz)A(z\y=0))).
3: Aus 2
folgt: (@#y) e (@Zy)VIOFy\z) < (y€z)V(0#z\y)).

O
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374-6. Aus 374-5 ergibt sich eine nett zu lesende Folgerung.

374-6(Satz)

a) Aus “o Cy’und “x#y” folgt “0#y\x”.

b) Aus “n,m e N” folgt “(n <m)V (m<mn)”
und “(n <m)V (m<n)”
und “(n<m)V(n=m)V(m<n)”.

c) Aus “0#x CN”und “o obere < _Schranke von x”und “o € N”
folgt “3Q : (Q ist < _Mazimum von z) A (2 € N)”.

d) Aus “x C N7und “max ist < _Mazimum von x”
folgt “max € N”und “0# x C 1+ max”.

e) Aus “ze€l+4+n"und “n e N”folgt “(x=n)V (z€n)”
f) Ne {NJUN.

g) Aus “x endlich” und “y unendlich” folgt “x # y”.

h) Aus “n € N” folgt “n # N"und “n C N”.

i) Aus “z,1+x€ne {N}UN”
folgt “0#1+xze€n”und “1+xze€n\{0}”.

<.RECH-Notation.

Beweis 374-6 a) VS gleich (x Cy)A(z#y).
1: Aus VS gleich “...x #y”
folgt via 374-5: (xZy)V(0#£y\ ).
2: Aus 1
folgt p.def.: (=(z Cy)V(0#y\x).
3: Aus 2 und

aus VS gleich “z Cy...”
folgt: 0#y\
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Beweis 374-6 b) VS gleich n,m € N.

1: Aus VS gleich “n,m € N”
folgt via 159-11: n,m € S.

2.1: Aus1“n,me€S”

folgt via 107-14: (n<m)V(m<n)

2.2: Aus1“n,meS”

folgt via 107-14: (n<m)V(m<n)

2.3: Aus1“n,m eSS’

folgt via 107-14: (n<m)V(n=m)V(m<n)

c) VS gleich (0 # 2 C N) A (0 obere < _Schranke von z) A (0 € N).

1: Aus VS gleich “...0 € N”
folgt via 166-1: 0 # +00.

2: Aus VS gleich “(0 # x C N) A (0 obere < _Schranke von z)...” und
aus 1“0 # 4+o00”
folgt via MMSN:
30 : (Q ist < Maximum von z) A (2 € N).
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Beweis 374-6 d) VS gleich

Algebra #374

(x € N) A (maz ist < Maximum von ).

1: Aus VS gleich “...maz ist < Maximum von z”

folgt via 38-1(Def):

2.1: Aus1“maz € z...” und
aus VS gleich “o CN...”

folgt via folk:

2.2: Aus1“maxex...”

folgt via folk:

3: Aus VS gleich “z CN...” |

(mazx € x) A (max obere < _Schranke von x).

max € N

0#x

aus 1“...max obere < _Schranke von x” und

aus 2.1“max € N7

folgt via 241-2:

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “...n € N”

folgt via folk:

2: Aus VS gleich “z€1+n...

aus 1“1 +n e N”
folgt via 338-5:

3: Aus VS gleich “...n e N”

folgt via 297-4:

4: Aus 2 und
aus 3
folgt:

f)

Aus folk“N Menge”
folgt via folk:

z C 14 max

(x€l4n)A(neN).

14+neN.

b

und

(x=—-14+14+n)) V(e —-1+(1+n)).

-1+ (1+n)=n.

N e {N} UN.
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Beweis 374-6 g) VS gleich (x endlich) A (y unendlich).
1: Es gilt: (x=y)V(x#uy).
’ wiFallunterscheidung

2: Aus1.1.Fall und
aus VS gleich “...y unendlich”

folgt: 2 unendlich.
3: Aus 2“z unendlich”
folgt via 29-1(Def): # (z endlich).
2: Nach VS gilt: x endlich.
’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: T #y.
h) VS gleich n € N.

1.1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 197-4: n C N.

1.2: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 241-1: n endlich.

2: Aus 1.2%n endlich” und
aus 241-1“N unendlich”

folgt via des bereits bewiesenen g): n#N

3: Aus1.1“n CN” und
aus 2“n # N7

folgt via 57-1(Def): nCN
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Beweis 374-6 i) VS gleich r,1+zene{N}UN.
1.1: Aus VS
folgt: l+xen

1.2: Aus VS gleich “z... e n e {N}UN”
folgt via 337-9: x € N.

2: Aus 1.2z e N”

folgt via 307-2: 0#1+4+2z

3: Aus 2“0 #142” und
aus 1.1“1+xen”

folgt via folk: 1+zen) {0}
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374-7. Zu meiner Uberraschung gibt es nicht gerade viel Hinreichendes fiir « € N.
Dies soll anders werden.

374-7(Satz) Es gelte:
=) 0#2 CN.
—) = #N.
=) Vo,B: ((a<fex)N(aeN)) = (€ ux).

Dann folgt “x € N”.

<-Notation.

Beweis 374-7

RECH-Notation.

1: Aus =) “...2 CN” und
aus —) “x # N7
folgt via 374-6: 0#N\ z.

2: Aus 140 £ N\ z”
folgt via folk: A0 : Qe N\ z.

3: Aus 2¢...QeN\z”
folgt via folk: (QeN)A (¢ x).
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Beweis 374-7 ...
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5: Aus Themad“~ € 7”7 und
aus —) “...x CN”

6: Aus 5“y € N” und
aus 3“Q e N...”

’ wiFallunterscheidung

Q<.

7: Aus 6.1.Fall“Q < ~",
aus Themad“y ez’ ,

aus 3“Q e N...” und

aus ) “Vo,B: ((a<fex)N(aeN))= (aca)”

folgt: Qeux.
8: Via 3

=

folgt via folk: v e N

folgt via 374-6: (Y<Q)V(Q<7).

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: v < Q.

Ergo Thema4: ALl “Vy:(y€x)

= (<97

5: Aus »“0#x...” und
aus Al gleich “Vvy: (yex)= (y<Q)”

folgt via 35-3: ) obere < _Schranke von z.

6: Aus ) “0#x CN” |
aus 5“f) obere < _Schranke von z” und
aus 3“Q e N...”

folgt via 374-6: AP : (@ ist < _Maximum von z) A (® € N).

7.1: Aus ) “...2 CN” und
aus 6“...® ist < Maximum von z...”
folgt via 374-6:

7.2: Aus 6“...® ist < Maximum von z...”
folgt via 38-1(Def):

rC1+4+ .

P e x.
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Beweis 374-7 ...

Sel+d,

9: Aus Thema8“d €1+ ®” und
aus 6“...» € N”

folgt via 374-6: (0=P)V (e D).
’Fallunterscheidung‘
o =0.
Aus 9.1.Fall und
aus 7.2
folgt: 4 € x.
s,

10: Aus 9.2.Fall“d € ®” und
aus 6“...® € N7
folgt via 307-2: (0 eN)A (0 < ®).

11: Aus 10“...5 < &7,
aus 7.2“®d e x”,
aus 10§ € N...” und
aus ) “Vo,B: ((a<pfex)AN(aeN))= (acx)”
folgt: J € x.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0 € z.

Ergo Thema8: Vé:(0€l+ )= (0 € x).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “14+ P Cz”

9: Aus7.1“x C1+®” und
aus A2 gleich “14+® C z”

folgt via GleichheitsAxiom: r=1+.
10: Aus6“...® € N”

folgt via folk: 1+®eN.
11: Aus 9 und

aus 10

folgt: x € N.
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374-8. Die Voraussetzung “0 # x...” in 374-7 ist natiirlich verzichtbar.

374-8(Satz) Es gelte:
—) x C N.
—) x #N.
—) Va,p: ((a<pex)N(aeN)) = (aeux).

Dann folgt “x € N”.

<-Notation.

Beweis 374-8

1: Es gilt: (x=0)V (0 #x).
’Fallunterscheidung‘

r=0.

Aus 1.1.Fall“x = 0" und
aus €schola“0 € N”
folgt: x e N.

02,

Aus 1.2.Fall“0# 27,

aus =) “z CN”

aus =) “z # N” und

aus =) “Vo,f: (a<pBex)N(aeN)) = (aex)”

folgt via 374-7: z eN.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: r e N
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374-9. Nun bin ich auf den Geschmack gekommen. Hier ist noch weiter Hinrei-
chendes fiir x € N.

374-9(Satz) Es gelte:
—) z CN.
—) x # N.
=) Vo,f:(a€efex)= (ac€u).

Dann folgt “x € N”.

Beweis 374-9

<-Notation.

(y<dex)A(yeN),

1: Aus ThemaO“...0 € z...” und
aus —) “x C N”
folgt via folk: 0 eN.

2: Aus ThemaO“y <J...",
aus 1“0 € N7 und
aus ThemaO“...v € N7
folgt via 197-5: v E€ 0.

3: Aus 2“y €47,
aus ThemaO“...d € x...” und
aus =) “Va,f: (aepfex)=(a€x)”
folgt: v E .

Ergo ThemaO: Al “Vv,0: ((v<dex)AN(yeN)) = (yex)”

1: Aus ) “x CN”,
aus —) “x # N” und
aus Al gleich “Vv,6: ((y<dez)AN(yeN)) = (yex)”
folgt via 374-8: x € N.
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374-10. Wird in 374-8 auf die Voraussetzung x # N verzichtet dndert sich an
anderer Stelle N zu {N} UN.

374-10(Satz) Es gelte:

—)  CN.
=) Vo,f: ((a<pfex)N(aeN)) = (acux).

Dann folgt “x € {N} UN”.

Beweis 374-10

1: Es gilt: (x=N)V (z #N).
’Fallunterscheidung‘
z=N.

Aus 1.1.Fall und
aus 374-6“N € {N} UN”

folgt: z € {N}UN.
1.2.Fall z 4N

1: Aus ) “x CN” |
aus 1.2.Fall“x # N” und
aus =) “Vo, 8 : ((a<fex)AN(aeN))= (acx)”

folgt via 374-8: xzeN.
2: Aus 2“z e N7
folgt via folk: z € {N}UN.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: rz e {N}UN.
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374-11. Wird in 374-9 auf die Voraussetzung x # N verzichtet dndert sich an
anderer Stelle N zu {N} UN.

374-11(Satz) Es gelte:

—)  CN.
—) Va,p:(aefex)= (o).

Dann folgt “x € {N} UN”.

Beweis 374-11

1: Es gilt: (x=N)V (z #N).
’Fallunterscheidung‘
z=N.

Aus 1.1.Fall und
aus 374-6“N € {N} UN”

folgt: z € {N}UN.
1.2.Fall z 4N

1: Aus D “z CN”,
aus 1.2.Fall“x # N” und
aus =) “Vo,f: (€ pfex)= (acx)”

folgt via 374-9: zeN.
2: Aus 2“z € N7
folgt via folk: z e {N}UN.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: z e {N}UN.
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374-12. Im Beweis von 374-3 ist eine Aussage versteckt, die nun in a) an die
Oberfléche geholt werden soll.

374-12(Satz)

a) Aus “R ist ana3 von q, E,z” folgt “R™'[D] C N”.

b) Aus “R ist ana3 von q, E,z” folgt “R7'[U \ {0}] € {N}UN".
c) (rf3qEx)"'[D] C N.

d) (rf3qEx)~ U\ {0}] € {N} UN.

e) dom (¢, E|,, x) € {N} UN.

Beweis 374-12 a) VS gleich R ist ana3 von ¢, F, x.
1.1: Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, E, xz”

folgt via 370-1(Def): domR € {N} UN.
1.2: Via folk gilt: R™[D] C dom R.

2: Aus 1.2“R7'[D] Cdom R” und
aus 1.1“dom R € {N} UN"”
folgt via 343-3: R™'[D] C N.



Algebra #374

Beweis 374-12 b) VS gleich

1.1: Aus VS

gleich “ R ist ana3 von ¢, F, z”

folgt via des bereits bewiesenen a):

327

R ist ana3 von ¢, E, x.

R7HUN\A{0}] € N.

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “ R ist ana3 von ¢, F,z”
folgt via 370-1(Def):

Aus Themal.2“a < §...”7
folgt via 41-3:

: Aus 2.1“ R Funktion” und
aus Themal.2“...8 € R7'[U\ {0}]...”
folgt via 18-29: (B8 € domR) A

: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, E,z”

aus 2.2“a < (7,

aus 3“f €domR...” und
aus Themal.2“...a € N7
folgt via 371-1:

: Aus 3“...R(B) eU\ {0}”

folgt via folk:

: Aus4.1“a €domR”

folgt via folk:

: Aus VS gleich “R ist ana3 von ¢, E,z”

aus aus 3“f e€domR...” |
aus 4.2“R(f3) # 0”7 und
aus 2.2“a < g7

folgt via 372-6:

: Aus 5.1 R(«a) Menge”

folgt via folk:

: Aus 6“R(a) e U” und

aus 5.2“ R(a) # 07
folgt via folk:

: Aus 2.1“ R Funktion” und

aus 7“R(a) e U \ {0}”
folgt via 18-29:

(a <BeRUN\{O) A (aeN).

R Funktion.

a < p.

(R(B) € U\ {0}).

o € dom R.

R(a) €U\ {0},

ae RUN {0},
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Beweis 374-12 b) VS gleich R ist anad von q, I/, x.

Ergo Themal.2:

cd)

2.c

2.4):

e)
1.

1.

)R

1:

2:

At “Va,8: ((a<Be RUN{OA(aeN) = (a e RUN{0}])”

: Aus 1.1“R7MU\ {0}] CN” und

aus A1 gleich “Va,8: (e < € R U\ {0}]) A (o € N))
= (a € R7U N\ {0}])”

folgt via 374-10: R7MuU\ {0}] € {N} UN.
: Via 370-9 gilt: rf3qFx ist ana3d von ¢, F, x.

Aus 1“rf3gFx ist ana3 von ¢, F/, x”

folgt via des bereits bewiesenen a): (rf3¢Ez)~'[D] C N.

Aus 1“rf3gFx ist ana3 von ¢, F/, x”

folgt via des bereits bewiesenen b): (rf3¢Ez) U \ {0}] € {N}UN.

Via 374-3 gilt: dom (¢, E|,, z) = (rf3¢Ex)'[U \ {0}].

Via des bereits bewiesenen d) gilt: (rf3gEx) U \ {0}] € {N} UN.
: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: dom (¢, El|,,z) € {N} UN.

]
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374-13. Ein kurzes Wort iiber (¢, E|,, ,, x) - im Speziellen iiber (¢, E|, ,x) - ist
an dieser Stelle angebracht.

374-13(Satz)

a) Aus “f Funktion”und “(p,q) € 374.0(f)”
folgt “p € dom f”und “q € f(p)”.

b) Aus “f Funktion” und “p € dom f”und “q € f(p)”
folgt “(p,q) € 374.0(f) ”.

c) Aus “f Funktion”und “f(p) =07
folgt “p ¢ dom (374.0(f))” und “374.0(f) (p) =U".

d) Aus “f Funktion”und “f(p) = {q}”und “q Menge”
folgt #374.0(f) (p) = q”.

e) Aus “f Funktion”und “f(p) = {q}” folgt “374.0(f) (p) ={q}”-

£) Aus “f Funktion”und “f(p) = {q}”und “(q¢ Menge) vV (¢ =U)"
folgt “374.0(f) (p) = ¢”.

8) (¢, Elyor) =M{q}-

h) “(q,E|, ) = q” genau dann, wenn “q Menge” oder “q=U"".

374.0(f) ={(\,p):pe U J\t 3}
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Beweis 374-13 a) VS gleich (f Funktion) A ((p, q) € 374.0(f) ).

1: Aus VS gleich “...(p,q) € 374.0(f) "
folgt via 374-2: AQ: (g e Q) A ((p,Q) € f).

2.1: Aus 1“...(p,Q) € f”

folgt via folk: p € dom f

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“...(p,Q) € f”

folgt via folk: Q= f(p).
3: Aus1“...¢q€Q...”7 und
aus 2.2
folgt: q € f(p)
b) VS gleich (f Funktion) A (p € dom f) A (q € f(p)).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...pedom f...”
folgt via folk: (p, f(p)) € [

2: Aus 1“(p, f(p)) € f7 und
aus VS gleich “...q € f(p)”
folgt via 374-2: (p,q) € 374.0(f).
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Beweis 374-13 c) VS gleich (f Funktion) A (f(p) = 0).

1: Es gilt: (p € dom (374.0(f))) V (p ¢ dom 374.0(f) ).

’ wfFallunterscheidung ‘

1.1.Fall p € dom (374.0(f) ).
2: Aus 1.1.Fall“p € dom (374.0(f))”
folgt via folk: 3 (p, Q) € 347.0(f) .

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“...(p,Q) € 347.0(f) ”

folgt via des bereits bewiesenen a): Qe f(p).
4: Aus 3“Q € f(p)”

folgt via folk: 0# f(p).
5: Nach VS gilt: f(p)=0.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

A1] “p ¢ dom (374.0(f))”

6: Aus A1 gleich “p ¢ dom (374.0(f))”

folgt via folk: 374.0(f)(p) =U
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Beweis 374-13 d) VS gleich
1.1:

Via SingeltonAxiom gilt:

1.2: Aus VS gleich “...q Menge”

folgt via 1-14:

2: Aus VS gleich “... f(p) ={q}...

aus 1.1
folgt:

3: Aus 2“ f(p) Menge”
folgt via folk:

4: Aus VS gleich “...q Menge”
folgt via folk:

5: Aus VS gleich “... f(p) ={q}...

aus 4
folgt:

6: Aus VS gleich “ f Funktion. ..
aus 3“p € dom f” und
aus 5“q € f(p)”

folgt via des bereits bewiesenen b):

7: Aus 6“(p,q) € 374.0(f)”
folgt via 9-15:

Algebra #374

(f Funktion) A (f(p) = {q}) A (¢ Menge).
{q} Menge.

M} = ¢

und

f(p) Menge.

p € dom f.

q€{q}-

und

q€ f(p).

7
)

(p,q) € 374.0(f) .

q € 374.0(f) [{p}].

folgt via 9-15:
10:

11: Aus 10 und

folgt:

Aus 11“a € {¢}”
folgt via folk:

12:

9: Aus Thema9“« € (374.0(f) )[{p}]|”

Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 9“(p, ) € 374.0(f)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

aus VS gleich “... f(p) ={q}...”

a € 374.0(f) {p}]-

(p, ) € 374.0(f).

a € f(p).

Ergo Thema8:

Al| “VYa: (€ 374.0(f) [{p}]) = (e =¢q)”
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Beweis 374-13 d) VS gleich (f Funktion) A (f(p) = {q}) A (¢ Menge).

9: Aus Al gleich “Va : (a € 374.0(f) [{p}]) = (@ =¢)” und
aus 7“q € 374.0(f) [{p}]”

folgt via 174-1: 374.0(f) {p}] = {q}-
17—1(Def) 9 1.2
10: 374.9(f) (p) = "N3740(/) [{rH = MNa} = ¢
e) VS gleich (f Funktion) A (f(p) = {q}).
1: Es gilt: (¢ Menge) V (¢ Unmenge).
g Menge.
2.1: Aus 1.1.Fall“g Menge”
folgt via 1-14: MN{q} = q.
2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus VS gleich “... f(p) = {¢}” und
aus 1.1.Fall“q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d): 374.0(f) (p) = q.
3: Aus 2.2 und
aus 2.1
folgt: 374.0(f) (p) = N{d}-
q Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“g Unmenge
folgt via folk: {¢g} =0.
3: Aus VS gleich “... f(p) = {q}” und
aus 2
folgt: f(p)=0.
4: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 3“ f(p) =0”
folgt via des bereits bewiesenen c): 374.0(f) (0) =U.
5: Aus 1.2.Fall“q Unmenge”
folgt via 1-14: MN{q} =U.
6: Aus 4 und
aus 5
folgt: 374.0(f) (0) = N{q}-

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: 374.0(f) (0) = N{q}-
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Beweis 374-13 f)

VS gleich (f Funktion) A (f(p) = {q}) A ((¢ Menge) V (¢ =U)).
1.1: Aus VS gleich “(f Funktion) A (f(p) ={¢})...”
folgt via des bereits bewiesenen e): 374.0(f) (p) = N{q}-
1.2: Aus VS gleich “... (¢ Menge) V (¢ =U)”
folgt via 373-7: Maq} = q
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: 374.0(f) (p) = gq.
g)
1.1: Via 370-9 gilt: (rf3qFz)(0) = {q}.
1.2: Via 370-9 gilt: rf3qFx Funktion.
2.1: Aus 1.2“rf3¢qFx Funktion” und
aus 1.1%(rf3¢Fx)(0) = {q}”
folgt via des bereits bewiesenen e): 374.0(rf3qEx) (0) = (g}
2.2: Via 374-1(Def) gilt: (¢, El,,x) = 374.0(rf3qEx) .
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (¢: Bl ) (0) = N{q}-
4: Via 374-1(Def) gilt: (¢, Elo) = (¢, Bl ) (0).
5: Aus 4 und
aus 3
folgt: (¢, Elio o) =g}
h)
1.1: Via des bereits bewiesenen g) gilt: (¢, El, o) =N{g}-
1.2: Via 373-7 gilt: (Mg} =q) < ((¢ Menge) V (¢ = U)).
2: Aus 1.2 und
aus 1.1
folgt: ((¢: Elyp o) = q) < ((¢ Menge) V (¢ = U)).

]
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374-14. Die Aussagen 374-13 cd) verdienen eine weitere Untersuchung.

374-14(Satz)

a) Aus “rf3qEx(n) = {p}”und “(p Menge)V (p=U)"
folgt “(q, E|,,,x)=p".

b) Aus “rf3qEz(n) = {p} und “p Menge”
folgt “n € dom (¢, E|,,x)”und “(q,E|,,z)=p".
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Beweis 374-14 a) VS gleich

1:

2:

Via 370-9 gilt:

Aus 1“rf3qFEx Funktion” |

aus VS gleich “rf3qFxz(n) = {p}...”
aus VS gleich “...(p Menge) V (p =U)”

folgt via 374-13:

: Via 374-1(Def) gilt:

: Aus 2 und

aus 3
folgt:

: Via 374-1(Def) gilt:

: Aus 4 und

aus b
folgt:

b) VS gleich

Algebra #374

(r£3gEz(n) = {p}) A ((p Menge) V (p =U)).

rf3qFr Funktion.

und

374.0(rf3¢Ex) (n) = p.

(q,E|,, r)=374.0(rf3¢Ex).

(¢, Elyy ) (n) = p.

(¢, Blig ) = (¢, Elo @) (1)

(¢, Elypn ) =D

(rf3qExz(n) = {p}) A (p Menge).

1: Aus VS gleich “(rf3gFxz(n) = {p}) A (p Menge)”

folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus 1 und

aus VS gleich “...p Menge”
folgt:

: Aus 2

folgt via 374-1(Def):

: Aus 3“(¢, E|,, ) (n) Menge”

folgt via folk:

<q7E’tonx) =D

(¢, E|,,, *) Menge.

(¢, E|,, z) (n) Menge.

n € dom (g, Fl,, @)
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374-15. Nun wird (¢,0|,, , f) im vielleicht interessantesten Fall ¢ € D, f,O
Funktion, O Algebra auf D, untersucht.

374-15(Satz) Es gelte:

—) qeD.

—) f, 0 Funktion.

—) O Algebra auf D.

—) n € {N}UN.

—) n\ {0} C dom f.

— fln\{0}] € D.
Dann folgt:

2) n C dom (q,0l,, /)-

b) (¢,8], f)[n] € D.

C) (q7D|toOf) =4q.

d) Va (Oé,l—FOé < n) = ((q’D‘to(1+a) f> = (q7|:\‘too¢f) *D*f(l +CY))

RECH.ALG-Notation.
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Beweis 374-15 ab)

1.1: Aus —)“...0 Funktion” und
aus —) “ f ... Funktion”
folgt via 374-3: (¢,0|,, f) Funktion.

1.2: Aus »“qe D7,
aus —) “ f, 0 Funktion” ,
aus —) “0O Algebra auf D7,
aus =) “n € {NJUN” |
aus =) “n \ {0} € dom f” und
aus =) “ fln\ {0}] € D”
folgt via 372-10: Va:(a€n)= (IQ: (2 € D) A (rf3¢0Of(a) = {Q})).

Ben.

3: Aus Thema2.1“p8 €n” und
aus 1.2“Va : (o € n)
= (IQ: (2 € D) A (rf3¢Of(a) = {Q}))”

folgt: AP : (@ € D) A (x£3¢Of(8) = {D}).
4: Aus3“...¢eD...”
folgt via Element Axiom: ® Menge.

5: Aus 3“...rf3¢0f(f) = {P}” und
aus 4“® Menge”
folgt via 374-14: p € dom (¢, 0|, f).

Ergo Thema2. 1: VB : (B en)= (8 dom (¢,0O,)).

Konsequenz via 0-2(Def): Aa)| “n Cdom (¢,0|, f)”
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Beweis 374-15 ab) ...

B € (¢,00, f) [n).

3:

Aus 1.1%(q, 0|, f) Funktion” und
aus Thema2“f € (¢, 0|, f)[n]”

folgt via 18-28: 30 : (P en)A(B=(¢0|,[f) (D).

: Aus3“...®€n...” und

aus 1.2“Va : (a € n)
= (3Q: (2 € D) A (rf3q0f(a) = {Q}))”

folgt: ar: (T' € D) A (r£3¢q0f(P) = {T'}).
: Via 374-1(Def) gilt: (4,0l £) (@) = (¢, Bl o f)-
: Aus4.1¢... T'eD...”

folgt via Element Axiom: I' Menge.
: Aus 3“... = (¢,0|, f)(®)” und

aus 4.2

folgt: B=1(q,00pqf)

: Aus 4.1%. .. rf3¢q0f(P) = {I'}” und

aus 5.1“I" Menge”

folgt via 374-14: (¢,00,, 4 f)=T.
: Aus 5.2 und

aus 6

folgt: g=T.
: Aus 7 und

aus 4.1“...I'e D...”

folgt: geD.

Ergo Thema?2:

Konsequenz via 0-2(Def):

339

VB : (B € (q,Bl, f)[n]) = (8 € D).

Ab)| “(g, Bl f) [n] € D7




340

Beweis 374-15 c)

d)

1: Aus ) “qe D”
folgt via Element Axiom:

: Aus 1“q Menge”
folgt via 374-13:

(g,

Algebra #374

q Menge.

l:||t00f) =4q.

a,l+aen.

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

Aus =) “qe D",

aus —) “ f, 0 Funktion” ,

aus —) “0O Algebra auf D7,

aus =) “n € {NJUN” |

aus =) “n \ {0} Cdom f7,

aus =) “ fln\ {0}] € D” und

aus ThemaO“a,1 +a €n”

folgt via 372-10: AQ: (Q e D) A (rf3¢0f(«)
1

{Q})
ArE3¢0f(1+a) = {Q.0_f(1 +a

+a)}).
Aus ThemaO“a,1 +a € n” und

aus =) “n € {N}JUN?”

folgt via 374-6: 1+aen)\{0}.

Aus1.1¢...Qe D...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

Aus =) “ f ... Funktion” ,

aus 1.2“1+a en\ {0}” und

aus =) “n \ {0} C dom f”

folgt via 18-27: f(l+a) e fln\{0}].

Aus 1.1“. .. rf3¢0f (o) = {2} ...” und
aus 2.1“Q Menge”
folgt via 374-14: (¢, 0]y o f) =

Aus 2.2 f(14+ ) € fin\ {0}]” und
aus =) “ fln\ {0}] € D”
folgt via folk: f(l1+a)eD.
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Beweis 374-154d) ...

a,l+aen.

4: Aus —) “0O Algebra auf D7,
aus 1.1“... Qe D...” und
aus 3.2“f(1+a«a) € D”
folgt via 93-5(Def): QO f(1+a)eD.

5: Aus 4“Q 0 f(14+«) e D”
folgt via Element Axiom: Q_0_f(1+ «) Menge.

6: Aus 1.1“. .. rf3¢0f(1+a)={Q0_f(1+«)}” und
aus 5“Q_0_f(1+ o) Menge”

folgt via 374-14: (q, Olyg (14 f) — Q.0 f(1+a).
7: Aus 6 und

aus 3.1

fOIgt: (QaD|t0(1+a) f) = (Q7D|toaf) *D*f(l —|—Oé).

Ergo ThemaO:

va: (@14 a€n) = (4011 f) = (00l f) TS0+ a)),
O
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374-16. Dieser Satz musste ja einmal kommen.

Algebra #374

374-16(Satz) (GridO0)

a)
b)
c)
d)
e)
)
g)
h)
i)
3)
k)
D)
m)
n)
0)
p)
Q)
r)
s)
t)
u)

v)

0cC1,2,3,4,5,6,7,8,9,ten.
0C1,2,3,4,5,6,7,8,9, ten.
1C2,3,4,5,6,7,8,9, ten.
1C2,3,4,5,6,7,8,9, ten.
2C3,4,5,6,7,8,9,ten.
2C3,4,5,6,7,8,9, ten.
3C4,5,6,7,8,9,ten.
3C4,5/6,7,8,9,ten.
4C5,6,7,8,9, ten.

4 C5,6,7,8,9, ten.
5C6,7,8,9, ten.
5C6,7,8,9, ten.

6 C7,8,9,ten.

6 C7,8,9,ten.

7 C 8,9, ten.

7C8,9, ten.

8 C 9, ten.

8 C 9, ten.

9 C ten.

9 C ten.
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,ten C N.

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,ten C N.
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Beweis 374-16 a)

1.1: Aus €schola“0,1 € N” und
aus <schola“0 < 1”7

folgt via 197-5: 0cCl1

1.2: Aus €schola“0,2 € N” und
aus <schola“(0 < 2”

folgt via 197-5: 0C2

1.3: Aus €schola“0,3 € N” und
aus <schola“0 < 3”

folgt via 197-5: 0cC3

1.4: Aus €schola“0,4 € N” und
aus <schola“0 < 4”

folgt via 197-5: 0c4

1.5: Aus €schola“0,5 € N” und
aus <schola“0 < 5”

folgt via 197-5: 0C5d

1.6: Aus €schola“0,6 € N” und
aus <schola“0 < 6”

folgt via 197-5: 0C6

1.7: Aus €schola“0,7 € N’ und
aus <schola“0 < 7”

folgt via 197-5: 0cCT

1.8: Aus €schola“0,8 € N” und
aus <schola“0 < 8”

folgt via 197-5: 0Cs8
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Beweis 374-16 a) ...

1.9:

b)

Aus a)“0C1,2,3,4,5,6,7,8,9, ten”

10:

Aus €schola“0,9 € N” und
aus <schola“0 < 9”7

folgt via 197-5:

Aus €schola“0,ten € N” und

aus <schola“0 < ten”

folgt via 197-5:

folgt via 57-1(Def):

c)

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

1.5:

Aus €schola“1,2 € N” und
aus <schola“1 < 27

folgt via 197-5:

Aus €schola“1,3 € N” und
aus <schola“1 < 3”

folgt via 197-5:

Aus €schola“1,4 € N” und
aus <schola“1 < 4”

folgt via 197-5:

Aus €schola“1,5 € N” und
aus <schola“1 < 5”

folgt via 197-5:

Aus €schola“1,6 € N” und
aus <schola“1 < 6”

folgt via 197-5:

Algebra #374

0C9

0 C ten

0C1,2,3,4,5,6,7,8,9, ten.

1C2

1C3

1C4

1C5H

1C6
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Beweis 374-16 c ...

1.6:

1.7:

1.8:

1.9:

d)

Aus e€schola“1,7 € N” und
aus <schola“1l < 7”

folgt via 197-5:

Aus €schola“1,8 € N” und
aus <schola“1 < 8”

folgt via 197-5:

Aus €schola“1,9 € N” und
aus <schola“1 < 9”7

folgt via 197-5:

Aus €schola“1,ten € N” und
aus <schola“1 < ten”

folgt via 197-5:

Ausc)“1C2,3,4,5,6,7,8,9, ten”
folgt via 57-1(Def):

e)

1.1:

1.2:

1.3:

Aus €schola“2,3 € N” und
aus <schola“2 < 3”

folgt via 197-5:

Aus €schola“2,4 € N” und
aus <schola“2 < 4”

folgt via 197-5:

Aus €schola“2,5 € N” und
aus <schola“2 < 5”

folgt via 197-5:
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1C7

1C8

1C9

1 C ten

1C2,3,4,5,6,7,8,9,ten.

2C3

2CH4

2C5H
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Beweis 374-16 e) ...

1.4: Aus €schola“2,6 € N” und
aus <schola“2 < 6”

folgt via 197-5: 2C6

1.5: Aus €schola“2,7 € N” und
aus <schola“2 < 77

folgt via 197-5: 2CT

1.6: Aus €schola“2,8 € N” und
aus <schola“2 < 8”

folgt via 197-5: 2C8

1.7: Aus €schola“2.9 € N” und
aus <schola“2 < 9”7

folgt via 197-5: 2C9

1.8: Aus €schola“2,ten € N” und
aus <schola“2 < ten”

folgt via 197-5: 2 C ten
)
Ause)“2C 3,4,5,6,7,8,9,ten”
folgt via 57-1(Def): 2C3,4,5,6,7,8,9, ten.
g)

1.1: Aus eschola“3,4 € N” und
aus <schola“3 < 4”

folgt via 197-5: 3C4

1.2: Aus €schola“3,5 € N” und
aus <schola“3 < 5”

folgt via 197-5: 3CH
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Beweis 374-16 g) ...

1.3: Aus €schola“3,6 € N” und
aus <schola“3 < 6”

folgt via 197-5:

1.4: Aus eschola“3,7 € N” und
aus <schola“3 < 77

folgt via 197-5:

1.5: Aus €schola“3,8 € N” und
aus <schola“3 < 8”

folgt via 197-5:

1.6: Aus €schola“3,9 € N’ und
aus <schola“3 < 9”

folgt via 197-5:

1.7: Aus €schola“3,ten € N” und
aus <schola“3 < ten”

folgt via 197-5:

h)

Aus g)“3 C 4,5,6,7,8,9,ten”
folgt via 57-1(Def):

i)

1.1: Aus eschola“4,5 € N” und
aus <schola“4 < 57

folgt via 197-5:
1.2: Aus €schola“4,6 € N” und
aus <schola“4 < 6”

folgt via 197-5:
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3C6

3C7T

3C8

3C9

3 C ten

3C4,5,6,7,8,9,ten.

4C5

4C6
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Beweis 374-16 i) ...

1.3:

1.4:

1.5:

1.6:

3)

Aus e€schola“4,7 € N” und
aus <schola“4 < 77

folgt via 197-5:

Aus €schola“4,8 € N” und
aus <schola“4 < 8”

folgt via 197-5:

Aus €schola“4,9 € N” und
aus <schola“4 < 9”7

folgt via 197-5:

Aus €schola“4,ten € N” und
aus <schola“4 < ten”

folgt via 197-5:

Aus i)“4 C 5,6,7,8,9,ten”
folgt via 57-1(Def):

k)

1.1:

1.2:

1.3:

Aus €schola“5b,6 € N” und
aus <schola“b < 6”

folgt via 197-5:

Aus €schola“5b,7 € N” und
aus <schola“b < 77

folgt via 197-5:

Aus €schola“b,8 € N” und
aus <schola“b < 8”

folgt via 197-5:
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4C7

4C8

4C9H9

4 C ten

4C5,6,7,8,9,ten.

5C6

5CT

5C8
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Beweis 374-16 k) ...

1.4:

1.5:

1)

Aus €schola“5b,9 € N” und
aus <schola“b < 9”

folgt via 197-5:
Aus €schola“b, ten € N” und
aus <schola“b < ten”

folgt via 197-5:

Aus k) “5 C 6,7,8,9,ten”
folgt via 57-1(Def):

m)

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

n)

Aus €schola“6,7 € N” und
aus <schola“6 < 77

folgt via 197-5:

Aus €schola“6,8 € N” und
aus <schola“6 < 8”

folgt via 197-5:

Aus €schola“6,9 € N” und
aus <schola“6 < 9”

folgt via 197-5:

Aus eschola“6,ten € N” und
aus <schola“6 < ten”

folgt via 197-5:

Ausm) “6 C 7,8,9,ten”
folgt via 57-1(Def):
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5C9H

5 C ten

5C6,7,8,9,ten.

6C7

6C38

6C9

6C7,8,9, ten.
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Beweis 374-16 o)

1.1: Aus €schola“7,8 € N” und
aus <schola“7 < &”

folgt via 197-5:

1.2: Aus €schola“7,9 € N’ und
aus <schola“7 < 9”

folgt via 197-5:

1.3: Aus eschola“7,ten € N” und
aus <schola“7 < ten”

folgt via 197-5:

p)

Aus 0)“7 C 8,9,ten”
folgt via 57-1(Def):

q)

1.1: Aus €schola“8,9 € N” und
aus <schola“8 < 9”7

folgt via 197-5:
1.2: Aus €schola“8,ten € N” und
aus <schola“8 < ten”

folgt via 197-5:

r)

Aus @) “8 C 9, ten”
folgt via 57-1(Def):
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7C8

7C9H9

7 C ten

7C8,9,ten.

8CH

8 C ten

8 C 9, ten.
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Beweis 374-16 s)

Aus €schola“9,ten € N” und
aus <schola“9 < ten”
folgt via 197-5:

t)

Aus s)“9 C 9,ten”
folgt via 57-1(Def):

u)
1.1: Aus €schola“0 ¢ N”

folgt via 374-6:

1.2: Aus €schola“1 ¢ N”

folgt via 374-6:

1.3: Aus €schola“2 ¢ N”

folgt via 374-6:

1.4: Aus €schola“3 ¢ N”

folgt via 374-6:

1.5: Aus €schola“4 ¢ N”

folgt via 374-6:

1.6: Aus €schola“b ¢ N”

folgt via 374-6:

1.7: Aus €schola“6 € N”

folgt via 374-6:

351

9 C ten.

9 C ten.

0cCN

1CcN

2CN

3CN

4CN

5CN

6 CN
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Beweis 374-16 u) ...

1.8: Aus €schola“7 ¢ N”

folgt via 374-6: 7TCN

1.9: Aus €schola“8 ¢ N”

folgt via 374-6: 8CN

.10: Aus €schola“9 ¢ N”

folgt via 374-6: 9CN

.11: Aus &schola“ten € N”

folgt via 374-6: ten C N
v)

Aus ) “0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ten C N
folgt via 57-1(Def): 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,ten C N.
]
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374-17. Auch dieser Satz musste ja einmal kommen.

374-17(Satz) (Gridl)

a) 0€1,2,3,4,5,6,7,8,9. ten.
b) 1€2,3,4,5,6,7,8,9, ten.
c) 2€3,4,5,6,7,8,9, ten.

d) 3€4,56,7,8,9,ten.

e) 4€5,6,7,8,9, ten.

f) 5€6,7,8,9, ten.

g) 67,89, ten.

h) 7 €8,9,ten.

i) 8 €9, ten.

j) 9 € ten.

Beweis 374-17 a)

1: Aus 1-5“0 € {0}” und
aus 95-1(Def)“1 = {0}”

folgt: 0el

2: Aus 1“0€1” und
aus Grid0“1 C 2,3,4,5,6,7,8,9,ten”

folgt via folk: 0€2,3,4,5,6,7,8,9, ten
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Beweis 374-17 b)

1:

c)

d)

Aus €schola“1,2 € N” und
aus <schola“1 < 2”

folgt via 197-5:

: Aus 1“1 €2” und

aus Grid0“2 C 3,4,5,6,7,8,9, ten”

folgt via folk:

: Aus €schola“2,3 € N” und

aus <schola“2 < 37

folgt via 197-5:

: Aus 1“2¢€3” und

aus Grid0“3 C 4,5,6,7,8,9,ten”

folgt via folk:

: Aus €schola“3,4 € N” und

aus <schola“3 < 4”

folgt via 197-5:

: Aus 1“3 €4” und

aus Grid0“4 C 5,6,7,8,9, ten”

folgt via folk:

Algebra #374

1e2

1€3,4,5,6,7,8,9,ten

2¢e3

2 €4,5,6,7,8,9, ten

3e4

3€5,6,7,8,9,ten
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Beweis 347-16 e)

f)

g)

1: Aus €schola“4,5 € N” und

aus <schola“4 < 5”

folgt via 197-5:

: Aus 1“4 €57 und

aus Grid0“5 C 6,7,8,9, ten”

folgt via folk:

: Aus €schola“5,6 € N” und

aus <schola“b < 6”

folgt via 197-5:

: Aus 1“5€6” und

aus Grid0“6 C 7,8,9, ten”

folgt via folk:

: Aus €schola“6,7 € N” und

aus <schola“6 < 7”

folgt via 197-5:

: Aus 1“6 €77 und

aus Grid0“7 C 8,9, ten”

folgt via folk:
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4e€b

4€6,7,8,9,ten

5¢€6

5€7,8,9,ten

67

6 € 38,9, ten
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Beweis 374-17 h)

1: Aus €schola“7,8 € N” und
aus <schola“7 < &8”

folgt via 197-5:

2: Aus 147 € 8”7 und
aus Grid0“8 C 9, ten”

folgt via folk:

i)
1: Aus €schola“8,9 € N” und
aus <schola“8 < 9”7

folgt via 197-5:

2: Aus 1“8€ 9”7 und
aus Grid0“9 C ten”

folgt via folk:

j)
Aus €schola“9,ten € N” und

aus <schola“9 < ten”
folgt via 197-5:

Algebra #374

7€8

7€ 9, ten

8¢€9

8 € ten

9 € ten.
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374-18. Gelengtlich schadet es nicht, expliziter als gewdhnlich zu sein.

374-18(Satz) Aus ...

—) q€D.

—) f, 0 Funktion.
—) O Algebra auf D.
—) n € {N}UN.

—) n\ {0} C dom f.
=) fln\{0}] € D.

a) ...und “2Cn” folgt “(¢,0|0f) =4q”
und “(q,0|,, f) =¢0_f(1)”.
b) ...und “3Cn” folgt “(q,0lo f) =4q”

und “(q,0|, f) = q-O_f(1)”
und “(q,0|,, f) = (¢-O-f(1))-0f(2)".

c) ...und “4Cn” folgt “(¢,0|0f) =4q”
und “(¢,8ly, f) = ¢-O-f(1)”
und “(q,8)y, f) = (¢-O-f(1))-0_f(2)"

und “(q,0),, 5 f) = ((¢-B-f(1))-8-f(2))-8-f(3)".

ALG-Notation.

Beweis 374-18

RECH-Notation.
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Beweis 374-18 a) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Aus =) “qe D7,

aus —) “ f, 0 Funktion” ,
aus —) “0O Algebra auf D7,
aus =) “n € {NJUN” |

aus =) “n \ {0} € dom f” und

aus —) “ f[n\ {0}] € D”
folgt via 374-15:
Aus Grid1“0,1 € 2”7 und

aus VS gleich “2 Cn”
folgt via folk:

: Aus1.2“...1€n” und

aus +schola“1 +0=1"
folgt:

: Aus ) “qe D7

aus —) ¢ f, 0 Funktion” ,
aus —) “0O Algebra auf D7,
aus =) “n € {NJUN7” |

aus —) “n \ {0} C dom 7,
aus =) “ f[n \{0}] € D7,
aus 1.20... €n” und
aus 2“14+0€en”

folgt via 374-15:

: Aus 3 und

aus 1.1
folgt:

: Aus 4 und

aus +schola“1 +0=1"

folgt:

(Qa Ol (1+0) f)

Algebra #374

2 Cn.

(%D’toof) =4q

0,1 €n.

1+0€en.

= (¢, B0 f) -B-F(1 +0).

<q, Ol (1+0) f) =¢q-0-f(1+0).

(4,0l f) = ¢-O-f(1)




Algebra #374

Beweis 374-18 b) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus Grid0“2 C 3” und
aus VS gleich “3 Cn”
folgt via folk:

Aus Grid1“1,2 € 3” und
aus =) “3Cn”
folgt via folk:

Aus =) “qe D7,

aus —) “ f, 0 Funktion” ,

aus —) “0O Algebra auf D7,

aus =) “n € {NJUN?” |

aus —) “n \ {0} € dom 7,

aus =) “ fln\ {0}] € D” und

aus 1.1“2Cn”

folgt via des bereits bewiesenen a):
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1,2 en.

((¢,Blioo f) = @) A(q,Blypy f) = ¢-B-f(1))

: Aus 4 und

aus +schola“1 +1=2"

Aus 1.2 und

aus +schola“1+4+1=2"

folgt: L,1+1en.
: Aus =) “qe D7,

aus —) “ f, 0 Funktion” ,

aus —) “0O Algebra auf D7 |

aus =) “n € {N}JUN"

aus =) “n \ {0} Cdom f7,

aus =) “ fln\ {0}] € D” und

aus 2.2“1,1+1en”

folgt via 374-15: (q, T, f) = (0l f) O_f(1+1).
: Aus 3 und

aus 2.1%... (¢, 0|, f) =¢-0_f(1)”

folgt: <q, D|to (141) f> = (¢-O_f(1))B_f(1+1).

folgt: (4,0l f) = (¢-B-f(1))-0-f(2)
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Beweis 374-18 c¢) VS gleich 4 Cn.

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus Grid0“3 C 4” und
aus VS gleich “4 Cn”
folgt via folk: 3 Cn.

Aus Grid1“2,3 € 4” und
aus =) “4 Cn”
folgt via folk: 2,3 €n.

Aus ) “qe D7,

aus —) “ f, 0 Funktion” ,

aus —) “0O Algebra auf D7,

aus =) “n € {N}UN” |

aus —) “n \ {0} Cdom 7,

aus =) “ fln\ {0}] € D” und

aus 1.1“3Cn”

folgt via des bereits bewiesenen b):

((¢,Blio0 ) =) A ((q, Bl f) = ¢-B-f(1))
AN(q, Bl f) = (¢-B-f(1))-D-f(2))

Aus 1.2 und
aus +schola“1 +2 =3
folgt: 2,1+2en.

: Aus =) “qe D7,

aus —) “ f, 0 Funktion” ,

aus —) “0O Algebra auf D7,
aus =) “n € {NJUN” |

aus —) “n \ {0} Cdom 7,
aus =) “ fln\ {0}] € D” und
aus 2.2“2,142€n”

folgt via 374-15: (q, Ol (142) f) = (¢, 0l f)-O-f(1 +2).

: Aus 3 und

aus 2.1 (¢, Ol f) = (¢-0-£(1)-0£(2)”
folgt: (4.5l 142 /) = (@ OF(1) B F(2)) 0/ (1 +2).

: Aus 4 und

aus +schola“1 +2 =37

folgt: (4, Bl 5 f) = ((q-B-f(1))-D-f(2)) B-f(3) =
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374-19. Die “n = N-Version” von 374-15,18 wird nachgereicht.
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a)
b)
c)
d)
e)
)

g)
h)

—) q€D.

Dann folgt:

—) f, 0 Funktion.

374-19(Satz) Es gelte:

—) O Algebra auf D.
—) N\ {0} C dom f.
= fIN\{0}] € D.

dom (¢,0|, f) =N.

ran (¢, B, f) € D.

(¢,0,f) : N=D.

Va: (o €N) = (<Q7D’to(l+a) f) =(¢,00 o f) O f(1+ ).

(
(
(
(

q? El|to(]f
q, |:||t01 f
Q7 D|t02f

q? E||t(_)3f

)

)
)
)

=q.

q-0-f(1).
(¢-8-f(1))-B-f(2).
((¢-0-f(1))-0-£(2))-0-f(3).

RECH.ALG-Notation.
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Beweis 374-19

1:

3.a):

5.b):

7.c):

Aus =) “qe D’

aus —) “ f, 0 Funktion” ,

aus —) “0O Algebra auf D7,

aus 374-6“N € {N} UN",

aus —) “N\ {0} C dom f” und

aus =) “ fIN\ {0}] € D~

folgt via 374-15: (N Cdom (¢,0, f)) A ((¢,0|, f) [N] € D)

C
AYB: (8,148 €N) = (0.0 (145 f) = (0.0 s ) -D-F 1+ B)).

: Via 374-3 gilt: dom (¢,0|, f) C N.

Aus 2“dom (¢, 0|, f) € N” und
aus 1“N C dom (¢,0],, f)...”

folgt via Gleichheits Axiom: dom (¢,0|, f) =N.
8—10 3.a)
ran (¢,0ly, f) =" (¢, 8l f) [dom (g, 8, )] = (¢, Bl f) [N].
Aus 4“ran (¢,0|, f)=...=(¢,0|, f)[N]” und
aus 1“...(¢, 0|, f)[INNC D...”
folgt: ran (¢,0|, f) C D.
: Aus —) “...0 Funktion” und aus —) “ f ... Funktion”
folgt via 374-3: (¢,0|,, f) Funktion.

Aus 6“(¢,0|,, f) Funktion”

aus 3.a) “dom (¢,0]|,, f) =N” und

aus 5.b) “ran (¢,0|,, f) € D”

folgt via 21-1(Def): (¢,0,f) : N—=D.
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Beweis 374-19 ...

aeN,
9: Aus Thema8“a € N”
folgt via folk: l1+a€eN.

10: Aus Thema8“a € N” |
aus 9“1 +a € N7 und
aus 1“...V3: (8,14 8 € N)

= (0.0 115 f)

= (400 s f) D1+ B)
folgt: (4:8ho (110 ) =

q7 D‘tOOé 7I:|*f(1 + a)'

Ergo Thema8:
Ad)

“Vo (O& S N) = ((q, D|to (14-) f) = (q’ D|toaf) *D*f(l + Oé))”

9.efgh): Aus Aus =) “qe D",
aus —) “ f, O Funktion”
aus —) “0 Algebra auf D” |
aus 374-6“N € (N} UN" |
aus —) “N\ {0} C dom f”,
aus =) “ fIN\ {0}] € D” und
aus Grid0“4 C N”

folgt via 374-18: (q ’DltoOf)
A (48], ) = ()
A (¢, 8lgy ) = (¢B-f(1 ))ﬂf( )
A (4 8los ) = ((¢-8-f(1))-0-f(2) B-f(3).

]



364 Literatur Essays 318-374

e H. Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Mafitheorie, De-
Gruyter, 1978(3).

e H. Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
e H. Federer, Geometric Measure Theory, Springer, 1996.

e K.P. Grotemeyer, Topologie, B.I. Mannheim/Wien/Ziirich, 1969.

Wikipedia. http://de.wikipedia.org/wiki/Neutrophiler_Granulozyt.
Datum: 14-01-09. Letzte Anderung: 13-12-12 06:46.



