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2 MENGENLEHRE #13

z[x7HE]]. z7 [z[E]]. (z7')~! ist die groBte, in = enthaltene Relation.
(=)~ T

Ersterstellung: 12/09/05 Letzte Anderung: 15/04/11
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13-1. Es folgen jeweils zwei Aussagen dariiber, zwischen welchen Klassen sich
z[z7'[E]] und x~![z[E]] befinden. Interessanter Weise sind die Resultate fiir be-
liebige Klassen und nicht etwa nur fiir Relationen giiltig. Die in allen vier Aus-
sagen auftretenden “Doppel-Inklusionen” beinhalten klarer Weise zwei Aussa-
gen, etwa in c), wo “F C z[z ![E]] C ranz” sowohl “E C z[z~![E]]” als auch
“z[z7'[E]] C rana” bedeutet. Via a) befindet sich z[z~![F]] stets zwischen den
Klassen E Nranz und ranz. In b) wird ganz dhnlich gezeigt, dass sich 7! [z[E]]
stets zwischen FNdom z und dom z befindet. In ¢) und d) werden diese Aussagen
auf die nahe liegenden Félle £ C ranx und E C dom x spezialisiert. Aus diesem
Grund ist die Beweis-Reihenfolge a) - ¢) - b) - d):

13-1(Satz)
a) ENranz C z[z '[E]] Cranx.
b) ENndomz C 27 !z[E]] C domz.
c) Aus “E Cranx” folgt “E C z[z"'[E]] Cranz”.

d) Aus “E Cdomz” folgt “E C x~1[z[E]] C domz"”.
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Beweis 13-1 a)

a € EFNranz.

2: Aus Themal.1“a € ENranz”

folgt via 2-2: (o € E) A (a €ranx).
3: Aus 2“...a €ranz”

folgt via 7-4: 30 (Q,a) € .
4: Aus 3“...(Q, ) € 27 und

aus 2“a € EB...7

folgt via 11-22: Qe axlE].

5: Aus 3“...(Q, ) € 2”7 und
aus 4“Q € z7[E]”

folgt via 8-8: a € x[z7HE]].
Ergo Themal.1: Va: (o€ ENranz) = (a € [z HE]]).
Konsequenz via 0-2(Def): Al| “ENnranx C z[z7'[E]]”
1.2: Via 8-10 gilt: z[z7'E]] C ranx.

2: Aus Al gleich “ENranz C z[z7'[E]]” und
aus 1.2%z[x71[E]] Cranx”

folgt: Enranz C z[z [FE]] Cranx.
c) VS gleich E Cranz.
1.1: Aus VS gleich “F Cranz”

folgt via 2-10: ENnranx = E.
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: Enranz C x[z '[E]] Cranz.

2: Aus1.1“FNranz = FE” und
aus 1.2“E Nranz C z[z ![E]] Cranz”
folgt: E C z[z7'[E]] Cranz.
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Beweis 13-1 b)

2: Aus Themal.l1“a € ENdomax”

3: Aus 2“...a €domz”

4: Aus 3“...(a,2) € z” und
aus 2.2a € E...7

5: Aus 3“...(,Q) € 7 und
aus 4“Q € z[E]”

a€ ENdomz.
folgt via 2-2: (v € E) A (o € domx).

folgt via 7-2: 30 (o, ) € .

folgt via 8-8: Qe z[E].

folgt via 11-22: a €z Hz[E]).
Ergo Themal.1: Va: (e € ENndomz) = (o € 27 [z[E])).
Konsequenz via 0-2(Def): All “ENndomz C zz[E]]”
1.2: Via 11-19 gilt: rz[E]] C domz.

2: Aus A1 gleich “ENndomz C 7 z[E]]” und
aus 1.2z Yz[E]] C domz”

folgt: EnNndomx C z7!'[z[E]] C domx.
d) VS gleich E C domuz.
1.1: Aus VS gleich “F C domz”

folgt via 2-10: ENndomzx = F.
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: Endomx C 7 'z[E]] C domz.

2: Aus1.1“ENdomz = FE” und
aus 1.2“E Ndomz C 7! [z[E]] C domz”
folgt: E C 27 '[z[E]] C domz.

O
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13-2. Gemaf 13-1 ist im Fall £ C domzx die Klasse E eine TeilKlasse von
7 z[E]]. Nun wird eine zusitzliche Bedingung, die die Gleichung E = x~![z[E]]
garantiert, angegeben. Ein korrespondierendes Resultat fiir z[z~[F]] ist in 13-
5 zu finden. Scheinbar tritt bei den Voraussetzungen von 13-2 und 13-5 - “x
injektiv” versus “z~! injektiv und x Relation” - ein Symmetriebruch in Bezug
auf x[z7![E]] und 2~ ![z[F]] auf. Bei genauerer Betrachtung fillt auf, dass die zu
“z Relation” in 13-5 korrespondierende Forderung “x~! Relation” via 11-7 stets

gilt, also auch nicht zusétzlich gefordert werden muss:

13-2(Satz)

Es gelte:
—) x injektiv.
—) E C domu.

Dann folgt “E = x~z[FE]]”.
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Beweis 13-2
o € 2~ x[E]].
2: Aus Themal.1“a € x '[z[E]]”
folgt via 11-21: 30 (Q € 2[E]) A (o, Q) € ).

3: Aus 2¢...Qex[E]...”
folgt via 8-T7: U (Ve B)A((V,Q) ).

4: Aus —) “x injektiv” ,
aus 2“...(o,Q) € 7 und
aus 3“... (U, Q) ex”
folgt via 8-1(Def): a=1V.

5: Aus 4“a=9" und
aus 3“... e F...7

folgt: ac k.
Ergo Themal.1: Va: (a € 27 z[E]]) = (0 € E).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “z7Mz[E]] C E”

1.2: Aus =) “FE Cdomz”
folgt via 13-1: E C z7'[z[E]].

2: Aus 1.2“F C z7'[z[F]]” und
aus A1 gleich “z~![z[F]] C E”
folgt via GleichheitsAxiom: E =z 'z[E]).
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13-3. Im folgenden Satz wird via abc) gesagt, dass (z71)~! die gréfite in o enthal-
tene Relation ist. Konsequenter Weise ist geméfl de) eine Klasse z genau dann
eine Relation, wenn z = (27 !)~! gilt. Die Aussage “(z~')™' C 2” wird in f)
mit “(z71) 7! = 2N (U x U)” prizisiert. Ausserdem gilt ((z71)~1)~! = 27! und

() =)

13-3(Satz)
a) (747! Relation.
b) (z71)7 ' Cua.
c) Aus “r Relation” und “r C x” folgt “r C (z~')717.
d) Aus “x Relation” folgt “x = (x=1)717.
e) Aus “xz = (z71)717 folgt “x Relation”.
£) (z ) '=xnUxU).
© () =t
B () ) = ()

Beweis 13-3 a) Via 11-7 gilt: (z71)~! Relation.
b)

o€ (@)

2: Aus Themal“a € (z7')71”
folgt via 11-2: IV (a=(T,Q)A((Q,¥) ext).

3: Aus 2¢...(Q,0) ez
folgt via 11-4: (v, Q) € .

4: Aus 2“...a=(V,Q)...” und
aus 3“(V,Q) € z”
folgt: oac .

Ergo Themal: Va:(a € (z7)™) = (e € x).

Konsequenz via 0-2(Def): (x~ )1 Cua.
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Beweis 13-3 c) VS gleich (r Relation) A (r C ).
aEr.

2: Aus VS gleich “r Relation...” und
aus Themal“a € r”
folgt via 10-2: IV a=(Q,V).

3: Aus 2“...a=(Q,¥)” und
aus Themal“w € r”

folgt: (Q,0) er.

4: Aus 3“(Q,¥) € r” und
aus VS gleich “...r Cz”
folgt via 0-4: (Q,¥) € x.

Y

5: Aus 4“(Q,0) e zx”
folgt via 11-4: (Q,0) € (z7H)~ L

6: Aus2“...a=(Q,¥)” und
aus 6“(Q,¥) € (z7 1)~
folgt: a€ (z7h)h

Ergo Themal: Va:(aer)= (ae (z ™).

Konsequenz via 0-2(Def): rC (z7hH)h
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Beweis 13-3 d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Via 0-6 gilt:

Aus VS gleich “x Relation” und
aus 1“x C z”
folgt via des bereits bewiesenen c):

Via des bereits bewiesenen b) gilt:

cAus 2.1 C (27 H)71” und

aus 2.2 (x H P Cx”
folgt via GleichheitsAxiom:

e) VS gleich

1:

2:

f)

1.1:

1.2:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Aus VS gleich “x = (z71)71” und
aus 1“(z71)~! Relation”
folgt:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Via des bereits bewiesenen b) gilt:

: Aus 1.1%(z71)~! Relation”

folgt via 10-1(Def):

cAus 14N (UXU)...CUXUT

folgt via 10-1(Def):

cAus 1.2%(z7H7 1 C 27 und

aus 2.14(z " H P CU XU
folgt via 2-12:

s Aus1.3“z2NUXxU)... Caz” und

aus 2.2“c N (U x U) Relation”
folgt via des bereits bewiesenen c):

cAus 3.14(z )P Caen(U xU)” und

aus 3.2z N (U X U) C (x71)71”
folgt via GleichheitsAxiom:

MENGENLEHRE #13

z Relation.

z C z.

r=(z7')L
r=(x7H~L

(z71)~! Relation.

z Relation.

(71! Relation.

(z7 )1 Cua.

2-7

N UxU) C =z

2-7

rNUXxU) C UXU.

(xH ' CUxU.

z N (U xU) Relation.

(zH) ' CanU xU).

N (UxU)C(z7h)

(xH P =2xnUxU).
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Beweis 13-3 g)

11

2: Aus Themal.l1“«a € ((x_l)_l)_l K
folgt via 11-3:

3: Aus 2¢. .. (Q’ ‘If) c (l’_l)_l ”
folgt via 11-4:

4: Aus 3“(Q V) ex”
folgt via 11-4:

5: Aus 2“...a=(V,Q)...” und
aus 4“ (0, Q) € 2717
folgt:

IO, (o = (T, Q) A ((Q,0) € (z1)71).

a€ ((z7H)~ 1)L

(Q,0) € .

(0,Q) ezt

oaexr

Ergo Themal.1: Va: (e (7)) ™) = (aex™).

Konsequenz via 0-2(Def):

Al cc((x—l)—l)—l g .T_l 9

2: Aus Themal.2“a € z~17”

3: Aus 2“... (V) ex”
folgt via 11-4:

4: Aus 34(Q,0) € (27117
folgt via 11-4:

5: Aus 2“...a=(V,0)...” und
aus 4“ (0, Q) € ((z~H)=H=t”
folgt:

folgt via 11-3: QU (o= (P, Q) A((Q, V) € x).

v,0) e (@)™~

oaex

Q,0) € (z7H)L

a€ ((z7H) )L

Ergo Themal.?2: Va:(aez™)= (ae((z7H) ).

Konsequenz via 0-2(Def):

A2 “l,fl C ((ijl)*l)fl b2
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Beweis 13-3 g) ...

1.3:

h)

Aus A1 gleich “((z71)™)"' C 2717 und
aus A2 gleich “z71 C ((z71)71)~1”
folgt via GleichheitsAxiom:

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus 14(z7')~! Relation”

folgt via des bereits bewiesenen d):

: Aus 2

folgt:

MENGENLEHRE #13

() =

(71! Relation.

Ca e ((C i I I

()™ = @)
[
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13-4. Es folgt ein Hilfsresulat zum Beweis von 13-5:

13-4(Satz)

Es gelte:
—) x~ b injektiv.
—) E Cranzx.

Dann folgt “E = (x= Y)Yz~ 1[E]]”.

Beweis 13-4
1: Via 11-7 gilt: dom (z7!) = ranux.

2: Aus =) “FE Cranz” und
aus 1“dom (z71) = ranz”
folgt: E C dom (z71).

3: Aus —) “z7! injektiv”’ und
aus 2“F C dom (z71)”
folgt via 13-2: E = (z7Y) Yz [E]].
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13-5. Wie im folgenden Satz gesagt, sind aufler der via 13-1 erwarteten Vor-
aussetzung “FE C ranr” zwei weitere Voraussetzungen an r erforderlich, um
E = r[r[E]] zu erreichen. Interessanter Weise stellen sich diese beiden Voraus-
setzungen spéter als dquivalent zu “r Funktion” heraus. Ein korrespondierendes
Resultat fiir “F = r~[r[F]]” ist in 13-2 zu finden:

13-5(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation.
—) =1 injektiv.
—) E Cranr.

Dann folgt “E = r[r~'[E]]”.

Beweis 13-5

1: Aus VS gleich “r Relation”
folgt via 13-3: r=(r"HL

2: Aus —) “r~!injektiv’ und
aus —) “E Cranr”
folgt via 13-4: E = (rH Y r ' E].

3: Aus 1“7 = (r~ 171" und
aus 2“E = (rY)~7r[E]]”
folgt: E =r[r-E].
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Komposition. z o y.

Ersterstellung: 11/10/05 Letzte Anderung: 15/04/11
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14-1. Die Kompositon von z und y besteht aus jenen geordneten Paaren
(A, i), zu denen es 2 gibt, so dass einerseits (A, €2) € y und andererseits (2, ) €
z gilt. Via ElementAxiom und PaarAxiom I ergibt sich hier, dass A, u, ()
Mengen sind. Bemerkenswerter Weise wird die Komposition von z und y mit
“x oy” abgekiirzt, doch wenn fiir Mengen \, o die Menge (A, i) in x o y liegt, so
gelten fiir die soeben als existent geforderte Klasse (2 die Aussagen (A, ) € y
und (€2, ) € x - und hier wird die Reihenfolge von x und y umgedreht. Dies ist
auch aus der Notation des Klassenterms ersichtlich, wonach x oy = 14.0(y, x):

14-1(Definition)

1) xzoy
=14.0(y,2) ={(A\p): (F2: (A Q) € y) A((Qp) € 7))}

={w: (3T, V: ((QT) ey A(T,¥) € x)A(w=(Q,V)))}.

2) “¢€ Komposition von z und y” genau dann, wenn gilt:

C=uzxoy.
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14-2. Fast schon erwartet gelten die folgenden Aussagen:

14-2(Satz)
a) x oy Komposition von x und y.

b) Aus “C€ Komposition von x und y”
und “® Komposition von x und y”

folgt “€=2".
Beweis 14-2 a)
Aus “zoy=xo0y”
folgt via 14-1: x oy ist die Komposition von x und y.

b) VS gleich (€ Komposition von = und y) A (® Komposition von z und y).

1.1: Aus VS gleich “€ Komposition von z und y...”
folgt via 14-1(Def): C=zxoy.

1.2: Aus VS gleich “...® Komposition von x und y”
folgt via 14-1(Def): D=xo0y.

2: Aus 1.1“€=zoy” und
aus 1.2“D =xoy”
folgt: C=2.
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14-3. Der erste Schritt zur Bewdltigung der Definition der Komposition von x
und y besteht darin, eine definitionsangepasste, notwendige Bedingung fiir “w €
x o y” anzugeben:

14-3(Satz)
Es gelte:
—) wETOoy.
Dann gibt es Q, T, V, so dass gilt:
e.1) Q Menge.
e.2) T Menge.
e.3) U Menge.
e.d) (,T)ey
e.5) (T,V) €.
e.6) w=(QVU).
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Beweis 14-3

1:

Aus =) “w e xzoy” und
aus “xoy = {w: (I T,V : ((£,

(
folgt:  w e {w: (3T, T ((2,

tAus 1w e{w: (I T,V ((Q,T)ey) A((T,V0) €x) A(w=(2,V)))}”
folgt: AT, : (7)) ey) A((T,0) € x) A (w = (2, )
Aus 24 (V) ey...”
folgt via Element Axiom: (€, T) Menge.
Aus 24 (T, 0) ez,
folgt via Element Axiom: (T, ¥) Menge.
: Aus 3.1%(€,T) Menge”
folgt via Paar Axiom I: (€2 Menge) A (T Menge).
: Aus 3.2 (T, ¥) Menge”
folgt via Paar Axiom I: (T Menge) A (U Menge).
D Aus 243, T, UL L7
aus 4.1“€) Menge. .. ",
aus 4.1“...T Menge”,
aus 4.2“... ¥ Menge”,
aus 2“... (1) ey...”
aus 2“... (T, V) € z...” und
aus 2“...w = (Q,V)”
folgt:
30,1, :
) Menge
A T Menge
A U Menge
N QT ey
A (T, 0) ex
AN w= (V).
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14-4. Nachdem in 14-3 die Definition der Verkniipfung im Hinblick auf das
“Element-Sein” einer ansonsten beliebigen Klasse entwirrt wird, geht es im fol-
genden Satz um die etwas einfacher zu behandelnde Frage, welche definitionsan-
gepassten, notwendigen Bedingungen aus (p, q) € x oy folgen:

14-4(Satz)
Es gelte:
—) (p,q) Exoy.
Dann folgt gibt es ), so dass gilt:
e.1) Q Menge.
e.2) (p,Q) €y.

e.3) (2,¢q) €.
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Beweis 14-4

1:

: Aus 3.2%(8,¢)
Q

Aus =) “(p,q) €Exoy”
folgt via 14-3:

:Aus 1¢.. . (p,q) = (¥, 1)",

und

2

aus 1“... ¥ Menge. ..
aus 1“...7T Menge. ..
folgt via IGP:

2

s Aus 2¢p=Vv...7

folgt via PaarAxiom I:

:Aus 2¢...g=T"

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3.1%(p, Q) = (V,Q)” und

aus 1“... (¥, Q) ey...”
folgt:

T)ex...”

aus 1“...(
folgt:

: Aus 14d...Q...7,

7

aus 1“...Q Menge...”,
aus 4.1“(p, Q) € y” und
aus 4.2“(Q,q) € z”
folgt:

(©,7)” und

21

, T : (¥ Menge) A (€2 Menge) A (T Menge)
Q) ey) A2, T) € 2) A(p, g) = (¥, T)).

(p,2) = (T, Q).

(€2,9) = (2, 7).

(p, ) €y.

(Q,q) € x.

30

) Menge

A (p,Q) €y
A (Q,q) € .
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14-5. Mit dem folgenden Satz wird eine hinreichende Bedingung dafiir gegeben,
dass ein geordnetes Paar von Mengen in der Komposition von zwei Klassen ist und
die erste Komponente des geordneten Paares Element des Definitions-Bereichs der
Komposition ist und die zweite Komponente des geordneten Paares Element des
Bild-Bereichs der Komposition ist:

14-5(Satz)
Es gelte:
—) (p,w) €.
—) (w,q) € x.
Dann folgt:
a) (p,q) €xoy.
b) p € dom(zoy).

c) g€ran(zoy).

Beweis 14-5

1.1: Aus =) “(p,w) €y”

folgt: dp: (p,w) €y.
1.2: Aus =) “(p,w) €y”

folgt: Jw : (p,w) € y.

1.3: Aus =) “(w,q) € z”
folgt: dg: (w,q) € x.

1.4: Aus =) “(p,w) €y”
folgt via ElementAxiom: (p, w) Menge.

1.5: Aus —) “(w,q) € z”
folgt via ElementAxiom: (w, q) Menge.
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Beweis 14-5 ...

2.1:

2.2:

2.3:

5.a):

6.b):

6.c):

Aus 1.1“dp...7,

aus 1.2“3Jw...”7,

aus 1.3%“dq...7,

aus —) “ (p,w) € y”
aus —) “ (w,q) € x” und
aus “(p,q) = (p,q)”

folgt: I, w.q: ((p,w) €y) A ((w,q) € 2) A(p,q) = (p, q))-
Aus 1.4 (p,w) Menge”
folgt via PaarAxiom I: p Menge.

Aus 1.5“(w, q) Menge”
folgt via PaarAxiom I: q Menge.

: Aus 2.2“p Menge” und

aus 2.3“q Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p, q) Menge.

 Aus 2.1%3p,w, ¢ : ((p,w) € y) A ((w,q) € z) A((p,g) = (p,q))” und

?US 3“(p,q) Menge”
olgt:
(P q) €E{w: BT,V : (LT) ey A((T, V) € 2) Aw=(2,¥)))}.

Aus 4

“(pg) €{w: (3T, ¥ ((Q,T) ey) AN(T, V) € 2) Aw = (2, ¥))}” und
aus “{w: (3L, ¥ : ((2,V) ey A(T,¥) €x) A (w=(Q,V)))} =z0y”
folgt: (p,q) Exoy.
Aus 5.2)“(p,q) Exoy”
folgt via 7-5: p € dom (z o y).
Aus 5.2)“(p,q) Exoy”
folgt via 7-5: q € dom (z oy).

O
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14-6. Mit dem folgenden Satz wird eine bis auf Weiteres ausreichende Diskussion

des Definitions- und des Bild-Bereichs von Kompositionen gegeben:

14-6(Satz)
a) dom (xoy) =y [domz].

b) dom (z oy) C domy.

d) ran(zoy) = x[rany].

e) ran(zoy) Cranz.

c) Aus “rany C domzx” folgt “dom (z oy) = domy”.

£) Aus “domz Crany” folgt “ran(xoy)=ranz”.

Beweis 14-6 a)

folgt via 7-2:

3: Aus 2¢... (o,Q) €xoy”
folgt via 14-4:

4: Aus 3“...(V,Q) ex”
folgt via 7-5:

5: Aus 3“...(o,V) ey...”
aus 4“V¥ € domzx”
folgt via 11-22:

2: Aus Themal.1“a € dom (zoy)”

30 : (0, 1) € y) A (T, Q) € ).

und

a € dom (z o y).

A0 : (o, Q) € zoy).

U € domzx.

a € y~'[dom z].

Ergo Themal. 1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va : (a € dom (zoy)) = (a € y~[domz]).

A1]| “dom (zoy) C y~t[domx]”
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Beweis 14-6 a) ...

25

2: Aus Themal.2“a € y~![domz]”

folgt via 11-21: 30 (Q € domz) A ((or, Q) € y).

3: Aus 2“...Q€domzx...”

a € y~'[dom z].

folgt via 7-2:

folgt via 14-5:

folgt via 7-5:

4: Aus 2¢... (o,Q) ey”
aus 3“...(Q,¥) e x”

5: Aus4“(a, V)€ xoy”

A (Q,0) € z.

(o, ¥) € zoy.

a € dom (z o y).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € y~Hdomz]) = (o € dom (x 0 y)).

A2| “y~domz] C dom (zoy)”

1.3: Aus A1 gleich “dom (zoy) C y '[domz]” und
aus A2 gleich “y~*[domz] C dom (z o y)”
folgt via GleichheitsAxiom:
b)
1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
1.2: Via 11-19 gilt:
2: Aus 1.1“dom (zoy) =y [domz]” und

aus 1.2“y ![domz] C domy”
folgt:

dom (z o y) = y~![dom z].

dom (z o y) = y~![domx].

y~![domz] C domy.

dom (z o y) C domy.
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Beweis 14-6 c) VS gleich

MENGENLEHRE #14

rany C dom .

2: Aus Themal.1“a € domy”

folgt via 7-7:

3: Aus 2“...Q €rany...” und
aus VS gleich “rany C domz”
folgt via 0-4:

4: Aus 3“Q € domz”
folgt via 7-2:

5: Aus 2“...(,Q) € y” und
aus 4“...(Q, V) € x”
folgt via 14-5:

6: Aus 5“(a, V)€ xoy”

folgt via 7-5:

3Q: (Q erany) A ((o, Q) € y).

a € domy.

Q) € domz.

A (Q,0) € .

(o, ¥) € zoy.

a € dom (z o y).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2: Aus 1.2“dom (zoy) C domy” und
aus A1l gleich “domy C dom (zoy)”

folgt via GleichheitsAxiom:

Vo

: (o € domy) = (a € dom (z 0 y)).

A1l “domy Cdom (zoy)”

dom (z o y) C domy.

dom (z o y) = domy.
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Beweis 14-6 d)

o € ran (z 0 ).
2: Aus Themal.1“a €ran(zoy)”
folgt via 7-4: 30 : (Q,a) ezoy.

3: Aus 2¢...(Qa)€exoy”
folgt via 14-4: AV ((QY) ey A((Y,a) € x).

4: Aus 3“...(Q,¥)ey...”
folgt via 7-5: U e rany.

5: Aus 3“...(¥,a) € z” und
aus 4“W €rany”
folgt via 8-8: a € x[rany].

Ergo Themal.1: Va: (e €ran(zoy)) = (a € z[rany]).

Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “ran(zoy) C zlrany]”
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Beweis 14-6 4) ...

MENGENLEHRE #14

2: Aus Themal.2“q € x[rany]”
folgt via 8-7:

3: Aus 2“...Q €rany...”
folgt via 7-4:

4: Aus 3“...(V,Q) € y” und
aus 2“...(Q,a) € 7

folgt via 14-5:

5: Aus 4“(V,a) €exoy”
folgt via 7-5:

3Q: (Q erany) A (2, a) € x).

a € xfrany].

3 : (V,Q) € y.

(V,a) € zoy.

a €ran(xzoy).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3:

Va: (a € xfrany]) = (a € ran (xz 0 y)).

A2| “zlrany] Cran(zoy)”

Aus A1 gleich “ran(zoy) C z[rany]” und

aus A2 gleich “zfrany] Cran(zoy)”

folgt via GleichheitsAxiom:

e)

1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

1.2: Via 8-10 gilt:

ran (z oy) = x[rany].

ran (x o y) = z[rany].

zlrany] C ranz.

2: Aus 1.1“ran(zoy) = z[rany|” und

aus 1.2“z[rany] C ranx”
folgt:

ran(zoy) C ranz.



#14 MENGENLEHRE

Beweis 14-6 f) VS gleich
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domzx C rany.

2: Aus Themal.1“a Eranz”

folgt via 7-7: 3Q: (Q € domz) A (2, a) € z).

3: Aus 2“...Q€domzx...” und
aus VS gleich “domx Crany”
folgt via 0-4:

4: Aus 3“Q2 €rany”
folgt via 7-4:

5: Aus4“...(V,Q) €y” und
aus 2“...(Q,a) € x”
folgt via 14-5:

6: Aus 5“(V,a) e xoy”
folgt via 7-5:

o Eranx.

2 €rany.

3 : (V,Q) € y.

(¥, ) € zoy.

a €ran(xzoy).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2:

2:

Via des bereits bewiesenen e) gilt:

Aus 1.2%ran(zoy) Cranz” und
aus A1l gleich “ranz Cran(zoy)”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (o €ranz) = (a € ran(z ovy)).

Al “ranxz Cran(zoy)”

ran (zoy) C ranu.

ran(x oy) = ranz.

O



30 MENGENLEHRE #14

14-7. Der folgenden Satz resultiert aus einer Kombination von 14-6 und 11-7.
GeméB ab) ist der Definitions-Bereich von x o 7! gleich dem Bild-Bereich von
oz~ ! und beide sind gleich dem Bild-Bereich von x. In Analogie ist via cd) der
Definitions-Bereich von 27! o 2 gleich dem Bild-Bereich von 27! o z und beide
sind gleich dem Definitions-Bereich von x:

14-7(Satz)
a) dom(zoz~!)=ranz.
b) ran(zoxz™ ') =ranuz.
c) dom(z7!'ox) =domu.

d) ran(z7!ox) =domu.

Beweis 14-7 a)

1.1: Via 11-7 gilt: dom (z7') =ranz.
1.2: Via 11-7 gilt: ran (z7!) = domz.
1.3: Via 0-6 gilt: domz C dom z.

2: Aus 1.2%ran (z71) =domz” und
aus 1.3“domx C domz”
folgt: ran (') C domz.

3: Aus 2“ran(z7') C domz”
folgt via 14-6: dom (z oz t) = dom (z71).

4: Aus 3“dom (zoz™!) =dom(z71)” und
aus 1.1%dom (z71) =ranz”

folgt: dom (zox™!) =ranu.
b)
1.1: Via 11-7 gilt: ran (z7!) = domz.
1.2: Via 0-6 gilt: ran (z7') Cran(z71).

2: Aus 1.1%ran(z7!) =doma” und
aus 1.2%ran (z7!) Cran(2z71)”
folgt: domx Cran(z71).

3: Aus 2“domz Cran(z1)”
folgt via 14-6: ran (zoxz~!) =ranz.
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Beweis 14-7 ¢)
1.1: Via 11-7 gilt:

1.2: Via 0-6 gilt:

2: Aus 1.1“dom (z7!) =ranx”
aus 1.2“dom (z71) C dom (x

folgt:

3: Aus 2“ranz C dom (z71)”
folgt via 14-6:

d)

1.1: Via 11-7 gilt:
1.2: Via 11-7 gilt:
1.3: Via 0-6 gilt:

2: Aus 1.1“dom (z71) =ranx”

aus 1.3“ranz Cranz”
folgt:

3: Aus 2“dom (z7!) Cranzx”
folgt via 14-6:

4: Aus 1.2%ran (z7!) = domz”

1
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dom (z7!) = ranux.
dom (z7') C dom (z71).

und

71) ”

ranz C dom (z71).

-1

dom (z7' o x) = domz.

dom (z7!) = ranx.
ran (z7!) = domz.
ranx C ranz.

und

dom (z71) C ranz.

1

ran (z7tox) =ran(z71).

und

aus 3“ran (z ' oz) =ran(z71)”

folgt:

ran (z7'ox) = domx.

O
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14-8. Im folgenden Satz sind fiinf wichtige Eigenschaften der Komposition fest
gehalten. Wie schon in 14-3 angedeutet, ist die Komposition stets eine Rela-
tion, siehe a). Die Aussage von b) kann als “ Assoziativ-Gesetz der Kompositi-
on” bezeichnet werden. Interessanter Weise gilt dieses fiir beliebige Klassen x, y, 2.
In ¢) wird beschrieben, wie sich die Komposition unter “ Anwendung der Inver-
sion” verhélt. Gemé&f d) ist das Bild einer Klasse £ unter der Komposition von
x und y gleich dem Bild des Bildes von E unter y unter x. In e) wird d) mit
c) kombiniert und es wird eine zu d) korrespondierende Aussage fiir Urbilder

erhalten:

14-8(Satz)

a) z oy Relation.

b) (xoy)oz=ao(yoz).
&) (zoy) =y loz .

d) (zoy)[E] = zly[E]].

e) (zoy) '[E] =y '[z7[E]].

Beweis 14-8 a)

Aus Themal“a € xoy”
folgt via 14-3:

o€ Toy.

QU= (Q,0).

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

Va:(a€xoy)= (IQ, V¥ :a = (Q,V)).

x oy Relation.
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Beweis 14-8 b)

a € (zoy)oz

2:

Aus Themal.1“a € (zoy)oz”
folgt via 14-3:
AT, U : (1) e2)A(T,¥) exoy) A (a=(Q,V)).

tAus 2. (T, V) ezoy...”

folgt via 14-4: 30 : ((T,2) e y) A ((®, V) € ).

:Aus 2¢...(,7) € 2...” und

aus 3“... (T, @) ey...”
folgt via 14-5: (Q,P) e yoz.

: Aus 44(Q,®) € yoz” und

aus 3“... (P, ¥) e x”
folgt via 14-5: (Q V) ezo(yoz).

D Aus 2“. . a=(Q,¥)” und

aus 5“(Q, V) €xo(yoz)”
folgt: a€zxo(yoz).

Ergo Themal.l:

Konsequenz via 0-2(Def):

33

Va: (o€ (xoy)oz)= (a€xo(yoz)).

Al| “(xoy)ozCuxo(yoz)”
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Beweis 14-8 b) ...

a€wo(yoxz).

2: Aus Themal.2“a € xo(yoz)”
folgt via 14-3:
AT, U (2, T)eyoz) A(T,0) €x) A (= (2, 0)).

3: Aus2“...(,T)€eyoz...”
folgt via 14-4: 30 : ((Q,®) € 2) A ((P,T) € ).

4: Aus 3“...(?,7) € y” und
aus 2“... (T, ) ex...”
folgt via 14-5: (P, V) € xoy.

5: Aus 3“...(Q,®) € z...” und
aus 4“ (P, V) € xoy”
folgt via 14-5: (Q,0) € (zoy)oz.

6: Aus 2“...a=(2,V)” und
aus 5“(Q, V) € (xroy)oz”

folgt: a€ (xoy)oz.
Ergo Themal.2: Va:(a€zxo(yoz)) = (a€ (roy)oz).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “zo(yoz)C(xoy)oz”

1.3: Aus A1 gleich “(zoy)oz Czo(yoz)” und
aus A2 gleich “zo(yoz) C (roy)oz”
folgt via GleichheitsAxiom: (xoy)oz==x0(yoz).
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Beweis 14-8 ¢)

a € (zoy)™.

2: Aus Themal.1“a € (zoy)™'”
folgt via 11-3: QU (a= (T, Q) A (2 TV) exoy).

3: Aus 2¢...(Q,¥) exoy”
folgt via 14-4: AT (L Y)ey) A(T,¥) € z).

4.1: Aus3“...(Q,T)ey...”
folgt via 11-4: (T,Q) eyt

4.2: Aus3“... (T, V) e’
folgt via 11-4: (U, 7) ext.

5: Aus 4.2“(¥,T) € z7'” und
aus 4.14(7,Q) e y=1”
folgt via 14-5: (U, Q) ey ltoxt

6: Aus2“...a=(V,Q2)...” und
aus 5“(0, Q) ey tox™l”
folgt: acyltox™l

Ergo Themal.1: Va:(a€(zoy) )= (aeytoat).

Konsequenz via 0-2(Def): Al| “(moy) tCytoa™t”
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Beweis 14-8 ¢) ...

acy o,

2: Aus Themal.2“a €y toa™!”
folgt via 14-3:
50,7, - ((90,7) € e A (T, 0) € y~) Ao = (2, 7))

3.1: Aus2“...(Q,V)ext..”
folgt via 11-4: (T,Q) € x.

3.2: Aus 2¢...(T,¥) ey t...”
folgt via 11-4: (¥, T) €.

4: Aus 3.2“(U,T) € y” und
aus 3.1“(T,Q) e x”
folgt via 14-5: (U, Q) exoy.

5: Aus 4“(V,Q)cxoy”
folgt via 11-4: (Q,0) € (zoy)™.

6: Aus1“...a=(Q,¥)” und
aus 5“(Q,¥) € (xoy)™1”

folgt: a€ (xoy) .
Ergo Themal.2: Va:(acyloa )= (a€(xoy)™).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “y~loz ! C(zoy)™!”

1.3: Aus Al gleich “(zoy) ' Cyloz™” und
aus A2 gleich “y~toa™! C (zoy)™!”
folgt via GleichheitsAxiom (xoy) =y lox
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Beweis 14-8 d)

a € (zoy)[E].
2: Aus Themal.1“a € (zoy)[E]”
folgt via 8-T7: 30:(Qe B)AN((2,a) e xoy).

3: Aus 2¢...(Qa)€exoy”
folgt via 14-4: AV (V) ey A((Y,a) € x).

4: Aus 3“...(,¥)ey...” und
aus 2“... Qe E...7

folgt via 8-8: U e y[E].
5: Aus 3“...(¥,a) € 2”7 und
aus 4“VU € y[E]”
folgt via 8-8: a € x[y[E]l.
Ergo Themal.1: Va: (o € (xoy)[E]) = (a € z[y[E])).

Konsequenz via 0-2(Def): Al] “(xoy)[E] C x[y[E]]”
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Beweis 14-8 4) ...
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2: Aus Themal.2“a € x[y[F]]”
folgt via 8-7:

3: Aus 2“...Qey[E]...”
folgt via 8-7:

4: Aus 3“...(V,Q) ey”
aus 2“...(Q,a) € 7
folgt via 14-5:

und

5: Aus 4“(V,a) € xoy” und
aus 3“... Ve F...7
folgt via 8-8:

30 (Q e y[E) A (2, a) € ).

a € x[y[E]l.

I0 (Ve B)A((0,Q) € y).

(V,a) € zoy.

a € (zoy)[E].

Ergo Themal.2:

Va : (a € 2ly[E])) = (a € (x o y)[E]).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “z[y[E]] C (zoy)[E]”
1.3: Aus A1 gleich “(x o y)[E] C z[y[F]]” und
aus A2 gleich “z[y[F]] C (zoy)[E]”
folgt via GleichheitsAxiom: (x o y)[E] = x[y[E]].
e)
1: (woy)[E) 2 (v o a ) [E) £y~ fa ™ [E])
2: Aus 1
folgt: (zoy) [E] =y 27 '[E]].
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14-9. Die Komposition injektiver Klassen ist injektiv:

14-9(Satz)

Aus “x ingektiv’ und “y injektiv” folgt “x oy injektiv”.

Beweis 14-9 VS gleich (x injektiv) A (y injektiv).
(. B) € xoy) A((7,0) € woy).
2.1: Aus Themal®(a,f) €xoy...”
folgt via 14-4: A0 (o, Q) € y) A((Q,B) € x).

2.2: Aus Themal®“...(y,0) €xoy”
folgt via 14-4: AV ((v,¥) € y) A (P, 5) € x).

3: Aus VS gleich “z injektiv...”
aus 2.1%...(9,6) € 7 und
aus 2.2°... (0, 08) € 2”7
folgt via 8-1(Def): Q=1

)

4: Aus 3“Q=U"
folgt via Paar Axiom I: (o, Q) = (a, V).

5: Aus 2.1“.. . (a,Q) €y...” und
aus 4“ (o, Q) = (o, V)7
folgt: (o, W) €.

6: Aus VS gleich “...y injektiv”,
aus 5 (a, V) € y” und
aus 2.2“. .. (y,¥)€y...”

folgt via 8-1(Def): a=r.
Ergo Thena: Vo, 8,7 (0, 8) € zoy) A (7, 5) € 2oy)) = (a = 7).
Konsequenz via 8-1(Def): x oy injektiv.

O
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Einschriankung von x auf D.

Ersterstellung: 12/09/05 Letzte Anderung: 16/04/11
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15-1. Mit der folgenden Definition wird erstmals einer speziellen, mit herkommli-
chen “klassentheoretischen Manipulationen” gewonnenen Klasse ein eigener Na-
me gegeben. Auf eine Symbolik zur Kennzeichnung der Einschrinkung von x
auf D wird verzichtet. Bemerkenswerter Weise Einschrankung von x auf D fiir
ansonsten beliebige Klassen x (und D) definiert:

15-1(Definition)

“¢ Einschriankung von z auf D” genau dann, wenn gilt:

E=znN(DxU).
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15-2. In erwarteter Weise ist N (D x U) die Einschrénkung von x auf D und
Es gibt genau eine Einschrankung von x auf D:

15-2(Satz)
a) x N (D xU) FEinschrinkung von x auf D.

b) Aus “& Finschrinkung von x auf D”

und “® Einschrdinkung von x auf D”
folgt “€ =27

Beweis 15-2 a)

Aus “anN(DxU)=zn (D xU)"
folgt via 15-1(Def): x N (D x U) Einschriankung von x auf D.

b) VS gleich (€ Einschrankung von z auf D) A (© Einschréankung von z auf D).

1.1: Aus VS gleich “ & Einschrankung von x auf D...”
folgt via 15-1(Def): ¢=azn(DxU).

1.2: Aus VS gleich “...® Einschrankung von z auf D”
folgt via 15-1(Def): D=xnN(DxU).

2: Aus1.1“C=2nN(D xU)” und
aus 1.2“D =zN (D xU)”
folgt: ¢=2.
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15-3. Die Einschrankung von x auf D ist eine Relation und eine TeilKlasse von
x:

15-3(Satz)
Es gelte:

—) e Finschrinkung von x auf D.
Dann folgt:

a) e Relation.

b) e C x.

c) e Einschrdinkung von x auf D N dom x.

Beweis 15-3 a)

1: Aus —) “e Einschriankung von x auf D”

folgt via 15-1(Def): e=xN(DxU).
. 2-7

2: e=xN(DxU) C DxU.
3: Aus2%e...C DxU”

folgt via 10-12: e Relation.

b)

1: Aus —) “e Einschrankung von z auf D”

folgt via 15-1(Def): e=xN(DxU).

. 2-7

2: e=zN(DxU) C =z
3: Aus 2

folgt: e Cz.
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Beweis 15-3 ¢)

1.1:

1.2:

Aus —) “e Einschrinkung von x auf D”

folgt via 15-1(Def): e=zN(DxU).
Via 2-7 gilt: DNdomzxz C D.
: Aus 1.2“DNdomx C D”
folgt via 6-T7: (DNdomz) xU C D xU.
: Aus 2“(DNdomz) xU C D xU”
folgt via 2-15: (DNndomz) xU)Nz C (D xU)N.
zN((DNdomzx) xU) wEn (DNdomx) xU)Nx

3
C(Dxu)nz " E"zn (D xU).

: Aus 4

folgt: Al “an((DNdomx) xU) CxzN(DxU)”




#15 MENGENLEHRE

Beweis 15-3 ¢)
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folgt via 2-2:

folgt via 6-5:

folgt:

folgt via 7-5:

folgt via 2-2:

folgt via 6-6:

folgt:

folgt via 2-2:

2: Aus Themal.3“a c€xzN(D xU)”

3: Aus2“...aeDxU”

30,0 : (QED)A (VU EU)A(a=(Q,T)).

4: Aus2“a € x...” und

aus 3“...a=(Q,¥)”

5: Aus 4“(Q, V) ea”

6: Aus 3“...Qe D...” und
aus 5“0 € domz”

7: Aus 6“QQ € DNdomz” und
aus 3“...veld...”

8: Aus 3“...a=(Q,¥)” und
aus 7 (Q, V) €

9: Aus2a € x...” und

aus 8“a € (DNdomz) xU”

aczN(DxU).

(dex)N (e DxU).

(Q, ) € x.

Q) € domzx.

Q¢ DNndomz.

(Q,¥) e (DNdomzx) x U.

(DNdomx) xU”

a € (DNdomz) x U.

acznN((DNdomz) x U).

Ergo Themal.3:

Konsequenz via 0-2(Def): A “en(DxU)Cxzn((DNdomz) xU)”

Va:(aexznN(DxU))= (e cxzn((DNdomz) x U)).
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Beweis 15-3 ¢)

2: Aus A1 gleich “zN ((DNdomz) xU) CxN (D xU)” und
aus A2 gleich “zN (D xU) CxzN((DNdomz) xU)”
folgt via GleichheitsAxiom: zN(DxU)=znN((DNdomz) x U).

3: Aus1.1“e=a2N (D xU)” und
aus 2“x N (D xU) =zN((DNdomzx) xU)”
folgt: e=xzN((DNdomz) xU).

4: Aus3“e=axN((DNdomzx) xU)”
folgt via 15-1(Def): e Einschrénkung von x auf D N dom z.

O
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15-4. Im folgenden Satz werden einigen Eigenschaften von Klassen, die Elemente
der Einschriankung von x auf D sind, ausgesagt:

15-4(Satz)

Es gelte:
—) e Finschrdinkung von x auf D.
—) w € e.

Dann gibt es Q. ¥, so dass gilt:

e.1) Qe D.

e.2) U Menge.

e.3) w=(QVU).

e.d4) (V) euwx.
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Beweis 15-4

1: Aus —) “e Einschriankung von x auf D”
folgt via 15-1(Def): e=zN(DxU).

2: Aus =) “w € e” und
aus 1“e=xN (D xU)”

folgt: wexN(DxXU).
3: Aus2“wexzn(DxU)”

folgt via 2-2: (wez)N(weDxU).
4: Aus3“...we DxU”

folgt via 6-5: QU (QeD)A (T elU) A (w=(Q,T)).
5: Aus4“.. . v el...”

folgt via Element Axiom: U Menge.
6: Aus3“w e x...” und

aus 4“...w = (Q,V)”

folgt: (Q,¥) € x.

7: Aus 44300 (e D)...",
aus 5“W¥ Menge” |
aus 4“...w = (Q,¥)” und
aus 6“(Q,¥) € z”
folgt: 30, U:

QeD

A WU Menge
AN w=(,V)
A (Q,0) €.
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15-5. In 15-5 wird ein Kriterium dafiir angegeben, dass ein geordnetes Paar ein
Element der Einschrinkung von x auf D ist:

15-5(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..

—) e Finschrdinkung von x auf D.
.sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) (p,q) € e.

ii) “pe D”und “(p,q) € x”.

Beweis 15-5 VS gleich

1:

Aus —) “e Einschrinkung von x auf D”
folgt via 15-1(Def):

: Aus VS gleich “(p,q) € ¢” und

aus 1“e=axN (D xU)”
folgt:

: Aus 2“(p,q) €exnN (D xU)”

folgt via 2-2:

: Aus 3“...(p,q) €D XU’

folgt via 6-6:

: Aus4“pe D...” und

aus 3“(p,q) €x...”
folgt:

(p,q) €e.

e=xN(DxU).

(p,q) € xN (D x U).

((p,q) € ) A((p,q) € D xU).

(peD)A(gel).

(p € D) A ((p,q) € z).
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Beweis 15-5 VS gleich

1:

Aus VS gleich “...(p,q) € z”
folgt via Element Axiom:

: Aus 1“(p, q) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2“q Menge”

folgt via 0-19:

: Aus VS gleich “pe D...” und

aus 3“gel”
folgt via 6-6:

: Aus VS gleich “...(p,q) € x” und

aus 4“(p,q) € D xU”
folgt via 2-2:

: Aus —) “e Einschrankung von x auf D”

folgt via 15-1(Def):

: Aus 3“(p,q) € xN (D xU)” und

aus 4“e=axN (D xU)”
folgt:
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(p € D)A((p,q) € 7).

(p, q) Menge

q Menge.

qgeU.

(p.q) € DxU.

(p,q) €xnN (D xU).

e=xN(DxU).

(p,q) € e
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15-6. In ad) werden Definitions- und Bild-Bereich der Einschrankung e von x auf
D klassentheoretisch umschrieben. Aussagen bc) sind zwar einfache Folgerungen
aus a) und auch e) ist eine direkte Folgerung aus d), jedoch lassen diese Aussagen
die Einschriankung von z auf D in deutlicherem Licht erscheinen und koénnen
spater wenig umstandlich zitiert werden. Darum werden diese Aussagen in die
Essays aufgenommen. In £) wird klar gemacht, dass die binére KlassenDifferenz
von D und dom e gleich der bindren KlassenDifferenz von D und dom x ist. Von
ahnlicher Bauart ist die Aussage von g), wonach die binére KlassenDifferenz von
domz und D gleich der bindren KlassenDifferenz von dom x und dom e ist. Die
Beweis-Reihenfolge ist a) -d) -b) -c) -e) - f) - g):

15-6(Satz)
Es gelte:

—) e Finschrinkung von x auf D.
Dann folgt:

a) dome =D Ndomuz.

b) dome C D.

c) dome C domzx.

d) rane = z[D].

e) rane Cranz.

) D\domz =D\ dome.

g) (domz)\ D = (domz) \ dome.

Beweis 15-6 a)

1: Aus —) “e Einschriankung von x auf D”
folgt via 15-1(Def): e=zN(DxU).

7-24
2: dome = dom (z N (D xU)) € DN doma.

3.1: Aus?2
folgt: dome C D Ndomzx.
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Beweis 15-6 a) ...
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4: Aus Thema3.2“a € DNdomz”
folgt via 2-2:

5: Aus 4“...aa €domz”
folgt via 7-2:

aus 4“a € D...” und
aus 5“... (o, Q) € x”
folgt via 15-5:

7: Aus 6“(a, Q) € e”
folgt via 7-5:

6: Aus —) “e Einschrankung von x auf D7 |

a € DNdomz.

(o € D) A (o € domz).

A0 (a, ) € .

(o, Q) € e.

o € dome.

ergo Thema3.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

4: Aus 3.1“dome C DNdomz” und
aus Al gleich “D Ndomx C dome”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (o € DNdomz) = («a € dome).

Al “DNdomz C dome”

dome =D Ndomuz.
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Beweis 15-6 d)

Themal.1 o €rane.
2: Aus Themal.1“a Erane”
folgt via 7-4: 30 (Q,a) €e.

3: Aus —) “e Einschrankung von z auf D” und
aus 2“...(Q,a) €e”

folgt via 15-5: (Qe D)A((2,a) € z).
4: Aus 3“...(Q,a) € 2”7 und
aus 3“QQe D...”7
folgt via 8-8: a € z[D].
ergo Themal.1: Va: (a € rane) = (a € z[D]).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “rane C z[D]”
o € z[D].
2: Aus Themal.2“a € z[D]”
folgt via 8-T7: 3Q: (Qe D)A((Q, ) € z).
3: Aus —) “e Einschrankung von z auf D",
aus 2“...Q € D...” und
aus 2“...(Q,a) € z”
folgt via 15-5: (Q,a) €e.
4: Aus 3“(Q,a) €e”
folgt via 7-5: « € rane.
ergo Themal.2: Va: (a € z[D]) = (a € rane).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “z[D] Crane”

2: Aus A1 gleich “rane C z[D]” und
aus A2 gleich “z[D] Crane”
folgt via GleichheitsAxiom: rane = z[D].
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Beweis 15-6 b)

1:

ce)

2.c):

2.e):

)

Aus —) “e Einschrinkung von x auf D”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Via 2-7 gilt:

: Aus 1“dome=DNdomz” und

aus 2“D Ndomz C D”
folgt:

: Aus —) “e Einschrinkung von x auf D”

folgt via 15-3:

Aus 1“e C g7
folgt via 7-10:

Aus 1“e C g7
folgt via 7-10:

: Aus —) “e Einschrinkung von x auf D”

folgt via des bereits bewiesenen a):
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dome =D Ndomuz.

DNdomz C D.

dome C D.

e C x.

dome C domzx.

rane C ranz.

dome =D Ndomuzx.

D\ dome = D\ (D N domz) 57:10D\dom:10.

: Aus 2“D \dome=...=D\domz”

folgt:

: Aus —) “e Einschrinkung von x auf D”

folgt via des bereits bewiesenen a):

. (domz) \ dome = (domz) \ (D N dom z)

folgt:

D\ domz =D\ dome.

dome =D Ndomuzx.

KGN

= (domzx)\ (((51?;237) N D)

=" (domz)\ D.

: Aus 2“(domzx) \ dome=...=(domz)\ D”

(domz)\ D = (domz) \ dome.
U
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15-7. Mit dem folgenden Satz wird eine ziemlich vollsténdige Charakterisierung
all jener Klassen 2 gegeben, fiir die x N (D x Q) die Einschréankung von z auf D

1st:

15-7(Satz)

ii) e=xzN (D xU).

iv) e=zN(D X ranx).

Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:

i) e Einschrdinkung von x auf D.

iii) 3Q: (e=xN (D x Q) A (ranz C Q).

Beweis 15-7 VS gleich

e Einschrankung von x auf D.

Aus VS gleich “e Einschrankung von x auf D”

folgt via 15-1(Def):

VS lich

e=xN(DxU).

e=xzN(DxU).

1: Es gilt: J0:Q=U.
2: Via 0-18 gilt: ranz C U.
3: Aus 2“ranz C U7 und

aus 1“..Q=U"

folgt: ranz C €.
4: Aus VS gleich “e=xN (D xU)” und

aus 1“..Q=U"

folgt: e=xzN(D xQ).
5: Aus 1“4Q...7 |

aus 4 und

aus 3

folgt: A (e=xznN (D xQ)A(ranz C Q).
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Beweis 15-7 VS gleich dQ:(e=2N(D x Q) A(ranz C Q).

1.1: Aus VS gleich “...ranz C Q”

folgt via 6-T7: D xranxz C D x (.
1.2: Aus VS
folgt: e=xzN(D xQ).
2: Aus1.1“D xranz C D x Q7
folgt via 2-15: (D xranz)Naz C (D xQ)Na.
2
3: xﬂ(Dxranx)Kgm(Dxranm)ﬂxg(DxQ)ﬂx

KEhon (b x Q) Le.

4: Aus 3
folgt: Al “zn(D xranz) Ce”
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Beweis 15-7 VS gleich (e=xN (D xQ))A(ranz C Q).
ace

2: Aus Themal.3“a € e” und
aus VS gleich “e=zN (D xQ)...”
folgt: aczxnN(DxQ).

3: Aus2“aexzn(DxQ)”
folgt via 2-2: (ex)N(ae D xQ).

4: Aus 3“...ae D xQ”
folgt via 6-5:
VT (VeD)A(T QA (a=(T,T1)).

5: Aus 3“aex...” und
aus 4“...a= (U, T1)”
folgt: (U, T) € z.

6: Aus 5“ (U, T) € z”
folgt via 7-5: T €ranx.

7: Aus4“... e D...” und
aus 6“Y €ranx”
folgt via 6-6: (I,T) e D xranz.

8: Aus4“...a=(V,T)” und
aus 7“ (U, T) € D x ranz”

folgt: a €D Xranz.
9: Aus 3“a€x...” und
aus 8“a€ D xranz”
folgt via 2-2: acxnN(D xranx).
Ergo Themal.3: Va:(a€e)= (aexn (D xranx)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “eCznN(D xranx)”

1.4: Aus A2 gleich “e Cx N (D x ranz)” und
aus Al gleich “z N (D xranz) Ce”
folgt via GleichheitsAxiom: e=xN(D xranx).
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Beweis 15-7 VS gleich

1.

1:

2:

Via 0-18 gilt:

Aus 1.1%ranz C U7
folgt via 6-T7:

: Aus 2D xranz C D xU”

folgt via 2-15:

VS

e=xzN(D xranx)

: Aus 4

folgt:
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e=xN(D xranx).

ranz C U.

D xranz C D x U.

(D xranz)Na C (D xU)Nzx.

3
Kgﬂ(Dxranx)ﬂmg(DxU)ﬂx

K& 2 (D x ).

Al “eCan(DxU)”
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Beweis 15-7

VS gleich

29

e=xN(D xranx).

2:

Aus Themal.2“a € x N (D xU)”
folgt via 2-2:

s Aus 2“...ae D xU”

folgt via 6-5:

QU (QeD)AN (Y el)N(a=(Q,V)).

: Aus 2“a€ex...” und

aus 3“...a=(Q,¥)”

folgt: (Q ) € x.
: Aus 44(Q,0) € 7

folgt via 7-5: VU eranz.
:Aus 3¢...Q€e D...”7 und

aus 5“U € ranz”

folgt via 6-6: (Q,¥) € D xranz.
: Aus 3“...a=(Q,V)” und

aus 6“(2,V) € D xranx”

folgt: a€eD Xranz.
: Aus 2“aex...” und

aus 7T“a € D X ranx”
folgt via 2-2:

: Aus 8“aexnN(D xranz)” und

aus VS gleich “e =2 N (D xranx)”
folgt:

(dex)N (e DxU).

acznN(DxU).

acxnN(D xranx).

a € e.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(aexznN(DxU)) = (a€e).

A2| “xn(DxU)Ce”
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Beweis 15-7 VS gleich e=xN(D xranx).

1.3: Aus Al gleich “e CzN (D xU)” und
aus A2 gleich “znN (D xU) Ce”
folgt via GleichheitsAxiom: e=xzN(DxU).

2: Aus1.3“e=aznN(DxU)”
folgt via 15-1(Def): e Einschrankung von x auf D.

O
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15-8. (z7!')~! ist die Einschrinkung von z auf U:

15-8(Satz)

(z=1~! Einschrinkung von x auf U.

Beweis 15-8
1: Via 13-3 gilt: () t=xn U xU).

2: Aus 1“(a D t=zn U xU)”
folgt via 15-1(Def): (z=1)~! Einschrinkung von z auf U.

O
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15-9. Nun wird die Einschrdankung von z auf U betrachtet. Es erhebt sich die
Frage, ob diese Einschrinkung gleich z ist. Dass dies nicht immer der Fall sein
kann, folgt aus 15-3, wonach die Einschrankung von z auf I/ eine Relation ist,
so dass x nur dann gleich der Einschriankung von x auf I/ sein kann, wenn E eine
Relation ist. Es liegt der Verdacht nahe, dass die Einschrénkung von z auf U
genau dann gleich x ist, wenn x eine Relation ist. Dies ist in der Tat der Fall und
interessanter Weise - und in Ahnlichkeit zu 15-7 - genau dann der Fall, wenn x
gleich der Einschrankung von x auf dom z ist oder wenn es eine dom x umfassende
Klasse €) gibt, so dass x die Einschrankung von z auf €2 ist und dies ist - iiber
15-7 hinausgehend - der Fall, wenn es €) gibt, so dass z gleich der Einschréankung
von z auf () ist:

15-9(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:
i) x FEinschrdinkung von x auf U.
ii) x Relation.
iii) x FEinschrinkung von x auf dom x.
iv) 3Q: (z Einschrinkung von x auf Q) A (domz C Q)

v) dQ: x Einschrinkung von x auf €.
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Beweis 15-9 VS gleich x Einschréankung von x auf U.

Aus VS8 gleich “z Einschrankung von x auf U ”
folgt via 15-3: x Relation.

VS gleich x Relation.

1: Aus VS gleich “z Relation”
folgt via 10-4: r C (domz) x (ranx).
2: Via 0-18 gilt: ranz C U.
3: Aus 2“ranz CU”
folgt via 6-7: (domz) x (ranz) C (domz) x U.
4: Aus 1“2 C (domzx) X (ranz)” und
aus 3“(domz) x (ranz) C (domx) x U”
folgt via 0-6: x C (domzx) x U.
5: Aus 4“2z C (domz) xU”
folgt via 2-10: z N ((domz) x U) = .
6: Aus 5
folgt: x=zN((domz) x U).
7: Aus 6“z =x N ((domzx) xU)”
folgt via 15-1(Def): x Einschrankung von x auf domz.
VS gleich x Einschréankung von x auf domz.
1: Es gilt: 3Q2: Q =domuz.
2.1: Aus 1“...Q =domz”
folgt: domz = Q.
2.2: Aus VS gleich “z Einschrankung von = auf domx” und
aus 1“...Q2 =domz”
folgt: 2 Einschrinkung von x auf 2.
3: Aus 2.1“domz =Q”
folgt via 0-6: domz C Q).
4: Aus 1¢3dQ...7,

aus 2.2“x Einschriankung von x auf 2”7 und
aus 3“domz C Q7
folgt: 3Q : (« Einschrankung von = auf Q) A (domz C ).
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Beweis 15-9
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VS gleich (32 x Einschrinkung von x auf Q) A (domz C ).
Aus VS
folgt: 3Q: x Einschréinkung von x auf €.
VS gleich JQ: = Einschrankung von x auf €)..
1: Aus VS gleich “...x Einschrinkung von x auf Q”
folgt via 15-1(Def): r=xN (2 xU).
2: Via 6-12 gilt: QxUCUXU.

3: Aus 2O xU CUxU”
folgt via 2-15: QxU)Nz CUxU)Nzx.

3
cn@xUETQxUne S UxU) N E 2 U xU).

5.1: Aus1“z=2N(QxU)” und
aus 3“zN (A xU)...C...anUxU)”

folgt: rCaxnUxU).
5.2: Via 2-7 gilt: zN(UXU) C .
6: Aus5.1“c CaxN (U xU)” und
aus 5.2z N U xU) Czx”
folgt via GleichheitsAxiom: r=xNUxU).
7: Aus6“z=axnNUXU)”
folgt via 15-1(Def): x Einschrankung von = auf U.

O
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15-10. Es folgen zwei Aussagen iiber Bild und Urbild einer Klasse unter der Ein-
schriankung von z auf D. Beim Beweis von b) werden in einer Umformungskette
erstmals mehr als ein Klasseninklusionssymbol - in der Tat: zwei - verwendet und
es wird aus dieser Kette eine Klasseninklusion gefolgert. Diese Vorgehensweise ist
durch 0-6 gedeckt, wonach das “TeilKlassen-Sein transitiv ” ist:

15-10(Satz)
Es gelte:

—) e Finschrinkung von x auf D.
Dann folgt:

a) e[lC]l=z[DNC].

b) e '[C]=Dn(z7C)).

Beweis 15-10 a)

1.1: Aus —) “e Einschrankung von x auf D”
folgt via 15-6: dome = D Ndomzx.

1.2: Aus —) “e Einschrankung von x auf D”
folgt via 15-3: e Cux.

2: Aus 1.2 C g7
folgt via 8-9: e[(CND)Ndomz] C z[(C N D) Ndomuz|.

3: ¢[C] = e[C Ndome] £ e[C N (D Ndomz)] AGN e[(C N D) Ndomz]

8-1 KGN

& 2[(C N D) doma] *2° 2(C 1 D] € 2D N O,

4: Aus 3

folgt: A1 “elC] Cz[DNC)”
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Beweis 15-10 a) ...

a€z[DNC).
2: Aus 1.3“acx[DNC)”
folgt via 8-7: AQ:(QeDNu) A ((2,a) € z).

3: Aus 2“..QeDnNnC...”
folgt via 2-2: (QeD)A(Qel).

4: Aus —) “e Einschriankung von x auf D7,
aus 3“QQe D...” und
aus 2“...(Q,a) € 7
folgt via 15-5: (Q,a)€e.

5: Aus 4“(Q,a) € ¢” und
aus 3“...Q e C”

folgt via 8-8: a € e[C].
Ergo Themal.3: Va: (a€z[DNC)) = (a € e]C)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “x[DNC] CelC]”

1.4: Aus A1 gleich “e[C] C 2[DNC]” und
aus A2 gleich “z[D N C] C e[C]”

folgt via GleichheitsAxiom: e[C] =z[DNC].
b)
1.1: Aus —) “e Einschrédnkung von x auf D”

folgt via 15-1(Def): e=xN(DxU).
1.2: Via 12-14 gilt: (D xU)7'[C] C D.

2: Aus 1.2(DxU)7C]C D”
folgt via 2-15: (D xU) e n (z7HC]) € DN (z7D]).
3: ¢ 1[C] 2 (@ (D xU)[C] € @ C]) N (D x uy[c)
ET((D xuyC) N (@ YC)) € D (e,
4: Aus 3
folgt: Al “e7 0] € Dn(z7YC))”
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Beweis 15-10 b) ...

a € DN (z7'C)).

2: Aus Themal.2“a € DN (z71[C])”

folgt via 2-2: (o € D) A (a € 27 [C)).
3: Aus 2¢...a ez [C]”

folgt via 11-21: 30:(Qe O)A (o, Q) € ).
4: Aus —) “e Einschrankung von z auf D7,

aus 2“a € D...” und

aus 3“... (o, Q) € x”

folgt via 15-5: (a, ) € e.

5: Aus 4“(a,2) € e” und
aus 3“... Qe C...”

folgt via 11-22: a € e MO
Ergo Themal.3: Va: (a e DN (z7C)) = (a € e [C)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2l “Dn(z7'CO]) CeMC])”

1.4: Aus Al gleich “e7'[C] C DN (z7![C])” und
aus A2 gleich “D N (z71C]) C e }C]”
folgt via GleichheitsAxiom: e [C] = Dn (z7C)).
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15-11. Je grofler die Klasse, desto grofler Einschrankung auf eine feste Klasse:

15-11(Satz)

Es gelte:
—) e Finschrdinkung von x auf D.
—) E FEinschrinkung von X auf D.
—) zC X.

Dann folgt “e C E7”.

Beweis 15-11

1.1: Aus —) “e Einschrédnkung von x auf D”

folgt via 15-1(Def): e=xN(DxU).
1.2: Aus —) “FE Einschrinkung von X auf D”

folgt via 15-1(Def): E=XnN(DxU).
2: Aus =) “z C X7

folgt via 2-15: zN(DxU)CXN(DxU).

1.1 2 1.2

3: e=zN(DxU)CXN(DxU)=E.
4: Aus 3

folgt: e CFE.
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15-12. Je groBer die Klasse, auf die eingeschrankt wird, desto groéfer ist die

Einschrankung einer festen Klasse auf diese Klassen:

15-12(Satz)

Es gelte:
—) e Finschrdinkung von x auf D.
—) FE Finschrinkung von x auf C'.
—) DCC.

Dann folgt “e C E”.

Beweis 15-12

1.1: Aus —) “e Einschrédnkung von x auf D”
folgt via 15-1(Def):

1.2: Aus —) “ E Einschrinkung von x auf C'”

e=xN(DxU).

folgt via 15-1(Def): E=zn(CxU).
2: Aus —)“D C(C”

folgt via 6-7: DxUCCxU.
3: Aus2“DxU CCOxU”

folgt via 2-15: (DxU)Nz C(CxU)Nx.

3
a: eZ2anDOxU) E" D xU) Nz C(CxU Nz "E

5: Aus 4
folgt:

"rn(CxU) 2 E.

e CFE.
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15-13. Je groBer die Klasse und je grofler die Klasse, auf die eingeschrankt wird,
desto grofler Einschrankung:

15-13(Satz)

Es gelte:
—) e Finschrdinkung von x auf D.
—) E Finschrinkung von X auf C.
—) zC X.
—) DCC.

Dann folgt “e C E7”.

Beweis 15-13
1: Es gilt: 3Q: Q Einschrankung von X auf D.

2: Aus —) “e Einschrankung von = auf D7,
aus 1“...Q Einschrinkung von X auf D” und
aus —) “x C X7
folgt via 15-11: e C Q.

3: Aus 1“...Q Einschrankung von X auf D” |
aus —) “ F Einschrankung von X auf C'” und
aus =) “D C(C”

folgt via 15-12: QCE.
4: Aus 2“e C Q7 und

aus 3“QC E”

folgt via 0-6: eCFL.
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15-14. Wird die Einschrankung einer Klasse auf eine Klasse nochmals auf z
eingeschrankt, so ist diese Einschrinkung eine Teilklasse der Einschrankung der
urspriinglichen Klasse auf z:

15-14(Satz)

Es gelte:
—) e Einschrinkung von x auf D.
—) ¢ Finschrinkung von x auf C.
—) ee Finschrinkung von ¢ auf D.

Dann folgt “ee C e”.

Beweis 15-14

1: Aus —) “c Einschrankung von z auf C'”
folgt via 15-3: cCux.

2: Aus —) “ee Einschrankung von ¢ auf D” |
aus —) “e Einschrinkung von x auf D” und
aus 1“c C z”
folgt via 15-11: ee Ce.
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15-15. In Ergénzung zu 15-14 gilt der folgende Satz, wonach nach Einschrankung
auf C' mit nachfolgender Einschrankung auf D im Fall D C C' die Einschréankung
auf D erhalten wird:

15-15(Satz)

Es gelte:
—) e Finschrinkung von x auf D.
—) ¢ Einschrdinkung von x auf C'.
—) ee Finschrdinkung von ¢ auf D.
—) D CC.

Dann folgt “ee =e”.

Beweis 15-15

1.1:

1.2:

1.3:

Aus —) “e Einschrinkung von x auf D”

folgt via 15-1(Def): e=zN(DxU).

Aus —) “ ¢ Einschrankung von x auf C'”

folgt via 15-1(Def): c=zN(CxU).

Aus —) “ee Einschrinkung von ¢ auf D”

folgt via 15-1(Def): ee =cN (D xU).
: Aus ) “D C(C”

folgt via 6-7: DxUCCxU.
Aus 2D xU CCOxU”

folgt via 2-10: (DxU)N(CxU)=D xU.

1.3 1.2 AGN

Cee B en(DxU)E (@0 (CxU) N (D xU)*ET 20 (C xU)N (D x U))

3

Ehrn(xuyn (@ xu) 2en(Dxi) e,

: Aus 4

folgt: ee = e.
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15-16. Die Einschrankung einer injektiven Klasse ist injektiv:

15-16(Satz)

Es gelte:
—) e Finschrdinkung von x auf D.
—) x injektiv.

Dann folgt “e injektiv”.

Beweis 15-16

1: Aus —) “e Einschriankung von x auf D”
folgt via 15-3: e Cux.

2: Aus 1“e C 2”7 und
aus —) “x injektiv”
folgt via 8-4: e injektiv.

O
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ENVerschiebung von .

Ersterstellung: 16/09/05 Letzte Anderung: 16/04/11
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16-1. Die Definition der ENVerschiebung von x ist H. Federer, Geometric
Measure Theory, Springer, 1996, entnommen, auch wenn diese Klasse dort mit
keinem speziellen Namen versehen ist. Dass die ENVerschiebung von = an dieser
frithen Stelle in den Essays auftritt, ist dem nicht geradlinigen Entstehungsweg
der Essays zu verdanken. Die ersten Versionen der Essays waren von der Erwar-
tung getragen, moglichst schnell das Buch von H. Federer in die hier verwende-
te, eigene Sprache zu iibertragen. Die Klassen 16.1,2,3,4(FE, z) spielen bei der
Untersuchung von ENVerschiebungen eine Rolle:

16-1(Definition)

1) 16.0(E,x) ={(\,pn): (EN\p) € x}
={w:(FQLY: (ENQV)ex)A(w=(QV)))}

2) “€ist ENVerschiebung von x” genau dann, wenn gilt:

C={(\p):(ENA\p) €}

3) 16.1(E,z) = {w: ENw € z}.
4) 16.2(E,z) = {w: ENw € doma}.
5) 16.3(F,z) ={w: ENw € P(x)}.
6) 16.4(E,z) = {w: FNwC x}.
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16-2. Wie auch an anderer Stelle so werden auch in diesem Essay unmittelbare
Folgerungen aus der eingangs gegebenen Definition fest gehalten:

16-2(Satz)
a) {(\p): (ENAp) e a}list ENVerschiebung von .

b) Aus “€ ist ENVerschiebung von x”
aus “® ist ENVerschiebung von x”
folgt “€=2".

16-1(Def) {(A\, pn): (EN A p) € x}.

Beweis 16-2 a)

Aus “{(A,p) - (ENA p) €x} ={(Ap): (ENA p) €z}’
folgt via 16-1: {(A\ ) - (ENA pu) € x} ist die ENVerschiebung von z.

b) VS gleich (€ ist ENVerschiebung von x) A (® ist ENVerschiebung von x)..

1.1: Aus VS gleich “€ ist ENVerschiebung von x...”
folgt via 16-1(Def): C={(\p): (ENA\u) €}

1.2: Aus VS gleich “...® ist ENVerschiebung von x”
folgt via 16-1(Def): D={(\p):(ENApu) ez}

2: Aus 1.1“C={(\,p): (ENAu) €x}” und
aus 1.2 ={(\, ) : (ENA\pu) €}’
folgt: C=2.
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16-3. Die ENVerschiebung von x wird mit dem folgenden Satz, in dem Notwendi-
ges liber Elemente der ENVerschiebung von x gesagt wird, wesentlich vertrauter.
Zum ersten Mal wird in den Essays eine via KlassenKlammer definierte Klasse
nicht im Satz, sondern nur im Beweis verwendet. Entsprechend erfolgt der Ver-
weis auf die korrespondierende Definition nicht im Satz sondern nach Beginn des
Beweises:

16-3(Satz)

Es gelte:
—) V ist ENVerschiebung von x.
—) wevV.

Dann gibt es Q. ¥, so dass gilt:

e.1) Q Menge.

e.2) U Menge.

e.3) w=(QVU).

e.d) (ENQ,V) €.
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Beweis 16-3

16-1(Def) {(A\, 1) : (EN A p) € x}.

cAus 3fw e {w: (3T (ENQLIU)A (w= (V)

: Aus —) “V ist ENVerschiebung von x”

folgt via 16-1(Def): V={(\p:(ENA\u) €}

: Aus =) “w eV und

aus 1V ={(\, ) : (ENA\p) €x}”
folgt: we{\p): (ENAu) €}

s Aus 2w e {( A\ p): (ENAp) €x}” und

s (O (BN A p) € 1)
. ={w:(FQLY:((ENQU)ex)A(w=(Q,V)))}
olgt:
wefw: (AQU: (ENQ V) ex)A(w=(2,V)))}.
)

}77
folgt: Q0,0 - ((Eﬂ QU)ex)A(w=(2,7)).

: Aus ) “weV?”

folgt via Element Axiom: w Menge.

: Aus 5“w Menge” und

aus 3“...w = (Q,¥)”

folgt: (Q, W) Menge.
: Aus 6“(92, V) Menge”

folgt via Paar Axiom I: (€2 Menge) A (¥ Menge).
: Aus 44“dQ, W .. .7

2

aus 74§ Menge...” |
aus 7“...¥ Menge”

aus 4“...w = (Q,¥)” und

aus 4“.. . (ENQ, V) ex

folgt: 30, U:

) Menge

A U Menge

A w=(,¥)

AN (ENQU)ex
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16-4. Es folgt ein Kriterium fiir das “ Element-Sein” eines geordneten Paares in
der ENVerschiebung von x:

16-4(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..
—) V ist ENVerschiebung von x.

... sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) (p.q) € V.

ii) “p Menge”und “(ENp,q) € x”.

Beweis 16-4 VS gleich (p,q) € V.

1: Aus —) “V ist ENVerschiebung von z” und
aus VS gleich “(p,q) € V7
folgt via 16-3:
30, U : (2 Menge) A (U Menge) A ((p,q) = (L, V) A(ENQ,T) € z).

2: Aus 1“...(p,q) = (Q,¥)...7,
aus 1“...Q Menge...” und
aus 1“... ¥ Menge...”
folgt via IGP: (p=Q) A (qg=T)A (p Menge) A (¢ Menge).

3: Aus2“p=0Q...7
folgt: Enp=ENQ.

4: Aus3“ENp=ENQ” und
aus 2“...q=V...7
folgt via PaarAxiom I: (ENp,q) =(ENQ,W).

5: Aus4“(ENp,q) =(ENQ, V)" und
aus 1“... (ENQ,¥) e x”
folgt: (ENp,q) € z.

6: Aus 2“...p Menge...” und
aus 5“(FNp,q) € x”
folgt: (p Menge) A ((ENp,q) € x).
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Beweis 16-4 VS gleich (p Menge) A ((EFNp,q) € x).

1.1:

1.2:

1.3:

: Aus4“(p7 q) E{w: QLY : ((ENQV)ex)A

Aus —) “V ist ENVerschiebung von x”
folgt via 16-1(Def): V={(\p:(ENA\u) €z}

Aus VS gleich “...(FNp,q) € x”
folgt via Element Axiom: (E'Np,q) Menge.

Aus VS gleich “...(FNp,q) € z” und
s “(p,q) = (p,q)”

folgt: Ip,q: (ENp,q) € x) A(p.q) = (p,9)).
: Aus 1.2“(E N p,q) Menge”

folgt via PaarAxiom I: g Menge.
: Aus VS gleich “p Menge...” und

aus 2“q Menge”

folgt via Paar Axiom I: (p, q) Menge.

: Aus 1.3“3p,q: (ENp,q) € x) A((p,q) = (p,q))” und

aus 2“(p, q) Menge”
folgt: (p,q) €e{w: (FQU:((ENQV) )N (w=(2,V)))}.

(w
us “w: (3L ((ENQ V) € ) A (w = (9, ‘If))(}

folgt:
(p.q) € {(\ 1) : (EN A p) € z}.

: Aus 54(p,q) € {(\,p): (EN A, pu) €x}” und

aus 1.1V ={(\,pu): (EN\p) €x}”
folgt: (p,q) € V.
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16-5. In a) wird fest gestellt, dass die ENVerschiebung von = eine Relation ist.
Der Definitions-Bereich der ENVerschiebung von z ist gemé&f b) gleich der Klasse
aller w, fiir die ENw € domz. In ¢) wird der Bild-Bereich der ENVerschiebung
von z als das Bild von P(FE) unter x spezifiziert:

16-5(Satz)
Es gelte:

—) V' ist ENVerschiebung von x.
Dann folgt:

a) V' Relation.

b) domV ={w: FNw € domz}.

c) ranV = z[P(E)].

16-1(Def) {w: ENw € domz}.

Beweis 16-5 a)

aeV.

Aus —) “V ist ENVerschiebung von 7 und
aus Themal“a € V7
folgt via 16-3:
IV a=(Q,V).

Ergo Themal: Va:(aeV)= 3V :a=(02,7)).

Konsequenz via 10-3: V' Relation.
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Beweis 16-5 b)

Themal.1l a € domV.
2.1: Aus Themal.1“a € domV”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus2.1“a € domV”
folgt via 7-2: 30 (o, Q) € V.

3: Aus —) “V ist ENVerschiebung von x” und
aus 2.2“. .. (a,Q) € V7
folgt via 16-4: (ENa,Q) e x.

4: Aus 3“(ENa,) ex”
folgt via 7-5: ENaedomz.

5: Aus 4“FNa&€doma” und
aus 2.1“«a Menge”
folgt: ac€{w: ENw e domz}.

Ergo Themal.1: Va: (e €edomV) = (a € {w: ENw € domz}).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “domV C{w: FNw € domz}”
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Beweis 16-5 b) ...

Themal.?2 a€{w: ENw € domz}.
2.1: Aus Themal.2“a € {w: FNw € domz}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.2“a € {w: ENw € domz}”
folgt: ENnaedomz.

3: Aus 2.2“FENa € domz”
folgt via 7-2: 10 (ENa,Q) € x.

4: Aus —) “V ist ENVerschiebung von z” |
aus 2.1“a Menge” und
aus 3“...(ENa,Q) € x”

folgt via 16-4: (a, Q) e V.
5: Aus 4“(a, Q) € V7
folgt via 7-5: a € domV.
Ergo Themal.?2: Va: (o €{w: ENwedomz}) = (o € domV).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{w: ENw € domz} CdomV”

1.3: Aus A1 gleich “domV C{w: ENw € domz}” und
aus A2 gleich “{w: ENw € domz} C domV”
folgt via GleichheitsAxiom: domV ={w: FNw € domz}.
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Beweis 16-5 ¢)

acranV.
2: Aus1.2“a €ranV”
folgt via 7-4: 30 (Q,a) e V.

3: Aus —) “V ist ENVerschiebung von z” und
aus 2“...(Q,a) e V"

folgt via 16-4: (ENQ o) €.
4.1: Aus3“(ENQ,a) e’

folgt via Element Axiom: (ENQ,a) Menge.
4.2: Via 2-7 gilt: ENnQCE.

5: Aus 4.1“(E N, a) Menge”
folgt via PaarAxiom I: E N Q Menge.

6: Aus4.2“ENQ C E” und
aus 5“ F N Q) Menge”
folgt via 0-26: ENnQePlE).

7: Aus 3“(ENQ,«a) € x” und
aus 6“ENQ e P(E)”
folgt via 8-8: a € z[P(E)].

Ergo Themal.1: Va:(a€ranV) = (a € z[P(F))).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “ranV C z[P(E)]”
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Beweis 16-5 ¢) ...
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3: Aus 2¢...Q e P(E)...”
folgt via 0-26:

4: Aus 3“Q CFE...7
folgt via 2-10:

5: Aus4“ENQ=Q"
folgt via PaarAxiom I:

6: Aus 5“(EFNQ,a)=(2,a)” und
aus 2“...(Q,a) € 7
folgt:

aus 3“...Q Menge” und
aus 6“(FNQ,a) €x”
folgt via 16-4:

8: Aus 7¢(Q,a) € V7
folgt via 7-5:

a € 2[P(B)].
2: Aus Themal.2“a € z[P(E)]”
folgt via 8-T7: A0 (QeP(E) A (2 a) ).

(2 C E) A (2 Menge).

7: Aus —) “V ist ENVerschiebung von 7 |

ENnQ=0Q.

(ENQa)=(Q,a).

(ENQa) €.

(Q,a) e V.

a€ranV.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus A1 gleich “ranV C z[P(E)]” und
aus A2 gleich “z[P(E)] CranV”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (o € z[P(E)]) = (e €ranV).

A2| “z[P(E)] CranV”

ranV = z[P(E)].
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16-6. GemiB a) sind {w: ENw C 2} und {w: ENw € P(x)} gleiche Klassen.
Interessanter Weise folgt aus £ C z die Gleichung {w : ENw C x} = U, siche
b). Via c) gilt im Speziellen {w:xNw C z} = U:

16-6(Satz)
a) {w: FNnwCuz}={w: ENw e P(x)}.
b) Aus “E Cz”folgt “{w:ENwCa}=U".

c) {lw:zNwCuzx}=U.

16-1(Def) {w: ENw Ca} und {w: zNw C z}.
16-1(Def) {w: ENw € P(x)}.

Beweis 16-6 a)

Themal.1 ac{w: ENwCx}.
2.1: Aus Themal.l“a € {w: FNw Cx}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.l“a € {w: FNw Cx}”
folgt: ENnacCz.

3: Aus 2.1“a Menge”
folgt via 2-24: E N a Menge.

4: Aus2.2“ENa Cz” und
aus 3“ EF' N a Menge”
folgt via 0-26: ENnaeP(x).

5: Aus4“ENa e P(z)” und
aus 2.1“a Menge”
folgt: ac{w: ENweP(x)}.

Ergo Themal.1: Va:(ae{w: ENwCz})= (aef{w: ENw e P(x)}).

Konsequenz via 0-2(Def): M| “Hw:FNwCa}C{w: ENweP(x)}”
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Beweis 16-6 a) ...

a€{w: ENwe P(z)}.
2.1: Aus Themal.2“a € {w: ENw € P(x)}”
folgt via Element Axiom: a Menge.
2.2: Aus Themal.2“a € {w: ENw e P(z)}”
folgt: ENnaeP(x).
3: Aus 2.2“FENa e Px)”
folgt via 0-26: ENnacCz.
4: Aus3“EFNa Cz” und
aus 2.1“a Menge”
folgt: a€{w: FNwC z}.
Ergo Themal.?2: Va:(ae{w: FNweP(x)}) = (ae{w: ENw C x}).

Konsequenz via 0-2(Def):

A2 “{w:EFNweP)} C{w: ENwCx}”

1.3: Aus Al gleich “{w: FNwCa} C{w: ENw e P(z)}” und
aus A2 gleich “{w: FNweP@)} C{w: ENwCz}”
folgt via GleichheitsAxiom: {w:ENnwCz}={w: ENwe P(x)}.
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E C .

2:

Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom:

: Aus 2“a Menge”

folgt via 2-24:

: Via 2-7 gilt:

Aus4“EnNna C E” und

aus VS gleich “F C z”
folgt via 0-6:

: Aus5“FEnNa Cz” und

aus 2“a Menge”
folgt:

aecl.

a Menge.

E N a Menge.

EFENaCk.

ENnacCuz.

ac{w: ENwCx}.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

c)

1: Via 0-6 gilt:

2: Aus 14z C 7

folgt via des bereits bewiesenen b):

Ya :

(v Menge) = (e € {w: ENw C x}).
{w:EnwCuz}=U.
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16-7. Die ENVerschiebung von z ist im Fall domz = P(D) mit £ C D eine
Unmenge. Genauer gilt der folgende Satz:

16-7(Satz)
Es gelte:
—) V ist ENVerschiebung von x.
—) domz =P (D).
—) ECD.
Dann folgt:
a) domV =U.

b) V Unmenge.
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Beweis 16-7
16-1(Def) {w: ENw € domxz}.
16-1(Def) {w: ENw € P(D)}.
16-1(Def) {w: ENw C D}.
1: Aus —) “V ist ENVerschiebung von z”
folgt via 16-5: domV ={w: FNw € domz}.
2: Aus 1“domV ={w: FNw € domz}” und
aus —) “domz = P(D)”
folgt: domV ={w: ENwe P(D)}.
3: domV 2 {w:EnwePD)}'E®{w: EnwC D}
4: Aus - “ECD”
folgt via 16-7: {w: ENwC D} =U.
5.a): Aus3“domV =...={w:ENwC D}” und
aus 4“{w: ENwCD}y=U"
folgt: domV =U.
6.b): Aus5.a)“domV =U"

folgt via 7-9: V' Unmenge.

O
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Der Wert von z in p. z(p).
EinschriankungsSatz. ES.

Ersterstellung: 12/09/05 Letzte Anderung: 16/04/11
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17-1. Die fiir den Wert von z in p verwendete Notation z(p) ist eine von den
in den Essays am hé&ufigsten gebrauchten Abkiirzungen und wird mit folgender
Definition in das LebensWerk eingebracht:

17-1(Definition)

1) x(p) =N x[{p}

2) “€ Wert von z in p” genau dann, wenn gilt:

¢ = x(p).
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17-2. Wie im folgenden Satz unter anderem gesagt, ist z(p) der Wert von z in p:

17-2(Satz)
a) z(p) Wert von x in p.

b) Aus “C€ Wert von x in p”und “® Wert von x in p”

folgt “€=2".

Beweis 17-2 a)
Aus “x(p) = z(p)”
folgt via 17-1(Def): z(p) Wert von z in p.
b) VS gleich (€ Wert von z in p) A (D Wert von z in p).
1.1: Aus VS gleich “€ Wert von z inp...”

folgt via 17-1(Def): ¢ = z(p).
1.2: Aus VS gleich “...® Wert von z in p”

folgt via 17-1(Def): D = xz(p).

2: Aus 1.1“C=2z(p)” und
aus 1.2 = z(p)”
folgt: ¢C=2.
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17-3. Die bei der Definition des Wertes von x in p vorkommende Klasse z[{p}]
lasst sich via 9-9 durch eine etwas ansprechendere Klasse ersetzen, siehe a). Falls
p eine Unmenge ist, dann ist via b) der Wert von z in p gleich dem Universum.
Via logischer Re-Formulierung von b) ergibt sich, dass aus p(z) # U folgt, dass
x eine Menge ist, siehe c). Die gleiche Schlussfolgerung ergibt sich auch aus der
via OU Axiom restriktiveren Forderung “p(x) Menge” , siche d):

17-3(Satz)
a) z(p) =Nw: (p,w) € z}.
b) Aus “p Unmenge” folgt “x(p) =U".
c) Aus “x(p) #U” folgt “p Menge”.

d) Aus “xz(p) Menge” folgt “p Menge” .

9-16(Def) {w: (p,w) € z}.
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Beweis 17-3 a)
1:

2: Aus 1
folgt:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “p Unmenge”
folgt via 0-1:

2: Aus 1“p ¢ domz”
folgt via 9-20:

3:

4: Aus 3
folgt:

c) VS gleich

z(p) =

95

17—1(Def)

Nzl{p}] =" N{w: (p,w) € z}.

z(p) =Mw: (p,w) € z}.

p Unmenge.

p ¢ domz.

z[{p}] = 0.
Nzl{p}] ZN0"="u.

17-1(Def)
z(p) =

z(p) =U.

z(p) # U.

1: Es gilt: (p Menge) V (p Unmenge).
Fallunterscheidung‘
p Menge.
p Unmenge.

2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”

d) VS gleich

folgt via des bereits bewiesenen b): z(p) =U.
3: Esgilt 2“z(p) =U".
Es gilt VS gleich “x(p) ZU" .
Ex falso quodlibet folgt: p Menge.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: p Menge.
z(p) Menge.
1: Aus VS gleich “z(p) Menge”
folgt via 0-17: z(p) # U.
2: Aus 1“z(p) #U”
folgt via des bereits bewiesenen c): p Menge
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17-4. Gemi$ folgendem Kriterium ist p ¢ dom x genau dann, wenn x(p) = U und
dies ist genau dann der Fall, wenn z(p) eine Unmenge ist. Interessanter Weise ist
somit der Wert von z in p entweder eine Menge oder gleich dem Universum und
es ist nicht maglich, dass der Wert von x in p gleich einer Unmenge# U ist:

17-4(Satz)

Die Aussagen 1), ii), iii) sind dquivalent:
i) p ¢ domu.

ii) z(p) =U.

iii) z(p) Unmenge.

Beweis 17-4 VS gleich p ¢ domz.
1: Aus VS gleich “p ¢ domz”
folgt via 9-20: z[{p}] = 0.
17—1(Def) 1 1-14
2: z(p) = "Nz{p}=N0"="U.
3: Aus 2
folgt: z(p) =U.
US gleich z(p) =U.
1: Via 0/Konvention gilt: U Unmenge.

2: Aus VS gleich “z(p) =U" und
aus 1“U Unmenge”
folgt: z(p) Unmenge.
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Beweis 17-4 VS gleich z(p) Unmenge.
1: Es gilt: (p € domz) V (p ¢ dom ).
Fallunterscheidung‘
p € dom.
2: Aus1.1.Fall“p € domz”
folgt via 9-19: 0 # z[{p}].
3: Aus 2“0 # z[{p}]”
folgt via 1-17: N z[{p}] Menge.

4: Aus “z(p) = Nz[{p}]” und
aus 3“( z[{p}] Menge”

folgt: z(p) Menge.

5: Es gilt 4“z(p) Menge” .
Es gilt VS gleich “z(p) Unmenge” .

Ex falso quodlibet folgt: p ¢ domz.
1.2.Fall p ¢ domz.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: p ¢ domz.

O
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17-5. In “positiver Re-Formulierung ” von 17-4 ergibt sich, dass p € dom = genau
dann der Fall ist, wenn x(p) # U gilt und dies ist genau dann der Fall, wenn z(p)
eine Menge ist:

17-5(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) p € domuz.

ii) z(p) #U.

iii) z(p) Menge.

Beweis 17-5
1: Via 17-4 gilt: (p ¢ domz) < (x2(p) =U) < (2(p) Unmenge).

2: Aus 1
folgt: (~(p ¢ dom)) & (~((p) = U)) & (~((p) Unmenge)).

3: Aus 2
folgt: (p € domz) & (z(p) #U) < (z(p) Menge).
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17-6. Wie aus den in 1-15 dargelegten Eigenschaften des zurchschnitts folgt,
werden durch zurchschnittsbildung aus kleineren Klassen grossere Klassen. Dies
hat im Hinblick auf den Wert von x in p mehrere Konsequenzen, die in Form
alternativer Voraussetzungen zum gleichen Resultat fiithren:

17-6(Satz)
Es gelte:
z[{p}] € yl{p}].
oder
—) z Cy.
oder
{w:(p,w) €z} CH{w: (p,w) € y}.

Dann folgt “y(p) C z(p)”.

9-16(Def) {w: (p,w) € z} und {w: (p,w) € y}.
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Beweis 17-6

1:

Nach VS gilt:

(z{p} Cyl{p) V(z Cy)V({w: (p,w) €z} C{w: (p,w) € y}).

Fallunterscheidung‘
«[{p}] C yl{p}).

2: Aus 1.1.Fall“z[{p}] C y[{p}]”

folgt via 1-15: Nyl{r} € Nz[{p}.
3 v T i) € Nalip)] TEPD a(p).
4: Aus 3

folgt: y(p) € x(p).
2: Aus 1.2.Fall“z Cy”

folgt via 8-9: z[{p}] C y[{p}]-
3: Aus 2°z[{p}] C y[{p}]”

folgt via 1-15: Nyl{r} € Nz[{p}.
4 v T 1)) € Nalip)] TEPD ().
5: Aus 4

folgt: y(p) € x(p).

{w: (pw) €a} C{w: (p,w) € y}).

2: Aus 1.3.Fall“{w: (p,w) € z} C{w: (p,w) € y})”

folgt via 1-15: Hw: (p,w) €y} C({w: (p,w) € z}.
3: y(0) "= e (pw) €y} € Mo : (pow) € 2} "2 a(p).
4: Aus 3

folgt: y(p) € z(p).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt: y(p) C z(p).
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17-7. Geméf a) ist der Wert von 0 in p gleich U. Auch ist via b) der Wert von
p in U gleich U. Falls p eine Menge ist, dann Wert von U/ in p gleich der leeren
Menge, siehe c). In Spezialisierung eines Resultats aus 17-3 fiir das Universum
gilt fiir jede Unmenge p laut d) die Gleichung U(p) = U:

17-7(Satz)
a) 0(p) =U.
b) z(U) =U.

c) Aus “p Menge” folgt “U(p) =07

d) Aus “p Unmenge” folgt “U(p) =U".
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Beweis 17-7 a)
1.1: Via 0-19 gilt:
1.2: Via 7-11 gilt:

2: Aus1.1“p ¢ 0” und
aus 1.2“dom0 =07
folgt:

3: Aus 2“p ¢ dom0”
folgt via 17-4:

b)
1: Via 0/ Axiom gilt:

2: Aus 1“U Unmenge”
folgt via 17-3:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 1-3:

2: Aus 140 # {p}”
folgt via 8-12:

3:

4: Aus 3
folgt:

d) VS gleich

Aus VS gleich “p Unmenge”
folgt via 17-3:

MENGENLEHRE #17

p ¢ 0.
dom0 = 0.

0 # {p}.

Up} =U.
) " Nl 2 nu =
U(p) = 0.

p Unmenge.

Ulp) =U.
O
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17-8. Im ES: EinschrinkungsSatz werden die Werte von x in Beziehung zu
den Werten der Einschrinkung von x auf D gesetzt. Jede der vier Aussagen geht
unter anderem von “e Einschrinkung von x auf D” aus. In a) wird gesagt, dass
jede Klasse p € dom e auch Element von dom z ist - dies ist im Wesentlichen seit
15-6 bekannt - und dass in diesem Fall e(p) = z(p) mit Mengen e(p), z(p) gilt. Via
b) gilt auch fiir p € D die Gleichung e(p) = z(p), jedoch wird hier nichts weiter
iiber die “Mengen-Eigenschaft” dieser beiden Werte gesagt. Im Allgemeinen ist
dies auch nicht moglich, denn wéhrend via a) zumindest fiir p € D Ndome die
Werte e(p), z(p) Mengen sind, gilt fiir p € D\ dome "=° D\ domz via ¢) die
Aussage e(p) = x(p) = U mit der Unmenge U. Via d) stellt sich die Aussage von
c) als Spezialfall von p ¢ dom x heraus, da bereits aus dieser Voraussetzung die
Gleichungen e(p) = x(p) = U folgen. In e) wird mit (domz) \ D 156 (domz) \
dom e jene Klasse charakterisiert, in deren Elementen p die Werte e(p) und z(p)
nicht gleich sind. Genauer gesagt gilt fiir alle p € (domz) \ D die Gleichung
e(p) = U und auBerdem ist z(p) eine Menge, so dass e(p) # z(p) folgt. Die
Beweis-Reihenfolge ist a) -d) - ¢c) -b) -e) - £):

17-8(Satz) (ES: EinschrinkungsSatz)

Aus “e Einschrdnkung von x auf D”und . ..

a) ...und “p € dome”
folgt “p € domzx”
und “e(p) = x(p)”und “e(p) Menge” und “x(p) Menge”.

b) ...und “pe D” folgt “e(p) = z(p)”.
c) ...und “p € D\ dome” folgt “e(p) = x(p)”
und “e(p) =U"und “z(p) =U".
d) ...und “p ¢ domz” folgt “e(p) = x(p)”
und “e(p) =U"und “z(p) =U".

e) ...und “p € (domzx)\ D” folgt “e(p)

£) ...und “pe D\ (domz)” folgt “e(p) = x(p)”
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Beweis 17-8

9-16(Def) {w: (p,w) € 2} und {w : (p,w) € e}.

a) VS gleich (e Einschriankung von x auf D) A (p € dome).

b

1.1: Aus VS gleich “e Einschrédnkung von x auf D...
folgt via 15-3: e C .

7

1.2: Aus VS gleich “e Einschrédnkung von x auf D. ..
folgt via 15-6: dome C dom .

1.3: Aus VS gleich “...p € dome”
folgt via 7-2: A0 : (p,Q) €e.

1.4: Aus VS gleich “...p € dome”
folgt via 17-5: e(p) Menge.

2.1: Aus1.1%“eCa”
folgt via 17-6: z(p) C e(p)-

2.2: Aus VS gleich “...p € dome” und
aus 1.2“dome C domz”
folgt via 0-4: p € dom x.

2.3: Aus VS gleich “e Einschrankung von z auf D. ..
aus 1.3“...(p,Q) € e”
folgt via 15-5: peD.
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Beweis 17-8 a) VS gleich (e Einschréankung von x auf D) A (p € dome).

3.1: Aus Thema2.4“a € {w: (p,w) € z}”
folgt via Element Axiom:

3.2: Aus Thema2.4“a € {w: (p,w) € 2}”
folgt:

aus 2.3“p € D” und
aus 3.2“(p,a) € x”
folgt via 15-5:

5: Aus 4“(p,a) € e” und
aus 3.1“a Menge”

ae{w: (pw) € a}.

a Menge.

(p, @) € x.

4: Aus VS gleich “e Einschrankung von x auf D. ..

(p, ) € e.

folgt: a€{w: (p,w) € e}

Ergo Thema?2.4: Va:(a€e{w: (p,w) €x}) = (ae{w: (p,w) € e}).

Konseupenz via 0-2(Def): Al “Hw: (pw) ez} C{w: (p,w) € e}”

2.5: Aus Al gleich “{w: (p,w) €2} C{w: (p,w) € e}”
folgt via 17-6:

3.1: Aus A1l gleich “p € domz”
folgt via 17-5:

3.2: Aus 2.5%¢(p) C z(p)” und
aus 2.1“x(p) Ce(p)”
folgt via GleichheitsAxiom:

4: Aus 2.2“p € domuz”,
aus 3.2“¢(p) = z(p)”,
aus 1.4“e(p) Menge” und
aus 3.1“z(p) Menge”
folgt:

p € domx
A e(p) = z(p)
A e(p) Menge
A z(p) Menge.
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Beweis 17-8 d) VS gleich (e Einschrénkung von x auf D) A (p ¢ domz).

1: Aus VS gleich “e Einschriankung von x auf D...”
folgt via 15-6: dome C dom .

2: Aus VS gleich “...p ¢ domz” und
aus 1“dome C domz”
folgt via 0-4: p ¢ dome.

3.1: Aus 2“p ¢ dome”
folgt via 17-4: e(p) =U.

3.2: Aus VS gleich “...p ¢ domz”
folgt via 17-4: z(p) =U.

4: Aus 3.1%e(p) =U” und
aus 3.2“x(p) =U"

folgt: e(p) = x(p)

N elp)=U

N xz(p) =U.

c) VS gleich (e Einschrankung von z auf D) A (p € D \ dome).

b

1: Aus VS gleich “e Einschriankung von x auf D. ..
folgt via 15-6: D\ domz =D\ dome.

2: Aus VS gleich “...p € D\ dome” und
aus 1“D \ domx = D \ dome”

folgt: p € D\ domz.
3: Aus 2“p € D\ domz”

folgt via 5-3: p ¢ dom .
4: Aus VS gleich “e Einschréankung von x auf D ... "7 und

aus 3“p ¢ domzx”

folgt via des bereits bewiesenen d): e(p) = x(p)
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Beweis 17-8 b) VS gleich (e Einschréankung von x auf D) A (p € D).

1: es gilt: (p € dome) V (p ¢ dome).

Fallunterscheidung‘

p € dome.

Aus VS gleich “e Einschrankung von z auf D ...” und
aus 1.1.Fall“p € dome”

folgt via des bereits bewiesenen a): e(p) = z(p).

p ¢ dome.

2: Aus VS gleich “...p€ D” und
aus 1.2.Fall“p ¢ dome”

folgt via 5-3: p € D\ dome.
3: Aus VS gleich “e Einschrinkung von x auf D...” und

aus 2“p € D\ dome”

folgt via des bereits bewiesenen c): e(p) = z(p).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: e(p) = z(p).
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Beweis 17-8 e) VS gleich

MENGENLEHRE #17

(e Einschrankung von z auf D)

A (p € (domzx)\ D).

1: Aus VS gleich “...p € (domzx)\ D”

folgt via 5-3: (p € domz) A (p ¢ D).
2: Aus 1“pedomz...”

folgt via 17-5: z(p) Menge.
3: Aus VS gleich “e Einschrankung von z auf D...”

folgt via 15-6: dome C D.
4: Aus1“...p¢ D" und

aus 3“dome C D7

folgt via 0-4: p ¢ dome.
5: Aus4“p ¢ dome”

folgt via 17-4: e(p)=U
6: Aus 2“z(p) Menge”

folgt via 0-17: z(p) #U
7: Aus 6“z(p) #U” und

aus 5%e(p) =U"

folgt: z(p) # e(p)
8: Aus 7*x(p) # (p)

aus 5%e(p) =U" u

aus 2“z(p) Menge

folgt: e(p) # =(p)

A elp)=U

f) VS gleich

1: Aus VS gleich “..
folgt via 5-3:

2: Aus VS gleich “e Einschrankung von z auf D. ..

aus 1“p ¢ domz”

folgt via des bereits bewiesenen d):

A z(p) Menge.

(e Einschrankung von z auf D) A (p € D \ domz).

.p € D\ domza”

p ¢ domz.

7
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f Funktion. 0 Funktion.
IdentitdtsSatz Funktionen. ISF.
Keine Funktion. U4 keine Funktion.

Ersterstellung: 12/09/05 Letzte Anderung: 18/04/11
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18-1. In der folgenden Definition wird die Klasse aller Werte von x in Elementen
von F und die Klasse aller Werte von x in Elementen von domx in die Essays

eingefiihrt:

18-1(Definition)
1) 18.0(E,z) = {z(N\): A€ E} ={w:(FQ2: (Q € E)A (w =
2(2))}-
2) 18.1(x) = {z(\) : A € domzx}
={w: (IN: (Qedomz) A (w=2(02)))}.
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18-2. In a) gerden definitions-nahe Eigenschaften von Elementen aus {z(\) : A €
E} hergeleitet. In b) qird &hnlich mit {z(\) : A € dom z} verfahren:

18-2(Satz)
a) Aus “ge {z(\): A€ E}”
folgt “3IQ: (¢g=2(Q)) A (2 € ENndomz)”.
b) Aus “q € {x(\): X € domz}”
folgt “3Q: (¢ =x(Q)) A (2 € domz)”.

18-1(Def) {z(A\) : A € E} und {x(\) : A € domz}.
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Beweis 18-2 a) VS gleich g€ {z(N\): Xe E}.
1.1: Aus VS gleich “q € {z(A\): A€ E}”
folgt via Element Axiom: q Menge.
1.2: Aus VS gleich “g € {z(\): A € E}” und
aus “{z(A\):AeE}={w:(FQ: (Q € E)A (w=2(2))}"
folgt: ge{w: (I (Q e E)N (w=12(Q)))}.
2: Aus 1.2“¢e{w: (A0: (Q e E)A(w=1z(2)))}”
folgt: 30 (Q € B) A (¢ =z(2)).
3: Aus 2“...¢=2(2)” und
aus 1.1%qg Menge”
folgt: x(€2) Menge.
4: Aus 3“x(€) Menge”
folgt via 17-5: 2 € domz.
5: Aus2“...Qe F...” und
aus 4“€) € doma”
folgt via 2-2: Qe FENndomuz.
6: Aus 2¢“dQ...7,
aus 2“...q = x(Q)” und
aus 5“2 € ENdomz”
folgt: 3Q:
q = (%)
A Qe ENndomz.
b) VS gleich q € {z(\) : X € domuz}.
1: Aus VS gleich “q € {z(\) : A € domz}”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30 (¢ =2(Q)) A (Q € (domzx) N (domx)).
2: Aus 1“...Q € (domz) N (domz)”
folgt via 2-2: (2 € domuz.
3: Aus 13Q:¢=2(2)...” und

aus 2“Q) € domz”

folgt: 3Q:
q=z(Q)
A Q€ domuz.
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18-3. In a) wird eine hinreichende Bedingungen fiir z(p) € {z(\) : A € E}
formuliert. Ahnlich ist in b) Hinreichendes fiir z(p) € {z(\) : A € domz} zu
finden:

18-3(Satz)

a) Aus “p € Endomz” folgt “x(p) € {x(\): A€ E}”.

b) Aus “p € domz” folgt “x(p) € {z(\) : A € domzx}”.

18-1(Def) {z(X\) : A € E} und {x(\) : A € domz}.

Beweis 18-3 a) VS gleich p € ENdomuz.
1: Aus VS gleich “p € ENdoma”
folgt via 2-2: (pe€ E)A(p € domu).
2.1: Aus 1“pe E...7
folgt: dp:pekFE.
2.2: Aus 1“...p€domz”
folgt via 17-5: z(p) Menge.
3: Aus 2.1“dp:p€ E” und
aus “z(p) = z(p)”
folgt: Fp:(p € E)N(x(p) = x(p))
4: Aus3“dp:(pe E) A (z(p) = x(p))” und
aus 2.2“z(p) Menge”
folgt: z(p) €{w: (3Q: (Q € E)A (w=12()))}.
5: Aus4“z(p) e {w:(3FQ: (V€ E)A (w=2(2)))}” und
aus “{w: (FN: (Ve E)AN(w=2(R)))} ={z(N\) : A € E}”
folgt: x(p) € {x(N\) : X € E}.
b) VS gleich p € dom x.
1: Aus VS gleich “p € domz” und
aus VS gleich “p € domx”
folgt via 2-2: p € (domx) N (dom x).
2: Aus 1“p € (domz) N (domzx)”
folgt via des bereits bewiesenen a): z(p) € {x(\) : X € domz}.

O
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18-4. Mit der folgenden Definition werden vier KlassenTerme in die Essaxs ein-
gefithrt, deren gemeinsames Merkmal darin besteht, dass sie aus geordneten Paa-

ren der Form (A, z()\)) oder (z(\), A) bestehen:

18-4(Definition)

1) 18.2(E,z) = {(A\,z(\): A € B}
={w:(32: (Q € E) A (w = (2,2(2))))}-
2) 18.3(z) = {(\,2())) : A € doma’}
={w:(32: (Q edomz) A (w = (£,2(2))))}.
3) 18.4(E,z) = {(z(\),\) : \ € E}
= {w:(3Q: (2 B) A (w = (2(2),2))}.
4) 18.5(z) = {(x(N\),\) : A € domz}
={w:(32: (Q edomz) A (w = (2(£),Q)))}.
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18-5. Im folgenden Satz werden definitions-nahe Eigenschaften von Elementen
w aus {(A,z(A)) : A € E} formuliert. Im Speziellen gibt es zu jedem derartigen
w ein 2 aus £ Ndomz mit w = (Q,2(Q)). Dass hier “Q2 € E N doma” an
Stelle von “€) € E” auftritt liegt an der aus Element Axiom und PaarAxiom
I resultierenden Aussage “z(Q2) Menge” :

18-5(Satz)
Es gelte:

=) w e {(A\x(N): € E}.
Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) w=(2Q,z(Q)).

e.2) Q¢ FNndomuz.

18-4(Def) {(\,z(\)): A € E}.
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Beweis 18-5

1.1:

1.2:

Aus =) “w e {(A\,z(N)) : A€ E}”
folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus =) “w € {(\,z(N)) : A€ E}” und

s AN z(N) A€ B} ={w: (30: (Q € E) A (w=(2,2())))}
folgt: we{w: (AN (e E) A (w = (2, 2(Q)))}

s Aus1.2%w e{w: (3N (Q e E)A (w=(2,2(0))))}”
(

)
folgt: I (Qe E)A(w=(Q,z(2))).

s Aus 2¢. . w = (Q,2(Q))” und

aus 1.1“w Menge”
folgt: (Q, 2(2)) Menge.

: Aus 3“(02,2(Q2)) Menge”

folgt via Paar Axiom I: z(£2) Menge.

: Aus 4“x(2) Menge”

folgt via 17-5: () € domuz.

:Aus2¢...Qe¢e EF...” und

aus 5“€) € domz”
folgt via 2-2: 2 e ENndomuz.

: Aus 2440 ...7

aus 2“...w = (Q,2(2))” und
aus 6“0 € ENdomx”
folgt: 3Q:

= (Q,2(9))
A Qe EFEndomz.

O
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18-6. In Spezialisierung von 18-5 auf geordnete Paare werden Eigenschaften

geordneter Paare, die Element von {(\,z(\)) : A € E} sind, angegeben:

18-6(Satz)
Es gelte:

=) (p.g) e {(Xz(N) - A € E}.
Dann folgt:

a) pe ENndomuzx.

b) q=x(p).

18-4(Def) {(A\,z(\)): A € E}.

Beweis 18-6
1.1: Aus =) “(p,q) € {(\,z(N): A€ E}”

folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus =) “(p,q) € {(A\,z(A)) : A € E}”

folgt via 18-5: A0 : ((p,q) = (2,2(Q2))) A (2 € ENdomx).

2: Aus 1.2 .. (p,q) = (2,2(22))...” und
aus 1.1“(p,q) Menge”

folgt via IGP: (p=Q)A(qg=12(Q)).

3.a): Aus2“p=Q...” und
aus 1.2“...Q € ENdomzx”

folgt: p € ENdomzx.
3.b): Aus2“...¢=2(Q)” und

aus 2“p=Q...7

folgt:
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18-7. “p € ENdomx” ist hinreichend fiir (p, z(p)) € {(\,z(N\)) : A € E}.
Konsequenter Weise ist {(A\,z(A)) : A € E} ={(A\,z(\)): A € ENdomux}:

18-7(Satz)
a) Aus “p e Endomz” folgt “(p,x(p)) € {(A\,z(N\)) : A € E}”.
b) {(A,z(N):Ae Ey={(\z(N\): A€ ENndomuz}.

18-4(Def) {(A\,z(N)) : A € E} und {(A\,z(\)) : A € ENdomz}.

Beweis 18-7 a) VS gleich p € ENdomz.

1.1: Aus VS gleich “p € ENdomz”
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “p € ENdomz”
folgt via 2-2: (pe E)A(p € domz).

2.1: Aus1“pe FE...7
folgt: dp:pekFE.

2.2: Aus 1“...p€domz”
folgt via 17-5: z(p) Menge.

3.1: Aus 1.1“p Menge” und
aus 2.2“x(p) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p, z(p)) Menge.

3.2: Aus 2.1“dp:p€ E” und

aus “(p,z(p)) = (p,z(p))”
folgt: Ip:(p € E)A((p,x(p) = (p,2(p)))-

4: Aus 3.2°Fp: (p € E) A((p,2(p)) = (p,2(p)))” und
aus 3.1“(p,z(p)) Menge”
folgt: (p,2(p)) € {w: (32 (2 € E) A (w = (2,2(2))))}-

5: Aus 4“(p,z(p)) € {w: (AQ: (€ E) A (w=(2,2(2))))}” und
aus “{w: (32 (Q € B) A (w= (2()} = {(\a(N) : A € B)”
folgt: (p,2(p)) € {(A,2(N)) : A € E}.
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Beweis 18-7 b)
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folgt:

2: Aus Themal.1“a € {(A\,z(\)): A€ E}”
folgt via 18-5:

3: Aus 2“...Q e ENndomz”
folgt via 2-2:

4: Aus2“...Q€ ENdomz” und
aus 3“Q) € domz”
folgt via 2-2:

5: Aus 4“Q € (ENdomz)Ndomz”
folgt via des bereits bewiesenen a):

6: Aus2“...a=(Q,2())...” und
aus 5“(2,2(2)) € {(\,z(\)) : A€ ENndoma}”

ae{(Az(N):Ne E}.

30 (o= (Q,2(2))) A (Q € ENndomuz).

Q) € domz.

Q€ (FNdomz)Ndomuz.

(Q,z2(Q) € {(A\,z(N)) : A € ENdomz}.

ae{(\z(N\): A€ Endomzx}.

Ergo Themal.1:

Va: (ae{(Az(N): A€ E}) = (ae{(N\z(N): A€ ENndomz}).

Konsequenz via 0-2(Def):

AL LN z(N) A e EY C{(N\xz(N): A€ ENndomzx}”




120 MENGENLEHRE #18

Beweis 18-7 b) ...

ac{(\z(\):Xe Endoma}.

2: Aus Themal.2“a € {(A\,z(\)) : A € ENdomuz}”
folgt via 18-5:
30 (a=(Q,2(Q)) A (2 € (ENndomz) Ndomx).

3: Aus 2¢...Q € (ENdomz)Ndomz”
folgt via 2-2: Qe ENndomz.

4: Aus 3“2 € ENndomz”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(€, 2()) € {(A,z(N) : A € E}.

5: Aus 2“...a= (2,2(2))...” und
aus 4 (Q,2(Q)) € {(A,z(N\): A€ E}”
folgt: ae{(N\z(N):Ne E}.

Ergo Themal.2:
Va: (ae{(Az(N): A€ ENndomz}) = (€ {(A\z(N): A€ E}).

Konsequenz via 0-2(Def):
A2] “{( A\, z(N): e Endomz} C {(A\,z(N): A€ E}”

1.3: Aus A1 gleich “{(A\,z(A\)): A€ E} C{(N\,z(\): A€ ENndomz}” und
aus A2 gleich “{(A\,z(A)): A € ENndomz} C {(\,z(N): A€ E}”
folgt via GleichheitsAxiom:
{Az(N):Ae B} ={(\z(N\): A€ Endomuz}.

O
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18-8. Im folgenden Satz werden definitions-nahe Figenschaften von Elementen w
aus {(A,z(A)) : A € domz} formuliert. Im Speziellen gibt es zu jedem derartigen
w ein © aus domx mit w = (£2, z(12)):

18-8(Satz)
Es gelte:

—) we {(\,x(N\): )€ domz}.
Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) w=(2,z(9Q)).

e.2) Qedomz.

18-4(Def) {(A,z(N)) : A € domz}.

Beweis 18-8

1: Aus =) “w € {(A\,z(N) : A €domz}” und
aus “{(A,z(\)) : A € domz}
={w:(30: (Q€domz) A (w=(Q,2(Q))}
folgt:
we{w: (IN: (2 edomz) A (w=(Q,2(Q))))}.

2: Aus 1“w e {w: (3N : (L € domz) A (w=(Q,2(2))))}”

folgt: 30 : (2 € domaz) A (w = (£2,2(52))).
3: Aus 2¢4Q...7 |
aus 2“...w = (Q,2(2))” und
aus 2“...Q edomx...”
folgt: 3Q:
w = (2, z(2))
A € domz.

O



122

MENGENLEHRE #18

18-9. In Spezialisierung von 18-8 auf geordnete Paare werden Eigenschaften
geordneter Paare, die Element von {(\, z(\)) : A € domx} sind, angegeben:

18-9(Satz)
Es gelte:

=) (p,q) € {(\,z(\)) : A € domz}.
Dann folgt:

a) p € domzx.

b) ¢ =x(p).

18-4(Def) {(A,z(N)) : A € domz}.

Beweis 18-9

1.1:

1.2:

3.a):

3.b):

Aus =) “(p,q) € {(\,z(\)) : A € domz}”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

Aus =) “(p,q) € {(\,z(N)) : A € domz}”
folgt via 18-8: 3Q: ((p,q) = (2,2(2))) A (2 € dom ).

: Aus 1.2%...(p,q) = (2,2(Q))...” und

aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP: (p=Q)A(qg=12(Q)).

Aus 2“p=Q...” und
aus 1.2“...Q € domz”

folgt: p € domx.
Aus 2¢...g=2(Q2)” und

aus 2“p=Q...7

folgt: q=xz(p).
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18-10. In Ahnlichkeit zu 18-7 ist laut folgendem Satz “p € dom z” hinreichend
fir (p,z(p)) € {(\,z(N)) : A € domz}:

18-10(Satz)

Aus “p € domz” folgt “(p,z(p)) € {(A\,z(N)) : A € domz}”.

18-4(Def) {(A,z(N)) : A € domz}.

Beweis 18-10 VS gleich p € domx.

1: Aus VS gleich “p € domz” und
aus VS gleich “p € domx”
folgt via 2-2: p € (domx) N (domx).

2: Aus 1“p € (domz) N (domzx)”
folgt via 18-7: (p,z(p)) € {(A\,z(N)) : A € domz}.

O
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18-11. Im folgenden Satz werden definitions-nahe Eigenschaften von Elementen
w aus {(z(N\),\) : A € E} formuliert. Im Speziellen gibt es zu jedem derartigen
w ein Q aus £ Ndomz mit w = (2(2),Q). Dass hier “Q € E N domz” an
Stelle von “€) € E” auftritt liegt an der aus Element Axiom und PaarAxiom

I resultierenden Aussage “z(Q2) Menge” :

18-11(Satz)
Es gelte:

=) w € {(z(N),\): X € E}.
Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) w=(x(Q),Q).

e.2) Q¢ FNndomuz.

18-4(Def) {(z(\),\) : A € E}.
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Beweis 18-11

1.1:

1.2:

s Aus 1w € {w: (N : (2 € E) A (2(2) Menge) A (w = (2(02),Q)

Aus =) “w € {(z(N\),\) : A€ E}”
folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus =) “w € {(x(N\),\) : A€ E}” und

aus “{(x(N\),\): A€ E}={w:(F: (N e E) A (w=(2(2),9)))
folgt: wef{w: (IN:(Qe E)A(w=(2(2),02)))}.
)

~—

folgt: I (Qe E)A(w

: Aus 1.1“w Menge” und

aus 2“...w = (2(2),Q)”
folgt: (x(22), Q) Menge.

: Aus 3“(2(92), Q) Menge”

folgt via Paar Axiom I: z(£2) Menge.

: Aus 4“x(Q2) Menge”

folgt via 17-5: (2 € domuz.

:Aus2¢...Qe¢ EF...” und

aus 5“€) € domz”
folgt via 2-2: 2 e ENndomuz.

: Aus 24dQ...7

aus 2“...w = (2(£2),Q)” und
aus 4“0 € ENdomx”
folgt: 3Q:

w = (z(12),9Q)
A Qe EFENndomz.

O
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18-12. In Spezialisierung von 18-11 auf geordnete Paare werden Eigenschaften

geordneter Paare, die Element von {(x(A),\) : A € E} sind, angegeben:

18-12(Satz)
Es gelte:

=) (p,q) €{(z(A),A) : A€ E}.
Dann folgt:

a) p=ux(q).

b) g € ENdomuz.

18-4(Def) {(x()\),\): A € E}.

Beweis 18-12

1: Aus =) (p,q) € {(x(A), A) : A € E}”

folgt via Element Axiom: (p,

1.2: Aus =) *(p,q) € {(z(N),A) : A € E}”

q) Menge.

folgt via 18-11: 30 : ((p,q) = (2(),Q)) A (2 € ENdomx).

2: Aus 1.2%(p,q) = (z(22),Q)” und
aus 1.1“(p,q) Menge”

folgt via IGP: (p=2(2) A (g

3.a): Aus2“p=2z(92)...” und
aus 2“...q =Q7

folgt: p = z(q).
3.b): Aus2“...¢q=Q” und

aus 1.2“... Q€ ENdomz”

folgt: g€ ENdomux.

O



#18 MENGENLEHRE

18-13. “p € ENdomz” ist hinreichend fiir (z(p),p) € {(x(A\),\) : A € E}.
A)

Konsequenter Weise ist {(z(A\),A) : A € E} = {(z()), A € ENndomua}:
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18-13(Satz)
a) Aus “p € Endomz” folgt “(z(p),p) € {(z(N\),\) : A€ E}”.
b) {(z(A\),\): A€ E} ={(x(\),\): A€ ENndomuz}.

18-4(Def) {(x(A\),\) : A € E} und {(z(N),\) : A € ENndomua}.

Beweis 18-13 a) VS gleich p € ENdomux.

1.1: Aus VS gleich “p € ENndomz”

folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “p € ENndomz”

folgt via 2-2: (pe E)A(p € domz).

2.1: Aus1.2“pe FE...7

folgt: dp:pekFE.

2.2: Aus1.2“...p€edomzx”

folgt via 17-5: z(p) Menge.

3.1: Aus 2.2“z(p) Menge” und
aus 1.1“p Menge”

folgt via PaarAxiom I: (z(p), p) Menge.

3.2: Aus 2.1“dp:p€ E” und
aus “ (z(p),p) = (x(p),p)”

folgt: Jp: (p € E)A((z(p),p) = (z(p),p))-

4: Aus 3.2“dp: (pe€ E) A ((z(p),p) = (z(p),p))” und
aus 3.1“(z(p),p) Menge”

folgt: (z(p),p) € {w: (IQ: (Q

5: Aus 4“(z(p),p) e {w: (3Q: (Q e E) A ( (
aus “{w: (FN: (Ve E)A (w=(2(22),2))} ={

A
folgt: (z(p),p) € {(x(N\),\) : A € E}.
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Beweis 18-13 b)

a e {(@(N).N): A€ B}

2: Aus Themal.1l“« G {(x( ),A) A€ E}”

folgt via 18-11: 30 : (v = ((2),2)) A (2 € ENdomx).
3: Aus 2“...Q2 € ENndomz”

folgt via 2-2: 2 € domz.

4: Aus2“...Q€ ENdomz” und
aus 3“Q) € domz”
folgt via 2-2: Qe (Endomz)Ndomuz.

5: Aus 4“Q € (ENdomz)Ndomz”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(2(2),Q) € {(z(A\),A\) : A€ ENndomzx}.

6: Aus 2“...a=(2(92),Q)...” und
aus 5“ (z (Q),Q)E{( (N), ) A€ ENndoma}”
folgt: ae{(z(A\),\):Ae Endomz}.

Ergo Themal.1:
Va: (a e {(z(A\),\): A€ E}) = (a e {(x(N\),\): A€ Endomz}).

Konsequenz via 0-2(Def):
ALl “L(x(N),N) : A e E}Y C {(z(A\),\) : A€ ENndomuz}”
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Beweis 18-13 b) ...

a € {(z(\),\) : A€ Endoma}.

2: Aus Themal.2“«x € {(x(A\),\) : A € ENdomuz}”
folgt via 18-11:
A0 (= (2(2),Q)) A (2 € (ENndomz) Ndomx).

3: Aus 2¢...Q € (ENdomz) Ndomz”
folgt via 2-2: Qe ENndomz.

4: Aus 3“Q e ENndomz”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(2(€),9) € {(z(A),A) - A € E}.
5: Aus 2“...a= (2(22),Q2)...”7 und
aus 4“(z(2),Q) € {(x(A\),\): A e E}”
folgt: a€ {(x(N\),\):X€ E}.

Ergo Themal.2:
Va: (a e {(z(A\),\): A€ ENndomz}) = (a € {(x(A),\) : A€ E}).

Konsequenz via 0-2(Def):
A2 “{(x(A\),N): e Endomz} C {(x(N),\): A€ E}”

1.3: Aus A1 gleich “{(z(A),\) : A€ E} C{(z(A\),\): A€ ENndomz}” u
aus A2 gleich “{(z(A\),\): A € ENndomz} C {(z(\),\): A€ E}”
folgt via GleichheitsAxiom:
{(x(A\),A): A€ E} ={(z(\),\) : A € ENndomuz}.

O
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18-14. Im folgenden Satz werden definitions-nahe Eigenschaften von Elemen-
ten w aus {(z(\),A) : A € domz} formuliert. Im Speziellen gibt es zu jedem
derartigen w ein §2 aus domz mit w = (x(2), Q):

18-14(Satz)
Es gelte:

Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) w=(xz(),0).

e.2) Qedomz.

—) w € {(z(N),\): X € domz}.

18-4(Def) {(x(A),A) : A € domz}.

Beweis 18-14

1

: Aus =) “w € {(z(N\),\) : A €domz}” und

aus “{(z(N\),\) : A € domz}
={w:(3Q: (Q edomz) A (w=(2(2),2)))}"
folgt:
we{w: (32: (N edomz) A (w=(2(22),02)))}.

:Aus 14w € {w: (3Q: (2 € domz) A (w = (2(22),Q2)))}”
folgt: AQ: (Q € domz) A (w = (2(Q2),Q)).
: Aus 243Q...7
aus 2“. .. w = (z(2),Q)” und
aus 2“...Q edomzx...”
folgt: 3Q:
w = (2(2),9)
A e domz.

O
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18-15. In Spezialisierung von 18-14 auf geordnete Paare werden Eigenschaften
geordneter Paare, die Element von {(xz(A),\) : A € domx} sind, angegeben:

18-15(Satz)
Es gelte:

) (1) € {(x(N).\) : A € doma}.
Dann folgt:

a) p=u1(q).

b) ¢ € domz.

18-4(Def) {(x(A),A) : A € domz}.

Beweis 18-15

10 Aus =) (p,q) € {(2(\),\) : A € dom z}”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus =) “(p,q) € {(x(A),\) : A € domz}”
folgt via 18-14: 3Q: ((p,q) = (2(22),2)) A (2 € dom ).

2: Aus 1.2 .. (p,q) = (z(2),2)...” und
aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP: (p=2(Q) A (¢g=19Q).

3.a): Aus2“p=2(92)...” und
aus 2“...q =Q7
folgt: p = z(q).

3.b): Aus2“...¢q=Q” und
aus 1.2“...Q € domz”
folgt: q € domx.
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18-16. In Ahnlichkeit zu 18-13 ist laut folgendem Satz “p € dom z” hinreichend
fir (z(p),p) € {(x(\),A) : A € domz}:

18-16(Satz)

Aus “p € domz” folgt “(xz(p),p) € {(x(A),A) : A € domz}”.

18-4(Def) {(xz(A\),A) : A € domz}.

Beweis 18-16 VS gleich p € domx.

1: Aus VS gleich “p € domz” und
aus VS gleich “p € domx”
folgt via 2-2: p € (domx) N (dom x).

2: Aus 1“p € (domz) N (domzx)”
folgt via 18-13: (z(p),p) € {(x(N),A) : A € domz}.

O
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18-17. Gema# folgenden Satzes sind {(A,z(\)) : A € E} und {(z(\),\) : A € E}

Relationen und die eine Klasse ist die Relation invers Eur anderen Klasse:

18-17(Satz)

: A € E} Relation.

(A, 2(A))

b) {(z(\),\): X € E} Relation.
N, xz(N\): A€ EY L ={(xz(N\),\) : A € E}.
(z(A), A)

A€ B} ={(\z(\): )€ E}.

18-4(Def) {(A\,z(N)) : A € E} und {(z(N),\) : A € E}.
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2: Aus Themal“a € {(\,z(\)): A€ E}”
folgt via 18-5:

3: Es gilt: U U = z(Q).
4: Aus 3“... U =z(Q)”

folgt via Paar Axiom I: (Q,0) = (Q,x()).
5: Aus 2“...a = (£2,2(2))” und

aus 4“(Q, V) = (Q,x(9))”

folgt: a=(Q,WU).
6: Aus 2“3Q...7

aus 3“3J¥...”7 und
aus 5“a = (Q,V)”

folgt:

ae{(A\z(N): e E}.

A0 a = (Q,z()).

30,0 o= (Q,0).

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

Va: (ae{(A\,z(A\): A€ E}) = (3IQT:a=(2,7)).
{(\,z(N\)) : X € E'} Relation.
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2: Aus Themal“a € {(z(A\),\): A€ E}”
folgt via 18-11:

3: Es gilt: U U = z(Q).
4: Aus 3“... U =z(Q)”

folgt via Paar Axiom I: (U, Q) = (x(£2),9Q).
5: Aus 2“...a= (2(2),Q)” und

aus 4“(W, Q) = (2(92),0)”

folgt: a= (U, Q)
6: Aus 3“3JU...7

aus 2“3 ...7 und
aus 5“a = (U, Q)”

folgt:

a€ {(x(N\),\) A€ E}.

30 a = (z(92),9Q).

Qo= (V,0).

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

Va: (a € {(x(A\),\): A€ E})= 3V, Q:a=(7,Q).
{(z(N),\) : X € E'} Relation.
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Beweis 18-17 ¢)

ac{(haV): e B}

2: Aus Themal.1“a € {(\,z(\): A e E}~1”
folgt via 11-3:
30,0 (a=(V,Q)A((Q,T) € {(\z(\): e E}).

3: Aus 2¢(Q,0) € {(\,z(N\) : A€ E}”
folgt via 18-6: (Q e ENndomz) A (V¥ = z(9)).

4.1: Aus3“Q e ENndomzx...”
folgt via 18-13: (2(2),Q) € {(x(N\),\) : A € E}.

4.2: Aus 3“... .0 =2(Q)”
folgt via PaarAxiom I: (¥, Q) = (z(2),9Q).

5: Aus 2“...a=(V,Q2)...” und
aus 4.2 (¥, Q) = (z(Q2),Q2)”
folgt: a = (z(92),9Q).

6: Aus 5“a = (2(2),Q)” und
aus 4.1“(z(2),Q) € {(z(N\),\) : A e E}”
folgt: a€ {(x(N),\) A€ E}.

Ergo Themal.1: Va:(ae{(\,z(\): A€ E} ) = (ae{(z(N\),\): e E}).

Konsequenz via 0-2(Def): |A1] “{(A\,z(A)): A€ E}7' C{(x(\),\) : A € E}”
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Themat.2]

folgt via 18-11:

3: Aus 2¢“...
folgt via 18-7:

4: Aus 3“(Q,
folgt via 11 4:

5: Aus 2¢

folgt:

2: Aus Themal.2“«a € {(x(A\),\): A € E}”

A0 (= (2(2),Q)) A

Qc ENndomzx...”

2(2)) € {(A,

ca= (z(9),
aus 4“ ( (Q) ) € {(A,

ae {(z(N),\) A€ E}.

(Q e Endomuz).

(Q,2(2)) € {(\,z(N): X € E}.
z(A)) -
(z (),

Q)...”7 und
z(A) A€ B}
ac{(Nz(\): e B}

ANeE}
Q) e{\z(\): e E}7L

Ergo Themal.2: Vo

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus A1 gleich “{(\,z(\)) : A€ B}~ C {(z(N),

(ae{(x(N\),\): A€ E}) =

(ae{(A\z(N):Xe E}7Y.

A2) “{(z(A\), ) : A€ B} C{(\z(\): A e B}

A):Ae B}

aus A2 gleich “{(z(\),\): A€ E} C{(\,z(\)): A e E}1”
folgt via GleichheitsAxiom:

d)

1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

1.2:

(O z(\) A€ By = {(z(A),\) : A € E}.

{(A\,z(N\)) : A € E'} Relation.

Via des bereits bewiesenen c) gilt:

{0 z(\) A€ By = {(z(A),\) : A € E}.

2: Aus 1.1“{(\,z(N\)) : A € E} Relation”

folgt via 13-3:

3: Aus 2“{(\,z(N) : A € E} = ({(\,
aus 1.2“{(\,z(N\)) : A € B}~ 12{( (M),

folgt:

4: Aus 3
folgt:

{na(V):xe BY = ({(\a(V\): A e B}y DL

z(A): A€ E}H71 und
A):Ae B

{(Az(V) :xe B} ={(x(N), ) : A e B}

{((\),\) s h e By = {(\z(\): A€ E}.

O
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18-18. Mit der folgenden Definition betritt mit dem Begriff der Funktion eines
der wichtigsten Konzepte die Essays.

Es fallen Ahnlichkeiten der Definition von “injektiv’ und der Definition von
“Funktion” auf. Diese Ahnlichkeiten ergeben in der Tat ein Kriterium fiir  f
Funktion” , in dem “injektiv” vorkommt. Genaueres hierzu in 18-19.

Im zweiten Teil der Definition wird gesagt, was es heifit, keine Funktion zu sein.
Untersuchungen zum Thema “ f keine Funktion” erfolgen am Ende des Essays:

18-18(Definition)

1) “f Funktion” genau dann, wenn gilt:

f Relation.
A
va, 8,7 : (o, B) € f) A(e,7) € f)) = (B=1).

2) “f keine Funktion” genau dann, wenn gilt:

—(f Funktion).
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18-19. f ist genau dann eine Funktion, wenn f eine Relation ist und wenn f~1
injektiv ist:

18-19(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) f Funktion.

ii) “f Relation” und “f~' injektiv”.

Beweis 18-19 VS gleich f Funktion.
1.1: Aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 18-18(Def): A1]| “ f Relation”
(. 8) € YA ((r.8) € F71)
2.1: Aus Themal.2“(a, ) € f71...7
folgt via 11-4: (B,a) € f.
2.2: Aus Themal.2“...(y,03) € f~1”
folgt via 11-4: (B,7) € f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion” ,
aus 2.1“(0,a) € f7 und

aus 2.2“(8,v) € 7
folgt via 18-18(Def): a=".

Ergo Themat.2:  Va,f3,7: (((a, ) € [T A((v.8) € f7)) = (a=1).

Konsequenz via 8-1(Def): A2| ¢ f~1 injektiv”

1.3: Aus A1 gleich “ f Relation” und
aus A2 gleich “ f~! injektiv”
folgt: (f Relation) A (f~! injektiv).
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Beweis 18-19 VS gleich (f Relation) A (f~! injektiv).

(. 8) € /) A (0, 7) € f).

2.1: Aus Themal.1“(o,3) € f...7
folgt via 11-4: (B,a) € f1.

2.2: Aus Themal.1“...(a,7) € f”
folgt via 11-4: (v,a) € f7L.

3: Aus VS gleich “... f~! injektiv”,

aus 2.1%(8,a) € f~'” und
aus 2.2%(y,a) € f717
folgt via 8-1(Def): B=r.

Ergo Themal. 1:

1.2: Aus VS gleich “ f

ALV, B, (0, 8) € ) A ((a7) € f)) = (B=17)7

Relation...” und

aus A1 gleich “Va 3,7 : (0, 8) € £) A (1) € )) = (3 =)
folgt via 18-18(Def): f Funktion.

O
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18-20. Mit dem folgenden Satz werden Folgerungen aus “(z,y) € f” mit ei-
ner Funktion f gezogen. Gemiafi d) ist dann f[{z}] die “einelementige Men-
ge” Singelton y und hieraus ergibt sich schnell Aussage a), wonach y = f(x) gel-
ten muss. Als weitere Folgerungen stellen sich (x,y) = (z, f(z)) und (z, f(z)) € f,
siehe bc), ein. Die Beweis-Reihenfolge ist d) - a) - b) - ¢):

18-20(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) (x,y) € f.
Dann folgt:
a) y= f(z).
b) (z,y) = (z, f(x)).
<) (z, f(x)) € f.
d) fHz}] = {y}.
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2.

1: Aus Themal.1“a € f[{z}]”
folgt via Element Axiom:

2.2: Aus Themal.1l“a € f[{z}]”

folgt via 9-15:

3: Aus —) “ f Funktion” ,

aus 2.2“(z,a) € f”7 und
aus —) “(z,y) € f”
folgt via 18-18(Def):

4: Aus 3“a=y” und

aus 2.1“a Menge”
folgt via 1-6:

a e f{z}]

a Menge.

(x,a) € f.

a € {y}.

Ergo Themal. 1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2:

1.d):

Aus =) “(x,y) € f7
folgt via 9-15:
Aus A1 gleich “ f[{z}] C {y}” und

aus A2 gleich “{y} C f[{«}]”
folgt via GleichheitsAxiom:

: Aus =) “(z,y) € f7

folgt via Element Axiom:

: Aus 2“(z,y) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3“y Menge”

folgt via 1-14:

Vo

17—1(Def)

flz) =

H(a e fi{x}]) = (e e {y})

Al

S {y)”

A2

“{y} C fl{=}]”

JHz} =y}
(x,y) Menge.

y Menge.

My} =v.

N2 N 2o
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Beweis 18-20 ...

6.a): Ausb5“f(z)=...=y”
folgt: y=f(z).
7: Aus 5 f(z)=...=y”
folgt via PaarAxiom I: (z, f(z)) = (z,9).
8.b): Aus7

8.¢c): Aus 7“(z, f(z)) = (x,y)” und
aus —)* (z,y) € /7
folgt: (z, f(x)) € f.
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18-21. Mit dem folgenden Satz werden Aussagen iiber Elemente des Bildes und
des Urbildes von Singeltons unter einer Funktion f getroffen:

18-21(Satz)
a) Aus “f Funktion” und “y € f[{x}]” folgt “y = f(x)”.

b) Aus “f Funktion”und “xz € f~'[{y}]” folgt “f(z)=y".

Beweis 18-21 a) VS gleich (f Funktion) A (y € f[{z}]).

1: Aus VS gleich “...y € f[{z}]”
folgt via 9-15: (x,y) € f.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“(z,y) € f”

folgt via 18-20: y = f(z).
b) VS gleich (f Funktion) A (z € f~[{y}]).

1: Aus VS gleich “...z € f~![{y}]”

folgt via 12-7: (z,y) € f.
2: Aus VS gleich “ f Funktion ... ” und

aus 1“(z,y) € f”

folgt via 18-20: y = f(x).
3: Aus 2

folgt: f(x) =y.
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18-22. Wenn f eine Funktion ist und wenn x € dom f gilt, dann folgt (z, f(z)) €
f - siehe a) - und f(x) € ran f, siehe b):

18-22(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) x € dom f.
Dann folgt:
a) (x, f(z)) € f.
b) f(x) €ranf.

Beweis 18-22

1: Aus =) “x € dom f”
folgt via 7-2: A0 (2,Q) € f.

2.a): Aus —)“f Funktion” ,
aus 1“...(z,Q) € f”
folgt via 18-20: (z, f(x)) € f.

3.b): Aus 2.a)“(z, f(z)) € 7
folgt via 7-5: f(z) €ranf.
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18-23. Es wird eine hinreichende Bedingung dafiir gegeben, dass eine Klasse F
eine TeilKlasse des Bild-Bereichs einer Funktion ist:

18-23(Satz)
Es gelte:

—) f Funktion.

) Va:(a€E)= (3Q:a=f(Q)).

Dann folgt “E Cran f”.

Beweis 18-23

Bek.
2.1: Aus Themal“(f € E”
folgt via Element Axiom: 5 Menge.

2.2: Aus Themal“( € E” und
aus —) “Va: (a€ E) = (IQ: a = f(Q2))”
folgt: U 5= f(V).

3: Aus 2.2“...0 = f(¥)” und
aus 2.1 Menge”
folgt: f(¥) Menge.

4: Aus 3“ f(¥) Menge”
folgt via 17-5: U € dom f.

5: Aus —) “ f Funktion” und
aus 4“W € dom f”
folgt via 18-22: f(¥) €ranf.

6: Aus 2.2“...0=f(¥)” und
aus 5“ f(V) €ran f”

folgt: g E€ran f.
Ergo Themal: VB: (B €FE)=(6€c€ranf).
Konsequenz via 0-2(Def): E Cranf.

O
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18-24. Falls y € ran f, so gibt es via 7-7 eine Menge {2 € dom f, so dass (£2,y) €
f. Dariiber hinaus gehend folgt aus y € ran f fiir Funktionen f die Gleichung

y = f():

18-24(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) y Eranf.
Dann gibt es €2, so dass gilt:
e.1) y=f(Q).
e.2) Q€ domf.
e.3) (Qy)ef.

Beweis 18-24

1: Aus =) “y Eranf”
folgt via 7-T7: 30 : (Q e dom f) A ((R,y) € f).

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus 1“...(Quy) e f”

folgt via 18-20: y = f(9).
3: Aus 144Q...7,

aus 2y = £(9)”

aus 1“...Q2 €domy...” und

aus 1“...(Qy) e f”

folgt: 3Q:

y=f(©)

A € edomy
A (Qy) € f.

O
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18-25. Falls w Element einer Funktion f ist, dann gibt es {2 € dom f mit w =
(€2, £(2)):

18-25(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) w € f.
Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) w= (9, ().
e.2) 2 edomf.
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Beweis 18-25
1: Aus —) “ f Funktion”
folgt via 18-18(Def): f Relation.
2: Aus 1“ f Relation” und
aus —) “w € f7
folgt via 10-2: A,V (Qedom f)A (U eran f) A (w = (Q,V)).
3: Aus =) “w € f” und
aus 2“...w = (Q,¥)”
folgt: (Q,¥) e f.
4: Aus —) “ f Funktion” und
aus 3“(Q,0) € f”
folgt via 18-20: U= f(Q)
5: Aus 4“VU = f(Q)”
folgt via Paar Axiom I: (Q,W) = (2, f())
6: Aus2“...w = (Q,¥)” und
aus 5“(Q, V) = (Q, f(2))”
folgt: w = (9, f(Q))
7: Aus 2¢“4Q...7 |
aus 6“w = (£, f(2))” und
aus 2“...Q edom f...”
folgt: 3Q:
w = (£, f(2))
A € &domf.

O
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18-26. Im nun vielleicht wichtigsten Satz iiber Funktionen wird in a) gesagt, dass
der Bild-Bereich einer Funktion f genau aus den Mengen f(A) mit A € dom f
besteht. Geméf b) ist jede Funktion f gleich der Klasse der geordneten Paare
(A, f(A)) mit A € dom f. Hieraus folgt unter Einsatz von 18-17, dass die Relation
invers zu einer Funktion f gleich {(f(\),\) : A € dom f} ist. In 18-54 wird b)

verscharft:

18-26(Satz)
Bs gelte:
—) f Funktion.
Dann folgt:
a) ranf = {f(\): € dom f}.
b) f={(Af(A): A€ domf}.
&) f71={(f(N),\) : A € dom f}.

18-1(Def) {f(A) : A € dom f}.
18-4(Def) {(A, f(N)) : A € dom [} und {(f(N),\) : A € dom f}.




#18 MENGENLEHRE 151

Beweis 18-26 a)

o € ran f.

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal.1“« € ran f”
folgt via 18-24: 30 (o= f(Q)) A (©2 € dom f).

3: Aus 2“...Q e dom f”
folgt via 18-3: f() e{f(\): Xedom [}

4: Aus 2“...a= f(Q)...” und
aus 3“ f(Q) € {f(\) : A €dom f}”

folgt: a€{f(\): X edom [}
Ergo Themal.1: Va:(a€eranf) = (e € {f(N): A €dom f}).
Konsequenz via 0-2(Def): Al| “ran f C{f(x) :x € dom f}”
a € {f(A): A € dom f}.
2: Aus Themal.2“a € {f(\): A € dom f}”
folgt via 18-2: 30 (o= f(Q)) A (2 € dom f).

3: Aus —) “ f Funktion” und
aus 2“... € dom f”
folgt via 18-22: f(Q2) €ranf.

4: Aus 2“...a= f(Q)...” und
aus 3“ f(Q2) €ran f”

folgt: a €ranf.
Ergo Themal.2: Va: (a e {f(A\):Xedomf}) = (a €ranf).
Konsequenz via 0-2(Def): A2] “{f(A): Xedom f} Cran f”

1.3: Aus A1 gleich “ran f C {f()\) : A €dom f}” und
aus A2 gleich “{f(\): A € dom f} Cranf”
folgt via GleichheitsAxiom: ran f = {f(\) : A € dom f}.
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Beweis 18-26 b)

acf.

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal.1“«a € f”
folgt via 18-25: A0 (a = (Q, f(2)) A (©2 € dom f).

3: Aus 2“...QQ €dom f”

folgt via 18-10 (Q, £(2) € {(A, f(N)) : X € dom f}.
4: Aus 2¢...a=(Q, f(Q))..
aus 3% (2, f(2)) € {(A, f(A )) /\Gdomf}”
folgt: ae{(\ f(N):Xedomf}.
Ergo Themal.1: Va:(a € f)= (ae{(\ f(N\): A e&domf}).
Konsequenz via 0-2(Def): AL “f C{(N\ f(N): Aedom f}”
a € {(A f(N): A€ dom f}.
2: Aus Themal.2“«a € {(A, f(N)) : A € dom f}”
folgt via 18-8: 30 (a = (Q, f(2)) A (2 € dom f).

3: Aus —) “ f Funktion” und
aus 2“... € dom f”
folgt via 18-22: (Q,f(Q2)) € f.

4: Aus 2¢...a=(Q, f())...” und
aus 3“(Q, f(Q) € f”

folgt: aef.
Ergo Themal.?2: Va: (€ {(\, f(N): A edom f}) = (a € f).
Konsequenz via 0-2(Def): A2] “{(A\, f(A)): Aedom f} C f”

1.3: Aus A1 gleich “f C {(X, f(N\)) : A € dom f}” und
aus A2 gleich “{(\, f(A\)) : A €dom f} C f”
folgt via Gleichheits Axiom: F=1{\ f(\): X € dom f}.
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Beweis 18-26 c)

1: Aus —) “ f Funktion”

folgt via des bereits bewiesenen b): f={ f(A): A edom f}.
2: FEELOLFO) s A edom £ =T L(F(A), ) ¢ A € dom [}
3: Aus 2

folgt: P =A{(f(N),\) : XA € dom f}.

O
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18-27. Es folgen drei hinreichende Bedingungen dafiir, dass fiir eine Funktion f
der Wert von f in x im Bild von E unter f ist:

18-27(Satz)
Es gelte:

—) f Funktion.

“xe E”und “f(x) Menge”.
oder
—) | x € EnNndomf.
oder
“r€ E”und “E C dom f”.
Dann folgt “f(x) € f[E]”.
Beweis 18-27
1.1: Nach “—=)oder” gilt: (x € E) A (f(z) Menge
V
xr € ENndom f
V

(x € E)N(E C dom f).
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Beweis 18-27 ...

Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall (z € E) A (f(x) Menge).
2: Aus 1.1.1.Fall“... f(x) Menge”
folgt via 17-5: x € dom f.

3: Aus1.1.1.Fall“z € E...” und
aus 2“z € dom f”

folgt: (x € E) A (z € dom f).
1.1.2.Fall z € ENdom f.
Aus 1.1.2.Fall“z € ENdom f”
folgt via 2-2: (x € E) A (z € dom f).
1.1.3.Fall (z € E) A (E C dom f).

2: Aus1.1.3.Fall“ze€ F...” und
aus 1.1.3.Fall“... EF C dom f”
folgt via 0-4: x € dom f.

3: Aus1.1.3.Fall“z e E...” und
aus 2“z € dom f7”
folgt: (x € E) A (z € dom f).

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

Al| “(x € E) A (z € dom f)”

1.2: Aus —)“ f Funktion” und
aus Al gleich “...x € dom f”

folgt via 18-22: (z, f(z)) € f.
2: Aus 1.2%(z, f(z)) € f”7 und

aus Al gleich “x € E...” und

folgt via 8-8: f(z) € fIE].
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18-28. Aus “q € f[E]” folgt via 8-7, dass es Q) € E gibt, so dass Q € dom f und
(Q,q) € fIE]. Falls f zusétzlich eine Funktion ist, dann kommt der folgende Satz
zur Anwendung und es gilt zusétzlich ¢ = f(Q):

18-28(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) q € f[E].
Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) ¢= f(Q).
e.2) Qe k.
e.3) Qedomf.
e.4) (2,9 € f.
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Beweis 18-28

1.1: Aus =) “q € f[E]”
folgt via Element Axiom: q Menge.

1.2: Aus =) “q € f[E]”
folgt via 8-T: A0 : (e E)AN(Qedomf)A((2,q) € f).

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus 1.2%...(Q,q) € 7

folgt via 18-20: q=f().
3: Aus 1.2“dQ...7,
aus 2q = f(Q)”,
aus 1.2“... Qe E...”,
aus 1.2“...Q edom f...” und
aus 1.2“...(Q,q) € f7
folgt: 3Q:
q=f(Q)
N QeFE
A Qedomf
A (Q.9) € f.

O
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18-29. Im folgenden Satz ist fiir Funktionen f ein Kriterium sowohl fiir f(z) € £
als auch fiir x € f~[F] zu finden. Die Beweis-Reihenfolge ist i) = iii) = iv)
= ii) = i):

18-29(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) f Funktion.
...sind die Aussagen i), ii), iii), iv) dquivalent:
i) f(z) € E.
ii) z € fYE].
iii) “f(z) € E”und “x € dom f”.

iv) z € f7'[E]Nndom f.
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Beweis 18-29 VS gleich

1: Aus VS gleich “ f(z) € E”
folgt via Element Axiom:

2: Aus 1“ f(z) Menge”
folgt via 17-5:

3: Aus VS gleich “ f(z) € E” und
aus 2
folgt:

VS lich

1: Aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “...x € dom f”
folgt via 18-22:

2: Aus 1“(z, f(x)) € f7 und
aus VS gleich “ f(z) e E...”
folgt via 11-22:

3: Aus 2 und
aus VS gleich “...x € dom f”
folgt:

US gleich

Aus VS
folgt:

US gleich

1: Aus VS gleich “z € f7![E]”
folgt via 11-21:

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus 1“...(z,Q) € f”
folgt via 18-20:

3: Aus 1“...Q e F...” und
aus 2“Q = f(z)”
folgt:

f(z) € E.

f(x) Menge.

x € dom f.

(f(x) € E) A (x € dom f).

(f(x) € E) A (xz € dom f).

(z, f()) € [.

r € fE].

(x € f7YE]) A (z € dom f).

(x € f7YE]) A (x € dom f).

x € fE].
x € fE].

30 (Qe E)A ((z,9Q) € f).
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18-30. Mit 18-1 und mit der folgenden Definition wird 18-31 vorbereitet. In
18-31 werden Bilder und Urbilder von Klassen unter Funktionen untersucht:

18-30(Definition)

18.6(x, E) = {w : z(w) € E}.
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18-31. Bilder und Urbilder von Klassen unter einer Funktion kénnen auf beson-
ders einfache und einpriagsame Art dargestellt werden. Dies geschieht im folgen-

den Satz:

18-31(Satz)

Es gelte:
—) f Funktion.

Dann folgt:
a) fIE] = {f(\): A€ B},
b) J7UE] = {w: f(w) € B}.

18-1(Def) {f(\): XA € E}.
18-30(Def) {w: f(w) € E}.
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Beweis 18-31 a)

o € fIE].

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal.1“«a € f[E]”
folgt via 18-28:
A (a=f(Q)AN(2€ E)A (2 € dom f).

3: Aus2“...Q € E...” und
aus 2“...Q edomf...”
folgt via 2-2: Qe ENndom f.

4: Aus 3“QQ e ENndom f”
folgt via 18-3: f)e{f(\):xeE}.

5: Aus 2“...a= f(f2)...” und
aus 4“ f(Q) e {f(\): A e E}”
folgt: ac{f(A): e FE}

Ergo Themal.1: Va: (a e fIE]) = (e {f(N): A€ E}).

Konsequenz via 0-2(Def): AL| “f[E] C{f(\) : A e E}”
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Beweis 18-31 a) ...

a€{f(N): e E}
2: Aus Themal.2“a € {f(\): A € E}”
folgt via 18-2: A0 (a= f(Q)A(Q e ENndomf).

3: Aus —) “ f Funktion” und
aus 2“...Q € ENndom f”
folgt via 18-27: f(Q2) € fIE].

4: Aus 2“...a= f(Q)...” und
aus 3“ f(Q) € fIE]”

folgt: a € flE].
Ergo Themal.?2: Va: (e {f(\): A€ E}) = (a € fIE]).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{f(N): A€ E} C f[E]”

1.3: Aus Al gleich “f[E] C {f(\): A€ E}” und
aus A2 gleich “{f(\) : A € E} C f[E]”
folgt via GleichheitsAxiom: fIE]={f(\) : A€ E}.
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Beweis 18-31 b)

a€ fE).
2.1: Aus Themal.1“a € f[E]”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal.1“a € f7'[E]”
folgt via 18-29: fla) € E.

3: Aus 2.2“ f(a) € E” und
aus 2.1“a Menge”

folgt: a€{w: f(w) € E}.
Ergo Themal.1: Va: (e € fUE]) = (e e{w: f(w) € E}).
Konsequenz via 0-2(Def): A “fE] C{w: f(w) € E}”
o€ {w: f(w) € B)}.
2: Aus Themal.2“a € {w: f(w) € E}”
folgt: fla) € E.

3: Aus —) “ f Funktion” und
aus 2“ f(a) € E7

folgt via 18-29: a € fTHE].
Ergo Themal.2: Va: (e e{w: f(w) € E}) = (a € fHE]).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “dw: f(w) € E} C fUE]”

1.3: Aus Al gleich “ f7'E] C{w: f(w) € E}” und
aus A2 gleich “{w: f(w) € E} C f[E])”
folgt via GleichheitsAxiom: [UE] ={w: f(w) € E}.
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18-32. Mit dem folgenden Satz wird eine hinreichende Bedingung dafiir gegeben,
dass das Bild einer Klasse unter einer Funktion eine TeilKlasse einer weiteren
Klasse ist:

18-32(Satz)
FEs gelte:

—) f Funktion.

—) Va:(a€ E)= (f(a) € O).
Dann folgt “f[E] C C”.

Beweis 18-32

a € fIE].

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal“a € f[E]”
folgt via 18-28: A (a=f(Q)N(QeE).

3: Aus 2“...Q € E” und
aus —) “Va: (a € E) = (f(a) € C)”
folgt: f(Q)ecC.

4: Aus 2“...a= f(Q)...” und
aus 3“ f(2) e C”

folgt: ael.
Ergo Themal: Va: (a € f[E]) = (a € C).
Konsequenz via 0-2(Def): flE] CC.
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18-33. Mit dem folgenden Satz wird 13-1a) auf Funktionen spezialisiert und
dabei stellt sich heraus, dass aus einer “TeilKlassen-Aussage” von 13-1a) fiir
Funktionen eine Gleichung wird. Aussage b) ist im Hinblick auf 18-19 und 13-5
nicht iiberraschend:

18-33(Satz)
a) Aus “f Funktion” folgt “f[f~[E]]= ENranf”.
b) Aus “f Funktion”und “E Cran f” folgt “f[f~'[F]]=E".




#18 MENGENLEHRE

Beweis 18-33 a) VS gleich

167

f Funktion.

2: Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus Themal.1“a € f[f'[E]]”

3: Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus 2“...Q € fE]”
folgt via 18-29:

4: Aus 2“...a= f(Q2)...” und
aus 3“ f(Q2) € E7
folgt:

folgt via 18-28: I (a= f(Q)A(Q e fFE]).

a € fIfE]

f(Q)ekE.

acF.

Ergo Themal. 1:
Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Via 8-10 gilt:

2.1: Aus A1 gleich “ f[f~[F]] C E” und
aus 1.2“ f[fYFE]] Cran f”
folgt via 2-12:

2.2: Via 13-1 gilt:

3: Aus 2.1 f[fYE]] C ENranf” und
aus 2.2“E Nran f C f[fE]]”
folgt via GleichheitsAxiom:

b) VS gleich

1.1: Aus —) “ f Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen a):

1.2: Aus VS gleich “F Cran f”
folgt via 2-10:

2: Aus 1.1 f[f7Y[E]=FENran f” und
aus 1.2“FE Nran f=E"
folgt:

Va: (a € fIfYE]) = (a € E).

AL ffTHE] C BT

fIf7EN Sranf.

fIfY[E]] C ENnran f.
Enranf € fl7-1E]]

fIf7YE]] = ENnran f.

(f Funktion) A (E' Cran f).

JUFE) = Enran f.

Enranf=F.
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18-34. Sdtze 18-19 und 9-21 konnen einfach zu Folgerungen aus “ f Funkti-
on” kombiniert werden:

18-34(Satz)

Aus “f Funktion” und . ..
a) ...und “Ene=0"folgt “(f~[E]) N (f'e]) = 0.
b) ...und “0# (f~E]) N (f'e])” folgt “0# Ene”.
¢) ...und “qg#w” folgt “(f~'[{q}])) N (/7 [{w}]) =0".
d) ...und “0F# (f {a}]) N (f [{w}]) " folgt “g=w".
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Beweis 18-34 a) VS gleich (f Funktion) A (ENe=0).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 18-19: 1 injektiv.

2: Aus 1“ f~!injektiv”’ und
aus VS gleich “...ENe=20"
folgt via 9-21: (fHUE]D) N (fe]) = 0.

b) VS gleich (f Funktion) A (0 # (f7HE]) N (fe])).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 18-19: 1 injektiv.

2: Aus 1“ f~!injektiv” und

aus VS gleich “...0 % (fE]) N (f'e])”
folgt via 9-21: 0#FEnNe.

c) VS gleich (f Funktion) A (¢ # w).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 18-19: f~1 injektiv.

2: Aus 1“ f~!injektiv”’ und
aus VS gleich “...q # w”

folat via 9-21 (gl 0 (f {w}) = 0.

d) VS gleich (f Funktion) A (0 # (f~' {q}]) N (f ' [{w}])-
1: Aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via 18-19: 1 injektiv.

2: Aus 1“ f~! injektiv” und

aus VS gleich “...0 # (f ' [{g}]) 0 (/" {w}])”
folgt via 9-21: q=w.
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18-35. In Umkehrung von 18-34 via 18-19 und 9-22 ergeben sich hinreichende
Bedingungen fiir “ f Funktion” :

18-35(Satz)

a) Aus “r Relation” und
“Ya,B: ((a e domr) A (B € domr) A (a # 3))
= ((r ' {a}]) N (v [{B}]) = 0)”

folgt “r Funktion” .

b) Aus “r Relation” und
“Va, B: ((a € domr) A (B € domr) A (0 # (r~'[{a}]) N (r'{B}])))
= (a=0)"

folgt “r Funktion”.

Beweis 18-35 a)
VS gleich (r Relation) A (Va, 5 : ((aw € dom7) A (G € dom7) A (a0 # 3))

= ((r {3 N (r={B}]) = 0)).

1: Aus VS gleich “...Va, 5 : ((aw € dom7) A (8 € dom7) A (a # 3))
= ((r"'{a})) N (r'[{B}) = 0)”

folgt via 9-22: r~1 injektiv.
2: Aus VS gleich “r Relation ... ” und

aus 1“7~ injektiv”

folgt via 18-19: r Funktion.

b)
VS gleich (r Relation)
Avar, 3 (€ dom) A (8 € domr) A (0 # (- [{a}]) N (- [{8}]))
= (a=pf).

1: Aus VS gleich
“Va,B: ((aedomr) A (B €domr) A(0# (r~[{a}]) N (r~t[{B}]))

= (a=p)"
folgt via 9-22: r~1 injektiv.
2: Aus VS gleich “r Relation ... ” und
aus 1“r~! injektiv”
folgt via 18-19: r Funktion.

O
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18-36. Jede TeilKlasse einer Funktion ist eine Funktion:

18-36(Satz)

Aus “f Funktion” und “g C f7 folgt “g Funktion”.

Beweis 18-36 VS gleich (f Funktion) A (g C f).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 18-18(Def): f Relation.

2: Aus 1“ f Relation”
und aus VS gleich “...g C f”

folgt via 10-6: g Relation.
(. 8) € 9) A ((a,7) € 9).

4.1: Aus Thema3.1“(«a,3)... € ¢” und
aus VS gleich “...g C f”
folgt via 0-4: (a, ) € f.

4.2: Aus Thema3.1“...(«,7) € g” und
aus VS gleich “...g C f”
folgt via 0-4: (a,y) € f.

5: Aus VS gleich “ f Funktion...”,
aus 4.1“(a, f) € f7 und
aus 4.2“(a,y) € f7
folgt via 18-18(Def): B=".

Ergo Thema3.1: [Al| “Vo, 5,7 : (((o, B) € g) A ((o,7) € 9)) = (B=7))”

3.2: Aus 2“g Relation” und

aus Al gleich “Va, §,7: (o, ) € g) A ((a,7) € 9)) = (B =7))”
folgt via 18-18(Def): g Funktion.

O
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18-37. Da via 18-36 jede TeilKlasse einer Funktion eine Funktion ist und da
fNngC fund f\gC f gilt, ist das folgende Resultat nicht tiberraschend:

18-37(Satz)
a) Aus “f Funktion” folgt “f N g Funktion” und “g N f Funktion”.

b) Aus “f Funktion” folgt “f\ g Funktion”.

Beweis 18-37 a) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Via 2-7 gilt:

Via 2-7 gilt:

Aus VS gleich “ f Funktion” und

aus 1.1“fNgC f”
folgt via 18-36:

Aus VS gleich “ f Funktion” und

aus 1.2“gN f C f”
folgt via 18-36:

: Aus 2.1 und

aus 2.2
folgt:

b) VS gleich

1:

2:

Via 5-5 gilt:

Aus VS gleich “ f Funktion” und

aus 1“f\g C f”
folgt via 18-36:

f Funktion.
fngcf.

gnfcf.

f N g Funktion.

g N f Funktion.

(f N g Funktion) A (¢ N f Funktion).

f Funktion.
f\gcf.

f\ g Funktion.

O
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18-38. Da der Durschnitt einer nicht leeren Klasse TeilKlasse jedes Elements
dieser Klasse ist und da jede TeilKlasse einer Funktion eine Funktion ist, ist der
Durchschnitt einer Klasse, die mindestens eine Funktion als Element hat, eine
Funktion:

18-38(Satz)

Aus “f Funktion”und “f € X7 folgt “(\ X Funktion”.

Beweis 18-38 VS gleich (f Funktion) A (f € X).
1: Aus VS gleich “...f e X”
folgt via 1-15: X Cf.
2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“( X C f”
folgt via 18-36: X Funktion.

O
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18-39. Mit dem folgenden Satz wird sicher gestellt, dass die Vereinigung einer
Klasse von Funktionen eine Klasse ist, wenn durch die Vereinigung beziiglich des
Werts der Vereinigung keine Mehrdeutigen generiert werden:

18-39(Satz)
Es gelte:

—) Va: (a € F) = («a Funktion).

Dann folgt “|J F Funktion”.

—) Va,8,7: ((a € F)A(B € F)A(y € (doma) N (dom 3)))

= (a(y) = B(7))-

Beweis 18-39

2: Aus Themal.1“0 € F'” und
aus —) “Va : (o € F') = (a Funktion)”
folgt:

3: Aus 2“6 Funktion”
folgt via 18-18(Def):

oeF.

¢ Funktion.

0 Relation.

Ergo Themal. 1:

Konsequenz via 10-9:

Vd: (6 € F) = (0 Relation).

A1| “|J F Relation”
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Beweis 18-39 ...

(e.¢) € UF) A ((e,) € UF).
2.1: Aus Themal.2“(¢,() e JF...”

folgt via 1-12: A0 : ((6,0) € Q)N (QEF).

: Aus Themal.2“...(e,n) e JF”

folgt via 1-12: AV ((e,n) € V)N (V € F).

: Aus 2.14...Q€¢ F” und

aus —) “Va : (o € F') = (a Funktion)”
folgt: 2 Funktion.

: Aus 2.24... 0 € F'” und

aus —) “Va : (o € F') = (a Funktion)”
folgt: U Funktion.

cAus 2.1%...(,() €Q...7

folgt via 7-5: e € dom ().

: Aus 2.2%. .. (e,n) € U...”

folgt via 7-5: € € dom V.

: Aus 3.3 €dom)” und

aus 3.4“¢ € domU”
folgt via 2-2: € € (domQ) N (dom V).

:Aus 2.1¢.. Qe F7,

aus 2.2“... ¥ € F'” und
aus 4“€ € (dom2) N (dom ¥)” folgt:
Qe F)AN (¥ e F)A (e € (dom) N (dom V)).

tAus54( e F)A (Y € F)A(e € (dom2)N(domW))” und

aus —)“Va, 8,7: (e € F)AN (B € F)
A(y € (doma) N (dom 3))

= (a(y) = 6(7))
folgt: Qe) = Y(e).

175
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Beweis 18-39 ...

(e,¢) (e.m) € UF.

7.1: Aus 3.1%“Q Funktion” und
aus 2.1“...(¢,() € Q...7
folgt via 18-20: ¢ = Qfe).

7.2: Aus 3.2“VU Funktion” und
aus 2.2“...(e,n) e U...”

folgt via 18-20: n = Ve).
8 CE Q) = ¥(e) =
9: Aus 8

folgt: ¢=n.

Ergo Themal.2: A2 “Ve, C,n: (((6,) e UF)N((e,m) e UF)) = (C=mn))”

1.3: Aus A1 gleich “|J F' Relation” und

aus A2 gleich “Ve, ¢,n: (((6,() e UF) A ((e;n) € UF)) = (€ =n))”
folgt via 18-18(Def): \J F Funktion.

O
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18-40. Als Spezialfall von 18-39 wird hier fest gestellt, dass die Vereinigung
einer Klasse von Funktionen eine Funktion ist, wenn alle Elemente dieser Klassen

paarweise disjunkte Definitions-Bereiche haben:

18-40(Satz)
Es gelte:
—) Va: (a € F) = («a Funktion).
=) Va,B: ((a € F)AN(B € F)A(a#3)) = ((doma) N (dom 3) = 0).

Dann folgt “|J F Funktion”.




178 MENGENLEHRE #18

Beweis 18-40

Themal.1 (0e F)AN(e€ F)N(C € (domd) N (dome)).
2: Es gilt: (0 =€)V (0F#e).
Fallunterscheidung‘
b=c
Aus 2.1.Fall“f =¢"
folgt: 5(¢) = €(0).
5#e
3: Aus Themal.1“d € F...”,
aus Themal.1“...e€ F'...” und
aus 2.2.Fall“§ # ¢’
folgt: (0eF)N(e€ F)N(dF#e).
4: Aus3“(0 e F)AN(e€ F)A(d #¢€)” und
aus —)“Va,B: (e € F)A(B € F)A(a#p))
= ((dom a) N (dom ) = 0)”
folgt: (domd) N (dome) = 0.

5: Aus Themal.1%...{ € (domd) N (dome)” und

aus 4“(dom ) N (dome) =07

folgt: ¢e0.
6: Esgilt 5“C€0”.

Via 0-19 gilt “( ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: 0(¢) = €(Q).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

5(¢) = €(C).

Ergo Themal. 1:
A1) “Wo,e,C: (€ F)A(e € F)A(C € (domd) N (dome)))

1.2: Aus =) “Va: (a € F') = (a Funktion)” und
aus Al gleich “Vd,e,(: ((60 € F) AN (e € F) A (¢ € (domd) N (dome)))
= (3(¢) = ()
folgt via 18-39: \J F Funktion.

O
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18-41. Im folgenden Satz wird sicher gestellt, dass die binédre Vereinigung zweier
Funktionen eine Funktion ist, wenn diese beiden Funktionen in Elementen des
bindren Durchschnitts der Definitions-Bereiche gleiche Werte annehmen. 18-41
ist kein Spezialfall von 18-39, da die hier beteiligten Funktionen auch Unmengen
sein konnen, wahrend die in 18-39 auftretenden Funktionen aus F' stets Mengen
sind:

18-41(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) g Funktion.
—) Vo : (o € (dom f) N (dom g)) = (f(a) = g(a)).

Dann folgt “f U g Funktion”.




180

Beweis 18-41

1.1: Aus —) “ f Funktion”

folgt via 18-18(Def):

1.2: Aus —) “g Funktion”

folgt via 18-18(Def):

: Aus 1.1% f Relation” und
aus 1.2“¢g Relation”

folgt via 10-8:

MENGENLEHRE #18

f Relation.

g Relation.

A1 “ f U g Relation”

2.1:

folgt via 2-2:

2.2: Aus Themal.3“...(8,0)

folgt via 2-2:

folgt:

Aus Themal.3“(5,v) € fUg...”

t Aus 2.1%((8,7) € )V ((B,7) €
aus 2.2“((8,90) € f)V ((8,9) €

((8,7) € fUg) A ((B,0) € fUg).

((B,7) € )V ((B,v) € ).

€fug”
((8,9) € f) VvV ((B,9) € g).

9)
9)’
((

7 und
)

g.v) € )N((B,9) € f)
Vv

((8,7) € f) A ((8,0)

€g)

V

((8,0) € f)
v
)

((8,7) € ) A

((6,7) € 9) A ((8,9)

€g).
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Beweis 18-41 ...

((B,7) € fUg)A((B.0) € fUg).

Fallunterscheidung‘

Aus —) “ f Funktion” ,

aus 3.1.Fall“(g,y) € f...” und
aus 3.1.Fall“...(3,9) € f”

folgt via 18-18(Def):

((8,7) € HHA((8:0) € f).

181
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‘Fallunterscheidung‘

((B,7) € fUg)A((B,0) € fUg).

((8:7) € £) A (8,9) € 9).
4.1: Aus 3.2.Fall“(B,y)e f..”
folgt via 7-5: B € dom f.
4.2: Aus —)“ f Funktion” und
aus 3.2.Fall“(g,y) e f..”
folgt via 18-20: v = f(8).
4.3: Aus 3.2.Fall“...(3,0) e g
folgt via 7-5: [ € domg.
4.4: Aus —) “g Funktion” und
aus 3.2.Fall“...(3,9) € g”
folgt via 18-20: 5 =g(B).
5: Aus 4.1“F €dom f” und
aus 4.3“3 € domg”
folgt via 2-2: B € (dom f) N (domg).
6: Aus 5“3 € (dom f) N (domg)” und
aus —)“Va : (o € (dom f) N (domg))
= (f(a) = g(a))”
folgt: f(B) = g(B).
7: Aus 4.2y = f(B)7,
aus 4.4“0 = g(8)” und
aus 6 f(8) = g(8)”
folgt: v =9.




#18 MENGENLEHRE

Beweis 18-41 ...

‘Fallunterscheidung‘

((B,7) € fUg) A ((B,0) € fUg).

4.1:

4.2:

4.4:

((8,7) € 9) A ((8,0) € ).

Aus 3.3.Fall“(B,y)€g...”

folgt via 7-5: [ € domg.

Aus —) “¢ Funktion” und
aus 3.3.Fall“(g,y)€g...”

folgt via 18-20: v =g(B).

: Aus 3.3.Fall“...(3,6) € f”
folgt via 7-5: 0 € dom f.

Aus —) “ f Funktion” und
aus 3.3.Fall“...(3,9) € f7

folgt via 18-20: §=f(P).
: Aus 4.3“0 € dom f” und

aus 4.1“8 € domg”

folgt via 2-2: B € (dom f) N (domg).
: Aus 5“3 € (dom f) N (domg)” und

aus —)“Va : (a € (dom f) N (domg))

folgt: f(B

: Aus 4.4%6 = f(P)7,

aus 4.2y = ¢g(6)” und
aus 6 f(8) = g(8)”

folgt: 0 =r.

: Aus 7
folgt: v =4.

183
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Beweis 18-41 ...

((B,7) € fUg)A((B.0) € fUg).

‘Fallunterscheidung‘

((8,7) € 9) A ((B,9) € g).

Aus —) “¢g Funktion”,

aus 3.4.Fall“(f,v) € ¢g...” und

aus 3.4.Fall“...(8,9) € g”

folgt via 18-18(Def): v =0.

Ende Fallunterscheidung|In allen Féllen gilt: v =39.

Ergo Themal.3:

82| “¥8,7.6: ((B,7) € FUG) A ((B.0) € fUQ) = (1 =10)"

1.4: Aus Al gleich “ f U g Relation” und

aus A2 gleich “Vf,7,0: (((8,7) € fUg) A ((8,9) € fUg)) = (v =10)”
folgt via 18-18(Def): f U g Funktion.

O
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18-42. Im folgenden Satz wird 18-41 auf den Fall zweier Funktionen f, g, deren
Definitions-Bereiche leeren bindren Durchschnitt haben, spezialisiert. Anders als
beim korrespondierenden Resultat 18-40 fiir den Durchschnitt einer Klasse von
Funktionen wird hier nicht die Ungleichheit der involvierten Funktionen gefordert.
Falls in 18-42 dennoch f = g gilt, dann liefert die dritte Voraussetzung dom f =
0, so dass nur mehr der triviale Fall f = 0 - es ist leicht zu sehen, dass die einzige
Funktion mit leerem Definitions-Bereich die leere Menge ist - untersucht wird.
Dieser Fall ist nicht weiter bemerkenswert, denn wenn f = ¢ gilt, dann ist wegen
f Ug = f auch ohne Bezug auf 18-42 die Klasse f U g eine Funktion:

18-42(Satz)
Es gelte:
—) [ Funktion.
—) g Funktion.
—) (dom f) N (domg) = 0.

Dann folgt “f U g Funktion”.

Beweis 18-42

a € (dom f) N (dom g).

2: Aus Themal.1“«a € (dom f) N (domg)” und
aus —) “(dom f) N (domg) =07
folgt: a € 0.

3: Esgilt 2“a € 0.”
Via 0-19 gilt “a ¢ 07.
Ex falso quodlibet folgt: fla) =g(a).

Ergo Themai.1: Al “Va: (a € (dom f) N (domg)) = (f(a) = g(a))”

1.2: Aus —)“ f Funktion”,
aus —) “g Funktion” und
aus Al gleich “Va : (o € (dom f) N (domg)) = (f(a) = g(a))”
folgt via 18-41: f U g Funktion.

O
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18-43. Mit dem folgenden Satz wird Hinreichendes gesagt, damit eine Funkti-
on eine TeilKlasse einer anderen Funktion ist. 18-41 hat auch vorbereitenden
Charakter fiir 18-42, wo im ISF: IdentitidtsSatz Funktionen Bedingungen
formuliert werden, die zur Gleichheit zweier Funktionen fithren:

18-43(Satz)
Es gelte:

) f Funktion.

—) g Funktion.

—) Va': (a € dom f) = (f(a) = gla),

Dann folgt “f Cg”.
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Beweis 18-43

187

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal“( € f”

3.1: Aus 2“...Q €dom f”
folgt via 17-5:

3.2: Aus 2“...Q €dom f” und

folgt:

4: Aus 3.2 f(Q) = g(Q)”
folgt via PaarAxiom I:

5.1: Aus 3.2“f(Q) = ¢(22)” und
aus 3.1 f(Q) Menge”
folgt:

folgt:

6: Aus 5.1“¢(€2) Menge”
folgt via 17-5:

7: Aus —) “¢g Funktion” und
aus 6“2 € domg”
folgt via 18-22:

8: Aus 5.2“0 = (2,¢(2))” und
aus 7“(,9() € g”
folgt:

folgt via 18-25: A0 (6= (9, f(2))) A (Q € dom f).

aus —) “Va: (a € dom f) = (f(«)

6 e f.

f£(£2) Menge.

(©2,9()) € g.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
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18-44. Im ISF: IdentitéitsSatz Funktionen werden hinreichende Bedingungen
dafiir formuliert, dass zwei Funktionen gleich sind. Dass die Voraussetzung “ f, g
Funktionen” nicht verzichtbar ist, stellt sich am Ende des Essays in 18-57 heraus:

18-44(Satz) (ISF': IdentititsSatz Funktionen)
Es gelte:

—) [ Funktion.

—) g Funktion.

—) Va:(a edomf) = (f(a) = g(a)).

dom g = dom f.

—) oder

Va: (a € domg) = (9(a) = f(o)).

Dann folgt “f =g”.
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Beweis 18-44

1.1:

1.2:

1.3:

Nach —) gilt: (domg =dom f) V (Va: (« € domg) = (g(a) = f(a))).

Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall dom g = dom f.
5 e domg.

3: Aus Thema2“( € domg” und
aus 1.1.1.Fall“domg = dom f”
folgt: B € dom f.

4: Aus 3“f € dom f” und
aus =) “Va: (o € dom f) = (f(a) = g(a))”

folgt: f(8) = g(B).
5: Aus 4
folgt: 9(B) = f(B)-
Ergo Thema?2: VB : (8 € domyg) = (9(8) = f(B)).
Konsequenz: Va: (a € domg) = (g(a) = f(a)).
Vo : (o € domg) = (9(a) = f(a)).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Al

“Ya: (o € domg) = (g(a) = f(a))”

Aus —) “ f Funktion” ,

aus —) “¢g Funktion” und

aus —) “Va: (o € dom f) = (f(a) = g(a))”

folgt via 18-43: fCag.

Aus —) “ ¢ Funktion” ,
aus —) ¢ f Funktion” und
aus Al gleich “Va : (o € domg) = (g(a) = f(a))”

folgt via 18-43: gC f.
: Aus 1.2¢f C g” und

aus 1.3“g C f7

folgt via GleichheitsAxiom: f=g.
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18-45. Falls f eine Funktion ist und falls f(x) € dom g, dann ist  Element des
Definitions-Bereichs von g o f - unabhéngig davon, ob g eine Relation oder eine
Funktion ist oder nicht:

18-45(Satz)

Aus “f Funktion” und “f(x) € domg” folgt “x € dom (go f)”.

Beweis 18-45 VS gleich (f Funktion) A (f(z) € domg).

1.1: Aus VS gleich “... f(z) € domg”
folgt via Element Axiom: f(x) Menge.

1.2: Aus VS gleich “... f(z) € domg”
folgt via 7-2: Q0 (f(x),Q) €g.

2: Aus 1.1“ f(x) Menge”
folgt via 17-5: x € dom f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“x € dom f”
folgt via 18-22: (z, f(z)) € f.

4: Aus 3“(z, f(z)) € f7 und
aus 1.2“. .. (f(x),Q) € g
folgt via 14-5: x € dom(go f).

O
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18-46. Die Verkniipfung zweier Funktionen f, ¢ ist eine Funktion und es gilt
(fog)(x)= f(g(x)) fir alle x:

18-46(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) g Funktion.
Dann folgt:

a) fog Funktion.

b) (fog)(x) = f(g(x)).

Beweis 18-46 a)

1.1: Via 14-8 gilt: f o g Relation.
1.2: Aus —) “ f Funktion”

folgt via 18-19: 1 injektiv.
1.3: Aus —) “g Funktoin”

folgt via 18-19: g~ ! injektiv.
1.4: Via 14-8 gilt: (fog) t=glof L

2: Aus 1.3“¢g ! injektiv” und
aus 1.2“ f~1 injektiv”
folgt via 14-9: g o f71 injektiv.

3: AUS 1.4“(]‘509)71 :giloffl” und
aus 2“g 1o f~1 injektiv”
folge: (f o g)~" injektiv.

4: Aus 1.1“f o g Relation” und
aus 3“(f o g)~! injektiv”
folgt via 18-19: f o g Funktion.
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Beweis 18-46 b)

1.1: Aus —) “ f Funktion” und
aus —) “ g Funktion”

folgt via des bereits bewiesenen a): f o g Funktion.
1.2: Esgilt (x €dom (fog))V (z¢dom(fog)).
Fallunterscheidung‘
1.2.1.Fall z € dom (fog).
2.1: Aus 1.2.1.Fall“z € dom(f o g)”
folgt via ElementAxiom: x Menge.
2.2: Aus 1.2.1.Fall“z € dom(f o g)”
folgt via 7-2: I :(x,Q) € fog.

3.1: Aus 1.1“f o g Funktion” und
aus 2.2¢...(z,Q) € fog”

folgt via 18-20: Q= (fog)()
3.2: Aus 2.2 .. (z,Q) € fog”
folgt via 14-4: AW ((z, ) € g) A ((T,) € f).

4.1: Aus —) “g Funktion” und
aus 3.2, .. (z,¥)eg...”
folgt via 18-20: U = g(x).

4.2: Aus —) “ f Funktion” und

aus 3.2“... (¥, Q) e [~

folgt via 18-20: Q= f(¥).
5: Aus 4.2¢Q = f(¥)” und

aus 4.140 = g(z)”

folgt: Q= f(g(x)).
6: Aus 3.1“Q = (fog)(z)” und

aus 54 = f(g(x))”

folgt: (fog)(z) = flg(z))
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Beweis 18-46 b) ...

‘Fallunterscheidung‘

1.2.2.Fall

2: Aus 1.2.2.Fall“x ¢ dom(fog)”
folgt via 17-4:

x ¢ dom (f og).

(fog)(z)=U.

5: Aus 2“(fog)(x) =U" und
aus 4° f(g(x)) =U”

3: Es gilt (9(x) ¢ dom f) V (g(x) € dom f).
Fallunterscheidung‘
3.1.Fall g(z) ¢ dom f
4: Aus 3.1.Fall“g(x) ¢ dom f”
folgt via 17-4: flg(z)=U

4: Aus —) “g Funktion” und
aus 3.2.Fall“g(x) € dom f”
folgt via 18-43:

Es gilt 4“2z € dom(fog)”.
Ex falso quodlibet folgt:

folgt: (fog)(x) = flg(x)).
g(x) € dom f.

5: Esgilt 1.2.2.Fall“x ¢ dom(fog)”.

x € dom (f og).

(f o g)(x) = f(g(x)).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(fog)(z) = flg(x)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

193
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18-47. Gemif a) ist jede Einschrankung einer Funktion eine Funktion. Die Ein-
schrankung einer Funktion f auf E ist {(A, f(A)) : A € E}:

18-47(Satz)
Es gelte:

—) [ Funktion.

—) g Einschrinkung von f auf E.
Dann folgt:

a) g Funktion.

b) g={(\, f(A): X € E}.

18-4(Def) {(\, f(\): A € E}.

Beweis 18-47 a)

1: Aus —) “¢ Einschrankung von f auf E”
folgt via 15-3: gC f.

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus 1449 C f”
folgt via 18-36: g Funktion.
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Beweis 18-47 b)

acy.

2: Aus —) “g Einschrinkung von f auf £” und
aus Themal.l1l“a € g”
folgt via 15-4:
AU (Qe E)A(a=(Q,U)A((QT) € f).

3.1: Aus 2“...(,¥) € f”
folgt via 7-5: (2 € dom f.

3.2: Aus —) “ f Funktion” und
aus 1“...(Q,¥) e f”
folgt via 18-22: U= f(Q).

4.1: Aus2“...Q € E...” und
aus 3.1“€) € dom f”

folgt via 2-2: Qe ENndom f.
4.2: Aus 3.2V = f(Q)”

folgt via Paar Axiom I: (Q,W) = (9, f(Q)).
5.1: Aus4.1“Q € ENndom f”

folgt via 18-7: (€, () e {(\, f(N) : Qe E}.
5.2: Aus 2. =(Q,V)...” und

aus 4. 2“ (Q U) = (9, f(2)”

folgt: a=(Q, f(Q).

6: Aus 5.2“a = (€, f(Q))” und

aus 5.1(Q, f(2) e {(A, f(N) : A€ E}”
folgt: ac{(\ f(N):Xe E}

Ergo Themal.1: Va:(a€g)= (ae{(\ f(N):AeE}).

Konsequenz via 0-2(Def): AL “g C{(\, f(N): Ae B}
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Beweis 18-47 b) ...

a e {(\fN): A€ B

2: Aus Themal.2“a € {(\, f(N\): A€ E}”
folgt via 18-5: 30 : (= (2, f(2)) A (2 € ENdom f).

3: Aus 2“...Q € ENndom f”
folgt via 2-2: (Qe E)A(Q2 € dom f).

4: Aus —)“ f Funktion” und
aus 3“...Q € dom f”

folgt via 18-22: (Q, () € f.
5: Aus —) “g Einschrinkung von f auf £ |

aus 3“0 e F...” und

aus 4“(Q, f() e 7

folgt via 15-5: (Q, () € g.

6: Aus 2“...a= (£, f(©2))...” und
aus 5“(Q, f()) € g”

folgt: a€g.
Ergo Themal.2: Va: (ae{(\, f(A): A€ E}) = (a€yg).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “{(\,f(N)): A€ E}Cg”

1.3: Aus Al gleich “g C {(\, f(A)) : A€ E}” und
aus A2 gleich “{(\, f(A)): A€ E} Cg”
folgt via Gleichheits Axiom: g={(\ f(\):\e E}.
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18-48. Es werden hinreichende Bedingungen dafiir gegeben, dass eine Funktion
g die Einschrénkung einer Funktion f auf E ist. Dass auf die Voraussetzung
“¢g Funktion” nicht verzichtet werden kann, zeigt sich am Ende dieses Essays in
18-58:

18-48(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) g Funktion.
—) Va: (a € domyg) = (g(a) = f(a)).
—) domg = FENdom f.

Dann folgt “g Einschrdinkung von f auf E”.

Beweis 18-48
1.1: Es gilt: 3Q: Q Einschrankung von f auf F.

2.1: Aus —) “ f Funktion” und
aus 1.1“...Q Einschrankung von f auf E”

folgt via 18-47: A1} “Q Funktion”

2.2: Aus 1“...Q Einschrankung von f auf E”
folgt via 15-6: dom = ENdom f.

3: Aus 2.2“dom 2 = ENdom f” und
aus —) “domg = ENdom f”

folgt: A2| “dom () =domg”
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Beweis 18-48 ...

5 € domyg.

2.1: Aus Themal.3“f € domg” und
aus —) “Va : (o € domg) = (g(a) = f(«))”
folgt: 9(B) = f(B).

2.2: Aus Themal.3“f3 € domg” und
aus —) “domg = ENdom f”

folgt: £ € ENndom f.
3: Aus 2.2“ € ENndom f”

folgt via 2-2: geFk.
4: Aus —) “Q) Einschrankung von f auf £” und

aus 3“0 € E7

folgt via ES: Q(B) = f(B).

5: Aus 2.1“¢g(8) = f(B)” und
aus 4“Q(f) = f(B)”
folgt: 9(8) = Q(B).

Ergo Themal.3: A3| “Vf: (B € domyg) = (g9(B) = Q(B))”

1.4: Aus —) “g Funktion”,
aus Al gleich “€ Funktion” ,
aus A3 gleich “Vj3: (8 € domg) = (g(6) = Q(F))” und
aus A2 gleich “dom {2 = domg”
folgt via ISF": g =

2: Aus 1.4“g=Q"7 und
aus 1.1%...Q Einschrankung von f auf E”
folgt: g Einschrankung von f auf F.

O
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18-49. Falls f, g Funktionen sind und falls fiir alle a € domg die Gleichung
g(a) = f(a) gilt, dann ist g die Einschrankung von f auf dom g:

18-49(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) g Funktion.
—) Va: (a €domg) = (g(a) = f(a)).

Dann folgt “g FEinschrdinkung von f auf domg”.
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Beweis 18-49

G € domyg.
2.1: Aus Themal.1“3 € domg”
folgt via 17-5: g(3) Menge.

2.2: Aus Themal.1“f € domg” und
aus —) “Va : (o € domg) = (g(a) = f(a))”
folgt: 9(B) = f(B).

3: Aus 2.1%g(f) Menge” und
aus 2.24g(0) = f(8)”

folgt: f(B) Menge.
4: Aus 3“ f(3) Menge”
folgt via 17-5: £ € dom f.
Ergo Themal.1: VG : (B € domg) = (8 € dom f).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “domg C dom f”

1.2: Aus Al gleich “domg C dom f”

folgt via 2-10: (domg) N (dom f) = dom g.
2: Aus 1.2
folgt: dom g = (dom g) N (dom f).

3: Aus —) “ f Funktion” |
aus —) “ g Funktion” |
aus —) “Va: (a € domg) = (g(a) = f(a))” und
aus 2“dom g = (domg) N (dom f)”
folgt via 18-48: g Einschrankung von f auf dom g.

O
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18-50. Jede TeilKlasse g einer Funktion f Einschrénkung von f auf dom g:

18-50(Satz)

Es gelte:
—) f Funktion.
—) gCcf.

Dann folgt “g FEinschrdinkung von f auf dom g.

Beweis 18-50

1: Aus —) “ f Funktion” und
AUS _)) ccg g fn

folgt via 18-36: g Funktion.
a € domyg.

3: Aus 1“g Funktion” und

aus Thema2.1“a € domg”

folgt via 18-22: (a,g9()) € 9.
4: Aus 3“(a, g(a)) € g7 und

aus _>) ccg g fn

folgt via 0-4: (a, g(a)) € f.
5: Aus —) “ f Funktion” und

aus 4“ (o, g(a)) € f7

folgt via 18-20: g(a) = f(a).

Ergo Thema2.1: Al| “Va: (e € domyg) = (g(a) = f(a))”

2.2: Aus —) “ f Funktion”,
aus 1“g¢g Funktion” und
aus Al gleich “Va : (o € domg) = (g9(a) = f(a))”
folgt via 18-49: g Einschrankung von f auf dom g.

O
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18-51. Die leere Menge ist eine Funktion. Das Universum ist keine Funktion:

18-51(Satz)
a) 0 Funktion.

b) U keine Funktion.
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Beweis 18-51 a)

1.1: Via 10-30 gilt: 0 Relation.
(o, ) € 0) A ((er,7) €0).

Es gilt Themal.2“(«,3) €0...7 .
Via 0-19 gilt “(a, ) ¢ 0”.
Ex falso quodlibet folgt: 8 =r.

Ergo Themal.2: [A1l| “Vo,5,7: (((o, 8) € 0) A ((a,y) €0)) = (B=7)"

2: Aus 1.1“0 Relation” und

aus AL gleich “Va, 8,7 : (((a,8) € 0) A ((,7) €0)) = (B =)
folgt via 18-18(Def): 0 Funktion.

b)

1: Es gilt: (U Funktion) V (—(U Funktion)).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall U Funktion.
2: Aus 1.1.Fall“l Funktion”
folgt via 18-18(Def): U Relation.
3: Via 10-30 gilt: U keine Relation.
4: Aus 3“U keine Relation”
folgt via 10-1(Def): —(U Relation).

5: Es gilt 2“U Relation” .
Es gilt 4“—(U Relation)” .

Ex falso quodlibet folgt: —(U Funktion).

1.2 Fall ~(U Funktion).
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: —(U Funktion).
Konsequenz via 18-18(Def): U keine Funktion.

O
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18-52. Die zugegebener Maflen etwas holprige Beweisfithrung von 18-51b) legt es
nahe, bei Beweisen, dass eine Klasse keine Funktion ist, das lastige Zuriickgehen
auf die Definitionen von “f keine Funktion” und “f keine Relation” auf “—(f
Funktion)” und “—(f Relation)” ein fiir alle Mal durch einen Satz abzukiirzen.
Aus diesem Anspruch resultiert das folgende Kriterium:

18-52(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) f keine Funktion.

ii) “f keine Relation”

oder “3IQ0, U, T : (V) € /A(QLT)E AT #AT)".

Beweis 18-52

1: Via 18-18(Def) gilt: f Funktion
=
f Relation
A
va, 5,7 : (., B) € ) AN, 7) € [) = (B =7).
2: Aus 1
folgt: —(f Funktion)
=
—(f Relation)
V
(Yo, 8,7 (@, 8) € /) A(evy) € /) = (B=1)).
3: Aus 2
folgt via 18-18(Def): f keine Funktion

=

—(f Relation)
V

(Yo, 3,7 (e, B) € /) A7) € [) = (B=7)).
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Beweis 18-52 ...

4: Aus 3
folgt: f keine Funktion
=
—(f Relation)
V
~(Ya, 8,7 : ((a, B) € f) A((a,7) € f) = (B =)
5: Aus 4
folgt via 10-1(Def): f keine Funktion
-~
f keine Relation
V
(Yo, 3,7 (e, B) € /) A7) € [) = (B=1)).
6: Aus b
folgt: f keine Funktion

=

f keine Relation
V
Q0T ((QU)e HN(QLT)e [HN(TAT).

O
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18-53. Der folgende Satz hat hohes Téuschungspotential. Legen doch die Schluss-
folgerungen nahe, dass es sich bei der Klasse f um eine Funktion handelt. Dass
dies nicht unbedingt der Fall sein muss, liegt einerseits daran, dass fiir A € dom f
nicht unbedingt (A, f(\)) € f - oder auch: f(\) € ran f - gelten muss und anderer-
seits daran, dass auch wenn f(\) € ran f gilt, es durchaus g mit u # f(X) geben
kann, so dass auch (A, ) € f gilt, so dass auch in diesem Fall f keine Funktion
ist. Ungeachtet dieser Betrachtungen wird in 18-57 demonstriert, dass die Funk-
tion {(A\,U(N)) : A € domU} trotz 18-53 ungleich U ist. Die Beweis-Reihenfolge
ist a) - ¢) - b):

18-53(Satz)

Es gelte:
=) g={(\ f(N): X €dom f}.
Dann folgt:

a) g Funktion.
b) Vo : (o €domyg) = (g(a) = f(a)).

c) domg =dom f.

18-4(Def) {(), f(\)) : A € dom f}.
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Beweis 18-53 a)

1.1:

2:

1.3:

Via 18-17 gilt:

Aus —) ¢

aus 1. 1“{(/\ f(N)

={(\,f(\)): A €dom f}” und
): A € dom f} Relation”

207

{(A, f(X)) : X € dom f} Relation.

folgt: “g Relation”
(@, 8) € 9) A ((a,7) € 9).
1: Aus Themal.2“(a,3) € g...” und
aus —) “g = {(A, f(N)) : )\ € dom 1
folgt: (a, B) € {(\, f(N)) : A € dom f}.
2.2: Aus Themal.2“...(a,7) € ¢” und
aus =) “g ={(\, f(A)) : A € dom f}”
folgt: (a,7) € {(A, f(N)) : A € dom f}.
3.1: Aus 2.1%(a, B) € {(A\, f(X)) : A e dom f}”
folgt via 18-9: B = fla).
3.2: Aus 2.2%(a,y) € {(\, f(A)) : A €dom f}”
folgt via 18-9: v = f(a).
4: Aus 3.1“0 = f(a)” und

aus 3.2“v = f(«a)”

folgt: B=n.

Ergo Themal.?2: A2 “Va,B,v: ((a,B) € g9) A ((a,y) €g) = (B=7)"

Aus A1 gleich “g Relation” und
aus A2 gleich “Va, 8,7 ((a, B) € g) A ((a,7) € g) = (B =17)7

folgt via 18-18(Def):

g Funktion.
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2: Aus Themal.1“( € domg”
folgt via 7-2:

3: Aus 2¢...(6,Q2) € g7 und

folgt: (8,

folgt via 18-9:

aus —) “g {( ,f(A)): Aedom f}”
Q) e {(\, f(A): A €dom f}.

4: Aus 3“(3,9Q) € {(\, f(\) : A € dom f}”

£ € dom f.

Ergo Themal. 1:

Konsequenz via 0-2(Def):

V3 : (8 € domg) = (8 € dom f).

“domg C dom f”

3: Aus 2“(ﬂ f(B)
folgt:

4: Aus 3“(3, f(B)) € g”
folgt via 7-5:

53 € dom f.
2: Aus Themal.2“( € dom f”
folgt via 18-10: (B, f(B) € {(A, f(N)) : X € dom f}.

) € {(A, f(A)) : A €dom f}” und
aus —) “g = {(\, f (A)) A € dom f}”

(8, f(B) € g

£ € domg.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus A1 gleich “domg C dom f” und

aus A2 gleich “dom f C domg”
folgt via GleichheitsAxiom:

V3 : (8 € dom f) = (B € domg).

2| “dom f Cdomg”

dom g = dom f.
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Beweis 18-53 b)
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a € domyg.
1.1: Aus =) “g={(\, f(A)): A €dom f}”
folgt via des bereits bewiesenen a): g Funktion.
1.2: Aus =) “g={(\, f(A): A €dom f}”
folgt via des bereits bewiesenen c): dom g = dom f.
2: Aus Themal“a € domg” und
aus 1.2“dom g = dom f”
folgt: a € dom f.
3: Aus 2“a € dom f”
folgt via 18-10: (e, f(a)) € {(A, f(N)) : XA € dom f}.
4: Aus 3“(a, f()) € {(A\, f(A)) : A €dom f}” und
aus —) g = {(\, f(\)) * A € dom f}”
folgt: (a, f(a)) € g.
5: Aus 1.1“g Funktion” und
aus 4“(a, f(a)) € g7
folgt via 18-20: fla) =g(a)
6: Aus 5
folat: g(a) = ()

Ergo Themal:
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18-54. In Verschirfung von 18-26 ist f genau dann eine Funktion, wenn f =

[\, (V) : A € dom f}:

18-54(Satz)

i) f Funktion.
ii) f={(\, f(N): X &€ domf}.

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

18-4(Def) {(), f())) : A € dom f}.

Beweis 18-54 VS gleich

Aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 18-26:

US gleich

f Funktion.

f={ f(\): \X&domf}.
f={\ f(\): X&domf}.

Aus VS gleich “ f = {(\, f(A)): A €dom f}”

folgt via 18-53:

f Funktion.
O
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18-55. Via Negation ergibt sich aus 18-54 das folgende Kriterium fiir “ f ist
keine Funktion” :

18-55(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) f keine Funktion.

1) f#{(\ f(\): € dom f}.

18-4(Def) {(X\, f(A)) : A € dom f}.

Beweis 18-55

1: Via 18-54 gilt: (f Funktion) < (f = {(A,g(N\)) : A € dom f}).
2: Aus 1

folgt: (=(f Funktion)) < (=(f = {(A,g(N)) : A € dom f})).
3: Aus 2

folgt via 18-18(Def):
(f keine Funktion) < (=(f = {(A,g(N)) : A € dom f})).

4: Aus 3
folgt: (f keine Funktion) < (f # {(A, f(A)) : A € dom f}).

O
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18-56. Aus 18-55 ergibt sich das folgende Kriterium fiir “ f keine Funktion” :

18-56(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..

=) g={(\, f(N): X € dom f}.
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) f keine Funktion.

ii) g# f.

18-4(Def) {(X\, f(A)) : A € dom f}.

Beweis 18-56 VS gleich f keine Funktion.

1: Aus VS gleich “ f keine Funktion”
folgt via 18-55: f#{ f(N) X € dom f}.

2: Aus 1“f #{(\, f(A): A €dom f}” und
aus —) “g = {(\, f(A)) : A € dom f}”

folgt: g# I
VS gleich g#f.

1: Aus VS gleich “g # f”7 und
aus VS gleich “g = {(X, f(A)) : A € dom f}”

folgt: {(A f(N) : A edom f} # f.
2: Aus 1

folgt: f#{ f(A): A edom f}.
3: Aus 2“f #{(A, f(A): A €dom f}”

folgt via 18-55: f keine Funktion.

O
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18-57. Da das Universum keine Funktion ist gilt & # {(A\,U(N)) : A € domU}.
Nichtsdestotrotz erfiillen f = {(A\,U(N)) : A € domU} und U alle bis auf eine -

es gilt ndmlich nicht, dass U eine Funktion ist - Voraussetzungen von ISF':

18-57(Satz)
Es gelte:
=) f={(\UN)) : X € domU}.
Dann, folgt:
a) f Funktion.
b) VYo : (a € dom f) = (f(a) =U()).
c¢) domi = dom f.
d f#U.

18-4(Def) {(A\,U(N)) : A € domU}.

Beweis 18-57
1.a): Aus =) “f ={(\UN)): X edomU}”

folgt via 18-53: f Funktion.

1.b): Aus =) “f ={(AUN)): X €domU}”
folgt via 18-53: Va: (a € dom f) = (f(a) =U(a)).

1.1: Aus =) “f ={(\,UN)) : X € domU}”
folgt via 18-53: dom f = domU.
1.2: Via 18-51 gilt: U keine Funktion.

2.¢c): Aus1.1

folgt: domi = dom f.

2.d): Aus =) “f ={(N\z(N): X e€domU}” und

aus 1.2“U keine Funktion”

folgt via 18-56: f#U.
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18-58. Mit dem folgenden Satz wird gezeigt, dass auf die Voraussetzung “g
Funktion” in 18-49 nicht verzichtet werden kann:

18-58(Satz)
Es gelte:
=) f={\UN)): X\ € domU}.
Dann, folgt:
a) f Funktion.
b) Yo : (a € domlU) = (U(a) = f(a)).
¢) domiU =U Ndom f.
d) —=(U Einschrinkung von f aufU).

18-4(Def) {(A\,U(N)) : A € domU}.

Beweis 18-58
1.2): Aus =) “f={(\UN)): X €domU}”

folgt via 18-53: f Funktion.
1.1: Aus =) “f ={(\,UN)) : X € domU}”

folgt via 18-53: Va: (o € dom f) = (f(a) =U(a)).
1.2: Aus =) “f ={(\,UN)) : X € domU}”

folgt via 18-53: dom f = domU.

2.1: Aus1.1“Va: (e edom f) = (f(a) =U(a))” und
aus 1.2“dom f = domiU”
folgt: Va: (o € domU) = (f(a) =U(a)).

2.2: dom X2 dom £ *=" 1/ N dom ¥.

3.b): Aus 2.1“Va : (o € domU) = (f(a) =U(a))”
folgt: Va: (a € domU) = (U(a) = f(a)).

3.c): Aus 2.2
folgt: domU = U Ndom f.
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Beweis 18-58 ...

3.1:

4.4):
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V

Es gilt: U FEinschrankung von f auf U
—(U Einschrankung von f auf ).
Fallunterscheidung‘
3.1.1.Fall U Einschrankung von f auf U

4: Aus 1.a)“f Funktion” und

folgt via 18-47:
5: Via 18-51 gilt:

6: Aus 5“U keine Funktion”
folgt via 18-18(Def):

7: Es gilt 4“U Funktion” .
Es gilt 6“ (U Funktion)” .
Ex falso quodlibet folgt:

aus 3.1.1.Fall“Y Einschrankung von f auf U”

U Funktion.
U keine Funktion.

—(U Funktion).

—(U Einschrankung von f auf ).

—(U Einschrankung von f auf Uf).

“—(U Einschrankung von f auf i)”

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:
Al

Aus A1

folgt:

—(U Einschrankung von f auf Uf).

O
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Funktion: injektiv.

Ersterstellung: 11/10/05 Letzte Anderung: 18/04/11
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19-1. Im folgenden Satz wird die Beziehung zwischen Funktionen und Injektivitét
um eine weitere Facette bereichert: z ist genau dann injektiv, wenn z~! eine
Funktion ist. Interessanter Weise folgt aus “x~! injektiv” nicht notwendiger Weise
“2 Funktion” , sondern es miisste zusétzlich “x Relation” gefordert werden, siehe

18-19:

19-1(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x ingektiv.

ii) z=! Funktion.

Beweis 19-1 VS gleich x injektiv.
1.1: Via 11-7 gilt: A1]| “z7! Relation”

(e, 8) € 27) A () € 27).

2.1: Aus Themal.2“(a, ) € z71...”7
folgt via 11-4: (B,a) € x.

2.2: Aus Themal.2“...(a,7y) € 271"
folgt via 11-4: (7,a) € .

3: Aus VS gleich “z injektiv” ,
aus 2.1“(8,a) € 7 und
aus 2.2“(vy,a) € ©”
folgt via 8-1(Def): B=r.

Ergo Themal.2: [A2| “Va,B,7: (((o,B3) € 27 YA ((a,y) €x7h) = (B=17)"

1.3: Aus A1 gleich “27! Relation” und

aus A2 gleich “Va, 8,7 : (((a, 8) € 27 ) A (v, ) € 271)) = (B=1)”
folgt via 18-18(Def): z~! Funktion.
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2! Funktion.

Beweis 19-1 VS gleich
((a, B) € ) A (7. 8) € )

2.1: Aus Themal®(a,f3) €x...”
folgt via 11-4:

2.2: Aus Themal®...(v,[3) € z”
folgt via 11-4:

3: Aus VS gleich “z~! Funktion” ,
aus 2.1%(8,a) € 71”7 und
aus 2.2%(8,v) € x71”

folgt via 18-18(Def): a=".

Ergo Themal:

Va, 3,7 (((a, 8) € 2) A (7, B) € 7)) = (= 7).

Konsequenz via 8-1(Def):

x injektiv.
O
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19-2. Im folgenden Kriterium wird die Injektivitdt von Funktionen f in Bezie-
hung zu Eigenschaften der Werte von f gesetzt. Die resultierenden Aussagen sind
eventuell sogar vertrauter als die urspriingliche, fiir beliebige Klassen gegebene
Definition von “Injektivitat” :

19-2(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) f Funktion
... sind die Aussagen 1), i1), i1i) dquivalent:
i) f injektiv.
ii) Va, 8 ((a € dom f) A (8 € dom f) A (f(a) = f(B))) = (o = B).
iii) Ve, B : (€ dom f) A (B € dom f) A (a # B3)) = (f(@) # F(B))-
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Beweis 19-2 VS gleich f injektiv.
(a € dom f) A (B € dom f) A (f(a) = f(B)).

2.1: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal“«a € dom f...”
folgt via 18-22: (a, f()) € f.

2.2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal“...f &€dom f...”

folgt via 18-22: (B, f(B)) € f.
2.3: Aus Themal“... f(a) = f(B)”
folgt via PaarAxiom I: (B, f(a)) = (B, f(5)).

3: Aus 2.3“(0, f(«)

) = (
aus 2.2°... (6, f(B)) e 7
folgt: (8, f(e)) € [.

4: Aus VS gleich “ f injektiv” ,
aus 2.1 (o, f(a)) € f7 und

aus 3 (3, f(a)) € f7
folgt via 8-1(Def): a=[.

Ergo Themal: Vo, : ((a € dom f)A (G € dom f)A(f(a) = f(05))) = (a=0).
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Bexyeis 10-2

VS gleich Va, [ : (( € dom f) A (B € dom f) A (f(a) = f(B))) = (a=P).

1:

Aus VS
folgt:

Va, 3 (2((ar € dom f) A (B € dom f) A (f(ar) = f()))) V (o = D).

: Aus 1

folgt:
Va, §: (=((a € dom f) A (B € dom [))) V (=(f(a) = f(8))) V (o = 3).

: Aus 2

folgt:
Va, §: (=((a € dom f) A (B € dom [))) V (o = 3)) V (=(f(a) = f(8)))-

: Aus 3

folgt:
Va, 5 : (—(a € dom f) A (B € dom f)) V (=(a # 3))) V (=(f(a) = f(B)))-

: Aus 4

folgt:
Va, 3 : (m(a € dom f) A (B € dom [)) V (=(a # 5))) V (f(a) # [(B)).

: Aus 5

folgt:
Va, 81 (=((a € dom f) A (B € dom f) A (a # 3))) V (f(a) # [(B))-

: Aus 6

folgt:
Va, 52 ((a € dom f) A (8 € dom f) A (o # B)) = (f(a) # [(B))-
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VS gleich Va, B : ((a € dom f) A (B € dom f) A (o # B)) = (f (@) # f(B))-
1: Es gilt: (=(f injektiv)) V (f injektiv).
Fallunterscheidung‘
~(f injektiv).
2: Aus 1.1.Fall“~(f injektiv)”
folgt via 8-1(Def): f nicht-injektiv.
3: Aus 2“ f nicht-injektiv”
folgt via 8-2: I, T,0: (V) e HN(D,T) e fYN(Q#O).
4.1: Aus 3¢...(Q,¥)e f...”
folgt via 7-5: Q € dom f.
4.2: Aus 3¢...(®,0)e f...”
folgt via 7-5: ® € dom f.
4.3: Aus —) “ f Funktion” und
aus 3“...(Q,¥)e f...”
folgt via 18-20: U= f(Q)
4.4: Aus —)“ f Funktion” und
aus 3“...(®,¥) e f...”
folgt via 18-20: U = f(P)
5.1: Aus4.3“U = f(Q)” und
aus 4.4“0 = f(®)”
folgt: () = f(@).
5.2: Aus4.1“Q edomf”,
aus 4.2“® € dom f” und
aus 3“... Q£ P”
folgt: (2 edom f) A (® € dom f) A (2 # ).
6: Aus 5.2¢(Q2 € dom f) A (® € dom f) A (Q # @)” und
aus VS gleich “Va, 3 : ((a € dom f) A (8 € dom f) A (o # 3))
= (f(a) # f(B))”
folgt: f(Q) # f(®).
7: Esgilt 6% f(Q) #£ f(®)”.
Es gilt 5.1% £(Q) = £(®)” .
Ex falso quodlibet folgt: f injektiv.
f injektiv.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: f injektiv.

O
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19-3. In 19-2 wird ein Kriterium préasentiert, in dem dquivalente Formulierungen
zu “ f ist injektiv” fiir Funktionen f gegeben werden. Durch Negation ergibt sich
hieraus zunéchst eine hinreichende Bedingungen dafiir, dass eine Funktion nicht-
injektiv ist:

19-3(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) x € dom f.
—) z € dom f.
=) x # 2.
- f@) = f(2).
Dann folgt “f nicht-injektiv”.

Beweis 19-3
1: Es gilt: (f injektiv) V (=(f injektiv)).

Fallunterscheidung‘

f injektiv.

2: Aus —)“ f Funktion”,

aus 1.1.Fall®f injektiv’,

aus —) “xdom f7 |

aus —) “z € dom f” und

aus —) “x # 2”7

folgt via 19-2: flx) # f(2).
3: Esgilt 2 f(x) # f(2)”.

Es gilt =) “ f(z) = f(2)” .
Ex falso quodlibet folgt: —(f injektiv).

~(f injektiv).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: —(f injektiv).

Konsequenz via 8-1(Def): f nicht-injektiv.
0
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19-4. Aus 19-2 folgt via Negation eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine
Funktion nicht-injektiv ist:

19-4(Satz)
Es gelte:
—) [ Funktion.
—) [ nicht-injektiv.
Dann gibt es Q. ¥, so dass gilt:
e.1) Qedomf.
e.2) U edomf.
e.3) Q#VU.

e.4) f(Q) = f(V).
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Beweis 19-4
1: Aus —) “ f nicht-injektiv”
folgt via 8-1(Def): —(f injektiv).
2: Aus —) “ f Funktion” folgt via 19-2: f injektiv
=
Va, 5 : ((a € dom f) A (8 € dom f) A (o # B)) = (f(a) # [(B))-
3: Aus 2
folgt: —(f injektiv)
=
~(Va, B : (o € dom f) A (B € dom f) A (a # B8)) = (f(e) # ().
4: Aus 1%“—(f injektiv)” und
aus 3
folgt:
~(Va, B (o € dom f) A (B € dom f) A (a # B)) = (f(a) # f(B)))-
5: Aus 4
folgt:
QU : (2 €dom f) A (U e dom f) A (Q#U)A (=(f(2) # f(D)).
6: Aus 5“dQ, ¥...”,

aus 5“...Qedomf...”,
aus 5“... W edom f...” |
aus 5“...Q # V...” und

aus 5= (f(Q2) # f(¥))”
folgt: 30, U:

Q € dom f
A U edomf
A QAT
AF9Q) = D).
U
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19-5. GeméB des folgenden Satzes kann fiir injektive Funktionen jedes Element
x aus dom f via f~! aus f(x) rekonstruiert werden:

19-5(Satz)

Es gelte:
—) f Funktion.
—) f ingektiv.
—) x € dom f.

Dann folgt “xz = f~(f(x))”.
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Beweis 19-5

1.1:

1.2:

1.3:

2.1:

2.2:

Aus —) ¢ f Funktion” und
aus —) “x € dom f”

folgt via 18-22: ((z, f(z)) € f)N(f(x) €ran f).
Aus —) “ f injektiv”

folgt via 19-1: f~! Funktion.
Aus —) “ f Funktion”

folgt via 18-18(Def): f Relation.
Via 11-7 gilt: ran f = dom (f71).

Aus 1.3 f Relation”
folgt via 13-3: f=("H"

: Aus 1.1“... f(x) €ran f” und

aus 2.1%ran f =dom (f~1)”
folgt: f(x) € dom (f71).

: Aus 1.2“ f~! Funktion” und

aus 3 f(x) € dom (f~1)”
folgt via 18-22: (f(z), 74 f(x)) e f N

t Aus 4% (f(x), [ (f(2)) € f717

folgt via 11-4: (f(f(x), f(x)) e (f7H~ L

: Aus 54 (f1(f(@)), f(@) € (F1) 17 und

aus 2.2 f = (f~H)=1”
folgt: (fH(f (@), f(2) € f.

: Aus —) “ f injektiv,”

aus 1.1%(z, f(z)) € f...” und

aus 6% (f1(f(x)), f(x)) € f7
folgt via 8-1(Def): = f"Yf(z)).
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19-6. Aus 19-5 wird durch “Abstraktion” der folgende Satz gewonnen:

19-6(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) f ingektiv.
=) g=f"1
Dann folgt:
a) g Funktion.
b) domg =ranf.
c) rang =dom f.
d) Va: (o €domf) = (a=g(f(a))).
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Beweis 19-6

1.1:

1.2:

1.3:

2.a):

2.b):

2.c):

2.4):

Aus —) “ f injektiv”
folgt via 19-1:

Via 11-7 gilt:

Via 11-7 gilt:

229

f~! Funktion.

dom (f~') =ran f.
ran (f~1) = dom f.

Aus —) “ f Funktion” |
aus —) “ f injektiv” und
aus Themal.4“« € dom f”
folgt via 19-5:

a € dom f.

Ergo Themal.5:

Aus =) “g= f~!” und
aus 1.1% f~! Funktion”
folgt:

Aus =) “g = f~17 und
aus 1.2%dom (f~1) =ran f”
folgt:

Aus =) “g= f17 und
aus 1.3“ran (f~!) = dom f”
folgt:

Aus =) “g = f~17 und

g Funktion.

domg =ran f.

rang = dom f.

aus Al gleich “Va : (o € dom f) = (a = f71(f(a)))”

folgt:
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19-7. In gewisser Hinsicht ist 19-7 die Umkehrung von 19-6. Andererseits muss
im Unterschied zu 19-6 die hier auftretende Klasse 2 keine Funktion sein:

19-7(Satz)
Es gelte:

—) f Funktion.

—) 30 (Va: (a € dom f) = (a = Q(f(a)))).

Dann folgt “f injektiv 7.
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Beweis 19-7

((8,7) € /) A ((6,7) € /).

2.

1:

Aus Themal® (5,v) € f...”

folgt via 7-5: £ € dom f.

: Aus Themal®...(d,v) € f”
folgt via 7-5: 0 € dom f.

: Aus —) “ f Funktion” und

aus Themal“(83,v) € f...”

folgt via 18-20: v = f(B).

: Aus —) “ f Funktion” und

aus Themal“...(0,7) € f”

folgt via 18-20: v = f(0).

: Aus 2.1“F € dom f”7 und

aus =) “...Va: (a €dom f) = (a = Q(f(a)))”

folgt: B =Q(f(83)).
: Aus 2.2“9 € dom f7 und

aus =) “...Va: (o € dom f) = (a = Q(f(a)))”

folgt: 5 =Q(f(9)).
. Aus 3.148 = Q(f(3))” und

)

(f
aus 2.3“v = f(p)

folgt: B = Q(y).
: Aus 3.2“9 =Q(f(4))” und

aus 2.4y = f(5)”

folgt: 6 = Q7).
: Aus 4.146 =Q(v)” und

aus 4.20 = Q(y)”

folgt: g =9.

Ergo Themal:

Konsequenz via 8-1(Def):
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V3,70 (((B,7) € F) A((6,7) € f)) = (6= 19).

f injektiv.
O



232 MENGENLEHRE #19

19-8. Im folgenden Satz wird, obwohl sich die Schlussfolgerung um “g” dreht,
eher etwas iiber die Funktion f und somit Generelles {iber Funktionen ausgesagt:

19-8(Satz)
Es gelte:

—) f Funktion.

=) Va,B: (o, B) € g) = (B € ' [{a}]).
Dann folgt “g injektiv”.

Beweis 19-8
((7.9) € 9) A ((e.9) € g).
2.1: Aus Themal“(y,0) € g...” und
aus VS gleich “Va, 8 : ((a, 3) € g) = (B € f~![{a}])”
folgt: o€ {7}
2.2: Aus Themal“(e,d) € g...” und
aus VS gleich “Vo, 3 : ((o, B) € g) = (B € f~{a}])”
folgt: § e f7{e}]).

3: Aus2.1“6 € f[{»}]” und
aus 2.25 € f[{e}]”

folgt via 2-2: 5 € (f ) N (-
4: Aus 35 € (f {1 N ()
folgt via 0-20; 0 (f ) N (e

5: Aus —) “ f Funktion” und

aus 440 # (f {2} N (ST {e}])”

folgt via 18-34: v =€
Ergo Themal: Vy,0,€: ((7,9) € g) A (e,0) € g)) = (y =€)
Konsequenz via 18-1(Def): g injektiv.

O
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19-9. Es folgt die Modifikation von 19-8 fiir Funktionen. Genauer gesagt, falls
f, g Funktionen sind, so dass fiir alle « € dom g die Aussage g(a) € f~![{a}] gilt,
dann ist g injektiv:

19-9(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) g Funktion.
—) Va: (a € domg) = (g(e) € f~[{a}]).

Dann folgt “g injektiv” .

Beweis 19-9
(B:7) € g-
2.1: Aus Themal.1“(f3,v) € ¢g”
folgt via 7-5: f &€ domg.

2.2: Aus —) “¢ Funktion”
und aus Themal.1“((3,7) € g7
folgt via 18-20: v = g(f).

3: Aus 2.1“0 €domg” und
aus —) “Va : (o € domg) = (g(a) € f~1[{a}])”

folgt: 9(8) € fH{B}
4: Aus 2.2“y =g()” und
aus 3“g(B) € f[{B}"
folgt: v € fT{BY.
Ergo Themai.1: ALl “VB,y: ((B,7) €9) = (v f{B}])”

1.2: Aus —)“ f Funktion” und

aus Al gleich “V3,7v: ((8,7) € 9) = (v € fT{B}])”
folgt via 19-8: g injektiv.

O
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ENullfunktion. zog.
Universelle Nullfunktion. zo.
FEldentitat. idg.
Universelle Identitét. id.

Ersterstellung: 11/10/05 Letzte Anderung: 18/04/11
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20-1. 0 die bislang einzige Funktion, die in die Essays eingefiihrt wurde. Nun
betritt mit den ENullfunktionen eine neue Familie von Funktionen die Essays.
Das Kiirzel “zo” erinnert an das englische “zero” :

20-1(Definition)

1) Z0p
= 20.0(E) = {(\0): )€ E}

={w:(3Q: (Qe E)A(w=(2,0)))}.
2) “€ ist ENullfunktion” genau dann, wenn gilt:

¢ = Z0F.

3) zo = zoy.
4) “C universelle Nullfunktion” genau dann, wenn gilt:

¢ = zo.
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20-2. Nun wird unter anderem registriert, dass zog die E'Nullfunktion und zo die
universelle Nullfunktion ist:

20-2(Satz)
a) zog ist E Nullfunktion.

b) Aus “C ist ENullfunktion” und “® ist ENullfunktion”
folgt “€=2".

c) zo universelle Nullfunktion.

d) Aus “€ universelle Nullfunktion” und “® universelle Nullfunktion”

folgt “€=2".
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Beweis 20-2 a)

Aus “zogp = zog”
folgt via 20-1(Def): zop ist ENullfunktion.

b) VS gleich (€ ist ENullfunktion) A (® ist ENullfunktion).

1.1: Aus VS gleich “€ ist FNullfunktion...”
folgt via 20-1(Def): ¢ = zop.

1.2: Aus VS gleich “...® ist ENullfunktion”
folgt via 20-1(Def): D = zop.

2: Aus 1.14¢€ = zog” und
aus 1.2 = zog”

folgt: C=29.
c)
Aus “zo = zo”
folgt via 20-1(Def): zo universelle Nullfunktion.
d) VS gleich (€ universelle Nullfunktion) A (® universelle Nullfunktion).
1.1: Aus VS gleich “€ universelle Nullfunktion. .. ”

folgt via 20-1(Def): ¢ = zo.
1.2: Aus VS gleich “...® universelle Nullfunktion”

folgt via 20-1(Def): D = zo.

2: Aus1.1“C =z0" und
aus 1.2“% = zo”
folgt: C=2.
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20-3. Im folgenden Satz wird Hinreichendes und Notwendiges fiir das “ Element-
Sein” in Nullfunktionen formuliert:

20-3(Satz)
a) Aus “w € zog” folgt “3IQ: (w = (2,0)) AN (€ E)”.

b) Aus “p € E” folgt “(p,0) € zop”.

Beweis 20-3 VS gleich w € zog.

1: Aus VS gleich “w € zog” und
aus “zop ={w: (IQ: (Q € E) A (w=(2,0)))}"

folgt: wefw: (IN: (Qe E)A(w=(2,0)))}.
2: Ausst*we{w: (IQ: (e E)A (w=(2,0)))}”
folgt: 0 :(Qe E)A(w=(2,0)).
3: Aus 2
folgt: 30 (w=(2,0)A(Qe€E).
b) VS gleich p € E.
1.1: Aus VS gleich “p e E”
folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “pe E”
folgt: dp:pekFE.
2: Via OU Axiom gilt: 0 Menge.

3.1: Aus1.2“dp:p€ E” und
aus “(p,0) = (p,0)”
folgt: Ip:(pe E)A((p,0) = (p,0)).

3.2: Aus 1.1%“p Menge” und
aus 2“0 Menge”
folgt via Paar Axiom I: (p,0) Menge.

4: Aus 3.1“Fp:(p€ E)A((p,0) = (p,0))” und
aus 3.2“(p,0) Menge”
folgt: (p,0) e{w:(FN: (€ E)A(w=(2,0)))}.

5: Aus4“(p,0) e {w:(3IQ: (L€ E)A (w=(2,0)))}” und
aus “{w: (3IQ: (e E)A (w=(2,0)))} = zog”
folgt: (p,0) € zog.

O
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20-4. Es folgt ein Kriterium fiir das “Element-Sein” geordneter Paare in Null-

funktionen:

20-4(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) (p,q) € zog.

11) “pEE”und “qZO”.

Beweis 20-4 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € zog”
folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € zog”
folgt via 20-3:
2: Aus 1.2“...(p,q) = (£2,0)...” und

aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP:

3: Aus 2“p=0Q...7 und
aus 1.2“..Q e E”
folgt:

N

: Aus 3“p € E7 und
aus 2“...q =07
folgt:

VS glich

1: Aus VS gleich “...q =07
folgt via PaarAxiom I:

2: Aus VS gleich “pe E...”
folgt via 20-3:

3: Aus 1“(p,q) = (p,0)” und
aus 2“(p,0) € zog”
folgt:

(p,q) € zog.

(p,q) Menge.

Q0 ((p,q) = (,0) A (2 € E).

(p€ E)A(¢=0).

(pe E)A(g=0).

(p,q) = (p,0).

(p,0) € zog.

(p,q) € zop.
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20-5. Hier werden einige Funktions-, Definitions-Bereichs-, Bild-Bereichs- und
Werte-Eigenschaften von Nullfunktionen angegeben. Die ONullfunktion spielt da-
bei eine Sonderrolle:

20-5(Satz)
a) zogp Funktion.
b) dom (zog) = E.
c) ran(zog) C {0}.
d) Aus “0# E” folgt “ran(zog) = {0}”.
e) Aus “ran(zog) = {0} " folgt “0# E”.
£) Aus “E =07 folgt “ran(zog) =0".
g) Aus “ran(zop) =07 folgt “E =0".
h) zog = 0.
i) Aus “p € E” folgt “zor(p) =07".

j) Aus “zog(p) =07 folgt “p € E”.
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Beweis 20-5 a)

o € z0p;.
2: Aus Themal.1“« € zog”

folgt via 20-3: A0 (a=(2,0) A (€ E).

3: Es gilt: JU U =0.

4: Aus 3“... ¥ =0"
folgt via PaarAxiom I: (©,0) = (Q, V).

5: Aus 2“...a=(£2,0)...” und
aus 4“(€,0) = (Q,¥)”
folgt: a=(Q,WU).

6: Aus 2¢“dQ...7
aus 3“J¥...” und
aus 5“a = (Q,V)”

folgt: IV :a=(Q,¥).
Ergo Themal.1: Va: (a € zop) = (3QV:a=(Q,V)).
Konsequenz via 10-3: A1l| “zop Relation”
((a, B) € zop) A (e, 7) € zop).
2.1: Aus 1.2%(a, ) € zop...”
folgt via 20-4: 8 =0.
2.2: Aus 1.2“.. . (a,7) € zog”
folgt via 20-4: v =0.
3: Aus 2.1“6 =07 und
aus 2.2y =0"
folgt: 6 =r.

Ergo Themal.2: [A2| “Va, 5,7 : (((a, ) € zog) A ((a,y) € zog)) = (B=7)"
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Beweis 20-5 a) ...

1.3: Aus Al gleich “zop Relation” und
aus A2 gleich “Va, 8,7 : (((a, §) € zop) A ((o,7) € zop)) = (6 =17)7

folgt via 18-18(Def): zop Funktion.
b)
o € dom (z0p).
2: Aus Themal.1“«a € dom (zog)”
folgt via 7-2: 30 : (o, Q) € zog.
3: Aus 2¢...(,Q) € zog”
folgt via 20-4: a€c b
Ergo Themal.1: Va: (o € dom (zog)) = (a € E).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (zog) C E”
o€ E.
2: Aus Themal.2“a € E”
folgt via 20-3: (a,0) € zop.
3: Aus 2“(a,0) € zog”
folgt via 7-5: a € dom (zog).
Ergo Themal.?2: Va: (a € E) = (a € dom (zog)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “FE C dom (zog)”

1.3: Aus A1 gleich “dom (zog) € E” und
aus A2 gleich “E C dom (zog)”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (zog) = E.
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Beweis 20-5 ¢)

a € ran (zog).
2: Aus Themal“« € ran (zog)”
folgt via 7-4: 30 : (2, «) € zog.
3: Aus 2¢...(Q,«) € zog”
folgt via 20-4: a = 0.
Ergo Themal: Va: (a € ran(zog)) = (a = 0).
Konsequenz via 1-10: ran (zog) C {0}.
d) VS gleich 0#FE.
1: Aus VS gleich “0 # E”
folgt via 0-20: J0: Qe k.
o € {0},
3: Aus Thema2.1“«a € {0}”
folgt via 1-6: a = 0.

4: Aus1“...Q€ E” und
aus 3“a=0"

folgt via 20-4: (2, ) € zop.
5: Aus 4“(Q, ) € zog”
folgt via 7-5: a € ran (zog).
Ergo Thema2.1: Va: (o € {0}) = (a € ran(zog)).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “{0} Cran(zog)”
2.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt: ran (zog) C {0}.

3: Aus 2.2“ran (zog) C {0}” und
aus Al gleich “{0} C ran(zog)”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (zog) = {0}.
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Beweis 20-5 e) VS gleich ran (zog) = {0}.
1: Via 1-5 gilt: 0 e {0}.

2: Aus 1“0 € {0}” und
aus VS gleich “ran(zog) = {0}”
folgt: 0 € ran (zog).

3: Aus 2“0 € ran (zog)”
folgt via 7-4: 30 : (2,0) € zog.

4: Aus 3“...(Q,0) € zog”
folgt via 20-4: Qek.

5: Aus4“Q e E”
folgt via 0-20: 0+#F.

f) VS gleich E=0.

a € ran (zog).

2: Aus Themal“«w € ran (zog)”
folgt via 7-4: Q0 : (Q,a) € zop.

3: Aus 2¢...(Q, ) € zog”
folgt via 20-4: QekFE.

4: Aus 3“2 € E7 und
aus VS gleich “E =0"
folgt: Qeo.

5: Esgilt 4“Q€0”.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: a ¢ ran (zog).

Ergo Themal: Va: (a € ran(zog)) = (a ¢ ran (zog)).

Konsequenz via 0-19: ran (zog) = 0.
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Beweis 20-5 g) VS gleich ran (zog) = 0.
1: Es gilt: (0#E)V (E=0).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall 0+#E.
2: Aus 1.1.Fall“0# E”
folgt via des bereits bewiesenen d): ran (zog) = {0}.

3: Aus 2“ran (zog) = {0}” und

aus VS gleich “ran (zog) =07

folgt: {0} = 0.
4: Esgilt 3“{0} =0".

Via 1-5 gilt “0 # {0}".

Ex falso quodlibet folgt: E =0

[1.2.Fall] E=0.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: E=0.

h)

Themal a € z0g.
[ Themai]

2: Aus Themal“« € zoy”
folgt via 20-3: 30 (a=(2,0)) A (2 €0).

3: Esgilt 2¢...Qe€0”.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: a ¢ z0y.

Ergo Themal: Va: (a € zog) = (a ¢ zop).

Konsequenz via 0-19: zop = 0.
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Beweis 20-5 i) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p e E”
folgt via 20-3:

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus 2“zop Funktion” und

aus 1“(p,0) € zog”
folgt via 18-20:

: Aus 3

folgt:

j) VS gleich

1:

2:

Via 0L/ Axiom gilt:

Aus VS gleich “zog(p) =07 und
aus 1“0 Menge”
folgt:

: Aus 2“zop(p) Menge”

folgt via 17-5:

: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

: Aus 3“p € dom (zog)” und

7

aus 4“dom (zog) =
folgt:
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peE.

(p,0) € zog.

zog Funktion.

0 = zog(p).

zop(p) = 0.

zop(p) =
0 Menge.

zog(p) Menge.

p € dom (zog).

dom (zop) = E.

pekFE.
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20-6. Falls E C e, dann ist zog die Einschrankung von zo, auf E. Via zo = zoy
folgt hieraus, dass zog die Einschrinkung von zo auf E ist. zog ist genau dann
eine (Un-)Menge, wenn E eine (Un-)Menge ist. zo ist eine Unmenge:

20-6(Satz)
a) Aus “E Ce” folgt “zop Einschrinkung von zo. auf E7”.
b) zog Finschrankung von zo auf E.
c) Aus “zop Menge” folgt “E Menge” .
d) Aus “zor Unmenge” folgt “E Unmenge” .
e) Aus “E Menge” folgt “zorp Menge” .
f) Aus “E Unmenge” folgt “zop Unmenge” .

g) zo Unmenge.
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Beweis 20-6 a) VS gleich

1.1: Via 20-5 gilt:

1.2: Via 20-5 gilt:

1.3: Via 20-5 gilt:
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FE Ce.

A1| “zo, Funktion”

AQ’ “zog Funktion”

AB’ “dom (zog) = E”

folgt:

3.1: Aus2“a e E7
folgt via 20-5:

3.2: Aus2“a € E7 und
aus VS gleich “F Ce”
folgt via 0-4:

4: Aus 3.2%a €e”
folgt via 20-5:

aus 4“zo.(a) =07
folgt:

2: Aus Themal.4“«a € dom (zog)” und
aus A3 gleich “dom (zog) = E”

5: Aus 3.1“zog(ar) =07 und

a € dom (zog).

acF.

zop(a) = 0.

ace.

2o, () = 0.

zop(a) = zo.(«).

Ergo Themal.4: A4| “Va : (o € dom (zog)) = (zog(a) = zo.(w))”

1.5: Aus A1 gleich “zo. Funktion” ,

aus A2 gleich “zog Funktion” und

aus A4 gleich “Va : ((a € dom (zog)) = (zog(a) = zo.(a)))”

folgt via 18-49:

2: Aus 1.5“zog Einschrinkung von zo, auf dom (zog)
aus A3 gleich “dom (zog) = E”

folgt:

zop Einschrinkung von zo, auf dom (zog).

” und

zop Einschrankung von zo, auf E.
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Beweis 20-6 b)

1:

2.1:

Via 0-18 gilt: ECU.

Aus 1“ECU”
folgt via des bereits bewiesenen a):
zop Einschrankung von zoy, auf F

2.2: Via 20-1(Def) gilt: z0 = zoy.
3: Aus 2.2“zo = zoy” und
aus 2.1“zog Einschréankung von zoy auf £
folgt: zop Einschrankung von zo auf E
c) VS gleich zor Menge.
1: Aus VS gleich “zop Menge”
folgt via dom ran Axiom: dom (zog) Menge.
2: Via 20-5 gilt: dom (zog) = E.
3: Aus 1“dom (zog) Menge” und

aus 2“dom (zog) = E”
folgt: E Menge.



250

Beweis 20-6 d) VS gleich

1:

Es gilt:

(E Menge) V (E Unmenge).

Fallunterscheidung‘
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zop Unmenge.

2
2
2
3

1: Via 20-5 gilt:
2: Via 20-5 gilt:
.3
1

Via 20-5 gilt:

: Aus 2.1“zop Funktion”

folgt via 18-18:

: Aus 1.1.Fall“F Menge” und

aus 2.2“dom (zog) = E”
folgt:

3: Via SingeltonAxiom gilt:

: Aus 2.3“ran(zog) C {0}” und

aus 3.3“{0} Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

: Aus 3.1“zop Relation”

aus 3.2“dom (zog) Menge” und
aus 4“ran (zog) Menge”
folgt via 10-5:

: Es gilt 5“zog Menge” .

Es gilt VS gleich “zor Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

E Menge.

zog Funktion.
dom (zog) = E.
ran (zog) C {0}.

zog Relation.

dom (zog) Menge.

{0} Menge.

ran (zog) Menge.

zop Menge.

E Unmenge.

E Unmenge.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

E Unmenge.
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Beweis 20-6 e) VS gleich
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E Menge.

1: Es gilt: (zop Unmenge) V (zog Menge).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall zop Unmenge.
2: Aus 1.1.Fall“zog Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen d): E Unmenge.
3: Esgilt 2“ EF Unmenge” .
Es gilt VS gleich “E Menge” .
Ex falso quodlibet folgt: zog Menge.
1.2.Fall zop Menge.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: zor Menge.
f) VS gleich E Unmenge.

1: Es gilt:

Fallunterscheidung‘

(zog Menge) V (zog Unmenge).

2: Aus 1.1.Fall“zog Menge”

3: Esgilt 2“F Menge” .
Es gilt VS gleich “ E Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

folgt via des bereits bewiesenen c):

zop Menge.

E Menge.

zor Unmenge.

zop Unmenge.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: zorp Unmenge.
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Beweis 20-6 g)
1: Via 20-1(Def) gilt:
2: Via O0U Axiom gilt:

3: Aus 2“U Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen f):

4: Aus 1“zo = zoy” und
aus 3“zoy, Unmenge”
folgt:
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Z0 = zOoy.

U Unmenge.

zoy; Unmenge.

zo Unmenge.

O
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20-7. Mit den Fldentititen betritt eine neue Familie von Funktionen die Essays.
Das Kiirzel “id” erinnert an das englische “identity” :

20-7(Definition)

1) idg
=20.1(FE) ={(\,\): A€ E}

={w:(3Q2: (Qe E)N (w=(2,2))}.
2) “¢€ist Fldentitat” genau dann, wenn gilt:
3) id = idy.
4) “C universelle Identitat” genau dann, wenn gilt:

¢ =id.
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20-8. Nun wird unter anderem registriert, dass idg die Eldentitdt und id die
universelle Identitét ist:

20-8(Satz)
a) idg ist Eldentitdt.
b) Aus “C ist Eldentitit” und “® ist Eldentitat” folgt “€ =27
c) id universelle Identitdt.

d) Aus “C wuniverselle Identitit” und “% universelle Identitit”

folgt “€=2".

Beweis 20-8 a)

Aus “idg = idg”
folgt via 20-6(Def): idg ist Eldentitét.
b) VS gleich (€ ist Fldentitét) A (D ist Eldentitét).
1.1: Aus VS gleich “€ ist Fldentitét...”

folgt via 20-7(Def): ¢ =idg.

1.2: Aus VS gleich “...® die Fldentitét”
folgt via 20-7(Def): D =idpg.

2: Aus1.1“C =idg” und
aus 1.2“90 =idg”

folgt: C=2.
c)
Aus “id = id”
folgt via 20-6(Def): id universelle Identitit.
d) VS gleich (€ universelle Identitdt) A (D universelle Identitét).
1.1: Aus VS gleich “€ universelle Identitét. .. ”

folgt via 20-1(Def): ¢ =id.

1.2: Aus VS gleich “...® universelle Identitét”
folgt via 20-1(Def): D =id.

2: Aus1.1“C =id” und
aus 1.2 =id”
folgt: C=2.
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20-9. Im folgenden Satz wird Hinreichendes und Notwendiges fiir das “ Element-
Sein” in Identitdten formuliert:

20-9(Satz)
a) Aus “w €idg” folgt “3IQ: (w=(2,Q))AN(Qe E)”.

b) Aus “p € E” folgt “(p,p) € idg”.

Beweis 20-9 VS gleich w € idg.

1: Aus VS gleich “w € idg” und
aus “idg={w:(32: (Q e E)A (w=(Q,0))}

folgt: wefw: (AN : (e E)A (w=(2,2))}.
2: Ausst*we{w: (IQ: (e E)A (w=(2,2)))}”
folgt: 3Q: (Q e B) A (w=(2,9).
3: Aus 2
folgt: A0 (w=(Q,2)AN(QeE).
b) VS gleich pEE.

1.1: Aus VS gleich “pe E”
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “p e E”
folgt: dp:pekFE.

2.1: Aus1.2“dp:p € E” und
aus “(p,p) = (p,p)”
folgt: Jp:(peE)A(p,p) = (p,p))

2.2: Aus 1.1%“p Menge” und
aus 1.1%p Menge”
folgt via Paar Axiom I: (p, p) Menge.

3: Aus2.1“dp: (p€ E) A ((p,p) = (p,p))” und
aus 2.2“(p,p) Menge”
folgt: (p,p) €{w:(32: (Qe E)AN(w=(2,02)))}.

5: Aus4“(p,p) €{w:(FQ: (€ E)A (w=(2,0)))}” und
aus “w: (I (Qe E)N (w=(,9Q)))} =idg”
folgt: (p,p) € idg.

O
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20-10. Es folgt ein Kriterium fiir das “Element-Sein” geordneter Paare in Iden-
titaten:

20-10(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) (p,q) € idg.

ii) “pe E7und “p=q”.

iii) “ge E7und “p=4q.”
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Beweis 20-10 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € idg”
folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € idg”
folgt via 20-9:

2: Aus 1.2“...(p,q) = (£2,Q2)...” und

aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP:

3.1: Aus2“p=Q...”7 und
aus 1.2“...Q e E”
folgt:

3.2: Aus2“p=0Q...”7 und
aus 3.2%...q=Q7
folgt:

4: Aus 3.1“p € E” und
aus 3.2“...p=4q"
folgt:

VS glech
1: Aus VS gleich “pe€ E...” und

aus VS gleich “...p=¢q”
folgt:

2: Aus 1“g € E7 und
aus VS gleich “...p=q
folgt:

V8 gleich
1: Aus VS gleich “...p=g¢q"
folgt via PaarAxiom I:

7

2: Aus VS gleich “ge E...”
folgt via 20-9:

3: Aus 1“(p,q) = (¢,9)” und
aus 2“(q,q) € idg”
folgt:

257

(p,q) € idg.

(p, q) Menge.

() = Q)N (e E).

(ge E)A(p=1q).

(ge E)A(p=1q).

(p,q) = (¢, 9)-

(¢,9) € idg.

(p.q) € idp.
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20-11. Hier werden einige Funktions-, Definitions-Bereichs-, Bild-Bereichs- und
Werte-Eigenschaften von Identitéten angegeben:

20-11(Satz)
a) idg Funktion.
b) dom (idg) = E.
c) ran(idg) = E.
d) idg = 0.
e) Aus “p € E7 folgt “idg(p) =p”.

£) Aus “idg(p) = p” folgt “p=U"oder “pe E”.
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Beweis 20-11 a)
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2:

Aus Themal.1“«a € idg”
folgt via 20-9:

. Es gilt:
: Aus 3.0 =Q7

folgt via PaarAxiom I:

D Aus 2¢. . a=(Q,0)...7

aus 4“(Q, V) = (2,Q)”
folgt:

: Aus 2440 ...,

aus 3“3V ...”7 und
aus 5“a = (Q,V)”
folgt:

Jv U = Q).
(Q,0) = (2,9).

und
a=(Q,WU).

o€ IdE'

30 (a = (Q,Q) A (Q € E).

30,0 a = (Q,0).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 10-3:

Va: (a€idg) = (I ¥ :a = (Q,V)).

Al| “idg Relation”

2.1:

2.2:

Aus 1.2%(a, B) €idp...”

folgt via 20-10:

Aus 1.2¢.. . (a,v) € idg”

folgt via 20-10:

: Aus 2.1“a =047 und

7

aus 2.2%a =y
folgt:

(o, B) € idg) A ((a,y) € idg).

a = 0.
a=.
B=n

Ergo Themal.2:

22| “Ya, 5,7 : (0, 8) € idg) A ((a,7) €ids)) = (5 =17)"
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Beweis 20-11 a) ...

1.3: Aus Al gleich “idg Relation” und
aus A2 gleich “Va, 8,7 : (((a, §) € idp) A ((a,7) € idp)) = (6 =17)7

folgt via 18-18(Def): idp Funktion.
b)
o € dom (idy).
2: Aus Themal.1“«a € dom (idg)”
folgt via 7-2: 30 (o, Q) € idg.
3: Aus 2¢.. . (o, Q) €idg”
folgt via 20-10: ac b
Ergo Themal.1: Va: (o € dom (idg)) = (o € E).
Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “dom (idg) C E”
o€ E.
2: Aus Themal.2“a € E”
folgt via 20-9: (a, @) € idp.
3: Aus 2“(a, ) € idg”
folgt via 7-5: a € dom (idg).
Ergo Themal.?2: Va: (a € E) = (a € dom (idg)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “FE C dom (idg)”

1.3: Aus A1 gleich “dom (idg) € E” und
aus A2 gleich “E C dom (idg)”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (idg) = E.
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Beweis 20-11 c¢)

o € ran (idg).
2: Aus Themal.1“« € ran(idg)”
folgt via 7-4: 30 (Q, ) € idg.
3: Aus 2¢...(Q, ) €idg”
folgt via 20-10: ac b,
Ergo Themal.1: Va: (a €ran(idg)) = (a € E).
Konsequenz via 0-2(Def): Al| “ran(idg) C E”
=

2: Aus Themal.2“a € E” und
aus “a=a”

folgt via 20-10: (a, @) € idp.
3: Aus 2“(a,a) € idg”
folgt via 7-5: a € ran(idg).
Ergo Themal.?2: Va: (a € E) = (a €ran(idg)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “E Cran(idg)”

1.3: Aus A1 gleich “ran(idg) € E7 und
aus A2 gleich “FE C ran (idg)”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (idg) = E.
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Beweis 20-11 4d)

MENGENLEHRE #20

2: Aus Themal“«a € idy”

folgt via 20-9: A0 (a=(2,2) A (2€0).

3: Esgilt 2¢...Q2€0”.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt:

a € |d0

« ¢ Ido

Ergo Themal:
Konsequenz via 0-19:

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “pe E”
folgt via 20-9:

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

3: Aus 2“idg Funktion” und
aus 1“(p,p) € idg”
folgt via 18-20:

Va: (a €idy) = (a ¢ idy).
idg = 0.
peE.

(p,p) € idg.

idz Funktion.

p=idg(p).
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1:
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Beweis 20-11 f) VS gleich ide(p) = p.
Es gilt: (p=U)V(p#U).
Fallunterscheidung‘

1.1.Fall p=U.
Aus 1.1.Fall“p=U"
folgt: (p=U)V (peEE).
1.2.Fall p£U.
2: Aus VS gleich “idg(p) =p” und
aus 1.2.Fall“p #U”
folgt: ide(p) #U.
3: Aus 2“idg(p) #U”
folgt via 17-5: p € dom (idg).
4: Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (idg) = E.
5: Aus 3“p € dom (idg)” und
aus 4“dom (idg) = E”
folgt: peEE
6: Aus 5
folgt: (p=U)V(pEE)
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: (p=U)V (pEE).
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20-12. idg ist injektiv und gleich (idz)~!. Im Hinblick auf 19-1 ist es nicht
iiberraschend, dass die Beweis-Reihenfolge b) - a) ist:

20-12(Satz)
a) idg injektiv.

Beweis 20-12 b)

o € (idp) ™.

2: Aus Themal.1“a € (idg)™1”

folgt via 11-3: QU (a= (U, Q) A (V) €idg).
3: Aus 2¢...(Q,¥) €idg”

folgt via 20-10: (Ve E)AN(Q=1).
4: Aus 3“...Q=U"

folgt: U = Q.
5: Aus 3“V € F...”7 und

aus 4“V = Q7

folgt via 20-10: (V,Q) € idg.

6: Aus 2“...a= (V,0)...” und
aus 5 (U, Q) € idg”
folgt: a € idg.

Ergo Themal.1: Va: (a € (idg)™!) = (a €idg).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “(idg)~ ' Cidg”
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Beweis 20-12 b) ...

a € id.
2: Aus Themal.2“q € idg”
folgt via 20-9: 30 (a=(Q,2) AN (e B).

3: Aus Themal.2“a € idg” und
aus 2“...a = (Q,0)...7
folgt: (2,9Q) € idg.

4: Aus 3“(Q,Q) €idg”
folgt via 11-4: (2,9Q) € (idg) .

5: Aus 2“...a=(2,9)...”7 und
aus 4“(9,Q) € (idg)~1”

folgt: a € (idg)~t
Ergo Themal.?2: Va: (o €idg) = (a € (idg)™1).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “idg C (idg)~1”

1.3: Aus A1l gleich “(idg)™' Cidg” und
aus A2 gleich “idg C (idg)~'”

folgt via GleichheitsAxiom: (idg)~! = idg.

a)
1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: (idg)~! = idg.
2: Via 20-11 gilt: idp Funktion.

3: Aus 1“(idg)™' =idg” und
aus 2“idp Funktion”
folgt: (idg)~! Funktion.

4: Aus 3“(idg)~! Funktion”
folgt via 19-1: idg injektiv.

O
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20-13. Falls F¥ C ¢, dann ist idg die Einschrinkung von id, auf E. Via id = idy
folgt hieraus, dass idg die Einschrinkung von id auf E ist:

20-13(Satz)
a) Aus “E Ce” folgt “idg Einschrinkung von id. auf E”.
b) idg Finschrinkung von id auf E.
c) Aus “idg Menge” folgt “E Menge” .
d) Aus “idg Unmenge” folgt “E Unmenge” .
e) Aus “E Menge” folgt “idg Menge” .
£) Aus “E Unmenge” folgt “idg Unmenge” .

g) id Unmenge.
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Beweis 20-13 a) VS gleich

1.1: Via 20-11 gilt:

1.2: Via 20-11 gilt:

1.3: Via 20-11 gilt:
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FE Ce.

A1| “id. Funktion”

AQ’ “idg Funktion”

AS’ “dom (idg) = E”

folgt:

folgt via 0-4:

folgt:

2: Aus Themal.4“«a € dom (idg)” und
aus A3 gleich “dom (idg) = E”

3.1: Aus2“a c E”
folgt via 20-11:

3.2: Aus2“a € E7 und
aus VS gleich “F Ce”

4: Aus 3.2a €e”
folgt via 20-11:

5: Aus 3.1“idg(a) = a” und
aus 4“id.(a) = a”

a € dom (idg).

acF.

ide(a) = .

Ergo Themal.4:

Ad| “Ya: (a € dom (idg)) = (idp(a) = id.(a))”

1.5: Aus A1 gleich “id, Funktion” ,
aus A2 gleich “idg Funktion” und
aus A4 gleich “Va : ((a € dom (idg)) = (idg(a) = id.(a)))”

folgt via 18-49:

idg Einschrdnkung von id, auf dom (idg).

2: Aus 1.5“idg Einschrénkung von id, auf dom (idg)” und
aus A3 gleich “dom (idg) = E”

folgt:

idg Einschréankung von id, auf F.
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Beweis 20-13 b)
1: Via 0-18 gilt: ECU.

2.1: Aus1“ECU”
folgt via des bereits bewiesenen a):
idg Einschrinkung von idy, auf F

2.2: Via 20-7(Def) gilt: id = idy.

3: Aus 2.2“id =idy” und
aus 2.1“idg Einschréankung von id;, auf E”

folgt: idg Einschréinkung von id auf F

c) VS gleich idg Menge.
1: Aus VS gleich “idg Menge”

folgt via dom ran Axiom: dom (idg) Menge.

2: Via 20-11 gilt: dom (idg) = E.

3: Aus 1“dom (idg) Menge” und
aus 2“dom (idg) = E”
folgt: E Menge.
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Beweis 20-13 d) VS gleich

1:

Es gilt:
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idg Unmenge.

(E Menge) V (E Unmenge).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall E Menge.
2.1: Via 20-11 gilt: idg Funktion.
2.2: Via 20-11 gilt: dom (idg) = E.
2.3: Via 20-11 gilt: ran (idg) = E.
3.1: Aus 2.1“idg Funktion”
folgt via 18-18: idg Relation.
3.2: Aus 1.1.Fall“FE Menge” und
aus 2.2“dom (idg) = E”
folgt: dom (idg) Menge.
3.3: Aus 1.1.Fall“FE Menge” und
aus 2.3“ran (idg) = E7
folgt: ran (idg) Menge.
4: Aus 3.1%idg Relation” ,
aus 3.2“dom (idg) Menge” und
aus 3.3“ran (idg) Menge”
folgt via 10-5: idg Menge.
5: Esgilt 4“idg Menge” .
Es gilt VS gleich “idg Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: FE Unmenge.
1.2.Fall F Unmenge.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: E Unmenge.
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Beweis 20-13 e) VS gleich

MENGENLEHRE #20

E Menge.

1: Es gilt: (idg Unmenge) V (idg Menge).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall idz Unmenge.
2: Aus 1.1.Fall“idg Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen d): E Unmenge.
3: Esgilt 2“ EF Unmenge” .
Es gilt VS gleich “ E Menge” .
Ex falso quodlibet folgt: idg Menge.
1.2.Fall idg Menge.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: idg Menge.
f) VS gleich E Unmenge.

1: Es gilt:

Fallunterscheidung‘

(idg Menge) V (idg Unmenge).

2: Aus 1.1.Fall“idg Menge”

3: Esgilt 2“FE Menge” .
Es gilt VS gleich “ E Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

folgt via des bereits bewiesenen c):

idg Menge.

E Menge.

idg Unmenge.

idz Unmenge.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: idg Unmenge.
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Beweis 20-13 g)

1:

2:

Via 20-1(Def) gilt:

Via 04/ Axiom gilt:

: Aus 2“U Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen f):

: Aus 1“id = idy;” und

aus 3“id;; Unmenge”
folgt:
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id = idy.
U Unmenge.

id;; Unmenge.

id Unmenge.

O
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20-14. Die (dom z)Identitét ist eine Teilklasse von x~! o z (siche a) und die
(ran z)Identitét ist eine TeilKlasse von x o 7!, siche d). Falls x injektiv ist,
dann gilt via b) die Gleichung 27! o # = idgom . Die Aussage von b) wird in c)
“verstirkend invertiert” , indem gesagt wird, dass aus “x~! oz C idg” - hier ist
E eine beliebige Klasse - die Injektivitat von x folgt. Klarer Weise kann die hier
auftretetende Voraussetzung auf “dom x” spezialisiert werden und dann ist die
Voraussetzung “2 ! oz C idgom,” im Hinblick auf a) zu “27! o 2 = idgom 4" Aqui-
valent:

20-14(Satz)
a) idgoms C 7' 0.
b) Aus “x injektiv” folgt “x7' oz = idgoms -
c) Aus “z='ox Cidg” folgt “x injektiv”.

d) idyane C xoxl.
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Beweis 20-14 a)

@ € iddom -
2: Aus Themal“« € idgoms
folgt via 20-9: A0 (a = (Q,02)) A (2 € domz).

3: Aus 2“...Q edomz”
folgt via 7-2: AV (Q, V) € .

4: Aus 3“... (V) ex”
folgt via 11-4: (U,Q) ezt

5: Aus 3“...(Q,¥) € 7 und
aus 4“(¥,Q) e 2717
folgt via 14-5: (Q,Q) eaxtour

6: Aus2“...a=(02,9)...”7 und
aus 5“(Q,Q) e rlox”
folgt: aEex o,

Ergo Themal: Va: (a € idgoms) = (@ € z7 1o z).

Konsequenz via 0-2(Def): idgoms C 271 0.
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Beweis 20-14 b) VS gleich x injektiv.
1: Aus VS gleich “z injektiv”
folgt via 19-1: 2! Funktion.
Thema?2.1 acxlox.

2.2:

3:

3: Aus Thema2.1“a €z tox”
folgt via 14-3:
AT, U (a=(QU)A((LT)ex)A(T,¥) ex).

4.1: Aus3“...(Q,T)ex...”

folgt via 7-5: (2 € domz.
4.2: Aus 3“...(Q,V)ex...”
folgt via 11-4: (1,Q) ezt

5: Aus 1“z~! Funktion” ,
aus 3“... (T, ¥) € 71" und
aus 4.2(1,Q) € z717

folgt via 18-18(Def): U =Q.
6: Aus 5“U =0Q"
folgt via Paar Axiom I: (Q,0) = (2,90).

7: Aus 3“...a=(Q,¥)...” und
aus 6“(Q, V) = (Q,Q)”

folgt: a=(0,Q).
8: Aus 4.1“Q) € doma”
folgt via 20-9: (2,9) € iddom -

9: Aus 7¢a = (£2,Q2)” und
aus 8“ (€, Q) € idgoms”

folgt: @ € idgom -
Ergo Thema2.1: Va:(aezlorx) = (a € iddome)-
Konsequenz via 0-2(Def): Al “27 oz Clidgoma
Via des bereits bewiesenen a) gilt: idgoms C 271 0 7.

Aus A1 gleich “27 ! oz C idgom, " und
aus 2.2%dgoms C 2z tox”
folgt via GleichheitsAxiom: 27 o2 = idgom -
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Beweis 20-14 c¢) VS gleich xlox Cidg.

(0, 8) € ) A (7, B) € x).

2: Aus Themal®...(y,03) € z”
folgt via 11-4: (B,7) €zt

3: Aus Themal“(w,) € x...” und
aus 2 (3,v) € z71”
folgt via 14-5: (a,7) €xlou.

4: Aus 3“(a,y) €z oz” und
aus VS gleich “z7'oz Cidg”

folgt via 0-4: (a,7) € idg.
5: Aus 4“(a,y) €idg”
folgt via 20-10: o =.
Ergo Themal: va, 8,7 (0, ) € 2) A((, 8) € @) = (a = 7).

Konsequenz via 8-1(Def): x injektiv.
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Beweis 20-14 4d)
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2: Aus Themal“«a € idan,”

folgt via 20-9:

3: Aus 2“...Q €ranx”
folgt via 7-4:

4: Aus 3“...(V,Q) e’
folgt via 11-4:

5: Aus 4“(Q,¥) € z7!” und
aus 3“... (U, Q) e x”
folgt via 14-5:

6: Aus2“...a=(Q,0Q)...”7
aus 5(Q,Q) € roz™!”
folgt:

a € idran .

30 (o= (Q,2)) A (2 € ranx).

A : (T, Q) € .

(Q,0) ezt

(Q,Q) exzoa.

und

a€c€zxog !

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € idang) = (@ €zox™t).
idans Cxoxt

O
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20-15 Im folgenden Satz werden Bedinungen formuliert, aus denen folgt, dass
eine Relation die Relation invers zu s ist. Interessanter Weise muss hier s weder
Relation noch Funktion sein:

20-15(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation.
—) ranr C E C dom s.
—) rans C D C domr.
—) sor Cidp.
—) ros Cidg.

Dann folgt “r = s=17,
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2:

10:

Aus —) “r Relation” und
aus Themal.1“a €r”
folgt via 10-2:

D Aus 2“. . a=(Q,¥)” und

aus Themal.1“a €r”
folgt:

: Aus 3¢(Q,¥) er”

folgt via 7-5:

: Aus 4“V¥ cranr” und

aus —) “ranr C E...”
folgt via 0-4:

: Aus 5“V¥ € E7 und

aus —) “...E Cdoms”
folgt via 0-4:

: Aus 7“V¥ € dom s”

folgt via 7-2:

: Aus 3“(Q, V) € r” und

aus 7¢... (U, @) € 57
folgt via 14-5:

: Aus 8“(Q, ) € sor” und

aus —) “sor Cidp”
folgt via 0-4:

Aus 94(Q,®) €idp”
folgt via 20-10:

aer.

30,0 o= (Q,0).

(Q, ) €r.

U Cranr.

Vel

U € dom s.

3P : (U, ) € 5.

(Q,®) esor.
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Beweis 20-15 ...
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Aus 10“Q = ®”
folgt via PaarAxiom I:

11:

12: Aus 114(¥,Q) = (¥, ®)” und
aus 7¢... (U, ®) € s”

folgt:

13: Aus 124(¥,Q) € 87

folgt via 11-4:

14: Aus 2“...a=(Q,¥)” und
aus 13“(Q,¥) € s717

folgt:

aecr.

(U, Q) = (¥, D).

(U, Q) € s.

(Q,0) e st

o cs

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (e er)= (aes).

Al “T C 871 ’”

2: Aus Themal.2“a € s~ 17
folgt via 11-3: 3Q, U :

: Aus 2“... ¥ €rans” und
aus —) “rans C D ...”
folgt via 0-4:

: Aus 3“vV € D7 und
aus —) “...D Cdomr”
folgt via 0-4:

: Aus 4“V¥ ¢ domr”
folgt via 7-2:

o€ s

(= (U, Q) A((2,F) € 5)
A2 € dom s) A (U € rans).

velD.

¥ € domr.

3P : (U, ) € r.
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Beweis 20-15 ...

aes

6: Aus2“...(Q,¥)es...” und
aus 5“... (¥, @) e r”
folgt via 14-5: (,®) eros.

7: Aus 6“(2,P) € ros” und
aus —) “ros Cidg”
folgt via 0-4: (Q,P) € idg.

8: Aus 7¢(2,®) €idg”
folgt via 20-10: Q=9o.

9: Aus 8“Q1 =7
folgt via Paar Axiom I: (U, Q) = (¥, D).

10: Aus 9“ (U, Q) = (¥, P)” und
aus 5“... (¥, @) e r”
folgt: (U, Q) er.

11: Aus 2“...a=(V,Q)...” und
aus 10“ (¥, Q) e r”

folgt: aer.
Ergo Themal.2: Va:(aesh) = (aer).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “sT1Cp?

1.3: Aus A1 gleich “r C 571”7 und
aus A2 gleich “s~t C r”
folgt via GleichheitsAxiom: r=s"
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20-16. Falls f eine Funktion ist, so dass fiir alle @ € E die Gleichung a = f(«)
besteht, dann ist die Eldentitét eine TeilKlasse von f:

20-16(Satz)
Es gelte:

—) f Funktion.

) Va:(a € E)= (a=f(a)).

Dann folgt “idg C f7.
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Beweis 20-16
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2: Aus Themal“( € idg”
folgt via 20-9:

3.1: Aus2“...Q e E”
folgt via Element Axiom:

3.2: Aus 2“...Q€ E” und
aus —) “Va: (€ E) = (a=
folgt:

4.1: Aus 3.2“Q = f(Q)” und
aus 3.1“€) Menge”
folgt:

4.2: Aus 3.2“Q = f(Q)”
folgt via PaarAxiom I:

5.1: Aus 4.1 f(Q) Menge”
folgt via 17-5:

5.2: Aus 2“...0=(2,Q2)...” und
aus 4.2“(Q,Q) = (Q, f(2))”
folgt:

6: Aus —) “ f Funktion” und
aus 5.1 € dom f”
folgt via 18-22:

7: Aus 5.2“5 = (Q, f(Q))” und
aus 6“ (9, f(Q) € f7
folgt:

30 (6= (Q,9) A (2 € E).

fla))”

(2,9) = (2, F(2)).

0 € idg.

2 Menge.

f(£2) Menge.

Q € dom f.

B = ().

(2, () € .

el

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

VB (B eidg) = (B € f).

idp C f.
U
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20-17. Wenn fiir eine Funktion f fiir alle a aus ihrem Definitions-Bereich die
Gleichung o = f(«) gilt, dann ist f gleich der (dom f)Identitiit:

20-17(Satz)
Es gelte:

—) f Funktion.

—) Va: (a €domf) = (a = f(a)).

Dann folgt “f = idgom ¢ 7.
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Beweis 20-17

Bef.

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal.1“( € f”
folgt via 18-25:
Q0 (8= (2, f(2)) A (2 € dom f).

3.1: Aus 2“...Q € dom f” und
aus —) “Va : (a € dom f) = (a = f(a))”
folgt: Q= f(Q).

3.2: Aus 2“...Q €dom f”
folgt via 20-9: (2,9Q) € idgom -

4: Aus 3.1“Q = f(Q)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,Q) = (2, f(2)).

5: Aus 2“...0=(, f(Q))...” und
aus 4“(9,Q) = (2, f(Q))”
folgt: g =(2,0).

6: Aus 5“5 =(Q,Q)” und
aus 3.2 (€, Q) € idgom f”

folgt: b e iddomf-
Ergo Themal.1: VB (B e f)= (0 € iddomf)-
Konsequenz via 0-2(Def): Al| “f Clidgom¢”

1.2: Aus —)“ f Funktion” und
aus —) “Va: (o € dom f) = (a = f(a))”
folgt via 20-16: idgom ¢ C f.

2: Aus A1 gleich “ f Cidgoms” und
aus 1.2%idgom f € f7
folgt via GleichheitsAxiom: f = iddom ¢-
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20-18. Wird eine Funktion g auf E durch eine Funktion f “invertiert” , dann ist
die Eldentitét eine TeilKlasse von f o g:

20-18(Satz)
Es gelte:

—) f Funktion.

—) g Funktion.

) Va:(a€E) = (a=f(g(a))).

Dann folgt “idg C fog”.




286 MENGENLEHRE #20

Beweis 20-18

1.1: Aus —) “ f Funktion” und
aus —) “ g Funktion”

folgt via 18-46: A1l ¢ f o g Funktion”
GeE.

3.1: Aus —) “ f Funktion” und
aus —) “ ¢ Funktion”

folgt via 18-46: (fog)(B)= f(g(B)).

3.2: Aus Themal.2“3 € E” und
aus —) “Va: (e € E) = (a= f(g(a)))”
folgt: B=f(g(B))-

4: Aus 3.2“0 = f(g(B))” und
aus 3.1%(f o g)(5) = f(9(0))”

folgt: B=(fog)0)
Ergo Themal.2: VB:(BEE)= (B=(fog)B)):
Konsequenz: A2| “VB:(BEE)= (B=(fog)B))”

1.3: Aus Al gleich “ f o g Funktion” und

aus A2 gleich “V@: (B € E)= (6= (fog)(B))”
folgt via 20-16: idg C fog.
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20-19. Wenn fiir zwei Funktionen f,g fiir alle @« € dom (f o g) die Gleichung
a = (f o g)(«) besteht, dann ist f o g die (dom (f o g))Identitiit:

20-19(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) g Funktion.
—) Va:(a€dom(foyg)) = (a

fg(a))).

Dann folgt “f o g = iddom (foq) -

Beweis 20-19

1.1: Aus —)“ f Funktion” und
aus —) “ g Funktion”

folgt via 18-46: f o g Funktion.

3 € dom (fog).
2.1: Aus Themal.2“( € dom(fog)” und

aus —) “Va: (e dom(fog)) = (o= f(9(a))”

folgt: B=f(g9(B))
2.2: Aus —) “ f Funktion” und

aus —) “ ¢ Funktion”

folgt via 18-46: (fo9)(B) = f(9(B))

3: Aus 2.1“8 = f(g(f))” und
aus 2.2%(f o g)(8) = f(9(8))”
folgt: B=(fog)0B)

Ergo Themal.2:

AL} “VB:(Bedom(fog))= (B=(fog)B))”

2: Aus 1.1“ f o g Funktion” und

aus Al gleich “V3: (8 € dom(f o

folgt via 20-17:

9)) = (B=(fc9)B)”

f °cg= iddom (fog)-

O
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20-20. Die Aussagen von 20-14 iiber 2! oz und iiber Identitéiten kénnen unter
Zusatzvoraussetzungen an x - x soll Relation oder Funktion sein - ausgedehnt
werden:

20-20(Satz)
a) Aus “f Funktion” folgt “f o f~' =idun;”.

b) Aus “r Relation” und “r or=t Cidg” folgt “r Funktion”.

Beweis 20-20 a) VS gleich f Funktion.
1.1: Aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 18-18(Def): f Relation.
1.2: Aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 18-19: f~1 injektiv.
2.1: Aus 1.1“f Relation”
folgt via 13-3: f=(H"
2.2: Aus 1.2¢ f~! injektiv”
folgt via 20-14: (S o ft = iddom (f-1)-
3: fofil 2:1 (fil)ilofil 2i2iddom(ffl) 11;7 idranf-
4: Aus 3
folgt: foft=idans
b) VS gleich (r Relation) A (ror~! Cidp).
1: Aus VS gleich “r Relation ... "
folgt via 13-3: r=(r-1)~L
2: Aus 147 = (r~1)~!” und
aus VS gleich “...ror ! Cidg”
folgt: (r-H)lort Cidg.

3: Aus 2“(r ) tor t Cidg”
folgt via 20-14: r~1 injektiv.

4: Aus VS gleich “r Relation...” und
aus 3“r~! injektiv”
folgt via 18-19: r Funktion.

O
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f:D— B.
yl{-}]-

AuswahlAxiom.

Ersterstellung: 11/10/05 Letzte Anderung: 21/04/11
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21-1. Mit “f : D — B” wird eine der Standardnotationen der Mathematik in
die Essays eingefiihrt:

21-1(Definition)

“f: D — B7” genau dann, wenn gilt:

f Funktion.

dom f = D.

ran f C B.
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21-2. Falls f : D — B, dann ist B eine TeilKlasse von ran f. Speziell gilt f :
D — B also auch, wenn - unter anderem - B gleich dem Bild-Bereich von f ist:

21-2(Satz)

Es gelte:
—) f Funktion.
—) dom f = D.
—) ran f = B.

Dann folgt “f : D — B”.

Beweis 21-2

1: Aus =) “ranf =B”
folgt via 0-6: ran f C B.

2: Aus =) “ f Funktion”,
aus —) “dom f = D” und
aus 1“ran f C B”
folgt via 21-1(Def): f:D— B.
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21-3. Mit Hilfe der Notation f : D — B ergibt sich das folgende “Funktions-
Kriterium” , aus dem insbesondere hervorgeht, dass sich jede Funktion f via
D = dom f und B = ran f die Klassen D, B in der Notation “ f : D — B” “selbst
erschafft” :

21-3(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) f Funktion.
ii) f:dom f —ranf.

Beweis 21-3 VS gleich f Funktion.

Aus VS gleich “ f Funktion” ,
aus “dom f = dom f” und
aus “ran f =ran f”

folgt via 21-2: f:dom f —ran f.
VS gleich f:domf —ran f.
Aus VS gleich “f:dom f —ran f”

folgt via 21-1(Def): f Funktion.

O
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21-4. Falls f : D — B und falls x € D, dann ist f(z) ein Element von B:

21-4(Satz)

Aus “f : D — B”und “x € D” folgt “f(x) € B”.

Beweis 21-4 VS gleich (f:D— B)AN(ze€D).

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

2: Aus1“...domf=D...7
und aus VS gleich “...x € D”

folgt: x € dom f.
3: Aus 1“ f Funktion ...” und

aus 2“z € dom f”

folgt via 18-22: f(z) €ranf.

4: Aus 3“f(x) €ranf” und
aus 1“...ranf C B”
folgt via 0-4: f(z) € B.
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21-5. Im folgenden Satz wird die Mehrdeutigkeit von “B” in der Notation “ f :
D — B” thematisiert:

21-5(Satz)

Aus “f : D — B”und “B CW"”folgt “f : D — W"”.

Beweis 21-5 VS gleich (f:D—B)AN(BCW).

1:

Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

: Aus1“...ranf C B” und

aus VS gleich “...BCW?7
folgt via 0-6: ran f C W.

: Aus 1“ f Funktion ... ”,

aus 1“...domf=D...” und
aus 2“ran f CW?7
folgt via 21-1(Def): f:D—W.
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21-6. Die Bedeutung des folgenden, an sich wenig bemerkenswerten Satzes liegt
darin, in spéateren Beweisen verkiirzend zu wirken:

21-6(Satz)
Es gelte:

—) f:D— B.

—) B=ranf.
Dann folgt:

a) dom(f') = B.

b) ran(f~1) = D.
Beweis 21-6
1: Aus =)“f:D — B~
folgt via 21-1(Def): dom f = D.
2.1: Via 11-7 gilt: dom (f~!) =ran f.
2.2: Via 11-7 gilt: ran (f~1) = dom f.

3.a): Aus 2.1“dom (f~!)=ranf” und
aus —) “B =ran f”
folgt: dom (f71)

I
@

3.b): Aus 2.2%ran (f7') =dom f” und
aus 1“dom f=D"
folgt: ran (f~1)

[
S
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21-7. In der Notation “ f : D — B” bleibt der Bild-Bereich von f bis auf ran f C
B verborgen. Wenn also Interesse an ran f besteht und f : D — B bekannt ist,
bleibt B C ran f nachzuweisen:

21-7(Satz)
Es gelte:
—) f:D— B.
—) B Cranf.
Dann folgt “B =ran f7.

Beweis 21-7

1: Aus »“f: D — B”
folgt via 21-1(Def): ran f C B.

2: Aus =) “B Cranf” und
aus 1“ran f C B”
folgt via GleichheitsAxiom: B =ranf.
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21-8. Ein Moglichkeit, sich unter der Voraussetzung f : D — B Klarheit iiber
den Bild-Bereich von f zu verschaffen besteht geméss folgendem Satzes darin,
nachzuweisen, dass jedes a € B Bild einer Klasse ) unter f ist:

21-8(Satz)
Es gelte:

—) f:D— B.

—) Va:(a€ B)= (IQ:a = f(Q)).
Dann folgt “B =ran f”.

Beweis 21-8
1: Aus > “f: D — B”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (ran f C B).
2: Aus 1“ f Funktion ..."” und
aus —) “Va: (a€ B) = (IQ: a = f(Q2))”
folgt via 18-23: B Cranf.

3: Aus2“B Cran f” und
aus 1“...ranf C B”
folgt via GleichheitsAxiom: B =ranf.

O
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21-9. Falls f : D — Bund g : C — A, dann sind f, g Funktionen, also ist
auch f o g eine Funktion und da via 14-6 die Klassen dom (f o g) und ran (f o g)
spezifiziert werden kénnen, ergibt sich der folgende Satz:

21-9(Satz)
Es gelte:

) f:D—B.

—) g:C — A.
Dann folgt:

a) fog:g '[D]— B.

b) fog:g '[D] — flrang].

c) fog:g7'[D]— flA].
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Beweis 21-9

1.

2.

3.a):

3.b):

4.c):

1:

4

Aus =)“f: D — B”
folgt via 21-1(Def):

Aus =) “g:C — A7

folgt via 21-1(Def):

: Via 14-6 gilt:
: Via 14-6 gilt:
: Via 14-6 gilt:

: Aus 1.1 f Funktion ... " und

7

aus 1.2“¢g Funktion. ..
folgt via 18-46:

: Aus 1.3“dom (f o g) = g ![dom f]” und

aus 1.1“...domf=D...”7
folgt:

: Aus 1.4%ran(fog) Cran f” und

aus 1.1“...ranf C B”
folgt via 0-6:

Aus 1.2%. ..rang C A”
folgt via 8-9:

Aus 2.1 f o g Funktion” ,

aus 2.2“dom (fog) = ¢ [D]” und
aus 2.3“ran(fog) C B”

folgt via 21-1(Def):

Aus 2.1 f o g Funktion” ,

aus 2.2“dom (fog) = ¢ [D]” und
aus 1.5%“ran (f o g) = f[rang]”

folgt via 21-2:

Aus 3.b)“fog:g '[D] — flrang]” und
aus 2.4 flrang| C f[A]”
folgt via 21-5:
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(f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

(g Funktion) A (rang C A).

dom (fog) = g~'[dom f].

ran (fog) Cranf.

ran (f o g) = f[rang].

f o g Funktion.

dom (f o g) =g~ '[D].

ran(fog) C B.

flrang] € f[A].

fog:g7'[D]— B.

fog:g D] — flrang].

fog:g7'[D] — flA].
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21-10. Im folgenden Satz wird der Frage nachgegangen, unter welchen Voraus-
setzungen aus f : D — B und g : C' — A die Aussage fog : C — B folgt.
Hinreichend hierfiir ist f : D — B und g : C' — D - hier tritt “ D” zweimal auf -
oder f:D— Bund g:C — Amit AC D:

21-10(Satz)
Es gelte:

—) f:D — B.

g:C—D.

—) oder

“g:C — A’und “AC D”.

Dann folgt “fog:C — B”.
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Beweis 21-10

1:

2.1:

2.2:

2.3:

Nach —) gilt: (g:C—=D)V((g:C—= A ANACD)).

Fallunterscheidung‘

g:C—D.
(9:C— A)A(AC D).

Aus 1.1.Fall“g:C — A” und
aus 1.1.Fall“...AC D’
folgt via 21-5: g:C — D.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “g:C — D”

Aus Al gleich “g:C — D7
folgt via 21-1(Def): domg =C.

Aus Al gleich “g:C — D7
folgt via 21-1(Def): rang C D.

Aus =) “f: D — B” und
aus Al gleich “g: C — D”

folgt via 21-9: fog:g'[D] — B.
: Aus 2.2rang C D”
folgt via 2-10: DNrang =rang.
g D] Y= gD nrang] £ g trang] Y= domg E C.
: Aus 2.3“fog: g D] — B” und
aus 4“g'[D]=...=C"
folgt: fog:C— B.

O
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21-11. Wenn f : D — B, g : C — A und wenn fiir alle & € D die Gleichung
f(a) = g(a) besteht, dann ist f die Einschrénkung von g auf D = dom f und
somit eine TeilKlasse von g und es gilt ran f C BN A sowie ran f C BNrang, so
dass f: D — BN Aund f: D — BnNrang folgt. Die Beweis-Reihenfolge ist a)
-b)-e)-c)-d)-g) - )

21-11(Satz)
Es gelte:
—) f:D— B.
—) g:C — A.
=) Va:(ae D)= (f(a) = g(a)).
Dann folgt:
a) f Einschrinkung von g auf D.
b) fCy.
c) DCC.
d) ranf C BN A.
e) ranf C BNrang.
f) f:D— BnNA.

g) f:D— BNrang.
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Beweis 21-11

1.1:

1.2:

4.a):

4.b):

6.1:

6.2:

6.e):

Aus =) “g:C — A”
folgt via 21-1(Def): (g Funktion) A (domg = C) A (rang C A).

Aus =) “f: D — B”
folgt via 21-1(Def): (f Fuktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

: Aus =) “Va: (e € D)= (f(a) =g(a))” und

aus 1.2“...domf=D...”

folgt: Va: (a € dom f) = (f(a) = g(a)).
: Aus 1.1“¢g Funktion...”,

aus 1.2 f Funktion...” und

aus 2“Va : (e € dom f) = (f(a) = g(a))”

folgt via 18-47: f Einschrénkung von ¢ auf dom f.

Aus 3“ f Einschriankung von g auf dom f” und
aus 1.2“...domf=D...”7
folgt: f Einschrinkung von ¢ auf D.

Aus 3“ f Einschréankung von g auf dom f”
folgt via 15-3: fCuyg.

c Aus4.b)“f C g7

folgt via 7-10: (dom f C domg) A (ran f C rang).

Aus 1.2“. ..domf=D...” und
aus 5“dom f C domg”
folgt: D C domyg.

Aus 5¢...ranf Crang” und
aus 1.1“...rang C A”
folgt via 0-6: ran f C A.

Aus 1.2“. ..ranf C B” und
aus 5“...ran f Crang”
folgt via 2-12: ran f C B Nrang.
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Beweis 21-11 ...

7.c):

7.d4):

7.8):

8.f):

Aus 6.1“D C domg” und
aus 1.1“...domg=C"..."
folgt:

Aus 1.2“. ..ranf C B” und
aus 6.2“ran f C A”
folgt via 2-12:

Aus 1.2° f Funktion...”,

aus 1.2“...domf=D...” und
aus 6.e))“ran f C BNrang”
folgt via 21-1(Def):

Aus 1.2° f Funktion...”,

aus 1.2“...domf=D...” und
aus 7.d) “ran f C BN A”

folgt via 21-1(Def):

MENGENLEHRE #21

ran f C BN A.

f:D— BnNrang.

f:D— BNA.
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21-12. Wenn f : D — B und g : D — A - hier tritt “D” zweimal auf - und
wenn fiir alle « € D die Gleichung f(a) = g(«) gilt, dann ist f = g und es gilt
f:D—-BNAundg: D — ANB:

21-12(Satz)
Es gelte:

—) f:D— B.

—) g: D — A

—) Ya: (a€ D)= (fla) =g(a)).
Dann folgt:

a) f=g.

b) f:D — BNA.

&) g:D— ANB.

Beweis 21-12

1: Aus »“f: D — B”,
aus —) “g: D — A” und
aus —) “Va: (a € D) = (f(a) =g(a))”
folgt via 21-11: f<g

2: Aus =) “Va: (a e D)= (fla)=g(a))”
folgt: Va: (o€ D)= (g9(a) = f(a)).

3: Aus =) “g: D — A7
aus =) “f: D — B” und
aus 2“Va : (e € D) = (g9(a) = f(a))”
folgt via 21-11: gCf.

4.a): Aus1“f Cg” und
Aus 3449 g f”
folgt via GleichheitsAxiom: f=g.
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Beweis 21-12 ...

5.1: Aus - “f:D — B”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

5.2: Aus - “g: D — A”
folgt via 21-1(Def): (g Funktion) A (domg = D) A (rang C A).

5.3: Ausd4.a)“f=g"
folgt: ran f =rang.

6.1: Aus 5.3“ran f =rang” und
aus 5.1“...ranf C B”
folgt: rang C B.

6.2: Aus 5.3“ran f =rang” und
aus 5.2“...rang C A”
folgt: ran f C A.

7.1: Aus5.1“...ranf C B” und
aus 6.2“ran f C A”
folgt via 2-12: ran f C BN A.

7.2: Aus5.2“...rang C A” und
aus 6.1“rang C B”
folgt via 2-12: rang C AN B.

8.b): Aus 5.1% f Funktion...”,
aus 5.1“...domf=D...” und
aus 7.1“ran f C BN A”
folgt via 21-1(Def): f:D— BnNA.

8.c): Aus 5.2“¢g Funktion...”,
aus 5.2“...domg=D ...
aus 7.2“rang C AN B”
folgt via 21-1(Def): g:D— ANB.

2

und
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21-13. Die Notation “f : D — B” wird nun auf die bereits eingefiihrten Funk-
tionen 0, zog und idg angewendet. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b) - e) -
d):

21-13(Satz)
a) 0:0—0.
b) zo:U — {0}.
c) zop: E — {0}.
d) id: U —U.
e) idg: F— F.

Beweis 21-13 a)

1.1: Via 18-51 gilt: 0 Funktion.
1.2: Via 7-11 gilt: dom0 = 0.
1.3: Via 7-11 gilt: ran(0 = 0.

2: Aus 1.1“0 Funktion” ,
aus 1.2dom0 =0" und
aus 1.3“ran0=0"

folgt via 21-2: 0:0—0.
c)
1: Via 20-5 gilt: (zog Funktion) A (dom (zog) = E) A (ran (zog) C {0}).
2: Aus 1“zog Funktion ... ",
aus 1“...dom (zog) = E'...” und
aus 1“...ran (zog) C {0}”
folgt via 21-1(Def): zop : £ — {0}.
b)
1.1: Via des bereits bewiesenen c) gilt: zoy : U — {0}.
1.2: Via 20-1(Def) gilt: z0 = zoy.

)

2: Aus 1.2“zo = zoy” und
aus 1.1%zoy : U — {0}”
folgt: zo:U — {0}.



308

Beweis 21-13 ...

e)

1:

2:

d)

1.1:

1.2:

MENGENLEHRE #21

Via 20-11 gilt: (idg Funktion) A (dom (idg) = E) A (ran (idg) = E).

Aus 1“idg Funktion ... 7,

aus 1“...dom (idg) = F...” und
aus 1“...ran (idg) = E”

folgt via 21-2:

Via des bereits bewiesenen e) gilt:

Via 20-7(Def) gilt:

: Aus 1.2%id =idy” und

aus 1.1%dy : U — U
folgt:

idg : ' — F.

idy U — U.
id = idy.

d: U —U.
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21-14. Mit dem folgenden Satz werden mit fog C idg und go f C idp hinrei-
chende Bedingungen fiir Funktionen f: D — B und g : B — D gegeben, so dass

g=ftund f =g ! gilt:

21-14(Satz)
Es gelte:
—) f:D— B.
—) g: B—D.
—) fogCidp.
—) go fCidp.
Dann folgt:
a) g=fL

b) f=g"'

Beweis 21-14

1.1: Aus =) “g: B— D’
folgt via 21-1(Def):

1.2: Aus =) “g: B— D’
folgt via 21-1(Def):

1.3: Aus—=)“f: D — B”
folgt via 21-1(Def):

1.4: Aus =) “f: D — B’
folgt via 21-1(Def):

1.5: Aus =) “g: B— D’
folgt via 21-1(Def):

g Funktion

rang C D.

dom f = D.

ran f C B.

domg = B.
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Beweis 21-14 ...

2.1: Aus 1.1%¢g Funktion”
folgt via 18-18(Def):

2.2: Aus 1.5“domg = B"
folgt:

2.3: Aus 1.3“dom f = D"
folgt:

3.1: Aus 2.2“B =domg”
folgt via 0-6:

3.2: Aus 2.3“D =dom f”
folgt via 0-6:

4.1: Aus1.2“rang C D” und
aus 3.2“D C dom f”
folgt:

4.2: Aus1.4“ran f C B” und
aus 3.1“B Cdomg”
folgt:

5.a): Aus 2.1“g Relation” ,
aus 4.1“rang C D Cdom f”,
aus 4.2“ran f C B Cdomg”,
aus —)“fog Cidg” und
aus —) “go f Cidp”
folgt via 20-15:

6.1: Aus ) “f:D — B”
folgt via 21-1(Def):

6.2: Aus5.a)“g= f1”
folgt:

7: Aus 6.1“ f Funktion”
folgt via 18-18(Def):

8: Aus 7 f Relation”
folgt via 13-3:

9.b): Aus8“f = (f"1)"1” und
aus 6.2“9_1 — (f—l)—l ”
folgt:
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g Relation.

B =domg.

D =dom f.

B C domg.

D C dom f.

rang C D C dom f.

ran f C B C domg.

g=f"

f Funktion.
g ="
f Relation.
f=0u"
f=g"
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21-15. Nun wird unter anderem die Klasse y[{.}] eingefiihrt. Wie sich spéter
herausstellt, ist y[{.}] eine Funktion, die jeder Menge p, fiir die y[{p}] eine Menge
ist, die Menge y[{p}] zuordnet. Die anderen Klassen sind Definitions- oder Bild-
Bereich von y[{.}] oder sind die Einschrankung von y[{.} auf z oder Definitions-
oder Bild-Bereich dieser Einschriankung. Genaueres wird hierzu im Laufe dieses
Essays entwickelt. Geeignete Einschrankungen von y[{.}] spielen beim Beweis des
BijektionsLemmas - siche #23 - eine Rolle. Einige Aussagen in diesem Essay
Vorbereitungen dieses Beweises:

21-15(Definition)
1) 21.0(y) = {w: yl{w}] €U},
2) 21.1(E,y) ={y[{\}] : A€ E}
— {w: (30 (2 € B) A (w = yl{))}.
3) 21.2(E,y) = {(Ay[{M}) : A € E}
— {w: (30 (€ B) A w = (Qy[{)}.

4) yl{ ]
=21.3(y) = {w: (32:w = (Qy[{2])}.
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21-16. Es folgt ein Kriterium fiir p € {w : y[{w}] € U}:

21-16(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
1) pefw:y{wl U}

ii) “p Menge”und “y[{p}] Menge”.

21-15(Def) {w: y[{w}] € U}.

Beweis 21-16 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p € {w: y[{w}] e U}”
folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “p € {w: y[{w}] e U}”
folgt:

2: Aus 1.2“y[{p} eU”
folgt via Element Axiom:

3: Aus 1.1“p Menge” und
aus 2“y[{p}] Menge”
folgt:

US gleich

1: Aus VS gleich “...y[{p}] Menge”
folgt via 0-19:

2: Aus 1“y[{p}] €U und
aus VS gleich “p Menge. ..
folgt:

7

p€f{w:yl{wil eU}.

p Menge.

yl{r}l €U.

y[{p}] Menge.

(p Menge) A (y[{p}] Menge).

(p Menge) A (y[{p}] Menge).

y[{r} €U.

p € {w:yl{wi] eu}.
U



#21 MENGENLEHRE

313

21-17. Falls p eine Menge mit p ¢ domy ist, dann folgt y[{p}] = 0 und da 0 eine
Menge ist, folgt via 21-16 fiir Mengen p die Aussage p € {w : y[{w}] € U}:

21-17(Satz)

a) Aus “p ¢ domy” folgt “y[{p}] = 0"und “y[{p}] Menge”.

b) Aus “p Menge” und “p ¢ domy” folgt “p € {w : y[{w} € U}”.

21-15(Def) {w: y[{w}] € U}.

Beweis 21-17 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p ¢ domy”
folgt via 9-20:

: Via 0/ Axiom gilt:

: Aus 1“y[{p}] =0" und

aus 2“0 Menge”
folgt:

: Aus 1 und

aus 3
folgt:

b) VS gleich

1:

2:

Aus VS gleich “...p ¢ domy”

folgt via des bereits bewiesenen a):

29

Aus VS gleich “p Menge...” und
aus 1“y[{p}| Menge”

folgt via 21-16:

p ¢ domy.
y[{p} =0.

0 Menge.

y[{p}] Menge.

(y[{p}] = 0) A (y[{p}] Menge).

(p Menge) A (p ¢ domy).

y[{p}] Menge.

p € {w:yl{wil eU}.
O
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21-18. In vielen Fillen ist {w : y[{w}] € U} eine Unmenge:

21-18(Satz)
a) (domy) C {w:y[{w}] € U}.
b) Aus “(domy)® Unmenge” folgt “{w : y[{w}] € U} Unmenge”.
c) Aus “domy Menge” folgt “{w : y[{w}] € U} Unmenge”.

d) Aus “y Menge” folgt “{w : y[{w}] € U} Unmenge”.

21-15(Def) {w: y[{w}] € U}.
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o € (domy)“.
2.1: Aus Themal“«a € (domy)®”
folgt via Element Axiom: o Menge.
2.2: Aus Themal“a € (domy)¢”
folgt via 3-2: a ¢ domy.
3: Aus 2.1“a Menge” und
aus 2.2« ¢ domy”
folgt via 21-17: a€{w:y[{w} e U}.
Ergo Themal: Va: (a € (domy)%) = (a € {w: y[{w}] € U}.
Konsequenz via 0-2(Def): (domy)¢ C {w: y[{w}] € U}.

b) VS gleich

(domy)¢ Unmenge.

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (domy)¢ C {w: y[{w}] e U}.

2: Aus 1% (domy)¢ C {w : y[{w}] €U}’ und
aus VS gleich “(domy)¢ Unmenge”
folgt via 0-T7:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “domy Menge”
folgt via 3-6:

2: Aus 1“(domy)¢ Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen b):

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “y Menge”
folgt via domran Axiom:

2: Aus 1“domy Menge”
folgt via des bereits bewiesenen c):

{w

cy[{w}] € U} Unmenge.

domy Menge.
(dom y)¢ Unmenge.

: y[{w}] € U} Unmenge.

y Menge.
domy Menge.

: y[{w}] € U} Unmenge.
U
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21-19. Wenn y[{a}] fiir alle & € F eine Menge ist, dann ist F eine TeilKlasse
von {w : y[{w}] € U}:

21-19(Satz)

Aus NYa : (a € E) = (y[{a}] Menge)” folgt “E C {w : y[{w}] € U}”.

21-15(Def) {w: y[{w}] € U}.

Beweis 21-19 VS gleich Va: (a € E) = (y[{a}] Menge).
BEE.
2.1: Aus Themal“( € E”
folgt via Element Axiom: £ Menge.

2.2: Aus Themal“( € E” und
aus VS gleich “Va : (o € E) = (y[{a}] Menge)”
folgt: y[{5}] Menge.

3: Aus 2.1“3 Menge” und
aus 2.2“y[{5}] Menge”

folgt via 21-16: B ed{w:y[{w} e U}.
Ergo Themal: Vi (BeE)= (B e{w:yl{w} €U}).
Konsequenz via 0-2(Def): E CH{w:y[{w}] e U}.

O
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21-20. Als Vorbereitung fiir Spéteres folgt ein Kriterium fiir
“pe EN{w:y[{w} eU}”:

21-20(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) pe Enfw:y[{w}] e U}.
ii) “p € E”und “y[{p}] Menge”.

21-15(Def) {w: y[{w}] € U}.

Beweis 21-20 VS gleich pe€ En{w:yl{w}] eU}.
1: Aus VS gleich “p e En{w:y[{w}] e U}”
folgt via 2-2: (pe E)N(pe{w:y[{w} elU}).
2: Aus1“...pe{w:y[{w} eU}”
folgt via 21-16: y[{p}] Menge.
3: Aus1“pe E...”7 und
aus 2
folgt: (p € E) A (y[{pr}] Menge).
VS gleich (p € E) A (y[{p}] Menge).
1: Aus VS gleich “pe E...”
folgt via Element Axiom: p Menge.

2: Aus 1“p Menge” und
aus VS gleich “...y[{p}] Menge”
folgt via 21-16: p € {w:y[{w}] e U}.

3: Aus VS gleich “pe E...” und
aus 2“p € {w : y[{w}l e U}”
folgt via 2-2: pe€ En{w:y[{w} e U}.

O
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21-21. Es folgt eine Aussage iiber Elemente von {y[{\}]: A € E}:

21-21(Satz)
Es gelte:

—) w e {y[{I}]: A€ E}.
Dann gibt es 2 so dass gilt:
e.1) w=y[{Q}]

e.2) Qek.

e.3) y[{Q}] Menge.

21-15(Def) {y[{\}] : \ € E}.
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Beweis 21-21

1.1:

1.2:

Aus =) “w € {y[{ \}]: A e £}
folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus =) “w € {y[{I\}]: A€ E}” und
aus “ (YN A € B} = {w: (301 (9 € B) A (w = y[{2}))}"
folgt: we{w: (3N : (Q e E)A(w=y[{Q}])}.

s Aus 1.2 e{w: (3N (Qe E)A (w=y[{Q}])}”

folgt: A0 : (2 e E)A(w=y[{Q}]).

: Aus 2“. . w =y[{Q}]” und

aus 1.1“w Menge”

folgt: y[{Q2}] Menge.
: Aus 2¢dQ...7

aus 2“...w = y[{Q}]”,

aus 2“...Q e E...” und

aus 3“y[{Q}] Menge”

folgt: 3Q:
w = y[{Q}]

N Qel

A yl{Q}] Menge.
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21-22. Es folgt eine hinreichende Bedingung fiir “y[{p}] € {y[{\}] : A € E}":

21-22(Satz)

Aus “p € E”und “y[{p}] Menge” folgt “y[{p}] € {y[{\}]: A€ E}".

21-15(Def) {y[{\}]: A € E}.

Beweis 21-22 VS gleich (p € E) A (y[{p}] Menge).

1: Aus VS gleich “pe E...”
folgt: dp:pekFE.

2: Aus 1“dp:p€ E” und
aus “y[{p}] = y[{p}]”
folgt: Ip: (p € B) A(yl{p}] = yl{p}]).

3: Aus 2“Jp: (p € E) A (y[{p}] = y[{p}])” und
aus VS gleich “...y[{p}] Menge”

folgt: yipl € {w: (302 (2 € E) A (w = y[{Q}))}-

4: Aus 3“y[{p} €{w: (3N : (Q € E)A (w=y[{Q}]))}” und
aus “{w: (I : (2 e E)A (w0 =y[{Q])} = {y{A}]: A € E}
folgt: y{pil e {yl{A}] - A € B}

O
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21-23. Jedes Element aus {y[{\}] : A € E} ist eine TeilKlasse von y[FE] und
in weiterer Folge eine TeilKlasse von rany, siehe ab). Konsequenter Weise ist
{y[{A}] : A € E} eine TeilKlasse von P(y[E]) und von von P(rany), siche cd):

21-23(Satz)
a) Aus “w € {y[{\}]: A € B} folgt “w C y[E]”.
b) Aus “w e {y[{\}]: \ € E}” folgt “w C rany” .
o) {y[{A}: A e E} CPy[E]).
) {y{A}]: A€ E} C P(rany).

21-15(Def) {y[{\}]: \ € E}.




322 MENGENLEHRE #21

Beweis 21-23 ab) VS gleich w e {y[{\}]: A€ E}.

1: Aus VS gleich “w € {y[{A\}] : A € E}”

folgt via 21-21: A0 (w=y[{QU)AN(QeEE).
2: Aus1“... Qe E”

folgt via 1-8: {Q} CE.
3: Aus 2¢{Q} C E”

folgt via 8-9: y[{2}] C ylE].

4.a): Aus1“...w=y[{Q}]...”7 und

aus 3“y[{Q}] C y[E]”

folgt: w C y[E].
5: Via 8-10 gilt: y[E] Crany.

6.b): Aus 4.a)“w C y[E]” und
aus 5“y[E] Crany”

folgt via 0-6: w C rany.

c)

a € {yl{\]: A€ B}

Aus Themal“a € {y[{\}]: A € E}”

folgt via des bereits bewiesenen a): a Cy[E].
Ergo Themal: Va: (a € {y[{\}]: X € E}) = (a C y[E)).
Konsequenz via 0-29: {y[{\}] : A € E} CP(y[E]).
d)

o€ {y[{\}]: A e B}

Aus Themal“a € {y[{A\}]: A € E}”

folgt via des bereits bewiesenen b): a Crany.
Ergo Themal: Va: (a e {y[{A}]: A€ E}) = (a Crany).
Konsequenz via 0-29: {y[{A}] : A € E} C P(rany).

O
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21-24. Falls p € E\domy, dann ist y[{p}] = 0 ein Element von {y[{\}] : A € E'}.
Es folgt: falls 0 # E \ domy, dann 0 € {y[{\}]: A € E}:

21-24(Satz)
a) Aus “pe E\ domy”

folgt “y[{p}] = 07und “y[{p}] € {y[{\}]: A € E}”
und “0 € {y[{\}] : A€ E}”.

b) Aus “0# E\ domy” folgt “0 € {y[{\}]: A€ E}”.

21-15(Def) {y[{\}]: X € E}.
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Beweis 21-24 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p € E'\ domy”
folgt via 5-3:

: Aus 1“...p ¢ domy”

folgt via 9-20:

: Via OU/ Axiom gilt:

: Aus 2“y[{p}] =0" und

aus 3“0 Menge”
folgt:

: Aus 1“pe E...7 und

aus 4“y[{p}] Menge”
folgt via 21-22:

: Aus 2“y[{p}] =0" und

aus 5°y[{p}] € {y{A}]: A e E}”
folgt:

: Aus 2,

aus 5 und
aus 6
folgt:

b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “0 # E\ domy”
folgt via 0-20:

: Aus 1¢...Q € F\domy”
folgt via des bereits bewiesenen a):

A

MENGENLEHRE #21
p € E\ domy.

(p € E)A(p ¢ domy).
y[{p}] = 0.

0 Menge.

y[{p}] Menge.

y{pil e {yl{A}] - A € B}

0e {y[{A)]: e E).

yl{p} =0

y[{p}] € {y{A}]: A € E}
A 0e{y[{A}: X e E}.

0+# E \ domy.

0 :Q e E\ domy.

0e {y[{A}]: e E).
O
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21-25. Nun folgt eine Aussage iiber Elemente von {(\,y[{\}]) : A € E}:

21-25(Satz)
Es gelte:

=) we{(Ay[{A}]) : A e E}.
Dann gibt es Q, so dass gilt:
e.1) w=(Q,y[{Q}]).
e.2) Qe k.
e.3) y[{Q}] Menge.

21-15(Def) {(A\, y[{\}]): \ € E}.
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Beweis 21-25

1.1:

1.2:

Aus =) “w e {(\y[{ \}]): A e E}?
folgt via Element Axiom: w Menge.
Aus =) “w e {(\,y[{A}]) : A€ E}” und
HA WM A e By ={w: (30 (Q € E) A (w = (2, y[{Q2}])}
folgt: we{w: (AN : (L e E)A (w=(2,y[{Q}])))}
P Aus 1. 1w e{w: (3Q: (Q € E)A (w=(Quy[{2]))}”
folgt: 0 : (2 e E)A(w=(Q,y[{Q})]).
:Aus 24w = (Q,y[{Q}])” und
aus 1.1%w Menge”
folgt: (Q, y[{Q}]) Menge.
0 Aus 3“(92,y[{2}]) Menge”
folgt via Paar Axiom II: y[{Q2}] Menge.
: Aus 2¢dQ...7
aus 2“...w = (Qy[{Q}])7,
aus 2“...Q € E...” und
aus 4“y[{Q}] Menge”
folgt: 3Q:
w = (92, y[{Q}])
N Qel

A yl{Q}] Menge.
U
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21-26. Es folgt ein Kriterium fqr (p,q) € {(\,y[{A\}]) : A € E}:

21-26(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dqqivalent:
1 (pg) e {0 yl{A}) - A e B}
ii) “pe E7und “q=y[{p}]"und “y[{p}] Menge”.

21-15(Def) {(\,y[{\}]): A € E}.

Beweis 21-26 VS gleich (p,q) € {(\ y[{r}]) : A € E}.

1.

1: Aus VS gleich “(p,q) € {(\,y[{\}]) : A€ E}”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

.2: Aus VS gleich “(p,q) € {(\,y[{\}]) : A€ E}”

folgt via 21-24: A0 ((p,q) = (Q,y[{Q}]) A (Q € E) A (y[{Q2}] Menge).

2: Aus 1.2 .. (p,q) = (Q,y[{Q2}])...” und
aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP: (p=Q)A(qg=y[{Q}]).

1 Aus 2p=0Q...7 und

aus 1.2¢... Qe E...7
folgt: peEE.

20 Aus2“p=0Q...7

folgt: yl{p}] = y[{Q}].

1 Aus 24 g =y[{Q}]” und

aus 3.2°y[{p}] = y[{0})"
s ¢ = vl{p}]

.20 Aus 3.2%y[{p}] = y[{Q}]” und

aus 1.2“. .. y[{Q}] Menge”
folgt: y[{p}] Menge.

5: Aus 3.1,
aus 4.1 und
aus 4.2

folgt: (p € E) A (¢ =yl{r}]) A (y[{p}] Menge).
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Beweis 21-26 VS gleich  (p € E) A (g =vy[{p}]) A (y[{p}] Menge).

1.1: Aus VS gleich “pe E...”

folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “pe E...”

folgt: dp:pekFE.
1.3: Aus VS gleich “...¢ =y[{p}]...” und

aus VS gleich “...y[{p}] Menge”

folgt: q Menge.

1.4: Aus VS gleich “...q =y[{p}]...”
folgt via PaarAxiom I: (p,q) = (p,y[{pr}).

2.1: Aus 1.1%“p Menge” und
aus 1.3“q Menge”
folgt via Paar Axiom II: (p, q) Menge.

2.2: Aus 1.2“dp:p€e E” und

aus 1.4%(p,q) = (p,y[{p})”
folgt: Ip:(p € E)A((p,0) = (p,y[{p}]))-

3: Aus 2.29p: (pe E) A ((p,q) = (p,y[{p}]))” und
aus 2.1 (p,q) Menge”

fols: (hq) € fw: (B2 (2 € B) A (w = (2 yH{}))}.
(

4: Aus 3“(p,q) €{w: (3N : (Q € E)A (w = (y[{Q?}]))}” und
aus “{w: (3Q: (L€ E)A(w=(Ly{U])} ={(\y[{ }]): A€ E}
folgt: (P, q) € {(Ayl{A}]) - A € B

O
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21-27. Im folgenden Satz wird Einiges iiber Elemente von y[{.}] ausgesagt:

21-27(Satz)
Es gelte:

Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) w=(Q,y[{Q2}]).

e.2) Q Menge.

e.3) y[{Q}] Menge.

=) w e y[{.}]

Beweis 21-27

1.1:

1

L2:

Aus =) “w € y[{.}]”
folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus 1.1%w € y[{.}]” und

aus “y[{.}] = {w: (32w = (Qy[{])}"
folgt: we{w: (32 :w=(Qy[{Q}))}

D Aus 1.2%w €{w: (30w = (Qy[{Q}])}”

folgt: 30w = (Q,y[{Q2}]).

: Aus 24w = (Q,y[{Q}])” und

aus 1.1“w Menge”

folgt: (2, y[{2}]) Menge.
: Aus 3“(92,y[{2}]) Menge”

folgt via PaarAxiom I: (€2 Menge) A (y[{S2}] Menge).
: Aus 24307

aus 2“...w = (Qy[{Q}])”,

aus 4“Q Menge. .. ” und

aus 4“...y[{Q}] Menge”

folgt: e

w = (2, y[{Q2}])
A Q Menge
A yl{Q}] Menge.



330 MENGENLEHRE #21

21-28. Im folgenden Satz wird ein Kriterium dafiir formuliert, dass ein geordnetes
Paar ein Element von y[{.}] ist:

21-28(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

1) (p.g) € yl{-}]-
ii) “p Menge” und “q = y[{p}|”und “y[{p}] Menge”.

Beweis 21-28 VS gleich (p,q) € y[{.}]-
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € y[{.}]”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € y[{.}]”
folgt via 21-27:

32 ((p, @) = (2, y[{2}])) A (2 Menge) A (y[{€2}] Menge).

2: Aus 1.2“...(p,q) = (2, y[{2}])...” und
aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP: (p=) A (¢ =y[{Q2}]).

3.1: Aus2“p=0Q...”7 und
aus 1.2“...Q Menge...”

folgt: p Menge.
3.2: Aus 2“p=0Q...7

folgt: yl{p}] = y[{Q}].
4.1: Aus 2“...¢=y[{Q}]” und

aus 3.2y [{p}] = y[{Q2}]”

folgt: q=y[{r}

4.2: Aus 1.2“. .. y[{Q}] Menge” und

aus 3.2“y[{p}] = y[{Q}]”
folgt: y[{p}] Menge.

5: Aus 3.1,
aus 4.1 und
aus 4.2

folgt: (p Menge) A (¢ = y[{p}]) A (y[{p}] Menge).
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Beweis 21-28

VS gleich (p Menge) A (¢ = y[{p}]) A (y[{p}] Menge).
1.1: Aus VS gleich “p Menge...”
folgt: Jp : p Menge.
1.2: Aus VS gleich “...q¢ =y[{p}]...” und
aus VS gleich “...y[{p}] Menge”
folgt: q Menge.
1.3: Aus VS gleich “...q =vy[{p}]...”
folgt via PaarAxiom I: (p,q) = (p,y[{pr}).
2.1: Aus VS gleich “p Menge...” und
aus 1.2%q Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p, q) Menge.
2.2: Aus1.1“dp...” und
aus 1.3%(p, q) = (p,y[{p})”
folgt: I (p,q) = (p.y[{p}])-
3: Aus 2.2%3p: (p.q) = (p,y[{p}]))” und
aus 2.1“(p,q) Menge”
folgt: (p,q) € {w: (32: w = (L y[{N])}
4: Aus 3“(p,q) € {w: (IQ :w = (2,y[{2}]))}” und

aus “fw: (32w = (Qy{Q])} = y[{.}]”
folgt: (p, @) € y[{-}]-

O
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21-29. Aus 21-28 folgt schnell ein Kriterium fiir “(p,y[{p}]) € y[{.}]”. Der
kurze Beweis deutet an, dass der Erkenntnisgewinn hinter 21-28 eher gering ist.
Die Bedeutung jetzigen Satzes liegt in der Abkiirzung, die durch seinen Einsatz
in weiteren Beweisen erzielt werden kann:

21-29(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

1 (p,yl{pil) € yl{-}]-
ii) “p Menge” und “y[{p}| Menge”.

Beweis 21-29 VS gleich (p,y[{r}]) € y[{-}.
Aus V8 gleich “(p, y[{p}]) € y[{.}]"

folgt via 21-28: (p Menge) A (y[{p}] Menge).
VS gleich (p Menge) A (y[{p}] Menge).

Aus VS gleich “p Menge. .. ",
aus “y[{p}] = y[{p}]” und
aus VS gleich “...y[{p}] Menge”

folgt via 21-28: (p, y[{r}) € y[{-}].
O
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21-30. Geméf folgendem Satz ist y[{.}] eine Funktion mit Definitions-Bereich=

{w : y[{w}] € U} und Bild-Bereich= {y[{\}] : A € U}. AuBerdem ist der
Bild-Bereich von y[{.}] eine TeilKlasse von rany. Falls x € dom (y[{.}]), dann

y{-3(@) = yl{z}]:

21-30(Satz)
a) y[{.}] Funktion.
b) dom (y[{.}]) = {w: y{w}] € U}.
o) ran (y[{.}]) = {y[{\}] : A e U}
) y[{H Awy{wl] et = {y{A} - A e U}
e) yl{.}] :{w:y[{w}] € U} — P(rany).
£) Aus “p € dom (y[{.}]) " folgt “y[{-}](p) = y[{p}]”-

21-15(Def) {w: y[{w}] e U} und {y[{\}] : A e U}.
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Beweis 21-30 a)
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2: Aus Themal.1“a € y[{.}]”
folgt via 21-27:

3: Aus 2“...Q Menge...” und
aus 2“. .. y[{Q}] Menge”

4: Aus 2“. . .a=(Q,y[{Q}])...” und
aus 3“(Q,y[{Q}]) eU xU”

20+ (o = (2 y[{Q}])) A (2 Menge) A (y{2}] Menge).

folgt via 6-8: (Qy[{Q}]) eU xU.

acyl{.}].

folgt: aceUxU.
Ergo Themal.1: Va: (aeyl{.}]) = (e €U xU).
Konsequenz via 0-2(Def): yl{.}] CU xU.

Konsequenz via 10-1(Def):

A1| “y[{.}] Relation”

2.1: Aus Themal.2“(«,3) € y[{.}]”
folgt via 21-28:

2.2: Aus Themal.2“(a,v) € y[{.}]”
folgt via 21-28:

3: Aus 2.1“F =y[{a}]” und

aus 2.2y = y[{a}]”
folgt:

(e, ) € yl{-3) A (@, 7) € yl{3])-

B =y[{a}].
v =y[{a}].
=7

Ergo Themal.2:

A2| “Va, 3,7 : (((a, 8) € y[{-}]) A (@

) €yl{ ) = (B=7)"

1.3: Aus A1 gleich “y[{.}] Relation” und

aus A2 gleich “Va, 5,7 : (((o, 8) € y[{-}]) A (v,

folgt via 18-18(Def):

ey )= B=7)"

y[{.}] Funktion.
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Beweis 21-30 b)
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2.1: Aus Themal.1“«a € dom (y[{.}])
folgt via Element Axiom:

2.2: Aus Themal.l“«a € dom (y[{.}])
folgt via 7-2:

3: Aus 2.2 .. (o, Q) e y[{.}]”
folgt via 21-28:

4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“y[{a}] Menge”
folgt via 21-16:

a & dom (y[{.}]).

7
a Menge.

7

30 (o, Q) € y[{.}].

y[{a}] Menge.

a€{w:y[{w} e U}.

Ergo Themal.1: Va: (a €

dom (y[{ }])) = (o € {w: y[{w}] € U}).

Konsequenz via 0-2(Def):

ALl “dom (y[{.}]) C{w:y[{w}] € U}~
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folgt via 21-16:

folgt via 21-29:

folgt via 7-5:

2.1: Aus Themal.2“«a € {w: y[{w}] e U}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.2“«a € {w: y[{w}] e U}”

3: Aus 2.1“a Menge” und
aus 2.2“y[{a}] Menge”

4: Aus 3% (o, y[{a}]) € y[{.}]”

a € {w:y[{w} e U}.

y[{a}] Menge.

(o, y{ed]) € y[{-}]-

a &€ dom (y[{.}]).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € {w: y[{w}] € U}) = (a € dom (y[{.}])).

A2 o yl{wd] e U} € dom (y[{3])”

1.3: Aus A1 gleich “dom (y[{.}]) C {w : y[{w}] €e U}” und
aus A2 gleich “{w : y[{w}] € U} C dom (y[{.}])”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (y[{.}]) = {w : y[{w}] € U}.
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Beweis 21-30 ¢)

o € ran (y[{ ).
2: Aus Themal.1“«a € ran(y[{.}])”
folgt via 7-4: 30 (2, a) € y[{.}].

3: Aus 2¢...(Q,a) e y[{.}]”
folgt via 21-28:
(€2 Menge) A (o = y[{€2}]) A (y[{€2}] Menge).

4: Aus 3“Q) Menge...”
folgt via 0-19: Qel.

5: Aus 4“Q e lU” und
aus 3“...y[{Q2}] Menge”

folgt via 21-22: y[{Q} € {y[{\} - A e U},
6: Aus 3“...a=y[{Q}]...” und
aus 5“y[{Q}] € {y[{A}]: A e U}”
folgt: a e {y[{A}: A eU}.
Ergo Themal.1: Va: (a€ran(y[{.}])) = (a € {y[{A\}] : A e U}).

Konsequenz via 0-2(Def): A1 “ran(y[{.}]) S {y[{r\}]: A eU}”
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Beweis 21-30 c) ...

o (yl{\]: A eu.

2: Aus Themal.2“«a € {y[{\}] : A eU}”
folgt via 21-21:
50+ (o = yl{2)]) A (9 € U) A (41{0}] Menge)

3.1: Aus 2“...a=y[{Q}]...”
folgt via Paar Axiom I: (Q,a) = (2, y[{Q}]).

3.2: Aus2“...QelU...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

4: Aus 3.2“Q) Menge” und
aus 2“...y[{Q2}] Menge”
folgt via 21-29: (Q,y[{2}]) € y[{-}].

5: Aus 3.1(Q,a) = (Q,y[{Q}])” und
aus 4% (2, y[{Q}]) € y[{.}]”

folgt: (€2, a) € y[{.}].
6: Aus 5“(Q,a) € y[{.}]”
folgt via 7-5: a € ran (y[{.}]).
Ergo Themal.?2: Va: (a € {y[{\}]: A elU}) = (o €ran(y[{.}]).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “A{y[{A}:xelU} Cran(y[{.}])”

1.3: Aus A1 gleich “ran (y[{.}]) C{y[{ \}] : A € U}” und
aus A2 gleich “{y[{\}] : A e U} Cran (y[{.}])”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (y[{.}]) = {y[{\}] : A e U}.
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Beweis 21-30 de)

1.1:
1.2:
1.3:

2.4):

Via des bereits bewiesenen a) gilt: y[{.}] Funktion.
Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (y[{.}]) = {w : y[{w}] € U}.
Via des bereits bewiesenen c) gilt: ran (y[{.}]) = {y[{\}] : A e U}.
Aus 1.1“y[{.}] Funktion” ,

aus 1.2“dom (y[{.}]) = {w: y[{w}] € U}” und
aus 1.3%ran (y[{.}]) = {y[{\}| : A e U}’

folgt via 21-2: yl{.}] :{w :y[{w}] e U} = {y[{ \}] : A e U}.

3: Via 21-23 gilt: {y[{A}] : A e U} C P(rany).
4.e): Aus 2.d) “y[{.}] {w :y[{w}] e U} — {y[{\}] : A e U}” und
aus 3“{y[{\} : A eU} C P(rany)”
folgt via 21-5: yl{.}]  {w : y[{w}] e U} — P(rany).
f) VS gleich p € dom (y[{.}]).

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (y[{.}]) = {w : y[{w}] € U}.
2: Aus VS gleich “p € dom (y[{.}])” und

aus 1“dom (y[{.}]) = {w : y[{w}] € U}~

folgt: pe{w:yl{w} eU}.
3: Aus 2“p e {w :y[{w}] e U}”

folgt via 21-16: (p Menge) A (y[{p} Menge).
4: Aus 3“p Menge...” und

aus 3“...y[{p}] Menge”

folgt via 21-29: (p,y[{r}]) € y[{-}.
5: Via des bereits bewiesenen a) gilt: y[{.}] Funktion.
6: Aus 5“y[{.}] Funktion” und

aus 4° (p, y[{p}]) € yl{.}]”

folgt via 18-20: y[{r} = y[{- H(®).
7: Aus 6

folgt: y[{-}(p) = y[{p}]-

O
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21-31. Das Bild von E unter y[{.}] ist {y[{\}] : A € E}:

21-31(Satz)

yH{HE] = {yl{A)] - A € B

21-15(Def) {y[{\}]: X € E}.

Beweis 21-31

o € y[{ }[E).
2: Aus Themal.1“«a € y[{.}][E]”
folgt via 8-T7: A0 (e E)A((Q,a) € y[{.}]).

3: Aus 2“...(Qa) e y[{.}]”
folgt via 21-28: (a=y[{Q}) A (y[{2}] Menge).

4: Aus2“...Qe E...” und
aus 3“...y[{Q2}] Menge”

folgt via 21-22: y[{Q}] € {y[{\}] : A € E}.
5: Aus 3“a =y[{Q2}]...” und
aus 4“y[{Q}] € {y[{A}]: A e E}7
folgt: a € {y[{A}]: A€ E}.
Ergo Themal.1: Va: (a e y[{.}[E]) = (a € {y{I}]: A € E}).

Konsequenz via 0-2(Def): At “y[{.}[E] C{y[{ }] : A e B}
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Beweis 21-31 ...

o€ (yl{A}]: h e BY.

2:

Aus Themal.2“a € {y[{\}]: A € E}”
folgt via 21-21:
30 - (0 = yl{Q) A (Q € B) A (41{2}] Menge).

3: Aus2“.. Qe FE...7
folgt via Element Axiom: 2 Menge.
4: Aus 3“2 Menge” und
aus 2“. .. y[{Q2}] Menge”
folgt via 21-28: (Q,y[{2}]) € y[{-}]-
5: Aus 4“(Q,y[{Q}]) € y[{.}]” und
aus 2“...Q e E...7
folgt via 8-8: y[{}] € y[{ }][E].
6: Aus 2“...a=y[{Q}]...” und
aus 5“y[{Q}] € y[{.}][E]”
folgt: a € y[{.}[E].
Ergo Themal.2: Va: (a e {y[{A}]: A€ E} = (a € y[{.}[E]).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{y[{r}]: A€ E} Cy[{.}][E]”

1.3: Aus A1 gleich “y[{.}|[E] C {y[{ \}]: A € E}” und
aus A2 gleich “{y[{\}] : A € E} Cy[{.}|[E]”
folgt via GleichheitsAxiom: yl{ Y[E] = {y[{ \}] : A € E}.

O
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21-32. Die in 21-15(Def) eingefiihrte Klasse {(A, y[{\}]) : A € E} ist die Ein-
schrankung von y[{.}] auf E:

21-32(Satz)

{\ y[{A}]) : XA € E} Einschrinkung von y[{.}] auf E.

21-15(Def) {(\,y[{\}]): A € E}.
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Beweis 21-32

a € {0yl A€ B},
1: Aus Themal.1“a € {(\,y[{\}]) : A€ E}”

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

folgt via 21-25:
30 (o = (@ y[{QH) A (2 € E) A (5[{2)] Menge).

Aus 1¢.. Qe FE...7
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

Aus 1¢.. . y[{Q}] Menge”
folgt via 0-19: y{Q} el.

Aus 2.1“Q Menge” und
aus 1“...y[{Q2}] Menge”
folgt via 21-29: (Q,y[{}]) € y[{-}]-

Aus 1“...Q € E...” und
aus 2.2“y[{Q} e U”
folgt via 6-6: (Q,y[{Q2}]) € E x U.

: Aus 3.14(Q,y[{Q}]) € y[{.}]” und

aus 3.2 (Qy[{Q}]) e ExU”
folgt via 2-2: (Q,y[{Q}]) e y[{.}] N (E x U).

D Aus 1Y La = (Qy[{Q}])...7 und

aus 4% (2, y[{Q}]) € y[{.}} N (E xU)”
folgt: acy[{.}]N(ExU).

Ergo Themal. 1:
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Va: (a e {(\y[{A ) : A€ E}) = (aey[{.}]N(ExU).

Konsequenz via 0-2(Def): AL “{Ny[{A}]) A e EY Cyl{}n(ExU)”
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Beweis 21-32 ...

o e yl{}n (B x ).
1: Aus Themal.2“a € y[{.}]N(E x U)”
folgt via 2-2: (aey[{.})N(ax€ExU).
2: Aus 1“acy[{.}...”

folgt via 21-27:
32 (a = (2, y[{Q}]) A (y[{2}] Menge).

: Aus 24 La = (Q,y[{Q}])...” und
u77

aus 1“...a € E x
folgt: (Q,y[{Q2}]) € E x U.

0 Aus 3¢“(Qy[{Q}]) e ExU”

folgt via 6-6: Qek.

: Aus 4“Q e E7

aus “y[{Q2}] = y[{©2}]” und
aus 2“...y[{Q}] Menge”

folgt via 21-25: (Q,y[{Q}]) € {Ny[{A}]) : A € E}.

D Aus 2“. . La = (Qy[{Q}])...7 und

aus 5% (2, y[{Q}]) € {(Ay[{A}]) - A € E}7
folgt: ac{(\y[{ }]): A€ E}.

Ergo Themal.2:

Va: (e ey[{ N (ExU)) = (ae{Ayl[{A}]): A€ E}).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “y[{.}N(ExU) CT{(\y[{r}]): A e E}”

1.3: Aus A1 gleich “{(\,y[{A\}]): A€ E} Cy[{.}]N(E xU)” und
aus A2 gleich “y[{.}]N(E xU) C{(\,y[{A}]): A€ E}”
folgt via GleichheitsAxiom:  {(A\,y[{\}]): A € E} =y[{.}] N (E xU).

2:

Aus 1.3“{(\,y[{A}) : A e E} =y[{.}]N(E xU)”
folgt via 15-1(Def):

{(\ y[{A}]) : A € E} Einschriankung von y[{.}] auf E.

O
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21-33. Zusammenstellung von Eigenschaften von f, wenn f die Einschriankung

von y[{.}] auf E, also gleich {\,y[{\}]) : A\ € E} ist:

21-33(Satz)
Es gelte:
) f Binschrinkung von y[{.}] auf E.
Dann folgt:
a) [={(\y[{A}]): A€ E}
b) f Funktion.
¢) dom f = EN {w: y[{w}] € U}.
d) ran f={y{A}]: A € E}.
o) f:EN{w:y[{w} eU} = {y[{r}]: A€ E}
£) f:En{w:yl{w} €U} — PylE).
g) [ En{w:y[{w} €U} — P(rany).
) Aus “x € dom f7 folgt “f(x) = y[{z}]”.

21-15(Def) {w: y[{w}] €e U} und {y[{\}] : X € E}.

Beweis 21-33 a)

1: Via 21-32 gilt: {\ y[{A}]) : A € E} Einschriankung von y[{.}] auf E.

2: Aus —) “ f Einschrankung von y[{.}] auf E” und
aus 1“{(\,y[{A}]) : A € E} Einschriankung von y[{.}] auf E”
folgt via 15-2: fF={\yl{r\}]) : A e E}.

b)
1: Via 21-30 gilt: y[{.}] Funktion.

2: Aus 1“y[{.}] Funktion” und
aus —) “ f Einschrankung von y[{.}] auf E”
folgt via 18-47: f Funktion.
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Beweis 21-33 cd)

1.1:

1.2:

2.1:
2.2:

3.c):

3.d):

efg)
1.1:

1.2:

1.3:

2.e):

2.1:
2.2:

3.f):

Aus —) ¢ f Einschrankung von y[{.}] auf E”

folgt via 15-6: dom f = ENdom (y[{.}]).
Aus —) “ f Einschrankung von y[{.}] auf E”

folgt via 15-6: ran f = y[{.}][E].
Via 21-30 gilt: dom (y[{.}]) = {w: y{w}] € U}.
Via 21-31 gilt: yl{-HIE] = {yv[{\}] : A € E}.

Aus 1“dom f = ENndom (y[{.}])” und

aus 2.1“dom (y[{.}]) = {w : y[{w}] e U}”
folgt: dom f = EN{w:y[{w}] € U}.

Aus 1¢...ran f = y[{.}|][E]” und

aus 2.2y [{ }][E] = {y[{A}] - A € B}7
folgt: ran f = {y[{\}] : A € E}.

Aus —) ¢ f Einschrankung von y[{.}] auf E”
folgt via des bereits bewiesenen b): f Funktion.

Aus —) ¢ f Einschrankung von y[{.}] auf E”
folgt via des bereits bewiesenen c): dom f = ENn{w:y[{w}] € U}.

Aus —) “ f Einschrankung von y[{.}] auf £
folgt via des bereits bewiesenen d): ran f = {y[{\}] : A € E}.

Aus 1.1¢ f Funktion” ,
aus 1.2“dom f = EN{w : y[{w}] € U}” und
aus 1.3“ran f = {y[{\}]: A € E}”

folgt via 21-2: frEn{w:y{w} eU} — {y[{ \}]: A e E}.
Via 21-23 gilt: {y[{\}] : X € E} CP(y[E]).
Via 21-23 gilt: {y[{A}] : A € E} C P(rany).

Aus2.e)“f: En{w:y[{w} eU} — {y[{\}]: A€ E}” und
aus 2. 1“Qy[{ A} : A € E} C P(y[E])”
folgt via 21-5: f:En{w:yl{w} e} — P(y[E]).

s Aus2.e)“f En{w i y[{w} €U} — {y{A}] : A € E}” und

aus 2.2°{y[{A}] : A € E} C P(rany)”
folgt via 21-5: f:En{w:yl{w} eUU} — P(rany).
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Beweis 21-33 h) VS gleich x € dom f.

1:

3:

4:

Aus —) “ f Einschrankung von y[{.}] auf £” und
aus VS gleich “x € dom f”

folgt via ES: (z € dom (y[{.}])) A (f(z) = y[{-}(2)).
Aus 2“z € dom (y[{.}])...”
folgt via 21-30: y[{-}(z) = y[{z}].

Aus 2“. .. f(x) = y[{.}](x)” und
aus 3“y[{.}](x) = y[{x}]”
folgt: f(@) = y[{z}].

O
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21-34. In dem in Kiirze erscheinenden AuswahlAxiom spielen Funktionen eine
Rolle, die den Wert 0 nicht annehmen. Nicht nur vor diesem Hintergrund ist der
folgende Satz von Interesse:

21-34(Satz)
Es gelte:
—) [ Einschrinkung von y[{.}| auf E.

—) x € domy.

Dann folgt “0 # f(x)”.

Beweis 21-34

1: Aus =) “x € domy”
folgt via 9-19: 0 # y[{z}].

2: Es gilt: (x € dom f) V (z ¢ dom f).

Fallunterscheidung‘

v € dom f.

3: Aus =) “ f Einschrinkung von y[{.}] auf E” und

aus 2.1.Fall“zx € dom f”

folgt via 21-33: f(@) = y[{z}].
4: Aus 1“0 # y[{z}]” und

aus 3* f(z) = y[{=}]”

folgt: 0# f(x).

2.2.Fall x ¢ dom f.
3.1: Aus 2.2.Fall“z ¢ dom f”

folgt via 17-4: flx)=U.

3.2: Via 0-18 gilt: 0#U.

4: Aus 3.2“0#U” und
aus 3.1“f(z) =U"
folgt: 0+# f(x).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0# f(x).
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21-35. Der Definitions-Bereich der Einschréankung f von y[{.}] auf E nimmt
in jenen Fillen, in denen fiir alle « € E die Klasse y[{a}]| eine Menge ist mit
dom f = E besonders einfache Form an:

21-35(Satz)
Es gelte:
—) f Binschrinkung von y[{.}] auf E.
—) Vo (a € E) = (y[{a}] Menge).
Dann folgt:
a) dom f = E.
b) f:E—A{y[{A}]: e E}.
&) f:E — PylE]).
d) f:E— P(rany).
&) Aus “z € E”folgt “f(z) = y[{z}]”.

21-15(Def) {y[{\}]: X € E}.

Beweis 21-35 abcd)

21-15(Def) {w : y[{w}] € U}.

1.1: Aus —)“ f Einschrankung von y[{.}] auf E”
folgt via 21-33: dom f = En{w:yl{w} € U}

AN frEn{w:yl{w}l et} — {y[{\}]: A€ E}
A frEn{w:yl{wl] e} — PylE)
A frEn{w:y[{w}] eU} — P(rany).

1.2: Aus =) “Va: (a € E) = (y[{a}] Menge)”
folgt via 21-19: E CH{w:y[{w}] e U}.
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Beweis 21-35 abcd) ...

2: Aus 1.2“FE C{w : y[{w} e U}”
folgt via 2-10: En{w:y[{w} eU} =FE.

3.a): Aus 2“FEN{w:y[{w} €U} =E” und
aus 1.1dom f = EN{w:y{w}] e U}...”
folgt: domf =F.

3.b): Aus 2“FEN{w:y[{w} €U} =E” und
aus 1.1“. .. f: En{w:y[{w}] eU} = {y[{\}] : A€ E}...”
folgt: fE—={y[{\}]: e E}.

3.¢): Aus 2“FEN{w:y[{w} €U} =E” und
aus 1.1“. .. f: EN{w : y{w}] eU} — P[E])...”
folgt: [+ E— P(ylE)).

3.d): Aus 2“EN{w:y[{w} €U} =E” und
aus 1.1“. .. f: EN{w: y{w}] €U} — P(rany)...”
folgt: f:E— P(rany).

h) VS gleich rxekF.

1: Aus —) “ f Einschrankung von y[{.}] auf £” und
aus —) “Va : (a € FE) = (y[{a}] Menge)”
folgt via des bereits bewiesenen a): dom f = FE.

2: Aus VS gleich “z € 7 und
aus 1“dom f = E”
folgt: x € dom f.

3: Aus —) “ f Einschrankung von y[{.}] auf E” und
aus 2“z € dom f”
folgt via 21-33: f(z) = y[{z}].
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21-36. Nun wird 21-34 fiir die Relation invers zu y adaptiert. Das jetzige Resul-
tat geht iiber ein blosses Ersetzen von “y” durch “y~1” in 21-34 hinaus, indem
“dom (y~1)” via 11-7 durch “rany” ersetzt wird:

21-36(Satz)

Es gelte:
—) g Einschrinkung von y~'[{.}] auf E.
—) T €rany.

Dann folgt “0 # g(x)”.

Beweis 21-36
1: Via 11-7 gilt: rany = dom (y~1).

2: Aus =) “z €rany” und
aus 1“rany = dom (y=1)”
folgt: r € dom (y71).

3: Aus —) “g Einschrinkung von y~'[{.}] auf E” und
aus 2“z € dom (y~')”
folgt via 21-34: 0 # g(z).
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21-37. Nun wird 21-35 fiir die Relation invers zu y adaptiert. Das jetzige Resul-
tat geht nur in d) iiber ein blosses Ersetzen von “y” durch “y~!” in 21-35 hinaus,
indem in d) “ran (y~')” via 11-7 durch “domy” ersetzt wird. Klarer Weise stellt
sich die Frage nach der Rechtfertigung, eine derlei einfache Adaption eines be-
reits bewiesenen Resultats in die Essays aufzunehmen. Diese Frage wird durch
einfacheres Zitieren an spiterer Stelle beantwortet:

21-37(Satz)
Es gelte:
) ¢ Binschrinkung von y~'[{.}] auf E.
—) Va: (o € E) = (y~[{a}] Menge).
Dann folgt:
a) domg=E.
p) g: E— {y'[{A\}: A€ E}.
&) g: E— Py '[E)).
d) g: E — P(domy).

e) Aus “xz € E” folgt “g(x) =y '[{x}]”.

21-15(Def) {y~'[{\}]: \ € E}.

Beweis 21-37 abcd)

1.a): Aus —)“g Einschrinkung von y[{.}] auf £” und
aus —) “Va : (o € FE) = (y~'[{a}] Menge)”
folgt via 21-35: domg = E.

1.b): Aus —) “g Einschréinkung von y~'[{.}] auf £” und
aus —) “Va : (o € FE) = (y~'[{a}] Menge)”
folgt via 21-35: g: E—{y ' [{\}]: N € E}.

1.¢): Aus —) “g Einschréinkung von y~'[{.}] auf £” und
aus —) “Va : (o € FE) = (y~'[{a}] Menge)”
folgt via 21-35: g: E— Py 'E]).
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Beweis 21-37 abcd) ...

1.1: Aus —) “g Einschriankung von y~![{.}] auf E” und
aus —) “Va : (o € E) = (y~'[{a}] Menge)”
folgt via 21-35: g: E— P(ran(y™1)).

2: Via 11-7 gilt: ran (y~!) = domy.

3.d): Aus1.1%g: EF — P(ran(y~!))” und
aus 2“ran (y~!) = domy”
folgt: g: E — P(domy).

e) VS gleich rxekF.

Aus —) “g Einschrinkung von y~1[{.}] auf E”,

aus —) “Va : (o € E) = (y '[{a}] Menge)” und

aus VS gleich “x € E7”

folgt via 21-35: g(z) =y 1 [{z}].
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AuswahlAxiom. Mit der hier vorliegenden Version des AuswahlAxioms be-
tritt eines der bekanntesten Axiome der Mathematik die Essays. Préziser gespro-
chen wird ab nun davon ausgegangen, dass es zu jeder Funktion f, die den Wert
0 nicht annimmt eine Funktion ¢ gibt, die den gleichen Definitions-Bereich wie f
hat und die jedes Element /3 aus dom f auf ein Element von f() abbildet - und
die Existenz von g ist nicht an zusétzliche “ Machtigkeits-Forderungen” an dom f
gebunden:

AuswahlAxiom

Es gelte:
—) f Funktion.
) Va:(a€domf) = (0% f(a)).
Dann gibt es g, so dass gilt:
e.1) g:dom f — [Jran f.
e.2) VB: (8 €dom f) = (9(8) € f(B)).
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21-38. Hier wird das AuswahlAxiom fiir Funktionen f : D — B re-formuliert:

21-38(Satz)
Es gelte:
) f:D— B.
) Ya:(a€ D)= (0£ fla)).
Dann gibt es g, so dass gilt:
e.1) g: D — |B.
e.2) V3: (8 € D) = (g(8) € f(B)).
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Beweis 21-38

1:

Aus =) “f: D — B”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

: Aus 1“...domf=D...” und

aus —) “Va : (e € D) = (0 # f(a))”

folgt: Va: (a € dom f) = (0 # f(«a)).
: Aus 1“...ranf C B”

folgt via 1-15: Uranf CUB.
: Aus 1 f Funktion ...” und

aus 2.1“Va : (o € dom f) = (0 # f(«a))”
folgt via AuswahlAxiom: dg :

g:domf —Jranf
A VB (B €domf) = (g(B) € f(3))

: Aus1“...domf=D...” und

aus 3“...g:domf — Jranf...”
folgt: g:D — Jranf.

: Aus1“...domf=D...” und

aus 3“...V3: (B €dom f) = (g(B) € f(B))”
folgt: VB : (B € D)= (9(8) € f(3)).

: Aus4.1“g: D — (Jran f7 und

aus 2.2“Jranf C|UB”
folgt via 21-5: g:D—|JB.

: Aus 3“dg...7

aus 5“¢g: D — JB” und

aus 4.2“V3: (B € D) = (g9(0) € f(B))”
folgt: dg :

g:D—-UB
N VB:(B€ D)= (9(B) € f(B))
]
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21-39. Nun wird das AuswahlAxiom fiir Funktionen f : D — P(z) adaptiert:

21-39(Satz)
Es gelte:
—) [:D —P(2).
) Va:(a€D)= (04 f(a)).
Dann gibt es g, so dass gilt:
e.1) g:D — 2.
e.2) V3: (8 € D)= (g(B) € /(8)).

Beweis 21-39

1: Aus =) “f: D — P(2)” und
aus =) “Va: (e € D)= (0# f(o))”
folgt via 21-38:

2: Via 1-19 gilt:

3: Aus1“...g: D —JP(2)...” und
aus 2“(JP(z) = 2”7
folgt:

4: Aus 1“dg...7,
aus 3“g: D — 2”7 und

39 :
9:D—UP(2)

A VB (BE D)= (9(B) € f(8)).
UP(z) ==

g:D —z.

aus 1“...VB: (B € D)= (g9(B) € f(B))”

folgt:

dg :

g:D—z

A VB :(B € D)= (g9(8) € f(B)).
O
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21-40. Die erste “echte” Anwendung des AuswahlAxioms bezieht sich auf die
Formulierung einer Bedingung, welche die Existenz einer Funktion f : D N
domy — rany sichert, so dass fiir alle 5 € D Ndomy die Aussage f(5) € y[{5}]
gilt:

21-40(Satz)
Es gelte:

—) Vo : (e € DNdomy) = (y[{a}] Menge).
Dann gibt es f, so dass gilt:

e.1) f:DNdomy — rany.
e.2) V3 : (B € Dndomy) = (f(6) € y[{3}]).

Beweis 21-40
1: Es gilt: 3Q : Q Einschrankung von y[{.}] auf D Ndomy.

2: Aus 1¢...Q Einschrankung von y[{.}] auf D Ndomy” und
aus —) “Va : (o € DNdomy) = (y[{a}] Menge)”

folgt via 21-35: Q:DnNdomy — P(rany).
6 € DNdomy
4: Aus Thema3.1“9 € DNdomy”
folgt via 2-2: 0 € domy.

5: Aus 1“...Q Einschrédnkung von y[{.}] auf DNdomy” und
aus 4“0 € domy”
folgt via 21-34: 0 # Q(9).

Ergo Thema3.1: A1l] “V§: (6 € DNdomy) = (0 # Q(0))”

3.2: Aus 2“Q: DNdomy — P(rany)...” und
aus Al gleich “Vé: (6 € D Ndomy) = (0 # g(0))”
folgt via 21-39:

A2| “3f : (f: DNdomy — rany)
A(Ve: (e € DNdomy) = (f(e) € Qe€)))”
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Beweis 21-40 ...

§ € Dndomy.

4.1: Aus Thema3.3“3 € D Ndomy” und
aus A2 gleich “...Ve: (e € DNdomy) = (f(e) € Qe))”

folgt: f(B) € Q(8).

4.2: Aus 1“...Q Einschrankung von y[{.}] auf D Ndomy”,
aus —) “Va : (« € D Ndomy) = (y[{a}] Menge)” und
aus Thema3.3“(3 € D Ndomy”

folgt via 21-35: Q(B) = y[{B}).

5: Aus4.1“f(6) € Q(8)” und
aus 4.2°Q(8) = y[{B}]”
folgt: f(8) € y[{B}].

Ergo Thema3.3: A3| “VB: (B € Dndomy) = (f(B) € y{B})”

3.4: Aus A2 gleich “3f...”7,
aus A2 gleich “... f: DNdomy — rany...” und

aus A3 gleich “V3: (3 € DNdomy) = (f(B) € y[{B}])”
folgt: 3f:

f:DNdomy — rany
A VB (B € Dndomy) = (f(5) € y[{A}]).

O
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21-41. Die Verhiltnisse von 21-40 vereinfachen sich im Fall “D C rany” :

21-41(Satz)
Es gelte:

—) D Cdomy.

—) Va: (a € D) = (y[{a}] Menge).
Dann gibt es f, so dass gilt:

e.1) f:D —rany.

e.2) V3 : (8 € D)= (f(B) € yl{B}]).

Beweis 21-41

1: Aus =) “D Cdomy”
folgt via 2-10: DNdomy = D.

2: Aus =) “Va: (o € D) = (y[{a}] Menge)” und
aus 1“DNdomy =D"
folgt: Va: (o € DNdomy) = (y[{a}] Menge).

3: Aus 2“Va : (« € DNdomy) = (y[{a}] Menge)”
folgt via 21-40:

Af : (f : DNdomy — rany) A (VG : (8 € DNdomy) = (f(8) € y[{A}])).

4.1: Aus3“...f: DNdomy —rany...” und
aus 1“DNdomy =D"
folgt: f:D —rany.

4.2: Aus 1“...V@: (B € Dndomy) = (f(6) € y[{F}])” und
aus 1“DNdomy =D"

folgt: V3 : (B € D)= (f(B)€y{B}]).

5: Aus 3“df...7,
aus 4.1“f: D —rany” und

aus 4.2°V3: (B € D) = (f(8) € y[{B}])”
folgt: af:

f:D —rany

N VB:(B€ D)= (f(B)€yl{B})
]



#21 MENGENLEHRE 361

21-42. Der folgende Satz ist mit “ D = domy” ein Spezialfall von 21-41:

21-42(Satz)
Es gelte:
—) Vo : (a € domy) = (y[{a}] Menge).
Dann gibt es f, so dass gilt:
e.1) f:domy — rany.
e.2) VB: (5 € domy) = (f(5) € yl{B}]).

Beweis 21-42
1: Via 0-6 gilt: domy C domy.

2: Aus 1“domy C domy” und
aus —) “Va : (a € domy) = (y[{a}] Menge)”
folgt via 21-41: 3f:

f:domy —rany
A VB (B edomy) = (f(8) € y[{B}])-
O
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(13l

21-43. Es folgt die Adaption von 21-40 fiir “y~!” an Stelle von “%” unter Einbe-
ziehung der via 11-7 giiltigen Gleichungen “dom (y~1) = rany” und “ran (y!) =
domy” :

21-43(Satz)
Es gelte:
—) Va: (o€ BNrany) = (y'[{a}] Menge).
Dann gibt es g, so dass gilt:
e.1) g: BNrany — domy.
e.2) VB: (8 € BNrany) = (9(8) € y '[{B}])-
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Beweis 21-43

1.1:

1.2:

2:

4.2:

Via 11-7 gilt: rany = dom (y~1).
Via 11-7 gilt: domy =ran(y!).
Aus 1.1%rany = dom (y~1)” und

aus —) “Va : (o« € BNrany) = (y~'[{a}] Menge)”
folgt: Va: (o € Bndom (y™1)) = (y'[{a}] Menge).

: Aus 2“Va: (o« € BNdom (y 1)) = (y '[{a}] Menge)”

folgt via 21-40: dg:
g:Bndom(y~ ') —ran(y!)
A VB (B € Bndom(y™h)) = (9(8) €y~ [{B}])-

: Aus 3“...¢g: BNndom(y~!) —ran(y~!)...” und

aus 1.1“rany = dom (y=1)”
folgt: g:BNrany —ran(y™1).

Aus 3“...V(: (B € BNdom (y~ ') = (9(8) € y '[{B}])” und
aus 1.1“rany = dom (y=1)”

folgt: V3 : (B € BNrany) = (g9(B) € y'[{B}]).

: Aus 4.1“g: BNrany —ran(y~1)” und

aus 1.2“domy =ran(y=1)”
folgt: g:BNrany — domy.

: Aus 3“dg...7,

aus 5“¢g: BNrany — domy” und

aus 4.24V@ : (8 € Bnrany) = (9(3) €y '[{B}])”
folgt: Jg:

g:BNrany — domy

A YB:(B e Bnrany) = (9(6) € y '[{B}]).
0



364

MENGENLEHRE #21

21-44. Die Verhiltnisse von 21-43 gewinnen im Fall “ B C rany” an Klarheit:

21-44(Satz)
Es gelte:

Dann gibt es g, so dass gilt:

e.1) g: B— domy.
e.2) V3:(B€B)=(9(8) € y '[{B}])-

—) B Crany.

—) Va: (a € B) = (y'[{a}] Menge).

Beweis 21-44

1

4.2:

: Aus =) “B Crany”

folgt via 2-10: BNrany = B.

: Aus =) “Va: (o € B) = (y![{a}] Menge)” und

aus 1“BNrany = B”
folgt: Va: (o € BNrany) = (y'[{a}] Menge).

: Aus 2“Va: (o € BNrany) = (y~'[{a}] Menge)”

folgt via 21-43:
dg: (g: BNrany —domy) A (VB : (B € Bnrany) = (9(8) € y~ [{5})).

: Aus 3“...g: BNrany — domy...” und

aus 2“BNrany = B”
folgt: g: B — domy.

Aus 3“...V3: (B € BNrany) = (¢(8) € y'[{B}])” und

aus 2“BNrany = B”

folgt: VB: (8 € B)=(9(8) €y [{B}]).
: Aus 3“dg...7

aus 4.1“g: B — domy” und

aus 4.2V0 : (6 € B) = (9(8) €y '[{B}])”
folgt: Jg:

g: B — domy

A VB:(BeB)= (9(B) €y '[{B}])-
]
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21-45. Der folgende Satz ist mit “ B = rany” ein Spezialfall von 21-44:

21-45(Satz)
Es gelte:
—) Va: (a €rany) = (y~'[{a}] Menge).
Dann gibt es g, so dass gilt:
e.1) g:rany — domy.
e.2) VB: (B €rany) = (9(8) € y'{B}]).

Beweis 21-45
1: Via 0-6 gilt: rany C rany.

2: Aus 1“rany Crany” und
aus —) “Va : (a € rany) = (y~![{a}] Menge)”
folgt via 21-44: dg:

g :rany — domy
N VB:(B€Erang) = (9(B) € y~'[{B}]).
O
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21-46. Wenn es sich bei der in 21-43 vorkommenden Klasse y um eine Funktion
handelt, dann erweitern sich die Schlussfolgerungen von 21-43 in dem Sinn, dass
es eine injektive Funktion g : B Nran f — dom f gibt, so dass unter anderem
fiir alle « € B Nran f die Gleichung f(g(«)) = « gilt. Dies ist im Hinblick auf
20-20, wonach aus “ f Funktion” die Gleichung “ f o f~! = id,an ;" folgt, insofern
interessant, als f~! in 20-20 keine Funktion sein muss und demnach in 20-20
die Gleichung “(fo f~')(a) = f(f~'(«)) nicht notwendiger Weise zur Verfiigung
steht:

21-46(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
—) Va: (ee Bnranf) = (f![{a}] Menge).
Dann gibt es g, so dass gilt:
e.1) g:BnNranf — dom f.
e.2) g injektiv.
e.3) VA: (B Bnranf) = (8= f(g(3):

e.4) fog=idpnran¢-

Beweis 21-46
1: Aus =) “Va: (€ BNranf) = (f~'[{a}] Menge)”
folgt via 21-43:
S9: (g Briran f — dom f)A(vy: (v € Biran f) = (g(7) € F {7 1)),
2: Aus1“...g: BNranf —domf...”
folgt via 21-1(Bef):
(g Funktion) A (domg = B Nran f) A (rang C dom f).

3: Aus1“...Vy:(ye Bnranf) = (g9(7) € f[{7}])” und
aus 2“...domg= BNranf...”

folgt: ¥y (y €domg) = (g9(v) € f {7}

4: Aus —)“f Funktion” ,
aus 2“¢g Funktion...” und

aus 3“Vy : (y € domg) = (g(7) € T [{7}])”
folgt via 19-9: g injektiv.
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Beweis 21-46. ..

feBnNranf.

6: Aus Themab5.1“(f € BNran f” und

aus 1“...Vy: (y € BNran f) = (g9(v) € f'[{7}])”
folgt: 9(8) € fH{B}

7: Aus —) “ f Funktion” und
aus 6“g(9) € f~H{B}]"

folgt via 18-21: flg(B)) =p.
8: Aus 7
folgt: B=f(g(B))-
Ergo Thema5. 1: Al “VB: (B e Bnranf)= (8= f(9(3)))”

5.2:

Aus 2“...rang C dom f”
folgt via 14-6: dom (f o g) = dom g.

: Aus 5.2“dom (f o g) = domg” und

aus 2“...domg=BNranf...”
folgt: dom (fog)=BnNranf.

: Aus Al gleich “V@: (6 € BnNranf) = (8= f(g(p)))” und

aus 6“dom (fog)=BnNranf”
folgt: V3 : (B €dom(fog)) = (8= f(9(8)))

: Aus —) “ f Funktion” |

7

aus 2“¢g Funktion ... ” und

aus 7°V(3 : (6 € dom (f o g)) = (3 = f(9(3)))”
folgt via 20-19: J 09 = iddom (foq)-

: Aus 8" f o g = idgom (fog) " und

aus 6“dom (fog)=BnNranf”
folgt: Jog=idpnrany-
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10: Aus 1“3g: (¢g: BNran f — dom f)
aus 4“g injektiv”

MENGENLEHRE #21

7
3

aus Al gleich “V@: (€ BNranf)= (8= f(9(F)))” und

aus 9“ f o g = idpnran ¢~
folgt:

A

3g:
g:BNranf — dom f

A g injektiv

VB :(BeBnranf)= (6= f(g9(8)))
A fog=idpnans-

]
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21-47. Im Fall “ B C ran f” vereinfacht sich 21-46 zu der folgenden Aussage:

21-47(Satz)
Es gelte:
—) f Punktion.
—) B Cranf.
—) Va: (o€ B) = (f'[{a}] Menge).
Bann gibt es g, so dass gilt:
e.1) g: B — domf.
e.2) g injektiv.
e.3) VG:(BeB)= (8= f(g9(8)))

e.4) fog=idg.
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Beweis 21-47

1:

4.2:

4 .3:

Aus =) “B Cran f”
folgt via 2-10: BnNran f = B.

: Aus =) “Va: (o € B) = (f'[{a}] Menge)” und

aus 1“BNranf=B"
folgt: Va: (e € BNran f) = (f~'[{a}] Menge).

: Aus —) “ f Funktion” und

aus 2“Va : (« € BNran f) = (f'[{a}] Menge)”
folgt via 21-46:
dg: (g: BNranf — dom f) A (g injektiv)
AVB: (B € Bnranf)= (8= f(9(5))))
/\(f °g= idBF‘lranf)-

: Aus 3“...g: BNranf —dom f...” und

aus 1“BNranf=B"
folgt: g: B —domf.

Aus 3“...VB: (e BnNranf)= (8= f(g(B)))...” und
aus 1“BNranf=B"

folgt: V3 : (B € B)= (8= f(9(8)))

Aus 3“... fog=idpnrans” und
aus 1“BNranf=B"
folgt: fog=idg.

: Aus 3“dg:...7,

aus 4.1“g: B — dom f7 |

2

aus 3“...g injektiv... ",

aus 4,248 (5 € B) = (8 = f(9(8)))” und
aus 4.3“fog=idg”
folgt: dg:

g: B —domf

A g injektiv

A VB (BeB)= (8= f(9(8)
AN fog=idg.

O
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21-48. Durch die Spezialisierung “ B = ran f” ergibt sich aus 21-47 der folgende
Satz:

21-48(Satz)
Es gelte:
—) f Punktion.
) Va: (a €ran f) = (f'[{a}] Menge).
Dann gibt es g, so dass gilt:
e.1) g:ranf — dom f.
e.2) g injektiv.
e.3) V3: (B eranf) = (8= f(g(8)):
e.4) fog=idun;.

Beweis 21-48
1: Via 0-6 gilt: ran f Cran f.

2: Aus —) “ f Funktion”,
aus 1“ran f Cran f” und
aus —) “Va : (a € ran f) = (f~[{a}] Menge)”
folgt via 21-47: dg:

g :ranf — dom f

A g injektiv

AN VB (Beranf)= (6= f(9(5))
N fog=idans.

U



372 Literatur Essays 0-90
e N. Dunford & J.T. Schwartz, Linear Operators. Part I: General Theory,
Wiley, 1988(6).
e H. Federer, Geometric Measure Theory, Springer, 1996.

e Th. Jech, The Axiom of Choice, North-Holland, 1973.

J. Kelley, General Topology, Springer, 1961.

A. Levy, Basic Set Theory, Springer, 1979.
e W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 1987(3).

J. Schmidt, Mengenlehre. Band 1: Grundbegriffe,
B.I. Mannheim/Wien/Ziirich, 1974(2).

e H-P. Tuschik & H. Wolter, Mathematische Logik - kurzgefasst, Bl Wis-
senschaftsverlag, 1994.



