Suite V - Die den Weg Weisende
Teil 2: Essays 326-337

Dreiecks-Ungleichung®|.|. DU*|.|.

M M

M focus inferior von FE. focinf. efocinf.
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M _focus superior von E. focsup. efocsup.
M M
M focus von E. foc. efoc.
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Equtp.
M.E M.E
(M, E)limes inferior von z in p. liminf (z,p). eliminf.
M.E M.E
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M.E M.E

(M, F)limes ordinatus von z in p. limord (x,p). elimord.
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R ist anal von ¢, x.
rflqgz.
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2 Analysis #326

Analysis: Dreiecks-Ungleichung*|.|. DU*|.|.
lz] = |yl < |z +yl gdw (z,y € B) A ((x € C) V (y € C)).
Ersterstellung: 08/02/15 Letzte Anderung: 11/02/15

326-1. Im Halbschlaf fragte ich mich wegen {p,q} = {z,y}. Vorliegendes ist
dabei zunéchst fir {p, ¢} C {z,y} herausgekommen.

326-1(Satz)
a) {p}.{q} S {p,q}.

b) Aus “p,q Menge” und “{p,q} C {z,y}”

folgt “p=q =x Menge”
oder “(p =) A(q=1y) A (z,y Menge)”
oder “(p=y) A (¢ =) A (z,y Menge)”

oder “p=q =1y Menge”.
c) Aus “p=q=zx"folgt “{p,q} C {z,y}”.
d) Aus “p=x"und “qg=1y” folgt “{p,q} C {x,y}”.
e) Aus “p=y’und “q=2z" folgt “{p,q} C{z,y}”.

f) AUS “pzq:y”folgt 4z{p7q} g {I,y}”.

Beweis 326-1 a)

1: Via 4-11 gilt: {r,q} = {p} U{q}.
2: Via 2-7 gilt: {r}.{a} € {r} U{q}.
3: Aus 1 und

aus 2

folgt: {r}{a} S {p.q}.
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Beweis 326-1 b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p... Menge. ..
folgt via 4-9:

1.2: Aus VS gleich “...q Menge. ..
folgt via 4-9:

2.1: Aus1.1“p e {p,q}” und
aus VS gleich “...{p,q} C {x,
folgt via 0-4:

2.2: Aus 1.2%g € {p,q}” und
aus VS gleich “...{p,q} C {=,
folgt via 0-4:

3.1: Aus2.1“p € {x,y}”
folgt via 94-4:

3.2: Aus 2.2%g € {z,y}”

folgt via 94-4:

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

c) VS gleich

1:
2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
3: Aus 1{p,q} = ... = {z}” und
aus 2
folgt:

7

2

y}”

y}”

(p, g Menge) A ({p, ¢} € {z,y}).

p€{p,q}-

q € {p,q}-

p€{z,y}.

q € {7, y}.

(p = = Menge) V (p = y Menge).

(¢ = x Menge) V (¢ = y Menge).

(p = ¢ = = Menge)
(p=2)AN(q=y) A (z,y Menge))
(p=1y) A (g=x) A (z,y Menge))

V' (p =q =y Menge).
p=q==1.

{p.a} Z{q.q} Z {o, 2} =" {2}
{z} C {z,y}.

{p.q} C{z,y}.



Beweis 326-1 d) VS gleich

1.1:

1.2:

2:

3:

Aus VS
folgt:

Aus VS
folgt:

= {z,y}"

Aus 2“{p,q} = ...
folgt via folk:

e) VS gleich

1.1:

1.2:

: Aus 2¢{p,q} = ...

Aus VS
folgt:

Aus VS
folgt:

={z,y}”

folgt via folk:

f) VS gleich

1:
2:

: Aus 1{p,q} =... = {y}” und

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

aus 2
folgt:

Analysis #326

q=1y.
{p,q} = {z.q} = {z,y}.
{p.q} C{z,y}.

(p=y)A(g=1).
p=y.

q=x.

p.a} E {y.q} Z {y, 2} = {2y}
{p.q} C{z,y}.

p=q=y.

p.a} E{a.a} E {y.y} =" {y}

{y} S {z,y}.

{p.q} C{z,y}.

]
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326-2. Sind p, q,x,y Mengen, so folgt aus {p, ¢} = {z,y} Erwartetes. Die Um-
kehrung kommt - wie bereits in 326-1 erschienen - ohne die Mengenforderung an

b,q,x,y aus.

326-2(Satz)

a) Aus “p,q,x,y Menge” und “{p,q} = {z,y}”
folgt “(p==1x) A (qg=1y) oder “(p=y)\(g=1x)".

b) Aus “p=z"und “qg=vy” folgt “{p,q} = {x,y}”.

c) Aus “p=y"und “p=2x” folgt “{p,q} ={x,y}”.

Beweis 326-2 a) VS gleich (p,q,x,y Menge) A ({p,q} = {z,y}).

1: Aus VS gleich “... {p,q} = {z,y}”
folgt via folk: {p.q} S{z,y}.

2: Aus VS gleich “p,q... Menge...” und
aus 1“{p,q} C {z,y}”
folgt via 326-1:
p=gq=2)V(p=2)A(g=y)V(p=y)AN(g=2)V(p=q=1y)

’Fallunterscheidung‘




Analysis #326

Beweis 326-2 a) VS gleich (p,q, z,y Menge) A ({p,q} = {z,y}).

’Fallunterscheidung‘

3.1: Aus 2.1.Fall
3.2: Aus VS gleich “...y Menge...”

4: Aus 3.2 und
aus VS gleich “...{p,q} = {z,y}”

5: Aus 4%y e {p,q}”

6: Aus 5 und
aus 2.1.Fall

7: Aus 2.1.Fall“...q= 2" und
aus 6

8: Aus 3.1 und
aus 7

p=q=u

folgt: p==x.

folgt via 4-9: y € {z,y}.

folgt: y € {p,q}.

folgt via 4-9: (y=p)V(y=aq).

folgt: Y=z

folgt: q=1y.

folgt: (p=z)N(g=y).

(p=2)A(a=y)

(p=y)N(g= ).
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Beweis 326-2 a) VS gleich (p,q,z,y Menge) A ({p,q} = {z,y}).

’Fallunterscheidung‘

2.4.Fall p=q=Yy.
3.1: Aus 2.4.Fall

folgt: pP=y.
3.2: Aus VS gleich “...z... Menge...”

folgt via 4-9: z € {z,y}.

4: Aus 3.2 und
aus VS gleich “...{p,q} = {z,y}”
folgt: z € {p,q}.

5: Aus4“z € {p,q}”
folgt via 4-9: (x=p)V(z=q).

6: Aus 5 und
aus 2.4.Fall
folgt: T =y.

7: Aus 2.4.Fall“...q=1y" und
aus 6
folgt: r=q.

8: Aus 3.1 und
aus 7

folgt: (p=y)N(g=1).

’Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
(p=2z)A(g=y)V(p=y)A(g= 1))
(

b) VS gleich (p=2x)N(qg=1y).
1.1: Aus VS

folgt: p=2x.
1.2: Aus VS

folgt: q=1y.

2: (p,q} = {2,q} Z {a,y}.
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Beweis 326-2 c) VS gleich (p=y)A(qg=uz).
1.1: Aus VS
folgt: p=1y.
1.2: Aus VS
folgt: q=r.
. . 4-11
2: {pa} = {y.a} = {y, 2} =" {0

O
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326-3. Aus |z| = 1 folgt nicht unbedingt |z - y| = |y|.

326-3.Bemerkung

e Die Aussage

o] =1) = (| -yl = [y])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

“((lz] = 1) A (y Zahl)) = (Jz - y| = [y])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

“((zl =) A (y € B)) = (lz-yl = lyl)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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326-4. Da offenbar |v/2 : 2 +i-(v/2) : 2| = 1 gilt, kann aus |z| = 1 und y € B

nicht ohne Weiteres |z - y| = |y| folgen.

326-4.BEISPIEL Es gelte:
= r=v2:2+i-(vV2:2).

—) y = (+00) +i- (+00).

Dann folgt:
a) |z|=1.
b) y Zahl.
c) y € B.
d) |y| = +oo.
e) x-y=nan+i-(+00).
£) |x-y| = nan.

2 -yl # |yl.

A

g

RECH-Notation.
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326-5. Nachtrag: Aus |z| =1 und y € C folgt |z - y| = |y| und |y - z| = |y|. Falls

y & A, so gilt generell |z -y| = |y-z|=|z|-[y| = |y| =U.

326-5(Satz)

a) Aus “|lz| =1"und “y e C”folgt “|z-y| =y x| =

b) Aus “y & A7 folgt “lz-y| =y x| =|z| [yl =yl =U".

‘y’H.

RECH-Notation.

Beweis 326-5 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “|z| =1...” und
aus €schola“1 € R”
folgt:

1.2: Via KGM ¢gilt:

2: Aus1.1“Jz| € R”
folgt via 321-28:

3: Aus 2“2z € C” und
aus VS gleich “...y € C”
folgt via 321-19:

4.1: Aus 3 und
aus VS gleich “|z| =1...”
folgt:

4.2: Aus VS gleich “...y € C”
folgt via 321-28:

5: Aus 4.2yl e R”
folgt via AAV:

6: Aus 4.1 und
aus 5

folgt:

(le = ) A (y € ©).

|z| € R.

=yl =1y - |
z e C.
|z -yl = |z - |yl.
|z -yl =11yl
ly| € R.
Lyl =yl

|z -yl = |yl
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Beweis 326-5 b) VS gleich

1.1: Via KGM gilt:

1.2: Aus VS gleich “y ¢ A”
folgt via 96-16:

1.3: Aus VS gleich “y ¢ A”

folgt via 323-9:

3.1: Aus 2.1

folgt:

3.2: Aus 2.2

folgt:

1.2
ly - x| = U]

Analysis #326

y ¢ A

2yl =y x|

ly|=U

96-19

o] U = 2] - Jyl.

96-19

.3 .3
2] - y| Z |2 - U =0 U E Jy).

ly - x| = |z] - |y

2| - |y| = |y
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326-6. Aus x <y und —z < y folgt |z| < y.
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326-6(Satz)
a) Aus “x <y’und “—x <y’ folgt “|lx| <y”.
b) Aus “x <y’und “—x <y’ folgt “|lx| <y”.
c) Aus “x <|y|"und “—x <|y|” folgt “|z| < |y|”.

d) Aus ‘@ < |y|"und “—x < |y|” folgt “|x| < |y|”.

<-Notation.

Beweis 326-6 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “z <y...”
folgt via folk:

2: Aus 1“2z €8§”
folgt via ASZ:

3: Aus 2“2z € T”
folgt via 321-30:

’Fallunterscheidung‘

(z<y)A(—x<y).

T ES.

zeT.

(lz] = 2) v (Ja] = —x).

o] = .
Aus 3.1.Fall“|z| = 2” und

aus VS gleich “z <y...”

folgt: |z] <.
[3.2.Fa1l] o] = .
Aus 3.2.Fall“|z| = —2” und

aus VS gleich “... —x <y”

folgt: lz] <.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

lz| <.
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Beweis 326-6 b) VS gleich
1: Aus VS gleich “x < y...”
folgt via folk:

2: Aus 14z e€S”
folgt via ASZ:

3: Aus 2“2z € T”
folgt via 321-30:
’Fallunterscheidung‘

Analysis #326

(z <y) A (=2 <y).

T €S.

rzeT.

(o] = 2) v (Jz| = —=).

Aus 3.1.Fall“|z| = 2” und
aus VS gleich “z <y...”
folgt:

|z| = .

|z < y.

Aus 3.2.Fall“|z| = —2” und
aus VS gleich “... —xz <y”
folgt:

|z] = —=.

|z < y.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

c) VS gleich “(z < |y) A (—x < |y|)”
1: Aus VS gleich “(z < |y) A (—z < |y|)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

2: Via 323-19 gilt:

3: Aus 1 und
aus 2
folgt:

d) VS gleich “(z < |y|) A (—z < |y|)”
1: Aus VS gleich “(z < |y|) A (—z < |y|)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

2: Via 323-19 gilt:

3: Aus 1 und
aus 2
folgt:

|z < y.

2] < [yl

]l = lyl.

|z <yl

] < ly]l-

yll = 1yl

] < lyl.
[l
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326-7. Zumindest fir z,y € C gilt ||z| — |y|| < |z + y|. Die Beweis-Reihenfolge

ist bac).

326-7(Satz) Es gelte:
—) z,y € C.

Dann folgt:
a) |z| < |y[+ |z +y|
b) |y <[] + [z +yl.

) [z = [yl <z +yl.

<.RECH-Notation.

Beweis 326-7 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z,y € C”
folgt via ASZ:

1.2: Aus VS gleich “z,y € C”
folgt via +SZ:

1.3: Aus VS gleich “...y € C”
aus VS gleich “x... € C”
folgt via +SZ:

2.1: Aus VS gleich “...y € C”
aus 1.1%x ... Zahl”
folgt via 160-3:

2.2: Aus VS gleich “z... € C”
aus 1.1“...y Zahl”
folgt via 160-3:

3.1: Aus VS gleich “...y € C”
aus 1.3“y+2 € C”
folgt via DUJ.|:

3.2: Aus VS gleich “x... e C”

aus 1.2“c+y € C”
folgt via DUJ.|:

und

und

und

und

und

xz,y € C.

x,y Zahl.

x+yeC.

y+x e C.

—y+(y+x) ==

—z+(z+y)=y.

|~y +(y+az)| < |yl + |y -+

| =2+ (z+y)| <o+ |z +yl.
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Beweis 326-7 VS gleich

4.b):

4.2:

4 .3:

5.a):

8.c):

: Aus 3.1 und

aus 2.1
folgt:

Aus 3.2 und
aus 2.2
folgt:

Via FSA gilt:

Aus VS gleich “z,y € C”
folgt via 321-8:

Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt:

Aus4.14y| <|z|+ |r 4+ y|” und

aus 4.3“|z|... € R”
folgt via folk:

: Via FS—+ gilt:

: Aus 5.0) “|z] < |y| + |z + y|” und

aus 4.3“... |yl e R”
folgt via folk:

: Via FS—+ gilt:

: Aus 5.1 und

aus 5.2
folgt:

: Aus 6.2 und

aus 6.1
folgt:

Aus 74|z — ly| < |z +y|” und
aus 6.3“—(|z| — |y|) < |z +y|”

folgt via 326-6:

Analysis #326

z,y € C.

2| < |yl + |y + .

ly| < |z| + |z +yl.

yt+r=1x-+y.

2], ly| € R.

lz] < [yl + |z +yl.

—lz[ + 1yl < fz +yl.

= (] =y = =l=[ + [yl

=yl + 2| < [z +yl.

2] = [yl = =ly[ + [«].

— (] = lyl) < lz +yl.

lz] = ly| < |z +y|

2] = lyll < |z +yl.
[l
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326-8. Ausxr € B\ Cund y € C folgt x +y € B\ C.
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326-8(Satz)
a) Aus “x € S\R”und “y € R”folgt “x+y,y+x€S\R”.
b) Aus “x € B\ C”und “y € C” folgt “x+y,y+x€B\C”.
c) |+ oo| = +o0.

d) | — o] = +00.

RECH-Notation.
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Beweis 326-8 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “z € S\R...”
folgt via folk:

Analysis #326

(x € S\R)A (y € R).

(x € S)A (z ¢ R).

: Aus 5 und

aus 4

folgt:

: Aus 1“2z €S...”7 und
aus VS gleich “...y € R”
folgt via +SZ: r+y€ES.
. Es gilt: (z+yeR)V(r+y¢R).
’ wiFallunterscheidung
T+yER.
4: Aus 3.1.Fall“z+ye R
folgt via ASZ: x+yeC.
5: Aus4“z+yeC”
folgt via 102-3: z,y € C.
6: Aus1“z€S...” und
aus 5“z...e C”
folgt via ASZ: reR.
7: Via 1 gilt: x ¢ R.
Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “24+y ¢ R”
: Aus 2“2 4+y €S” und
aus A1 gleich “z +y ¢ R”
folgt via folk: r+yeS\R
: Via FSA gilt: y+r=x+y.

y+xreS\R
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Beweis 326-8 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “z e B\ C...”
folgt via folk:

2: Aus1“z € B...” und
aus VS gleich “...y € C”
folgt via +SZ:

19

(xeB\C)A (y € C).

(x €eB)A(x ¢ C).

r+yeB.

3: Es gilt: (z+yeC)V(r+y¢C).
’ wiFallunterscheidung
r+yeC.
4: Aus 3.1.Fall“ax+yeC
folgt via 102-3: xz,y € C.
5.1: Aus4
folgt: z e C.
5.2: Via 1 gilt: xz ¢ C.
Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “z4+y ¢ C”
4: Aus2“x+y € B” und
aus Al gleich “x 4+y ¢ C”
folgt via folk: r+yeB\C
5: Via FSA gilt: y+r=x+y.
6: Aus 5 und
aus 4
folgt: y+zeB\C
c)
1: Aus 101-7“+o00 € B” und
aus 101-5“+o00 ¢ C”
folgt via folk: +o0o € B\ C.
2: Aus 1“+o0 e B\ C”
folgt via 321-28: | + oo| = +00.
d)
| =00 | — (—o0)) M2 | 4 00] 2 0.
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326-9. Die Ungleichung ||z| — |y|| < |z + y| gilt genau dann, wenn z,y € B und
(xeC)V(yeC).

326-9(Satz) Die Aussagen 1), ii), iii) sind dquivalent:
D |z = [yl < o +yl.
ii) “z,y €B’und “(x € C)V (yeC)”.

iii) “(z€B)A(y € C)”oder “(x € C)A (y € B)”.

<.RECH-Notation.
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Beweis 326-9 VS gleich

1: Aus VS gleich “||z] — |y|| < |z +y|”
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[z = [yl < |z +yl.

folgt via folk: |z +y| €S.
2: Aus 1|z +yl €S”
folgt via 321-28: r+yeB.
3: Aus2“z+yeB”
folgt via 325-6: r,yeB
4: Es gilt: (xeC)V(yeC)V (z,y ¢ C).
’Fallunterscheidung‘
4.1.Fall (xeC)Vv(yel).
4.2 .Fall x,y ¢ C.
5.1: Aus 3“x...€B” und
aus 4.2.Fall“z... ¢ C”
folgt via folk: xeB\C.
5.2: Aus 3“...y € B” und
aus 4.2.Fall“...y ¢ C”
folgt via folk: yeB\C.
6.1: Ausb5.1“x € B\ C”
folgt via 321-28: |z] = 4o0.
6.2: Aus 5.2y e B\ C”
folgt via 321-28: ly| = +o00.
6.3: Aus VS gleich “||z| — |y|| < |z +y|”
folgt via folk: [lz| — |y|| € S.
: ‘ 7—4 -
7l = [yl = [(+00) = [yl] = |(+00) = (+00)] *E [nan| = nan.
8: Aus 6.3 und
aus 7
folgt: nan € S.
9: Via 95-11 gilt: nan ¢ S.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

(xeC)Vv(yeC).
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Beweis 326-9

VS gleich

Aus VS
folgt:

VS gleich

Analysis #326

(x,yeB)A((x €C)V (y € C)).

(xeC)N(yeB))V((xeB)A(yeC)).
(xeC)N(yeB))V((xeB)A(yeC)).

’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall (xreC)A(ye
2: Es gilt: (yeC)V (y
’Fallunterscheidung‘
2.1.Fall y € C.
Aus 1.1.Fall“z € C...” und
aus 2.1.Fall“y e C”
folgt via 326-7: llz] =yl < |z +yl.
2.2.Fall y ¢ C.
3.1: Aus1.1.Fall“zeC..”
folgt via 321-28: |z| € R.
3.2: Aus1.1.Fall“...y € B” und
aus 2.2.Fall“y ¢ C”
folgt via folk: yeB\C.
4.1: Aus 3.1%|z| e R”
folgt via 97-3: |z| — (400) = —c0.
4.2: Aus 3.2“yeB\C”
folgt via 321-28: ly| = +o0.
4.3: Aus 3.2y e B\ C” und
aus 1.1.Fall“z e C...”
folgt via 326-8: z+yeB\C.
5: Aus4.3“z4+yeB\C”
folgt via 321-28: |z + y| = +o0.
4.2 a1 3268 5
6: [lz[ =yl = [|z] = (+00)| = [—00] "= " F00 = |z +yl.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

|| = yl| < |z +yl.
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Beweis 326-9
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VS gleich ((x e C)A (y € B)) V ((x € B) A (y € C)).

’Fallunterscheidung‘

Aus 2.1.Fall“z € C” und
aus 1.2.Fall“...ye C..
folgt via 326-7:

(z € B)A(
2: Es gilt: xreC)V(x
’Fallunterscheidung‘
reC.

2| = lyll < lz +yl.

3.1:

3.2:

4.2:

4.3:

Aus 1.2.Fall“...y e

folgt via 321-28:

Aus 1.2.Fall“z €B...” und
aus 2.2.Fall“zx ¢ C”

folgt via folk:

: Aus 3.1¢)y| e R”

folgt via 97-3:

Aus 3.2z € B\ C”

folgt via 321-28:

Aus 3.2z € B\ C” und
aus 1.2.Fall“...y e C”

folgt via 326-8:

: Aus4.3“z+yeB\C”

folgt via 321-28:

4.2 4.1 326-8
[z =yl = [(+00) = [yl| = =

x ¢ C.

ly| € R.

zeB\C.
(+00) — |y| = +o0.

|z] = 4o00.

rz+yeB\C.

|z +y| = +o0.

+o0 = |z 4yl

|Ende Fallunterscheidung|Tn beiden Fillen gilt:
llz] = lyl| < |2 +yl.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

2] = lyll < |z +yl-

[]
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Analysis #326

326-10. Mit Hilfe von 326-9 kann DU*|.| relativ einfach bewiesen werden.

326-10(Satz) (DU*|.|: Dreiecks-Ungleichung*|.|)

a) Aus “x € B”und “ye C” folgt “||z|—|yl| < |z +y| < |z + |y|”

b)

c)

d)

e)

)

Aus

Aus

oder
oder
oder

Aus

Aus

Aus

Aus

und “||z] —|yl| <z —y| < |z[+ [y|”
und “|lz| = |y|| < | =2 +y| < o]+ |y|”
und “|lz| = |y|| < | =2 =yl < |z|+[y]”.

‘e C’und “y e B” folgt “||z] — |y|| < | +y| < |z] + |y|”
und ‘||| — [y[| < |z —y| < |2| + |y|”

und “||z] = |yl < | =z +y| < |z|+ |y|”

und “||z] = |yl| < [ =2 —y| < |o|+ [y]”.

“v,y €R”
“(reS)N(yeR)”
“(reR)A(yeS)”

“r,y € C” folgt “||z| = [yl| < |z +y| < |z +y|”

und “[|z] —|y|| < | —y| < |z|+Jy|”

und “[|z] —|y|| < | -z +y| < |z|+Jy|”

und “[lz] = |y|| < [ -2 —y| < |z +[y]”.

Ul =yl < |z +yl”
folgt “(r € C)AN(yeB))V(zeB)A(yeC))”.

Nl =yl < |z —yl”
folgt “(zr € C)AN(yeB))V((zeB)A(yeC))”.

Alef =yl < | =z +y|”
folgt “(zr € C)AN(yeB))V((zeB)A(yeC))”.

Yo = [yl < | =z —y|”
folgt “(r € C)AN(yeB))V((zeB)A(yeC))”.

<.RECH-Notation.
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Beweis 326-10 a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “xz € B...”
folgt via folk:

1.2: Aus VS gleich “...y € C”
folgt via folk:

1.3: Aus VS gleich “(x € B) A (y € C)”

folgt via 326-9:

1.4: Aus VS gleich “(x € B) A (y € C)”
folgt via +SZ:

1.5: Aus VS gleich “(x e B) A (y € C)”
folgt via SSZ:

1.6: Aus VS gleich “(x € B) A (y € C)”
folgt via —ASZ:

1.7: Aus VS gleich “(x € B) A (y € C)”
folgt via —SSZ:

2.1: Aus VS gleich “z € B...” und
aus 1.2“—y e C”
folgt via 326-9:

2.2: Aus1.1“—z € B” und
aus VS gleich “...y € C”
folgt via 326-9:

2.3: Aus1.1“—z € B” und
aus 1.2“—y e C”
folgt via 326-9:

2.4: Aus1.4“z+yeB”

folgt via DUJ.|:

2.5: Aus1.5“c—yeB”

folgt via DUJ.|:
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(z €B)A(y € C).

—x € B.

—y € C.

2| = lyll < |z +y

r+y€B.

x—y € B.

—r+yeB.

—x —y € B.

2] ==yl < |z + (=y)l.

| =z =yl <[ -2 +yl|

| =z ==yl <I(=2) + (=)l

lz +y| < |x] + |yl

|z —y| < |z] + |y
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Beweis 326-10 a) VS gleich

2.6: Aus1.6“—x+yeB”

folgt via DUJ.|:

2.7: Aus1.7"—x—y e B”

folgt via DUJ.|:

2.8: Via 321-8 gilt:
2.9: Via 321-8 gilt:

3.1: Aus 2.1
folgt:

3.2: Aus 2.2 und
aus 2.8

folgt:

3.3: Aus 2.3
folgt:

4.1: Aus 3.1 und
aus 2.9

folgt:

4.2: Aus 3.3,
aus 2.8 und
aus 2.9

folgt:

Analysis #326

(z €B)A(y € C).

| — 2 +y| < |z] + |y

—z—y| < lz[+ [yl

| — x| = ||
| =yl =y
x| = =yl <]z -yl

|z = [yl < [ =2+ 9]

| =al=]=yll <=2 —y|

[z = lyll <[z =y

|z =yl < [ — 2 —y|
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Beweis 326-10 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “...y € B” und
aus VS gleich “x € C...”
folgt via des bereits bewiesenen a):

3.2:

: Via FSA gilt:
: Via FSA gilt:
: Via FS—+ gilt:
: Via FS—+ gilt:
: Via FS—+ gilt:
: Via FS—+ gilt:

: Aus 1,

aus 2.1,
aus 2.2,
aus 2.3,
aus 2.4.
aus 2.5 und
aus 2.6
folgt:

Via 321-8 gilt:

: Aus 3.1 und

aus 3.2
folgt:

: Aus 4

folgt:

A

A

A
A
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(x € C) A (y € B).

[yl = ||l <y + 2| < |yl + ||
Ayl =zf] <y — 2| <yl + ||
yl =zl < | =y + 2| < |yl + ||
lyl =zl < | =y — 2| < Jyl + |-

lyl+lal = lol + Iyl
y+r=x+y.
Yy—T=—+y.
—yt+r=x—y.
—y—x=—x—y.

[yl = lal = —(Iz| = ly).

| = (el = [yDI <l +y] < fz] + |y]

| = (=] = fyDl < [ =2 +y| < |z +[y|

A

A\

A

| = (=] = [yD)| <]z =yl < |z + [y
([ =Tyl < [ =2 =yl < 2| + [yl

| = (el = lyDI = [l=] = Iyl

2] = Jyll < |z +y| < |z| + |y]
2| = Jyll <=2 +y| < |z|+y]
Azl =Tyl < e =yl < o + [y]
2] = lyll < | =2 =yl < ||+ Jyl.

| = [yl < |z +y| < |z|+ |yl
Azl =yl <o =yl < z] + |yl
o] = [yl < | =2 +y| < [2|+ [yl
o] =yl <[ =2 —y| < |2| + [yl
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Beweis 326-10 c)
VS gleich (z,y e R)V(xeS)A(yeR)V(zeR)A(y€S))V (x,y € C).

1: Aus VS
folgt via ASZ: (xeB)A(yeC)) V((xeC)A(xeB)).
’Fallunterscheidung‘
(z €B) A (y € C).
Aus 1.1.Fall“(z € B)A(y € C)”
folgt via des bereits bewiesenen a): llz] = Jyll < |z +y| < |z + |y
A e =yl < o=yl < |z + [yl
Azl =yl < [ =2 +yl < =] + |yl
A lzl =yl < 1=z =yl < ] + [yl
(z € C) A (y € B).
Aus 1.2.Fall“(x € C) A (y € B)”
folgt via des bereits bewiesenen b): llz] = lyll < |z +y| < |z + |y
A el =yl < o =yl < |z + [yl
AN lzl =Tyl < T =2 +yl <zl + |yl
A lzl =yl <=2 =y < || + [yl

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
2| = [yl < |z +y| < |z] + [yl
Azl = [yl < o=yl < 2] + [yl
Azl =yl < T =2 +yl <[] + [y
Azl =l <1 =2 =yl < [z + [yl

d) VS gleich lz] = y|| < |z +y|.
Aus VS gleich “||z| — |y|| < |z +y|”
folgt via 326-9: (zeC)A(yeB))V((xeB)A(yeC)).
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Beweis 326-10 e) VS gleich llz] — |yl| < |z =yl
1: Nach VS gilt: 2] = lyl| < |z + (=y)|-
2: Via 321-8 gilt: | =yl =1yl
3: Aus 1 und

aus 2

folgt: |z[ = = yl| < |z + (=y)l.
4: Aus 3“||z| — | —y|| < |z + (—y)|”

folgt via 326-9: (e C)A(—yeB) V((xeB)A(-y € C)).

5.1: Via folk gilt: (—y €B) < (y € B).

5.2: Via folk gilt. (—yeC) e (yeC).
6: Aus 4,

aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: (e C)AN(yeB)) V((xeB)A(yeC)).

f) VS gleich 2] = lyll <|—2+yl
1: Via FS—+ gilt: —rty=—(x—y).
2: Aus VS und

aus 1

folgt: ] = [yl < | = (z —y)].
3: Via 321-8 gilt: | = (z—y)| = |z —yl.
4: Aus 2 und

aus 3

folgt: |z] =yl < |z —yl.
5: Aus 4“||z| —|y|| < |z —y|”

folgt via des bereits bewiesenen e): ((x € C)A(y € B))V((z € B)A(y € C)).
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Beweis 326-10 g) VS gleich llz] = |yl < | —x —y|.
1: Via FS—+ gilt: —r—y=—(z+y).
2: Aus VS und

aus 1

folgt: |zl = Jyll <[ = (z +y)l.
3: Via 321-8 gilt: | = (@ +y)l=lz+yl
4: Aus 2 und

aus 3

folgt: lz| = Jyll < [x +y].

5: Aus 4% |[z| — |y[| <[z +y]”
folgt via 326-9: ((xeC)A(yeB)) V((xeB)A(y €C)).

O
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M
Mengenlehre: p ist M _focus inferior von E. focinf.
M
E hat M focus inferior. efocinL.

p ist M _focus superior von E. focsup.
M
E hat M _focus superior. efocsup.
M
p ist M _focus von E. foc.

M
FE hat M focus. efoc.

Ersterstellung: 13/02/15 Letzte Anderung: 13/02/15

327-1. Auf dem Wege zum limes inferior und limes superior wird ohne Bezug zu

M
einer weiteren Klasse(Funktion) mit inf [E] und sﬂljp [E] begonnen.

327-1(Satz)
M
a) inf [E] C (dom M) N (ran M).
M
b) Aus “p € inf [E]” folgt “3IQ: (2 € E) A (p ist M _Infimum von €).”.
M
c) Aus “inf ist M_Infimum von x”und “x € E” folgt “inf € inf [E].”
d) S]l\J/[p [E] C (dom M) N (ran M).

e) Aus “pe s]l\fp [E]”
folgt “3Q: (Q € E) A (p ist M_Supremum von ).”.

£) Aus “sup ist M _Supremum von x” und “x € E”

folgt “sup € sjl‘fp [E].”

Beweis 327-1 a)

M M

1: Via 8-10 gilt: inf [E] C ran (inf).
M

2: Via 182-7 gilt: ran (inf) C (dom M) N (ran M).

M M
3: Aus 1“inf [E] Cran(inf)” und

M
aus 2“ran (inf] C (dom M) N (ran M)”
M
folgt via folk: inf [E] C (dom M) N (ran M).
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M
Beweis 327-1 b) VS gleich p € inf [E].

M
1: Aus VS gleich “p € inf [E]”
M
folgt via 8-7: 30 (Q e E) A ((2,p) € inf).

M
2: Aus 1%...(Q,p) € inf”

folgt via 182-5: p ist M Infimum von €.
3: Aus 1“3Q: (Q € E)...” und
aus 2
folgt: 30 : (Q € E) A (pist M _Infimum von §2).
c) VS gleich (inf ist M _Infimum von x) A (z € E).

1: Aus VS gleich “...x € E”
folgt via Element Axiom: x Menge.

2: Aus 1“2 Menge” und
aus VS gleich “inf ist M Infimum von x...”

M
folgt via 182-5: (x,inf) € inf.

M
3: Aus 2“(x,inf) € inf” und
aus VS gleich “...x € E7”

folgt via 8-8: inf € i]r\ff [E].

d)
1: Via 8-10 gilt: s]l\fp [E] C ran (SJL\J/[p).
2: Via 182-7 gilt: ran (Sjl\,l/[p) C (dom M) N (ran M)s.

3: Aus 1¢ s]gp [E] Cran (sjt\fp) 7 und
aus 2“ran (s]l\fp] C (domM) N (ranM)”
folgt via folk: sjl\fp [E] C (dom M) N (ran M).
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Beweis 327-1 e) VS gleich pE s]gp [E].
: M
1: Aus VS gleich “p € sup [E]”
folgt via 8-7: 30 (Q € B) A ((Q,p) € stp).
2: Aus 1“...(Q,p) € sjl\fp”
folgt via 182-5: p ist M _Supremum von 2.
3: Aus 1432 : (Q € F)...” und
aus 2
folgt: 3Q: (2 € E) A (pist M_Supremum von 2).
c) VS gleich (sup ist M _Supremum von z) A (z € E).

1: Aus VS gleich “...x € E”
folgt via Element Axiom: x Menge.

2: Aus 1“2 Menge” und
aus VS gleich “sup ist M _Supremum von z...”

folgt via 182-5: (x, sup) € Sjl\fp.

M
3: Aus 2“(x, sup) € sup” und
aus VS gleich “...x € E”

folgt via 8-8: sup € s]l\fp [E].
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327-2. Ein unscheinbarer Satz tiber Infima wird - zumindest meiner momentanen
Einschétzung nach - spéter von grossem Wert sein.

327-2(Satz) Es gelte:
—) ze b
=) anf ist M_Infimum von x.
—-) DCUE.
=) Va: (e E)=(3IQ: (€ D)A(QC ).

M
—) D C einf.

Dann 3,V :

el) e D.

e2) WV ist M_Infimumv on .

e3) inf M V.
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Beweis 327-2

1:

2.1:

2.2:

Aus =) “z € E7 und
aus =) “Va: (@€ E)= (IQ: (Qe D)A (QCa))”
folgt: AP : (P e D)A (P Cx).
Aus1“... & e D...” und
M
aus —) “D C einf”
folgt via 0-4: ® € einf.
Aus —) “inf ist M _Infimum von x” und

aus 1“... 6 Czg”
folgt via 36-5: inf untere M _Schranke von .

M
: Aus 2.14“d c einf”

folgt via 182-2: JU : U ist M _Infimum von .

: Aus 3“... U ist M _Infimum von ®” und

aus 2.2“inf untere M _Schranke von ¢”
folgt via folk: mnf_M_ V.

: Aus 14dP...7

aus 3“dv...7

aus 1“...¢e D...”,

aus 3“... ¥ ist M _Infimum von ®” und

aus 4“inf_M_U”

folgt: AP, U : (& € D) A (V¥ ist M _Infimum von ®) A (inf_M_T).

]
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327-3. Ein unscheinbarer Satz iiber Suprema wird - zumindest meiner momen-
tanen Einschitzung nach - spéter von grossem Wert sein.

327-3(Satz) Es gelte:

—) ze b

—) sup ist M _Supremum von x.

—-) DCUE.

=) Va: (o€ E)=(3Q: (2 e D)A(QCa)).
=) D C eé‘ﬁp.
Dann 3,V :

el) ®eD.

e2) WV ist M_Supremumuv on .

e3) V_M sup.
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Beweis 327-3

1:

2.1:

2.2:

Aus =) “z € E” und
aus =) “Va: (@€ E)= (IQ: (Qe D)A (QCa))”
folgt: AP : (P e D)A (P Cx).

Aus1“... &€ D...” und
M
aus —) “D Cesup”
M
folgt via 0-4: ® € esup.
Aus —) “sup ist M _Supremum von x” und

aus 1“... & Czg”
folgt via 36-5: sup obere M _Schranke von ®.

M
: Aus 2.1“® € esup”

folgt via 182-2: JU : U ist M _Supremum von .

: Aus 3“... V¥ ist M _Supremum von ®” und

aus 2.2“sup obere M _Schranke von ®”
folgt via folk: U _M _sup.

: Aus 14397,

aus 3“Jw...”7,

aus 1“...¢e D...”,

aus 3“... ¥ ist M _Supremum von ®” und

aus 4“W_M _sup”

folgt: 30,V : (& € D) A (¥ ist M_Supremum von @) A (V_M _sup).

O
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327-4. Ist M transitiv, so konnen unter Umstédnden die unteren Schranken ver-
schiedener Klassen miteinander verglichen werden.

327-4(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.
—) w untere M _Schranke von D.
=) Va: (o€ E)=(3Q: (e D)A QM «a)).

Dann folgt “u untere M _Schranke von E”.

Beweis 327-4

1.1: Aus —) “w untere M _Schranke von D”

folgt via folk: u € dom M.
BeE.

2: Aus Themal.2“f € E” und
aus =) “Va: (a€ E)= (IQ: (Q e D) AN (Q-M_a))”
folgt: 30 : (& € D) A (D_M_B).

3: Aus =) “w untere M _Schranke von D” und
aus 2“... e D...”7
folgt via folk: u_M_P.

4: Aus —) “ M transitiv”,
aus 3“u_M_®” und
aus 2“...®_M (7
folgt via folk: u-M_f.

Ergo Themal.2: Al “VB: (B EE)= (u-M_B)”

2: Aus 1.1“u €domM” und
aus Al gleich “Vg: (B € E) = (u-M_B)”
folgt via folk: u untere M _Schranke von E.

O
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327-5. Ist M transitiv, so konnen unter Umstédnden die oberen Schranken ver-

schiedener Klassen miteinander verglichen werden.

327-5(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.

—) 0 obere M _Schranke von D.

Dann folgt “o obere M _Schranke von E7.

=) Va: (e E)=(3Q: (e D)A (a_M_Q)).

Beweis 327-5

1.1: Aus —) “o0 obere M _Schranke von D”

folgt via folk: u € ran M.
BeE.

2: Aus Themal.2“f € E” und

folgt: 3P :

aus 2“...de D...”
folgt via folk:

4: Aus —) “ M transitiv”,
aus 2“..._M_®” und
aus 2“®_M _o”
folgt via folk:

aus =) “Va: (€ E)= (IQ: (Q € D) A (a-M _Q))”

3: Aus =) “0 obere M _Schranke von D” und

(® € D) A (B_M_D).

d_M o.

B_M _o.

Ergo Themal.2: Al

“YB: (B € E)= (8_-M.0)”

2: Aus1.1“0€ranM” und
aus Al gleich “Vj3: (6 € E) = (B_-M_0)”
folgt via folk:

o obere M _Schranke von F.

O
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327-6. Mit 327-4 konnen gelegentlich untere Schranken von D mit Infima von
E verglichen werden

327-6(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.
—) w untere M _Schranke von D.
—) p ist M _Infimum von E.
—) Va:(a€ E)= (3IQ: (2 € D) A (2-M_a)).

Dann folgt “u_M p”.

Beweis 327-6

1: Aus —) “ M transitiv”,
aus —) “wu untere M _Schranke von D” und
aus =) “Va: (o€ E) = (IQ: (e D) A (Q-M_«a))”
folgt via 327-4: u untere M _Schranke von E.

2: Aus —) “pist M _Infimum von £” und
aus 1“wu untere M _Schranke von E”
folgt via folk: u-M p.
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327-7. Mit 327-5 kénnen gelegentlich obere Schranken von D mit Suprema von
E verglichen werden

327-7(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.
—) o obere M _Schranke von D.
—) p ist M _Supremum von E.
=) Va: (o€ E)=(3Q: (2 e D)A (a-M_Q)).

Dann folgt “p_M _o0”.

Beweis 327-7

1: Aus —) “ M transitiv”,
aus —) “o obere M _Schranke von D” und
aus =) “Va: (€ E) = (IQ: (€ D) A (a-M_Q))”
folgt via 327-5: o obere M _Schranke von FE.

2: Aus =) “p ist M _Supremum von E” und
aus 1“o obere M _Schranke von E”
folgt via folk: p-M o.
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327-8. In Vorbereitung von limes inferior, limes superior und limes werden hier
ohne Bezug zu Funktionen oder Argumenten focus inferior, focus superior und
focus von Klassen defniniert.

327-8(Definition)

1) “pist M _focus inferior von E” genau dann, wenn gilt:

M
p ist M _Supremum von inf [E].

2) “pist M _focus superior von E” genau dann, wenn gilt:

p ist M _Infimum von S]l\J/[p [E].

3) “pist M _focus von E” genau dann, wenn gilt:

p ist M _focus inferior von E.
A

p ist M _focus superior von F.

4) “F hat M focus inferior” genau dann, wenn gilt:
3Q : Q ist M focus inferior von E.

5) “FE hat M focus superior” genau dann, wenn gilt:
3Q : Q ist M focus superior von F.

6) “FE hat M _focus” genau dann, wenn gilt:

3Q : Q ist M _focus von E.
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327-9. Mit 327-2 zeigt sich, dass bei der Untersuchung der M _focus inferior von
E gelegentlich auf Teil-Klassen von E zuriick gegriffen werden kann.

327-9(Satz) Es gelte:
—) M transitiv

—) D CE.

M
—) D C einf.
—) Va:(aeE)=(30: (e D)A(2Ca)).
—) p ist M _focus inferior von D.
—) q ist M _focus inferior von E.

Dann folgt “p_M _q” und “q-M p”.
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Beweis 327-9

1.1: Aus ) “D CE”
folgt via 8-9:

1.2: Aus —) “p ist M focus inferior von D”
folgt via 327-8(Def):

1.3: Aus —) “q ist M focus inferior von E”

folgt via 327-8(Def):

Mengenlehre #327

inf [D] Cinf [E].

M
p ist M _Supremum von inf [D].

M
q ist M _Supremum von inf [E].

M
2: Aus Themal.4“f € inf [E]”
folgt via 327-1:

3: Aus2“... o E...7,

aus »“DCE”,
M

aus —) “D C einf”
folgt via 327-2:

aus 3“...I'e D...”

AP : (¢ € E) A (B ist M _Infimum von ).

aus 2“... 3 ist M _Infimum von &,

aus =) “Va: (e B)=(IQ: (Qe D)A (2 C «))” und

Al v (I' € D) A (¥ ist M _Infimum von I') A (B_M_0).
4: Aus 3“... VU ist M _Infimum von I'...” und

M
folgt via 327-1: U € inf [D].
5: Aus 3“d...¥...”7,
M
aus 4“W € inf [D]” und
aus 3“... 0. M_¥”
M
folgt: AV : (¥ €inf [D]) A (B_M_T).

M
B € inf [E].

Ergo Themal.4:

at] “VB: (B € inf [E]) = (3T : (U € inf [D]) A (BM_0))”




Mengenlehre #327 45

Beweis 327-9 ...

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

M
Aus 1.2“p ist M _Supremum von inf [D]”
M
folgt via folk: p obere M _Schranke von inf [D].
M

Aus 1.3%q ist M _Supremum von inf [E]” und
M M
aus 1.1%inf [D] Cinf [E]”
M
folgt via 35-6: q obere M _Schranke von inf [D].

Aus =) “ M transitiv”,
M
aus 2.1%“p obere M _Schranke von inf [D]”,
M
aus 1.3%¢q ist M _Supremum von inf [E]” und

aus A1 gleich “Vf3 : (B € i]r\14f [E]) = (¥ : (Ve i]r‘ﬁc [D]) A (B-M_¥))”

folgt via 327-7: q-M_p

M
Aus 1.2%p ist M _Supremum von inf [D]” und

M
aus 2.2“q obere M _Schranke von inf [D]”

folgt via folk: p-M q
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327-10. Mit 327-3 zeigt sich, dass bei der Untersuchung der M _focus superior
von F gelegentlich auf Teil-Klassen von E zuriick gegriffen werden kann.

327-10(Satz) Es gelte:

—) M transitiv

—) D CE.

9 D C edlp.

=) Ya: (o€ E)=(3IQ: (2 D)A(a CQ)).
—) p ist M _focus superior von D.

—) q ist M _focus superior von E.

Dann folgt “p_M_q” und “q_M p”.
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Beweis 327-10

1.1:

1.2:

1.3:

Aus =) “D CE”

folgt via 8-9: SJI\J/[p [D] C le\fp [E].

Aus —) “p ist M _focus superior von D”

folgt via 327-8(Def): p ist M Infimum von sﬂljp [D].

Aus —) “q ist M _focus superior von E”

folgt via 327-8(Def): q ist M Infimum von sjl\fp [E].
8 € stip [E].

2: Aus Themal.4“f € S]l\JJP [E]”
folgt via 327-1:
49 : (¢ € E) A (B ist M _Supremum von ).

3: Aus2“...d e F...7,
aus 2°... 3 ist M _Supremum von ®” |
aus ) “DCE”,
aus =) “Va: (e € F)= (IQ: (€ D)A (e CQ))” und
aus —) “D C eé\ﬁp”
folgt via 327-3:
a0, W : (I' € D) A (W ist M _Supremum von I') A (W_M_5).

4: Aus 3“...V ist M _Supremum von I'...” und
aus 3“...I'e D...”

folgt via 327-1: U e S]l‘,l/lp [D].
5: Aus 3“4...v...7,

aus 4“U € S]l‘JJp [D]” und
aus 3“... V.M _B”

folgt: 3T : (¥ € stp [D]) A (U_M_B).

Ergo Themal.4:
AL “VYB: (B € sup [E]) = (3 : (U € sup [D]) A (U_M_B))”
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Beweis 327-10 ...

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

Aus 1.2%p ist M _Infimum von s]l\fp [D]”
folgt via folk: p untere M _Schranke von s]gp [D].

Aus 1.3%q ist M _Infimum von sjt\fp [E]” und

aus 1.1 sjl\fp [D] C sjl\fp [E]”
M
folgt via 35-6: q untere M _Schranke von inf [D].

Aus =) “ M transitiv”,

7

aus 2.1“p untere M _Schranke von sﬁdp (D],

7

aus 1.3%¢ ist M _Infimum von S]l\fp [E]” und

aus Al gleich “Vf3: (B € s]L\fp [E]) = (TV: (Ve S]l‘fp [D]) A (¥_M_5))”

folgt via 327-6: p-M _q

Aus 1.2%p ist M Infimum von sjl\fp [D]” und

7

aus 2.2“q untere M _Schranke von sjl‘fp (D]

folgt via folk: q-M p
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327-11. Ist M nicht nur transitiv, sondern auch antiSymmetrisch, dann ergibt
sich via 327-9 eine ansprechende Aussage.

327-11(Satz) Es gelte:

—) M transitiv
—) M antiSymmetrisch.

—) DCE.

M
—) D C einf.
D Va:(aeE)=(30: (QeD)A(Q2Ca)).
=) p ist M _focus inferior von D.
—) q ist M _focus inferior von E.

Dann folgt “p=q”.

Beweis 327-11

1: Aus —) “ M transitiv”,
aus »“DCE”,

aus —) “D C e?ﬁf” ,

aus =) “Va: (e B)=(3Q: (QeD)AQCa))”,

aus —) “p ist M _focus inferior von D” und

aus —) “q ist M _focus inferior von E”

folgt via 327-9: (p-M_q) N (¢-M p).

2: Aus =) “ M antiSymmetrisch” und
aus 1% (p-M_q) A (q-M p)”
folgt via folk: p=q.
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327-12. Ist M nicht nur transitiv, sondern auch antiSymmetrisch, dann ergibt

sich via 327-10 eine ansprechende Aussage.

327-12(Satz) Es gelte:

—) M transitiv

—) M antiSymmetrisch.

- DCE.

—) D C eé\ﬁp.

=) Va:(aeE)=(I0: (e D)A(2Ca)).
—) p ist M _focus superior von D.

—) q ist M _focus superior von E.

Dann folgt “p=q”.

Beweis 327-12

1: Aus —) “ M transitiv”,
aus »)“D CE”,
aus —) “D C es]\ﬁp” ,
aus =) “Va: (e B)=(3IQ: Qe D)AN(QCa))”,
aus —) “p ist M _focus superior von D” und

aus —) “q ist M _focus superior von E”
folgt via 327-10:

2: Aus =) “ M antiSymmetrisch” und
aus 1% (p-M_q) A (q-M-p)”
folgt via folk:
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327-13. Ist M antiSymmetrisch, so hat jede Klasse hochstens einen M _focus
inferior und hochstens einen M _focus superior.

327-13(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
und “p,q ist M _focus inferior von E” folgt “p=q”.

b) Aus “M antiSymmetrisch”
und “p,q ist M _focus superior von E” folgt “p=q”.

c) Aus “M antiSymmetrisch”
und “p,q ist M _focus von E” folgt “p=q”.

Beweis 327-13 a)

VS gleich (M antiSymmetrisch) A (p, ¢ ist M _focus inferior von E).
1: Aus VS gleich “...p,q ist M focus inferior von E”
M
folgt via 327-8(Def): p, q ist M _Supremum von inf [E].
2: Aus VS gleich “M antiSymmetrisch...” und
M
aus 1“p, q ist M _Supremum von inf [E]”
folgt via 46-3: p=q.
b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (p, g ist M _focus superior von F).
1: Aus VS gleich “...p,q ist M _focus superior von E”
folgt via 327-8(Def): P, q ist M _Infimum von SJl‘J/[p [E].
2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus 1“p, ¢ ist M _Infimum von s]L\l/[p [E]”
folgt via 46-2: pP=q.
c) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (p, g ist M focus von E).
1: Aus VS gleich “...p,q ist M _focus von E”
folgt via 327-8(Def): p, q ist M focus inferior von E.
2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus 1“p, q ist M _focus inferior von E”
folgt via des bereits bewiesenen a): p=q.
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N M M
327-14. Ahnlich wie inf, sﬁlp, einf, eé\ﬁp werden nun korrespondierende Klassen fiir

focus inferior, focus superior und focus definiert.

327-14(Definition)

M
1) focinf = 327.0(M) = {(A\, ) : p ist M focus inferior von \)}
={w: (IQ, ® : (P ist M _focus inferior von Q)
ANw = (2,9))}.
M
2) focsup = 327.1(M) = {(\, ) : p ist M _focus superior von \)}
(

{w: (IQ, P : (P ist M _focus superior von 2)
/\(w = (&, (I)))}

M
3) foc =327.2(M) = {(\, p) : p ist M _focus von )}
={w: (3N, P : (P ist M_focus von Q) A (w = (2, P))}.

M
4) efocinf = 327.3(M)
={w: (IQ: Qist M _focus inferior von w)}.

M
5) efocsup = 327.4(M)

= {w: (32 : Q ist M _focus superior von w)}.

M
6) efocsup = 327.5(M) = {w: (IQ: Q ist M focus von w)}.
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327-15. Zur Untersuchung der in 327-14(Def) fest gelegten Klassen ist Vorlie-
gendes hilfreich.

327-15(Satz)

a) Aus “p ist M _focus inferior von E”
folgt “p Menge” und “p € (dom M) N (ranM)”.

b) Aus “p ist M _focus superior von E”
folgt “p Menge” und “p € (dom M) N (ranM)”.

c) Aus “p ist M _focus von E”
folgt “p Menge” und “p € (dom M) N (ran M)”.

Beweis 327-15 a) VS gleich p ist M focus inferior von E.
1: Aus VS gleich “p ist M focus inferior von E”
M
folgt via 327-8(Def): p ist M _Supremum von inf [E].
M
2: Aus 1“p ist M _Supremum von inf [E]”
folgt via 36-4: (p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).
b) VS gleich p ist M _focus superior von E.
1: Aus VS gleich “p ist M _focus superior von E”
folgt via 327-8(Def): p ist M _Infimum von s]l\fp [E].
2: Aus 1%p ist M Infimum von s]l\fp [E]”
folgt via 36-3: (p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).
c) VS gleich p ist M focus von FE.
1: Aus VS gleich “p ist M _focus von E”
folgt via 327-8(Def): p ist M focus inferior von F.

2: Aus 1“p ist M focus inferior von E”

folgt via des bereits bewiesenen a):
(p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).

]
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M M
327-16. Passender Weise wird der Focus zunéchst auf focinf und efocinf gerichtet.

327-16(Satz)

a) Aus “w € fo]ginf”
folgt “3Q, ® : (Q Menge) A (P ist M_focus inferior von Q)
ANw = (Q,P))”.
M
b) “(E,p) € focinf” genau dann, wenn
“E Menge” und “p ist M _focus inferior von E”.

M
c) Aus “FE € efocinf” folgt “3Q : Q ist M _focus inferior von E”.
d) Aus “E Menge” und “p ist M _focus inferior von E”
M
folgt “E € efocinf”.
M
e) focinf Relation.
M M
£) dom (focinf) = efocinf.

M
g) ran (focinf) C (dom M) N (ran M).

M
h) “focinf Funktion” genau dann, wenn
M M

“focinf: efocinf— (dom M) N (ran M) ”.

M M
i) Aus “FE € efocinf7und “focinf Funktion”
M
folgt “focinf (E) ist M _focus inferior von E”.
j) Aus “M antiSymmetrisch”
M M M
folgt “focinf Funktion” und “focinf: efocinf— (dom M) N (ran M)”.

k) Aus “M antiSymmetrisch” und “FE € efoj‘ginf 7
folgt “fo]ginf (E) ist M _focus inferior von E”.
1) Aus “M antiSymmetrisch”
und “E Menge”
und “p ist M _focus inferior von E” folgt “p = fo]ginf (E)”.
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M

Beweis 327-16 a) VS gleich w € focinf.
M
1.1: Aus VS gleich “w € focinf”
folgt via Element Axiom: w Menge.

M
1.2: Aus VS gleich “w € focinf”
folgt via 327-14(Def):
3Q, & : (¢ ist M _focus inferior von Q) A (w = (§2, @)).

2: Aus 1.1 und
aus 1.2“...w = (Q,9)”
folgt: (Q, ®) Menge.

w

: Aus 2% (€, ®) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.

4: Aus 1.2 und
aus 3
folgt: 302, P : (2 Menge) A (¢ ist M _focus inferior von Q) A (w = (2, D)).

M
b) VS gleich (E,p) € focinf.
M
1.1: Aus VS gleich “(E,p) € focinf”
folgt via ElementAxiom: (E,p) Menge.

M
1.2: Aus VS gleich “(E,p) € focinf”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30, & : (¢ ist M focus inferior von Q) A ((E,p) = (2, P)).

2.1: Aus 1.1“(E,p) Menge”

folgt via PaarAxiom I: E Menge

2.2: Aus 1.2¢.. . (E,p) = (2,P)” und
aus 1.1“(FE, p) Menge”

folgt via IGP: (E=Q) AN (p=29).
3: Aus 1.2%...® ist M _focus inferior von €2...”7 und
aus 2.2

folgt: p ist M _focus inferior von F
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Beweis 327-16 b) VS gleich (E Menge) A (p ist M _focus inferior von E).
1.1: Aus VS gleich “...p ist M _focus inferior von E”

folgt: 40,0 : (Q=E)A (P =p).

1.2: Aus VS gleich “...p ist M focus inferior von E”
folgt via 327-15: p Menge.
2.1: Aus VS gleich “FE Menge...” und
aus 1.2“p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (E,p) Menge.
2.2: Aus VS gleich “...p ist M focus inferior von E” und
aus 1.1“...(Q=E)A (P =p)”
folgt: ® ist M focus inferior von (2.
2.3: Aus1.1¢...(Q=E)A (P =p)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (FE,p).
3: Aus 2.3
folgt: (E,p) =(Q,9).
4: Aus 1.143Q,P...7,
aus 2.2“® ist M focus inferior von 27,
aus 3“(E,p) = (2,9)” und
aus 2.1“(E,p) Menge”
M
folgt via 327-14(Def): (E,p) € focinf.
M
c) VS gleich p € efocinf.
M
Aus VS gleich “p € efocinf”
folgt via 327-14(Def): 3Q : Q ist M focus inferior von F.
d) VS gleich (E Menge) A (p ist M _focus inferior von E).
1: Aus VS gleich “...p ist M _focus inferior von E”
folgt: 40 :Q =p.
2: Aus1“...Q=p” und
aus VS gleich “...p ist M _focus inferior von E”
folgt: Q) ist M _focus inferior von E.
3: Aus 1“dQ...7,

aus 2“) ist M _focus inferior von £”7 und
aus VS gleich “ F Menge...”

M
folgt via 327-14(Def): E € efocinf.
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Beweis 327-16 e)

M

a € focinf.

M
Aus Themal“« € focinf”

folgt via des bereits bewiesenen a): A, P a=(Q, ).
M
Ergo Themal: Va: (a € focinf) = (IQ, @ : a = (Q, D)).
M
Konsequenz via 10-3: focinf Relation.
)

M
a € dom (focinf).

M
2: Aus Themal.1“«a € dom (focinf)”
M

folgt via folk: 30 : (a, Q) € focinf.
M
3: Aus 2¢... (o, Q) € focinf”

folgt via des bereits bewiesenen b):
(o Menge) A (Q ist M focus inferior von «).

4: Aus 3“(a Menge) A (€ ist M focus inferior von «)”

M
folgt via des bereits bewiesenen d): a € efocinf.
M M
Ergo Themal. 1: Va : (a € dom (focinf)) = (a € efocinf).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (focinf) C efocinf”
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Beweis 327-16 £) ...

M

a € efocinf

M
2.1: Aus Themal.2“« € efocinf”
folgt via Element Axiom: a Menge.

M
2.2: Aus Themal.2“«a € efocinf”
folgt via des bereits bewiesenen c):
3Q : Q ist M _focus inferior von a.

3: Aus 2.1“a Menge” und
aus 2.2“...8Q ist M _focus inferior von «”

M
folgt via des bereits bewiesenen b): (a, Q) € focinf.

M
4: Aus 3“(a, Q) € focinf”

M
folgt via folk: a € dom (focinf).
M M
Ergo Themal.2: Va : (a € efocinf) = (o € dom (focinf)).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “efocinf C dom (focinf)”

M M
2: Aus A1 gleich “dom (focinf) C efocinf” und
M M
aus A2 gleich “efocinf C dom (focinf)”

M M
folgt via GleichheitsAxiom: dom (focinf) = efocinf.
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Beweis 327-16 g)

M
a € ran (focinf).
M
2: Aus Themal“«a € ran (focinf)”
M
folgt via folk: 3Q : (Q, «) € focinf.

M
3: Aus 2“...(Q, a) € focinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):
« ist M focus inferior von €.

4: Aus 3“« ist M _focus inferior von 27

folgt via 327-15: a € (dom M) N (ran M).
M
Ergo Themal: Va : (a € ran (focinf)) = (a € (dom M) N (ran M)).
M
Konsequenz via 0-2(Def): ran (focinf) C (dom M) N (ran M).
M
h) VS gleich focinf Funktion.
M M
1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (focinf) = efocinf.
M
1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt: ran (focinf) C (dom M) N (ran M).

M
2: Aus VS gleich “focinf Funktion” ,
M M
aus 1“dom (focinf) = efocinf” und

M
aus 1.2“ran (focinf) C (dom M) N (ran M)”

M M
folgt via 21-1(Def): focinf: efocinf— (dom M) N (ran M).

M M
h) VS gleich focinf: efocinf— (dom M) N (ran M).

M M
Aus VS gleich “focinf: efocinf— (dom M) N (ran M) ”
M
folgt via 21-1(Def): focinf Funktion.
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M M
Beweis 327-16 1) VS gleich (E € efocinf) A (focinf Funktion).

1: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

M
2: Aus VS gleich “E € efocinf ...” und
aus 1

folgt:

M
3: Aus VS gleich “... focinf Funktion” und
M
aus 2 E € dom (focinf)”
folgt via 18-22:

M M
4: Aus 3“(E,focinf (E)) € focinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):

M M
dom (focinf) = efocinf.

M
E € dom (focinf).

M

M
(E,focinf (E)) € focinf.

M
focinf (E) ist M focus inferior von E.

j) VS gleich

M antiSymmetrisch.

M
2.1: Aus Themal.1“(a,f)... € focinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):

M
2.2: Aus Themal.1“...(q,7) € focinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |
aus 2.1 ist M focus inferior von a” und

aus 2.2“~y ist M _focus inferior von a”
folgt via 327-13:

(a, B), (@, 7) € focinf.

[ ist M _focus inferior von c.

~ ist M _focus inferior von .

M

B=n.

M
Ergo Themal.1: Al| “Va,B,7v: ((a, B), (v, 7y) € focinf) = (=7)"
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Beweis 327-16 j) VS gleich M antiSymmetrisch.

M
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: focinf Relation.

M
2: Aus 1.2%focinf Relation” und .
aus A1 gleich “Va, 8,7 : ((o, B), (v, y) € focinf) = (8 =7)"

M
folgt via 18-18(Def): focinf Funktion

M
3: Aus 2“focinf Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen h):

M M
focinf: efocinf— (dom M) N (ran M)

M
k) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (E € efocinf).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”

M
folgt via des bereits bewiesenen j): focinf Funktion.

M
2: Aus VS gleich “... E € efocinf” und
M

aus 1“focinf Funktion”

M
folgt via des bereits bewiesenen i): focinf (E) ist M focus inferior von E.
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Beweis 327-16 1)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (E Menge) A (p ist M _focus inferior von E).

1: Aus VS gleich “...(E Menge) A (p ist M _focus inferior von E)”

M
folgt via des bereits bewiesenen d): E € efocinf.

2: Aus VS gleich “M antiSymmetrisch...” und

M
aus 1“FE € efocinf” y
folgt via des bereits bewiesenen k): focinf (E) ist M focus inferior von E.
3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...”,
aus VS gleich “...p ist M focus inferior von £” und
M
aus 2“focinf (E) ist M focus inferior von E”

M
folgt via 327-13: p = focinf (E).

]
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M M
327-17. Nun wird der Focus auf focsup und efocsup gerichtet.

63

327-17(Satz)

M

a) Aus “w € focsup”

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

i)

3

k)

1)

folgt “3Q, @ : (2 Menge) A (P ist M _focus superior von §2)
ANw = (2,P))”.

M

“(E,p) € focsup” genau dann, wenn

Aus
Aus

“E Menge” und “p ist M _focus superior von E”.

M
“E € efocsup” folgt “3Q : Q ist M _focus superior von E7.

“E Menge” und “p ist M _focus superior von E”
M
folgt “E € efocsup”.

M
focsup Relation.

M M

dom (focsup) = efocsup.

M
ran (focsup) C (dom M) N (ran M).

M
“focsup Funktion” genau dann, wenn

Aus

Aus

Aus

Aus
und

und

M M
“focsup: efocsup— (dom M) N (ran M)”.

M M
“F € efocsup”und “focsup Funktion”

M
folgt “focsup (E) ist M _focus superior von E”.

M
“M antiSymmetrisch” folgt “focsup Funktion”

M M
und “focsup: efocsup— (dom M) N (ran M)”.

M
“M antiSymmetrisch” und “FE € efocsup”

M
folgt “focsup (E) ist M _focus superior von E”.

“M antiSymmetrisch”
“E Menge”

M
“p ist M _focus superior von E” folgt “p = focsup (E)”.
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M

Beweis 327-17 a) VS gleich w € focsup.
M
1.1: Aus VS gleich “w € focsup”
folgt via Element Axiom: w Menge.
M
1.2: Aus VS gleich “w € focsup”

w

folgt via 327-14(Def):
3Q, & : (P ist M _focus superior von Q) A (w = (Q, P)).

Aus 1.1 und
aus 1.2“...w = (Q,9)”
folgt: (Q, ®) Menge.

Aus 2¢(Q, @) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.

Aus 1.2 und
aus 3
folgt: 3Q, @ : (2 Menge) A (P ist M _focus superior von Q) A (w = (2, D)).

M

b) VS gleich (E,p) € focsup.

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3:

M
Aus VS gleich “(F,p) € focsup”
folgt via ElementAxiom: (E,p) Menge.

M
Aus VS gleich “(F,p) € focsup”
folgt via des bereits bewiesenen a):
3Q,® : (@ ist M _focus superior von Q) A ((E,p) = (£, P)).

Aus 1.1“(E,p) Menge”

folgt via PaarAxiom I: E Menge

Aus 1.2¢.. . (E,p) = (2,P)” und
aus 1.1“(FE, p) Menge”
folgt via IGP: (E=Q)A(p=29).

Aus 1.2“...® ist M focus superior von €2...”7 und
aus 2.2

folgt: p ist M _focus superior von F
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Beweis 327-17 b) VS gleich (E Menge) A (p ist M _focus superior von F).

1.1: Aus VS gleich “...p ist M _focus superior von E”
folgt: 40,0 : (Q=E)A (P =p).

1.2: Aus VS gleich “...p ist M _focus superior von E”
folgt via 327-15: p Menge.

2.1: Aus VS gleich “FE Menge...” und
aus 1.2“p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (E,p) Menge.

2.2: Aus VS gleich “...p ist M focus superior von E” und
aus 1.1“...(Q=E)AN (P =p)”

folgt: ® ist M focus superior von (2.
2.3: Aus1.1¢...(Q=E)A (P =p)”
folgt via Paar Axiom I: (Q,®) = (E,p).
3: Aus 2.3
folgt: (E,p) = (Q,).

4: Aus1.1434Q,d...7,
aus 2.2“® ist M focus superior von Q7
aus 3“(E,p) = (2,®)” und
aus 2.1“(FE,p) Menge”

M
folgt via 327-14(Def): (E,p) € focsup.
M
c) VS gleich p € efocsup.
M
Aus VS gleich “p € efocsup”
folgt via 327-14(Def): 3Q : Q ist M _focus superior von E.
d) VS gleich (E Menge) A (p ist M _focus superior von E).
1: Aus VS gleich “...p ist M _focus superior von E”
folgt: 40 :Q =p.
2: Aus1“...Q=p” und
aus VS gleich “...p ist M _focus superior von E”
folgt: Q ist M focus superior von F.
3: Aus 1“dQ...7,

aus 2“ ist M _focus superior von £” und

aus VS gleich “ F Menge...”
M
folgt via 327-14(Def): E € efocsup.
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Beweis 327-17 e)

M

a € focsup.

M
Aus Themal“« € focsup”
folgt via des bereits bewiesenen a): A, P a=(Q, ).
M
Ergo Themal: Va: (a € focsup) = (IQ, @ : o = (Q, D)).
M

Konsequenz via 10-3: focsup Relation.

)

M
Themal.1l a € dom (focsup).

M
2: Aus Themal.1“«a € dom (focsup)”
M

folgt via folk: 3Q: (a, Q) € focsup.

M
3: Aus 2“...(a, Q) € focsup”
folgt via des bereits bewiesenen b):
(o« Menge) A (€ ist M _focus superior von «).

4: Aus 3“(a Menge) A (9 ist M _focus superior von «)”
M

folgt via des bereits bewiesenen d): a € efocsup.
M M
Ergo Themal.1: Vo : (o € dom (focsup)) = (a € efocsup).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (focsup) C efocsup”
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Beweis 327-17 £) ...

2.1:

2.2:

M

M
Aus Themal.2“« € efocsup”

folgt via Element Axiom: a Menge.

M
Aus Themal.2“« € efocsup”

folgt via des bereits bewiesenen c):

3Q : Q ist M _focus superior von .

: Aus 2.1“a Menge” und

aus 2.2%...Q ist M focus superior von a”
folgt via des bereits bewiesenen b): (, Q) € foé\gup.
M
: Aus 3“(a, 2) € focsup”
folgt via folk: a € dom (focj:\gup).

a € efocsup

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

M

67

M

Va: (a € efocsup) = (o € dom (focsup)).

M

M
A2| “efocsup C dom (focsup)”

M M
2: Aus A1 gleich “dom (focsup) C efocsup” und

M M
aus A2 gleich “efocsup C dom (focsup) ”

folgt via Gleichheits Axiom:

M

M
dom (focsup) = efocsup.
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Beweis 327-17 g)

M
a € ran (focsup).
M
2: Aus Themal“« € ran (focsup)”
M
folgt via folk: 30 1 (2, o) € focsup.

M
3: Aus 2¢...(Q,«) € focsup”
folgt via des bereits bewiesenen b):
a ist M _focus superior von {2.

4: Aus 3“«a ist M _focus superior von {27

folgt via 327-15: «a € (dom M) N (ran M).
M
Ergo Themal: Va : (a € ran (focsup)) = (a € (dom M) N (ran M)).
M
Konsequenz via 0-2(Def): ran (focsup) C (dom M) N (ran M).
M
h) VS gleich focsup Funktion.
M M
1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (focsup) = efocsup.
M
1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt: ran (focsup) C (dom M) N (ran M).
M
2: Aus VS gleich “focsup Funktion”
M M
aus 1“dom (focsup) = efocsup” und
M
aus 1.2“ran (focsup) C (dom M) N (ran M) ”
M M
folgt via 21-1(Def): focsup: efocsup— (dom M) N (ran M).
M M

h) [[< ]| VS glelch focsup: efocsup— (dom M) N (ran M).

Aus VS gleich “ focsup efocsup—> (dom M) N (ran M)~

M
folgt via 21-1(Def): focsup Funktion.
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M M
Beweis 327-17 i) VS gleich (E € efocsup) A (focsup Funktion).
M
1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (focsup) = efocsup.
M
2: Aus VS gleich “FE € efocsup ...” und
aus 1
M
folgt: E € dom (focsup).
M
3: Aus VS gleich “... focsup Funktion” und
M
aus 2“ E € dom (focsup)”
M
folgt via 18-22: (E,focsup (E)) € focsup.

M M
4: Aus 3“(E,focsup (E)) € focsup”

folgt via des bereits bewiesenen b):
M

focsup (E) ist M _focus superior von E.

j) VS gleich M antiSymmetrisch.

M

(a, B), (@, 7) € focsup.

M
2.1: Aus Themal.1“(a,f3)... € focsup”
folgt via des bereits bewiesenen b):

[ ist M _focus superior von a.

M
2.2: Aus Themal.1“...(«,7) € focsup”
folgt via des bereits bewiesenen b):

v ist M _focus superior von «.

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |
aus 2.1 ist M _focus superior von a” und

aus 2.2“~y ist M _focus superior von a”
folgt via 327-13: B =7.

Ergo Themai.1: Al| “Va,B,7: (o, B), (ar,y) € focsup) = (B =7)"




70 Mengenlehre #327

Beweis 327-17 j) VS gleich M antiSymmetrisch.

M
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: focsup Relation.

M
2: Aus 1.2“focsup Relation” und
M
aus A1 gleich “Va, 8,7 : ((a, B), (a,y) € focsup) = (6 =7)"

M
folgt via 18-18(Def): focsup Funktion

M
3: Aus 2“focsup Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen h):

M M
focsup: efocsup— (dom M) N (ran M)

M
k) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (E € efocsup).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M
folgt via des bereits bewiesenen j): focsup Funktion.

M
2: Aus VS gleich “... E € efocsup” und
M

aus 1“focsup Funktion”

M
folgt via des bereits bewiesenen 1i): focsup (F) ist M _focus superior von E.
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Beweis 327-17 1)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (E Menge) A (p ist M _focus superior von E).

1: Aus VS gleich “...(E Menge) A (p ist M _focus superior von E)”
M
folgt via des bereits bewiesenen d): E € efocsup.

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
M
aus 1“F € efocsup”

M
folgt via des bereits bewiesenen k): focsup (F) ist M _focus superior von E.

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch... ",

aus VS gleich “...p ist M focus superior von E” und
M
aus 2“focsup (E) ist M focus superior von E”
M
folgt via 327-13: p = focsup (E).

O
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M M
327-18. Schlieflich wird der Focus auf foc und efoc gerichtet.

327-18(Satz)

M
a) Aus “w € foc”
folgt “3Q, @ : (2 Menge) A (P ist M _focus von Q) A (w = (Q, P))”.

M
b) “(E,p) € foc” genau dann, wenn

“E Menge” und “p ist M _focus von E7.
M
c) Aus “E € efoc” folgt “3Q : Q ist M _focus von E”.

M
d) Aus “E Menge” und “p ist M _focus von E” folgt “E € efoc”.

M
e) foc Relation.

M M
£) dom (foc) = efoc.

M
g) ran (foc) C (dom M) N (ran M).

M
h) “foc Funktion” genau dann, wenn
M M
“foc: efoc— (dom M) N (ran M) ”.

M M
i) Aus “FE € efoc” und “foc Funktion”

M
folgt “foc (E) ist M _focus von E”.

M
j) Aus “M antiSymmetrisch” folgt “foc Funktion”
M M
und “foc: efoc— (dom M) N (ran M)”.

k) Aus “M antiSymmetrisch” und “E € eijr\gc”
folgt “fzgc (E) ist M_focus von E”.
1) Aus “M antiSymmetrisch”
und “E Menge”
und “p ist M _focus von E” folgt “p = f]gc (E)”.
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M
Beweis 327-18 a) VS gleich w € foc.
M
1.1: Aus VS gleich “w € foc”
folgt via Element Axiom: w Menge.
M
1.2: Aus VS gleich “w € foc”

w

folgt via 327-14(Def): 3Q,® : (¢ ist M _focus von Q) A (w = (£, P)).

Aus 1.1 und
aus 1.2“. . .w = (Q,P)”
folgt: (Q, @) Menge.

Aus 2¢(Q, @) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.

Aus 1.2 und
aus 3
folgt: 3Q, ® : (2 Menge) A (P ist M _focus von Q) A (w = (2, D)).

M
b) VS gleich (E,p) € foc.

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3:

M
Aus VS gleich “(E,p) € foc”
folgt via ElementAxiom: (E,p) Menge.

M
Aus VS gleich “(E,p) € foc”
folgt via des bereits bewiesenen a):

3Q, ® : (¢ ist M _focus von Q) A ((E,p) = (2, P)).
Aus 1.1“(E,p) Menge”

folgt via PaarAxiom I: E Menge

Aus 1.2¢. . (E,p) = (2,P)” und
aus 1.1“(FE, p) Menge”
folgt via IGP: (E=Q)A(p=29).

Aus 1.2%...® ist M _focus von €2...”7 und
aus 2.2

folgt: p ist M _focus von E
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Beweis 327-18 b) VS gleich (E Menge) A (p ist M _focus von E).
1.1: Aus VS gleich “...p ist M focus von E”
folgt: 30,0 : (Q=E)A (P =p).

1.2: Aus VS gleich “...pist M _focus von E”
folgt via 327-15: p Menge.

2.1: Aus VS gleich “FE Menge...” und
aus 1.2%p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (E,p) Menge.

2.2: Aus VS gleich “...p ist M _focus von E” und
aus 1.1“...(Q=E)A (P =p)”

folgt: ® ist M focus von .
2.3: Aus1.1¢...(Q=E)A (P =p)”
folgt via Paar Axiom I: (Q,®) = (FE,p).
3: Aus 2.3
folgt: (E,p) = (Q,).

4: Aus1.1434Q,d...7,
aus 2.2“® ist M _focus von 27,
aus 3“(E,p) = (2,9)” und
aus 2.1“(E,p) Menge”

M

folgt via 327-14(Def): (E,p) € foc.
M
c) VS gleich p € efoc.
M

Aus VS gleich “p € efoc”

folgt via 327-14(Def): 30 : Q ist M _focus von E.

d) VS gleich (E Menge) A (p ist M _focus von E).

1: Aus VS gleich “...p ist M _focus von E”
folgt: 40 :Q =p.

2: Aus1“...Q=p” und
aus VS gleich “...p ist M _focus von E”
folgt: Q ist M _focus von F.

3: Aus 1“dQ...7,
aus 2“€) ist M focus von E” und
aus VS gleich “E Menge...”

M
folgt via 327-14(Def): E € efoc.
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Beweis 327-18 e)

5

M

Aus Themal“« € foc”
folgt via des bereits bewiesenen a):

«a € foc.

AP a=(Q, ).

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

)

Va: (a € f](\)4c) = (3, :a=(Q,)).

M
foc Relation.

M

2: Aus Themal.1“« € dom (foc)”
folgt via folk:

M
3: Aus 2¢...(,Q) € foc”

folgt via des bereits bewiesenen b):
(ov Menge) A (Q ist M _focus von «).

4: Aus 3“(a Menge) A (Q ist M _focus von «)”

folgt via des bereits bewiesenen d): a € efoc.

M
a € dom (foc).

M
30 : (o, Q) € foc.

M

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

M M
Va : (o € dom (foc)) = (a € efoc).

M M
A1| “dom (foc) C efoc”
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Beweis 327-18 £) ...
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M

2.1: Aus Themal.2“« € efoc”
folgt via Element Axiom:

M
Aus Themal.2“« € efoc”

folgt via des bereits bewiesenen c):

2.2:

340 : Q ist M _focus von «.

3: Aus 2.1“a Menge” und
aus 2.2“...8Q ist M _focus von a”

folgt via des bereits bewiesenen b):

M
4: Aus 3“(a, Q) € foc”
folgt via folk:

M
«a € efoc

a Menge.

M
(o, 2) € foc.

M
a € dom (foc).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

M M
2: Aus Al gleich “dom (foc) C efoc” und
M M
aus A2 gleich “efoc C dom (foc)”

folgt via Gleichheits Axiom:

M M
Va : (o € efoc) = (a € dom (foc)).

M M
A2| “efoc C dom (foc)”

M M
dom (foc) = efoc.
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Beweis 327-18 g)
M
a € ran (foc).
M
2: Aus Themal“« € ran (foc)”
M
folgt via folk: 30 : (2, «a) € foc.
M
3: Aus 2“...(Q,a) € foc”
folgt via des bereits bewiesenen b):
a ist M _focus von (2.
4: Aus 3“« ist M _focus von 27
folgt via 327-15: € (dom M) N (ran M).
Ergo Themal: Va : (a € ran (foc)) = (o € (dom M) N (ran M)).
M
Konsequenz via 0-2(Def): ran (foc) C (dom M) N (ran M).
M
h) VS gleich foc Funktion.
M M
1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (foc) = efoc.
M
1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt: ran (foc) C (dom M) N (ran M).
M
2: Aus VS gleich “foc Funktion”
M M
aus 1“dom (foc) = efoc” und
M
aus 1.2“ran (foc) C (dom M) N (ran M)”
M M
folgt via 21-1(Def): foc: efoc— (dom M) N (ran M).
M M
h) [[< ]| VS glelch foc: efoc— (dom M) N (ran M).
Aus VS gleich “ foc efoc—> (dom M) N (ran M)~

folgt via 21-1(Def):

M
foc Funktion.
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Beweis 327-18 i) VS gleich

1: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

M
2: Aus VS gleich “FE € efoc...” und
aus 1

folgt:

M
3: Aus VS gleich “... foc Funktion” und
M
aus 2“E € dom (foc)”

folgt via 18-22:

M M
4: Aus 3“(E,foc (F)) € foc”
folgt via des bereits bewiesenen b):

j) VS gleich

Mengenlehre #327
M M
(E € efoc) A (foc Funktion).

M M
dom (foc) = efoc.

M
E € dom (foc).

M M
(E,foc (E)) € foc.

M
foc (F) ist M focus von E.

M antiSymmetrisch.

M
2.1: Aus Themal.1“(a,f3)... € foc”
folgt via des bereits bewiesenen b):

M
2.2: Aus Themal.1“...(«,7) € foc”
folgt via des bereits bewiesenen b):

aus 2.2“~y ist M _focus von a”
folgt via 327-13:

(o, B), (e, 7y) € foc.

B ist M _focus von «.

v ist M _focus von a.

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |
aus 2.1 ist M focus von o” und

M

B=n.

M
Ergo Themal.1: Al “Va, 8,7 : (e, B), (o, y) € foc) = (B=7)”
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Beweis 327-18 j) VS gleich M antiSymmetrisch.
M
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: foc Relation.

M
2: Aus 1.2%foc Relation” und y
aus Al gleich “Vo, 8,7 : ((o, 8), (o, 7y) € foc) = (8 =7)"

M
folgt via 18-18(Def): foc Funktion

M
3: Aus 2“foc Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen h):

MM
foc: efoc— (dom M) N (ran M)

M
k) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (E € efoc).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M
folgt via des bereits bewiesenen j): foc Funktion.

M
2: Aus VS gleich “... E € efoc” und

M
aus 1“foc Funktion”

M
folgt via des bereits bewiesenen 1i): foc (F) ist M focus von E.
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Beweis 327-18 1)

VS gleich (M antiSymmetrisch) A (E Menge) A (p ist M _focus von E).
1: Aus VS gleich “...(E Menge) A (p ist M _focus von E)”
folgt via des bereits bewiesenen d): E e e?gc.
2: Aus VS gleich “M antiSymmetrisch...” und
aus 1“F € efc\gc”
folgt via des bereits bewiesenen k): fjc\)/[c (E) ist M focus von E.
3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...”,
aus VS gleich “...p ist M focus von E” und
aus 2 fjc‘)/[c (E) ist M _focus von E”
folgt via 327-13: p= f]gc (E).
[

Literatur.

N. Dunford & J.T. Schwartz, Linear Operators. Part I: General Theory,
Wiley, 1988(6).
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Mengenlehre: Filter-Basis. Weiteres iiber focus (inferior/superior).

Ersterstellung: 17/02/15 Letzte Anderung: 17/02/15

328-1. Ist M Vollstandig, so kann Hinreichendes iiber die Existenz eines focus
inferior ausgesagt werden.

328-1(Satz) Es gelte:
—) M Vollstindig.
=) 0#z€FE.
—) u untere M _Schranke von x.
—) Vo, (a ist M _Infimum von § € E) = (a_M o).

Dann folgt “3Q : Q ist M _focus inferior von E”.

Beweis 328-1

1.1: Aus—) “ M Vollstandig”

aus =) “0# x...” und
aus —) “u untere M _Schranke von z”
folgt via 320-1: JW : ¥ ist M _Infimum von x.

M

y € inf [E].

M
2: Aus Themal.2“y € inf [E]”
folgt via 327-1:
AP : (¢ € E) A (7 ist M _Infimum von ®).

3: Aus 2“...vist M _Infimum von &7,

aus 2“...& € F...” und
aus —)“Va, @ (o ist M Infimum von f € E)

= (a_M_0)”
folgt: v-M _o.

M
Ergo Themal. 2: Al “Vv: (y €inf [E]) = (y-M_0)”
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Beweis 328-1 ...

2:

Aus 1.1%... ¥ ist M _Infimum von z”7 und
aus —) “...x € BV

M
folgt via 327-1: U ¢ inf [E].

M
: Aus 2“0 €inf [E]”

M
folgt via folk: 0 # inf [E].

M
: Aus 3“0 #inf [E]” und

M
aus Al gleich “Vvy : (v € inf [E]) = (v-M _0)”

M
folgt via folk: o obere M Schranke von inf [E].
: Aus —) “ M Vollstandig” ,
M
aus 3“0 # inf [E]” und
M
aus 4“o obere M _Schranke von inf [E]”
M
folgt via 320-1: 30 : Q ist M _Supremum von inf [E].
M
: Aus 5¢...Q ist M _Supremum von inf [E]”
folgt via 327-8(Def): Q ist M focus inferior von E.
: Aus 5°dQ...7 und
aus 6
folgt: 3Q : Q ist M focus inferior von E.

]
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328-2. Ist M Vollstandig, so kann Hinreichendes iiber die Existenz eines focus
superior ausgesagt werden.

328-2(Satz) Es gelte:
—) M Vollstindig.
=) 0#z€F.
—) o obere M _Schranke von x.
—) Va, B (a ist M _Supremum von § € E) = (u-M _«).

Dann folgt “3€ : Q ist M _focus superior von E”.

Beweis 328-2

1.1: Aus—) “ M Vollstandig” ,

aus =) “0# x...” und
aus —) “o obere M _Schranke von x”
folgt via 320-1: JU : ¥ ist M _Supremum von x.

v € stip [B].

2: Aus Themal.2“vy € S]l\,l/[p [E]”
folgt via 327-1:
AP : (¢ € E) A (v ist M _Supremum von P).

3: Aus 2“...v ist M _Supremum von ®”

aus 2“...& € F...” und
aus —)“Va, f: (o ist M _Supremum von [ € E)

= (u_M_«a)”
folgt: u M .

Ergo Themal.2: Al| “Vy:(y e s]l\fp [E]) = (u-M_~)”
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Beweis 328-2 ...

2:

Aus 1.1¢... W ist M _Supremum von z” und
aus —» “...x e B7
folgt via 327-1: U e s]gp [E].

: Aus 240 € S]L\l/[p [E]”

folgt via folk: 0 # stp [E].

: Aus 3“0 # sjl\fp [E]” und

aus Al gleich “Vvy: (y € suip [E]) = (u-M_)”
folgt via folk: u untere M _Schranke von s]yp [E].

: Aus —) “ M Vollstandig” |

aus 3“0 # s]L\{p [E]” und

M
aus 4“u untere M _Schranke von sup [E]”

folgt via 320-1: Q0 : Q ist M _Infimum von sﬁ/fp [E].
: Aus 5¢...Q ist M _Infimum von S]L\]/[p [E]”

folgt via 327-8(Def): (2 ist M _focus superior von E.
: Aus 5“34Q2...7 und

aus 6

folgt: 3Q . Q ist M _focus superior von F.

]
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328-3. Ist M oben Stark Vollstindig, so kann Hinreichendes iiber die Existenz
eines focus inferior ausgesagt werden.

328-3(Satz) Es gelte:
—) M oben Stark Vollstindig.
=) 0#z€F.
—) u untere M _Schranke von x.

Dann folgt “3Q : Q ist M _focus inferior von E”.
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Beweis 328-3

1.1: Aus —) “M oben Stark Vollstéandig”
folgt via 50-2:

1.2: Via 327-1 gilt:

2.1: Aus 1.1“M Vollstandig” |
aus =) “0# x...” und

aus —) “wu untere M _Schranke von 7
folgt via 320-1:

2.2: Via folk gilt:

3.1: Aus 2.1%... ¥ ist M _Infimum von z” und
aus =) “...x € 7

folgt via 327-1:

M
3.2: Aus 1.2%inf [E] C

(dom M) N (ranM)” und
aus 2.2“(dom M) N (

ran M) C dom M ”
folgt via folk:

M
4: Aus 3.1“V € inf [E]”
folgt via folk:

5: Aus =) “M oben Stark Vollstandig” ,
aus 4“0 # i]r\14f [E]” und
aus 3.2 i]r\1/[f [E] C dom M ”
folgt via 50-1(Def): 10 :Q

M
6: Aus 5“...Q ist M _Supremum von inf [E]”

folgt via 327-8(Def):

7: Aus 5“3Q...”7 und
aus 6
folgt: 30 -

Mengenlehre #328

M Vollsténdig.

i]r\14f [E] C (dom M) N (ran M).

U : ¥ ist M _Infimum von z.

(dom M) N (ran M) C dom M.

M
U € inf [E].

M
inf [E] C dom M.

M
0 # inf [E].

M
ist M _Supremum von inf [E].

Q ist M _focus inferior von FE.

Q ist M _focus inferior von F.

O
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328-4. Ist M unten Stark Vollstdndig, so kann Hinreichendes iiber die Existenz
eines focus superior ausgesagt werden.

328-4(Satz) Es gelte:
—) M unten Stark Vollstindig.
=) 0#z€F.
—) o obere M _Schranke von x.

Dann folgt “3Q : Q ist M _focus superior von E”.
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Beweis 328-4

1.1:

Aus =) “ M unten Stark Vollsténdig”

folgt via 50-2: M Vollsténdig.
: Via 327-1 gilt: sjl‘JJp [E] C (dom M) N (ran M).
: Aus 1.1“M Vollsténdig” ,

aus =) “0# x...” und

aus —) “o obere M _Schranke von z”

folgt via 320-1: JU : ¥ ist M _Supremum von x.
: Via folk gilt: (dom M) N (ran M) C ran M.
: Aus 2.1“... W ist M _Supremum von z” und

aus =) “...x € E”

folgt via 327-1: U e s]yp [E].

: Aus 1.2“s]L\14p [E] C (dom M) N (ranM)” und

aus 2.2“(dom M) N (ranM) Cran M7
folgt via folk: S]l\fp [E] C ran M.

: Aus 3.1V € s]l\fp [E]”

folgt via folk: 0 # sjl‘fp [E].

: Aus —) “ M unten Stark Vollstéandig” ,

aus 4“0 # s]uwp [E]” und
aus 3.2“511\J4p [E] CranM”

folgt via 50-1(Def): 3Q : Q ist M _Infimum von s]L‘fp [E].
: Aus 5¢...Q ist M _Infimum von S]l\J/[p [E]”

folgt via 327-8(Def): Q ist M _focus superior von E.
: Aus 540 ...7 und

aus 6

folgt: 3Q : Q) ist M focus superior von F.

]
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328-5. Ist M Total Vollstindig, so hat jede Klasse einen M _focus inferior und
M
einen M focus superior. Konsequenter Weise gilt in diesem Fall efocinf= I/ und

M
efocsup=U.

328-5(Satz) Es gelte:
—) M Total Vollstindig.
Dann folgt:
a) dQ:Q ust M _focus inferior von E.

b) IV : U ist M _focus superior von E.

M
c) efocinf =U

M
d) efocsup=U.

M
e) focinf Unmenge.

M
f) focsup Unmenge.

Beweis 328-5 ab)

1.1: Via 327-1 gilt: iJr\w/[f [E] C (dom M) N (ran M).
1.2: Via 327-1 gilt: S]L‘J/[p [E] C (dom M) N (ran M).
2.1: Via folk gilt: (dom M) N (ran M) C dom M.
2.2: Via folk gilt: (dom M) N (ran M) C ran M.

M
3.1: Aus 1.1%inf [E] C (dom M) N (ranM)” und
aus 2.1 (dom M) N (ran M) C dom M ”
M

folgt via folk: inf [E] C dom M.

3.2: Aus 1.2“5]1\,1/[p [E] C (dom M) N (ranM)” und
aus 2.2 (dom M) N (ranM) Cran M”

folgt via folk: s]gp [E] Cran M.
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Beweis 328-5 ab) ...
4.1: Aus —) “M Total Vollstandig” und
aus 3.1° i]r\ff [E] € domM”
folgt via 320-2: 30 : Q ist M _Supremum von i]r\ff [E].

4.2: Aus —) “M Total Vollstandig” und
aus 3.2“s]t|4p [E] CranM”

folgt via 320-2: JU : W ist M _Infimum von SJl‘J/[p [E].
M
5.1: Aus4.1¢...Q ist M _Supremum von inf [E]”
folgt via 327-8(Def): Q ist M focus inferior von E.
5.2: Aus 4.2“... ¥ ist M _Infimum von s]l\fp [E]”
folgt via 327-8(Def): U ist M _focus superior von E.
6.a): Aus 4.13Q...”7 und
aus 5.1
folgt: 3Q . Q ist M _focus inferior von F.
6.b): Aus 4.2“3¥..."7 und
aus 5.2
folgt: JWU : U ist M focus superior von F.

c)

aeU.

2: Aus Themal“a elU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3: Aus =) “ M Total Vollstandig”
folgt via des bereits bewiesenen a):
3Q . Q ist M _focus inferior von a.

4: Aus 2“«a Menge” und

aus 3“...Q ist M focus inferior von «” .
folgt via 327-16: a € efocinf.
M
Ergo Themal: Va: (o € U) = (« € efocinf).

M
Konsequenz via folk: efocinf = U.
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Beweis 328-5 d)
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2: Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom:

3: Aus =) “ M Total Vollstandig”

folgt via des bereits bewiesenen a):
JW . W ist M _focus superior von «.

4: Aus 2“a Menge” und
aus 3“... W ist M _focus superior von a”

folgt via 327-17:

acelU.

a Menge.

M
a € efocsup.

Ergo Themal:

Konsequenz via folk:

ef)

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

Via 327-16 gilt:

Via 327-17 gilt:

Aus =) “ M Total Vollstandig”

folgt via des bereits bewiesenen c¢):

Aus —) “M Total Vollstandig”

folgt via des bereits bewiesenen d):

Aus 1.1 und
aus 2.1

folgt:

Aus 1.2 und
aus 2.2
folgt:

M
Va: (o € U) = (a € efocsup).

M
efocsup = U.

M M
dom (focinf) = efocinf.

M M
dom (focsup) = efocsup.

M
efocinf = U.

M
efocinf = U.

M
dom (focinf) = U.

M
dom (focsup) = U.
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Beweis 328-5 ef) ...

M
4.e): Aus 3.1“dom (focinf) =U"

folgt via folk:

M
4.f): Aus 3.2“dom (focsup) =U"
folgt via folk:

Mengenlehre #328

M
focinf Unmenge.

M
focsup Unmenge.

]
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328-6. Mit dem Begriff “Filter-Basis” werfen Netze ihre Schatten voraus.

93

328-6(Definition)

“ E Filter-Basis” genau dann, wenn gilt:

el) 0#E.
e2) Vo,f:(a,f e E)= (IQ: (0£Q e E)AN(Q C «a,[)).
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328-7. Keine Filter-Basis enthélt die leere Menge.

328-7(Satz)
a) Aus “FE Filter-Basis” folgt “0 ¢ E”.
b) Aus “x,y € E Filter-Basis” folgt “IQ: (Qe EYA(0#Q CzNy)”.

c) Aus “x,y € E Filter-Basis” folgt “0 £ xNy”.

Beweis 328-7 a) VS gleich E Filter-Basis.
1: Es gilt: (0eE)V(0¢E).
’ wiFallunterscheidung
0€E.

2: Aus VS gleich “F Filter-Basis” |
aus 1.1.Fall“0 € E” und
aus 1.1.Fall“0 e E”

folgt via 328-6(Def): 30:(0£Q € E)A(QC0,0).
3: Aus2“...QCO0...7
folgt via folk: Q=0.
4: Via 2 gilt: 0 # Q.
’Ende wiFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: 0¢FE.
bc) VS gleich x,y € I Filter-Basis.
1: Aus VS gleich “z,y € F Filter-Basis”
folgt via 328-6(Def): A (e E)A(0#QCa,y).
2: Aus 1“...QCux,y”
folgt via folk: QCxnNy.
3.0): Aus 1“3Q:0#Q € F...” und
aus 2
folgt: IN: Qe E)AN0#QCxNy).

3.¢0): Aus3.D)“...0#QCznNny”
folgt via folk: 0#zNy.

O
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328-8. Die Bedeutung von Filter-Basen beginnt sich an Hand der nunmehrigen

Aussage abzuzeichnen.

328-8(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.
—) I Filter-Basis.
—) u untere M _Schranke von x € E.
—) o obere M _Schranke von y € E.

Dann folgt “u_M _o”.

Beweis 328-8

1: Aus —) “ FE Filter-Basis” ,
aus =) “...x € 7 und
aus —»“...y e K7
folgt via 328-6(Def):

2.1: Aus =) “w untere M _Schranke von ...’

aus 1“...QCx...7
folgt via folk:

2.2: Aus —) “o0 obere M _Schranke von y...”

aus 1“...Q C...y”
folgt via folk:

3: Aus —) “ M transitiv” ,
aus 2.1“u untere M _Schranke von Q7 |

I:(0#£Q2e E)AN(QCx,y).

" und

u untere M _Schranke von €.

und

o obere M _Schranke von €.

aus 2.2“0 obere M _Schranke von 2”7 und

aus 1“...0£Q...7
folgt via 37-15:

u_M _o.
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M
328-9. Ist E eine Filter-Basis und ist M transitiv, so ist jedes p € inf [E] eine

untere M _Schranke von sJL‘fp [E].

328-9(Satz)

M
a) Aus “M transitiv’ und “E Filter-Basis” und “p € inf [E]”
folgt “p untere M _Schranke von s]gp [E]”.

b) Aus “M transitiv’ und “E Filter-Basis” und “p € S]L\l/[p [E]”
M
folgt “p obere M _Schranke von inf [E]”.
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Beweis 328-9 a) VS gleich

1.1: Via 327-1 gilt:

2:

Aus Themal.2“«a € sﬂljp [E]”
folgt via 327-1:

30 : (Q € E) A (« ist M _Supremum von ).

: Aus 2¢. ..« ist M _Supremum von §2”
folgt via folk: a obere M _Schranke von ().

M
: Aus VS gleich “...p € inf [E]”

folgt via 327-1:

U : (¥ e E) A (pist M Infimum von ¥).

: Aus 4“...pist M _Infimum von ¥”
folgt via folk: p untere M _Schranke von V.

: Aus VS gleich “ (M transitiv) A (E Filter-Basis)...”,

aus 5“p untere M _Schranke von U7 |
aus 4“... v e F...7|

aus 3“« obere M _Schranke von €27 und
aus 2“...Q e E...”

folgt via 328-8: p-M .

a € s]l\fp [E].

Ergo Themal.2:
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M
(M transitiv) A (E Filter-Basis) A (p € inf [E]).

inf [E] € (dom M) A (ran M).

At| “Va: (a € stp [E]) = (p-M_a)”

M
2: Aus VS gleich “...p € inf [E]” und
M
aus 1.1%inf [E] C (dom M) N (ran M)”

folgt via folk:

3: Aus 2“p € (dom M) N (ranM)”

folgt via folk:

4: Aus 3“pedomM” und
aus Al gleich “Va : (a € s]l\fp [E]) = (p-M _a)”

folgt via folk:

p € (dom M) N (ran M).

p € dom M.

p untere M _Schranke von s]L‘fp [E].
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Beweis 328-9 b) VS gleich (M transitiv) A (E Filter-Basis) A (p € S]l\.l/[p [E]).

1.1: Via 327-1 gilt: s]gp [E] C (dom M) N (ran M).
M
o € inf [E].

M
2: Aus Themal.2“« € inf [E]”
folgt via 327-1:
30 : (Q € E) A (« ist M _Infimum von ).

3: Aus 2“...«a ist M _Infimum von 27
folgt via folk: a untere M _Schranke von €.

4: Aus VS gleich “...p e s]l\fp [E]”
folgt via 327-1:
IV (¥ € E) A (pist M_Supremum von V).

5: Aus 4“...pist M _Supremum von ¥”
folgt via folk: p obere M _Schranke von W.

6: Aus VS gleich “(M transitiv) A (F Filter-Basis)...”,
aus 2“« untere M _Schranke von €7,
aus 2“...Q e F...7,
aus 5“p obere M _Schranke von ¥” und
aus 4“... Ve E...7
folgt via 328-8: a_M _p.

M
Ergo Themal.?2: Al] “Va: (a €inf [E]) = (.M p)”

2: Aus VS gleich “...p € sﬂljp [E]” und

aus 1.1“S]l\,l/[p [E] C (dom M) N (ran M)”
folgt via folk: p € (dom M) N (ran M).

3: Aus 2“p € (domM) N (ranM)”
folgt via folk: p E€ran M.

4: Aus 3“pe€ranM” und
M
aus Al gleich “Va: (a € inf [E]) = (a-M p)”
M
folgt via folk: p obere M _Schranke von inf [E].

]
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328-10. Ist F eine Filter-Basis, so gilt fiir transitive M Interessantes fiir M _focus
inferior und M _focus superior.

328-10(Satz) Es gelte:

—) M transitiv.
—) FE Filter-Basis.
—) p st M _focus inferior von E.

—) q ist M _focus superior von E.

Dann folgt “p_M _q”.
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Beweis 328-10

1.1: Aus =) “p ist M _focus inferior von E”
M

folgt via 327-8(Def): p ist M _Supremum von inf [E].
1.2: Aus =) “q ist M focus superior von E”
. . M
folgt via 327-8(Def): q ist M Infimum von sup [E].
-M .M
2: Es gilt: (inf [E] = 0) V (0 #inf [E]).
Fallunterscheidung‘
M
2.1.Fall inf [E] = 0.
3: Aus 1 und
aus 2.1.Fall
folgt: p ist M _Supremum von 0.
4: Aus —) “p ist M_Supremum von 07
folgt via 36-12: p ist M Infimum von ran M.
5: Aus 1.2“¢q ist M _Infimum von sﬁ[p [E]”
folgt via 36-3: q € (dom M) N (ran M).
6: Aus 5“g € (domM)N(ranM)”
folgt via folk: q €ran M.
7: Aus 4“p ist M _Infimum von ran M ” und
aus 6“geranM?”
folgt via folk: p-M_q.
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Beweis 328-10

Fallunterscheidung

0 inf [E].

M
o e i (5],

3: Aus =) “ M transitiv”,
aus —) “ F Filter-Basis” und

M
aus Thema3.1“« € inf [E]”

folgt via 328-9:  « untere M _Schranke von sﬁfp [E].

4: Aus 1.2%¢ist M Infimum von sﬁ[p [E]” und

7

aus 3“« untere M _Schranke von sﬁ[p [E]
folgt via folk: a_M _q.

M
Ergo Thema3. 1: Al “Ya: (a €inf [E]) = (a-M _q)”

M
3.2: Aus 2.2.Fall“0 # inf [E]” und
M
aus Al gleich “Va : (a € inf [E]) = (a-M_q)”

M
folgt via folk: q obere M _Schranke von inf [E].
M
4: Aus 1.1%p ist M _Supremum von inf [E]” und
M
aus 3.2“q obere M _Schranke von inf [E]”
folgt via folk: p-M_q.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: p-M q.
[
Literatur.

K.P. Grotemeyer, Topologie, B.I. Mannheim/Wien/Zirich, 1969.
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Mengenlehre: p ist (M, E)gw inferior von x. g]\vﬂiﬁf .
x hat (M, E)gw inferior. egj\g\}ﬁ]f.
p ist (M, E)gw superior von z. g\]/‘v@ﬁp.
x hat (M, E)gw superior. egj\v{/’gup.
pist (M, E)gw von . ]\g4v€

x hat (M, E)gw. é\év%
Ersterstellung: 17/02/15 Letzte Anderung: 18/02/15
329-1. Ist F eine Filter-Basis, so dass jedes Element von E nicht-leeren Schnitt

mit domz hat und 0 # {z[A] : A € E} gilt, so ist auch {z[\] : A € E} eine
Filter-Basis.

329-1(Satz) Es gelte:
—) E Filter-Basus.
—) 0¢ E sNdomz.
—) peb.
—) z[p] Menge.
Dann folgt “{z[\] : X € E} Filter-Basis”.

{z[\] : \ € E} 8-22(Def)
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Beweis 329-1

1.1: Aus =) “p€ E” und
aus —) “z[p| Menge”
folgt via 8-23:

103

zlp| € {z[\]: A € E}.

Thema1.2]

2.1: Aus Themal.2“a... € {z[\]: A € E}”
folgt via 8-23:

2.2: Aus Themal.2“...f € {z[\]: A€ E}”
folgt via 8-23:
2.3: Aus Themal.2“«a... € {z[\]: A € E}”

folgt via Element Axiom:

3: Aus —) “ F Filter-Basis” ,
aus 2.1“... Qe F...” und
aus 2.2“... Ve F...7
folgt via 328-6(Def):

: Aus 3“..TTCQ...7
folgt via 8-9:

: Aus 3¢“...TC ... 0”7
folgt via 8-9:

: Aus3“...T'e E...”
folgt via 220-4:

5.1: Aus 4.1 und

aus 2.1“...a = z[Q]”
folgt:
5.2: Aus 4.2 und
aus 2.2%... 03 = x[V]”
folgt:
5.3: Aus ) “0¢ F ysndomz” und
aus 3“dI'...”
folgt:
5.4: Aus 4.3“I'Ndomzx € E ;;Ndomz” und

aus —) “0 ¢ E pndoma”
folgt via 0-1:

a,p € {z[A\]: A€ E}.
A0 :(Q e E)A(a=z[Q)).

30 (T € E) A (B = z[)).

A (04T € E)AT CQU).

I'Ndomzx € E ;N dom x.

a Menge.

z[[] C z[Q].

z[I'] C z[¥].

3P : & = 2[T].

['Ndomxz # 0.
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Beweis 329-1

Mengenlehre #329

6.

1:

Aus 5.1 und
aus 5.3“... 0 =z[I']”
folgt:

: Aus 5.2 und

aus 5.3“... 0 = z[I']”
folgt:

: Aus 5.4

folgt:

: Aus 5.1z C a” und

aus 2.3“«a Menge”

folgt via TeilMengenAxiom:

: Aus 6.3“0#I'Ndomx”

folgt via 8-14:

: Aus 6.4“z[['] Menge” und

aus 3“...I'e F...”
folgt via 8-23:

: Aus 7.1 und

aus 5.3“... 0 = z[I']”
folgt:

: Aus 7.2 und

aus 5.3“... 0 = z[I')”
folgt:

a,fe{z[\: e E}.

d C 8.

0#T'Ndomz.

z[I'] Menge.

0 # z[[].

z[I'] € {z[\] : A € E}.

0+ .

O e {z[\]: N € E}.
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Beweis 329-1

o, B € {xN: A€ B}

9: Aus 5.3“dd...7,
aus 8.1,
aus 8.2,
aus 6.1 und
aus 6.2

folgt: AP (0#£ P e{z[\: A€ E}) A (P C a,p).

Ergo Themal.2:

Al] “Ya,B: (a,B € {z[A\] : A € E})
= 3P:(0£Pe{z[A\|: Ne EHA(PC,3))”

2: Aus 1.1%z[p] e {z[\] : A € E}”
folgt via folk: 0# {z[\ : A € E}.

3: Aus 2“0 # {z[\]: A€ E}” und
aus Al gleiich “Va, 8 : (o, B € {z][\] : A € E})
= (30:(0£Pe{x[\: \e E}H)A(PC,[))
folgt via 328-6(Def): {z[A] : X € E} Filter-Basis.

O
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329-2. Ist ran x eine Menge, so ist eine vereinfachte Version von 329-1 verfiigbar.

329-2(Satz) Es gelte:

Dann folgt “{x[\| : A € E} Filter-Basis” .

—) E Filter-Basis.
—) 0¢ E ;Nndomz.

—) ranx Menge.

{z[\] : A € B} 8-22(Def)

Beweis 329-2

1:

Aus =) “ F Filter-Basis”
folgt via 328-6(Def):

: Aus 1“0 # E7

folgt via folk:

: Via 8-10 gilt:

: Aus 3“z[Q] Cranz” und

aus —) “ranx Menge”

folgt via TeilMengenAxiom:

: Aus —) “ E Filter-Basis” ,

aus =) “0 ¢ E sNdomz” |
aus 2“...Q2 € E” und

aus 4“x[Q)] Menge”

folgt via 329-1:

0+4E.

N:Qek.

z[Q] Cranz.

x[Q)] Menge.

{z[\] : A € E} Filter-Basis.
[l
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329-3. Via domran Axiom ist eine vereinfachte Version von 329-2 verfiigbar.

329-3(Satz) Es gelte:
—) L Filter-Basis.
—) 0¢ E ;Nndomz.
—) x Menge.

Dann folgt “{x[\| : A € E} Filter-Basis” .

{z[\] : A € B} 8-22(Def)

Beweis 329-3

1: Aus —) “x Menge”
folgt via dom ran Axiom: ranx Menge.

2: Aus —) “F Filter-Basis” ,
aus —) “0 ¢ E ;N domz” und
aus 1“ranz Menge”
folgt via 329-2: {z[\] : A € E} Filter-Basis.

O
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329-4. In Anlehnung an “ Grenzwert” wird hier nun unter anderem definiert, was
es heifit, dass p ein M _gw inferior von F zu sein. Das Wort “Grenzwert” wird
hier nicht eingesetzt, da es an spéterer, konventionellerer Stelle verwendet werden
wird. Anders als bei diesen spéiteren Konzepten kommt hier zwar zusétzlich zu
M, E noch eine weitere Klasse x - in Anwendungen oft eine Funktion - vor, doch
keine “Stelle a” , an der ein “ Grenzwert” betrachtet werden soll.

329-4(Definition)

1) “pist (M, E)gw inferior von z” genau dann, wenn
“p ist M focus inferior von {z[A\] : A € E}”.

2) “pist (M, E)gw superior von z” genau dann, wenn
“p ist M focus superior von {z[\]: A € E}”.

3) “pist (M, E)gw von z” genau dann, wenn
“pist M _focus von {z[\]: A € E}”.

4) “z hat (M, E)gw inferior” genau dann, wenn
“3Q : Qist (M, F)gw inferior von z” .

5) “x hat (M, E)gw superior” genau dann, wenn
“3Q0 : Qist (M, F)gw superior von x” .

6) “x hat (M, E)gw” genau dann, wenn
“3Q: Qist (M, E)gw von x” .

{z[\] : A € B} 8-22(Def)
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329-5. Ahnlich wie fiir focus (inferior /superior) werden nun korrespondierende
Klassen fiir gw inferior, gw superior und gw definiert.

329-5(Definition)

M,E
1) gwinf = 329.0(M, E)
={(\, p) : pist (M, E)gw inferior von \)}
={w: (3N, ®: (P ist (M, E)gw inferior von Q)
ANw = (2, ®))}.
2) gwsup = 329.1(M, E)
={(\, ) : pist (M, E)gw superior von \)}
={w: (3Q,®: (P ist (M, E)gw superior von (2)
ANw = (2, ®))}.
3) gw = 329.2(M, E) = {(\p) : puist (M, E)gw von \)}
={w:(3Q,®: (P ist (M, E)gw von Q) A (w = (Q,P))}.

M.E
4) egwinf = 329.3(M, E)

= {w: (3IQ: Qist (M, F)gw inferior von w)}.

5) egwsup = 329.4(M, E)
={w: (IQ: Qist (M, E)gw superior von w)}.

6) eg]\v{/sEup =3295(M,FE) ={w: (IQ: Qist (M, E)gw von w)}.
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329-6. Aus D C E folgt {z[\] : A € D} C {z[\]: X € E}.

329-6(Satz)
a) Aus “D C E”folgt “{x[A\]: A€ D} C{z[A\]: A€ E}”.
b) Aus Va:(a€ E)=32: (QeD)AN(QCa))”

folgt “¥B: (B € {z[\:\e€E})
= (30: (Pe{z[\|: AeD}HA(PCp))”.

{z[\] : ) € y} 8-22(Def)

Beweis 329-6 a) VS gleich D CE.
o € {z[\]: A € D}.
2: Aus Themal“a € {z[\]: A € D}”
folgt via 8-23: AQ: (2 € D) A (a=z[)]).

3.1: Aus Themal“a € {z[A\]: A€ D}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3.2: Aus2“...Q¢€ D...” und
aus VS gleich “D C E”

folgt via folk: QekFE.
4: Aus 2“...a=z[Q]” und

aus 3.1

folgt: x[Q)] Menge.

5: Aus 4“z[Q] Menge” und
aus 3.2“Q € E”

folgt via 8-23: z[Q] € {z[\]: A € E}.
6: Aus 2“...a=z[Q]” und
aus b
folgt: a € {z[\: e E}.
Ergo Themal: Va:(a € {z[A]: A€ D}) = (e € {z[]\]: A € E}).

Konsequenz via 0-2(Def): {z[\]: e D} C{z[\]: A € E}.
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Beweis 329-6 b) VS gleich “Va: (o € E) =

(3Q: (QeD)A(QC a))”

2: Aus Themal“f € {z[\]: A € E}”

folgt via 8-23: ar: (T' e E) A (B = z[I)).

3: Aus2“...T'e E...” und
aus VS
folgt:

4.1: Aus Themal“p € {z[A]: A € E}”
folgt via Element Axiom:

4.2: Aus3“... 0w CI”
folgt via folk:

4.3: Aus Themal und

aus 3“JU...”
folgt:

5: Aus 4.2“z[V] C z[I')”
aus 2“...0 =z[l'”
folgt:

6.1: Aus 5“z[¥] C 5”7 und
aus 4.1“3 Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

6.2: Aus4.3“...® = z[¥]” und
aus b
folgt:

A (U eD)A(TCT).

B e{z[\: e FE}.

111



112 Mengenlehre #329

Beweis 329-6 b) VS gleich “Va: (€ E) = (IQ: (e D)A(Q C a))”

BefalN:Ae B}

7: Aus 6.1“2[¥] Menge” und
aus 3“... ¥ eD...”7
folgt via 8-23: z[¥] € {z[A\] : A € D}.

8: Aus 4.3“...® =x[V]” und
aus 7
folgt: ¢ € {z[\]: A€ D}.

9: Aus 4.3“d9...7,
aus 8 und
aus 6.2
folgt: 30 : (® e {z[A]: A e D}) A (P C P).

Ergo Themal:
VB:(Be{z]\|: A€ E})= (3P: (P e{z[A\]: xe D}) A (P C ).
O
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329-7. Gelegentlich konnen gw inferior unterschiedlicher Klassen miteinander
verglichen werden.

329-7(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.

—) D CE.

) {2[\]: \ € D} C einf.

=) Va:(a€e E)= (3Q: (e D)A(QC a)).
=) p ist (M, D)gw inferior von x.

=) q ist (M, E)gw inferior von x.

Dann folgt “p-M _q” und “q-M p”.

{z[A] : X € y} 8-22(Def)

Beweis 329-7

1.1: Aus ) “D CE”
folgt via 329-6: {z[A]: X e D} C{xz[\] : A € E}.

1.2: Aus »)“Va:(a e E)=(32: (QeD)A(Q2Ca))”
folgt via 329-6:
VB:(Be{z\|: A€ E})=(FD:(Pec{z[]\]: xe D}) A (P Cp)).

1.3: Aus =) “pist (M, D)gw inferior von z”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus inferior von {z[\] : A € D}.

1.4: Aus —) “qist (M, E)gw inferior von z”
folgt via 329-4(Def): q ist M _focus inferior von {z[\] : A\ € E'}.

2: Aus —) “ M transitv”,
aus 1.1“{z[A]: e D} C{z[\]: A€ E}7,

aus —) “{z[\]: A€ D} C e%f” :
aus 1.2“Vf3: (B € {z[\] : A € E})
= (30: (Pe{x[\|: e D})A(PCP)),
aus 1.3“p ist M _focus inferior von {z[A\] : A € D}” und
aus 1.4“q ist M _foxus inferior von {z[\] : A € E}”
folgt via 327-9: (p-M _q) A (q-M p).

]
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329-8. Gelegentlich konnen gw superior unterschiedlicher Klassen miteinander
verglichen werden.

329-8(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.
- DCE.
M
—) {z[\] : A € D} C esup.
=) Va:(a€e E)=(I0: (e D)A(2Ca)).
=) p st (M, D)gw superior von x.
=) q ist (M, E)gw superior von x.

Dann folgt “p_M _q” und “q-M p”.

{z[\] : X € y} 8-22(Def)

Beweis 329-8

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

Aus ) “D CE”
folgt via 329-6: {z[A\]: X e D} C{xz[\] : A € E}.

Aus »)“Va: (€ E)=32: (QeD)AN(QCa))”
folgt via 329-6:
VB:(Be{z\|: A€ E})=(FP:(Pe{z[]\]: xe D}) A (P Cp)).

Aus =) “p ist (M, D)gw superior von x”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus superior von {z[\] : A € D}.

Aus —) “q ist (M, E)gw superior von x”
folgt via 329-4(Def): q ist M focus superior von {z[\] : A € E}.

: Aus —) “ M transitv”,

aus 1.1{z[\|: A e D} C{z[A\]: A€ E} 7,
aus =) “{x[\ : A e D} C esup”
aus 1.2“Vf0: (B € {z[\] : A € E})
= (30: (Pe{x[\: A€ D})A(PCPH)”,
aus 1.3“p ist M _focus superior von {z[A\] : A € D}” und
aus 1.4%q ist M foxus superior von {z[\| : A € E}”
folgt via 327-10: (p-M_q) N (¢-M p).

]
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329-9. Gelegentlich konnen gw inferior unterschiedlicher Klassen gleich sein.

329-9(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.
—) M antiSymmetrisch.

—) DCE.

) {2[\]: \ € D} C einf.

D Va:(aeB)=30: (QeD)A(Q2Ca)).
—) p st (M, D)gw inferior von x.

=) q ist (M, E)gw inferior von x.

Dann folgt “p=q”.

{2[\] : \ € y} 8-22(Def)

Beweis 329-9

1: Aus —) “ M transitiv”,
aus »“DCE”,

aus =) “{z[\]: A€ D} C e?ﬁf” :

aus =) “Va: (€ B)= (3Q: Qe D)AN Q2 Ca)”,

aus —) “p ist (M, D)gw inferior von z” und

aus —) “q ist (M, E)gw inferior von x”

folgt via 329-7: (p-M_q) N (¢-M p).

2: Aus =) “ M antiSymmetrisch” und
aus 1% (p-M_q) A (q-M p)”
folgt via folk: p=4q.
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329-10. Gelegentlich kénnen gw superior unterschiedlicher Klassen gleich sein.

329-10(Satz) Es gelte:

—) M transitiv.
—) M antiSymmetrisch.
- DCE.
M
—) {z[\ : A € D} C esup.
—) Va:(aeE)=(30: (e D)A(2Ca)).
—) pist (M, D)gw superior von x.
—) q ist (M, E)gw superior von x.

Dann folgt “p=q”.

{z[A] : A € y} 8-22(Def)

Beweis 329-10

1: Aus —) “M transitiv”,
aus ) “D C E7,
aus =) “{z[\]: e D} C esj\ﬁp” :
aus =) “Va: (e B)=(3FQ: Qe D)A(QCa)”,
aus —) “p ist (M, D)gw superior von x” und
aus —) “q ist (M, E')gw superior von x”
folgt via 329-8: (p-M _q) N (¢-M _p).

2: Aus =) “ M antiSymmetrisch” und
aus 1% (p-M_q) A (q-Mp)”
folgt via folk: p=q.
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329-11. Ist M antiSymmetrisch, so hat jede Klasse x hochstens eine (M, E)gw

(inferior /superior).

329-11(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
und “p,q ist (M, E)gw inferior von x”

b) Aus “M antiSymmetrisch”
und “p,q ist (M, E)gw superior von x’

)

c) Aus “M antiSymmetrisch”
und “p,q ist (M, E)gw von x”

folgt “p=1q”.
Jolgt “p=q”.
folgt “p=q”.

Beweis 329-11

{z[\] : ) € y} 8-22(Def)

a) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (p, q ist (M, E)gw inferior von x).

1: Aus VS gleich “...p,q ist (M, E)gw inferior von z”

folgt via 329-4(Def): p, q ist M _focus inferior von {z[\] : A € E'}.

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus 1“p, q ist M focus inferior von {z[A] : A € E}”

folgt via 327-13: p=q.
b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (p, ¢ ist (M, E)gw superior von x).
1: Aus VS gleich “...p,q ist (M, E)gw superior von x”
folgt via 329-4(Def): p, q ist M _focus superior von {z[A] : A € E}.
2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus 1“p, q ist M _focus superior von {z[A]: A € E}”
folgt via 327-13: p=4q.
c) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (p, ¢ ist (M, E)gw von x).
1: Aus VS gleich “...p,qist (M, E)gw von x”
folgt via 329-4(Def): p,q ist M _focus von {z[A\] : A € E}.
2: Aus VS gleich “M antiSymmetrisch...” und
aus 1“p, q ist M _focus von {z[A\]: A € E}”
folgt via 327-13: P=4q
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329-12. Jeder (M, E)gw (inferior/superior) von z ist eine Menge, die Element
von (dom M) N (ran M) ist.

329-12(Satz)

a) Aus “pist (M, E)gw inferior von x”

b) Aus “p ist (M, E)gw superior von x”

c) Aus “pist (M, E)gw von x”

folgt “p Menge” und “p € (dom M) N (ranM)”.

folgt “p Menge” und “p € (dom M) N (ran M)”.

folgt “p Menge” und “p € (dom M) N (ran M)”.

Beweis 329-12

{z[\] : X € y} 8-22(Def)

a) VS gleich pist (M, E)gw inferior von z.
1: Aus VS gleich “p ist (M, E)gw inferior von z”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus inferior von {z[\] : A € [}E].
2: Aus 1“p ist M focus inferior von {z[\] : A € [} E]”
folgt via 327-15: (p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).
b) VS gleich p ist (M, E)gw superior von .
1: Aus VS gleich “p ist (M, E)gw superior von x”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus superior von {z[\] : X € [}E].
2: Aus 1“p ist M focus superior von {z[\| : A € [} E]”
folgt via 327-15: (p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).
c) VS gleich pist (M, E)gw von z.
1: Aus VS gleich “pist (M, E)gw von z”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus von {z[\] : X € [}E].
2: Aus 1“p ist M focus von {z[\] : A € [} E]”

folgt via 327-15: (p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).
O
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329-13. Passender Weise wird der Focus zunéchst auf gwinf und egwinf gerichtet.

329-13(Satz)

a)

b)

c)

d)

e)

1)

g)

h)

i)

3)

k)

1)

M,E
Aus “w € gwinf”
folgt “3Q, @ : (2 Menge) A (P ist (M, E)gw inferior von Q)
ANw = (2,P))”.

M,E
“(x,p) € gwinf” genau dann, wenn

“x Menge” und “p ist (M, E)gw inferior von x”.

M,E
Aus “x € egwinf” folgt “3Q : Q ist (M, E)gw inferior von x”.

Aus “x Menge” und “p ist (M, E)gw inferior von x”
M,E
folgt “x € egwinf”.

M.E
gwinf Relation.

M,E M,E
dom (gwinf) = egwinf.

M,E
ran (gwinf) C (dom M) N (ran M).

M,E
“gwinf Funktion” genau dann, wenn
M,E  M,E
“gwinf: egwinf— (dom M) N (ran M)”.

M,E M,E
Aus “x € egwinf”und “gwinf Funktion”

M,E
folgt “gwinf (z) ist (M, E)gw inferior von x” .

Aus “M antiSymmetrisch”
M,E ME  ME
folgt “gwinf Funktion” und “gwinf: egwinf— (dom M) N (ran M)”.

M,E
Aus “M antiSymmetrisch” und “x € egwinf”

M,E
folgt “gwinf (z) ist (M, E)gw inferior von x” .

Aus “M antiSymmetrisch” und “x Menge”
M.E
und “p ist (M, E)gw inferior von x” folgt “p = gwinf (x)”.
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M,E

Beweis 329-13 a) VS gleich w € gwinf.
M,E
1.1: Aus VS gleich “w € gwinf”
folgt via Element Axiom: w Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “w € gwinf”
folgt via 329-5(Def):
3Q, @ : (@ ist (M, E)gw inferior von Q) A (w = (2, ®)).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2“. . .w = (Q,P)”
folgt: (©, ®) Menge.
3: Aus 2¢(Q2, D) Menge”
folgt via PaarAxiom I: ) Menge.
4: Aus 1.2 und
aus 3
folgt:
3Q, ® : (2 Menge) A (P ist (M, E)gw inferior von Q) A (w = (£2, @)).
M,E
b) VS gleich (x,p) € gwinf.
M,E
1.1: Aus VS gleich “(x,p) € gwinf”
folgt via Element Axiom: (x,p) Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “(x,p) € gwinf”
folgt via des bereits bewiesenen a):
AQ, ¢ : (P ist (M, E)gw inferior von Q) A ((z,p) = (22, D)).
2.1: Aus 1.1“(x,p) Menge”
folgt via PaarAxiom I: x Menge
2.2: Aus 1.2“.. . (z,p) = (Q,9)” und
aus 1.1“(z,p) Menge”
folgt via IGP: (x=Q)A(p=2).
3: Aus 1.2“...® ist (M, E)gw inferior von ©...” und

aus 2.2

folgt: p ist (M, E)gw inferior von z
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Beweis 329-13 b) VS gleich (x Menge) A (p ist (M, E)gw inferior von x).

1.1: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw inferior von z”
folgt: 30,0 : (Q=2) AN (P =Dp).

1.2: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw inferior von z”
folgt via 329-12: p Menge.

2.1: Aus VS gleich “x Menge...” und
aus 1.2“p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (x,p) Menge.

2.2: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw inferior von z” und
aus 1.1“...(Q=2)A (P =p)”

folgt: ® ist (M, E)gw inferior von €.
2.3: Aus1.1¢...(Q=2)AN (P =p)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (z,p).
3: Aus 2.3
folgt: (z,p) = (2, D).

4: Aus1.143Q,®...7
aus 2.2“® ist (M, E)gw inferior von 27,
aus 3“(z,p) = (,P)” und
aus 2.1“(x,p) Menge”

M,E
folgt via 329-5(Def): (x,p) € gwinf.
M,E
c) VS gleich x € egwinf.
M,E
Aus VS gleich “x € egwinf”
folgt via 329-5(Def): 30 : Qist (M, E)gw inferior von z.
d) VS gleich (x Menge) A (p ist (M, E)gw inferior von z).
1: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw inferior von x”
folgt: Q0 :Q =p.
2: Aus1“...Q=p” und
aus VS gleich “...pist (M, F)gw inferior von x”
folgt: Qist (M, E)gw inferior von x.
3: Aus 14dQ...7,
aus 2 ist (M, E)gw inferior von z” und
aus VS gleich “x Menge...”
M,E

folgt via 329-5(Def): x € egwinf.
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Beweis 329-13 e)

M,E
a € gwinf.
M,E
Aus Themal“« € gwinf”
folgt via des bereits bewiesenen a): 30,0 a=(Q, ).
M,E
Ergo Themal: Va: (a € gwinf) = (IQ, ¢ : a = (Q, D)).
M,E
Konsequenz via 10-3: gwinf Relation.
)
M,E
o € dom (gwinf).
M,E
2: Aus Themal.1l“a € dom (gwinf)”
M,E
folgt via folk: 30 : (o, Q) € gwinf.
M,E
3: Aus 2¢...(, Q) € gwinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):
(av Menge) A (Q ist (M, E)gw inferior von «).
4: Aus 3“(a Menge) A (Q ist (M, E)gw inferior von «)”
M,E
folgt via des bereits bewiesenen d): a € egwinf.
M,E M,E
Ergo Themal.1: Va: (a € dom (gwinf)) = (a € egwinf).
M,E M,E

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (gwinf) C egwinf”
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M,E

2.1: Aus Themal.2“« € egwinf”
folgt via Element Axiom:

M.E
2.2: Aus Themal.2“« € egwinf”

folgt via des bereits bewiesenen c):

30 : Qist (M, E)gw inferior von .

3: Aus 2.1“a Menge” und

aus 2.2%...Q ist (M, E)gw inferior von a”

folgt via des bereits bewiesenen b):

M.E
4: Aus 3“(a, Q) € gwinf”

folgt via folk:

a € dom (gwinf).

M,E
a € egwinf

a Menge.

M.E
(o, Q) € gwinf.

M,E

M,E M,E
Ergo Themal.2: Va: (a € egwinf) = (a € dom (gwinf)).
M,E M,E

Konsequenz via 0-2(Def):

M,E M,E
2: Aus A1 gleich “dom (gwinf) C egwinf” und
M,E M,E
aus A2 gleich “egwinf C dom (gwinf)”

folgt via GleichheitsAxiom:

A2| “egwinf C dom (gwinf)”

M,E M,E
dom (gwinf) = egwinf.
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Beweis 329-13 g)

M,E
a € ran (gwinf).
M,E
2: Aus Themal“«a € ran (gwinf)”
M.E
folgt via folk: Q0 (Q, ) € gwinf.

M.E
3: Aus 2¢...(Q,a) € gwinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):
a ist (M, E)gw inferior von €.

4: Aus 3“« ist (M, E)gw inferior von 7

folgt via 329-12: a € (dom M) N (ran M).
M,E
Ergo Themal: Va : (a € ran (gwinf)) = (o € (dom M) N (ran M)).
M,E
Konsequenz via 0-2(Def): ran (gwinf) C (dom M) N (ran M).
M,E
h) VS gleich gwinf Funktion.
M,E M,E
1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (gwinf) = egwinf.
M,E
1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt: ran (gwinf) C (dom M) N (ran M).

M,E
2: Aus VS gleich “gwinf Funktion” ,
M,E M,E
aus 1“dom (gwinf) = egwinf” und

M,E
aus 1.2“ran (gwinf) C (dom M) N (ran M)”

M,E  ME
folgt via 21-1(Def): gwinf: egwinf— (dom M) N (ran M).
ME  ME
h) VS gleich gwinf: egwinf— (dom M) N (ran M).
ME  ME

Aus VS gleich “gwinf: egwinf— (dom M) N (ranM)”
M,E
folgt via 21-1(Def): gwinf Funktion.
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M,E M,E
Beweis 329-13 i) VS gleich (x € egwinf) A (gwinf Funktion).
M,E M,E
1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (gwinf) = egwinf.
M,E
2: Aus VS gleich “z € egwinf ...” und
aus 1
M,E
folgt: x € dom (gwinf).
M,E
3: Aus VS gleich “... gwinf Funktion” und
M,E
aus 2“z € dom (gwinf)”
M,E M,E
folgt via 18-22: (x,gwinf (z)) € gwinf.

M,E M,E
4: Aus 3“(x,gwinf (z)) € gwinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):
M,E
gwinf (x) ist (M, E)gw inferior von xs.

j) VS gleich M antiSymmetrisch.

M,E

(a, B), (@r,7) € gwinf.

M.E
2.1: Aus Themal.1“(«,f3)... € gwinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):
B ist (M, E)gw inferior von a.

M,E
2.2: Aus Themal.1%...(q,7) € gwinf”
folgt via des bereits bewiesenen b):
v ist (M, E)gw inferior von a.

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” ,
aus 2.1“f ist (M, E)gw inferior von o” und
aus 2.2“~ ist (M, E)gw inferior von «o”
folgt via 329-11: B =n7.

M,E
Ergo Themal.1: Al “Va,B,7: (o, 8), (o, 7) € gwinf) = (8 =7)”
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Beweis 329-13 j) VS gleich M antiSymmetrisch.
M,E
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: gwinf Relation.
M,E

2: Aus 1.2“gwinf Relation” und
M,E

aus A1 gleich “Va, 8,7 : ((a, B), (o, ) € gwinf) = (5 =7)”

M.E
folgt via 18-18(Def): gwinf Funktion

M,E
3: Aus 2“gwinf Funktion”

folgt via des bereits bewiesenen h):

M,E  M,E

gwinf: egwinf— (dom M) N (ran M)

M,E
k) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (z € egwinf).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M.E
folgt via des bereits bewiesenen j): gwinf Funktion.
M,E
2: Aus VS gleich “...x € egwinf” und

M,E
aus 1“gwinf Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen i):
M,E
gwinf (z) ist (M, E)gw inferior von x.
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Beweis 329-13 1)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (x Menge) A (p ist (M, E)gw inferior von x).

1: Aus VS gleich “...(z Menge) A (p ist (M, E)gw inferior von x)”
M,E
folgt via des bereits bewiesenen d): x € egwinf.

2: Aus VS gleich “M antiSymmetrisch...” und
M,E
aus 1“x € egwinf”
folgt via des bereits bewiesenen k):
M,E
gwinf (x) ist (M, E)gw inferior von z.

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” |
aus VS gleich “...pist (M, F)gw inferior von x” und
M,E
aus 2“gwinf (z) ist (M, E)gw inferior von x”

M,E
folgt via 329-11: p = gwinf (z).
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329-14. Hier werden gv]\\//[éﬁp und eg]\v{/’sEup untersucht.

329-14(Satz)

a) Aus “w € g\]/\v@ﬁp”
folgt “3Q, @ : (2 Menge) A (P ist (M, E)gw superior von )
ANw = (2,P))”.

M,E
b) “(z,p) € gwsup” genau dann, wenn
“r Menge” und “p ist (M, E)gw superior von x”.
M,E , ‘
c) Aus “x € egwsup” folgt “3IQ : Q ist (M, E)gw superior von x” .
d) Aus “x Menge” und “p ist (M, E)gw superior von x”
M,E
folgt “x € egwsup”.
M,E _
e) gwsup Relation.

M.E M.E
£) dom (gwsup) = egwsup.

g) ran (gvj‘\//[éﬁp) C (dom M) N (ran M).

M.E .
h) “gwsup Funktion” genau dann, wenn

ME  ME
“gwsup: egwsup— (dom M) N (ran M)”.

M,E M,E .
i) Aus “x € egwsup”und “gwsup Funktion”

M.E _ .
folgt “gwsup () ist (M, E)gw superior von x”.

ME _

j) Aus “M antiSymmetrisch” folgt “gwsup Funktion”
M.E M.E

und “gwsup: egwsup— (dom M) N (ran M)”.

M,E
k) Aus “M antiSymmetrisch” und “x € egwsup”
M,E , .
folgt “gwsup (x) ist (M, E)gw superior von z” .

1) Aus “M antiSymmetrisch” und “x Menge”
M.E
und “p ist (M, E)gw superior von z” folgt “p = gwsup (x)”.
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Beweis 329-14 a) VS gleich w E gv]\géﬁp.
1.1: Aus VS gleich “w € gv]\\;[éﬁp”

folgt via Element Axiom: w Menge.
1.2: Aus VS gleich “w € g%éﬁp”

w

folgt via 329-5(Def):
3Q,® : (¢ ist (M, E)gw superior von Q) A (w = (§2, @)).

Aus 1.1 und
aus 1.2“...w = (Q,9)”
folgt: (Q, ®) Menge.

Aus 2% (02, ®) Menge”
folgt via PaarAxiom I: ) Menge.

Aus 1.2 und
aus 3
folgt:
30, & : (Q Menge) A (® ist (M, E)gw superior von Q) A (w = (£2, ®)).

M,E
b) VS gleich (x,p) € gwsup.
M,E
1.1: Aus VS gleich “(z,p) € gwsup”
folgt via ElementAxiom: (x,p) Menge.

1.2:

2.1:

2.2:

3:

Aus VS gleich “(z,p) € gvﬂ\{éﬁp”
folgt via des bereits bewiesenen a):
3Q,® : (¢ ist (M, E)gw superior von Q) A ((z,p) = (2, P)).

Aus 1.1%(x,p) Menge”

folgt via PaarAxiom I: x Menge

Aus 1.2¢. .. (z,p) = (Q,P)” und
aus 1.1“(x,p) Menge”
folgt via IGP: (x=Q)A(p=2).

Aus 1.2%...® ist (M, E)gw superior von §2...” und
aus 2.2

folgt: p ist (M, E)gw superior von x
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Beweis 329-14 b) VS gleich (z Menge) A (p ist (M, E)gw superior von ).

1.1: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw superior von x”
folgt: A0, (Q=2)A (P =Dp).
1.2: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw superior von z”
folgt via 329-12: p Menge.
2.1: Aus VS gleich “x Menge...” und
aus 1.2“p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (x,p) Menge.
2.2: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw superior von z” und
aus 1.14...(Q=2)A (P =p)”
folgt: ® ist (M, E)gw superior von Q.
2.3: Aus1.1¢...(Q=2)AN (P =p)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (z,p).
3: Aus 2.3
folgt: (xz,p) = (22, D).
4: Aus1.1439Q,d...7,
aus 2.2“® ist (M, E)gw superior von 7 |
aus 3“(z,p) = (2, ®)” und
aus 2.1“(z,p) Menge”
folgt via 329-5(Def): (x,p) € g\]/\géﬁp.
c) VS gleich T € eg]\v{/’gup.
_ M,E
Aus VS gleich “x € egwsup”
folgt via 329-5(Def): 30 : Qist (M, E)gw superior von x.
d) VS gleich (x Menge) A (p ist (M, E)gw superior von ).
1: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw superior von z”
folgt: dQ:Q =p.
2: Aus 1“...Q=p” und
aus VS gleich “...pist (M, E)gw superior von z”
folgt: Q) ist (M, E)gw superior von z.
3: Aus 1“dQ...7,

aus 2 ist (M, E)gw superior von x” und

aus VS gleich “x Menge. .. "

folgt via 329-5(Def): x € eg]\v{/sEup.
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Beweis 329-14 e)

o € gwsp.

M,E
Aus Themal“« € gwsup”

folgt via des bereits bewiesenen a): A, P a=(Q, ).
M,E
Ergo Themal: Va: (a € gwsup) = (3Q, P : o = (2, D)).
. M,E .
Konsequenz via 10-3: gwsup Relation.
£)
M,E
o € dom (gwsup).
M,E
2: Aus Themal.1l“«a € dom (gwsup)”
folgt via folk: 30 (o, Q) € g\]/\géﬁp.
3: Aus 2¢... (o, Q) € g\%éﬁp”
folgt via des bereits bewiesenen b):
(ov Menge) A (Q ist (M, E)gw superior von «).
4: Aus 3“(a Menge) A (€ ist (M, E)gw superior von «)”
: : : M,E
folgt via des bereits bewiesenen d): Qa € egwsup.
M, M,
Ergo Themal.1: Va : (o € dom (gwsﬁp)) = (o€ egwsEup).

M,E M,E
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (gwsup) C egwsup”
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Beweis 329-14 £) ...

0 € egvisup

M.E
2.1: Aus Themal.2“« € egwsup”
folgt via Element Axiom: a Menge.

M.E
2.2: Aus Themal.2“« € egwsup”
folgt via des bereits bewiesenen c):
3Q : Qist (M, E)gw superior von a.

3: Aus 2.1“a Menge” und
aus 2.2“...Q ist (M, E)gw superior von a”

M,E
folgt via des bereits bewiesenen b): (ar, Q) € gwsup.

M,E
4: Aus 3“(a, Q) € gwsup”

folgt via folk: a € dom (g\]/\géﬁp).
Ergo Themal.2: Va: (a € eg%s%m) = (a € dom (gvj\\//[éﬁp)).
M,E M,E
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “egwsup C dom (gwsup)”

M,E M,E
2: Aus A1 gleich “dom (gwsup) C egwsup” und

. M,E M,E
aus A2 gleich “egwsup C dom (gwsup)”
. . . . M,E M,E
folgt via GleichheitsAxiom: dom (gwsup) = egwsup.
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Beweis 329-14 g)

M,E
a € ran (gwsup).

M,E
2: Aus Themal“« € ran (gwsup)”

folgt via folk: 30 (Q,a) € gwaup.

M,E
3: Aus 2¢...(Q,«) € gwsup”
folgt via des bereits bewiesenen b):
a ist (M, E')gw superior von ).

4: Aus 3“« ist (M, E)gw superior von 7

folgt via 329-12: a € (dom M) N (ran M).
M,E
Ergo Themal: Va : (o € ran(gwsup)) = (o € (dom M) N (ran M)).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (gv]\géﬁp) C (dom M) N (ran M).
h) VS gleich g\%éﬁp Funktion.
1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (g\%éﬁp) = eg]\v/{/sEup.
1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt: ran (g\]/\géﬁp) C (dom M) N (ran M).

M.E ,
2: Aus VS gleich “gwsup Funktion” ,
M.E M,E
aus 1“dom (gwsup) = egwsup” und

aus 1.2“ran (gvj\\;[éﬁp) C (domM) N (ranM)”

folgt via 21-1(Def): g%éﬁp: eg]\\fv’gjp% (dom M) N (ran M).
: ME  ME
h) VS gleich gwsup: egwsup— (dom M) N (ran M).

Aus VS gleich “ gv]\\;[éﬁp: eg]\v{/’gup—> (dom M) N (ran M)”
M,E

folgt via 21-1(Def): gwsup Funktion.
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Beweis 329-14 i) VS gleich (x € eg%gup) A (gv]\\//[éﬁp Funktion).
1: Via des bereits bewiesenen ) gilt: dom (g\%éﬁp) = egﬂv{/’gup.
2: Aus VS gleich “z € eg]\\//{/fup ...7 und

aus 1 B
folgt: x € dom (gwsup).
. M,E .
3: Aus VS gleich “... gwsup Funktion” und
M,

aus 2“x € dom (gwsﬁp) 7

. M,E M,E
folgt via 18-22: (x, gwsup (z)) € gwsup.

M,E M,E
4: Aus 3“(x,gwsup (x)) € gwsup”
folgt via des bereits bewiesenen b):

g%éﬁp (x) ist (M, E)gw superior von xs.

j) VS gleich M antiSymmetrisch.

(a0, ), (0, ) € gwsup.

M.E
2.1: Aus Themal.1“ (o, f3)... € gwsup”
folgt via des bereits bewiesenen b):
B ist (M, E)gw superior von a.

M.E
2.2: Aus Themal.1“...(«,7) € gwsup”
folgt via des bereits bewiesenen b):

7 ist (M, E)gw superior von a.

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” ,
aus 2.1“0 ist (M, E)gw superior von a” und

aus 2.2“~ ist (M, E)gw superior von «”
folgt via 329-11: B =r.

Ergo Themal.1: Al “Vo, 8,7 : ((o, 8), (o, 7y) € g\%éﬁp) = (f=7)"




Mengenlehre #329 135

Beweis 329-14 j) VS gleich M antiSymmetrisch.

M,E )
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: gwsup Relation.

M,E )
2: Aus 1.2“gwsup Relation” und

aus A1 gleich “Vor, 8,7 : (o, ), (o, 7) € gwétp) = (5 =)

folgt via 18-18(Def): gvj‘\{éﬁp Funktion

M,E )
3: Aus 2“gwsup Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen h):

ME  ME
gwsup: egwsup— (dom M) N (ran M)

M,E

k) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (z € egwsup).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M.E )
folgt via des bereits bewiesenen j): gwsup Funktion.

M,E
2: Aus VS gleich “...x € egwsup” und

M.E )
aus 1“gwsup Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen 1):

M.E , .
gwsup (z) ist (M, F)gw superior von z.
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Beweis 329-14 1)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (x Menge) A (p ist (M, E)gw superior von ).

1: Aus VS gleich “...(z Menge) A (p ist (M, E)gw superior von x)”
M.E
folgt via des bereits bewiesenen d): T € egwsup.
2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
M.E
aus 1“2z € egwsup”
folgt via des bereits bewiesenen k):

M, , :
gwsﬁp (x) ist (M, E)gw superior von z.

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ” |
aus VS gleich “...pist (M, F)gw superior von z” und
M,E , .
aus 2“gwsup (z) ist (M, E)gw superior von z”

: M,E
folgt via 329-11: p = gwsup ().
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329-15. Hier werden Ag4v€ und éév% untersucht.

329-15(Satz)

a) Aus “w € Ag4\’/]vE” folgt “3Q, @ : (Q Menge) A (P ist (M, E)gw von )
ANw = (2,P))”.

M,E
b) “(z,p) € gw ” genau dann, wenn
“r Menge” und “p ist (M, E)gw von z”.

M,E :
c) Aus “x € egw” folgt “IQ : Q ist (M, E)gw von z”.
. M,E
d) Aus “x Menge” und “p ist (M, E)gw von x” folgt “x € egw”.
e) Ag4V\}E Relation.
ME.  ME
f) dom (gw) = egw.

g) ran(]\g4(/\}E) C (dom M) N (ran M).

M.E .

h) “gw Funktion” genau dann, wenn

M,E M,E

“gw: egw— (dom M) N (ranM)”.

M,E M,E .
i) Aus “x € egw”und “gw Funktion”
M,E ‘
folgt “gw (z) ist (M, E)gw von x”.

M,E ,
j) Aus “M antiSymmetrisch” folgt “gw Funktion”

und “]\g4\’/{/5: é\é\;Ev—> (dom M) N (ranM)”.

M,E
k) Aus “M antiSymmetrisch” und “x € egw”
M,E _
folgt “gw (z) ist (M, E)gw von x”.

1) Aus “M antiSymmetrisch” und “x Menge”
M,E
und “p ist (M, E)gw von z” folgt “p=gw (x)”.
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Beweis 329-15 a) VS gleich w e Ag4v€
1.1: Aus VS gleich “w € Aéﬁ”

folgt via Element Axiom: w Menge.
1.2: Aus VS gleich “w € ]gv]\;j K

w

folgt via 329-5(Def):
30, ® : (D ist (M, E)gw von Q) A (w = (£, P)).

Aus 1.1 und
aus 1.2“...w = (Q,9)”
folgt: (Q, ®) Menge.

Aus 2 (02, ®) Menge”
folgt via PaarAxiom I: ) Menge.

Aus 1.2 und
aus 3
folgt:
3Q, & : (2 Menge) A (P ist (M, E)gw von Q) A (w = (2, D)).

b) VS gleich (x,p) € Ag4v]v5

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3:

Aus VS gleich “(z,p) € Ag4V\}E "
folgt via ElementAxiom: (x,p) Menge.

Aus VS gleich “(z,p) € Ag4v{/3 K
folgt via des bereits bewiesenen a):
AQ,® : (P ist (M, E)gw von Q) A ((z,p) = (2, D)).

Aus 1.1%(x,p) Menge”

folgt via PaarAxiom I: x Menge

Aus 1.2¢. .. (z,p) = (Q,P)” und
aus 1.1“(x,p) Menge”
folgt via IGP: (x=Q)A(p=2).

Aus 1.2%...® ist (M, E)gw von ©2...” und
aus 2.2

folgt: pist (M, E)gw von x
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Beweis 329-15 b) VS gleich (x Menge) A (p ist (M, E)gw von ).
1.1: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw von x”
folgt: 30,0 : (Q=2) A (P =Dp).

1.2: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw von z”
folgt via 329-12: p Menge.

2.1: Aus VS gleich “z Menge...” und
aus 1.2“p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (x,p) Menge.

2.2: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw von x” und
aus 1.14...(Q=2)A (P =p)”

folgt: ® ist (M, E)gw von Q.
2.3: Aus1.1¢...(Q=2)AN (P =p)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (z,p).
3: Aus 2.3
folgt: (x,p) = (22, D).

4: Aus1.149Q,d...7,
aus 2.2“® ist (M, E)gw von Q7 |
aus 3“(z,p) = (,®)” und
aus 2.1“(z,p) Menge”

folgt via 329-5(Def): (x,p) € Ag4v{/3
c) VS gleich x € eMgv€
, M,E
Aus VS gleich “z € egw”
folgt via 329-5(Def): IQ: Qist (M, E)gw von z.
d) VS gleich (x Menge) A (p ist (M, E)gw von x).
1: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw von z”
folgt: dQ:Q =p.
2: Aus 1“...Q=p” und
aus VS gleich “...pist (M, E)gw von z”
folgt: Qist (M, E)gw von x.

3: Aus 14dQ...7,
aus 2“0 ist (M, E)gw von x” und

aus VS gleich “x Menge...”

folgt via 329-5(Def): x € éwngv
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Beweis 329-15 e)

o€ gw.

M,E
Aus Themal“a € gw”

folgt via des bereits bewiesenen a): A0, P a=(Q, D).
M,E
Ergo Themal: Va:(a€ gw)= (3Q,0: a=(02,d)).
. M.E .
Konsequenz via 10-3: gw Relation.
)

o € dom (gi).

M.E
2: Aus Themal.1“«a € dom (gw)”
M,E

folgt via folk: A0 (o, Q) € gw.

3: Aus 2¢... (o, Q) € ]\g4\’/{/5”
folgt via des bereits bewiesenen b):
(av Menge) A (Q ist (M, E)gw von «).

4: Aus 3“(a Menge) A (Q ist (M, E)gw von «)”

M,E
folgt via des bereits bewiesenen d): o € egw.
M,E M,E
Ergo Themal. 1: Va: (o € dom(gw)) = (a € egw).
M,E, _ ME

7

Konsequenz via 0-2(Def): A1 “dom (gw) C egw
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Beweis 329-15 £) ...

M,E

o € egw

M.E
2.1: Aus Themal.2“« € egw”
folgt via Element Axiom: a Menge.

M.E
2.2: Aus Themal.2“« € egw”
folgt via des bereits bewiesenen c):
Q0 : Qist (M, E)gw von a.

3: Aus 2.1“a Menge” und
aus 2.2“...Qist (M, E)gw von a”

folgt via des bereits bewiesenen b): (a, ) € J\é[vjvg :
4: Aus 3“ (o, ) € Aé\’/?”
: M,E
folgt via folk: a € dom (gw).
Ergo Themal.2: Va: (a € (Jyg\llﬂv) = (a € dom (AgJV\;E))
Konsequenz via 0-2(Def): A2| é\év% C dom (Aévg) 7

2: Aus A1 gleich “dom (JEV&E) - éwngv 7 und
. M,E M,E
aus A2 gleich “egw C dom (gw)”
: . . . ME. ~ ME
folgt via GleichheitsAxiom: dom (gw ) = egw.
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M,E

2: Aus Themal“a € ran(gw)”
folgt via folk:

M,E
3: Aus 2¢...(Q,a) € gw”
folgt via des bereits bewiesenen b):

4: Aus 3“« ist (M, E)gw von Q7

a ist (M, E)gw von ().

a € ran (Ag?vjvg)

30 (Q,0) € gw.

folgt via 329-12: a € (dom M) N (ran M).
M,E
Ergo Themal: Va: (o €ran(gw)) = (o € (dom M) N (ran M)).

Konsequenz via 0-2(Def):

h) VS gleich

1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt:
1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

2: Aus VS gleich ]\é[V]VE Funktion” ,
ME_ ME
aus 1“dom (gw) = egw” und
M,E
aus 1.2“ran (gw) C (dom M) N (ran M)”

folgt via 21-1(Def):

h) VS gleich

Aus VS gleich “ ]\g4v{/5 (Je\é’va—> (dom M) N (ran M)”

folgt via 21-1(Def):

ran (AgJﬁ) C (dom M) N (ran M).
J\é[v(/j Funktion.

dom (]\é[vf/ﬂ) = é\é\]/gv

ran (AgJV\]/E) C (dom M) N (ran M).

Ag4v{/3 é\év]%/% (dom M) N (ran M).

]\g4v{/5 (]evév]%/—> (dom M) N (ran M).

M,E )
gw Funktion.
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Beweis 329-15 i) VS gleich (x € é\év%) A (]‘gJVI\/E Funktion).
1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (]\g4v{/3 )= <]ewgv]%/
2: Aus VS gleich “x € évé\]/% ...”7 und

aus 1 B
folgt: x € dom (gw).
. ME .
3: Aus VS gleich “... gw Funktion” und
M,E

aus 2“z € dom (gw)”

: M,E M,E
folgt via 18-22: (xz, gw (7)) € gw.

M,E M.E
4: Aus 3“(x, gw (7)) € gw”
folgt via des bereits bewiesenen b):

AgJV\}E (x) ist (M, E)gw von xs.

j) VS gleich M antiSymmetrisch.

Themal.1 (o, B), (a,y) € Ag4v€

M,E
2.1: Aus Themal.1“(a,f3)... € gw”

folgt via des bereits bewiesenen b):
B ist (M, E)gw von a.

M,E
2.2: Aus Themal.1“...(«,7) € gw”
folgt via des bereits bewiesenen b):
v ist (M, E)gw von a.

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |
aus 2.1“f ist (M, E)gw von a” und
aus 2.2“v ist (M, E)gw von a”
folgt via 329-11: 8 =r.

Ergo Themal. 1: A1] “Vo,B,7: ((o, B), (a,7) € gw) = (B=7)"
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Beweis 329-15 j) VS gleich

1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

M,E )
2: Aus 1.2“ gw Relation” und
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M antiSymmetrisch.

M.E )
gw Relation.

M,E

aus Al gleich “Va, 8,7 : (o, ), (@, 7) € gw) = (B=17)”

folgt via 18-18(Def):

M,E )
3: Aus 2“ gw Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen h):

k) VS gleich

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. . .

folgt via des bereits bewiesenen j):

M,E
2: Aus VS gleich “...z € egw” und

M.E )
aus 1“ gw Funktion”

folgt via des bereits bewiesenen 1):

M.E )
gw Funktion

gw: egw— (dom M) N (ran M)

(M antiSymmetrisch) A (z € <]=.ng€/)

7

M,E )
gw Funktion.

J\g4WE (x) ist (M, E)gw von x.
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Beweis 329-15 1)

VS gleich (M antiSymmetrisch) A (z Menge) A (p ist (M, E)gw von z).
1: Aus VS gleich “...(z Menge) A (p ist (M, E)gw von z)”
M,E
folgt via des bereits bewiesenen d): T € egw.
2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus 1“x € (Jewg’\j/[jv”
M,E ,
folgt via des bereits bewiesenen k): gw (z) ist (M, E)gw von x.
3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” |
aus VS gleich “...pist (M, F)gw von x” und
aus 2 Ag4V\}E (x) ist (M, E)gw von z”
: M,E
folgt via 329-11: p=gw (xs).
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Mengenlehre: gw (inferior /superior): Vollsténdigkeit. Filter-Basis.
Ersterstellung: 19/02/15 Letzte Anderung: 19/02/15

330-1. Als Hilfsmittel zur Untersuchung der Auswirkungen von (Starker /Totaler)
Vollséndigkeit auf gw (inferior/superior) wird Vorliegendes in die Essays aufge-
nommen.

330-1(Satz)

a) Aus “0#qe{z[]\: A€ E}”
folgt “3Q: (Q e E)A(0#QNdomzx) A (2[Q2] Menge)
Ag = =z[])”.

b) Aus “p € E”und “x[p] Menge” und “0 # pNdomz”
folgt “0 # z[p] € {z[\] : A€ E}”.

{z[\] : A € E} 8-22(Def)

Beweis 330-1 a) VS gleich 0#qe{z[\]: € E}.
1: Aus VS gleich “...q € {z[A\]: A€ E}”
folgt via 8-23: IQ: (L€ E)A(q==x[]).

2: Aus VS gleich “0# ¢...” und
aus 1¢...q = z[Q]”

folgt: 0 # x[€].
3: Aus 240 # z[Q)”
folgt via folk: 0# QNdomz.
4: Aus 1 und
aus 3
folgt: 30 : (€ E)A(0# QNdomz) A (g = z[Q]).
b) VS gleich (p € E) A (x[p] Menge) A (0 # pNdomx).

1.1: Aus VS gleich “(p € E) A (z[p] Menge) ...”

folgt via 8-23: zlp] € {z[\] : A € B}

1.2: Aus VS gleich “...0 # pNdomz”

folgt via folk: 0 # x[p]
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330-2. Ist M Vollsténdig, so kann unter Umsténden auf das Vorhandensein eines
(M, E)gw inferior geschlossen werden.

330-2(Satz) Es gelte:
—) M Vollstindig.
—) pe k.
—) x[p] Menge.
—) 0# pNdomuz.
—) u untere M _Schranke von z|p).
—) Va, B : ((a ist M _Infimum von z[3] Menge) A (B € E)) = (a_M o).

Dann folgt “3Q : Q ist (M, E)gw inferior von x”.

Beweis 330-2

{z[\] : A € E'} 8-22(Def)

1.1: Aus »)“pe E”,
aus —) “z[p] Menge” und
aus —) “0 # pNdomz”
folgt via 330-1: 0 # x[p| € {z[\]: A € E}.
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Beweis 330-2 ...

v ist M _Infimum von § € {z[\]: A € E}
2: Aus Themal.2“...d € {z[\|: A € E}”
folgt via 8-23: 3Q: (L e E) A (0 =x[Q]).

3.1: Aus Themal.2 und
aus 2“...0 = z[Q]”
folgt: 7 ist M _Infimum von z[(2].

3.2: Aus Themal.2“...0 € {z[\|: A€ E}”
folgt via Element Axiom: 0 Menge.

4: Aus 3.2 und
aus 2“...0 = z[Q]”
folgt: z[€2] Menge.

5: Aus 3.1%7y ist M _Infimum von z[Q2]”,
aus 4“z[Q)] Menge” |
aus 2“...Q € E...” und
aus —)“Va, 5 : ((a ist M Infimum von x[5] Menge)
AP € E)) = (a_M_o)”
folgt: v-M _o.

Ergo Themal.2:
A1| “V7,6 : (v ist M _Infimum von § € {z[\] : A € E}) = (y-M_0)”

2: Aus —) “M Vollstéandig” ,
aus 1.140 # z[p] € {z[\| : A € [}E]7,
aus —) “u untere M _Schranke von z[p]” und
aus Al gleich “V~y,¢ : (v ist M Infimum von § € {x[\] : A € E})

= (7M_o)

folgt via 328-1: 30 : Q ist M _focus inferior von {z[\] : A € E'}.
3: Aus 2¢...Q ist M focus inferior von {z[A\] : A € E}”

folgt via 329-4(Def): Q ist (M, E)gw inferior von z.
4: Aus 2“3Q...7 und

aus 3

folgt: 30 : Q ist (M, E)gw inferior von x.

O
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330-3. Ist M Vollsténdig, so kann unter Umsténden auf das Vorhandensein eines
(M, E)gw superior geschlossen werden.

330-3(Satz) Es gelte:
—) M Vollstindig.
—) pe k.
—) x[p] Menge.
—) 0# pNdomuz.
—) o0 obere M _Schranke von x[p].
—) Va, B ((a ist M _Supremum von z[5] Menge)AN(B € E)) = (u-M_«).

Dann folgt “3Q : Q ist (M, E)gw superior von x”.

Beweis 330-3

{z[\] : A € E'} 8-22(Def)

1.1: Aus »)“pe E”,
aus —) “z[p] Menge” und
aus —) “0 # pNdomz”
folgt via 330-1: 0 # x[p| € {z[\]: A € E}.
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Beweis 330-3 ...

7 ist M _Supremum von § € {z[\] : A € E}
2: Aus Themal.2“...d € {z[\|: A € E}”
folgt via 8-23: 3Q: (e E) A (0 =x[Q]).

3.1: Aus Themal.2 und
aus 2“...0 = z[Q]”
folgt: 7 ist M _Supremum von z[(2].

3.2: Aus Themal.2“...0 € {z[\|: A€ E}”
folgt via Element Axiom: 0 Menge.

4: Aus 3.2 und
aus 2“...6 = z[Q]”
folgt: z[€2] Menge.

5: Aus 3.1“7y ist M_Supremum von z[Q2]”,
aus 4“z[Q)] Menge” |
aus 2“...Q€ E...” und
aus —)“Va, 5 : ((« ist M _Supremum von x[5] Menge)
ANpB € FE)) = (uM_a)”
folgt: u_M .

Ergo Themal.2:
A1| “V7,6 1 (v ist M _Supremum von 6 € {z[A]: A € E}) = (u-M )"

2: Aus —) “M Vollstéandig” ,
aus 1.140 # z[p] € {z[\| : A € [}E]7,
aus —) “o obere M _Schranke von z[p]” und
aus Al gleich “V~y,¢ : (v ist M _Supremum von 0 € {z[\] : A € E})

S (u M)

folgt via 328-2: 3Q = Q ist M _focus superior von {z[\] : A € E}.
3: Aus 2¢...Q ist M focus superior von {z[\] : A € E}”

folgt via 329-4(Def): Q ist (M, E)gw superior von z.
4: Aus 2“3Q...7 und

aus 3

folgt: AQ : Q ist (M, E)gw superior von z.

O
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330-4. Falls M unten Stark Vollstédndig ist, muss noch weniger als in 330-2
vorausgesetzt werden, um die Existenz eines (M, E)gw inferior zu garantieren.

330-4(Satz) Es gelte:
—) M oben Stark Vollstindig.
—) pe k.
—) z[p] Menge.
—) 0# pNdomuz.
—) u untere M _Schranke von x[p.

Dann folgt “3Q : Q ist (M, E)gw inferior von x”.

Beweis 330-4

{(2[\] : \ € E} 8-22(Def)

1: Aus D “pe B,
aus —) “z[p] Menge” und
aus —) “0 # pNdomz”
folgt via 330-1: 0 # x[p] € {z[\]: A € E}.

2: Aus =) “M oben Stark Vollstindig” ,
aus 1“0 # z[p] € {z[\] : A € E}” und

aus —) “wu untere M Schranke von z[p|”

folgt via 328-3: 30 : Q ist M _focus inferior von {z[\] : A € E'}.
3: Aus 2¢...Q ist M focus inferior von {x[A\] : A € E}”

folgt via 329-4(Def): Qist (M, E)gw inferior von x.
4: Aus 2“3Q...7 und

aus 3

folgt: 30 : Q ist (M, E)gw inferior von x.

]
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330-5. Falls M oben Stark Vollstandig ist, muss noch weniger als in 330-2 vor-
ausgesetzt werden, um die Existenz eines (M, E)gw superior zu garantieren.

330-5(Satz) Es gelte:
—) M wunten Stark Vollstindig.
—) pe k.
—) z[p] Menge.
—) 0# pNdomz.
—) 0 obere M _Schranke von x[p].

Dann folgt “3Q : Q ist (M, E)gw superior von x”.

Beweis 330-5

{(2[\] : \ € E} 8-22(Def)

1: Aus D “pe B,
aus —) “z[p] Menge” und
aus —) “0 # pNdomz”
folgt via 330-1: 0 # x[p| € {z[\]: A € E}.

2: Aus —) “ M unten Stark Vollstandig” ,
aus 1“0 # z[p] € {z[\] : A € E}” und
aus —) “o obere M _Schranke von z[p]”

folgt via 328-4: 3Q = Q ist M _focus superior von {z[\] : A € E}.
3: Aus 2¢...Q ist M focus superior von {x[A] : A € E}”

folgt via 329-4(Def): Q ist (M, E)gw superior von .
4: Aus 2“3Q...7 und

aus 3

folgt: 3Q : Q ist (M, E)gw superior von z.

]
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330-6. Ist M Total Vollsténdig, so ist die Existenz von (M, E')gw inferior von x
und von (M, E)gw superior von x gesichert.

330-6(Satz) Es gelte:
—) M Total Vollstindig.
Dann folgt:
a) 30 : Q st (M, E)gw inferior von x.

b) IV : U ist (M, E)gw superior von x.

M,E

c) egwinf =U
d) egAv{/’sEup =U.
M.E

e) gwinf Unmenge.

M,E
f) gwsup Unmenge.

Beweis 330-6 a)
1: Aus —) “ M Total Vollstandig”

folgt via 328-5: 30 : Q ist M _focus inferior von {z[\] : A € E'}.
2: Aus 1“...Q ist M focus inferior von {z[\] : A € E}”

folgt via 329-4(Def): Q ist (M, E)gw inferior von z.
3: Aus 1°3Q...7 und

aus 2

folgt: 3Q : Qist (M, E)gw inferior von z.

b)

1: Aus —) “ M Total Vollstandig”
folgt via 328-5: IV : U ist M _focus superior von {z[\] : A\ € E'}.

2: Aus 1“... U ist M focus superior von {z[A]: A € E}”
folgt via 329-4(Def): VU ist (M, E)gw superior von z.

3: Aus 1“3J¥...7 und
aus 2
folgt: IV : W ist (M, E)gw superior von z.
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Beweis 330-6 c)

el

1.1: Aus ThemaO“a €U’
folgt via Element Axiom: a Menge.

1.2: Aus —) “ M Total Vollstandig”
folgt via des bereits bewiesenen a):
Q0 : Qist (M, E)gw inferior von a.

2: Aus 1.1“a Menge” und

aus 1.2%...Q ist (M, E)gw inferior von a”
M,E

folgt via 329-13: a € egwinf.
M,E
Ergo ThemaO: Va: (a € U) = (a € egwinf).
M,E
Konsequenz via folk: egwinf = U.
d)
a€el.
1.1: Aus ThemaO“a e U”
folgt via Element Axiom: a Menge.
1.2: Aus —) “ M Total Vollstandig”
folgt via des bereits bewiesenen a):
3Q : Qist (M, E)gw superior von a.
2: Aus 1.1“a Menge” und
aus 1.2“...Q ist (M, E)gw superior von a”
folgt via 329-14: a € eg]\v{/’sEup.
M,E
Ergo ThemaO: Va: (a € U) = (o € egwsup).
M,E

Konsequenz via folk: egwsup = U.
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Beweis 330-6 e)

1.1: Aus —) “ M Total Vollstandig”

1.

)

1.

1.

2:

1:

2:

folgt via des bereits bewiesenen c):

Via 329-13 gilt:

: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

M,E

: Aus 2“dom (gwinf) =U"

folgt via folk:

Aus —) “ M Total Vollstéandig”

folgt via des bereits bewiesenen c¢):

Via 329-14 gilt:

: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

: Aus 2“dom (g\]/\v/[éﬁp) =U’

folgt via folk:
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M,E
egwinf =U.

M,E M.E
dom (gwinf) = egwinf.

M,E

dom (gwinf) = U.

M.E
gwinf Unmenge.

M,E
egwsup = U.

M,E M,E
dom (gwsup) = egwsup.

dom (g%éﬁp) =U.

M,E
gwsup Unmenge.

]
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330-7. Ist {z[\] : A € E} eine Filter-Basis - Hinreichendes hierfiir ist in 329-
1,2,3 notiert - und ist M transitiv, so gilt p_M ¢ fiir jeden (M, E)gw inferior p
von x und jeden (M, E)gw superior ¢ von z.

330-7(Satz) Es gelte:
—) M transitiv.
—) {z[A] : A € E} Filter-Basis.
—) p ist (M, E)gw inferior von x.
=) q ist (M, E)gw superior von x.

Dann folgt “p_M _q” .

{z[\] : A € B} 8-22(Def)

Beweis 330-7

1.1: Aus —) “pist (M, E)gw inferior von z”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus inferior von {z[\] : A € E}.

1.2: Aus —) “qist (M, E)gw superior von z”
folgt via 329-4(Def): q ist M focus superior von {z[\] : A € E}.

2: Aus =) “ M transitiv” ,
aus =) “{z[\] : A € E'} Filter-Basis”,
aus 1.1“p ist M _focus inferior von {z[A\] : A € E}” und
aus 1.2%“q ist M focus superior von {z[\] : A € E}”
folgt via 328-10: p-M q.
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Mengenlehre: sse_focus inferior. sse_focus superior.

Ersterstellung: 24/02/15 Letzte Anderung: 01/03/15

331-1. Die Klassen {{JA: A € E} und {{)A: A € E} sind bei der Untersuchung
von inf [E] und sup |E] wichtig.

331-1(Definition)

1) 331.0(E) ={UX: N e E}
—{w:(3Q:(QeB) A=)}

2) 331.1(E) ={NA: A€ E}
={w: (A (Qe E)A (w=N2)}
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331-2. Obwohl &hnlich unterscheiden sich die Aussagen iiber Elemente von {(J A :
A€ E}und {NA: e E}.

331-2(Satz)
a) Aus “we {UN: A€ E} folgt “IQ: (Q € E)A(w=Q Menge)”.
b) Aus “p e E”folgt “Upe{Ur: A€ E}”.

c) Aus “we {NA: A€ E}”
folgt “3Q:(0#£Q € E)A (w=[Q Menge)”.

d) Aus “0#pe E” folgt “Npe{NA: A€ E}".
e) Aus “p € E”und “(\p Menge” folgt “\pe {NA: A€ E}”.

{UX: )€ E} 331-1(Def)
{NX: X e E} 331-1(Def)

Beweis 331-2 a) VS gleich we{Jr:Xe E}
1.1: Aus VS gleich “w e {UN: A€ E}”

folgt via Element Axiom: w Menge.
1.2: Aus VS

folgt via 331-1(Def): N (Qe E)A(w=N)

2: Aus 1.2 . w=JQ” und
aus 1.1

folgt: J Q2 Menge
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Beweis 331-2 b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p e E7”
folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS
folgt:

2.1: Aus 1.1“p Menge”
folgt via [ JAxiom:

2.2: Aus VS und
aus 1.2“...Q=p”
folgt:

2.3: Aus1.2¢..Q=p”
folgt:

3: Aus 2.3
folgt:

4: Aus 1.24dQ...7
aus 2.2 und
aus 3
folgt:
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peE L.

p Menge.

dQ:Q =p.

Jp Menge.

Qe k.

Ue=Up.

Up=UQ

30:QeB)AUp=UQ).

5: Aus 4“3Q: (Qe E)A (Up=UN)” und

aus 2.1“\Jp Menge”
folgt via 331-1(Def):

c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “w e {NA: A€ E}”

folgt via Element Axiom:

1.2: Aus Vs
folgt via 331-1(Def):

2: Aus 1.2 . w=Q" und
aus 1.1

folgt:

3: Aus 2 Q2 Menge”
folgt via 1-17:

4: Aus 1.2,
aus 3 und
aus 2
folgt:

Upe{UXr:Ae E}
we{NA: A€ E}.

w Menge.

30 (Qe€E)A (w=N9Q).

(2 Menge.

0# Q.

3Q:(0#£Q € E)A (w=()2 Menge).
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Beweis 331-2 d) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “0#p...”
folgt via 1-17:

Aus VS
folgt:

Aus VS gleich “...p € E” und
aus 1.2“...Q=p”
folgt:

Aus 1.2¢...Q=p”
folgt:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 1.24dQ...7,

aus 2.1 und
aus 3
folgt:

 Aus 4“3Q: (Qe EYA(Np=)” und

aus 1.1“(p Menge”
folgt via 331-1(Def):

e) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...(p Menge”
folgt via 1-17:

: Aus 1“0 # p” und

aus VS gleich “pe E...”
folgt via des bereits bewiesenen d):
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0#pek.

(p Menge.

J0:Q =p.

Qekl.

N =p.

Np =%

30:(QeB)A(Np=NN.

Ape{Nr: A€ E}.

(p € E) A (M p Menge).

0 # p.

NpeiNr:\eE).
]
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sse

331-3. Es werden inf [E] und sup [E] untersucht.

331-3(Satz)

a) inf [E] = {\: A € E}.

sse

b) sup [E] = {UX: )\ € E}.

{UA: € E} 331-1(Def)
{NA: )€ E} 331-1(Def)

Beweis 331-3 a)

sse

a € inf [E].

sse

1: Aus ThemaO.1“« € inf [E]”
folgt via 327-1:
3Q: (Q € E) A (« ist sse_Infimum von §2).

2: Aus 1%...« ist sse_Infimum von 27”
folgt via 61-20: a =1 Menge.

3: Aus1“...Q€e E...” und
aus 2“...(Q2 Menge”

folgt via 331-2: NQLe{NA: A€ E}.
4: Aus 2“a=(Q...” und
aus 3
folgt: ac{NA: e E}.
Ergo Thema0. 1: Va: (a € inf E]) = (e {NA: A€ E}).

Konsequenz via 0-2(Def): At] “inf [E] C{OA: A€ E}”
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Beweis 331-3 a) ...

aef{NA: A€ E}
1: Aus Thema0.2“a € {NA: A€ E}”
folgt via 331-2: 0 (0£Q e E)A (a=Q).

2: Aus1“...0#Q...7
folgt via 61-12: (€2 ist sse_Infimum von €.

3: Aus 24N Q ist sse_Infimum von Q7 und
aus 1“..Qe E...7

sse

folgt via 327-1: 2 € inf [E].
4: Aus1“...a=Q" und
aus 3 .
folgt: a € inf [E].
Ergo Thema0. 2: Va:(ae{NA:AeE})=(ac inf [E]).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “{ONA: X e E} C inf [E]”

1: Aus Al gleich inf [E]C{A: A€ E}” und
aus A2 gleich “{A: A€ E} Cinf [E]”
folgt via GleichheitsAxiom: inf [E]={N\: A€ E}.



Mengenlehre #331 163

Beweis 331-3 b)

o e (8]

1: Aus Thema0.1“w € sup [E]”
folgt via 327-1:
30 : (Q € E) A (« ist sse_.Supremum von 2).

2: Aus 1“... « ist sse_Supremum von €2”
folgt via 61-20: a=JQ.

3: Aus1“... Qe FE...”
folgt via 331-2: UQe{Ur:Xe E}.

4: Aus 2 und
aus 3
folgt: ac{UJA: e E}.

Ergo Thema0. 1: Vo (aesup [E]) = (e {JN: Ae E}).

sse

Konsequenz via 0-2(Def): Al| “sup [E] C{UAX: A€ E}”
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Beweis 331-3 b) ...

ae{UA:AeE}
1: Aus Thema0.2“a € {(JA: A€ E}”
folgt via 331-2: 3Q: (Q € E) A (a = Menge).

2: Aus 1¢...(JQ Menge”
folgt via 61-14: J 2 ist sse_Supremum von 2.

3: Aus 24 ist sse_Supremum von 2”7 und
aus 1“..Qe E...7

sse

folgt via 327-1: U € sup [E].
4: Aus1“...a=JQ...” und
aus 3
folgt: o € sup [E).
Ergo Thema0. 2: Vo : (e {JN: Ae E}) = (a esup [E]).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{UA: e E} Csup [E]”

1: Aus A1 gleich “sup [E] C{JA: A€ E}” und
aus A2 gleich “{JA: X € E} Csup [E]”
folgt via GleichheitsAxiom: sup [E] = {UA: A e E}.

]
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331-4. |z ist genau dann eine Menge, wenn x eine Menge ist.

331-4(Satz)

a) “UUx Menge” genau dann, wenn “x Menge” .

b) “UJz Unmenge” genau dann, wenn “x Unmenge”.

Beweis 331-4 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “(Jz Menge”

folgt via PotenzMengenAxiom:
: Via 261-1 gilt:
: Aus 2“2 CP(Jx)” und

aus 1“P(|Jx) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

a) VS gleich
Aus VS gleich “x Menge”
folgt via [ JAxiom:

b)

1:

2:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2

folgt:

Jx Menge.

P(Jz) Menge.
r CP(Jx).

x Menge.
x Menge.

Jz Menge.

(Uz Menge) < (x Menge).

(=(Ux Menge)) < (—(xz Menge)).

(U Unmenge) < (x Unmenge).

]
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331-5. Der kanonische Kandidat fiir sse_focus inferior ist (J{(\\: A € E}.

331-5(Satz)

a) Aus “p ist sse_focus inferior von E”

folgt “p=U{NA: X € E} Menge”
und “{A: X € E} Menge”.

b) Aus “{(\A: A€ E} Menge”
folgt “\IU{NA: X\ € E} ist sse_focus inferior von E7”.

c) Aus “U{NA: A € E} Menge”
folgt “\IU{A: A € E} ist sse_focus inferior von E7.

{N\: )€ E} 331-1(Def)

Beweis 331-5 a) VS gleich p ist sse_focus inferior von FE.

1: Aus VS gleich “p ist sse_focus inferior von E”
sse

folgt via 327-8(Def): p ist sse_Supremum von inf [E].

sse

2: Aus 1“p ist sse_Supremum von inf [E]”
sse

folgt via 61-20: p = {J inf [E] Menge.

3.1: Aus2“... inf [E] Menge”

sse

folgt via 331-4: inf [E] Menge.
3.2: Via 331-3 gilt: inf [E] = {\: A € E}.
4.1: Aus 2 und

aus 3.2

folgt: p=U{NA: A€ E} Menge

4.2: Aus 3.1 und
aus 3.2

folgt: {OA: X € E} Menge




Mengenlehre #331 167

Beweis 331-5 b) VS gleich {NA: X € E} Menge.
1: Aus VS gleich “{(YA: XA € E} Menge”
folgt via | JAxiom: U{N X : A € E} Menge.
2: Aus 1“(J{A: X € E} Menge”
folgt via 61-14: U{N A : A € E} ist sse_Supremum von {(\A: A € E}.
3: Via 331-3 gilt: inf [E]={NA:\e€ E}.
4: Aus 2 und
aus 3 e
folgt: U{N A : A € E} ist sse_Supremum von inf [E].
5: Aus 4“(J{A: A € E} ist sse_Supremum von inf [E]”
folgt via 327-8(Def):
U{N A : A € E} ist sse_focus inferior von E.
c) VS gleich U{N A : A € E} Menge.
1: Aus VS gleich “|J{A: A € E} Menge”
folgt via 331-4: {NA: X € E} Menge.
2: Aus 1“{(A: X € E} Menge”

folgt via des bereits bewiesenen b):
U{N A : X\ € E} ist sse_focus inferior von E.

]
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331-6. Der kanonische Kandidat fiir sse_focus superior ist ([{{JX: A € E}.

331-6(Satz)

a) Aus “p ist sse_focus superior von E”
folgt “p=N{UA: X € E} Menge”
und “0#{UJX: A€ E}7.

b) Aus “0#{JX: A€ E}”
folgt “Y{UA: A € E} ist sse_focus superior von E”.

c) Aus “(Y{UA: A€ E} Menge”
folgt “Y{UA : A € E} ist sse_focus superior von E”.

{UX: )€ E} 331-1(Def)

Beweis 331-6 a) VS gleich p ist sse_focus superior von F.
1: Aus VS gleich “p ist sse_focus superior von E”
folgt via 327-8(Def): p ist sse_Infimum von sup [E].
2: Aus 1¢p ist sse_Infimum von sup [E]”
folgt via 61-20: p = () sup [E] Menge.
3.1: Aus 2“...()sup [E] Menge”
folgt via 1-17: 0 #sup [E).
3.2: Via 331-3 gilt: sup [E] = {UA: A e E}.
4.1: Aus 2 und
aus 3.2
folgt: p=(HUA: € E} Menge

4.2: Aus 3.1 und
aus 3.2

folgt: 0£{UN: A€ E}
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Beweis 331-6 b) VS gleich 0£{UN: N€ E}.
1: Aus VS gleich “0# {JUX: A€ E}”
folgt via 1-17: N{UAX: A € E} Menge.
2: Aus 1“{UAX: X € E} Menge”
folgt via 61-12: N{UA: A € E} ist sse_Infimum von {{JA: A € E}.
3: Via 331-3 gilt: sup [E] = {UA: A e E}.
4: Aus 2 und
aus 3
folgt: N{UA: A € E} ist sse_Infimum von sup [E].
5: Aus 4“{UX: A € E} ist sse_Infimum von sup [E]”
folgt via 327-8(Def): N{UA: X € E} ist sse_focus superior von E.
c) VS gleich N{UA: A € E} Menge.
1: Aus VS gleich “N{UA: A € E} Menge”
folgt via 1-17: 0#{UN: A€ E}.
2: Aus 1“0 #{UX: A e B}

folgt via des bereits bewiesenen b):
({UA : X € E} ist sse_focus superior von E.

[]
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331-7. Bei der Formulierung von Hinreichendem fiir die “ Mengen-Artigkeit” von

{UAX: A€ E} oder {)A: X € E} ist es hilfreich, die “Funtions-Artigkeit” von

sse

inf oder ssﬁi) fest gestellt ist.

331-7(Satz)

M
a) Aus “M antiSymmetrisch” folgt “inf Funktion”.
b) Aus “M antiSymmetrisch” folgt “sﬁlp Funktion” .

¢) einf =\ {0}.

sse

d) esup=U.
e) (dom (sse)) N (ran (sse)) =U.

£) inf U\ {0} = U.

sse

g) sup:U —U.

sse

h) inf Funktion.

i) ssljeb Funktion.

{UX: X e E} 331-1(Def)
{N\: )\ e B} 331-1(Def)

Beweis 331-7 ab) VS gleich M antiSymmetrisch.
1.1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch”
M M

folgt via 182-11: inf: einf— (dom M) N (ran M).
1.2: Aus VS gleich “M antiSymmetrisch”

folgt via 182-11: s]l\fp: esMup—> (dom M) N (ran M).

M M
2.a): Aus 1.1“inf: einf— (dom M) N (ran M)”
M
folgt via 21-1(Def): inf Funktion.

2.b): Aus 1.2“sﬁ4p: e%p—) (dom M) N (ran M)~
folgt via 21-1(Def): SJl\J/[p Funktion.
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Beweis 331-7 c)

sse

o € enf.

sse

1: Aus Thema0.1%« € einf”
folgt via 182-2:
(av Menge) A (362 : Q ist sse_Infimum von «).

2.1: Aus 1“a Menge...”

folgt via 0-22: acl.
2.2: aus 2°“...Q ist sse_Infimum von «”

folgt via 61-20: Q =) a Menge.

3: Aus 2.2“...()a Menge”
folgt via 1-17: 0 # a.

4: Aus2.1“a €U’ und
aus 3“0 # a”
folgt via 5-15: ael\{0}.

Ergo ThemaO. 1: Va: (a € einf) = (a e U\ {0}).

Konsequenz via 0-2(Def): A1 “einf CU\ {0}”
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Beweis 331-7 ¢c) ...
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Thema0.2 aecU\ {0}
1.1: Aus Thema0.2“a €U \ {0}”
folgt via Element Axiom: a Menge.
1.2: Aus Thema0.2“a e U \ {0}”
folgt via 5-15: 0#ael.
2: Aus1.2“0# a...”
folgt via 61-12: ()« ist sse_Infimum von a.
3: Aus 1.1“a Menge” und
aus 2“( )« ist sse_Infimum von «o”
sse
folgt via 182-2: a € einf.

Ergo ThemaO.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1: Aus A1l gleich “einf C U/ \ {0}” und
aus A2 gleich “U \ {0} C einf”
folgt via Gleichheits Axiom:

Se

Va: (aelU\{0}) = (a e esinf).

n2| “u\ {0} Ceinf”

einf = 1\ {0}.
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Beweis 331-7 4)

ThemaO.1 acl.

1: Aus Thema0.1“a e lU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2: Aus 1“a Menge”
folgt via [ JAxiom: J o Menge.

3: Aus 2“|Ja Menge”
folgt via 61-14: |J a ist sse_Supremum von a.

5: Aus 1“a Menge” und

aus 3“|J av ist sse_Supremum von «”
sse

folgt via 182-2: a € esup.
Ergo Thema0.2: Vo (0 eU) = (o € estp).
Konsequenz via folk: e;SL?p =U.
e) ((dom (sse)) N (ran (sse))) *=" 1 N (ran (sse)) *27 ran (sse) =2 U
)
1: Aus 61-8“sse antiSymmetrisch”
folgt via 182-11: inf : einf— ((dom (sse)) N (ran (sse))).
2: Aus 1 uI%sde
via c) “einf =U \ {0}”
folgt: inf : U \ {0} — ((dom (sse)) N (ran (sse))).
3: Aus 2 und

via e) “((dom (sse)) N (ran (sse)) = U”
folgt: inf : 24\ {0} = U.
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Beweis 331-7 g)

1: Aus 61-8“sse antiSymmetrisch”
folgt via 182-11:

2: Aus 1 und
via d) “ egsuep =U"
folgt:
3: Aus 2 und
via e) “((dom (sse)) N (ran (sse)) =
folgt:
hi)
1.g): Aus e)“isrﬁ U\ {0} - U
folgt via 21-1(Def):
1.h): Aus f) “ssleef) U = U7

folgt via 21-1(Def):
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sse sse

sup : esup— ((dom (sse)) N (ran (sse))).

sse

sup : U — ((dom (sse)) N (ran (sse))).

u’?
sse

sup: U — U.

sse
inf Funktion.

ssljep Funktion.

[]
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331-8. Jede Menge E hat mit [J{()A: A € E} einen sse_focus inferior.

175

331-8(Satz) Es gelte:
—) E Menge.

Dann folgt:

sse

a) inf [E] Menge.
b) sup [E] Menge.
c) {NA: A€ E} Menge.
d) {UX: e E} Menge.

e) U{NX: )\ € E} ist sse_focus inferior von E.

{UX: )€ E} 331-1(Def)
{N\: )€ E} 331-1(Def)
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Beweis 331-8 VS gleich

1.a):

1.b):

2.1:

2.2:

3.c):

3.4):

4.¢e):

sse
Aus 331-7“inf Funktion” und
aus VS gleich “ E' Menge”

folgt via FunktionsAxiom:
Aus 331-7“sup Funktion” und

aus VS gleich “E Menge”
folgt via FunktionsAxiom:

Via 331-3 gilt:
Via 331-3 gilt:

Aus 1.a) und
aus 2.1
folgt:

Aus 1.b) und
aus 2.2
folgt.

Aus 3.1“{A: A € E} Menge”
U{N A : A € E} ist sse_focus inferior von E.

folgt via 331-5:

Mengenlehre #331

E Menge.

sse

inf [E] Menge.

sse

sup [E] Menge.

sse

inf [E] ={NA: A€ E}.

sse

sup [E]={UAX: X € E}.

{NA: X € E} Menge.

{UAX: X € E} Menge.

[]



Mengenlehre #331 177

331-9. F ist genau dann nicht leer, wenn 0 # {{JA: A € E}.

331-9(Satz)
a) “0#{UA: X € E}7genau dann, wenn “0 # E”.

b) “LNHUA: A€ E} ist sse_focus superior von E”
genau dann, wenn “0# E7”.

{UX: ) € E} 331-1(Def)
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Beweis 331-9 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “0# {JN: A€ E}”
folgt via folk:

2: Aus1“Qe{Ur: A€ E}”
folgt via 331-2:

3: Aus2“...d e E...7
folgt via folk:

a) VS gleich

1: Aus VS gleich “0# E”
folgt via folk:

2: Aus 1“.. Qe E”
folgt via 331-2:

3: Aus2“JQe{UAr:Ae £}
folgt via folk:

b) VS gleich N{UA

Mengenlehre #331

0£{UN: A€ E}.

I:Qe{Jr: e E}.

30 (® € E)A(Q=JD).

0+E.

0+£E.

N:Qek.

Ue{Ur:Xe E}.

0£{UA: A€ E}

: A € E'} ist sse_focus superior von E.

1: Aus VS gleich “({UA: A € E} ist sse_focus superior von E”

folgt via 331-6:

2: Aus 1“0 #{UX: A e E}”
folgt via des bereits bewiesenen a):

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “0# E”
folgt via des bereits bewiesenen a):

2: Aus 1“0 #{UA: A€ E}”

folgt via 331-6: MN{UA

0#£{UM: A€ E}

0+£E.

0+4E.

0#£{UA: A€ E}.

: A € E'} ist sse_focus superior von E.

]
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331-10. Enthilt E eine nichtleere Menge, so folgt 0 # {(A: X € E}.

331-10(Satz)

a) Aus “0#{NA: A€ E} folgt “IQ:0#Q e E7.
b) Aus “0#p e E”folgt “0#{A: A€ E}”.

{N: )€ E} 331-1(Def)

Beweis 331-10 a) VS gleich 0#{A: A€ E}.
1: Aus VS gleich “0 #{A: A€ E}”
folgt via folk: dp:d e {NA: A€ E}.
2: Aus1“...d e {NA: ANe€ E}”
folgt via 331-2: N (0#Qe E)A (P =Q).
3: Aus 2
folgt: dN:0#£Q € FE.
b) VS gleich 0#£pek.

1: Aus VS gleich “0#pe E”
folgt via 331-2: Ape{NA:Xe E}

2: Aus1“Npe{NA:AeE}”
folgt via folk: 0#{A: A€ E}.

O



180

sse SS
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€
331-11. focinf und focsup sind Funktionen mit betréachtlichen Definigtions-

Bereichen.

331-11(Satz)

a) foséfnf Funktion.

sse

b) focsup Funktion.
c) efcji:einf =U.

d) efoSéZup =U\ {0}.
&) focinf : U — U.

£) focsup : U\ {0} — U.

Beweis 331-11

{UX: A€ E} 331-1(Def)  {N\: ) € E} 331-1(Def)

1.1: Aus 61-8“sse antiSymmetrisch”

folgt via 327-16:

focinf : efocinf — ((dom (sse)) N (ran (sse))).

1.2: Aus 61-8“sse antiSymmetrisch”

sse sse

folgt via 327-17: focsup : efocinf — ((dom (sse)) N (ran (sse))).

2.1: Aus 1.1 und

aus 331-7“((dom (sse)) N (ran (sse)) = U”

folgt:
2.2: Aus 1.2 und

sse sse

focinf : efocinf — U.

aus 331-7“((dom (sse)) N (ran (sse)) = U”

folgt:

sse

3.a): Aus2.1¢ foscsienf : efocinf — U7
folgt via 21-1(Def):

sse

3.b): Aus 2.2“focseup . efocinf — U7
folgt via 21-1(Def):

sse sse

focsup : efocinf — U.

sse
focinf Funktion.

sse
focsup Funktion.
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Beweis 331-11 ...

181

4: Aus Thema3.1“aclU”
folgt via Element Axiom:

acelU.

a Menge.

: Aus 4“«a Menge”
folgt via 331-8:
U{N A : A € a} ist sse_focus inferior von a.

: Aus 4“a Menge” und
aus 5“({ A : A € E} ist sse_focus inferior von a”

sse

folgt via 327-16: a € efocinf.

Ergo Thema3.1:

Konsequenz via folk:

sse

Va: (o € U) = (a € efocinf).

sse
Ac)| “efocinf =U"
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Beweis 331-11 ...

sse

Thema3. 2 a € efocsup.
sse
4: Aus Thema3.2“« € efocsup”
folgt via 327-17: 30 : Q ist sse_focus superior von «.
5: Aus 4“...Q) ist sse_focus superior von a”
folgt via 331-6: 0#{UN: A€ al.

6: Aus5“0# {UA: A€ a}”
folgt via 331-9: 0 # a.

sse

7: Aus Thema3.2“«a € efocsup”
folgt via Element Axiom: a Menge.

8: Aus 8“«a Menge”

folgt via 0-22: aclU.
9: Aus 6“0 # a” und
aus 8“aelU”
folgt via 5-15: aeclU\{0}.
Ergo Thema3. 2: Va: (a € efocsup) = (a € U \ {0}).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “efocsup C U\ {0}
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Beweis 331-11 ...

o €U\ {0}.
4: Aus Thema3.3“a €U \ {0}”
folgt via 5-15: 0#aecl.

5.1: Aus4“0#«a...”
folgt via 331-9:
N{UA : XA € a} ist sse_focus superior von a.

5.2: Aus4“...aclU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

6: Aus 5.2“«a Menge” und

aus 5. 1“MN{UA : A € a} ist sse_focus superior von «”
sse

folgt via 327-17: a € efocsup.
Ergo Thema3.3: Va: (aeU\ {0}) = (a € efocsup).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “U\ {0} C efocsup”

4.d): Aus A1 gleich “efocsup C U\ {0}” und
aus A2 gleich “U \ {0} C efocsup”
folgt via GleichheitsAxiom: efocsup = U \ {0}.

5.e): Aus 2.1 und
aus Ac)
sse

folgt: focinf : U — U.

5.f): Aus 2.2 und
aus 4.4d)

folgt: fozsseup UN\{0} = U.
[
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Mengenlehre: (sse, E')gw inferior. (sse, F')gw superior.

Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 03/03/15

332-1. Hier werden ¢ und U \ {0} thematisiert.

332-1(Satz)
a) Aus “peax”folgt “peld”.
b) Aus “0#p e x”folgt “pe U\ {0}”.

c) “pelU\{0}”genau dann, wenn “0 # p Menge” .
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Beweis 332-1 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p € x”
folgt via Element Axiom:

: Aus 1“p Menge”

folgt via 0-22:

b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...pex”

folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus VS gleich “0# p...” und

aus 1“pel”
folgt via 5-15:

c) VS gleich

1:

2.1:

Aus VS gleich “p e U\ {0}”
folgt via 5-15:

Aus 1“pel...”

folgt via Element Axiom:

2.2: Aus 1

folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “...p Menge”

folgt via 0-20:

2: Aus VS gleich “0# p...” und

aus 1“peld”
folgt via 5-15:

185

peEwx.

p Menge.

peU.

0#peux.

peU.

p €U\ {0}.

peU\ {0}

(peUU)N(p#0).

p Menge

0#p

0 # p Menge.

peEU.

peU\ {0}
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332-2. Die Klassen {{J(z[\]) : A € E} und {(z[\]) : A € E} begleiten die
Untersuchungen von (sse, F')gw inferior/superior von z.

332-2(Definition)

a) 332.0(E,z) = {U(x[\]) : A € E}
={w: (3 (Q € E)A (w=Uxz[))}
b) 332.1(E,z) = {N(z[\]): \ € E}
—{w:(3Q: (QEB)A (W

I
-
=
=
=
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332-3. Bei der Untersuchung von {{J(z[A]) : A € E} und von {((z[\]) : A € E}
spielen Mengen eine wichtige Rolle.

332-3(Satz)

a) Aus “w e {J(z[A]): A€ E}”

b)

c)

d)

e)

)

g)

h)

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

folgt “3Q: (Q € E) A (2[Q] Menge) N (w = J(z[Q]) Menge)”.
“pe E7und “x[p] Menge”

folgt “U(xlp]) € {U(=[A]) : A € E}7.
“pe E7und “Y(x[p]) Menge”

folgt “U(xlp]) € {U([A]) : A € E}7.

“we {N(z[A]) : e E}”
folgt “3Q: (e E)A(0# QNdomzx) A (0 # z[])
Aw = (x[€?]) Menge)”.

“pe E7und “((x[p]) Menge”

folgt “N(z[p]) € {N(z[A]) : A € E}7.
“pe E7und “0 # x[p]”

folgt “N(z[p]) € {N(z[A]) : A € E}7.
“pe E7und “0# pnNdomzx”

folgt “N(z[p]) € {N(z[A]) : A € E}7.

“pe E7und “0#p Cdomaz”
folgt “N(z[p]) € {U(z[A]) : A € E}7.

{U[A]) - A€ E}, {N(z[A]) : A € E} 332-2(Def)
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Beweis 332-3 a) VS gleich w e {U[\) : A € E}.

1:

Aus VS gleich “w € {{J(z[\]) : A € E}”
folgt via 332-2(Def): I (e B)A(w=U(=[])).

: Aus VS gleich “w € {J(z[\]) : A € E}”

folgt via Element Axiom: w Menge.

:Aus 14w = J(2[Q])” und

aus 2

folgt: U(«[€2]) Menge.

: Aus 3“J(z[©2]) Menge”

folgt via 331-4: z[€2] Menge.

: Aus 1,

aus 3 und
aus 4

folgt: 30 (Q € E) A (2][Q] Menge) A (w = [J(z[?]) Menge).

b) VS gleich (p € E) A (z[p] Menge).

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “pe E...”
folgt: 30 :Q =p.

Aus VS gleich “...xz[p] Menge”
folgt via [ JAxiom: U(z[p]) Menge.

Aus1.1¢..Q=p”
folgt: z[Q] = z[p].

Aus1.1¢...Q=p” und
aus VS gleich “pe E...”
folgt: QekFE.

: Aus 2.1

folgt: U([]) = U(z[p]).

: Aus 1.144Q...7

aus 2.2 und
aus 3

folgt: 302 (Q e B) A (U(xlp]) = U[S))-

: Aus 4“3Q: (Q e E) A (U(z[p)) = U([]))” und

aus 1.2“J(z[p]) Menge”
folgt via 332-2(Def): Ulzlp]) € {U(z[A]) : A € E}.
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Beweis 332-3 c¢) VS gleich

1:

2:

(p € E) A (U(z[p]) Menge).
Aus VS gleich “...(J(z[p]) Menge”
folgt via 331-4: x[p] Menge.

Aus VS gleich “pe E...” und
aus 1“x[p] Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): U(z[p]) € {U(z[N]) : A € E}.

d) VS gleich we {N(x[A]): X e E}.

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “w € {(z[\]) : A € E}”
folgt via 332-2(Def): I (e B)A(w=(x[])).

Aus VS gleich “w € {\(z[A]) : A € E}”
folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus 1.1 cw=(z[])” und

aus 1.2
folgt: N (z]2]) Menge.

: Aus 2¢N(2[©2]) Menge”

folgt via 1-17: 0 # x[€].

: Aus 30 # z[Q)”

folgt via 8-14: 0 # QNdomuz.

: Aus 1.1,

aus 2,
aus 3 und
aus 4
folgt:
I (e E)A(0#QNdomz) A (0 # z[Q]) A (w = ((z[2]) Menge).
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Beweis 332-3 e) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “pe E...”
folgt:

Aus 1“...Q=p”
folgt:

Aus 1“...Q=p” und
aus VS gleich “pe E...”
folgt:

: Aus 2.1

folgt:

: Aus 3

folgt:

: Aus 14407,

aus 2.2 und
aus 4
folgt:

aus VS gleich “((z[p]) Menge. .. "
folgt via 332-2(Def):

f) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...0 # x[p|”
folgt via 1-17:

: Aus VS gleich “pe E...” und

aus 1“((z[p]) Menge”

folgt via des bereits bewiesenen e):

g) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...0# pNdomz”
folgt via 8-14:

: Aus VS gleich “pe E...” und

aus 1“0 # z[p]”

folgt via des bereits bewiesenen f):

Mengenlehre #332

(p € E) A (N(x[p]) Menge).

30 :Q =p.

2[Q] = z[p].

: Aus 5“3Q: (Q e E) A (N(z[p])) = N(2]2]))” und

N(zlp]) € {N(=A]) - A € E}.

(p € E) A (0 # z[p]).

N(z[p]) Menge.

N(zlp]) € {N(A) = A € B}

(pe E)N(0#pndomx).

N(zlp)) € {N(A) - A e B}
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Beweis 332-3 h) VS gleich

1: Aus VS gleich “...0# p C domz”
folgt via 263-7:

2: Aus VS gleich “p e F...” und
aus 1“0 # z[p]”

folgt via des bereits bewiesenen £):

191

(pe€ E)AN(0#pCdomz).

0 # x[p].

N(zlp]) € {N(=A]) - A € E}.



192 Mengenlehre #332

332-4. Die Klassen {UA: A € {z[p] : p € E}} und {A: A € {x[u] : p € E}}
werden untersucht.

332-4(Satz)

a) {UX: A e{zfp]:pe B} ={U[N): X e E}.
b) {NA: A e{afp]: pe B} C{N(A) : A e E}.
)

c) Aus “Va: (a € E) = (z[a] Menge)”
folgt “{N\A: A€ {alp]: p € B}y ={N(z[A]) : A € E}.

d) Aus “ranx Menge”
folgt “{O\A: A€ {afp]: pe B}y ={N(z[A]): A € E}.

e) Aus “x Menge”
folgt “{NA: A e{alp]: p e B} ={N(z[A]) : A € E}.

{UX:Xe D}, {NA: e D} 331-1(Def)
{z[\] : A € B} 8-22(Def)
(U A € B}, {N(z[\]) : A € B} 332-2(Def)
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Beweis 332-4 a)

ae{UA: A€ {zfp]: pe B}
2: Aus Themal.1“a e {UA: Ae{z[u] : p e E}}”

folgt via 331-2: 30 : (Qe {zpy]:pe E}) N (a=JQ).

Aus2¢.. . Qe{zfpl i pe B}
folgt via 8-23: AP : (O € E) A (Q = z[D]).

:Aus 2. ..a=JQ” und

aus 3“...Q = z[P]”

folgt: a = J(z[®]).
: Aus Themal.1“a e {JX: Xe{z[y]:pe E}}”

folgt via Element Axiom: a Menge.
: Aus 5 und

aus 4

folgt: U(z][®]) Menge.

i Aus3“... o€ F...” und

aus 6“|J(z[®]) Menge”

folgt via 332-3: U(z][®]) € {U(z[\]) : A € E}}.
: Aus 4 und

aus 7

folgt: ae{J[\): e E}

Ergo Themal.1:
Va:(ae{UN:Ae{zu]:ne E}}) = (ae{U[N]): A€ EY}).

Konsequenz via 0-2(Def):
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A “YUNxe{zlp] - ne B} C{Ux[A]): A e E}”
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Beweis 332-4 a) ...

o € {UlalN) : X € B},
2: Aus Themal.2“a € {J(z[\]) : A € E}”

folgt via 332-3: 30 : (Q € E) A (a = [J(z][?]) Menge).

: Aus 2¢...|J(2]?]) Menge”

folgt via 331-4: x[€2] Menge.
Aus 2¢...Q € E...” und

aus 3“z[Q2] Menge”

folgt via 8-23: z[Q] € {z[u| : p € E}.
0 Aus 4“2[Q] € {z[p] : p e E}”

folgt via 331-2:  J(z[Q]) e {UN: A e {z[u| : p € E}}.

:Aus 2...a=J(z[Q])... und
aus o
folgt: ac{UJr:Ae{x[p]: pe E}}.

Ergo Themal.2:

Va:(a e {U[A]): A€ E}) = (ae{UN: A€ {z[u]: ne E}}).

Konsequenz via 0-2(Def):

a2| “{U): A e By C{UN: A e {z[u]: pe E}}”

2: Aus A1 gleich “{UA: A e {zfu]:pe E}} C{U([A]): A€ E}” und
aus A2 gleich “{U(z[\): A e E} C{UI: A e {z[p]: p € E}}”
folgt via Gleichheits Axiom:

{UAr:Ae{zfu]: pe B} ={UE]): A e E}.
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Beweis 332-4 b)
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Themai|

2: Aus Themal“a e {(NA: A e{z[y]:pe E}}”
0 (Qe{zpl:pe E})AN(a=Q).

folgt via 331-2:

3: Aus 2“Q e {zfpyl:pe E}...7

folgt via 8-23:

4: Aus2“...a=02" und
aus 3“...Q = z[P]”

folgt: a=[(z]®]).
5: Aus Themal“a € {\A: A€ {zfu]:peE}}”

folgt via Element Axiom: a Menge.
6: Aus 5 und

aus 4

folgt: (z][®]) Menge.

7: Aus 3“... &€ E...” und
aus 6“()(z[®]) Menge”

folgt via 332-3:

8: Aus 4 und
aus 7
folgt:

ac{NA:Ae{zfpul:peE}}.

30 1 (B € E) A (Q = 2[®]).

(@) € {N(z[A]) - A € E}.

a e {N(=x[\): X e E}

Ergo Themal:

Va:(ae {OA:Ae{zfu]:ne E}}) = (ae {N(z[\]): A € E}).

Konsequenz via 0-2(Def):

{NA: A e{zfp]: pe B} C{N([A]) : A e E}.
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Beweis 332-4 c¢) VS gleich

Mengenlehre #332

Va: (a € E) = (z[E] Menge).

o e (X)) A € B).
2: Aus Themal.1“a € {((z[\]): A€ E}”

folgt via 332-3: 30 : (Q € E) A (a =((z][?]) Menge).

: Aus2¢... Qe E...7 und

aus VS gleich “Va : (o € F) = (x[a] Menge)”
folgt: x[€2] Menge.

: Aus2¢...Q e E...7 und

aus 3“z[Q)] Menge”
folgt via 8-23: z[Q] € {z[u| : p € E}.

0 Aus 4“2[Q] € {z[yu] : p € E}” und

aus 2“()(z[2]) Menge”
folgt via 331-2:  ((z[Q]) e {N\A: A e{z[p|: p € E}}.

: Aus 2...a=)(z[Q])... und

aus 5
folgt: ac{NA:Ae{x[p : pe E}}.

Ergo Themal.1:

Va: (ae {(z[\): A€ E}) = (ae{NA: A€ {zu|: p€ E}}).

Konsequenz via 0-2(Def):

1.

At {NEAD s xe By C{NA A e{zfp] : p € B}

2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

{NA-Ae{alp]: pe By C{NA): A e E}.

2: Aus 1.2°{NA: A e{z[p] :pe B} C{N(z[A]) : A € E}” und
aus Al gleich “{N(z[\): A e E} C{NA: A e {z[py]: p€ E}}”
folgt via Gleichheits Axiom:

(A A e{zfu]: pe B ={NA]): A e E}.
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Beweis 332-4 d) VS gleich ranx Menge.

a€E.
2: Via 8-10 gilt: zlo] Cranz.

3: Aus 2“z[a] Cranz” und
aus VS gleich “ranx Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: x[a] Menge.

Ergo Themal: Va: (o € E) = (z[a] Menge).

Konsequenz via des bereits bewiesenen c):
{NA:xe{zfp]: pe B} ={N[A]) : A€ E}.

e) VS gleich x Menge.

1: Aus VS gleich “x Menge”
folgt via dom ran Axiom: ranx Menge.

2: Aus 1“ranx Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d):

{A: A e{zfu]: pe B} ={N(z[A]) : A€ E}.
O
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332-5. Dank der Vorarbeiten von #331 stehen einige Aussagen iiber (sse, £)gw
inferior von x zur Verfiigung. Der Fall, dass z[)\] fiir alle A\ € E eine Menge ist
wird spéater untersucht.

332-5(Satz)

a) Aus “p ist (sse, E)gw inferior von x”

folgt “p=U{NA: A€ {z[u]: p € E}} Menge”
und “{O\A: A e{zfu|: p€ E}} Menge”.

b) Aus “{OA: A€ {zfu|: ne€ E}} Menge”
folgt “UU{NA: A€ {x[u] : p € E}} ist (sse, E)gw inferior von x”.

c) Aus “U{NA: A e {z[u]: n € E}} Menge”
folgt “UU{NA: A€ {z[p] : p € E}} ist (sse, E)gw inferior von x”.

d) Aus “{xlu]: p € E} Menge”
folgt “U{NA: A€ {z[p] : p € E}} ist (sse, E)gw inferior von x”.

{z[p] : p € E} 8-22(Def)
{NA: e E} 331-1(Def)

Beweis 332-5 a) VS gleich p ist (sse, E)gw inferior von z.

1: Aus VS gleich “p ist (sse, F)gw inferior von x”
folgt via 329-4(Def): p ist sse_focus inferior von {z[u| : p € E}.

2: Aus 1“p ist sse_focus inferior von {x[u|: p € E}”
folgt via 331-5: p=U{NX: A e{z[y]: p € E}} Menge)
A{NOA: A€ {xfu] : p € E}} Menge).

b) VS gleich {NA: e {z[p] : p € E}} Menge.

1: Aus VS gleich “{A: A€ {z[u]:pe E}}”
folgt via 331-5:
U{N A : A e{z[u] : p € E}} ist sse_focus inferior von {x[u] : p € E}.

2: Aus 1 “U{NA: X € {z[p] : p € E}} ist sse_focus inferior
von {z[u| : p € E}”
folgt via 329-4(Def):
U{NA: A e {z[u] : n € E}} ist (sse, E)gw inferior von .
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Beweis 332-5 c) VS gleich U{N A : A€ {z[y]: u € E}} Menge.

1: Aus VS gleich “|J{OA: A e {z[u|:ne E}}”
folgt via 331-5:
U{N A : A€ {z[u]: u € E}} ist sse_focus inferior von {x[u] : p € E}.

2: Aus 1“U{NA: X € {z[p] : p € E}} ist sse_focus inferior
von {z[u| : p € E}”
folgt via 329-4(Def):
U{NA: A€ {z[u] : n € E}} ist (sse, E)gw inferior von .

d) VS gleich {z[p] : p € E} Menge.

1: Aus VS gleich “{z[u] : p € E} Menge”
folgt via 331-8: {NA: A€ {x[u] : p€ E}} Menge.

2: Aus 1“{NA: A e {zfy] : p € E}} Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b):
U{NA: A e {z]u] : n € E}} ist (sse, E)gw inferior von z.

]
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332-6. Mit dem vorangehenden 332-5 erwacht das Interesse an Hinreichendem
fir {z[u] : p € E} Menge.

332-6(Satz)
a) {x[u]:p € E} CPranx).
b) Aus “ranx Menge” folgt “{x[u] : p € E} Menge” .

c) Aus “x Menge” folgt “{z[u]: pn € E} Menge”.

{z[p] : p € E} 8-22(Def)
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Beweis 332-6 a)

a € {zfu]: pe B}

2.1: Aus Themal“a € {z[u]: p € E}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“a € {z[u] : p € E}”

folgt via 8-23: 10 : (Q € E) A (a=z[Q)).
3: Via 8-10 gilt: z[Q)] C ranz.
4: Aus 2.2%...a=z[Q]” und

aus 3

folgt: a Cranz.

5: Aus 4“a Cranz” und
aus 2.1“a Menge”

folgt via folk: a € P(ranx).
Ergo Themal: Va: (o € {z[p] : p € E}) = (a € P(ranx)).
Konsequenz via 0-2(Def): {z[u| : p € E} Cranz.
b) VS gleich ranxz Menge.
1: Aus VS gleich “ranx Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom: P(ranx) Menge.
2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: {z[u] : p € E} CP(ranx).

3: Aus 2“{z[p] : p € E} CP(ranz)” und
aus 1“P(ranx) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: {z[p] : p € £} Menge.
c) VS gleich x Menge.

1: Aus VS gleich “x Menge”
folgt via dom ran Axiom: ranx Menge.

2: Aus 1“ranx Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): {z[p] : p € E} Menge.

]
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332-7. Aus beweistechnischen Griinden soll ein Zwischenschritt im Beweis von
332-4 nun doch explizit dargestellt werden.

332-7(Satz)
a) Aus “ranz Menge” folgt “Vo: (a € E) = (x[a] Menge)”.

b) Aus “x Menge” folgt “Va : (o € E) = (z][a] Menge)”.

Beweis 332-7 a) VS gleich ranz Menge.

@€ b

Aus VS gleich “ranx Menge”

folgt via 8-11: x[E] Menge.
Ergo Themal: Va: (o € E) = (z[a] Menge).
b) VS gleich x Menge.

1: Aus VS gleich “x Menge”
folgt via dom ran Axiom: ranx Menge.

2: Aus 1“ranz”
folgt via des bereits bewiesenen a): Vo : (o € E) = (x]a] Menge).

]
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332-8. Im Fall ranz Menge ist nicht nur {z[u] : p € E} Menge, es gilt auch
{NA:Ae{z[p]:pe EY ={N(z[A\]) : A € E'} und so entstehen aus 332-4,5a)
neue Aussagen.

332-8(Satz)

a) Aus “p ist (sse, E)gw inferior von x”
und Vo : (a € E) = (zla] Menge)”
folgt “p=U{N(z[\]) : A € E} Menge”
und “{((z[\]) : A € E} Menge”.

b) Aus “p ist (sse, ) gw inferior von x”und “ranx Menge”

folgt “p=U{N(z[\]) : A € E} Menge”
und “{((z[\]) : A € E} Menge”.

c) Aus “p ist (sse, E)gw inferior von x” und “x Menge”

folgt “p=U{N(z[\]) : A € E} Menge”
und “{((z[\]) : A € E} Menge”.

{N(z[A]) : A € E} 332-2(Def)
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Beweis 332-8

{NA: e E} 331-1(Def)
{z[u] : p € E} 8-22(Def)

a) VS gleich (p ist (sse, F)gw inferior von ) A (Vo : (o € E) = (x[E] Menge)).

1.1: Aus VS gleich “p ist (sse, F)gw inferior von x...”
folgt via 332-5: p=U{NA: A e{z[y]: p € E}} Menge)
A{OA A€ {z]u] : p € E}} Menge).

1.2: Aus VS gleich “...Va: (« € E) = (z[a] Menge)”

folgt via 332-4: {NA:xe{z[p]:pe E}Yy={N(z[\]): A € E}.
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (p = U{N(z[A]) : A € E} Menge)
A{N(z[A]) : X € E} Menge).
b) VS gleich (p ist (sse, E)gw inferior von x) A (ranz Menge).
1: Aus VS gleich “...ranx Menge”
folgt via 332-7: Va: (o € E) = (z[a] Menge).
2: Aus VS gleich “p ist (sse, E)gw inferior von z...” und
aus 1“Va : (a € F) = (z[a] Menge)”
folgt via des bereits bewiesenen a) (p = U{N(z[A]) : A € E} Menge)

A{N(z[A]) : X € E} Menge).

c) VS gleich (p ist (sse, E)gw inferior von z) A (z Menge).
1: Aus VS gleich “...z Menge”
folgt via 332-7: Va: (o € E) = (z[a] Menge).
2: Aus VS gleich “p ist (sse, E')gw inferior von z...” und
aus 1“Va : (a € E) = (z[a] Menge)”
folgt via des bereits bewiesenen a) (p = U{N(z[A]) : A € E} Menge)

A{N(z[A]) : X € E} Menge).
O
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332-9. Ahnlich wie bei 332-8 erschlieBen sich aus 331-4,5bcd) neue Aussagen.

332-9(Satz)

a) Aus “zlu] : p € E} Menge”und “Va: (o € E) = (x[a] Menge)”
folgt U{N(z[A]) : A € E} ist (sse, E)gw inferior von x”.

b) Aus “ranxz Menge”
folgt “UIU{N(x[A]) : X € E} ist (sse, E)gw inferior von x”.

c) Aus “x Menge”
folgt “UIU{N(x[A]) : X € E} ist (sse, E)gw inferior von x”.

{N(z[A]) : A € E} 332-2(Def)
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Beweis 332-9

{NA: e E} 331-1(Def)
{z[u] : p € E} 8-22(Def)

a) VS gleich ({z[u] : p € E} Menge) A (Vo : (o € E) = (x[a] Menge)).

1.1: Aus VS gleich “{z[u] : p € E} Menge...”
folgt via 332-5:
U{NA: A e {z[u] : n € E}} ist (sse, E)gw inferior von .

1.2: Aus VS gleich “...Va: (a € FE) = (x[a] Menge)”
folgt via 332-4:
{A: A e{zfu]: pe B} ={N(=[A]) : A € E}.

2: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt: U{N(z[A]) : A € E} ist (sse, E)gw inferior von z.
b) VS gleich ranx Menge.

1.1: Aus VS gleich “ranz Menge”
folgt via 332-6: {z[p] : p € £} Menge.

1.2: Aus VS gleich “ranz Menge”
folgt via 332-7: Va: (o € E) = (z[a] Menge).

2: Aus 1.1%{z[p] : p € £} Menge” und
aus 1.1“Va: (o € E) = (x[a] Menge)”
folgt via des bereits bewiesenen a):
U{N(z[A]) : A € E} ist (sse, E)gw inferior von z.

c) VS gleich x Menge.

1: Aus VS gleich “x Menge”
folgt via domran Axiom: ranx Menge.

2: Aus 1“ranx Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b):
U{N(z[A]) : A € E} ist (sse, E)gw inferior von z.

O
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332-10. In 332-6 wird, um {z[y] : p € E} Menge nachzuweisen, der Focus auf
x gerichtet. Dass die angestrebte Aussage auch durch E Menge erreicht werden
kann, liegt an der “Funnktions-Artigkeit” der Zuordnung A\ — z[A]” .

332-10(Definition)

1) 332.2(F,z) ={w: (w € F) A (x|w] Menge)}.

2) 332.3(FE,x) ={(\z[\]): A € E}
={w:(32:(Qe E)A(w=(Q,2[Q])))}
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332-11. {(A\,z[)\]) : A € E'} ist eine Funktion.

332-11(Satz)

a) {w: (we€ FE)A(z[w] Menge)} C E.

b) Aus “p € E”und “x[p] Menge”
folgt “p € {w: (w € E) A (z[w] Menge)}”.

c) Aus “we {(\z[\]): A€ E}”
folgt “3Q: (Q € E) A (2] Menge) A (w = (Q,z[]))”.

d) Aus “(p,q) € {(A\,z[A]) : A € £}
folgt “p € E”und “q = z[p] Menge”.

e) Aus “p € E7und “xl[p] Menge”
folgt “(p,z[p]) € {(N\,z[\]) : A€ E}”.

£) {(A\z[A]) : A€ E} C E x P(ranx).
g {(\ 2|
h) dom ({(A\,z[A\]) : A € E}) ={w: (w € E) A (z[w] Menge)}.

Al) : A € E} Relation.

i) dom ({(\,z[A]) : A€ E}) C E.
) ran({(\,z[\]) : A€ E}) ={z[\] : A € E}.
k) {(\,z[\]) : A € E} Funktion.

{w: (we E)A (z|w] Menge)} 332-10(Def)
{(\, z[A]) : A € E} 332-10(Def)
{z[\] : A € E} 8-22(Def)
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Beweis 332-11 a)
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a€{w: (we E)A (x[w] Menge)}.
1: Aus Themal“a € {w: (w € E) A (z[w] Menge)}”
folgt: (a € E) A (z]a] Menge).
2: Aus 1
folgt: ac k.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

b) VS gleich

1:

2:

Aus VS gleich “pe E...”
folgt via Element Axiom:

Va: (o €{w: (we E)A (z[w] Menge)}) = (a € E).
{w: (we E)A (zfw] Menge)} C E.

(p € E) A (x[p] Menge).

p Menge.

Aus VS gleich “(p € E) A (z[p] Menge)” und

aus 1“p Menge”
folgt:

c) VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “w € {(\,z[A]) : A € E}”
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “w € {(\,z[A\]) : A € E}”
folgt via 332-10(Def):

: Aus 1.1 und

aus 1.2, ..w = (Q,z[Q])”
folgt:

0 Aus 2¢(Q2,2[Q]) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2 und

aus 3

p€{w: (we€ E)A (z[w] Menge)}.

w e {(\z[A]): A € E}.

w Menge.

30 (Q € B) A (w = (2, 2[Q)).

(Q, 2[Q2]) Menge.

x[€2] Menge.

folgt: 30 : (2 € E) A (2[Q2] Menge) A (w = (82, 2[€])).
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Beweis 332-11 d) VS gleich (p,q) € {(\,z[\]) : A € E}.

1.1:

folgt: pek
: Aus 2
folgt: q = z|[p|

Aus VS gleich “(p,q) € {(A\,z[A]) : A e E}”
folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

: Aus VS gleich “(p,q) € {(A\,z[\]) : A € E}”

folgt via des bereits bewiesenen a):
90 (Q € B) A (2[02) Menge) A ((p, g) = (2, 2[92).

: Aus 1.2 .. (p,q) = (2,2]Q])” und

aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=Q) A (q=1z[Q]).

:Aus 2“p=Q...7 und

aus 1.24... Qe E...7

: Aus 2“... ¢ =2[Q]” und

aus 1.2%...z[Q] Menge..."”
folgt: q Menge.

: Aus 3.3 und

aus 3.2

folgt: x[p] Menge
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Beweis 332-11 e) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “pe E...”
folgt:

1.2: Aus VS gleich “pe E...”

folgt via Element Axiom:

2.1: Aus1.1¢..Q=p”
folgt:

2.2: Aus1.1“...Q=p” und
aus VS
folgt:

2.3: Aus 1.2“p Menge” und

aus VS gleich “...z[p] Menge”

folgt via PaarAxiom I:

3: Aus1.1“...Q=p” und
aus 2.1“z[Q] = z[p]”
folgt via PaarAxiom I:

4: Aus 3
folgt:

5: Aus 14“dQ...7,
aus 2.2“Q € E...”7 und
aus 4
folgt:
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(p € E) A (x[p] Menge).

30 :Q =p.

(Q € E) A (z[Q2] Menge).

(p, z[p]) Menge.

(2, 2[Q]) = (p, z[p)).

(p, z[p]) = (2, z[$2)).

90 (Q € B) A((p,alp]) = (2, 2[2])).

6: Aus 530 : (Q € E)A ((p,z[p]) = (2,2[Q]))” und

aus 2.3“(p, x[p]) Menge”
folgt via 332-10(Def):

(P, z[p]) € {(A2[A]) - A e B}
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3: Via 8-10 gilt:

folgt via folk:

folgt via 6-6:

aus b
folgt:

2: Aus Themal“a € {(\,z[\]): A€ E}”
folgt via des bereits bewiesenen c):
30 (Q € E) A (2[Q] Menge) A (a = (2, z[€])).

4: Aus 3“z[Q2] Cranz” und
aus 2“...z[Q] Menge...”

5: Aus2“...Q e E..
aus 4“z[2] € P(ranz)”

6: Aus 2“...a=(2,2[Q])” und

ac{(\z[A]): e E}.

z[Q] Cranz.
z[Q)] € P(ranz).
.7 und

(Q,2[Q]) € E x P(ranx).

a € E x P(ranz).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (€ {(\z[A]): N € E}) = (o € E x P(ranx)).

Af)| “{(\z[A]): A€ E} CE xP(ranz)”

2.g): Aus Af) gleich “{(\,z[A]) : A€ E} C E x P(ranx)”

folgt via 10-12:

{(A\,z[A]) : X € E'} Relation.
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Beweis 332-11 h)

a € dom ({(A, z[A]) : A € E}).
2: Aus Themal.l“a € dom ({(A\,z[A]) : A € E})”

folgt via folk: 30 : (o, ) € {(\,z[A]) : A e E}.
:Aus 24, (o, Q) e {(\z[\]) : A e E}

folgt via des bereits bewiesenen d):

(v € E) A (2 = z[a] Menge).

: Aus 3“(a € E) A (z[a] Menge)”

folgt via des bereits bewiesenen b):

a€{w: (we FE)A (z|w] Menge)}.

Ergo Themal.1:
Va: (o €dom ({(\,z[A]) : A€ E})) = (e € {w: (w € E) A (z[w] Menge)}).

Konsequenz via 0-2(Def):
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Al

“dom ({(\,z[\]) : A€ E}) C{w: (w € E) A (z|w] Menge)}”

a€{w: (we E)A (x[w] Menge)}.

2:

Aus Themal.2“a € {w : (w € E) A (z[w] Menge)}”

folgt: (a € E) A (z]a] Menge).

: Aus 2“(a € E) A (z[a] Menge)”

folgt via des bereits bewiesenen e):

(o, z[a]) € {(\,z[A]) : A € E}.

: Aus 3“(a, zfa]) € {(\,z[A]) : A€ E}7
folgt via folk: a € dom ({(A, z[A]) : A € E}).

Ergo Themal.2:
Va: (o €{w: (w e E)A (zjw] Menge)}) = (a € dom ({(A, z[\]) : A € E})).

Konsequenz via 0-2(Def):

A2] “dw: (w € E) A (z[w] Menge)} C dom ({(\,z[A]) : A € E})”
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Beweis 332-11 h) ...

2: Aus A1 gleich “dom ({(A, z[A]) : A € E})
C{w: (w e E)A (zjw] Menge)}” und
aus A2 gleich “{w : (w € E) A (z[w] Menge)} C dom ({(A\,z[\]) : A € E})”
folgt via Gleichheits Axiom:
dom ({(A\,z[A]) : A€ E}) ={w: (w € E) A (xz[w] Menge)}.

i)

1: Via des bereits bewiesenen h) gilt:
dom ({(N\,z[A]) : A€ E}) ={w : (w € E) A (x[w] Menge)}.

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: {w: (we E)A (zjw] Menge)} C E.

3: Aus 1 und
aus 2
folgt: dom ({(A\,z[A]) : A€ E}) C E.

3

a € ran ({(A2[)) : A € E}).

2: Aus Themal.1“a € ran({(\,z[A]) : A € E})”
folgt via folk: A0 (Q,a) € {(N\z[\]) : A € E}.

3: Aus 2“...(Q,a) e {(\,z[A]) : A e E}”
folgt via des bereits bewiesenen d):
(Q € E) A (a = z[Q2] Menge).

4: Aus3“Qe E...7 und
aus 3“...z[Q2] Menge”

folgt via 8-23: z[Q] € {z[\]: A € E}.
5: Aus 3“...a=z[Q]...” und

aus 4

folgt: a € {z[\: e E}.

Ergo Themal. 1: Va: (aeran({(M\z[N]): A€ E})) = (e e {z[]\]: A€ E}).

Konsequenz via 0-2(Def): At| “ran({(\,z[A]) : A€ E}) C{z[A]: A€ E}”




Mengenlehre #332

Beweis 332-11 j) ...
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2: Aus Themal.2“a € {z[A\]: A € E}”

folgt via 8-23:

3: Aus Themal.2“a € {z[A\]: A € E}”

folgt via Element Axiom: a Menge.
4: Aus 3 und

aus 2“...a = z[Q]”

folgt: z[€2] Menge.

5: Aus2“.. Qe FE..
aus 4“z[Q)] Menge”
folgt via des bereits bewiesenen e):

6: Aus 5“(,z[Q]) € {(N\,z[\]): A € E}”

folgt via folk:

7: Aus 2“...a=2z[Q]” und

aus 6
folgt:

> und

ac{z[]\]: A€ E}

A0 : (L€ E) A (a=z[Q)).

(Q,2[Q]) € {(\, z[\]) : A € E}.

[0 € ran ({(\, z[\)) : A € E}).

a€ran({(\, z[A]): A € E}).

Ergo Themal.2: Va: (o€ {z[A]: A€ E}) = (aeran({(\,z[\]) : A € E})).

Konsequenz via 0-2(Def):

A2| “{z[A]: A€ E} Cran({(\,z[A]) : A€ E})”

2: Aus A1 gleich “ran ({(A\,z[A]) : A € E}) C{z[A\]: A € E}” und
aus A2 gleich “{z[A] : A € E} Cran({(\,z[\]) : A€ E})”
folgt via Gleichheits Axiom:

ran ({(\, 2[\]) : A € E}) = {z[\] : \ € E}.
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Beweis 332-11 k)

1.1: Via des bereits bewiesenen g) gilt: {(\, z[A]) - A € E} Relation.

(0, 8) (@7) € {0 2{X)) £ A € .

2.1: Aus Themal.2“(a,f)... € {(\,z[\]) : A € E}”
folgt via des bereits bewiesenen d): B = zlal.

2.2: Aus Themal.2“...(a,y) € {(\,z[\]): A€ E}”
folgt via des bereits bewiesenen d): v = z[a].

3: Aus 2.1 und

aus 2.2
folgt: B =n.

Ergo Themal.?2:
ALl “Va, B,y (o, B), (o, ) € {(Az[A]) : A€ E}) = (B=7)"

2: Aus 1.1“{(\,z[\]) : A € E'} Relation” und
aus Al gleich “Va, §,7: (o, 8), (0, 7) € {(A,z[A]) : A € E}) = (B =17)"
folgt via 18-18(Def): {(\,z[A]) : A € E} Funktion.

]
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332-12. Unter Einbeziehung von {(A, z[A]) : A € E'} zeigt sich fiir jede Menge E,
dass {z[\] : A € E'} eine Menge ist.

332-12(Satz)

a) Aus “E Menge” folgt “{x[\] : A € E} Menge”.

b) Aus “E Menge” und “Vo : (o € E) = (x[a] Menge)”
folgt “IU{N(x[\]) : A € E} ist (sse, E) gw inferior von x”.

{z[\] : A € B} 8-22(Def)

Beweis 332-12

{(\z[\) : A € E} 332-10(Def)

a) VS gleich E Menge.
1: Via 332-11 gilt: dom ({(\,z[A\]) : A€ E}) C E.

2: Aus 1“dom ({(\,z[A]) : A € E}) C E” und
aus VS gleich “ E Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: dom ({(\, z[A]) : A € E'}) Menge.

3: Via 332-11 gilt: {(\,z[\]) : A € E} Funktion.

4: Aus 3“{(\,z[A]) : A € E} Funktion” und
aus 2“dom ({(\,z[A]) : A € E'}) Menge”

folgt via 26-3: ran ({(\, z[A]) : A € E'}) Menge.
5: Via 332-11 gilt: ran ({(A\,z[A]) : A € E}) = {z[\] : A € E'}.
6: Aus 4 und

aus 5

folgt: {z[A] : X € E} Menge.

b) VS gleich (E Menge) A (Va : (a € E) = (z]a] Menge)).

1: Aus VS gleich “E Menge...”

folgt via des bereits bewiesenen a) : {z[A] : X € E} Menge.

2: Aus 1“{x[\] : A € E} Menge” und
aus VS gleich “...Va: (o € E) = (z[a] Menge)”
folgt via 332-9: U{N(x[A]) : A € E} ist (sse, E)gw inferior von z.

]
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332-13. Jeder (sse, E)gw superior von z ist gleich ({J(z[\]) : A € E}.

332-13(Satz)

a) Aus “p ist (sse, E)gw superior von x”

folgt “p = {U(z[A]) : A e E}”
und “0 # {UJ(z[N]): A€ E}7.

b) Aus “0# {J(z[A\]) : A € E}”
folgt “{U(x[A]) : X € E} ist (sse, E)gw superior von x”.

c) Aus “({U(z[A]) : A € E} Menge”
folgt “{U(x[A]) : X € E} ist (sse, E)gw superior von x”.

{U(z[A]) : A € E} 332-2(Def)

Beweis 332-13

{NA: e E} 331-1(Def)
{z[\] : A € E} 8-22(Def)

a) VS gleich p ist (sse, F)gw superior von z.

1: Aus VS gleich “p ist (sse, E)gw superior von x”

folgt via 329-4(Def): p ist sse_focus superior von {z[\] : A € E'}.
2: Aus 1“p ist sse_focus superior von {z[\] : A € E}”
folgt via 331-6: p=HUX: Ae{z[y]:pe E}})
ANOA{UA A e {zlu] - p € EYY).
3: Via 332-4: {UA:xed{z[p] :pe E}Yy ={Uz[N]): X € E}.
4: Aus 2 und
aus 3

folgt: (0= N{UGEN) : A€ B} A (0 £ {U) : X € B}).
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Beweis 332-13 b) VS gleich 0#{U(z[N]): A € E}.
1: Via 332-4 gilt: {UEN):xe B} ={UA: A€ {z[u] : p € E}}.
2: Aus 1 und

aus VS
folgt: 0A#{UN: Ne{z[u|:pneE}}
3: Aus 2“0 #{UA: A e{z[p]:pe E}}”

folgt via 331-6:
(U : A€ {z[u]: u € E}} ist sse_focus superior von {z[u| : u € E}.

Aus 3 UM A e{z[p] : p € E} ist

sse_focus superior von {x[u] : p € E}”
folgt via 329-4(Def):
NV{UAN: A€ {z[u]: u € E}} ist (sse, E)gw superior von z.

5: Via 332-4 gilt: {UN:xe{zfu]:pe B}y ={U([N]): A € E}.
6: Aus 4 und

aus 5

folgt: M{U(z[A]) : A € E} ist (sse, E)gw superior von z.

c) VS gleich N{U(z[A]) : A € E} Menge.

1: Via 332-4 gilt: {U@EA]): e B}y ={UA: A€ {x[u]: n € E}}.
2: Aus 1 und

aus VS

folgt: NV{UMN: A€ {z[u]: un € E}} Menge.
3: Aus 2“HUA: A e{z[p] : p € E}} Menge”

folgt via 331-6:
NV{UA: X e {z[u] : p € E}} ist sse_focus superior von {x[u] : p € E}.

s Aus 3 UM A e{z[p] - p € E} ist

sse_focus superior von {x[u] : p € E}”
folgt via 329-4(Def):
N{UN: A€ {z[u]: u € E}} ist (sse, E)gw superior von z.

: Via 332-4 gilt: {Ur:xed{z[p] :pe E}y ={Uz[N]): X € E}.
: Aus 4 und

aus 5

folgt: N{U(z[A]) : A € E} ist (sse, E)gw superior von z.

]
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332-14. Aus 0 # {z[)\] : A € E} folgt 0 # E und die Existenz von p € F, so dass
x[p] eine Menge ist.

332-14(Satz)

a) Aus “0# {z[A\]: A€ E}”
folgt “0# E”und “3Q: (Q € E) A (2] Menge)”.

b) Aus “p € E”und “x[p] Menge” folgt “0 # {z[\| : A € E}”.

{z[A] : A € E} 8-22(Def)

Beweis 332-14 a) VS gleich 0# {z[\ : A € E}.

1: Aus VS gleich “0 # {z[A] : A € E}”
folgt via folk: 3 : ¢ e {z[\]: A € E}.

2: Aus1%...® € {z[\]: N e E}”

folgt via 8-23: 30 : (2 € E) A (x[Q2] Menge)

3: Aus 2“...Qe E...7

folgt via folk: 0#F

b) VS gleich (p € E) A (x[p] Menge).

1: Aus VS gleich “(p € E) A (z[p] Menge)”
folgt via 8-23: zlp| € {z[\]: A € E}.

2: Aus 1“z[p|] € {z[\] : A € E}”
folgt via folk: 0# {z[\: X\ € E}.
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332-15. N{U(z[A\]) : A € E'} ist unter anderem genau dann (sse, E)gw superior
von x, wenn 0 # {z[\] : A € E'}.

332-15(Satz) Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

1) (H{U[A]) : X € E} ist (sse, E)gw superior von .

ii) 0# {U(z[\) : X € E}.
iii) 0# {z[\]: A € E}.

{U(z[\]) : A € E} 332-2(Def)
{z[\] : A € B} 8-22(Def)
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Beweis 332-15

{UX: )€ E} 331-1(Def)

VS gleich (HU(z[A]) : A € E} ist (sse, E)gw superior von x.
Aus VS gleich “N{U(z[\]) : A € E'} ist (sse, E)gw superior von x”
folgt via 332-13: 0#{U(z[\]): A€ E}.
VS gleich 0#{U(z[N]): A€ E}.
1: Via 332-4 gilt: {U[A]) s xe B}y ={UA: X e{z[u| : p€ E}}.
2: Aus 1 und
aus VS
folgt: 0#{UA: e {zu|:peE}}
3: Aus 2“0 #{UAr: xe{z[p]:pe E}}”
folgt via 331-9: 0 # {z[u| : p € E}.
VS gleich 0# {z[\ : A € E}.
1: Aus VS
folgt: 0# {x[u] : p € E}.
2: Aus 1“0 # {zfpu] :p e E}”
folgt via 331-9: 0#{UN:Ae{z[u|:pneE}}
3: Via 332-4 gilt: {UN:de{z[p] - ne B} ={U([N]) : A € E}.
4: Aus 3 und
aus 2
folgt: 0#{U(z[A]) : X € E}.
5: Aus 4“0 # {U(z[\]) : A€ E}”

folgt via 332-13: (M{U(z[A]) : A € E} ist (sse, E)gw superior von z.
[
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sse, se,E
332-16. Die Untersuchung von egwinf und egSVSSUp wird durch die Einfithrung

einer neuen Klasse vorbereitet.

332-16(Definition)

3324(E) ={w:0# {w[\ : A € E}}.




224 Mengenlehre #332

332-17. Aus 0 # {w : 0 # {w[A] : A € E}} folgt 0 # E.

332-17(Satz)

a) Aus “ze{w:0#{w\: A€ E}}”
folgt “0 # E”und “3Q: (Q € E) A (2[Q2] Menge)”.

b) Aus “p € E”und “x Menge”
folgt “x € {w:0#{wA\]: e E}}”.

¢) Aus “0# {w: 04 {w\:Ae E}) folgt “04E”.
Q) Aus “E=0"folgt “{lw:0#£{wN: e E}} =07,
e) {w:0+#{w):Ae0}}=0.

£) Aus “0% E” folgt “{w:0#£ {wN: A€ E}} =U".

{w:0#{w[\]: X € E}} 332-16(Def)

Beweis 332-17 a) VS gleich re{w:0#{wl\: e E}}.
1: Aus VS gleich “z € {w:0# {w[A] : A € E}}”
folgt: 0# {z[\ : A € E}.
2: Aus 1“0 # {z[A\] : A€ E}”
folgt via 332-14: (0# E)A(3Q:(Q e E) A (z[] Menge)).
b) VS gleich (p € E) A (x Menge).

1: Aus VS gleich “...x Menge”
folgt via 8-11: x[p] Menge.

2: Aus VS gleich “p e E...” und
aus 1“x[p] Menge”
folgt via 8-23: zlp| € {z[\] : A € E}.

3: Aus 2“z[p] € {z[\]: A€ E}”
folgt via folk: 0# {z[\ : A € E}.

4: Aus 3“0 # {z[\]: A€ E}” und
aus VS gleich “...x Menge”
folgt: re{w:0#{wl\: e E}}.
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Beweis 332-17 ¢) VS gleich 0#{w:0#{w[A]: X € E}}.
1: Aus VS gleich “0 # {w: 0 # {w[A] : A € E}}”
folgt via folk: 30 :Qe{w:0#{wA: e E}}.
2: Aus1“...Qe{w:0#{w[A]: A€ E}}”
folgt via des bereits bewiesenen a): 0+#FE.
d) VS gleich E=0.

1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

(04 {w: 04 {w)\: A€ E}) = (04 E).

2: Aus 1
folgt: (m(0#E)) = (-(0#{w:0#{w[\ : A€ E}})).
3: Aus 2
folgt: (E=0)= {w:0#{w\: A€ E}} =0).
e)
Aus “0=0"
folgt via des bereits bewiesenen d): {w:0#{w[\: A€0}} =0.
f) VS gleich 0#FE.
a€el.
2: Aus Themal“a elU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3: Aus VS gleich “0 # E”
folgt via folk: d10:Q e FE.

4: Aus 3“...Q € E” und
aus 2“a Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b):
ac{w:0#{w: e E}}.

Ergo Themai: Va:(aelU)= (ae{w:0#{w[A]: e E}})

Konsequenz via folk: {w:0#£{w[\]: N€ E}} =U.
O
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332-18. f : 0 — B ist nur fiir f = 0 moglich.

332-18(Satz)

Aus “f : 0 — B” folgt “f =07.

Beweis 332-18 VS gleich f:0—B.

1: Aus VS gleich “f:0— B”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = 0).

2: Aus 1“(f Funktion) A (dom f =0)”
folgt via 92-5: f=0.
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sse, eI
332-19. Bei gwinf und g?/?/sup handelt es sich um Funktionen mit nicht unerwar-

teten Eigenschaften.

332-19(Satz)

sse,

a) gwinf Funktion.

sse,F/

b) gwsup Funktion.

sse,F/

c) egwinf =U.

sse,F/

d) egwsup = {w: 0 # {w[\] : A € E'}}.
e) Aus “0# E” folgt “egs\sls’sbfjp =U’.

E
) Aus “E =07 folgt “egs\slssup =0".

sse,0

g) egwsup = 0.

sse,

h) gwinf : U — U.

sse,

i) gwsup: {w:0# {w[\|: A€ E}} = U.
j) Aus “0# E” folgt “g?/i/es’gp Uu—u.
k) Aus “E =07 folgt “gf/f/es’ﬁp =0".

sse,0

1) gwsup = 0.

{w:0#{w[\]: X € E}} 332-16(Def)

Beweis 332-19

{U[\]) : ) € E} 332-2(Def)
{N(z[\]) : A € E} 332-2(Def)

a)

Aus 61-8“sse antiSymmetrisch”
sse, ¥

folgt via 329-13: gwinf Funktion.



228 Mengenlehre #332

Beweis 332-19 b)
Aus 61-8“sse antiSymmetrisch”

folgt via 329-14: gwsup Funktion.
c)
a€U.
2: Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom: a Menge.
3: Aus 2“a Menge”
folgt via 332-6: {a[A] : A € E'} Menge.
4: Aus 3“{af[A\] : A € E} Menge”
folgt via 332-5:
U{N(al\]) : A € E} ist (sse, E)gw inferior von a.
5: Aus 2“a Menge” und
aus 4“J{N(a[\]) : A € E} ist (sse, E)gw inferior von a”
sse, ¥
folgt via 329-13: a € egwinf.
sse, ¥
Ergo Themal: Va: (a € U) = (a € egwinf).
sse,

Konsequenz via folk: egwinf = U.



Mengenlehre #332

Beweis 332-19 d)

sse, F/
Themal.1l o € egwsup.
sse, B
2: Aus Themal.1“« € egwsup”

folgt via 329-14: 3O : Q ist (sse, F)gw superior von «.

3: Aus 2¢...Q ist (sse, E)gw superior von a”

folgt via 332-13: Q={U[N) : X e E}.
4: Aus 3 und

aus 2

folgt:  (M{U(x[A]) : A € E'} ist (sse, E)gw superior von «.
5: Aus4“({U(z[\]) : A € E} ist (sse, E)gw superior von o”

folgt via 332-15: 0#{a[\]: X € E}.

sse, &

6: Aus Themal.l“« € egwsup”

folgt via Element Axiom: a Menge.
7: Aus 5“0 #{a[A] : A € E}” und

aus 6“a Menge”

folgt: ac{w:0#£{w\: e E}}.

sse, [/

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

229

Va: (o € egwsup) = (a € {w: 0 # {w[\ : A € E}}).

sse,

A1l| “egwsup C {w: 0 # {w[A\]: A€ E}}7




230 Mengenlehre #2332

Beweis 332-194d) ...

a€{w:0#{w\: A€ B}
2: Aus Themal.2“a € {w:0# {w[A\]: A€ E}}”
folgt: 0# {a[\: X e E}.

3: Aus 2“0 # {aA\|: A€ E}”
folgt via 332-15:
M{U(a[A]) : A € E} ist (sse, E)gw superior von .

4: Aus Themal.2“a € {w:0# {a[\: A€ E}}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

5: Aus 4“a Menge” und
aus 3“({U(a[\]) : A € E ist (sse, E)gw superior von a”

sse, ¥

folgt via 329-14: o € egwsup.

sse, ¥

Ergo Themal.2: Va: (ae{w:0#{w[A]: X € E}}) = (a € egwsup).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “{w:0#{w\: Ae E}} C egS\S/\e}’stJp”
2: Aus A1 gleich “ egs\sls’s]flp C{w:0#{w[A]: A€ E}}” und
aus A2 gleich “{w:0# {w[\: A€ E}} C egsffs’sEup”
folgt via GleichheitsAxiom: egs\s/\e/’s]ﬂp ={w:0#{w[A]: X € E}}.
e) VS gleich 0#FE.
1: Aus VS gleich “0# E”
folgt via 332-17: {w: 04 {wN\: A€ E}} =U.

2: Via des bereits bewiesenen f) gilt: eés\c}ﬁp ={w:0#{w[\]: X € E}}.

3: Aus 2 und

aus 1
sse,

folgt: egwsup = U.
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Beweis 332-19 f) VS gleich E=0.

g)

h)

1:

Aus VS gleich “F =0"
folgt via 332-17: {w:0#£{wA\]: A€ E}} =0.

: Via des bereits bewiesenen f) gilt: egs\s/\e}’s%p ={w:0#{w[A]: X € E}}.

: Aus 2 und
aus 1
sse, ¥
folgt: egwsup = 0.
egwatip 2 {w: 0 % {w[\] : A € 0}} =0,
sse, ¥
: Via des bereits bewiesenen a) gilt: gwinf Funktion.
sse,
: Aus 1“gwinf Funktion”
sse, sse,
folgt via 329-13: gwinf : egwinf — (dom (sse)) N (ran (sse)).
sfsse, B
: Via des bereits bewiesenen c) gilt: egwinf = U.
: Aus 2 und
aus 3 .
folgt: gwinf : U — (dom (sse)) N (ran (sse)).
: Aus 4 und
aus 331-7* (dom (sse)) N (ran (sse)) = U”
sse, £

folgt: egwinf : U — U.
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Beweis 332-19 i)

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: gf/f/es’ﬁp Funktion.
2: Aus 1¢ gf/?/es’ﬁp Funktion”
folgt via 329-14: gf/?/es’ﬁp ; egs\s/s’sﬁjp — (dom (sse)) N (ran (sse)).
3: Via des bereits bewiesenen d) gilt: egs\s/\e}’s]{lp ={w:0#{w[A]: X € E}}.
4: Aus 2 und
aus 3 .
folgt: gwsup : {w: 0 # {w[A\] : A € E}} — (dom (sse)) N (ran (sse)).
5: Aus 4 und
aus 331-7“(dom (sse)) N (ran (sse)) = U”
folgt: gwetip : {w: 0% {w\: A€ B} U
j) VS gleich 0+#E.
1: Via des bereits bewiesenen i) gilt:
gwetp : {w: 0 #£ {w\: )\ e B} > U
2: Aus VS gleich “0 # E”
folgt via 332-17: {w:0#wE]|}=U.
3: Aus 1 und
aus 2 o
folgt: gwéup : U — U.
k) VS gleich E=0.
1: Via des bereits bewiesenen i) gilt:
egwstp : {w:0# {w\: A€ B} U
2: Aus VS gleich “E =07"
folgt via 332-17: {w:0#{wA\: A€ E}} =0.
3: Aus 1 und
aus 2 .
folgt: gwsup : 0 — U.
4: Aus 3¢ gf/?/es’ﬁp 0—-Uu”

sse, ¥

folgt via 332-18: gwsup = 0.
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Beweis 332-19 1)
Aus “0=0" .
folgt via des bereits bewiesenen k): g\j\s/eshp = 0.
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Mengenlehre: M _focus inferior und szl\fp Funktion.

M
M _focus superior und inf Funktion.

Ersterstellung: 05/03/15 Letzte Anderung: 05/03/15

M M M
333-1. Ist inf eine Funktion, so ist inf £/ das M _Infimum von E, wenn E € einf.
Ahnliches gilt fiir M _Suprema.

333-1(Satz)
M M
a) Aus “inf Funktion” und “E € einf”
M
folgt “E Menge” und “inf E ist M _Infimum von E7.

M M
b) Aus “sup Funktion” und “E € esup”
folgt “FE Menge” und “sjl\fp E st M _Supremum von E7”.

M
c) Aus “M antiSymmetrisch” und “E € einf”
M
folgt “FE Menge” und “inf E ist M _Infimum von E”.

d) Aus “M antiSymmetrisch” und “FE € esj‘ﬁp”
folgt “FE Menge” und “s]l\fp E ist M _Supremum von E7 .

M M
Beweis 333-1 a) VS gleich (inf Funktion) A (E € einf).
M M
1: Via 182-7 gilt: dom (inf) = einf.

M
2: Aus VS gleich “... E € einf” und
aus 1

M
folgt: E € dom (inf).

M
3: Aus VS gleich “inf Funktion...” und
M
aus 2“E € dom (inf)”
M

M
folgt via folk: (E,inf E) € inf.

M M
4: Aus 3“(E,inf E) € inf”
M
folgt via 182-5: (E Menge) A (inf E ist M _Infimum von FE).
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Beweis 333-1 b) VS gleich (s]|\J4p Funktion) A (E € esj‘ﬂp).
1: Via 182-7 gilt: dom (SZL\J/[p) = esj‘ﬁp.
. M
2: Aus VS gleich “... E € esup” und
aus 1 "
folgt: E € dom (sup).
3: Aus VS gleich S]l\JJp Funktion...” und
M
aus 2“E € dom (sup)”
: M M
folgt via folk: (E,sup FE) € sup.
4: Aus 3“ (E,s]L\fp E) e s]l\fp”
folgt via 182-5: (E Menge) A (szt\fp E ist M _Supremum von FE).
M
c) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (E € einf).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M
folgt via 331-7: inf Funktion.
M
2: Aus 1“inf Funktion” u%ﬁl
aus VS gleich “... FE € einf”
folgt via des bereits bewiesenen a):
M
(E Menge) A (inf E ist M _Infimum von E).
d) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (E € esMup).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
folgt via 331-7: SJl\J/[p Funktion.
M :
2: Aus 1“sup Funktion” und

M
aus VS gleich “... F € esup”
folgt via des bereits bewiesenen b):

(E Menge) A (sjl\fp E ist M _Supremum von F).
[
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333-2. Im Fall M (unten/oben Stark) (Total) Vollstindig kann in 333-1 via
M

182-13,14 auf explizite Erwdhnung von einf, es p verzichtet werden.

333-2(Satz)

a) Aus “M wunten Stark Vollstindig”

M
und “inf Funktion”
und “E Menge”

M
und “0# E CranM” folgt “inf E ist M _Infimum von E”.

b) Aus “M oben Stark Vollstindig”

und “s]yp Funktion”
und “E Menge”

und “0# FE CdomM” folgt “sjt\fp E ist M _Supremum von E7.
c) Aus “M Total Vollstindig”
M

und “inf Funktion”
und “E Menge”

M
und “FE C ran M7 folgt “inf E ist M _Infimum von E”.
d) Aus “M Total Vollstindig”

und “s]l\fp Funktion”
und “E Menge”

und “FE C dom M7 folgt “s]L\l/[p E st M _Supremum von E”.
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M

Beweis 333-2 a) VS gleich (M unten Stark Vollsténdig) A (inf Funktion)

A(E Menge) A (0 # E C ran M).

1.1: Aus VS gleich “... E Menge...” und
aus VS gleich “... F CranM”
folgt via folk: E € P(ran M).
1.2: Aus VS gleich “... M unten Stark Vollstandig. .. ”
M
folgt via 182-13: P(ran M)\ {0} C einf.
2: Aus VS gleich “...0# FE...” und
aus 1.1“E € P(ran M)”
folgt via 5-15: E € P(ran M)\ {0}.
3: Aus2“E € P(ran M)\ {0}” und
M
aus 1.2“P(ran M) \ {0} C einf”
M
folgt via folk: E € einf.
M
4: Aus VS gleich “...inf Funktion...” und
M
aus 3“F € einf”
M
folgt via 333-1: inf £ ist M _Infimum von F.
b) VS gleich (M oben Stark Vollstiandig) A (S]L\l/[p Funktion)
A(E Menge) A (0 # E C dom M).
1.1: Aus VS gleich “... E Menge...” und
aus VS gleich “... F Cdom M”
folgt via folk: E € P(dom M).
1.2: Aus VS gleich “... M oben Stark Vollstandig. .. ”
folgt via 182-13: P(dom M)\ {0} C estp.
2: Aus VS gleich “...0# E...” und
aus 1.1“E € P(dom M)”
folgt via 5-15: E € P(dom M)\ {0}.
3: Aus 2“E € P(dom M) \ {0}” und
aus 1.2“P(dom M)\ {0} C eé\ﬁp”
folgt via folk: E € esup.
4: Aus VS gleich “... S]l\fp Funktion...” und

M
aus 3“F € esup”

folgt via 333-1: S]l\fp E ist M _Supremum von E.
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M
Beweis 333-2 c) VS gleich (M Total Vollstandig) A (inf Funktion)

A(E Menge) A (E C ran M).

1.1: Aus VS gleich “... E Menge...” und
aus VS gleich “...F CranM?”

folgt via folk: E € P(ran M).
1.2: Aus VS gleich “... M Total Vollstandig. .. "
M
folgt via 182-14: einf = P(ran M).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
M
folgt: E € einf.
M
3: Aus VS gleich “...inf Funktion...” und
M
aus 2“F € einf”
M
folgt via 333-1: inf £ ist M Infimum von E.
d) VS gleich (M Total Vollstandig) A (S]L\I/[p Funktion)

A(E Menge) A (E C dom M).

1.1: Aus VS gleich “... E Menge...” und
aus VS gleich “... F Cdom M”
folgt via folk: E € P(dom M).

1.2: Aus VS gleich “... M Total Vollsténdig. .. ”
folgt via 182-14: esup = P(dom M).

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
M
folgt: E € esup.

3: Aus VS gleich “... S]l\,l/[p Funktion...” und
aus 2“F € eé\ﬁp”
folgt via 333-1: S]L\l/[p E ist M _Supremum von E.

]
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M
333-3. Fiir antiSymmetrische M kann in 333-2 auf die Forderungen inf Funktion

M
und sup Funktion verzichtet werden.

a) Aus
und
und

und

b) Aus
und
und

und

c) Aus
und
und

und

d) Aus
und
und

und

333-3(Satz)

“M antiSymmetrisch”
“M unten Stark Vollstindig”
“E Menge”

M
“O#FECranM” folgt “inf E ist M _Infimum von E.

“M antiSymmetrisch”
“M oben Stark Vollstindig”
“E Menge”

“0# E CdomM?” folgt “s]l\J/[p E ist M _Supremum von E.

“M antiSymmetrisch”
“M Total Vollstindig”
“E Menge”

M
“ECranM” folgt “inf E ist M _Infimum von E.

“M antiSymmetrisch”
“M Total Vollstandig”
“E Menge”

“ECdomM?” folgt “S]l\,l/[p E ist M _Supremum von E.

Beweis 333-3 a) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M unten Stark Vollstandig)
A(E Menge) A (0 # E C ran M).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ... "

folgt via 331-7:

2: Aus 1¢ i]r\1/[f Funktion” ,
aus VS gleich “... M unten Stark Vollstandig...” |
aus VS gleich “... F Menge...” und
aus VS gleich “...0# E CranM”

folgt via 333-2:

M
inf Funktion.

M
inf £ ist M _Infimum von FE.
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Beweis 333-3 b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M oben Stark Vollstandig)
A(FE Menge) A (0 # E C dom M).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ... ”
folgt via 331-7: SJl\J/[p Funktion.

2: Aus 1¢ s]l\fp Funktion” ,
aus VS gleich “... M oben Stark Vollsténdig... ”,
aus VS gleich “... F Menge...” und
aus VS gleich “...0# E C dom M”

folgt via 333-2: S]L\l/[p E ist M _Supremum von F.
c) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M Total Vollstiandig)

A(E Menge) A (E C ran M).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ... "
M

folgt via 331-7: inf Funktion.
M
2: Aus 1¢“inf Funktion” ,
aus VS gleich “... M Total Vollstandig...”,
aus VS gleich “... F Menge...” und
aus VS gleich “...F CranM”
M
folgt via 333-2: inf £ ist M Infimum von E.
d) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M Total Vollstéandig)

A(E Menge) A (E C dom M).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ...”
folgt via 331-7: sjl\fp Funktion.

2: Aus 1¢ S]L\l/[p Funktion” ,
aus VS gleich “... M Total Vollstandig...”,
aus VS gleich “... E Menge...” und
aus VS gleich “... F Cdom M”

folgt via 333-2: s]l\fp E ist M _Supremum von FE.
O
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333-4. Ist M (unten/oben) Stark Vollsténdig, so gibt es einfach scheinende Aus-
sagen iiber M _ focus inferior/superior.

333-4(Satz)

a) Aus “S]l\,l/[p Funktion”

und “p ist M _focus inferior von E”
M v M
und “inf [E] Menge” folgt “p = sup (inf [E])”.

b) Aus “M oben stark Vollstindig”
M .
und sup Funktion
M
und “0 # inf [E] Menge”
M
folgt “s]l\fp (inf [E])” ist M _focus inferior von E”.
M

c) Aus “inf Funktion”

und “p ist M _focus superior von E”
M M
und “sup [E] Menge” folgt “p = inf (sup [E])”.

d) Aus “M unten stark Vollstindig”
M
und inf Funktion

und “0 # sjl‘fp [E] Menge”
M
folgt “inf (le\JJp [E])”ist M _focus superior von E”.

Beweis 333-4 a) VS gleich (s]L‘JJp Funktion) A (p ist M _focus inferior von F)
M
A(inf [E] Menge).
1: Aus VS gleich “...p ist M focus inferior von E...”

M
folgt via 327-8(Def): p ist M _Supremum von inf [E].

2: Aus VS gleich s{\fp Funktion...” |
M
aus VS gleich “...inf [E] Menge” und

M
aus 1“p ist M _Supremum von inf [E]”

folgt via 189-1: p= sjl\fp (inf [E]).
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Beweis 333-4 b) VS gleich (M oben Stark Vollsténdig) A (s]L\fp Funktion)

M
A(0 # inf [E] Menge).

M
1: Via 327-1 gilt: inf [E] C (dom M) N (ran M).
2: Via folk gilt: (dom M) N (ran M) C dom M.

M
3: Aus 1“inf [E] C (domM) N (ranM)” und
aus 2“(dom M) N (ran M) C dom M ”
M
folgt via folk: inf [E] C dom M.
4: Aus VS gleich “ M oben Stark Vollstandig ... ” |
aus VS gleich “. .. Sjl‘,l/lp Funktion... ",
M
aus VS gleich “...inf [E] Menge” ,
M
aus VS gleich “...0 # inf [E]...” und
M
aus 3“inf [E] C domM”
v M M
folgt via 333-2: sup (inf [E]) ist M _Supremum von inf [E].
v M M
5: Aus 4“sup (inf [E]) ist M _Supremum von inf [E]”
M
folgt via 327-8(Def): sjl\fp (inf [E]) ist M focus inferior von E.
M
c) VS gleich (inf Funktion) A (p ist M _focus superior von F)
/\(sﬁJp [E] Menge).
1: Aus VS gleich “...p ist M focus superior von E...”
folgt via 327-8(Def): p ist M _Infimum von s]l\fp [E].
M
2: Aus VS gleich “inf Funktion...” |

aus VS gleich “. .. S]l‘JJp [E] Menge” und

b

aus 1“p ist M _Infimum von s]l\fp [E]

folgt via 189-1: p = inf (Sjl\,l/[p [E]).
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M

Beweis 333-4 d) VS gleich (M unten Stark Vollsténdig) A (inf Funktion)
A0 # sﬂl/fp [E] Menge).

1: Via 327-1 gilt: sﬂljp [E] C (dom M) N (ran M).
2: Via folk gilt: (dom M) N (ran M) C ran M.

3: Aus 1“s]t|4p [E] C (dom M) N (ranM)” und
aus 2“(dom M) N (ran M) Cran M”

folgt via folk: sup [E] Cran M.
4: Aus VS gleich “ M unten Stark Vollstandig ... ",
M
aus VS gleich “...inf Funktion...”,
aus VS gleich “... le‘J/Ip [E] Menge” ,
aus VS gleich “...0 # s]l\fp [E]...” und
aus 3¢ s]uwp [E] CranM”
: Mo M : M
folgt via 333-2: inf (sup [E]) ist M _Infimum von sup [E].
Mo M . . M »
5: Aus 4“inf (sup [£]) ist M linfmum von sup [£]
M
folgt via 327-8(Def): inf (s]l\JJp [E]) ist M focus superior von FE.

]
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M
333-5. Ist M antiSymmetrisch, so sind inf und SJl‘J/[p Funktionen und 333-4 kann
re-formuliert werden.

333-5(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”

und “p ist M _focus inferior von E”
M v M
und “inf [E] Menge” folgt “p = sup (inf [E])”.

b) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M oben stark Vollstindig”
M
und “0 # inf [E] Menge”
M
folgt “S]l\,l/[p (inf [E])”ist M _focus inferior von E”.

c) Aus “M antiSymmetrisch”

und “p ist M _focus superior von E”
M Mo p
und “sup [E] Menge” folgt “p =inf (sup [E])”.

d) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M unten stark Vollstindig”

und “0 # S]L‘J/[p [E] Menge”
M
folgt “inf (sﬁljp [E])”ist M _focus superior von E”.

Beweis 333-5 a) VS gleich (M antiSymmetrisch)
M
A(p ist M focus inferior von E) A (inf [E] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
folgt via 331-7: s]yp Funktion.

M
2: Aus 1“sup Funktion”,

aus VS gleich “...p ist M _focus inferior von £ ...” und
M
aus VS gleich “...inf [E] Menge”

folgt via 333-4: p = sup (inf [E]).
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Beweis 333-5 b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M oben Stark Vollstandig)
M
A(0 # inf [E] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
folgt via 331-7: s]l\fp Funktion.

2: Aus 1¢ s]gp Funktion” ,
aus VS gleich “... M oben Stark Vollstandig...” und
M
aus VS gleich “...0 # inf [E] Menge”

M
folgt via 333-4: S]l\,l/[p (inf [E]) ist M focus inferior von E.

c) VS gleich (M antiSymmetrisch)
A(p ist M focus superior von E) A (S]l\fp [E] Menge).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M
folgt via 331-7: inf Funktion.

M
2: Aus 1“inf Funktion” ,
aus VS gleich “...p ist M _focus superior von E...” und

aus VS gleich “... SJl‘J/Ip [E] Menge”
M

folgt via 333-4: p = inf (sup [E]).
d) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M unten Stark Vollstindig)

A0 # s]l\J/[p [E] Menge).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M
folgt via 331-7: inf Funktion.

M
2: Aus 1“inf Funktion” ,
aus VS gleich “... M unten Stark Vollstdndig...” und

aus VS gleich “...0 # s]l\fp [E] Menge”
M
folgt via 333-4: inf (le\J/Ip [E]) ist M focus superior von FE.

]
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333-6. Ist M Total Vollstéandig, so ergeben sich in jenen Fillen, in denen sjl\J/[p

M M
oder inf Funktionen und inf [E] oder sjl\fp [E] Mengen sind, einfach formulierbare
Aussagen iiber M _focus superior oder M _focus inferior.

333-6(Satz)

a) Aus “M Total Vollstindig”
und “SJI\J/[p Funktion”
und “i]|\14f [E] Menge”
folgt S]l\,l/[p (i]r\14f [E]) ist M _focus inferior von E.

b) Aus “M Total Vollstindig”
M

und “ir}\}c Funktion”
und “sup [E] Menge”

M
folgt inf (sﬁ/jp [E]) ist M _focus superior von E.

Beweis 333-6 a) VS gleich (M Total Vollstandig) A (s]gp Funktion)
M
A(inf [E] Menge).

M
1: Via 327-1 gilt: inf [E] C (dom M) N (ran M).
2: Via folk gilt: (dom M) N (ran M) € dom M.
M
3: Aus 1“inf [E] C (dom M) N (ranM)” und
aus 2“(dom M) N (ran M) C dom M ”
M
folgt via folk: inf [E] C dom M.
4: Aus VS gleich “ M Total Vollstandig...”,
. M .
aus VS gleich “...sup Funktion...”,
M
aus VS gleich “...inf [E] Menge” und
M
aus 3“inf [E] C dom M”
M M M
folgt via 333-2: sup (inf [E]) ist M _Supremum von inf [E].

v M M
5: Aus 4“sup (inf [E]) ist M _Supremum von inf [E]”

M
folgt via 327-8(Def): s]l\fp (inf [E]) ist M focus inferior von E.
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M

Beweis 333-6 b) VS gleich (M Total Vollstandig) A (inf Funktion)
M

A(sup [E] Menge).

1: Via 327-1 gilt: sﬂljp [E] C (dom M) N (ran M).

2: Via folk gilt: (dom M) N (ran M) C ran M.

3: Aus 1“s]t|4p [E] C (dom M) N (ranM)” und
aus 2“(dom M) N (ran M) Cran M”

folgt via folk: sup [E] Cran M.
4: Aus VS gleich “ M Total Vollstandig. .. ” |
M
aus VS gleich “...inf Funktion...”,
aus VS gleich “. .. le‘J/Ip [E] Menge” und
aus 3“ S]L\l4p [E] CranM?”
. Mo M : M
folgt via 333-2: inf (sup [E]) ist M _Infimum von sup [E].
13 M M : M 7
5: Aus 4“inf (sup [E]) ist M Infimum von sup [E]
M
folgt via 327-8(Def): inf (S]l\JJp [E]) ist M focus superior von F.

]
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333-7. Ist M antiSymmetrisch und Total Vollstindig, so kénnen die Vorausset-
zungen von 333-6 modifiziert werden.

333-7(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M Total Vollstindig”
M
und “inf [E] Menge”
M
folgt S]l\J/[p (inf [E]) ist M _focus inferior von E.

b) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M Total Vollstindig”

und “s]l\fp [E] Menge”
M
folgt inf (s]t\JJp [E]) ist M _focus superior von E.

Beweis 333-7 a) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M Total Vollstéandig)
M
A(inf [E] Menge).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ... "
folgt via 331-7: sjl\fp Funktion.
2: Aus VS gleich “... M Total Vollstandig. .. ",
M .
aus 1“sup Funktion” .und

M
aus VS gleich “...inf [E] Menge”

M
folgt via 333-6: S]l\j[p (inf [E]) ist M focus inferior von E.
b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M Total Vollstéandig)

/\(S]l\fp [E] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ... ”
M

folgt via 331-7: inf Funktion.
2: Aus VS gleich “... M Total Vollstandig. .. ",

aus 1° i]r\14f Funktionj’\’/j.und

aus VS gleich “...sup [E] Menge”

folgt via 333-6: i]r\1/[f (s]l\JJp [E]) ist M _focus superior von E.

]
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M
333-8. Unter den verschiedenen Moglichkeiten, inf [E] Menge oder s]l\J/[p [E] Menge
zu garantieren wird eine besoders einfach formulierbare ausgewéhlt.

333-8(Satz) Es gelte:
—) (dom M) N (ran M) Menge.
—) M antiSymmetrisch.
—) M Total Vollstindig.

Dann folgt:

M
a) S]l\J/[p (inf [E]) ist M _focus inferior von E.

M
b) inf (s]l\fp [E]) ist M _focus superior von E.
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Beweis 333-8 a)

1:

b)

M

Via 327-1 gilt: inf [E] C (dom M) N (ran M).

M

: Aus 1“inf [E] C (dom M) N (ranM)” und

aus —) “(dom M) N (ran M) Menge”

M

folgt via TeilMengenAxiom: inf [E] Menge.
: Aus =) “ M antiSymmetrisch” |

aus —) “ M Total Vollstandig” und

M
aus 2“inf [E] Menge”
M

folgt via 333-7: s]L\fp (inf [E]) ist M focus inferior von E.
: Via 327-1 gilt: sjl‘fp [E] C (dom M) N (ran M).
: Aus 1“511\14p [E] C (dom M) N (ranM)” und

aus —) “(dom M) N (ran M) Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: sﬂljp [E] Menge.
: Aus —) “ M antiSymmetrisch” |

aus —) “ M Total Vollstandig” und

aus 2 s]L\|4p [E] Menge”

M
folgt via 333-7: inf (s]l\JJp [E]) ist M focus superior von FE.

]
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Mengenlehre: (M, E)gw inferior und sjl\J/[p Funktion.
M
(M, E)gw superior und inf Funktion.

Ersterstellung: 06/03/15 Letzte Anderung: 06/03/15

334-1. Ist M (unten/oben) Stark Vollsténdig, so gibt es einfach scheinende Aus-
sagen iiber (M, E)gw inferior/superior.

334-1(Satz)

a) Aus “s]l\fp Funktion”
und “p ist (M, E)gw inferior von z”

M
und “inf [{z[A] : A € E'}] Menge”
M
folgt “p = s]l\fp (inf [{z[A] : A € E}])”.
b) Aus “M oben Stark Vollstindig”
M .
und sup Funktion
M
und “0 # inf [{z[\] : A € E}| Menge”
M
folgt “s]l\J/Ip (inf [{z[A] : A € E}])”ist (M, E)gw inferior von x”.

M
c) Aus “inf Funktion”

und “p ist (M, E)gw superior von z”
und “Sjl\J/[p {z[A] : A € E}] Menge”
M
folgt “p = inf (stp [{z[\] : A € E}])”.

d) Aus “M wunten Stark Vollstindig”
M
und inf Funktion

und “0 # sjl\fp {z[A] : A € E}] Menge”
M
folgt “inf (s]l\fp [{z[A] : A € E}])”ist (M, E)gw superior von x”.

{z[\] : A € B} 8-22(Def)
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Beweis 334-1 a) VS gleich (s]L\fp Funktion) A (p ist (M, E)gw inferior von FE)
M
A(inf [{z[\] : A € E'}] Menge).
1: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw inferior von x...”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus inferior von {z[\] : A € E}.
2: Aus VS gleich s]l\fp Funktion...” |
aus 1“p ist M focus inferior von {z[A] : A € E}” und
M
aus VS gleich “...inf [{z[\] : A € E}] Menge”

M
folgt via 333-4: p= S]l\,l/[p (inf [{z[A] : A € E'}]).
b) VS gleich (M oben Stark Vollsténdig) A (szl\fp Funktion)

M
A0 # inf [{z[A] : A € E'}] Menge).
1: Aus VS gleich “ M oben Stark Vollstdndig...” ,
. M .
aus VS gleich “... sup Funktion...” und

M
aus VS gleich “...0 # inf [{z[\] : A € E}] Menge”
folgt via 333-4:

M
sup (inf [{z[\] : A € E}]) ist M _focus inferior von {z[\] : A € E}.
M
2: Aus 1¢ s]l\fp (inf [{z[A] : A € E'}]) ist M focus inferior von {z[\]: A € E}”
folgt via 329-4(Def):

M
sjl\fp (inf [{z[\] : A € E'}]) ist (M, E)gw inferior von x.

M
c) VS gleich (inf Funktion) A (p ist (M, E')gw superior von E)
A(stp [{z[] : A € E}] Menge).

1: Aus VS gleich “...pist (M, E)gw superior von x...”
folgt via 329-4(Def): p ist M _focus superior von {z[\] : A\ € E'}.

M
2: Aus VS gleich “inf Funktion...”,
aus 1“p ist M focus superior von {z[\] : A € F}” und

aus VS gleich “... th‘J/Ip [{z[A] : X € E'}] Menge”
M
folgt via 333-4: p = inf (sjl\fp {z[A] : X e E})).
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M
Beweis 334-1 d) VS gleich (M unten Stark Vollsténdig) A (inf Funktion)

A0 # stup [{z[\] : X € E}] Menge).

1: Aus VS gleich “ M unten Stark Vollstandig...”,
M
aus VS gleich “...inf Funktion...” und
aus VS gleich “...0 # S]l\J/[p {z[A\] : A € E'}] Menge”
folgt via 333-4:

M
inf (S]l\J/[p [{z[A] : X € E'}]) ist M _focus superior von {z[A] : A € E'}.
M
2: Aus 1¢inf (s]gp [{z[\] : A € E'}]) ist M _focus superior von {z[A\]: A € E}”
folgt via 329-4(Def):
M

inf (s]L\J/[p [{z[\] : A € E}]) ist (M, E)gw superior von x.

]
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M
334-2. Ist M antiSymmetrisch, so sind inf und SJl\J/[p Funktionen und 334-1 kann
re-formuliert werden.

334-2(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
und “p ist (M, E)gw inferior von z”

und “i]r\ff {z[A] : A € E}] Menge”
folgt “p — sito (inf [{z[\ : A € EY])”.
b) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M oben Stark Vollstindig”
und “0 # iJr‘ff [{z[\ : A € E}] Menge”
folgt “s]L\fp (ijr\ff {z[A] : A € E}])7ist (M, E)gw inferior von x”.

c) Aus “M antiSymmetrisch”
und “p ist (M, E)gw superior von x”

und “s]l\fp {z[A] : A € E}] Menge”
folgt “p — inf (sip [{z[N : A € EY])”.

d) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M wunten Stark Vollstindig”

und “0 # sjl‘fp {z[A] : A € E}] Menge”
M
folgt “inf (S]l\,l/[p {z[A] : X € E}])7ist (M, E)gw superior von x”.

{z[\] : A € E} 8-22(Def)

Beweis 334-2 a) VS gleich (M antiSymmetrisch)
A(p ist (M, E)gw inferior von E)

Ainf [{z[A] : A € E}] Menge).

1: Aus VS gleich “...p ist (M, E)gw inferior von x...”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus inferior von {z[A] : A € E'}.

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...”,
aus 1“...p ist M _focus inferior von {z[A\]: A € E}” und

M
aus VS gleich “...inf [{z[\] : A € E}] Menge”
M
folgt via 333-5: p = sup (inf [{z[\] : \ € E}]).
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Beweis 334-2 b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M oben Stark Vollstandig)
M
A0 # inf [{z[A] : A € E}] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ” |
aus VS gleich “... M oben Stark Vollstindig...” und

M
aus VS gleich “...0 # inf [{z[\] : A € E'}] Menge”
folgt via 333-5:

M
s]l\fp (inf [{z[A] : A € E'}]) ist M _focus inferior von {z[\] : A € E'}.
M
2: Aus 1¢ s]l\fp (inf [{z[A] : A € E'}]) ist M _focus inferior von {z[A\]: A € E}”
folgt via 329-4(Def):
M
sjl\fp (inf [{z[A] : A € E}]) ist (M, E)gw inferior von z.

c) VS gleich (M antiSymmetrisch)
A(p ist (M, E)gw superior von E)

/\(s]l\fp [{z[A\] : A € E}] Menge).

1: Aus VS gleich “...pist (M, F)gw superior von x...”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus superior von {z[\] : A € E'}.

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” |
aus 1“...pist M _focus superior von {z[A\] : A € E}” und

aus VS gleich “... s]gp [{z[\ : A € E'}] Menge”

M
folgt via 333-5: p = inf (sjl\fp {z[A] : X € E})).
d) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M unten Stark Vollsténdig)

A0 # s]l\fp [{z[A\] : A € E}] Menge).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” |
aus VS gleich “... M unten Stark Vollsténdig...” und
aus VS gleich “...0 # S]l\,l/[p {z[A\] : A € E'}] Menge”
folgt via 333-5:

M
inf (S]l\,l/[p [{z[A] : A € E'}]) ist M _focus superior von {z[A] : A € E'}.

M
2: Aus 1¢inf (S]l‘,l/lp [{z[A] : A € E'}]) ist M _focus superior von {z[A\]: A € E'}”
folgt via 329-4(Def):
M
inf (S]L\I4p [{z[\] : A € E}]) ist (M, E)gw superior von x.

]
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334-3. Ist M Total Vollsténdig, so ergeben sich in jenen Fillen, in denen sjl\fp oder

M

M
inf Funktionen und inf [{z[\] : A\ € E}] oder s]l‘JJp [{z[\] : A € E}] Mengen sind,

einfach formulierbare Aussagen iiber (M, F)gw superior oder (M, E)gw inferior.

334-3(Satz)
a) Aus “M Total Vollstindig”

M ‘
und “sup Funktion”

M
und “inf [{z[A] : X € E'}| Menge”

b) Aus “M Total Vollstandig”

M
und “ir}\/}‘ Funktion”
und “sup [{z[A\] : A € E}] Menge”

folgt S]L\l/[p (ijr\:[f [{z[A] : A € E'}]) ist (M, E)gw inferior von x.

M
folgt inf (sjt\fp {z[A] : A € E'}]) ist (M, E)gw superior von .

{z[\] : A € E} 8-22(Def)
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Beweis 334-3 a) VS gleich (M Total Vollsténdig) A (s]L\fp Funktion)
M
A(inf [{z[A] : A € E'}] Menge).
1: Aus VS gleich “ M Total Vollstandig. .. ",

aus VS gleich “... Sjl\JJp Funktion...” und

M
aus VS gleich “...inf [{z[\]: A € E'}] Menge”
folgt via 333-6:

M
s]l\fp (inf [{z[A] : A € E'}]) ist M _focus inferior von {z[\] : A € E'}.
M
2: Aus 1¢ S]L\l/[p (inf [{z[A] : A € E'}]) ist M _focus inferior von {z[\]: A € E}”
folgt via 329-4(Def):
M
S]L\fp (inf [{z[\] : A € E'}]) ist (M, E)gw inferior von x.

M
b) VS gleich (M Total Vollstéandig) A (inf Funktion)
/\(s]l\fp {z[A\] : A € E}| Menge).
1: Aus VS gleich “ M Total Vollstandig. .. ",
M

aus VS gleich “...inf Funktion...” und
aus VS gleich “... s]gp [{z[\ : A € E'}] Menge”
folgt via 333-6:

M
inf (s]l\fp [{z[A] : A € E'}]) ist M focus superior von {z[\] : A € E'}.

M
2: Aus 1“inf (Sjl\,l/[p [{z[A] : A € E'}]) ist M _focus superior von {z[A] : A € E}”
folgt via 329-4(Def):
M
inf (S]l\fp {z[A] - A € E'}]) ist (M, E)gw superior von z.

O
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334-4. Ist M antiSymmetrisch und Total Vollstéindig, so kénnen die Vorausset-
zungen von 334-3 modifiziert werden.

334-4(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M Total Vollstindig”

M
und “inf [{z[A] : A € E}] Menge”
M
folgt S]l\fp (inf [{z[A] : A € E}]) ist (M, E)gw inferior von x.

b) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M Total Vollstindig”

und “s]l\fp [{z[\] : A € E}| Menge”
M
folgt inf (s]l\fp {z[A] : A € E'}]) ist (M, E)gw superior von .

{z[\] : A € B} 8-22(Def)

Beweis 334-4 a) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M Total Vollstandig)
Ainf [{z[A] : A € E}] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ... "
folgt via 331-7: sjl\fp Funktion.

2: Aus VS gleich “... M Total Vollstandig. .. ",

M
aus 1“sup Funktion” .und

M
aus VS gleich “...inf [{z[\] : A € F'}] Menge”

M
folgt via 334-3: s]gp (inf [{z[\] : A € E'}]) ist (M, E)gw inferior von x.
b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M Total Vollstéandig)

A(stp [{z[] : A € E}] Menge).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ... "
M
folgt via 331-7: inf Funktion.

2: Aus VS gleich “... M Total Vollstandig. .. ",
M

aus 1“inf Funktionj’\’l.und
aus VS gleich “...sup [{z[\] : A € E}] Menge”

M
folgt via 334-3: inf (sjl\fp [{z[\] : A € E}]) ist (M, E)gw superior von x.
[
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M
334-5. Unter den verschiedenen Moglichkeiten, inf [{z[\] : A € E'}] Menge oder

sﬁ/fp [{z[\] : A € E}] Menge zu garantieren wird eine besoders einfach formulier-
bare ausgewéhlt.

334-5(Satz) Es gelte:
—) (dom M) N (ran M) Menge.
—) M antiSymmetrisch.
—) M Total Vollstindig.

Dann folgt:
v M
a) sup (inf [{z[\] : A € E}]) ist (M, E)gw inferior von x.

M
b) inf (s]l\fp {z[A\] : XA € E}]) ist (M, E)gw superior von x.

{z[\] : \ € E} 8-22(Def)
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Beweis 334-5 a)

b)

. Via 327-1 gilt: inf [{z[\] : A € E}] C (dom M) N (ran M).

: Aus 1¢ i]|\1/[f {z[A: A€ E}] € (domM) N (ranM)” und

aus —) “(dom M) N (ran M) Menge”
M
folgt via TeilMengenAxiom: inf [{x[A] : A € E'}] Menge.

: Aus =) “ M antiSymmetrisch” |

aus —) “ M Total Vollstandig” und
M
aus 2°“inf [{z[A\] : A € E'}] Menge”
M
folgt via 334-4: s]gp (inf [{z[\] : A € E'}]) ist (M, E)gw inferior von x.

: Via 327-1 gilt: stp [{z[\] : A € E}] C (dom M) N (ran M).

. Aus 14sup [{z[\] : A € E}] C (dom M) N (ran M)” und

aus —) “(dom M) N (ran M) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: S]L\l/[p [{z[\] : A € E}] Menge.

: Aus —) “M antiSymmetrisch” |

aus —) “ M Total Vollstandig” und
aus 2 sIL\{p [{z[A] : A € E'}] Menge”
M
folgt via 334-4: inf (sjt\fp [{z[\ : A € E}]) ist (M, E)gw superior von x.

]
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Mengenlehre: EUPktp.
limes inferior. limes superior. limes ordinatus.

Ersterstellung: 16/03/15 Letzte Anderung: 17/03/15

335-1. Die limites inferior, superior und ordinatus sind durch mengentheoretische
Operationen auf “punktierten Umgebungen” definiert.

335-1(Definition)

Evkty = 335.0(p, E) ={\\{p}:pe € E}
={w:(@2: (pee E)A(w=0\{p}))}
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335-2. Aus w € E“P*p folgt, dass es sich bei p um eine Menge handeln muss.
Demnach gilt E'Pk*p = 0 fiir jede Unmenge p. Dass aus p € © € E bereits
x\ {p} € E'P"p folgt erfordert einige Beweis-Schritte.

335-2(Satz)

a) Aus “w € Eupktpv

folgt “3IQ:(peQe E)AN(w=Q\{p})”und “p Menge”.
b) Aus “0 # E'PKp” folgt “p Menge” .
c) Aus “p Unmenge” folgt “E"Pktp =07 .
d) Aus Va:(a € E)= (p¢a)”folgt “E*"*p=07,

e) Aus “p e x € E”folgt “x\ {p} € EPp#£0".

Beweis 335-2 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “w € EYPktp”

folgt via 335-1(Def):

s Aus1“...peQ...”

folgt via Element Axiom:

b) VS gleich

c)

1:

Aus VS gleich “0 # EYPktp”
folgt via folk:

: Aus 2¢...Q € EUrkty”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

w € EYPKtp,

I0:(peex)A(w=0\{p})

p Menge

0 # EUktp,
30 : Q € EUrktp,

p Menge.

(0 # E*p) = (p Menge).

(—(p Menge)) = (—(0 # E"P¥p)).

(p Unmenge) = (E“Pktp = 0).
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Beweis 335-2 d) VS gleich
1: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung ‘

263

Va:(a€ E)= (p ¢ a).
(0 # E**p) v (E**p = 0).

[1.1.Fall]

folgt via folk:

2: Aus 1.1.Fall“0# Pkt

3: Aus 2¢...Q € EUPktp?
folgt via des bereits bewiesenen a):

4: Aus3“...® € E...” und
aus VS gleich “Va: (e« € E) = (p¢ a)”

0 7£ Equtp.

30 : Q € EUrktp,

I (pedeE)A(Q=3\{p}).

folgt: p¢ P
5: Aus 3
folgt: ped.
’Ende wifFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: EvPktpy = (.
e) VS gleich pex ekl
1.1: Aus VS gleich “...z € £
folgt via Element Axiom: x Menge.
1.2: Aus VS
folgt: 40 : Q= x.
2.1: Aus1.2“...Q=2" und
aus VS
folgt: peek

2.2: Aus1.2¢...Q=2"
folgt:

2.3: Aus 1.1“x Menge”
folgt via 94-6:

3: Aus 2.2
folgt:

4: Aus 1.24dQ...7

aus 2.1“p e Q€ E” und

aus 3
folgt:

x \ {p} Menge.

z\ {p} = Q\ {p}.

3 (pee B)A(z\{p} =2\ {p}).
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Beweis 335-2 e) VS gleich pex el

5: Aus 4“3Q: (pe Qe E)A(xz\{p} =2\ {p})” und
aus 2.3z \ {p} Menge”

folgt via 335-1(Def): z\ {p} € E"P*p

6: Aus 4“z )\ {p} € Ektp”

folgt via folk: 0 # EUktp
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335-3. Die limites inferior, superior und ordinatus entstehen aus den korrespon-
dierenden gw-en durch Ubergang von E zu E'Pktp.

335-3(Definition)

1) “qist (M, E)limes inferior von z in p” genau dann, wenn
q ist (M, E*P¥p)gw inferior von z.

2) “qist (M, E)limes superior von x in p” genau dann, wenn
q ist (M, E*Pk'p)gw superior von z.

3) “qist (M, F)limes ordinatus von z in p” genau dann, wenn
q ist (M, E'P*p)gw von z.
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335-4. Einen limes inferior, superior, ordinatus kann, muss es aber nicht geben.

335-4(Definition)

M,E
1) eliminf = 335.1(M, E)
={(\,p) : (3Q: Qist (M, E)limes inferior von A in u)}

={w: (IQ, P,V : Qist (M, E)limes inferior von ® in V)
ANw = (®,¥))}.

M.E
2) elimsup = 335.2(M, E)

={(\,p): (3Q:Qist (M, E)limes superior von A in p)}
={w: (IQ, P,V : Qist (M, E)limes superior von ® in V)
ANw = (®,¥))}.
M,E
3) elimord = 335.3(M, E)
={(\,p) : (3Q: Qist (M, E)limes ordinatus von A in u)}

={w: (3Q, P,V : Qist (M, F)limes ordinatus von ® in V)
ANw = (@, ¥))}.
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335-5. Unter Vorgabe von M, E werden jene Mengen (x,p), fiir die ein limes
M,E  ME  ME
inferior, superior, ordinatus existiert, mit diesen in limsup, liminf, limord zusam-

mengefiihrt.

335-5(Definition)

M,E
1) liminf = 335.4(M, E)
(A

={((A )
={w:(

n) : nist (M, E)limes inferior von A in u}

3Q, ¢, U : (Q ist limes inferior von ¢ in V)
ANw = ((®,7),0)))}.

M,E
2) limsup = 335.5(M, E)

={((\,p),n) : nist (M, E)limes superior von A in pu}

={w: (3IQ, P,V : (Q ist limes superior von ® in V)
ANw = ((2,¥),2)))}.

M.E
3) limord = 335.6(M, E)

={((A\,u),m) : mist (M, E)limes ordinatus von A in pu}

={w: (IQ, P,V : (Q ist limes ordinatus von & in V)
ANw = ((2,¥),2)))}.
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M,E M, Evrkty
335-6. Gleichsam per definitionem kénnen unter anderem eliminf mit egwinf und
M,E M, Eupkty
liminf mit gwinf in Verbindung gebracht werden. Dabei ist es unter Umsténden

wesentlich, ob p eine Menge ist.

335-6(Satz)

M,E M, Eupkty
a) Aus “(z,p) € eliminf” folgt “x € egwinf ”.

M, EvPktp M,E
b) Aus “p Menge” und “x € egwinf ” folgt “(z,p) € eliminf”.

M,E M,Equtp
c) Aus “(x,p) € elimsup” folgt “x € egwsup”.

M,Equtp .M7E
d) Aus “p Menge” und “x € egwsup” folgt “(x,p) € elimsup”.

M,E M,Equt
e) Aus “(z,p) € elimord” folgt “z € "egw ' .
M,Equtp M,E
£) Aus “p Menge” und “x € egw " folgt “(z,p) € elimord”.

M,E
Beweis 335-6 a) VS gleich (z,p) € eliminf.
M.E
1.1: Aus VS gleich “(x,p) € eliminf”
folgt via folk: x,p Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “(x,p) € eliminf”
folgt via 335-4(Def): 3Q : Q ist (M, E)limes inferior von z in p.
2: Aus 1.2%...Q ist (M, F)limes inferior von z in p”
folgt via 335-3(Def): Q ist (M, E*Pkp)gw inferior von .
3: Aus1.1“z... Menge” und
aus 2“Q ist (M, E'P*p)gw inferior von z”
M,Equtp

folgt via 329-13: x € egwinf.
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1.

1:

M,Equtp
Beweis 335-6 b) VS gleich (x € egwinf) A (p Menge).
M,Equtp
Aus VS gleich “z € egwinf”
folgt via Element Axiom: x Menge.
M7Equtp
: Aus VS gleich “z € egwinf”
folgt via 329-13: 3Q : Q ist (M, E*P¥p)gw inferior von z.
: Aus VS
folgt: 3P : = x.
: Aus VS
folgt: JU . ¥ =p.

: Aus 1.1“z Menge” und

aus VS gleich “...p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (x,p) Menge.

: Aus 1.2¢...Q ist (M, EYPp)gw inferior von z”

folgt via 335-3(Def): Q ist (M, E)limes inferior von x in p.

: Aus 1.3%... & =2” und

aus 1.4“... U =p”
folgt via PaarAxiom I: (©, V) = (z,p).

: Aus 1.3“... o =2",

aus 1.4“... ¥ =p” und
aus 2.2“...Q ist (M, E)limes inferior von z in p”
folgt: Q ist (M, E)limes inferior von ¢ in W.

: Aus 2.3

folgt: (z,p) = (P, V).

: Aus 1.24dQ...7,

aus 1.3“340...7
aus 1.4“3v...7
aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:
3Q, O, U : (Q ist (M, E)limes inferior von ® in ¥) A ((z,p) = ($,V))).

: Aus 4430, @, U (Qist (M, E)limes inferior von ® in )

A((z,p) = (®,¥)))” und
aus 2.1“(x,p) Menge”
M,E

folgt via 335-4(Def): (x,p) € eliminf.
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M,E
Beweis 335-6 c) VS gleich (x,p) € elimsup.
M,E
1.1: Aus VS gleich “(z,p) € elimsup”
folgt via folk: x,p Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “(x,p) € elimsup”
folgt via 335-4(Def): 30 : Q ist (M, E)limes superior von z in p.
2: Aus 1.2“...Qist (M, E)limes superior von z in p”
folgt via 335-3(Def): Q ist (M, E“P<*p)gw superior von .

3: Aus1.1“x... Menge” und

aus 24 ist (M, E“P<*p)gw superior von z”

. M,Equtp
folgt via 329-14: xr € egwsup.
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1.

1:

. . M,Equtp
Beweis 335-6 d) VS gleich (x € egwsup) A (p Menge).
M, upkt
Aus VS gleich “x € eg\]/EvsuS”
folgt via Element Axiom: x Menge.
M,Equt
: Aus VS gleich “x € egwsuS”
folgt via 329-14: 30 : Q ist (M, E“P*p)gw superior von .
: Aus VS
folgt: 4P : = x.
: Aus VS
folgt: dU . U =p.

: Aus 1.1“z Menge” und

aus VS gleich “...p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (z,p) Menge.

: Aus 1.2%...Q ist (M, E"P*p)gw superior von z”

folgt via 335-3(Def): Q2 ist (M, E)limes superior von x in p.

: Aus 1.3“... & =27 und

aus 1.4“... UV =p”
folgt via PaarAxiom I: (¢, V) = (x,p).

: Aus 1.3¢“... o =2",

aus 1.4“... ¥ =p” und
aus 2.3“...Q ist (M, E)limes superior von x in p”
folgt: Q ist (M, E)limes superior von ¢ in V.

: Aus 2.3

folgt: (x,p) = (P, V).

: Aus 1.2¢3Q...7,

aus 1.3“4d...7
aus 1.4“3w...7
aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:
30, ¢, U : (Q ist (M, E)limes superior von ¢ in V) A ((x,p) = (P, V))).

: Aus 4430, @, U (Qist (M, E)limes superior von ® in )

A((z,p) = (®,¥)))” und
aus 2.1“(x,p) Menge”
M,E

folgt via 335-4(Def): (x,p) € elimsup.
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M,E
Beweis 335-6 e) VS gleich (x,p) € elimord.
M,E
1.1: Aus VS gleich “(z,p) € elimord”
folgt via folk: x,p Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “(z,p) € elimord”
folgt via 335-4(Def): 30 : Q ist (M, E)limes ordinatus von z in p.
2: Aus 1.2%...Q ist (M, E)limes ordinatus von z in p”
folgt via 335-3(Def): Q ist (M, E“P<*p)gw von .
3: Aus1.1“x... Menge” und
aus 24 ist (M, E“P<*p)gw von z”
M,Equtp

folgt via 329-15: T E egw .
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M,Equtp

Beweis 335-6 f) VS gleich (x € egw ) A (p Menge).

upkt
M,E"P¥tp ’

1.1: Aus VS gleich “z € egw

folgt via Element Axiom: x Menge.

M7Eupkt
: Aus VS gleich “x € egw i

folgt via 329-15: 30 : Q ist (M, E*P¥p)gw von .

: Aus VS

folgt: 4P : & = x.

: Aus VS

folgt: dU . U =p.

: Aus 1.1“z Menge” und
aus VS gleich “...p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (x,p) Menge.

: Aus 1.2%...Qist (M, E"P<*p)gw von x”
folgt via 335-3(Def): Q2 ist (M, E)limes ordinatus von x in p.

: Aus 1.3%... & =27 und

aus 1.4“... U =p”
folgt via PaarAxiom I: (¢, V) = (x,p).

: Aus 1.3¢... o =2",

aus 1.4“... ¥ =p” und

aus 2.3“...Q ist (M, E)limes ordinatus von z in p”

folgt: Q2 ist (M, E)limes ordinatus von @ in .

: Aus 2.3

folgt: (z,p) = (2, V).

: Aus 1.2¢3Q...7,
aus 1.3“4d...7
aus 1.4“3w ... 7,
aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:
30, ¢, U : (Qist (M, E)limes ordinatus von ® in W) A ((z,p) = (P, V))).

0 Aus 493Q, O, U : (Q ist (M, E)limes ordinatus von ¢ in V)
A((z,p) = (P, ¥)))” und
aus 2.1“(z,p) Menge”

M.E
folgt via 335-4(Def): (z,p) € elimord.

]



274 Mengenlehre #335

335-7. In gewohnlchen Anwendungen wird bei der Betrachtung von limites von
p € z fir zumindest ein x € E ausgegangen. Ansonsten - im Speziellen, wenn p
eine Unmenge ist - gilt p ¢ « fiir alle o € E und es folgt E'P<tp = 0.

335-7(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
1) 0= Euekty,

ii) Va: (€ E)= (p ¢ a).

Beweis 325-7 VS gleich 0 = Eurktp,
1: Es gilt: (FN: (peQe b))V (Va: (e FE)=(p¢a)).
wiFallunterscheidung ‘
0ipeQek.
2.1: Aus1.1.Fall“...peQecFE”
folgt via 335-2: 0 # Eupkty,
2.2: Nach VS gilt: 0 = EUpktp,

’Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Vo :(a € E) = (p ¢

a).
VS gleich Va:(ae E)= (p¢a).
Aus VS gleich “Va: (€ E)= (p¢ a)”
folgt via 335-2: EvPktpy = (.

]
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335-8. In Hinblick auf den moglichen Fall E'Pk'p = ( werden in einem Intermezzo
unter anderem (M, 0)gw inferior von x und M focus inferior von 0 untersucht.

335-8(Satz) Die Aussagen i), ii), 1ii) sind dquivalent:
i) p ist (M,0)gw inferior von x.
ii) p st M _focus inferior von 0.

iii) p ist M _Supremum von 0.
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Beweis 335-8

{z[\] : \ € B} 8-22(Def)

VS gleich p ist (M, 0)gw inferior von x.
1: Aus VS gleich “p ist (M, 0)gw inferior von x”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus inferior von {z[A] : A € 0}.
2: Via 8-24 gilt: {z[A] : A€ 0} =0.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: p ist M _focus inferior von 0.
VS gleich p ist M _focus inferior von 0.
1: Aus VS gleich “p ist M focus inferior von 0”
M
folgt via 327-8(Def): p ist M _Supremum von inf [0].
M
2: Via 8-12 gilt: inf [0] = 0.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: p ist M _Supremum von 0.
VS gleich p ist M _Supremum von 0.
M
1: Via 8-12 gilt: inf [0] = 0.
2: Aus VS und
aus 1
M
folgt: p ist M _Supremum von inf [0].
M
3: Aus 2“p ist M _Supremum von inf [0]”
folgt via 327-8(Def): p ist M focus inferior von 0.
4: Via 8-24 gilt: {z[A] : A€ 0} =0.
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: p ist M focus inferior von {z[A] : A € 0}.
6: Aus 5“p ist M focus inferior von {x[\] : A € 0}”
folgt via 329-4(Def): p ist (M,0)gw inferior von z.

]
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335-9. In Hinblick auf den moglichen Fall E'Pk'p = ( werden in einem Intermezzo
unter anderem (M, 0)gw superior von z und M focus superior von 0 untersucht.

335-9(Satz) Die Aussagen i), ii), 1ii) sind dquivalent:
i) p ist (M,0)gw superior von x.
ii) p ust M _focus superior von 0.

iii) p ist M _Infimum von 0.
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Beweis 335-9

{z[\] : \ € B} 8-22(Def)

VS gleich p ist (M,0)gw superior von z.
1: Aus VS gleich “p ist (M,0)gw superior von x”
folgt via 329-4(Def): p ist M focus superior von {z[\] : A € 0}.
2: Via 8-24 gilt: {z[A] : A€ 0} =0.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: p ist M _focus superior von 0.
VS gleich p ist M _focus superior von 0.
1: Aus VS gleich “p ist M focus superior von 07
folgt via 327-8(Def): p ist M Infimum von sjt\fp [0].
2: Via 8-12 gilt: sup [0] = 0.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: p ist M _Infimum von 0.
VS gleich p ist M Infimum von 0.
: : M
1: Via 8-12 gilt: sup [0] = 0.
2: Aus VS und
aus 1 "
folgt: p ist M _Infimum von sup [0].
3: Aus 2“p ist M _Infimum von s]l\fp [0]”
folgt via 327-8(Def): p ist M focus superior von 0.
4: Via 8-24 gilt: {z[A] : A€ 0} =0.
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: p ist M _focus superior von {z[\] : A € 0}.

6: Aus 5“p ist M focus superior von {z[\] : A € 0}”
folgt via 329-4(Def): p ist (M,0)gw superior von z.

]
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335-10. Gilt E'P**p = 0, so kommt bei der Betrachtung des (M, E)limes inferior
von z in p moglicher Weise der M _focus inferior von 0 ins Spiel.

335-10(Satz)

a) Aus “E"p =0"und “q ist (M, E)limes inferior von x in p”
folgt “q ist M _Supremum von 07

b) Aus “E“kp = 0" und “q ist M _Supremum von 0”
folgt “q ist (M, E)limes inferior von x in p”.

c) Aus “E"P<p = 0"und “q ist (M, E)limes superior von x inp”
folgt “q ist M _Infimum von 07 .

d) Aus “E'*p = 0"und “q ist M_Infimum von 0”
folgt “q ist (M, E)limes superior von z in p”.

Beweis 335-10 a)

VS gleich (EYPtp = 0) A (q ist (M, E))limes inferior von x in p).
1: Aus VS gleich “...q ist (M, E)limes inferior von x in p”
folgt via 335-3(Def): q ist (M, E“Pp)gw inferior von z.
2: Aus 1 und
aus VS gleich “ FUPkt=( .. ."
folgt: q ist (M,0)gw inferior von z.
3: Aus 2“q ist (M,0)gw inferior von x”
folgt via 335-8: q ist M _Supremum von 0.
b) VS gleich (E'Pktp = 0) A (¢ ist M _Supremum von 0).
1: Aus VS gleich “...q ist M _Supremum von 0”
folgt via 335-8: q ist (M, 0)gw inferior von z.
2: Aus 1 und
aus VS gleich “ EWP<tp =(...”
folgt: q ist (M, E'Pkp)gw inferior von .

3: Aus 2“q ist (M, E*P%p)gw inferior von 7
folgt via 335-3(Def): q ist (M, E)limes inferior von x in p.
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Beweis 335-10 c)

VS gleich (E'Pktp = 0) A (q ist (M, E)limes superior von z in p).
1: Aus VS gleich “...q ist (M, E)limes superior von x in p”
folgt via 335-3(Def): q ist (M, E'Pktp)gw superior von .
2: Aus 1 und
aus VS gleich “ EUPkt=() . ."
folgt: q ist (M, 0)gw superior von .
3: Aus 2“q ist (M,0)gw superior von z”
folgt via 335-9: q ist M Infimum von 0.
d) VS gleich (E“Ptp = 0) A (q ist M _Infimum von 0).
1: Aus VS gleich “...q ist M _Infimum von 0”
folgt via 335-9: q ist (M,0)gw superior von z.
2: Aus 1 und

aus VS gleich “ EWktp =(...”
folgt: q ist (M, E"Pk'p)gw superior von z.

: Aus 2“q ist (M, E'P*p)gw superior von x”

folgt via 335-3(Def): q ist (M, E)limes superior von z in p.
0
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335-11. ¢ ist genau dann (M, E)limes inferior von x in p, wenn ¢ ein M _focus
inferior von {z[\] : A € E"PK'p} ist.

335-11(Satz)

a) “q ist (M, E)limes inferior von x in p” genau dann, wenn
“q ist M _focus inferior von {z[\] : A € E"Pkp} 7.

b) “q ist (M, E)limes superior von x in p” genau dann, wenn
“q ist M _focus superior von {z[\] : A € E'Pkp} 7.

{z[\] : \ € E} 8-22(Def)

Beweis 335-11 a)

1: Via 335-3(Def) gilt: q ist (M, E)limes inferior von z in p
& qist (M, E*P%)gw inferior von .
2: Via 329-4(Def) gilt: q ist (M, E'Pk'p)gw inferior von x
& g ist M _focus inferior von {x[\] : A € E"Pktp}.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: q ist (M, E)limes inferior von x in p
& ¢ ist M focus inferior von {z[\] : A € EUPktp}.
b)
1: Via 335-3(Def) gilt: q ist (M, E)limes superior von z in p
& qist (M, EP%)gw superior von .
2: Via 329-4(Def) gilt: q ist (M, E"Pk'p)gw superior von x
& ¢ ist M focus superior von {z[\] : X € E"Pktp}.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: q ist (M, E)limes superior von z in p

& g ist M _focus superior von {z[\] : A € EUPktp}.

]
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335-12. Wie jedem (M, E)gw kommen auch den (M, F)limites allgemeine Ei-
genschaften zu.

335-12(Satz)

a) Aus “q ist (M, E)limes inferior von x in p”
folgt “q Menge” und “q € (dom M) N (ranM)”.

b) Aus “q ist (M, E)limes superior von x in p”
folgt “q Menge” und “q € (dom M) N (ranM)”.

c) Aus “q ist (M, E)limes ordinatus von x in p”
folgt “q Menge” und “q € (dom M) N (ranM)”.

Beweis 335-12 a) VS gleich q ist (M, E)limes inferior von x in p.
1: Aus VS gleich “gq ist (M, E)limes inferior von x in p”
folgt via 335-3(Def): q ist (M, E"P'p)gw inferior von z.
2: Aus 1“q ist (M, E'Pk*p)gw inferior von z”
folgt via 329-12: (p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).
b) VS gleich q ist (M, FE)limes superior von x in p.
1: Aus VS gleich “q ist (M, E)limes superior von x in p”
folgt via 335-3(Def): q ist (M, E'Pktp)gw superior von .
2: Aus 1“q ist (M, E'Pk'p)gw superior von z”
folgt via 329-12: (p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).
c) VS gleich q ist (M, E)limes ordinatus von z in p.

1: Aus VS gleich “q ist (M, F)limes ordinatus von z in p”
folgt via 335-3(Def): q ist (M, E*Pk'p)gw von .

2: Aus 1“q ist (M, E""*p)gw von z”
folgt via 329-12: (p Menge) A (p € (dom M) N (ran M)).

]
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335-13. Ist M antiSymmetrisch, so hat x in p hochstens einen limes inferior.

335-13(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
und “q,y ist (M, E)limes inferior von x in p” folgt “q=1y".

b) Aus “M antiSymmetrisch”
und “q,y ist (M, E)limes superior von x in p” folgt “q=1y".

c) Aus “M antiSymmetrisch”
und “q,y ist (M, E)limes ordinatus von x in p” folgt “q=1vy".

Beweis 335-13 a) VS gleich (M antiSymmetrisch)
A(q,y ist (M, E)limes inferior von z in p).

1: Aus VS gleich “...q,y ist (M, E)limes inferior von z in E”
folgt via 335-3(Def): q,y ist (M, E“P%*p)gw inferior von z.

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus 1“q, yist (M, E"P*p)gw inferior von 7
folgt via 329-11: q=1y.

b) VS gleich (M antiSymmetrisch)
A(g,y ist (M, E)limes superior von z in p).

1: Aus VS gleich “...q,y ist (M, E)limes superior von x in E”
folgt via 335-3(Def): q,y ist (M, E"P<*p)gw superior von z.

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus 1%q, yist (M, E*P¥p)gw superior von z”
folgt via 329-11: q=1y.

c) VS gleich (M antiSymmetrisch)
A(q,y ist (M, E)limes ordinatus von x in p).

1: Aus VS gleich “...q,y ist (M, E)limes ordinatus von z in E”
folgt via 335-3(Def): q,y ist (M, E"P*p)gw von .

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus 1“q, yist (M, E"P**p)gw von z”
folgt via 329-11: qg=1y.
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335-14. Wie fiir gwe inferior oder superior gibt es fiir limites inferior oder superior
kanonische Kandidaten.

335-14(Satz)

a) Aus “sjl\fp Funktion”
und “q ist (M, E)limes inferior von z in p”
M
und “inf [{z[\] : X € E'Pkp}] Menge”
M
folgt “q = sup (inf [{z[\] : A € Ektp}]) 7.

b) Aus “M oben Stark Vollstindig”

und “s]l\fp Funktion
M
und “0 # inf [{z[\] : A € E*Pktp}] Menge”

M
folgt “s]l\fp (inf [{x[\] : A € EvPktp}]) ist (M, E)limes inferior
von x inp”.

M
c) Aus “inf Funktion”
und “q ist (M, E)limes superior von x in p”

und “SJI\J/[p [{z[\] : A € E*Pktp}] Menge”
M
folgt “q = inf (sjt\fp {z[\] : X € Evktp}]) 7.

d) Aus “M wunten Stark Vollstindig”
M
und “inf Funktion

und “0 # sjl\fp [{z[\] : X € E*Pktp}] Menge”
M
folgt “inf (S]L\J/Ip {z[A] : A € EvPktpl]) ist (M, E)limes superior

von x inp”.

{z[\] : A € E} 8-22(Def)
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Beweis 335-14 a)
VS gleich (s]L\fp Funktion) A (¢ ist (M, E)limes inferior von z in p)

Ainf [{z[A] - A € E¥ip}] Menge).

1: Aus VS gleich “...q ist (M, F)limes inferior von z in p...”
folgt via 335-3(Def): q ist (M, E*P¥p)gw inferior von z.

. M .
2: Aus VS gleich “sup Funktion...”,
aus 1“q ist (M, E*P%p)gw inferior von z” und

M
aus VS gleich “...inf [{z[\] : X € E"P<'p}] Menge”

M
folgt via 334-1: g = stp (inf [{z[\] : A € EWPk}]).
b)
VS gleich (M oben Stark Vollsténdig) A (s]l\fp Funktion)
M

A0 # inf [{z[A\] : A € E"P¥p}] Menge).
1: Aus VS gleich “ M oben Stark Vollstandig...” |
. M .
aus VS gleich “... sup Funktion...” und

M
aus VS gleich “...0 # inf [{z[\] : A € E'Ptp}]”
folgt via 334-1:

M
Sjl\,l/[p (inf [{z[\] : A € E*P*p}]) ist (M, E“Pkp)gw inferior von z.
M
2: Aus 1%stp (inf [{z[\] : A € E*Pktp}]) ist (M, EP<p)gw inferior von x”
folgt via 335-3(Def):
M
sup (inf [{z[\] : A € E"Pktp}]) ist (M, E)limes inferior von z in p.

c)
M
VS gleich (inf Funktion) A (¢ ist (M, E)limes superior von z in p)
/\(s]l\fp [{z[\] : X € E'Pktp}] Menge).

1: Aus VS gleich “...q ist (M, E)limes superior von x in p...”
folgt via 335-3(Def): q ist (M, E*Pk*p)gw superior von z.

M
2: Aus VS gleich “inf Funktion...” |
aus 1“q ist (M, E*P%p)gw superior von z” und

aus VS gleich “... sﬁ/fp [{z[\] : A € E*P<*p}] Menge”
M
folgt via 334-1: q = inf (sjl\fp [{z[A] : A € EvPKkt}]).
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Beweis 335-14 d)

M
VS gleich (M unten Stark Vollsténdig) A (inf Funktion)
A0 # stp [{z[\] : A € E¥ktp}] Menge).

1: Aus VS gleich “ M unten Stark Vollstandig. .. ” ,

M
aus VS gleich “...inf Funktion...” und

aus VS gleich “...0 # S]l\,l/[p [{z[\] : X € EvPktpl]”
folgt via 334-1:

M
inf (sjt\fp [{z[\] : X € E'Pktp}]) ist (M, E“P'p)gw superior von .

M
2: Aus 1¢inf (S]L‘J/[p [{z[\] : X € EUPktp}]) ist (M, EPkp)gw superior von x”
folgt via 335-3(Def):
M
inf (s]L\j/[p [{z[\] : A € EvP<p}]) ist (M, E)limes superior von z in p.

]
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M M
335-15. Ist M antiSymmetrisch, so sind inf und sup Funktionen und somit ist
eine verdnderte Verstion von 335-14 verfiigbar.

335-15(Satz)

a) Aus
und

und

b) Aus
und

und

c) Aus

und

und

d) Aus
und

und

“M antiSymmetrisch”
“q ist (M, E)limes inferior von x in p”
M
“inf [{z[\] : X\ € E*Pk*p}] Menge”
M
folgt “q = sup (inf [{z[\] : A € EUPkipl]) 7.

“M antiSymmetrisch”
“M oben Stark Vollstindig”

M
“0 #£ inf [{z[\] : A € E"P¥p}] Menge”

M
folgt “SJI\J/[p (inf [{z[\] : X € E*P*p}]) ist (M, E)limes inferior
vonx inp”.

“M antiSymmetrisch”
“q ist (M, E)limes superior von x in p”

“sjl\fp [{z[\] : X € EYPktpY] Menge”
M
folgt “q = inf (s]|\J4p [{z[\] : X € E"Pktp}]) 7.

“M antiSymmetrisch”
“M wunten Stark Vollstindig”
“0 #£ SJl\J/[p [{z[N] : A € EvPktp}] Menge”
M
folgt “inf (sﬁJp {z[A] : A € EvPktpl]) ist (M, E)limes superior
von x inp”.

{z[\] : \ € E} 8-22(Def)
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Beweis 335-15 a)

VS gleich (M antiSymmetrisch) A (¢ ist (M, E)limes inferior von z in p)
M

A(inf [{z[A] : XA € E*Pktp}] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”

folgt via 331-7: Sjl\fp Funktion.
M .
2: Aus 1“sup Funktion” ,
aus VS gleich “...q ist (M, E)limes inferior von z in p...” und
M
aus VS gleich “...inf [{z[\] : X € [} E*P**p] Menge”
M

folgt via 335-14: g = stip (inf [{z[\] : A € E*kp]).
b)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M oben Stark Vollstéandig)

M

A0 # inf [{z[\] : X € E'Pktp}] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
folgt via 331-7: sjl\fp Funktion.

2: Aus 1¢ s]l\fp Funktion” ,
aus VS gleich “... M oben Stark Vollstandig...” und

M
aus VS gleich “...0 # inf [{z[\] : A € E"Pk*p}] Menge”
folgt via 335-14:

M
S]L\IJP (inf [{z[\] : A € E"Pktp}]) ist (M, E)limes inferior von z in p.

c)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (¢ ist (M, E)limes inferior von x in p)
/\(S]l\,l/[p [{z[A] : A € E'Pktpl] Menge).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”

M
folgt via 331-7: inf Funktion.

M
2: Aus 1“inf Funktion” |
aus VS gleich “...q ist (M, E)limes inferior von z in p...” und

aus VS gleich “. .. S]l\JJp [{z[A] : A € [} EUPktp] Menge”
M
folgt via 335-14: g = inf (stp [{z[\] : A € E¥kep})).
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Beweis 335-15 d)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M oben Stark Vollstéandig)

A0 # s]l\fp [{z[\] : A € E'Pktp}] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M
folgt via 331-7: inf Funktion.

M
2: Aus 1“inf Funktion” ,
aus VS gleich “... M oben Stark Vollstédndig...” und

aus VS gleich “...0 # S]L\l/[p [{z[\] : A € E'P*p}] Menge”
folgt via 335-14:

M
inf (sjt\fp [{z[A] : A € E*Pktp}]) ist (M, E)limes inferior von z in p.

]
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335-16. Ist M Total Vollstandig, so bedarf es in 335-14 nicht mehr der Voraus-
setzung ungleich 0.

335-16(Satz)

a) Aus “M Total Vollstindig”

und “s]l\fp Funktion
M
und “inf [{z[\] : A € E*P*p}] Menge”
M
folgt “s]l\fp (inf [{z[\] : X\ € E*Pktp}]) ist (M, E)limes inferior
von x inp”.

b) Aus “M Total Vollstindig”
M

und “irj}}‘ Funktion
und “sup [{z[\] : A € E"¥p}] Menge”

M
folgt “inf (S]L\J/Ip {z[A] : X € E*Pktpl]) ist (M, E)limes superior
von x inp”.

{z[A] : A € E} 8-22(Def)
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Beweis 335-16 a)
VS gleich (M Total Vollstandig) A (s]L\l/[p Funktion)

AGinf [{z[A] - A € E¥ip}] Menge).

1: Aus VS gleich “ M Total Vollstandig. .. ” |

M
aus VS gleich “...sup Funktion...” und

M
aus VS gleich “...inf [{z[\] : A € E"P%p}] Menge”
folgt via 334-3:

M
le\J/Ip (inf [{z[\] : A € E*PXp}]) ist (M, E“Pkp)gw inferior von z.

M
2: Aus 1¢ S]L\l/[p (inf [{x[\] : A € EUPp}]) ist (M, EUPktp)gw inferior von x”
folgt via 335-3(Def):

M
S]L\I4p (inf [{z[\] : A € E*P*p}]) ist (M, E)limes inferior von z in p.

b)
M
VS gleich (M Total Vollstandig) A (inf Funktion)
/\(s]l\fp [{z[\] : X\ € E*Pktp}] Menge).
1: Aus VS gleich “ M Total Vollstéandig. .. ",

M
aus VS gleich “...inf Funktion...” und

aus VS gleich “... S]l‘JJp [{z[\] : A € E"PKp}] Menge”
folgt via 334-3:

M
inf (s]L\j/[p {z[\] : A € E*Pktp}]) ist (M, E“P<*p)gw superior von .
Mo M
2: Aus 1“inf (sup [{z[\] : A € EUPktp}]) ist (M, E“P<*p)gw superior von z”
folgt via 335-3(Def):
M
inf (s]l\fp [{z[\] : A € E*P<p}]) ist (M, E)limes superior von z in p.

]
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M
335-17. Ist M antiSymmetrisch, so sind inf und SJl\J/[p Funktionen und somit ist
335-16 in verdnderter Form verfiigbar.

335-17(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch
und “M Total Vollstindig”

M
und “inf [{z[\] : A € E*P*p}] Menge”
M
folgt “s]l\fp (inf [{z[\] : X\ € E*Pktp}]) ist (M, E)limes inferior

von x inp”.

b) Aus “M antiSymmetrisch”
und “M Total Vollstindig”

und “sjt‘fp [{z[\] : X € E*Pktp}] Menge”

M
folgt “inf (S]l\fp [{z[\] : X € EvPktp}]) ist (M, E)limes superior
vonx inp”.

{z[\] : A € B} 8-22(Def)
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Beweis 335-17 a)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M Total Vollstéandig)

/\(i]r\14f [{z[\] : A € E'Pktpl] Menge).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
folgt via 331-7: Sjl\fp Funktion.

2: Aus VS gleich “... M Total Vollstandig. .. ",

M .
aus 1“sup Funktion” und

M
aus VS gleich “...inf [{z[\] : A € E"P%p}] Menge”
folgt via 335-16:

M
s]L\{p (inf [{z[\] : A € E"Pktp}]) ist (M, E)limes inferior von z in p.

b)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (M Total Vollstiandig)

/\(S]I.\J/[p [{z[\] : X\ € E*Pktp}] Menge).
1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ”
M
folgt via 331-7: inf Funktion.

2: Aus VS gleich “... M Total Vollstandig. .. ",

M
aus 1“inf Funktion]’\; und

aus VS gleich “...sup [{z[\] : A € E“P**p}] Menge”
folgt via 335-16:

M
inf (s]l\fp [{z[\] : A € E*PKtp}]) ist (M, E)limes superior von x in p.

]
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335-18. Unter Beibehaltung anderer Voraussetzungen ist fiir Mengen (dom M) N
(ran M) eine vereinfachte Version von 335-18 verfiigbar.

335-18(Satz) Es gelte:

—) (dom M) N (ran M) Menge.
—) M antiSymmetrisch.
—) M Total Vollstindig.

Dann folg:
v M
a) sup (inf [{z[\] : A € E*Pktp}]) ist (M, E)limes inferior von x in p.

M
b) inf (s]l\fp {z[\] : A € EvP*p}]) ist (M, E)limes superior von x in p.

{z[\] : A € B} 8-22(Def)
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Beweis 335-18

1.1: Aus =) “(dom M) N (ran M) Menge” ,
aus —) “ M antiSymmetrisch” und
aus —) “ M Total Vollstéandig”
folgt via 334-5:

M
le\fp (inf [{z[\] : A € E*PXp}]) ist (M, E“Pkp)gw inferior von z.
1.2: Aus —) “(dom M) N (ran M) Menge” ,
aus —) “ M antiSymmetrisch” und

aus —) “ M Total Vollstéandig”
folgt via 334-5:

M
inf (sjl\fp [{z[\] : A € EUPKtp}]) ist (M, E“Pk'p)gw superior von .
M
2.a): Aus1.1¢ s]l\fp (inf [{z[\] : A € E"Pktpl]) ist (M, E“P<*p)gw inferior von x”
folgt via 335-3(Def):
M
sjl\fp (inf [{z[\] : A € E"Pktpl]) ist (M, E)limes inferior von z in p.
M
2.b): Aus 1.2%inf (sjt\fp {z[A] : A € EvPktpl]) ist (M, EP<*p)gw superior von 7
folgt via 335-3(Def):
M
inf (S]l\,l/[p [{z[\] : A € E*P<p}]) ist (M, E)limes superior von z in p.

O
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Modellierung: Generation und Abbau II.
Zeitdiskretes Modell. Lebensdauer-Funktion 7 : P — [0] + c0], 1 < P € N.

Ersterstellung: 18/03/15 Letzte Anderung: 19/03/15

1. Lebensdauer-Funktion 7" In
http://de.wikipedia.org/wiki/Neutrophiler_Granulozyt,

ist von einer Lebendsdauer von 1 bis 4 Tagen der Neutrophilen die Rede. Wird in
Modell Generation und Abbau I von #266 noch von lediglich einer Lebensdauer
T ausgegangen, sollen hier allgemeiner P, 1 < P € N, Lebensdauern beriick-
sichtigt werden. Dazu werden die Neutrophilen als Vereinigung von P paarweise
disjunkten Sub-Populationen modelliert. Die Sub-Populationen werden mit Lauf-
Indices aus P = {0,...,—1 + P}, durchnummeriert. Die Lebenserwartung von
Sub-Population [ € P wird mit 7T'(I) bezeichnet. Durch funktionale Abstraktion
wird hieraus die Lebensdauer-Funktion 7" : P — [0| + oo] erhalten. Die Popula-
tionen seien so durchnummeriert, dass 7" isoton ist:

T()<TN), 1<\ LAeP

2. Zeitparameter A Wie bereits bei der Diskussion von Modell Generation und
Abbau I in #266 dargelegt, handelt es sich bei A, 0 < A € R, um einen “freien
Parameter” , der bei konkreten Berechnungen benannt werden muf. Unterschied-
liche Werte fiir A konnen zu unterschiedlichen Resultaten fiihren.

3. Modell-Grofle n(A,l) =Anzahl Neutrophile der Sub-Population [ €
P in Blutbahn in Abhingigkeit der Zeit Fiir [ € P wird wie bei Modell
Generation und Abbau I von #266 von

n(Al) : N — [0 4+ oo,
mit der Interpretation

n(A,1)(7) =Anzahl Neutrophilen der Sub-Population [ in Blutbahn zur Zeit jA,
JeN,
ausgegangen.

4. Generationsmenge ¢(A,l)=Anzahl Neutrophile der Sub-Population
[l € P, die in einem Zeitintervall in die Blutbahn iibergehen. Zwischen
einem Zeitpunkt jA und dem “néchsten” Zeitpunkt (1 4+ j)A, j € N, kommen
in die Blutbahn neue Neutrophile hinzu, andere Neutrophile verschwinden. Die
Anzahl der Neutrophilen der Sub-Population [, die in diesem Zeitintervall in der
Blutbahn neu auftreten, ist g(A,1)(j). Es wird in Konsistenz mit dem Definitions-
Bereich von n(A,l) von

g(Al) : N = [0] + oo,

ausgegangen. Es soll
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9(A,1)(j) =Anzahl Neutrophile der Sub-Population /, die im Zeitintervall
[JA[(1+ j)A[, j € N, in die Blutbahn {ibergehen,

gelten. Im Rahmen der vorliegenden Modellierung wird also nicht beriicksichtigt,
wo die Neutrophilen tatséchlich entstehen und mit welcher Verzégerung sie in die
Blutbahn iibergehen.

5. Abbaumenge 7(A,l)=Anzahl Neutrophile der Sub-Population [ €
P, die in einem Zeitintervall aus der Blutbahn verschwinden. Zwischen
einem Zeitpunkt jA und dem “néchsten” Zeitpunkt (1+7)A, 5 € N, verschwinden
Neutrophile der Sub-Population [ aus der Blutbahn. Diese Anzahl ist r(A,1)(j).
Es wird in Konsistenz mit dem Definitions-Bereich von n(A,[) von

r(A,1) : N — [0] + oo,
ausgegangen. Es soll

(A, 1)(j) =Anzahl Neutrophile der Sub-Population [, die im Zeitintervall
[JA|(1+ 7)A[, j € N, aus der Blutbahn verschwinden,
gelten.
Bilanzgleichung. Geméifl der Interpretation von n(A, 1), g(A,l),r(Al), 1 € P,
gilt fiir j € N die “Bilanzgleichung”

Anzahl Neutrophile der Sub-Population [ in Blutbahn zur Zeit (1 4 j)A
= Anzahl Neutrophile der Sub-Population / in Blutbahn zur Zeit jA
+ Anzahl Neutrophile der Sub-Population I,
die in [JA](1 + j)A[ in Blutbahn iibergehen
— Anzahl Neutrophile der Sub-Population [,
die in [jA|(1+ j)A[ aus Blutbahn verschwinden,

was in deutlich kiirzerer Form als
n(A D1 +7) =n(A D7) +9(A D) —7(A, D), lePjeN,

geschrieben werden kann. n(A,)(y) wird fir 1 < j € N aus g(A,1)(5),r(A,1)())
ermittelt. Die “Startwerte” n(A,[)(0) werden durch diese Vorschrift nicht erfasst
und miissen zusétzlich vorgegeben werden:

n(A,1)(0) =n\(l) € [0] + oo, [€P.

Ahnlich wie in #266 folgt fiir alle [ € P und alle j € N,

n(A, D)1+ j) =na(l +Z a) —r(A, (@) ). (1)
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Der Einfluf} der Startwerte n (1) ist gut sichtbar. Die Abhéngigkeit der Funktion
n(A, 1) von nQ (1) wird nicht explizit notiert.

6. Die konstanten Lebensdauern flielen in das Modell ein und 7(A,!)
erscheint Die in #266 erlduterten Zusammenhénge zwischen Lebensdauer und
A treffen hier auf jede der P Sub-Populationen zu. Ahnlich wie in #266 wird
firl € P,

7(A, 1) = kleinster Minimierer von |k - A — T'(I)| beziiglich k € N,

gesetzt, so dass
IT(AD) - A=T(1)] <A:2,

gilt. Damit ist T'(1) bis auf die “Messgenauigkeit” A : 2 durch das 7(A,[)-fache
von A angenédhert. An dieser Stelle wird klar, dass unterschiedliche Werte von
A zu unterschiedlichen Werten von 7(A, ) und zu unterschiedlich genauen Ap-
proximationen fithrt. Mit der freundlichen Unterstiitzung durch 7(A, ) kann nun
der “lebenszeit-basierte ” Zusammenhang zwischen g(A,[) und r(A,l) als

T(A,l)(]) = g<A7l)<] - T(Av l))? JEN,

modelliert werden.

7. Gesamt-Anzahl von Neutrophilen, gesamte Generations- und Ab-
baumenge Es ist fiir mich nicht davon auszugehen, dass jedem individuellen
Neutrophilen die Lebensdauer anzusehen ist. Auch ist es fiir mich nicht vorstell-
bar, dass beim Generations- und Abbauvorgang eine Unterscheidung der Lebens-
dauern erfolgen kann. Statt dessen ist es fiir mich vorstellbar, die gesamte Anzahl
von Neutrophilen und die Gesamtzahl der in einem Zeitintervall erzeugten oder
abgebauten Neutrophilen zu bestimmen. Mit den aus #266 vetrauten Festlegun-
gen

N(A)(7) =Anzahl Neutrophile in Blutbahn zur Zeit jA, j € N,

G(A)(j) =Anzahl Neutrophile, die im Zeitintervall [jA|(1+ j)A[, 7 € N, in die
Blutbahn iibergehen,

R(A)(j) =Anzahl Neutrophile, die im Zeitintervall [jA[(1 4 j)A[, j € N, aus
der Blutbahn verschwinden,

und

N(A),G(A), R(A) : N = [0] + o0],

gilt hier fiir diese, der Messung zugénglich scheinenden Grofien,

N(A) = "n(A D), GA) =) g(Al), RA)= rAl)

lep lepP lepP
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Wird noch
NR = ni(D),

lepP

gesetzt, so folgt aus (1) die auch in #266 erscheinende Gleichung
J
N(A)(1+7) = N3+ _(GA)G) = R(A)G) ), jEN.
a=1

Modell 2 Generation und Abbau. Zusammenfassend bestehen die Modell-
gleichungen aus
1< PeN,

n(A,D)(1+7) =n(A,00G) +9(A,0() —9(A, DG —7(A,1), lePjeN,
n(A,1)(0) = na(l) € [0] + oo,
n(A):N—=R, g(Al):{-7(A),...} = [0] + oo,
7(A,l) = kleinster Minimierer von |k - A — T'(1)| beziiglich k € N,
T:P — [0]4+o00] isoton.

Moglicherweise besteht lediglich Interesse an der Gesamtzahl Neutrophiler und
nicht unbedingt an deren aktueller Lebensdauer-Verteilung. In diesem Fall kann
iiber alle [ € P summiert werden und es ergeben sich die Modell-Gleichungen

1<PeN,

N(A)(1+4) = NA)H) + D _(9(ADG) —gA D[ = 7(A,D) ), jeN,

lepP
N(A)(0) = N3 € [0] + oo,
N(A):N =R,
g(A D A{=T(A]),...} = [0+ <[, [€P,
T(A, ) = kleinster Minimierer von |k - A — T'(1)| beziiglich k € N,
T:P — [0+ 00] isoton,

bei denen die Vorgabe der [ individuellen Funktionen g(A,l) erforderlich ist.
Interessanter Weise ist keine Angabe iiber die Zusammensetzung der anfinglichen
NR Neutrophilen beziiglich ihrer Lebenserwartungen erforderlich.
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Modell 2 Generation und Abbau - abstrakt. Wie bereits in #266 dar-
gestellt, liefert Modell 2 fiir beliebige Funktionen g(A,l) : N — [0] + oc],
[ € P, nicht unbedingt sinnvolle Ergebnisse. In Konsistenz mit den Begriffs-
Zuordnungen der Modellierung sind die Ergebnisse auf jeden Fall zum Zeitpunkt
(14+j)A, j € N, sinnlos, wenn fiir ein [ € P

n(A,1+j) <0,
gilt. Zur Prézisierung wird wie in #266 fiir [ € P die Stoppzeit Q(l) definiert:
Q) =inf{k € N:n(A,)(1+ k) < 0}.
Offenbar gilt
Q) =inf{k e N:n(A 1) (k) + g(A, 1) (k) — g(A, ))(k —1(A, 1)) < 0}.

Da das Verfahren aufhort, sinnvolle Ergebnisse zu liefern, wenn mindestens eine
der Stoppzeiten Q(l), | € P, erreicht ist, wird

Q = min{Q(l) : | € P},

gesetzt. Es gilt Q € N oder - wenn das Verfahren fiir alle P Sub-Populationen
stets nicht-negative Werte liefert - (2 = +00. Wir erhalten

0 < n(A 1))

fiir alle/ € Pund alle j € 14+Q = {0, ..., Q}. Der Fall Q = +oo0 ist hier von ganz
besonderem Interesse. Mit Hilfe von (1) und dem postulierten Zusammenhang
zwischen Generation und Abbau ergibt sich die zu 2 = +o00 dquivalente Aussage

7T(Avl)+]

ViePjeN: Y gA(a +ng (2)

a=—T1(A,l)

Bemerkenswerter Weise treten hier nun doch die Anfangsbedingungen nQ (1),
[ € P, auf, die bei der Betrachtung der Modell-Gleichungen fir N(A) nicht
in Erscheinung treten. Es kann demnach sein, dass das Modell fiir die beobacht-
bare Grosse N(A) nicht-negative Resultate liefert, obwohl das Verfahren wegen
des Negativ-Werdens einer der Funktionen n(A,l), [ € P, abgebrochen werden
miisste. Um doppelte Beriicksichtigung zu vermeiden ist es besser, wenn in Be-
dingung (2) eine Fein-Unterscheidung zwischen j < —147(A,l) und 7(A,l) < j
getroffen wird. Aussage (2) ist dquivalent zu

7T(A7l)+j J

ViePjer(A): Y gA (@) <nd(l)+ Y g(A)(a),

a=—7(A,l) a=0
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und

ViePjef{r(Al),...}: > gAD@<adD+ > glA D).

a=—7(A\l) a=1—-7(Al)+j

Hier zeigt sich, dass, um Nicht-Negativitdt zu erreichen, anfangs in jeder der P
Sub-Populatioinen geniigend viele Neutrophile vorhanden sein miissen, um nicht
- in sinnloser Weise - “iiberabgebaut” zu werden.
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Analysis: R ist anal von ¢, x.
rflqx.

Ersterstellung: 20/03/15 Letzte Anderung: 22/04/15

337-1. Die Addition ist kommutativ, assoziativ und hat in 0 ein neutrales Ele-
ment. Auf Grund dieser Eigenschaften kann jeder endlichen Teilmenge von A in
eindeutiger Weise eine “Summe” zugeordnet werden. Dabei ist die “Reihenfolge
der Summation” unerheblich. Dies alles soll in weiterer Folge bewiesen werden.
Dazu sind einige Vorbereitungen notwendig.

337-1(Definition)

337.0(z,y) = {({A}Up,n): (A ¢ p)
AEQ: (1, 2) € 2) A2, A),m) € y))}
={w: (3O, U T: (D& V)A((V,Q) ex)A(((QP),T) €y)
ANw = ({2}uV¥,I)))}
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337-2. Auf die Verifikation der “Mengen-Eigenschaft” kann beim Vorliegen der
definierenden Eigenschaften von 337.0(x,y) verzichtet werden. 337.0(z,y) ist
eine Relation.

337-2(Satz)

a) Aus “(p,q) € 337.0(z,y) " folgt “3IQ, O,V : (& ¢ W) A ((V,Q) € x)
AN, @),9) € y) A(p = {2}V V)"

b) Aus “p ¢ E”und “(E,a) € z”und “((a,p),b) € y”
folgt “({p} U E,b) € 337.0(z,y) ”.

c) 337.0(x,y) Relation.

337.0(z,y) = {({A}Upm) - (A ¢ p)
AP (1, 2) € 2) A(((2,A),m) € )}

Beweis 337-2 a) VS gleich (p,q) € 337.0(x,y) .

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € 337.0(x,y) ”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € 337.0(z,y) ”
folgt via 337-1(Def):
50,8, 0,1 (& ¢ W) A (¥,9) € ) A (((2,2),T) € y)
)

)
AM(p,g) = (23U, T)).

2: Aus1.2“...(p,q) = {®} UL, T")” und
aus 1.1“(p, q) Menge”

folgt via IGP: (p={P}UW)A(qg=T).
3: Aus2“...q=1"

folgt via Paar Axiom I: ((Q,®),9) = ((2,9),1).
4: Aus 3 und

aus 1.2...((2,®),I) ey...”

folgt: (2, @),q) € y.

5: Aus 1.2“3Q, 0,0 ...7
aus 1.2°... (P ¢ U)A((¥,Q) €x)...”
aus 4 und
aus 2“p = {P}UWV...”
folgt:
A, O,V (P& U)A (P, Q) ex) A(((2,D),q) ey) A(p={P}U ).
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Beweis 337-2 b) VS gleich (pé¢ E)YN((E,a) € x)A(((a,p),b) €y).

1.1: Aus VS gleich “pe E...”
folgt: AP,V : (P =p) A (Y =E).

1.2: Aus VS gleich “...((a,p),b) € y”
folgt: T (Q=a)AN(['=0D).

1.3: Aus VS gleich “...(F,a) € x...”
folgt via 9-15: E Menge.

1.4: Aus VS gleich “...((a,p),b) € y”
folgt via 9-15: b Menge.

2.1: Aus1.1¢... (P=p) A (Y =FE)” und
aus VS gleich “p ¢ E...”
folgt: O ¢ .

2.2: Aus 1.1“... ¥ =FE” und
aus 1.2°...Q=a...”
folgt via PaarAxiom I: (U, Q) = (FE,a).

2.3: Aus 1.2...Q=a...” und
aus 1.1“...¢o=p...7
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (a,p).

2.4: Aus 1.3“F Menge”
folgt via 2-28: {p} U E Menge.

2.5: Aus1.14...(d=p) A (VU =E)”
folgt: {P}UV = {p} UE.
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Beweis 337-2 b) VS gleich

3.1:

Aus 2.2 und
aus VS gleich “...(E,a) € x...”
folgt:

: Aus 2.34(Q,®) = (a,p)” und

aus 1.2“...I'=10"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.4“{p} U E Menge” und

aus 1.4“b Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.54{®} UV ={p}UE” und

aus 1.2“...I'=10"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3.2 und

aus VS gleich “...((a,p),b) € y”
folgt:

: Aus 3.4

folgt:

: Aus 1.243Q...7,

aus 1.1“do, 0. ..7 |

aus 1.2“4...T'",

aus 2.1“d ¢ U7 |

aus 3.14(V, Q) € x”

aus 4.14((Q,®),T) ey”,

aus 4.2“({p}UE,b) = ({2} U ¥, T")” und

aus 3.3“({p} U E,b) Menge”
folgt via 337-1(Def):
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(p ¢ E) N((E,a) € 2) A(((a,p),0) € ).

(¥, Q) € .

((2,9),1) = ((a,p), b)-

({p} U E,b) Menge.

({®}uW,I) = ({p} UE,D).

((€2,®),T) €y

{p}UE,b) = ({2}UW,T).

({p} U E,b) € 337.0(x,y) .
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Beweis 337-2 ¢)

a € 337.0(z,y) .
2: Aus Themal“« € 337.0(z,y) ”
folgt via 337-1(Def):
302, @, W, T': ((¥,9Q) € 2) A (2, ®),T) € y)
Na=({2}Uw,T)).
3.1: Aus2“... (U, Q) ex...”
folgt via 9-15: U Menge.
3.2: Aus 2“...((2,9),T") e y”
folgt via 9-15: I' Menge.
4: Aus 3.1“V¥ Menge”
folgt via 2-28: {®} U ¥ Menge.
5: Aus 4“{®} UV Menge” und
aus 3.2“I" Menge”
folgt via 6-8: {etuw, I el xU.
6: Aus2“...a=({®} UV, I")” und
aus 5
folgt: acUxU.
Ergo Themal: Va: (o € 337.0(z,y) ) = (a €U X U).
Konsequenz via 0-2(Def): 337.0(z,y) CU X U.
Konsequenz via 10-1(Def): 337.0(z,y) Relation.

O
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337-3. Nun wird rekursiv vorgegangen.

337-3(Definition)

“R ist anal von ¢,z” genau dann, wenn gilt:
1) R Funktion.
2) dom R € {N} UN.
3) R(0) = {(0,q)}.
4) Va: (a,1+a €domR) = (R(1+ «a) =337.0(R(a),z)).

337.0(z,y) ={({A}Up.n): (A ¢ p)
AEFQ: (1, 2) € ) A (S, A),n) €v))}
RECH-Notation.
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337-4. Ist R anal von ¢, x, dann gilt 0 # dom R.

337-4(Satz)
a) {(0,{(0,¢)})} ist anal von q,z.

b) Aus “q Menge” folgt “[[q]] ist anal von q,x”.

c) Aus “R ist anal von q,z”

folgt “0 € dom R” und “0 # dom R”und “R Menge” .

d) Aus “q Unmenge” und “R ist anal von q,x” folgt “R(0) =0".

Beweis 337-4

337.0(z,y) = {({A}Up,m) - (A ¢ p) AL ((1,€) € 2) A(((2,1),0) €)'}

RECH-Notation.

a)

: Via 259-36 gilt:
: Via SingeltonAxiom gilt:

: Aus 0/ Axiom“0 Menge” und

aus 2“{(0,¢)} Menge”
folgt via 259-36:

: Aus 0/ Axiom“0 Menge” und

aus 2“{(0,¢)} Menge”
folgt via 259-37:

: Aus 95-1(Def)“1 = {0}” und

aus 3.1
folgt:

: Aus €schola“1 € N”

folgt via folk:

: Aus 4 und

aus 5
folgt:

{(0,{(0,¢)})} Funktion.
{(0,q)} Menge.

dom ({(0,{(0,¢)})}) = {0}.

({(0,£(0,9)})})(0) = {(0,9)}-

dom ({(0,{(0,9)})}) = 1.

1 e {N}UN.

dom ({(0,{(0,¢)})}) € {N} UN.
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Beweis 337-4 a) ...

a,1+a & dom ({(0,{(0,9)})})-

8.1:

8.2:

10:

11:

12:

Aus Thema7“«a... € dom ({(0,{(0,¢)})})” und
aus 3.1

folgt: a € {0}.

Aus Thema7“...1+ « € dom ({(0,{(0,¢)})})” und
aus 4

folgt: l+ael.

: Aus 8.1%a € {0}”
folgt via folk: a=0.

Aus 9“a =07 und
aus +schola“1 +0=1"

folgt: l+a=1

Aus 10 und
aus 8.2

folgt: lel.

Aus €schola“1 € N”

folgt via 197-4: 1¢1.

Ergo Thema7:
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Al( “Ya : (@, 1+ a € dom ({(0, {(0, )N}

= ((£(0,{(0,¢) HH(1 + ) = 337.0(({(0, {(0, ) })}) (@), %)) ”

8: Aus 1“{(0,{(0,¢9)})} Funktion” ,
aus 6“dom ({(0,{(0,9)})}) e {(N}JUN”,

aus 3.2 ({(0,{(0,9)})})(0) = {(0,¢)} " und
aus A1 gleich “Va : (o, 1+ a € dom ({(0,{(0,¢)})}))

= (({(0,{(0, ) HH(1 + ) = 337.0(({(0, {(0, 9) ) })(e), %) )
q

folgt via 337-3(Def):

{(0,{(0,¢)})} ist anal von ¢, x.
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Beweis 337-4 b) VS gleich q Menge.
1.1: Aus VS gleich “q Menge”
folgt: [q] = {(0,9)}-
1.2: Via SingeltonAxiom gilt: {(0,¢)} Menge.
2: Aus 1.2°{(0,q)} Menge”
folgt: {(0,9)}] = {(0,{(0,9)})}-
3: Aus 2 und
aus 1.1
folgt: [lal] = £(0,{(0, ) })}-
4: Via des bereits bewiesenen a) gilt: {(0,{(0,q)})} ist anal von ¢, z.
5: Aus 4 und
aus 3
folgt: [[¢]] ist anal von ¢, x.
c) VS gleich R ist anal von ¢, x.
1: Aus VS gleich “ R ist anal von ¢, z”
folgt via 337-3(Def): (R Funnktion)
A((dom i € {N} UN) A (R(0) = {(0,9)})-
2.1: Via SingeltonAxiom gilt: {(0,q)} Menge.
2.2: Aus1“...domR € {N}UN...”
folgt via Element Axiom: dom R Menge.
3: Aus 1“...R(0) = {(0,¢)}” und
aus 2.1
folgt: R(0) Menge.

4.1: Aus 3“R(0) Menge”

folgt via 17-5: 0 € domR

4.2: Aus 1“ R Funktion...” und
aus 2.2“dom R Menge”

folgt via folk: R Menge

5: Aus4.1“0 €domR”

folgt via folk: 0 #domR
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Beweis 337-4 d) VS gleich (¢ Unmenge) A (R ist anal von ¢, z).

1: Aus VS gleich “g Unmenge...”
folgt via 92-3:

2: Aus 1“(0,q) Unmenge”
folgt via 1-4:

3: Aus VS gleich “... R ist anal von ¢, z”
folgt via 337-3(Def):

4: Aus 3 und
aus 2
folgt:

(0,¢) Unmenge.

{(0,9)} = 0.
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337-5. Unter nicht uniiblichen Zusatzbedingungen an y, E ist eine vereinfachte

Version von ISZ(170-3) verfiigbar.

337-5(Satz) Es gelte:
—) x€ZNEk.
—) y €S.
—) E CS.

=) Va:((ae E)N(a<y)=>(1+ack).

Dann folgt “{z,...,y} CE”.

<.RECH-Notation.
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Beweis 337-5

BEE.

1: Aus ThemaO“f € E” und
aus —) “F CS”
folgt via 0-4: pgeSs.

2: Aus 1“4 €S” und
aus —) “y € S”

folgt via folk: (B<y) V(y<p).
’Fallunterscheidung‘
B<y.

Aus ThemaO“fS € E7 |
aus 2.1.Fall“p < y” und
aus ) “Va: (e E)A(a<y)=(14+a€E)”

folgt: 1+5€kE.
2.2.Fall y < B.

’Ende Fallunterscheidung‘ : In beiden Féllen gilt:
(1+5eB)V(y<p).

Ergo ThemaO: A1

uvﬁ<5€E):>((1—|—ﬂEE)\/(ySB)>”

1: Aus ) “z € ZNE" und
aus Al gleich “V@: (e E)= (1+p€ E)V(y<p)”
folgt via ISZ: {z,...,y} C E.
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337-6. Unter nicht uniiblichen Zusatzbedingungen an z, E ist eine vereinfachte

Version von ISZ(170-3) verfiigbar.

337-6(Satz) Es gelte:
—) x €S.
- ye€ZNk.

—) ECS.

—) Va:((ae E)AN(z<a))=(—1+ac k).

Dann folgt “{z,...,y} CE”.

<.RECH-Notation.
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Beweis 337-6

BEE.

1: Aus ThemaO“f € E” und
aus —) “F CS”
folgt via 0-4: pgeSs.

2: Aus 1“4 €S” und
aus —) “x € S”

folgt via folk: (B<z)V(x<p).
’Fallunterscheidung‘

f<a.

z <.

Aus ThemaO“pB € E”

aus 2.2.Fall“z < 7 und

aus ) “Va: (e E)yA(z<a))= (-1+acE)”

folgt: -1+p€k.

Ende Fallunterscheidung‘ : In beiden Féllen gilt:
(-1+B€E)V(B<a).

Ergo ThemaO: Al

“VB:(BEE)= (-1+B€E)V(8<1))

1: Aus »“y€eZNE” und
aus Al gleich “Vf: (Be E)= ((-1+5€ E)V(f<x))”
folgt via ISZ: {z,...,y} C E.

O
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337-7. Hier wird ein Pendant zu 305.0(x,y) definiert.

337-7(Definition)

337.1(z,y) ={w: (w € domz) A (z(w) = y(w))}.
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7

337-8. Fast von selbst versteht sich ein Kriterium fiir das “Element-Sein ” in
{w: (w e domzx) A (z(w) = y(w))}.

337-8(Satz) Die Aussgen 1), ii) sind dquivalent:
i) p € 337.1(z,y).

ii) “p edomz”und “x(p) =y(p)”.

337.1(z,y) ={w: (w e domz) A (z(w) = y(w))}

Beweis 337-8 VS gleich p € 337.1(z,y).
Aus VS gleich “p € 337.1(x,y) ”
folgt via 337-7(Def): (p € domz) A (z(p) = y(p)).
VS gleich (p € domz) A (x(p) = y(p)).
1: Aus VS gleich “p € domz...”
folgt via Element Axiom: p Menge.

2: Aus VS gleich “(p € domz) A (z(p) = y(p))” und
aus 1“p Menge”
folgt via 337-7(Def): p € 337.1(x,y).

]
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337-9. Der Umgang mit {N} UN wird nun vertieft.

Analysis #337

337-9(Satz)

a) Aus “0#p e N”folgt “0€p”.

c) Aus “n,m € N”und “n ¢ m” folgt “m <n”.

e) Aus “ne€pe {N}UN”folgt “n e N”,

g) Aus “0#p e {N}UN”folgt “0€p”.

h) Aus “p,q € {N} UN"folgt “(p Cq)V (¢ Cp)”

b) Aus “n,m € N7und “n < —14+m7” folgt “n € m?”.

d) Aus “n,m € N”und “n <m?” folgt “n,1+nel+m”.

£) Aus “nepe {N}UN"und “1+n ¢ p”folgt “p=1+neN”.

<.RECH-Notation.

Beweis 337-9 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 #p € N7
folgt via 300-9:

2: Aus €schola“1 € N7 |
aus VS gleich “...p € N” und
aus 1“1 < p”
folgt via 197-6:

3: Aus 95-1(Def)“1 = {0}” und
aus 2
folgt:

4: Aus 0/ Axiom“0 Menge” und
aus 3“{0} C p”
folgt via 213-2:

0#peN.

1 <p.

{0} Cp.

0€np.
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Beweis 337-9 b) VS gleich (n,meN)A (n < —1+m).

1.1: Aus VS gleich “n... e N...”
folgt via 164-6: 0<neZ.

1.2: Aus VS gleich “...m e N...”
folgt via 237-6: m={0,...,—1+m}.

2: Aus1.1“..neZ”,
aus 1.1“0<n...” und
aus VS gleich “..n < —-1+m”
folgt via 169-2: ne{0,...,—1+m}.

3: Aus 2 und
aus 1.2
folgt: n € m.

c) VS gleich (n,m € N) A (n ¢ m).

1: Aus VS gleich “n,m e N...”
folgt via 159-11: n,m € S.

2: Aus1“n,m e S”
folgt via folk: (n<m)V(m<n).
’ wiFallunterscheidung

n<m.

3: Aus VS gleich “n,m € N...” und
aus 2.1.Fall“n <m”
folgt via 197-5: n e m.

4: Nach VS gilt: n ¢ m.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: m < n.
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Beweis 337-9 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “n... e N...

folgt via 159-10:

folgt via 159-10:

folgt via 239-5:

folgt via 160-11:

aus 1.3“m<1+m”

folgt via folk:

: Aus1.1“1+neN” |

aus 1.2“14+m € N” und

aus 1.4“14+n<1+m”

folgt via 197-5:

3: Aus VS gleich “n... e N..
aus 1.2“14+m € N” und

aus 2.1“n<1+m?”

folgt via 197-5:

: Aus VS gleich “...m e N...

: Aus VS gleich “...m e N...

: Aus VS gleich “...n<m?”

Analysis #337

(n,m € N) A (n < m).

1+neN.

1+m e N.

m<1l+m.

l+n<1+m.

: Aus VS gleich “...n <m” und

n<l+m.

l1+nel+m

2
* Y

nel+m
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Beweis 337-9 e) VS gleich

1: Aus VS gleich “...p € {N} UN”
folgt via folk:

’Fallunterscheidung‘

321

nepe{N}UN.

(p=N)V(p€eN).

Aus VS gleich “n €p...” und
aus 1.1.Fall
folgt:

n € N.

Aus VS gleich “n €p...” und
aus 1.2.Fall“p e N/
folgt via 307-2:

peN.

n € N.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

n € N.
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Beweis 337-9 £) VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “...pe {N}JUN...”
folgt via folk:

Aus VS gleich “nepe {N}UN...”

folgt via des bereits bewiesenen e):

: Aus 1.2“n € N7

folgt via 159-10:

: Aus 2“1 +n € N” und

aus VS gleich “...1+n ¢ p”
folgt via 0-10:

: Aus 3 und

aus 1.1
folgt:

: Aus 1.2“n e N7 |

aus 4“p € N7 und
aus VS gleich “nep...”
folgt via 197-5:

: Aus 1.2“n e N” |

aus 4“p € N7 und

aus 5“n < p”
folgt via LSN:

: Aus 2“1 4+neN”,

aus 4“p € N” und
aus VS gleich “...1+n ¢ p”
folgt via des bereits bewiesenen c):

tAus 7“p <14+n” und

aus 6“1 +n <p”

folgt via folk:

Analysis #337

(mepe{N}UN)A(1+n ¢ p).

(p=N)V(p€eN).

n € N.

1+neN

N # p.

p e N.

n < p.

14+n<p.

p<1+n.

p=1+n




Analysis #337

Beweis 337-9 g) VS gleich

1: Aus VS gleich “...p € {N} UN”
folgt via 94-8:

’Fallunterscheidung‘
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0#pe{N}UN.

(p=N)V(p€eN).

Aus eschola“0 € N” und
aus 1.1.Fall
folgt:

0€p.

Aus VS gleich “0#p...” und
aus 1.2.Fall“p e N/
folgt via des bereits bewiesenen a):

peN.

0€p.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

0enp.
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Beweis 337-9 h) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p... € {N}UN”
folgt via folk:

1.2: Aus VS gleich “...q € {N}UN”
folgt via folk:

2: Aus 1.1 und

Analysis #337

p,q € {N} UN.

(p=N)V(p€eN).

(g=N)V (¢ eN).

aus 1.2
folgt: (pP=¢q=N)V(geN=pV(peN=q)V(pqeN)
’Fallunterscheidung‘
2.1.Fall p=q=N
Aus 2.1.Fall“p=gq...7
folgt via folk: p Cgq.
2.2.Fall geN=p
3: Aus 2.2.Fall“geN...
folgt via 197-4: qCN
4: Aus 3 und
aus 2.2.Fall“... N=yp”
folgt: q Cp.
2.3.Fall peEN=gq
3: Aus 2.3.Fall“peN...”
folgt via 197-4: pCN
4: Aus 3 und
aus 2.3.Fall“...N=¢g"
folgt: pCq.
2.4.Fall p,q €N
Aus 2.4.Fall“p,q e N”
folgt via 305-7: (pCq)V(g<lp)

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
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337-10. Durch einen kleinen Kunstgriff kann 337-5 néher an die hier benétigte
Form gebracht werden.

337-10(Satz) Es gelte:

—) v €ZNE.
—) y €S.
=) Va: (e ZNE)AN(a<y))=(1+acE)”.

Dann folgt “{z,...,y} CTE”.

< .RECH-Notation.
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Beweis 337-10

1.1:

1.3:

2.1:

2.2:

Via 2-19 gilt:

Analysis #337

ZN(ZNE)=7ZNE.

(BEZNE)A (S <y).
2.1: Aus Themal.2“(f € ZNE)A (B <y)” und
aus =) “Va: (€ ZNE)AN(a<y))=(14+acE)”
folgt: 1+p8€k.
2.2: Aus Themal.2“f € ZNE...”
folgt via folk: B e Z.
3: Aus eschola“1 € Z” und
aus 2.2“B € Z”
folgt via 164-9: 1+ 5 ¢€Z.
4: Aus 3“1+ €Z” und
aus 2.1“1+ € E”
folgt via folk: 1+8€ZNE.

Ergo Themal.2:

Via folk gilt:

AL “VB: ((BEZNE)ANB<y)=(1+B€ZNE)”

ZNE CZ.

Aus D4z €ZNFE” und

aus 1.1
folgt:

r€ZN(ZNE).

Aus 1.3“ZNE CZ” und
aus 164-4“7Z C §”

folgt via folk:

ZNECS.

cAus2.1“2€ZN(ZNE)”,
aus —) “y €87,

aus 2.2“ZNE CS” und
aus Al gleich “VB: ((B€ZNE)AN(B<y)=(1+B€ZNE)”

folgt via 337-5:

: Via folk gilt:

{z,...,y} CZNE.
ZNECE.

: Aus 3“{x,...,y} CZNE” und

aus 4“ZNE CE”

folgt via folk:
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337-11. Gilt unter den Voraussetzungen von 337-10 zusétzlich £ C Zund y € Z,
so kann der LSZ zum Einsatz kommen.

337-11(Satz) Es gelte:

—) e ECZ.
—) y € Z.
=) Va:((ae EYAN(1+a<y)=(1+ack).

Dann folgt “{x,...,y} CE”.

<.RECH-Notation.
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Beweis 337-11

1.1: Aus =) “...ECZ”
folgt via 2-10: ZNE=FE.

1.2: Aus =) “y €Z” und
aus 164-4“7Z C §”

folgt via folk: y €S.
(BEZNE)A (S <y)
2: Aus Themal.3“f € ZNE...”
folgt via folk: (BeZ)N(BeE).

3: Aus2“pBeZ...”,
aus —) “y € Z” und
aus Themal.3“... 8 <y”
folgt via LSZ: 1+6<y.

4: Aus2“...0 € E7,
aus 3“1+ 4 <y” und
aus =) “Va: ((ae EYA(l1+a<y))=(1+a€FE)”

folgt: 1+p5€k.
Ergo Themal. 3: AL “YB: ((FEZNEYN(B<y)=(1+[B€E)”
2: Aus ) “z e EF...”7 und
aus 1.1
folgt: reZNEk.

3: Aus2“z € ZNE”,
aus 1.2y € S” und
aus Al gleich “V@: ((F€ZNE)N(B<y))=(1+B€E)”
folgt via 337-10: {z,...,y} CE.
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337-12. Ein Spezialfall von 337-11 liegt vor, wenn y = —1 +n, n € N, gilt.

337-12(Satz) Es gelte:

- 0e L.
—) n€N.
=) Va:((ae EYAN(1+aen))=(1+ackE).

Dann folgt “n C E7.

RECH-Notation.
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Beweis 337-12

<-Notation.
1.1: Aus =) “neN”
folgt via 164-6: n € 2.
1.2: Aus €schola“0 € N” und
aus =) “0e€ E”
folgt via folk: 0eNNE.
(BENNE)A(1+B< ~1+n).
2: Aus Themal.3“feNNE...”
folgt via folk: (BeN)A(BeE).
3: Aus2“peN...”
folgt via 159-10: 1+ 5 €N

4: Aus 3“1+ €eN” |
aus —) “n € N7 und
aus Themal.3“... 1+ < —-1+n"
folgt via 337-9: 143 en.

5: Aus2“...0e E7,
aus 4“1+ 4 €n” und
aus =) “Va: (e EYAN(l+aen))=(1+a€cE)”
folgt: 1+p5€k.
6: Aus 3“1+ 5 € N” und

aus 5“1+ € E”
folgt via folk: 1+8eNNE.

Ergo Themal.3:
AL “YB:(BeENNE)A1+B<-1+4n))=(1+BeNNE)”
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Beweis 337-12 ...

1.4:

2.1:

2.2:

Via folk gilt: NNnFE CN.

Aus 1.4“NNE CN” und
aus 164-4“N C Z”
folgt via folk: NNECZ.

Aus ¢schola“—1 € Z” und
aus 1.1“n € Z”
folgt via 164-9: —1+4+neZ.

: Aus 1.2“0e NN E”,

aus 2.1“NNECZ”,
aus 2.2“—-1+n € 7Z” und
aus Al gleich “VB: (BeNNE)A1+8<—-1+n))= (1+LeNNE)”

folgt via 337-11: {0,...,—1+n} CNNE.
: Via folk gilt: NNECE.
: Aus 3“{0,...,—1+n} CNNE” und

aus 4“NNECE”

folgt via folk: {0,...,—1+n} CE.
: Aus VS gleich “n € N”

folgt via 237-6: n=A{0,...,—1+n}.
: Aus 6 und

aus 5

folgt: nCFE.
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337-13. Gilt dom f C 337.1(f,¢) fir Funktionen f,g, so folgt f C g.

337-13(Satz) Es gelte:

—) f,g Funktion.
—) dom f C 337.1(f,9) .

Dann folgt “f Cg”.

337.1(z,y) ={w: (w e domz) A (z(w) = y(w))}

Beweis 337-13

a € dom f.

1: Aus ThemaO“« € dom f”7 und
aus —) “dom f C 337.1(f,g)”

folgt via folk: a € 337.1(f,9) .
2: Aus 1“a € 337.1(f,g9)”
folgt via 337-8: fla) =g(a).
Ergo ThemaO: AL| “VB: (B €dom f) = (f(B) =g(B))”

1: Aus —) “ f, g Funktion” und

aus Al gleich “Vf3: (8 € dom f) = (f(8) = g(5))”
folgt via 18-43. fCuy.



Analysis #337

333

337-14. Sind f,g Funktionen und gilt 0 # dom f € N, so gibt es “induktive

Bedingungen” , die f C g garantieren.

337-14(Satz) Es gelte:

) f.g Funktion.
) 04dom feEN.

—) dom f C domg.

=) f(0) = g(0).

=) Va: ((a,1+a € dom f) A (f(a) =

Dann folgt “f C g”.

g9(@))) = (f(1+a) = g(1 + )).

RECH-Notation.
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Beweis 337-14

337.1(z,y) ={w: (w € domz) A (z(w) = y(w))}

1.1: Aus =) “0 #dom f € {N}UN"

folgt via 337-9: 0 € dom f.
(6 €337.1(f.9)) A (1 + 5 € dom f).
2: Aus Themal.2“f € 337.1(f,g) ...”
folgt via 337-8: (B edom f) A (f(B) =g(B)).

3: Aus 2“pB edom 7

aus Themal.2“...1+ (S €dom f”,

aus 2“... f(6) = g(f)” und

aus —) “Va: ((a,1 4+ a € dom f) A (f(a) = g(a)))

= (f(l+a)=g(1+a))

folgt: fA+8)=g(1+75).
4: Aus Themal.2“...1+4+ (§ € dom f” und

aus 3“ f(1+ B) = g(1 + beta)”

folgt via 337-8: 1+p8€337.1(f,9).

Ergo Themal.?2:

AL “VYB: ((8€337.1(f,9)) A (1+ 3 € dom f))
= (14+8e337.1(f,9))”

2: Aus1.1“0 € dom f” und
aus —) “ f(0) = g(0)”
folgt via 337-8: 0 €337.1(f,9).

3: Aus 2“0 € 337.1(f,9) 7,
aus =) “...dom f € N” und
aus Al gleich “Vg : ((8 € 337.1(f,g9)) A (1 + 8 € dom f))
= (144 €337.1(f,9))”
folgt via 337-12: dom f C 337.1(f,9) .

4: Aus =) “f, g Funktion” und
aus 3“dom f C 337.1(f,g) ”
folgt via 337-13: fCyg.

]
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337-15. Ein zu 337-14 analoges Resultat ist auch im Fall dom f = N verfiigbar.

337-15(Satz) Es gelte:

—) f, g Funktion.

—) dom f =N C domg.

= f(0) = 9(0).

=) Va: ((o,14+aedom f)A(f(a) =g(a)) = (f(1+a)=g(l+ a)).

Dann folgt “f C g”.

RECH-Notation.

Beweis 337-15

337.1(z,y) ={w: (w € domz) A (z(w) = y(w))}

1.1: Aus €schola“0 € N” und
aus —) “dom f = N7
folgt: 0 € dom f.



336

Beweis 337-15 ...
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2: Aus Themal.

aus —) “dom

aus 4“1+ f3

folgt via folk: (BeN)A(Be337.1(f,9)).

3.1: Aus2“feN...” und

folgt: B € dom f.
3.2: Aus2“peN...”

folgt via 159-10: 1+p8eN.
3.3: Aus2“...8€337.1(f,9)”

folgt via 337-8: f(B) = g(B).

4: Aus 3.2 und
aus —) “dom f =N...”
folgt: 1+ [ € dom f.

5: Aus 3.1“g edomf”,

aus 3.3 f(6) = ¢g(B)” und

aus —) “Va: ((a,1+a € dom f) A (f(a) = g(a)))
= (f(l+a)=g(1+a))
folgt: f(L+B)=g(1+p).
6: Aus4“1+ 3 € dom f” und
aus 5 f(1+ 8) = g(1 + §)”
folgt via 337-8: 1+ 3 €337.1(f,9).

BeNN337.1(f,g).

2“3 e NN337.1(f,g)”

F=N...7

€ dom 7,

Ergo Themal.2:

ALl “VYB: (€ NN337.1(f,9)) = (14+ 5 €337.1(f,9))”

2: Aus1.1“0 € dom f” und

aus —) “ f(0) =
folgt via 337-8:

3: Aus 2“0 € 337.

9(0)”
0 € 337.1(f, 9g).

1(f,9) 7 und

aus Al gleich “Vj3: (8 € NN337.1(f,9)) = (1+ 5 € 337.1(f,9))”

folgt via ISN:

N C 337.1(f, g).
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Beweis 337-15 ...

4: Aus =) “dom f=N...” und
aus 3

folgt:

5: Aus =) “ f, g Funktion” und
aus 4“dom f C 337.1(f,g) ”
folgt via 337-13:

337

dom f C 337.1(f,9) .
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337-16. Satze 337-14,15 konnen gut zusammen gefasst werden.

337-16(Satz) Es gelte:

—) f, g Funktion.

—) dom f € {N}UN.

—) dom f C domg.

=) f(0) = g(0).

—) Va: ((o,14+aedom f)A(f(a) =g(a))) = (f(1+a)=g(l+ a)).

Dann folgt “f C g”.

RECH-Notation.

Beweis 337-16

1: Aus =) “dom f € {N} UN?”

folgt via folk: (dom f = N) V (dom f € N).
’Fallunterscheidung‘
dom f = .

Aus =) “ f, g Funktion” |

aus 1.1.Fall“dom f =N” |

aus —) “dom f Cdomg”,

ans —) “ £(0) = g(0)” und

aus =) “Va: ((a, 1+a € dom f)AN(f(a) = g())) = (f(1+a) =g(1+a))”
folgt via 337-15: <y
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Beweis 337-16 ...

’Fallunterscheidung‘
1.2.Fall dom f € N.
2: Es gilt: (dom f =0) Vv (0 # dom f).
’Fallunterscheidung‘
2.1.Fall dom f = 0.
3: Aus =) “f... Funktion”
folgt via 18-18(Def): f Relation.
4: Aus 3“f Relation” und
aus 2.1.Fall“dom f =07
folgt via 92-5: = 0.
5: Via folk gilt: 0Cg.
6: Aus 4 und
aus 5
folgt: <y
2.2.Fall 0 # dom f.

Aus =) “ f, g Funktion” ,
aus 2.2.Fall“0 # dom f” |
aus 1.2.Fall“dom f € N7,
aus —) “dom f C domg” |
aus —) “ f(0) = ¢g(0)” und

folgt via 337-14:

aus =) “Va : ((a, 14+ a € dom f) A (f(a) = g()))
= (f(1+a)=g(1+a))

]Ende Fallunterscheidung \ In beiden Fillen gilt: fCuy.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

339

N
O«
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337-17. Sind R, S anal von ¢,z und gilt dom R C dom S, so folgt R C S.

337-17(Satz) Es gelte:

—) R, S ist anal von q,x
—) dom R C dom S.

Dann folgt “RC S7”.

Beweis 337-17

337.0(z,y) ={({{AtUp,n): (A& p) AEQ2: (1, Q) €2) AL A), 1) €y))}
RECH-Notation.

1.1: Aus —) “ R ist anal von ¢, x
folgt via 337-3(Def): (R Funktion) A (dom R € {N} UN)
AR(0) = {(0,9)})
AVa: ((a,14+a €domR) = (R(1+ «) = 337.0(R(a),x)))).

1.2: Aus —) “ S ist anal von ¢,z
folgt via 337-3(Def): (S Funktion) A (dom S € {N} UN)
A(5(0) = {(0,9)})
AVa: ((o,1 4+« € domS) = (S(1 + «) = 337.0(S(a),x)))).

2.1: Aus1.1“...R(0) ={(0,¢)}...” und

aus 1.2, (0) {(0,¢9)}...”
folgt: R(0) = 5(0).
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Beweis 337-17 ...

(8,14 8 € dom R) A (R(B) = S(B)).

3.1: Aus Thema2.2“3, 1+ €domR...” und
aus 1.1“...Va: ((a,1 + a € dom R)
= (R(1+ «a) = 337.0(R(a),x)))"
folgt: R(1+ 5) =337.0(R(p),x).

3.2: Aus Thema2.2“3,1+ 8 €domR...” und
aus —) “dom R C dom S”
folgt via folk: 8,1+ €dom§S.

4.1: Aus 3.1 und
aus Thema2.“2” ... R(5) = S(5)
folgt: R(1+ B) =337.0(5(8), ).

4.2: Aus 3.2“3,1+ 3 €domS” und
aus 1.2“...Va: ((a,1 + a € dom 5)
= (S(1+ «a) =337.0(5(a),x)))”

folgt: S(1+ p) =337.0(5(8),x).
5: Aus 4.1 und

aus 4.2

folgt: R(1+3)=5(1+p5).

Ergo Thema2.2:
A1l “V3: (8,14 8 € dom R) A (R(B) = 5(8))) = (R(1+5) = S(1+6))”

3: Aus 1.1“ R Funktion...”,
aus 1.2“S Funktion...” |
aus 1.1“domR € {N}UN...” |
aus —) “dom R C dom S” |
aus 2.1“R(0) = S(0)” und
aus Al gleich “VB: ((8,14 8 € dom R) A (R(B) = S(5)))
= (R(L+ B) = S(1L+ B))"
folgt via 337-16:
RCS.
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337-18. Nicht nur aus technischen Griinden seien alle R, die anal von ¢, x sind,
zu einer eigenen Klasse zusammen gefasst.

337-18(Definition)

337.2(q,x) = {w : w ist anal von ¢, z}.
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337-19. Da jede Klasse, die anal von ¢, x ist, eine Menge ist, ist das Erfiillt-Sein
der definierenden Eigenschaft von 337.2(¢, z) notwendig und hinreichend fiir die
Zugehorigkeit zu dieser Klasse.

337-19(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) R ist anal von q,x.

ii) R € {w:w ist anal von q,z}.

337.2(¢q,x) = {w : w ist anal von q,z}

Beweis 337-19 VS gleich R ist anal von ¢, x.

1: Aus VS gleich “R ist anal von ¢, x”
folgt via 337-4: R Menge.

2: Aus VS gleich “ R ist anal von ¢,z” und
aus 1“ R Menge”

folgt: R € {w : w ist anal von ¢, z}.
VS gleich R € {w: w ist anal von ¢, z}.
Aus VS gleich “R € {w: w ist anal von ¢, x}”
folgt: R ist anal von ¢, z.

]
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337-20. In den mir momentan gegenwértigen Resultaten ist die naheliegende
Beschreibung von sse_Ketten nicht enthalten.

337-20(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) K st sse_Kette.

i1) Va,8: (0,8 € K) = (e € B)V (B C a)).

Beweis 337-20

sse-Notation.

VS gleich K ist sse_Kette.
a,f€K.

1: Aus ThemaO“q, 8 € K” und
aus VS gleich “ K ist sse_Kette”

folgt via 30-68(Def): (awsse B) V (0 sse a).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall « sse 3.
Aus 1.1.Fall“asse 57
folgt via 61-4: a Cp.
1.2.Fall B sse a.
Aus 1.2.Fall“f sse o”
folgt via 61-4: 8 C a.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(@S P)V(BCa)

Ergo ThemaO: Va,B: (o, € K)= ((a« CB)V (S Ca)).
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Beweis 337-20 VS gleich Vo, 5 : (a, € K) = (e € B) V(B C «)).

7.6 € K.
1: Aus ThemaO“~y,0 € K7
folgt via Element Axiom: v,6 Menge.

2: Aus Thema0O“~v,6 € K” und
aus VS gleich “Va, 5 : (o, € K) = (« CB)V (S Ca))”

folgt: (ySo) V(6 S).
’Fallunterscheidung‘
=

Aus 2.1.Fall“y C §” und
aus 1“v,d Menge”

folgt via 61-4: ~ sse d.
2.2.Fall 0 CH.

Aus 2.2.Fall“§ Cv”,

aus 1“...0 Menge” und

aus 1“vy... Menge”

folgt via 61-4: d sse 7.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(7 sse d) V (0 sse 7).

Ergo ThemaO: Vy,0 : (7,0 € K) = ((yssed) V (dsse)).

Konsequenz via 30-68(Def): K ist sse_Kette.
[l
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337-21. Wenn schon der Begriff “sse_Kette” vorhanden ist, kann er getrost ein-
gesetzt werden.

337-21(Satz) Es gelte:

—) K st sse_Kette.
—) Vo (o € K) = («a Funktion).

Dann folgt “|J K Funktion” .

Beweis 337-21

1: Aus —) “ K ist sse_Kette”
folgt via 337-20: Va,B: (a, 0 € K)= ((a« CB) V(B Ca)).

2: Aus =) “Va: (a € K) = (a Funktion)” und
aus 1“Va, [ (o, e K)= (a C B V(BCa)”
folgt via 301-2: (J K Funktion.

]



Analysis #337 347

337-22. Die Klasse aller R, die anal von ¢, x mit dom N sind, ist eine sse_Kette.

337-22(Satz)

a) Aus “R,S ist anal von q,x” folgt “(RC S)V(SCR)”.

b) {w:w ist anal von q,x} ist sse_Kette.

337.2(q,x) = {w : w ist anal von q,x}
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Beweis 337-22 a) VS gleich R, S ist anal von ¢, z.

1.1: Aus VS gleich “R... ist anal von ¢,z”
folgt via 337-3(Def): domR € {N} UN.

1.2: Aus VS gleich “...S ist anal von ¢, x”
folgt via 337-3(Def): dom S € {N} UN.

2: Aus1.1“domR € {N}UN” und
aus 1.2“dom S € {N} UN”

folgt via 337-9: (dom R C dom S) V (dom S C dom R).
’Fallunterscheidung‘
dom R C dom S.

Aus VS gleich “ R, S ist anal von ¢,z” und
aus 2.1.Fall“dom R C dom S”

folgt via 337-17: RCS.
2.2.Fall dom S C dom R.

Aus VS gleich “...S ist anal von ¢q,z”,

aus VS gleich “R... ist anal von ¢,z” und

aus 2.2.Fall“dom S C dom R”

folgt via 337-17: S CR.

]Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (RCS)V(SCR).

b)

a,f € {w:w ist anal von q,z}.

1: Aus ThemaO“«, f € {w : w ist anal von ¢, z}
folgt: «, [ ist anal von ¢, x.

2: Aus 1“q,  ist anal von ¢, x”
folgt via des bereits bewiesenen a): (o C ) V (8 C «).

Ergo ThemaO: Va, B : (o, f € {w : w ist anal von ¢, x})
= (@S B) V(B Ca)).
Konsequenz via 337-20: {w : w ist anal von q,z} ist sse_Kette.

]
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337-23. rflqx ist die Vereinigung aller Mengen, die anal von ¢, x sind.

337-23(Definition)

rflgr = U{w : w ist anal von ¢, x}.

337.2(¢,x) = {w : w ist anal von ¢, z}
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337-24. Passend zu der via 337-23(Def) in den Blickwinkel geriickten Vereini-
gung sollen hier zwei Aussagen tiber dom (|J z) getroffen werden.

337-24(Satz)

a) Aus “p € dom (|Jx)” folgt “3IQ: (L€ x)A(p € domQ)”.

b) Aus “p,q € dom (|J K)”und “K ist sse_Kette”
folgt “3Q: (Q e K) A (p,q € domQ)”.

Beweis 337-24

{dom A : X € z} 7-12(Def)

a) VS gleich

1:

2:

Via 7-16 gilt:

Aus VS und
aus 1
folgt:

: Aus 2“p e | J{dom A : A € z}”

folgt via folk:

i Aus 3“... ¢ € {domA: A€ x}”

folgt via 7-13:

: Aus 3“...pe ®...” und

aus 4“...® =dom”
folgt:

:Aus 4¢3Q: (Qewx)...” und

aus b
folgt:

p € dom ().
dom (Jz) = U{dom A : X\ € x}.

p e J{domA: e x}.

dP:pe ® e {domA: )€z}

30 : (2 € x) A (P =dom ).

p € dom 2.

3Q: (Qex)A(p€domQ).
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Beweis 337-24 VS gleich (p,q

1.1: Aus VS gleich “p... €dom(JK)...”
folgt via des bereits bewiesenen a):

1.2: Aus VS gleich “...q e dom (U K)...”
folgt via des bereits bewiesenen a):

2: Aust1.1“...de K...”,
aus 1.2“... W e K...” und
aus VS gleich “... K ist sse_Kette”
folgt via 337-20:

’Fallunterscheidung‘

351

€ dom (|J K)) A (K ist sse_Kette).

3P : (¢ € K) A (p € dom ).

AV (Ve K)A (g € domW).

3: Aus 2.1 C W¥”
folgt via folk:

4: Aus1.1“...p€dom®” und
aus 3“dom® C domW¥”
folgt via 0-4:

5: Aus1.23q0: v e K...”,

dom ® C dom V.

p € domW,

5: Aus1.1“3d®: ¢ K...”,
aus 1.1“...p € dom®” und
aus 4
folgt:

aus 4 und

aus 1.2“...g € dom¥”

folgt: v (¥ e K)A(p,q € dom V).

2.2.Fall v C o,

3: Aus 2.1 C ®”

folgt via folk: dom ¥ C dom ®.
4: Aus1.2“...g€domV¥” und

aus 3“domV¥ C dom®”

folgt via 0-4: q € dom .

3% : (® € K) A (p,g € dom D).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

3Q: (Qex)A(p,g € domQ).
U
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337-25. rflqr ist anal von ¢,z mit dom N.

337-25(Satz)

a) rflgx Funktion.
b) dom (rflgz) € {N} UN.
c) Aus “R ist anal von q,z” folgt “R C rflqx”.

d) Aus “R ist anal von q,x” und “n € dom R”
folgt “R(n) = rflgx(n)”.

e) rflqz(0) = {(0,q)}.

f) rflqr ist anal von q,x

Beweis 337-25

337.2(¢, 7)

= {w : w ist anal von ¢, z}
337.0(z,y) ={({AUp,n): (A g p)AEQ: (1, Q) € x) A

((( A),n) € y))}-

RECH Notation.
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Beweis 337-25 a)

Themal.1 « € {w : w ist anal von ¢, z}.

2: Aus Themal.1l“a € {w: w ist anal von ¢, z}”

3: Aus 2“a ist anal von ¢, z”

folgt: « ist anal von ¢, z.

folgt via 337-3(Def): a Funktion.

Ergo Themal.1: |Al| “Va: (o € {w:w ist anal von ¢,z}) = (a Funktion)”

1.

2:

Via 337-22 gilt: {w : w ist anal von g, z} ist sse_Kette.

: Aus 1.2{w : w ist anal von ¢, z} ist sse_ Kette” und

aus Al gleich “Va : (o € {w : w ist anal von ¢q,z}) = («a Funktion)”
folgt via 337-21:
|J{w : w ist anal von ¢, x} Funktion.

: Via 337-23(Def) gilt: rflgr = [J{w : w ist anal von ¢, z}.

: Aus 2 und

aus 3
folgt: rflqr Funktion.
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Beweis 337-25 b)

Themal.1 « € {w : w ist anal von ¢, z}.
2: Aus Themal.1l“a € {w: w ist anal von ¢, z}”
folgt: « ist anal von ¢, z.

3: Aus 2“a ist anal von ¢, z”
folgt via 337-3(Def): doma € {N} UN.

Ergo Themal.1:
Al| “Va: (o € {w : w ist anal von ¢,z}) = (doma € {N} UN)”

1.2: Aus A1l gleich “Va : (o € {w : w ist anal von ¢,z}) = (doma € {N}UN)”
folgt via 308-2:
dom (| J{w : w ist anal von ¢,z}) € {N} UN.

2: Aus 1.2 und
aus 337-23(Def) “rflgr = [J{w : w ist anal von ¢, z}”

folgt: dom (rflgz) € {N} UN.
c) VS gleich R ist anal von ¢, x.

1: Aus VS gleich “ R ist anal von ¢, z”

folgt via 337-19: R € {w: wist anal von ¢,z}.
2: Aus 1“R € {w: w ist anal von ¢, x}”

folgt via folk: R C | {w : w ist anal von ¢, z}.
3: Via 337-23(Def) gilt: rflgr = |J{w : w ist anal von ¢, x}.
4: Aus 2 und

aus 3

folgt: R Crflqgx.
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Beweis 337-25 d) VS gleich
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(R ist anal von ¢, z) A (n € dom R).

1.1: Aus VS gleich “ R ist anal von ¢,z ...”

1.2:

e)

3.1:

3.2:

folgt via des bereits bewiesenen c¢):

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus VS gleich “...n € domR” ,

aus 1.1“R C rflgz” und
aus 1.2“rflgr Funktion”
folgt via 308-6:

: Via 337-4 gilt:

: Via SingeltonAxiom gilt:

Aus 0/ Axiom“0 Menge” und
aus 2“{(0,¢)} Menge”
folgt via 259-36:

Aus OUU Axiom“0 Menge” und
aus 2“{(0,¢)} Menge”
folgt via 259-37:

: Aus 1-5“0 € {0}” und

aus 3.1
folgt:

: Aus 1“{(0,{(0,¢)})} ist anal von ¢,

aus 40 € dom ({(0,{(0,¢)})})”
folgt via des bereits bewiesenen d):

: Aus 5 und

aus 3.2
folgt:

R C rflqx.

rflqr Funktion.

R(n) = rflqz(n).

{(0,{(0,¢)})} ist anal von ¢, x.

{(0,9)} Menge.

dom ({(0,{(0,¢)})}) = {0}.

({(0,£(0,9)})})(0) = {(0,9)}-

0 € dom ({(0,{(0,¢)})})-

x” und

({(0,{(0,9)})})(0) = r£1¢2(0).

rflgz(0) = {(0,9)}-
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a,1+ o € dom (rflqz).

1:

Via 337-23(Def) gilt:
rflgr = |J{w : w ist anal von ¢, z}.

: Aus ThemaO und

aus 1
folgt: a,1+4+ a € dom (| J{w : w ist anal von ¢, z}).

: Via 337-22 gilt: {w :w ist anal von ¢, z} ist sse_Kette.

: Aus 2“a, 1 4 o € dom (| J{w : w ist anal von ¢,z})” und

aus 3“{w : w ist anal von q,z} ist sse_Kette”
folgt via 337-24: 30 : (Q € {w: w ist anal von ¢, z})
Ala, 1+« € dom Q).

: Aus 4“...Q € {w:wist anal von ¢, x}...”

folgt: () ist anal von g, x.

: Aus 5“() ist anal von ¢,z” und

aus 4“a,1 4+ a € domQ2”

folgt via 337-3(Def): Q14 a) =337.0(2«), z) .
: Aus 5“() ist anal von ¢,z” und

aus 4“...a... € domQ”

folgt via des bereits bewiesenen d): Qa) = rflgz(a).
: Aus 6 und

aus 7

folgt: Q1 + ) =337.0(rflgz(a), x) .

: Aus 5“() ist anal von ¢,z” und

aus 4“... 1+ a € domQ)”
folgt via des bereits bewiesenen d):
Q1+ a) =rflgz(l + ).

: Aus 8.1 und

aus 8.2
folgt: rflqr(l + «) = 337.0(rflgz(a), z) .
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Beweis 337-25 £) ...

Ergo ThemaO:

1.1:

1.2:

1.3:

All “Va: (a,1+ o € dom (rflgz))
= (rflgz(1 4 o) = 337.0(rflgz(a),z))”

Via des bereits bewiesenen a) gilt: rflqr Funktion.
Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (rflqz) € {N} UN.
Via des bereits bewiesenen e) gilt: rflqz(0) ={(0,q)}.

: Aus 1.1“rflgx Funktion” ,

aus 1.2“dom (rflgzr) € {N}UN" |
aus 1.3“rflqz(0) = {(0,¢q)}” und
aus Al gleich “Va : (o, 1 + a € dom (rflqx))
= (rflqz(1 + ) = 337.0(rflqz(a), ) )”
folgt via 337-3(Def): rflgr ist anal von ¢, z.

]
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337-26. Fiir jede Funktion f gilt f = {(p, f(p))} U f unabhingig davon, ob

p € dom f oder nicht.

337-26(Satz)

Aus “f Funktion” folgt “f = {(p, f(p))} U f”.

Beweis 337-26 VS gleich

f Funktion.

1: Es gilt: (p € dom f) V (p ¢ dom f).
’Fallunterscheidung‘
p € dom f.
2: Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus 1.1.Fall“p € dom f”
folgt via folk: (p, f(p)) € f.

3: Aus 2“(p, f(p)) € f7
folgt via 308-8:

{lp, flp)Hyuf="r.

2: Aus 1.2.Fall“p ¢ dom f”
folgt via folk:

3: Aus 2“ f(p) Unmenge”
folgt via 92-3:

4: Aus 3“(p, f(p)) Unmenge”
folgt via folk:

p ¢ dom f.

f(p) Unmenge.

(p, f(p)) Unmenge.

{(p, f(p))} = 0.

5: Via folk gilt: ouf=rf.
6: Aus 4 und
aus 5
folgt: {lp, flp)Hyuf="r
Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: {(p, f(p))}U f=F.

]
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337-27. Es wird vorbereitet, dass in einigen interessanten Fallen dom (rflgx) =

N gilt.

337-27(Satz)

a) Aus “R ist anal von q,x”
und “n € domR”
und “1+4+n ¢ domR”
und “337.0(R(n),z) Menge”
folgt “{(1 4 n,337.0(R(n),z))} U R ist anal von q,z”.

b) Aus “R ist anal von q,x”
und “n € domR”
und “337.0(R(n),x) Menge”
folgt “{(1+4n,337.0(R(n),z))} U R ist anal von q,x”.

c) Aus “R ist anal von q,z”
und “n € dom R”
und “337.0(R(n),z) Menge”
folgt “1+n € dom (rflqx)”.

337.0(x,y) = {({A}Up,n): (A ¢ p)
AFQ: (1, ) € 2) A, A),m) €9))}
RECH-Notation.
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Beweis 337-27

<-Notation.

a)
VS gleich (R ist anal von ¢,x) A (n € dom R) A (1 +n ¢ dom R)
A(337.0(R(n),z) Menge).

7

1: Aus —) “Rist anal von ¢, ...
folgt via 337-3(Def):

(R Funktion) A (dom R € {N} UN) A (R(0) = {(0,¢)})

ANVa: (a,1+a €domR) = (R(1+ «a) = 337.0(R(«),x))).

2.1: Aus 1“R Funktion...” und
aus VS gleich “...14+n ¢domR...”
folgt via 261-4: {(1 4+ n,337.0(R(n),x))} U R Funktion.

2.2: Aus VS gleich “...n € domR...” und
aus 1“...domR € {N}JUN...”
folgt via 337-9: n € N.

2.3: Aus VS gleich “...337.0(R(n),x) Menge”
folgt via 309-2: dom ({(1 +n,337.0(R(n),z) )} UR) = {1 +n}UdomR.

2.4: Aus VS gleich “...n€domR...” |
aus 1“...domR € {N}UN...” und
aus VS gleich “...1+n¢&domR...”
folgt via 337-9: domR=1+neN

3.1: Aus2.4“...1+4neN”
folgt via ANAxiom: 1+ (1+n)={1+n}U(l+n).

3.2: Aus2.4“...1+neN”
folgt via 159-10: 14 (1+n)eN.

4: Aus 3.1 und
aus 2.4“domR=1+n...”

folgt: 14+ (1+n)={1+n}UdomR.
5.1: Aus 4 und

aus 2.3

folgt: dom ({(1 4+ n,337.0(R(n),z) )JUR) =1+ (1 +n).

5.2: Aus 4 und
aus 3.2
folgt: {1+n}UdomR € N.
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Beweis 337-27 a)

VS gleich (R ist anal von ¢,z) A (n € dom R) A (1 +n ¢ dom R)

10:

A(337.0(R(n),z) Menge).

: Aus 5.2“{1+n}UdomR e N”

folgt via folk: {1+n}UdomR € {N} UN.

: Aus 6 und

aus 2.3
folgt: dom ({(1 + n,337.0(R(n),x))} UR) € {N} UN.

: Aus 2.2“n e N7

folgt via 307-2: 0#1+n.

: Aus 8“0#1+n”

folgt via 261-3: ({(1 4+ n,337.0(R(n),z))} UR)(0) = R(0).

Aus 9 und
aus 1“... R(0) = {(0,¢q)}...”
folgt: ({(1 4+ n,337.0(R(n),z) )} UR)(0) = {(0,q)}.
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Beweis 337-27 a)

VS gleich

Analysis #337

(R ist anal von ¢,z) A (n € dom R) A (1 +n ¢ dom R)

A(337.0(R(n),z) Menge).

B,1+ € dom ({(1+n,337.0(R(n),z) )} UR).

12:

13.1:

13.2:

13.3:

14:

15:

16:

17:

18:

Aus Themall und
aus 5.1
folgt: B, 1+5€l+(1+n).

Aus 12“8... €14 (14+n)” und
aus 3.2“1+ (1+n) e {N}UN”
folgt via 307-2: g eN.

Aus 2.4¢...14+n € N” und
aus 12¢... 14+ €1+ (14+n)”
folgt via 237-T7: N>1+p8<1+n.

Aus 2.2“n e N7
folgt via 239-5: n<1l+n.

Aus 14.2¢. .. 1+ 68<1+n"
folgt via 160-10: b <n.

Aus 154 <n” und
aus 13.3“n<1+n”
folgt via folk: B <14+n.

aus 15“8 < 1+4+n”
folgt via 41-3: B#1+n.

Aus 16“B#1+n”
folgt via 261-3:
({(1 +n,337.0(R(n), ) )} U R)(B) = R(P).

Aus 1445 <n”
folgt via 41-5: (B<n)V(6=n).

’Fallunterscheidung‘
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Beweis 337-27 a)
VS gleich (R ist anal von ¢q,x) A (n € dom R) A (1 +n ¢ dom R)
A(337.0(R(n),z) Menge).

B,1+ € dom ({(1+n,337.0(R(n),z) )} UR).

’Fallunterscheidung‘

18.1.Fall B <n.

19: Aus 13.1“8e N7,
aus 2.2“n € N” und
aus 18.1.Fall“g < n”
folgt via 337-9: B, 1+p8€l+n.

20: Aus 19 und
aus 2.4“domR=1+n...”
folgt: 5,1+ 8 € domR.

21: Aus 203,14+ 3 € domR” und
aus 1“Va: (a,1+ « € dom R)
= (R(14 «) = 337.0(R(a),x))

folgt: R(1+ ) = 337.0(R(B),x).
22: Aus 18.1.Fall“f < n”

folgt via 160-11: 1+5<1+n.
23: Aus 221+ p8<1+4+n”

folgt via 41-3: 1+8#1+n.

24: Aus 23“14+pB8#1+n”
folgt via 261-3:
({(1 +n,337.0(R(n),z))} UR)(1+ )

= R(1+B).
25: Aus 24 und
aus 21
folgt: ({(1 4 n,337.0(R(n),z))}} UR)(1+ B)

= 337.0(R(B),z).

26: Aus 25 und
aus 17
folgt: ({(1 4 n,337.0(R(n),z))}} UR)(1+ B)
= 337.0(({(1 + n,337.0(R(n),z) )} } UR)(B), z) .
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Beweis 337-27 a)
VS gleich (R ist anal von ¢q,z) A (n € dom R) A (1 +n ¢ dom R)
A(337.0(R(n),z) Menge).

B,1+ € dom ({(1+n,337.0(R(n),z) )} UR).

’Fallunterscheidung‘

18.2.Fall B =n.
19: Aus2.4“...14+4neN”
folgt via ElementAxiom: 1+ n Menge.

20: Aus VS gleich “...1+n¢ domR...”,
aus 19“1 4+ n Menge” und
aus VS gleich “...337.0(R(n),z) Menge”
folgt via 261-3:
({(1 4+ n,337.0(R(n),x

21: Aus 20 und
aus 18.2.Fall“g=n"

folgt: ({(1+n,337.0(R(n),z))} UR)(1 + 3)
= 337.0(R(B), x)
22: Aus 21 und
aus 17
folgt: ({(1 4 n,337.0(R(n),z))}} UR)(1+ B)

{
= 337.0(({(1 +n,337.0(R(n),z) )} } UR)(B),x) .

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

({(1+n,337.0(R(n),z))} UR)(1+ )
= 337.0(({(1 +n,337.0(R(n),z) )} UR)(B),x).

Ergo Themali:
Al “VB: (B,1+ B € dom ({(1 +n,337.0(R(n),z))} UR))

= (({(1 + n,337.0(R( )}UR)(1+ B)
= 337.0(({(1 + n, 337.0(R( JUR)(B),x))”

n),
n),x

— ——
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Beweis 337-27 a)
VS gleich (R ist anal von ¢,z) A (n € dom R) A (1 +n ¢ dom R)
A(337.0(R(n),z) Menge).

12: Aus 2.1“{(1+4n,337.0(R(n),z) )} U R Funktion” ,
aus 5.1“dom ({(1 4 n,337.0(R(n),z))} UR) € {N}UN",
aus 10“({(1 +n,337.0(R(n),z) )} UR)(0) ={(0,9)}” und
aus Al gleich “Vf5: (8,14 5 € dom ({(1 +n,337.0(R(n),z))} U R))
= (({(1 +n,337.0(R(n), z );} R)(1+ p)

= 337.0({(1 +n,337.0(R(n),x) )} UR(B),z))”
folgt via 337-3(Def):

{(1+n,337.0(R(n),x))} UR ist anal von g, z.
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Beweis 337-27 b)
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VS gleich (R ist anal von ¢,x) A (n € dom R) A (337.0(R(n),z) Menge).
1: Es gilt: (1+nedomR)V (1+n¢domR).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall 14+n € domR.
2.1: Aus VS gleich “R ist anal von ¢, x..."
folgt via 337-3(Def): R Funktion.
2.2: Aus VS gleich “R ist anal von ¢, x...”
aus VS gleich “...n € domR...” und
aus 1.1.Fall“1+n € domR”
folgt via 337-3(Def): R(1+n)=2337.0(R(n),x).

folgt via 337-26:

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

5: Aus 4 und

3.1: Aus 2.1“R Funktion”

3.2: Aus 2.2“R(1 +n) =337.0(R(n),z)”
folgt via PaarAxiom I:

aus VS gleich “R ist anal von ¢,z ...

{(1+n,R1+n)}UR=R.

(I+n,R(1+n))=(1+mn,337.0(R(n),z)).

{(1+n,337.0(R(n),z))} UR = R.

ki

folgt: {(1+n,337.0(R(n),z) )} UR ist anal von ¢, .
1.2.Fall 1+ n ¢ domR.

Aus VS gleich “ R ist anal von ¢,z ...
aus VS gleich “...n€domR...”,
aus VS gleich “...337.0(R(n),z) Menge” und
aus 1.2.Fall“l+n ¢ dom R”

folgt via des bereits bewiesenen a):

7
)

{(1+n,337.0(R(n),z))} UR ist anal von ¢, x.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

{(1+n,337.0(R(n),z))} UR ist anal von ¢, z.
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Beweis 337-27 c)
VS gleich (R ist anal von ¢,z) A (n € dom R) A (337.0(R(n),z) Menge).

1.1: Aus VS gleich “ R ist anal von ¢,z ...”
folgt via 337-3(Def): domR € {N} UN.

1.2: Aus VS gleich “ R ist anal von ¢,z ..."”,
aus VS gleich “...n €domR...” und
aus VS gleich “...337.0(R(n),z) Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b):
{(14+n,337.0(R(n),z))} U R ist anal von ¢, x.

1.3: Aus VS gleich “...337.0(R(n),z) Menge”
folgt via 309-2: dom ({(1 + n,337.0(R(n),z))} UR) = {1 + n}Udom R.

2.1: Aus VS gleich “...n € domR...” und
aus 1.1“dom R € {N} UN"
folgt via 337-9: n € N.

2.2: Aus 1.2“{(1+n,337.0(R(n),z) )} U R ist anal von ¢,z”
folgt via 337-25:
{(14+n,337.0(R(n),z))} UR C rflqz.

3.1: Aus 2.2{(1+n,337.0(R(n),z) )} UR C rflqx”

folgt via folk: dom ({(1 4+ n,337.0(R(n),z))} U R) C dom (rflqz).
3.2: Aus2.1“neN”

folgt via folk: 1+neN.
4.1: Aus 1.3 und

aus 3.1

folgt: {1+ n}UdomR C dom (rflgx).

4.2: Aus3.2“14+neN”
folgt via Element Axiom: 1+ n Menge.

5: Aus 4.2“1+n Menge”
folgt via folk: l1+ne{l+n}UdomR.

6: Aus5“1+ne{l+n}UdomR” und
aus 4.1“{1+n} Udom R C dom (rflqz)”
folgt via 0-4: 1 +n € dom (rflqz).

O
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337-28. Die mogliche Eigenschaft von 337.0(R(n),x), eine Menge zu sein, hat
entsprechend 337-27 interessante Konsequenzen. Aber wann ist 337.0(z,y) eine
Menge? Hierzu sind einige Vorbereitungen notig.

337-28(Satz)

a) x nUin y = cuplz X y].

b) Aus “x,y Menge” folgt “x ,3Uin y Menge”.

c) dom (337.0(z,y) ) C (dom ) 43Usn (ran (dom y))sngltn -
d) ran (337.0(z,y)) Crany.

e) Aus “z,y Menge” folgt “337.0(x,y) Menge”.

337.0(z,y) = {({A}Up,n) - (A ¢ p)
AERL: (1, 92) € 2) A (((,A),m) € )}
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Beweis 337-28 a)

Themal.1 a € T pUsq .

2:

3.1:

3.2:

3.3:

Aus Themal.1“a € x y3Usp y”
folgt via 220-6: 3Q,¢: (Qex)A (P ey A (a=QUD).

Aus 2¢..Qex...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

Aus 2¢...dey...”
folgt via Element Axiom: ® Menge.

Aus2“...(Qex)N (Pey)...”
folgt via folk: (Q,®0) € x x y.

: Aus 3.1 Menge” und

aus 3.2“® Menge”
folgt via 298-3: ((Q,9),Q2U P) € cup.

: Aus 44((92,9),QUP) € cup” und

aus 3.3“(Q,®) e x x y”

folgt via folk: QU € cuplz x y].
s Aus 2¢...a=QU®” und

aus 5

folgt: a € cuplz X y).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o €  5iUin y) = (a0 € cuplz X y]).

Al “x 5Uiny € cuplz x y]”
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Beweis 337-28 a) ...

o € cuplz x y].
2: Aus Themal.2“« € cuplz X y]”
folgt via folk: 30 (Qexxy)A((Q2,a) € cup).

3: Aus2“..Qexxy...”
folgt via folk: IO, W : (P cz) A (Vey) A (2= (D,V)).

4: Aus 3“...Q = (P,V)”

folgt via PaarAxiom I: (Qa)=((P,V),a).
5: Aus 4 und
aus 2“...(Q,a) € cup”
folgt: (P, V), ) € cup.
6: Aus 5 ((®,V),a) € cup”
folgt via 298-3: a=dUV.
7: Aus 3“... (Pex)AN (P ey)...”
folgt via 220-6: PUVY € x 4iUin y.
8: Aus 6 und
aus 7
folgt: a € T 43U y.
Ergo Themal.2: Va: (a € cuplz X y]) = (a € & 4iUin v).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “cuplz X y] C z 4Usp y”

2: Aus A1 gleich “z 43U, vy C cuplz X y]” und
aus A2 gleich “cup[r X y] C = piUin y”
folgt via GleichheitsAxiom: T piUin ¥y = cuplz X y).
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Beweis 337-28 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “z,y Menge”

folgt via binidr-cartesisches Axiom:

2: Aus 298-4“cup Funktion” und
aus 1“x x y Menge”
folgt via FunktionsAxiom:

3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

4: Aus 2 und
aus 3
folgt:

371

x,y Menge.

x X y Menge.

cup[z x y|] Menge.

T 5iUin y = cuplz X y).

T niUin ¥y Menge.
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Beweis 337-28 ¢)

a € dom (337.0(z, ) ).
2: Aus Themal“a € dom (337.0(x,y) )"
folgt via folk: ' : (e, ') € 337.0(z,y) .

3: Aus 2“...(o,I') € 337.0(x,y) ”
folgt via 337-2:
30,0,V (P ¢ U)A((V,Q) €x)A(((2,P),T) €y)
Na={d}UW).

4.1: Aus3“... (U, Q)ex...”
folgt via folk: U € dom .

4.2: Aus3“...((Q,®),T)ey...”
folgt via folk: (Q,®) € domy.

5: Aus 4.24(Q,®) € domy”
folgt via folk: ® € ran (domy).

6: Aus 5“® € ran(domy)”
folgt via 27-3: {®} € (ran (dom y))sngltn-

7: Aus 6“{®} € (ran (domy))sngitn ” und
aus 4.1“V € domaz”
folgt via 220-6:
{U} U € (ran (dom y))sngitn niUin dom .

8: Aus 3“...a={P}UV¥” und

aus 7
folgt: a € (ran (domy))sngltn niUin dom .
9: Via 220-7 gilt: (ran (dom y) )sngitn niJin dom
= (dom z) piUin (ran (dom y))sngitn-
10: Aus 8 und
aus 9
folgt: a € (dom ) 43Uiy, (ran (dom y) )sngitn-

Ergo Themal:
Va : (o € dom (337.0(x,y) ) = (o € (dom x) p3Uin ran (dom ) )sngitn-

Konsequenz via 0-2(Def):
dom (337.0(z,y) ) C (dom ) 41Us, (ran (dom y))sngltn-
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Beweis 337-28 d)

« € ran (337.0(z,y) ).
2: Aus Themal“« € ran (337.0(x,y) )"
folgt via folk: ar: (I a) € 337.0(z,y) .

3: Aus 2¢... (', a) € 337.0(z,y) ”
folgt via 337-2:
A0, 0,V : (P ¢ U)A (U, Q) €x) A (((R,P),a) €vy)
AT ={P}U ).

4: Aus3“...((2,9),a)€y...”
folgt via folk: a € rany.

Ergo Themal: Vo : (o € ran (337.0(z,y))) = (« € rany).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (337.0(z,y) ) C rany.
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Beweis 337-28 e) VS gleich x,y Menge.

1.1: Via 337-2 gilt: 337.0(z,y) Relation.

1.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt:
dom (337.0(z,y) ) C (dom ) 43Uiy (ran (domy))sngitn-

1.3: Via des bereits bewiesenen d) gilt: ran (337.0(z,y) ) C rany.

1.4: Aus VS gleich “x... Menge”
folgt via domran Axiom: dom z Menge.

1.5: Aus VS gleich “...y Menge”
folgt via dom ran Axiom: domy, rany Menge.

2.1: Aus 1.5“domy... Menge”
folgt via dom ran Axiom: ran (domy) Menge.

2.2: Aus 1.3“ran(337.0(x,y)) C rany” und
aus 1.5“...rany Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: ran (337.0(z,y) ) Menge.

3: Aus 2.1“ran (domy) Menge”
folgt via 27-12: (ran (dom ¥) )sngitn Menge.

4: Aus 1.4“domz Menge” und
aus 3“(ran (domy))sngitn Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b):
(dom z) niUiy (ran (dom y))sneitn Menge.

5: Aus 1.2%“dom (337.0(z,y) ) C (domx) 3Uin (ran (domy))sngitn ” und
aus 4“(dom ) piUip (ran (dom y))sngitn Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: dom (337.0(z,y) ) Menge.

6: Aus 1.1“337.0(z,y) Relation”,
aus 4“dom (337.0(x,y) ) Menge” und
aus 2.3“ran (337.0(z,y) ) Menge”
folgt via 10-5: 337.0(x,y) Menge.

[]
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337-29. Der Definitions-Bereich von rflgx ist hochstens= N. Er ist= N, wenn x
eine Menge ist.

337-29(Satz)

Aus “x Menge” folgt “dom (rflqx) = N”.




376

Beweis 337-29 VS gleich
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r Menge.

337.0(z,y) = {({A}Up,m) - (A ¢ ) A B (1, 2) € 2) A(((2,A),m) €w))}

RECH-Notation.

1: Via 337-25 gilt:
2: Via SingeltonAxiom gilt:

3: Aus 1 und
aus 2
folgt:

4: Aus 3“rflqz(0) Menge”
folgt via folk:

rflqz(0) = {(0,9)}.
{(0,9)} Menge.

rflqxz(0) Menge.

0 € dom (rflgx).

folgt via folk:
6.2: Via 337-25 gilt:

folgt via folk:

6.1: Aus Thema5“a € NNdom (rflgx)”

7: Aus 6.1“a € dom (rflgx)”

8: Aus 7“rflgr(a) Menge” und

a € NNdom (rflgx).

a € dom (rflqx).

rflqx ist anal von ¢, .

rflgx(a) Menge.

aus VS gleich “x Menge”
folgt via 337-28: 337.0(rflgz(a), z) Menge.

: Aus 6.2“rflqr ist anal von ¢, x” |

aus Thema5“« € dom (rflgz)” und
aus 8337.0(rflgx(a), z) Menge”
folgt via 337-2T7: 1+ a € dom (rflgx).

Ergo Themab:

Al| “Va: (o« € NNdom (rflgr)) = (1 + a € dom (rflgx))”
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Beweis 337-29 VS gleich

6: Aus 4“0 € dom (rflgz)” und

aus A1 gleich “Va : (« € NNdom (rflgz)) =

folgt via ISN:
7: Via 337-25 gilt:

8: Aus 6“N C dom (rflgz)” und
aus 7“dom (rflgr) € {N} UN”
folgt via 308-6:

377

x Menge.

(14 o € dom (rflqz))”
N C dom (rflqz).

dom (rflqzr) € {N} UN.

dom (rflgz) = N.
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