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Abstrak 

Penjadwalan diperlukan untuk merencanakan aktivitas yang akan dilakukan. Salah satu metode yang 

digunakan adalah graf fuzzy. Metode ini mempertimbangkan keterbatasan-keterbatasan sumber daya 

sehingga mempunyai penyelesaian yang fleksibel dalam menentukan jumlah interval waktu dalam 

penjadwalan. Dalam penelitian ini, ditemukan waktu total minimum penyelesaian 20 tugas pada satu 

mesin setara dengan menemukan jumlah kromatik fuzzy. Konsep menemukan jumlah kromatik fuzzy 

didapatkan dari k-pewarnaan fuzzy pada graf fuzzy atau disebut juga dengan bilangan kromatik 

berukuran “k”. Hasil yang diperoleh pada penelitian ini adalah 3-pewarnaan fuzzy yang mengakibatkan 

terbentuknya 3 jadwal pengerjaan tugas sehingga waktu total minimum penyelesaian 20 tugas adalah 18 

jam.  

Kata Kunci: Graf fuzzy, bilangan kromatik, k-pewarnaan fuzzy, jumlah kromatik fuzzy 

Abstract 

Scheduling is needed to plan activities to be carried out. One of the methods used is a fuzzy graph. This 

method considers resource limitations so that it has a flexible solution in determining the number of time 

intervals in scheduling. In this research, it is found that the minimum total time of completion of 20 tasks 

on single machine is equivalent to finding the fuzzy chromatic sum. The concept of finding the fuzzy 

chromatic sum is obtained from the k-fuzzy coloring of the fuzzy graph also known as the “k” chromatic 

number. The results obtained in this research is 3-fuzzy coloring which results in the formation of 3 work 

schedules so that the minimum total time for completing 20 tasks is 18 hours. 

Keywords: Fuzzy graph, chromatic number, k-fuzzy colouring, chromatic fuzzy sum 
 

1. Pendahuluan

Penjadwalan adalah suatu perencanaan 

aktivitas dengan tujuan mengoptimalkan 

pengerjaan aktivitas[4]. Masalah penjadwalan 

yang biasa terjadi adalah keterbatasan sumber 

daya seperti lamanya proses menyelesaikan 

beberapa tugas yang dikerjakan bersama oleh satu 

mesin. Suatu penjadwalan dapat dikatakan 

optimal dan efektif jika tidak terjadi benturan 

antar komponen dalam penjadwalan dan memiliki 

jumlah periode penjadwalan minimum [14].  
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Graf fuzzy merupakan salah satu metode 

yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 

masalah penjadwalan. Graf fuzzy merupakan 

suatu graf yang didasari oleh himpunan fuzzy. 

Suatu graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan 

himpunan titik dan himpuna sisi [3]. Sedangkan 

himpunan fuzzy didefinisikan sebagai kumpulan 

suatu objek yang memiliki nilai keanggotaan 

yang terletak pada selang tutup (0,1) [15]. 

Konsep penting graf fuzzy adalah 

pewarnaan titik pada graf fuzzy. Pewarnaan titik 

dari graf fuzzy Ĝ adalah pemetaan 𝑓 ∶  𝑉(Ĝ) → 𝑁 

dimana N adalah himpunan bilangan asli, 

sedemikian sehingga titik yang bertetangga diberi 

warna berbeda [10] . Banyaknya pewarnaan pada 

titik-titik di graf fuzzy Ĝ akan menghasilkan 

suatu bilangan kromatik terkecil berukuran “k”, 

dimana “k” merupakan bilangan asli [5]. Pada 

konsep ini, bilangan kromatik graf fuzzy akan 

digunakan untuk menemukan jumlah kromatik 

fuzzy. 

Pada penelitian ini, masalah penjadwalan 20 

tugas yang harus dikerjakan oleh satu mesin. 

Selanjutnya ditentukan waktu total minimum 

penyelesaian semua tugas oleh satu mesin yang 

setara dengan menemukan jumlah kromatik fuzzy 

dari graf fuzzy yang dimodelkan.  

 

2. Graf Fuzzy  

Definisi 1 [10] Misalkan V adalah himpunan titik 

berhingga dan tak kosong. Suatu triple Ĝ =

𝑉, 𝜎, µ  adalah graf fuzzy yang berisikan V 

dimana σ dan µ adalah himpunan fuzzy di V dan 

E, sedemikian sehingga 

µ(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝜎(𝑢), 𝜎(𝑣)}, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, (𝑢, 𝑣)

∈ 𝐸, 

dimana 𝜎(𝑢), 𝜎(𝑣) adalah nilai dari fungsi σ 

berturut-turut pada titik u dan v, dan µ(u,v) 

adalah nilai dari fungsi µ pada sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣). 

Definisi 2 [10] Suatu sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dari Ĝ 

dikatakan berhubungan kuat jika u dan v saling 

bertetangga. Sebaliknya berhubungan lemah jika 

u dan v tidak bertetangga. 

Definisi 3 [13] Misalkan 𝛤 = {𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑘}  

adalah keluarga himpunan fuzzy berhingga di V. 

Suatu himpunann fuzzy Γ di V didefinisikan 

⋀𝛤(𝑣) = 𝑚𝑎𝑥𝛾𝑖(𝑣). Suatu 𝛤 = {𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑘} 

dikatakan k-pewarnaan fuzzy dari Ĝ = 𝑉, 𝜎, µ  

jika memenuhi: 

1. ⋀𝛤(𝑣) = 𝜎(𝑣), ∀𝑢 ∈ 𝑉, 

2. 𝑚𝑖𝑛{𝛾𝑖(𝑢), 𝛾𝑗(𝑢)|1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑘} =

0, ∀𝑢 ∈ 𝑉, 

3. ∀𝑢 ∈ 𝑉 yang berhubungan kuat, 

𝑚𝑖𝑛{𝛾𝑖(𝑢), 𝛾𝑖(𝑣)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘} = 0. 

Definisi 4 [10] Bilangan kromatik suatu graf 

fuzzy Ĝ = 𝑉, 𝜎, µ adalah bilangan asli k terkecil 

sedemikian sehingga graf fuzzy Ĝ = 𝑉, 𝜎, µ 

memiliki k-pewarnaan fuzzy. Bilangan kromatik 

pada graf fuzzy Ĝ = 𝑉, 𝜎, µ dilambangkan dengan 

𝜒𝑓(Ĝ). 

Definisi 5 [13] Untuk suatu k-pewarnaan fuzzy 

𝛤 = {𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑘} dari graf fuzzy Ĝ maka 

jumlah kromatik fuzzy Γ dari Ĝ yang dinotasikan 

∑ (Ĝ)𝛤  didefinisikan sebagai berikut:   

∑ (Ĝ)𝛤 = 1 ∑ 𝜃1(𝑣𝑖)𝑣𝑖𝜖𝐶1 +  2 ∑ 𝜃2(𝑣𝑖)𝑣𝑖𝜖𝐶2 +

                  …+  𝑘 ∑ 𝜃𝑘(𝑣𝑘)𝑣𝑖𝜖𝐶𝑘   

dimana 𝐶𝑖 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝛾𝑖 dan 𝜃𝑖(𝑣𝑖) =

max{ 𝜎(𝑣𝑖) +  𝜇(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)| 𝑣𝑗𝜖𝐶𝑖}. 
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Definisi 6 [13] Jumlah kromatik fuzzy dari Ĝ 

ditulis dengan ∑Ĝ didefinisikan sebagai berikut: 

∑Ĝ = min(
∑ (Ĝ)𝛤  | 𝛤 𝑎𝑑𝑎𝑙𝑎ℎ 𝑝𝑒𝑤𝑎𝑟𝑛𝑎𝑎𝑛 

𝑓𝑢𝑧𝑧𝑦
)  

Banyaknya pewarnaan fuzzy di Ĝ berhingga dan 

terdapat sebuah 𝛤0 yang disebut pewarnaan 

minimum fuzzy dari suatu pewarnaan graf fuzzy 

Ĝ demikian sehingga  ∑ Ĝ = ∑ Ĝ𝛤0 . 

Adapun teorema terkait dengan materi pada 

artikel  ini.  

Teorema 1 [4]  Misalkan Ĝ adalah sebuah graf 

fuzzy dan 𝛤 = {𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑘}adalah jumlah 

pewarnaan fuzzy minimum dari Ĝ, maka 

∑ 𝜃1(𝑣𝑖)𝑣𝑖𝜖𝐶1  ≥ ∑ 𝜃2(𝑣𝑖)𝑣𝑖𝜖𝐶2 ≥ ⋯ ≥

∑ 𝜃𝑘(𝑣𝑘)𝑣𝑖𝜖𝐶𝑘 .  

 Teorema ini digunakan untuk menemukan 

jumlah kromatik minimum dimana jumlah 

kromatik fuzzy 𝛤 untuk 𝛾1 adalah ∑ 𝜃1(𝑣𝑖)𝑣𝑖𝜖𝐶1  

merupakan jumlah kromatik fuzzy terbesar. 

Jumlah kromatik selanjutnya akan bernilai sama 

atau lebih kecil. Oleh karena itu akan diperoleh 

jumlah kromatik fuzzy minimum. 

 

Algoritma Baris  

 
Algoritma baris merupakan salah satu 

algoritma yang dapat digunakan untuk pewarnaan 

graf pada Matlab. Algoritma baris dikontruksikan 

berdasarkan derajat terbesar pada pada graf 

dengan derajat simpul berbeda akan 

menghasilkan pewarnaan yang minimum atau 

sama dengan bilangan kromatik graf yang 

dimodelkan [11]. Langkah-langkah algoritma 

baris sebagai berikut: 

1. Menginput titik sebanyak n, 

2. Menginput nilai sisi yaitu satu jika titik-

titik bersisian, nol jika titik-titik tidak 

bersisian sehingga membentuk  

matriks 𝑟, 

3. Membentuk matriks 𝑏 dengan 

mengurutkan matriks 𝑟 berdasarkan 

kolom 𝑛 + 1,  

4. Membentuk vektor nol, 

5. Urutkan derajat semua n titik dalam graf Ĝ 

sedemikian sehingga diperoleh barisan 

titik 𝐾 = 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 dimana 𝑑(𝑝𝑖) ≥

𝑑(𝑝𝑖+1), 

6. Pilih 𝑖 = 1, 

7. Titik 𝑖 diwarna dengan 𝑐 = 1 , 

8. Susun warna titik yang bertetangga 

dengan 𝑝𝑖 urutan orde naik atau disebut 

𝐿𝑖, 

9. Jika 𝑐 tidak mucul dalam 𝐿𝑖 maka tandai 

titik 𝑝𝑖 dengan warna 𝑐, kemudian ke 

langkah 11, jika tidak lanjutkan, 

10. Warna c ditambahkan menjadi 𝑐 = 𝑐 + 1, 

kemudian kembali ke langkah 9, 

11. Untuk i selanjutnya, jika 𝑖 < 𝑛 maka 𝑖 =

𝑖 + 1 dan kembali ke langkah 7. Jika tidak 

berhenti, 

12. Tampilan output berupa banyak 

pewarnaan minimum. 

Adapun langkah-langkah simulasi yang dilakukan 

dalam penelitian ini adalah: 

1. Tetapkan banyak tugas yang akan dilakukan 

suatu mesin, jumlah waktu yang digunakan 

mesin untuk setiap tugas dan nilai konflik 

untuk tugas yang terikat. 
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2. Definisikan secara matematik fungsi 𝜎(𝑣𝑖) 

yang menyatakan jumlah waktu yang 

digunakan mesin untuk melaksanakan tugas.  

3. Definisikan secara matematik fungsi 𝜇(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) 

yang menyatakan ukuran konflik antar tugas. 

4. Konstruksikan graf fuzzy untuk masalah. 

5. Tentukan banyaknya pewarnaan atau bilangan 

kromatik (𝜒𝑓) untuk n-tugas dengan 

mengunakan algoritma baris pada Matlab. 

6. Konstruksikan keluarga himpunan fuzzy 𝛤𝑘, 

kemudian konstruksi table k-pewarnaan 

fuzzy. Setelah itu, ditemukan jumlah kromatik 

fuzzy ∑(Ĝ) . 

7. Ulangi langkah (6) pada keluarga himpunan 

𝛤𝑘 lainnya. 

8. Tentukan batas bawah dari jumlah fuzzy 

kromatik ∑(Ĝ) antara 𝑤√8𝑒 dan 
3

4
[(𝜒𝑓(Ĝ) +

1)ℎ(𝜎)|𝑉|]. 

9. Didapatkan hasil, kemudian tarik kesimpulan.   

 

3. Hasil dan Pembahasan 

Masalah penjadwalan yang akan dibahas 

dipenelitian ini adalah menemukan waktu total 

yang minimum dalam mengerjakan 20 tugas yang 

dilakukan oleh satu mesin. 

Asumsikan bahwa satu mesin mampu 

melakukan sejumlah tugas dan beberapa tugas 

dikerjakan dalam waktu yang sama (konflik) 

yaitu kurang dari satu jam. Konsumsi waktu yang 

dibutuhkan untuk melakukan masing-masing 

tugas dan konflik antar tugas yang terikat pada 

tabel berikut: 

 

 

Tabel 1. Konsumsi Waktu Tugas 

Tugas Konsumsi Waktu  (Jam) 

1,5,2 0,2 

3,9,14 0,3 

7,8,16,19 0,4 

2,6,13,17 0,6 

10,11,15 0,8 

4,18,20 1,0 

 

Tabel 2. Konflik Pada Tugas Yang Terikat 

Tugas-Tugas Yang Terikat Konflik (Jam) 

(1,12),(3,14),(5,6),(7,9),(10,18), 

(12,15) 

0,1 

(1,2),(1,13),(3,15),(4,5),(7,16), 

(11,19),(17,19) 

0,2 

(2,3),(4,15),(6,8),(8,9),(13,20), 

(14,19),(16,19) 

0,3 

(4,16),(4,20),(7,20),(8,17),(10,17), 

(11,18) 

0,4 

Permasalahan di atas dapat direpresentasikan 

pada graf fuzzy berikut: 

 

Gambar 1. Graf Fuzzy pada Masalah 

Penjadwalan 

Graf fuzzy Ĝ = (𝑉, 𝜎, µ) didefinisikan sebagai 

berikut:  

V =  {1,2,… , 20} 

𝜎(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 
0,2  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1,5,12
0,3  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3,9,14
0,4  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 7,8,16,19
0,6  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2,6,13,17
0,8  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 10,11,15
1,0  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 4,18,20

 



Putri Mardiatul Salam, Budi Rudianto, Radhiatul Husna                              Simulasi Graf Fuzzy dalam Menyelesaikan…… 

131 

µ(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)

=

{
 
 

 
 

0,1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖, 𝑗 = {(1,12), (3,14), (5,6), (7,9), (10,18), (12,15)} 
0,2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖, 𝑗 = {(1,2), (1,13), (3,15), (4,5), (7,16), (11,19), (17,19)}
0,3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖, 𝑗 = {(2,3), (4,15), (6,8), (8,9), (13,20), (14,19), (16,19)}
0,4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖, 𝑗 = {(4,16), (4,20), (7,20), (8,17), (10,17), (11,18)}

0, 𝑢𝑡𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖, 𝑗 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

 

 

Selanjutnya simulasikan algoritma baris 

untuk menemukan pewarnaan minimum pada 

graf fuzzy Ĝ. Dengan bantuan Matlab diperoleh 

hasil yaitu 3 warna berbeda yang digunakan 

untuk mewarnai graf fuzzy Ĝ.  Berdasarkan hal 

ini, dapat dibentuk keluarga himpunan fuzzy 

sebagai berikut. 

Misalkan 𝛤1 = {𝛾1, 𝛾2, 𝛾3} adalah keluarga dari 

himpunan fuzzy pada V, dimana  

𝛾1(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 

0,2, 𝑖 = 1
0,3, 𝑖 = 3

0,4, 𝑖 = 7,8,19
1,0, 𝑖 = 4,18
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

   

𝛾2(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 
0,3, 𝑖 = 9,14
0,4, 𝑖 = 16

0,6, 𝑖 = 2,6,17
0,8, 𝑖 = 11,15
1,0, 𝑖 = 20
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

      

 𝛾3(𝑣𝑖) = {

0,2, 𝑖 = 5,12
0,6, 𝑖 = 13
0,8, 𝑖 = 10
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

 

Maka jumlah kromatik fuzzy dari  𝛤1 

∑ (Ĝ)𝛤1 = 1 ∑ 𝜃1(𝑣𝑖)𝑣𝑖𝜖𝐶1 + 2 ∑ 𝜃2𝑣𝑖𝜖𝐶2
(𝑣𝑖)  

        +3 ∑ 𝜃𝑘(𝑣𝑘)𝑣𝑖𝜖𝐶𝑘   

= 1(0,2+0,3+1,0+0,4+0,4+1,0+0,4)  + 

2(0,6+0,6+0,3+0,8+0,3+0,8+0,4+ 

0,6+1,0)+ 3(0,2+0,8+0,2+0,6)  

= 19,3. 

  
Misalkan 𝛤2 = {𝛾1, 𝛾2, 𝛾3} adalah keluarga dari 

himpunan fuzzy pada V, dimana  

𝛾1(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 
0,2, 𝑖 = 12
0,3, 𝑖 = 3,9
0,4, 𝑖 = 16
0,6, 𝑖 = 6,17
1,0, 𝑖 = 18,20
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

  

 𝛾2(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 

0,2, 𝑖 = 1
0,2, 𝑖 = 7,8,19
0,8, 𝑖 = 10
1,0, 𝑖 = 4
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

    

 𝛾3(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 

0,2, 𝑖 = 5
0,3, 𝑖 = 14
0,6, 𝑖 = 2,13
0,8, 𝑖 = 11,15
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

 

Maka jumlah kromatik fuzzy dari 𝛤2 

∑ (Ĝ)𝛤2 = 1 ∑ 𝜃1(𝑣𝑖)𝑣𝑖𝜖𝐶1 + 2 ∑ 𝜃2𝑣𝑖𝜖𝐶2
(𝑣𝑖)  

        +3 ∑ 𝜃𝑘(𝑣𝑘)𝑣𝑖𝜖𝐶𝑘   

= 1(0,3+0,6+0,3+0,2+0,4+0,6+1,0+ 

1,0)+2(0,2+1,0+0,4+0,4+0,8+0,4)+ 

3(0,3+0,2+0,8+0,6+0,3+0,2)  

= 18. 

 

Misalkan 𝛤3 = {𝛾1, 𝛾2, 𝛾3} adalah keluarga dari 

himpunan fuzzy pada V, dimana  

𝛾1(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 

0,2, 𝑖 = 1
0,4, 𝑖 = 8,19
0,8, 𝑖 = 10,15
1,0, 𝑖 = 20
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

   

𝛾2(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 

0,2, 𝑖 = 12
0,3, 𝑖 = 9,14
0,6, 𝑖 = 2,6,17
0,8, 𝑖 = 11
1,0, 𝑖 = 4
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

   

𝛾3(𝑣𝑖) =

{
 
 

 
 
0,2, 𝑖 = 5
0,3, 𝑖 = 3
0,4, 𝑖 = 7,16
0,6, 𝑖 = 13
1,0, 𝑖 = 18
0, 𝑖 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

 

Maka jumlah kromatik fuzzy dari 𝛤3 

∑ (Ĝ)𝛤3 = 1 ∑ 𝜃1(𝑣𝑖)𝑣𝑖𝜖𝐶1 + 2 ∑ 𝜃2𝑣𝑖𝜖𝐶2
(𝑣𝑖)  

        +3 ∑ 𝜃𝑘(𝑣𝑘)𝑣𝑖𝜖𝐶𝑘   
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= 1(0,2+0,4+0,4+0,8+0,4+1,0) + 

2(0,6+1,0+0,6+0,3+0,8+0,2+0,3+0,6)

+ 3(0,3+0,2+0,4+0,6+0,4+1,0)  

= 20,7. 

 

Jadi, jumlah kromatik fuzzy dari graf fuzzy Ĝ =

𝑉, 𝜎, µ adalah  

∑Ĝ = min(∑ (Ĝ)𝛤1  , ∑ (Ĝ)𝛤2 , ∑ (Ĝ)𝛤3
)  

= min ( 19,3 , 18,  20,7 ) 

= 18 

 

4. Kesimpulan Dan Saran 

4.1 Kesimpulan 

 

• Pada masalah penjadwalan yaitu menemukan 

waktu total yang minimum untuk 

menyelesaikan N tugas yang dilakukan oleh 

satu mesin setara dengan menemukan jumlah 

kromatik fuzzy dari graf fuzzy yang 

dimodelkan. 

• Dengan menggunakan algoritma baris 

diperoleh banyak pewarnaan pada graf fuzzy 

yang dimodelkan adalah 3 

• Berdasarkan hasil dari jumlah kromatik fuzzy 

yang didapatkan maka waktu total minimum 

satu mesin untuk menyelesaikan 20 tugas 

adalah 18 jam. 

4.2 Saran 

Untuk penelitian lebih lanjut mengenai 

masalah penjadwalan dengan graf fuzzy, 

disarankan untuk menggunakan data primer dan 

menggunakan metode lain seperti 𝛼 − 𝑐𝑢𝑡. 
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