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I

PREFACIO

Estas notas cubren totalmente el programa de la materia de
InvestigaciGn de Operaciones I que imparte el Departamento
de Sistemas de la Divisibn de Ciencias Bfisicas e Ingenie-
ria de la UAM-A. La necesidad de elaborarlas se debe a la
gran dispersidn que en la literatura existe sobre el conte
nide del programa de la materia., Paralelamente se ha trata

do de darle una profundidad tebrica adecuada.

Se ha tenido como objetive proporcionar al lector los ele-
mentos analfticos necesarios para la formulacifn, anflisis
y solucidn de problemas de programacidn lineal y familiari
zarlo con los fundamentos tebricos y ventajas computaciona
les de los mé€todos de solucibn. También se proporciona una

breve introduccidn del enfoque sisté&mico.

La meta buscada es esencialmente prictica y explica la aten
cibn puesta en los procedimientos prédcticos de cilculo o al
goritmos; se han puesto ejemplos donde parecia necesario. Se
han dado siempre desarrollos tebricos suficientes para justi
ficar la validez de los mé€todos y permitir una fAcil compren
sidn de ellos, los que evita que estas notas sean una simple

coleccibn de recetas.

Algunos dominios de la programacifbn lineal se han excluido,
debido a que no estdn contenidos en el programa de la mate-
ria en cuestidn. Sin embargo, conscientes de su importancia,
en el futuro los incluiremos con el objeto de completar es-

tas notas.



II

Temas tales como el primal-dual, el simplex revisado, m&to
dos de descomposicibn y teorfa de redes son obligatorios en

un curso formal de programacifn lineal,

Los tres priméros capIitulos versan sobre el aspecto filos®
fico de la materia,Se introduce al lector en el concepto de
sistema (cap.I), en el enfoque de sistemas (cap.II) y en la
metodologla seguida por la investigacifn de operaciones, y
$¢ proporciona un breve relato histfrico de su desarrollo
(cap.III). Se desarrollan los conceptos fundamentales de la
programacibn lineal proporcionando sus diversas aplicaciones,
las cuales son muy variadad debido a las estructuras de or-
ganizacifn complejas propias de la sociedad moderna, y se
formulan los modelos para problemas tIpicos de programacifn
lineal (cap.iV). El planteamiento matemitico inicial del pro
blema general de programacifn lineal que fue desarrollado -
por G. Dantzig junto con el m€todo simplex, el cual es unpro
cedimiento sistemitico para resolver el problema, es analiza
do con detalle {(cap.V). La exposicibn del problema dual de =
la programacifn lineal junto con la formulacibn de ciertas =
aplicaciones ilustrativas {cap.VI) permite identificar impor
tantes propiedades que tienen los problemas lineales. El ang
lisis de sensibilidad (cap.VII) es tratado en forma exhausti
va, Se incluye el anflisis param€trico por su gran utilidad
y difusifn ya que una gran mayorfa de los paquetes comercia-
les de programacifn lineal lo efectuan, aunque el programa
no lo incluye. El problema del transporte fue considerado de
manera independiente por Hichkock, Koopmans y Kantorﬁvich°

En el capftulo VIII se desarrollan algunos conceptos elemen
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tales de teoria de redes para estudiar de manera mis ade-
cuada este problema asf como el del transbordo. También en
base a estos conceptos se estudia el m&todo hGingaro para -
problemas de asignacifn desarrollado por H.W. Kuhn. Sin em
bargo, serfa necesario profundizar m4s en teorfa de redes
para tratar de una manera similar el problema de la ruta -
préctica (cap.IX}. Por esta razbn, el desarrollo del capi~-
tulo IX no tiene continuidad con el del capftulo VIII. En
este capftulo se incluye PERT con objeto de completar el -
tema, aunque no estfi incluido en el programa de la materia.
En el futuro, cuando se incluya en estas notas teoria de re
des, se modificari el desarrollo de este capitulo para dar-

le dicha continuidad.

En todos los capftulos referentes a programacidn lineal, se

incluyen ejercicios.

Al final se presentan tres apéndices destinados a recordar
el Slgebra lineal y a proporcionar al lector los conceptos
mis relevantes de convexidad y teorfia de desigualdades, pa-

ra la mejor comprensitn del material que se presenta,

M. de los Reyes Garcfa M

J.C. Romero C,



cAarpfTUuLoOo 1

INTRODUCCION AL CONCEPTO DE SISTEMA

Debido a la din3mica del mundo moderno es frecuen
te que los mé€todos usados para solucionar problemas requie-
ren de tanto tiempo, que las soluciones resultan obsoletas
mucho antes de que se encuentren y mds afin cuando se implan
ten, Ademfs, estos métodos requieren tanto esfuerzo que es
posible concentrarse s6lo en algunos problemas, ignorando -
el resto, A lo anterior hay que afiadir que ya no se enfren-
tan problemas aislados que pueden resolverse uno a uno. En
lugar de eso, se tiene que enfrentar a problemas interconec
tados, o sea a un sistema de problemas o problemiticas (con
junto de problemas interconectados entre si, sistemas de pro
blemas) donde la solucion a cada uno de estos depende de los
demis.

De Lo anterior podemos ver, como dice Ackoff (1),
que estamos saliendo de una era tecnolbgica y cultural, y en
trando a otra. Que estamos en las primeras etapas de un cam-
bio en nuestra concepcidn del mundo, un cambio en la forma
e€n que nosotros pensamos acerca de &l y un cambio en la tec
nologfa con la cual tratamos que €1 sirva a nuestros fines.
Estos cambios son tan fundamentales y trascendentes como fue
ron aquellos asociados con el renacimiento, la era de las ma
quinas iniciada por este, y la Revolucifn Industrial que fue

su principal producto,



_ Haciendo un poco de historia, repasemos las principales
ideas de la ERA DE LAS MAQUINAS, Los fundamentos intelectuales de
la era de las miquinas consisten en dos ideas acerca de la naturaleza
del mmdo y de 1la forma de buscar su.entendimiento, Estas dos ideas
son el reduccionismo y el mecanismo. La primera de ellas consiste en
la creencia de que todo en este mundo y toda experiencia del mismo pue
de ser reducida, descompuesta o desmembrada en elementos simples Glti-
mos, en partes indivisibles tal como el Atomo en fisica, c&lulas en
biologia sustencias simples en quimica e individuos en sociologia. El
reduccionismo origingd una forma analitica de pensar acerca del mmdo,
una forma de buscar explicaciones y asi ganar entendimiento de &€l. Pa
ra muchos, "anilisis" era sinfnimo de 'pensamiento'. El anflisis con
siste primero, en descomponer lo que va a ser explicado, desarmarlo
si es posible en las partes independientes e indivisibles de las cua-
les estd compuesto; segundo, el explicar el comportamiento de estas
partes y por Gltimo, agregar estas explicaciones parciales en una ex=
plicaciftn del todo. Se puede observar que los conceptos de '"divisi6n
del trabajo" y "estructura organizacional" son manifestaciones del pen
samiento analitico., En la era de las miquinas, el entendimiento del
mundo era tomado como la suma o resultado del entendimiento de sus par
tes, que eran conceptualizadas tan independientes una de otra como era
posible. Esto, a su vez, hizo posible dividir el trabajo de la blisque
da del entendimiento del mmdo en un nlmero de disciplinas virtualmen-

te independientes.,

El mecanismo crefa que todo fenSmeno podfa ser explicado
usando sBlamente una relacibn final simple, causa-efecto. Un evento
era tamado como la causa de otro. Como tna causa era considerada co



mo suficiente para su efecto, no se requerfa nada mis que la causa pa
ra explicar el efecto, razbn por la cual no se tomaba en cuenta al me-
dio ambiente. (Posteriormente se explicari lo que representa el medio
ambiente en la Teorfa General de Sistemas).

Aunque las eras no tienen un principio y un fin precisos,
se puede decir que los afios cuarentas marcaron el fin de la Era de las
Miquinas y el Principio de la ERA DE LOS SISTEMAS. Podemos ahora si
dar una definicifén de sistema, de las mltiples que existen, que esté
de acuerdo a los propfsitos de este curso: Un sistema es un conjunto
de elementos de cualquier clase interrelacionadas, por ejemplo concep-
tos como en el sistema nlmerico, objetos como en un sistema teleffni-
co 0 en el cuerpo humano, gente en la sociedad, etc. Pero el conjunto
de elementos antes mencicnados deberd cumplir las tres siguientes pro-
pledades:

I.- Al mencs una propiedad o comportamiento de cada parte del conjun
to tiene un efecto en las propiedades o el comportamiento del con
junto como un todo. Por ejemplo, cada Srgano del cuerpo humano a

fecta el funcionamiento de todo el cuerpo.

II.- Las prepiedades y el comportamiento de cada parte asi como la for
ma en que &stas afectan el todo, dependen de las propiedades y
del comportamiento de al menos otra parte del conjunto.

De aqui que ninguna parte puede tener un efecto independiente en
-€l todo. Por ejemplo, el efecto que el coraztn tiene en el cuer

po, depende a su vez del comportamiento de los pulmones,

III~ Cada posible subgrupo de elementos en el conjunto tiene las pri-

meras dos propiedades. Cada uno tiene un efecto, y ninguno tiene
un efecto independiente en el todo. De aqui que los elementos no
puedan ser organizados en subgrupos independientes,
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Por ejemplo, todos los subsistemas en el cuerpo animal =asi como el
nerviosd, respiratorio, digestivo y motriz- interactfian y cada uno é~
fecta el funcionamiento del todo.

Debido a estas tres propiedades, un conjunto de elementos
que forman un sistema siempre tienen ciertas caracferisticas o pueden
mostrar cierto comportamiento que ninguno de sus elementos o subgru-
pos puede., Mis alin, el pertenecer al conjunto aumenta o disminuye las
capacidades de cada elemento, pero no las deja sin afectar. Por ejem-
plo, las partes de un cuerpo vivo, no pueden vivir separadas del cuer
po. El poder de un miembro de un grupo es siempre aumentado o disminu
fdo por esa membrecfa.

Un sistema es mis que la suma de sus partes, es un todo
indivisible. Cuando es desmembrado pierde sus propiedades esencialés.
Los elementos de un sistema, pueden a su vez ser sistemas (subsiste-
mas) y cada sistema puede ser parte de un sistema mayor (suprasistema).
Fl concepto de sistema trae aparejada la manera sint&tica de pensar.
En el modo analitico, tal como lo vimos antes, la explicacitn del tode
era derivada de las explicaciones de sus partes. En pensamiento sintg
tico, algo a ser explicado es visto como parte de un sistema mayor Yy
es explicado en t&mminos de su funcibn en ese sistema mayor. Por ejem-
plo, las Universidade; son explicadas por su misifn en el sistema edu
cativo en vez de por el comportamiento de sus escuelas y departamentos.

El pensamiento analitico es, por asi decirlo pensamiento
de afuerza hacia adentro; el pensamiento sint&tico es de adentro hacia
afuera. Ninguno niega el valor del otro, pero a trav€s del pensamien-
to sint8tico podemos ganar entendimiento que no se puede obtener a tra
ves del anfilisis, particularmente de fenbmenos colectivos. La forma

sintética u holfstica* de pensar se basa en la observacifn de que, -

* ver definicifin en la pﬁgina 7



cuando cada parte del sistema se comporta tan bien como es posible, el
sistema como un todo rara vez se comporta tan bien como es posible. ES
to sucede del hecho de que la suma de los funcionamientos de las par-
tes es rara Qez igual al funcionamiento del todo, Esto puede ejempli-
ficarse de la siguiente manera: Supongamos que tenemos un conjunto de
autombviles, formado por cada uno de los modelos de autombviles dispo-
nibles. Supongamos que les pedimos a los mejores ingenieros automotri
ces de determinen cual de esos autos tiene el mejor carburador. Una
vez determinado, anotamos el resultado. Despufs les pedimos que hagan
lo mismo para las trasmisiones, bombas de gasolina, distribuidores, -
etc, hasta agotar las partes requeridas para hacer um autombvil, Al
terminar, les pedimos que quiten las piezas anotadas de los autos y que
las ensamblen en un autowmbvil, en el cual cada parte es la mejor de las
disponibles, Ellos no podrfn hacerlo, ya que las piezas no embonarin
unas con otras, Inclusive, si pudieran armarlas, lo mis probable es
que no trabajarfin bien juntas. El funcionamiento de un sistema depen-
den en forma critica de cdmo las partes se acoplan y trabajan juntas,
no sHlamente de qué tan bien funciona cada una en forma independiente,
Mis aln, la actuaci6n de wn sistema, depende de cbmo se relaciona Este
con el medio ambiente, con el suprasistema del cual forma parte y de
los otros sistemas componentes del suprasistema. AsT por ejemplo, el
funcionamiento de un autombvil depende del clima, del camino por el -
cual transita y de la forma como es manejado, asf como de la forma en
que se manejan los demfs autos. Lntonces, desde el punto de vista de
sistemas, tratamos de evaluar su funcionamiento como parte del sistema
mayor que lo- contiene,

Debe recordarse que en la ERA DE LAS MAQUINAS, la re-



lacifn causa-efecto era central en t€rminos de buscar todas las expli
caciones, Al comenzar este siglo el fil6sofo de la ciencia E,A. Sin-
ger hizo notar que la relacifn causa-efecto era usada en dos sentidos
diferentés, Primero, era usada en el sentido ya discuti&o: la causa
es condiciQn necesaria suficiente para su efecto, Segundo, era tam-
bién usada cuando una cosa era tomada como necesaria pero no suficien
te para la otra. El usb como ejemplo una bellota, que era necesaria
pero no suficiente para un roble; otras condiciones de suelo y clima
son tambi®n necesarias.,
Similarmente una madre, a pesar de la liberacifn de la mujer, es s&lo
necesaria pero no suficiente bara un nific. Singer se refirif a este
sentido de la causa-efecto como productoréproducton Puede tambifn con
si1derarse como una relacifn causa-efecto como productor-producto. Pue-
de tambign considerarse como una relacifn causa-efecto aleatoria no de
terministica° Singer demostrB que los estudios de fenBmenos que usan
la relacibn producciBn-producto eran compatibles con, pero mfis ricos
que, los estudios restringidos al uso de la causalidad determinfistica.
Mis afin, mostrf que una teorfa de 1a explicacifn basada en productor-
producto permitfa un comportamiento fumcional, en busca de metas y pro
pBsitos para ser estudiado objetiva y cientificamente. Lstos conceptos
ya no tendrfan que ser tomados como sin significado o inapropiados pa-
ra el estudilo cientffico,

Mis tarde el biflogo Sommerhof lleg8 independientemente a
las mismas conclusiones a las que Singer habia llegado.
Mientras tanto en una serie de trabajos que formaron las bases de la

cibernética, Arturo Rosenblueth, Winer y Bigelow mostraron el gran va-

lor de'maquinas conceptualizadoras y sistemas hombre-miquina como enti
dades funcionales, que buscan objetivos y con propﬁsitb° En efecto, mos
traron que si en el pasado habfa sido fructifero estudiar al hombre co-



mo s1 fuera una miquina anora era al menos igualmente fructifero estu
diar miquinas, sistemas hombre-mfiquina y por supuesto al hombre, como

buscador de metas y prop8sitos. Ue este modo en los afios cincuenta la
Teleologia-el estudio de la bisqueda de metas y del comportamiento de

intencidn-~ fue trafdo a la ciencia y empez6 a dominar nuestra concep-

tualizacibn del mmdo,

Por ejemplo, el pensamiento mecanisista explica el compor
tamiento a travs de la identificacifn de lo que lo causa, nunca de su
efecto. En pensamiento leleolbgico, el comportamiento se puede expli-
car tanto por lo que produce, como por lo que intenta que produzca., Por
ejemplo, el hecho de que el nifio va a la tienda puede explicarse tanto
por hecho de que su mamid lo mandS, como por el hecho de que quiere com
prar helado para la cena. El estudio de las funciones, las metas y los
propﬁsitos de los individuos y grupos ha producido uma mayor habilidad
para evaluar y mejorar su comportamiento, que la lograda por la inves-

tigacibn orientada en forma mecanisista,

De acuerdo a la definicidn dada de sistema, esto es, siste
ma es un conjunto de entidades (constituyentes del sistema) interrela-
cionadas de manera que por lo menos algunas propiedades del todo (sis-
tema) no pueden deducirse de las propiedades de sus elementos constitu
yentes (subsistemas), y cada constituyente (subsistema) influye conjun
tamente con otro u otros en las propiedades del todo (sistema). Es de-
cir, hay propiedades del todo que no son reductibles a las propiedades
de sus partes y viceversa, esto es, las partes no pueden por si solas

explicar el todo; para hacerlo tienen que combinarse con algunas otras
partes; vemos que estamos dentro de la doctrina holistica (del adjeti-

vo griego "holos'= relativo al todo), esto es, se acepta que la reali-

dad debe considerarse como un todo.
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Dentro de todos los sistemas existentes los que nos van
a interesar son los sistemas internacionales que son aquellos que pue=

den darse o perseguir sus propios fines.,
Vamos ahora a definir algo que ya menciocnamos con cierta

frecuencia al hablar de sistemas y es el medio ambiente, El medio am

biente es lo que influye en nuestro sistema de interés pero que no for

ma parte de &l y sobre el cual no se tiene cantrol,

A continuacitn damos algunos ejemplos:

a)- El sistema de riego y generacitn de energfa del Valle del Yaqui,
Este sistema consta de las presas LA ANGOSTURA, EL NOVILIO Y OVIA
CHIC de las cuales las dos Gltimas son hidroel&ctricas y ademfs
existen diversas plantas t&rmicas para generar energia, asf como
un sistema de riego para entregar agua para los diversos cultivos,

Este sistema pertenece o forma parte de dos suprasistemas
que son el sistema nacional de riego y el sistema nacional de genera-
cibn de energfa el&ctrica.

Ademis, este sistema estd formado a su vez por los sigden
tes subsistemas: las presas Angostura, El Novillo y Oviachic, canales
de riego, turbinas, obras de toma, compuertas, etc.

El medio ambiente de este sistema serfin los escurrimien-
tos tanto por lluvias como por extracciones de un aculfero (manto de -
agua subterrinea) existente. Aquf podemos observar como el medio am-
biente tiene uma indiscutible influencia en nuestro sistema de inter€s
(sistema focal), pero no forma parte de &1 y sobre el cual no tiene -
control, (Del acuffero solo se puede controlar la extraccifn pero es-;

ta al fin y al cabo est§ Superditada al escurrimiento por lluvia).



En este ejemplo podemos ver la importancia que tiene la
Teorfa General de Sistemas. Lo que a continuacifn expondremos es va-
lido tanto para la planeacifn, disefio y operacitn del sistema como pa
ra su eventual mejoramiento,

Si por ejemplo nos concentramos solo en aumentar la ener
gla generada o en el aumento del volumen gde agua entregado para riego,
no debemos solo pensar en aumentar la capacidad de las presas y sus -
turbinas sino tambiBn en los dafios que se ocasionarian por inundaci®n
al aumentar la altura de la presa, el aumentar las capacidades de las
1fneas de conduccifn para llevar la energia generada a los diversos
centros de consumo asi como el aumentar la capacidad de riego,

Analizar el costo de lo anterior con los beneficios que
se obtendri analizar el costo social y el polfitico., Analizar otras
alternativas como pudiera ser la construccibn de nuevas presas en el
Valle delqui. Sopesar las necesidades de la regifn con las necesida-
des de otras regiones del pals que est@n marginadas y cuentan con un
fuerte potencial hidraflico, Tratar de prever, estudiar y controlar
los impactos ecolbgicos, econfmicos y sociales (aumento de poblacifn,
informacién, desocupacibn, vicios, aumento de criminalidad, etc.) Es-
to es la Teorfa General de Sistemas que nos permite en una forma meto
dolbgica tratar de conocer el problema en cuestidn en toda su real mag
nitud. Lo cual es lo mis importante y lo mis dificil. Una vez comoci
do este, encontrar o inclusive diseflar nuevas t€cnicas para la solu-
citn del problema es mis ficil, aunque no por ello deberemos descuidar
la, Esto es debemos caer en la historia de un chiste ruso en el cual,

por la noche un sefior busca algo en la caile al pie de una luz, Llega
un amigo a preguntarle que si el objeto que se le perdi8 lo extravid en
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ese lugar, y el sefior que busca le contesta que no, que lo perdib em
parte obscura de la calle pero que como ahf no hay luz, por esa razén
lo busca donde s la hay.

Es mis, en E,U., y por ende en México también, existe una
fuerte pugna en Investigaci6n de Operaciones: la de ios fil6sofos de
Investigaciﬁn de Operaciones o sea aquellas personas que solo admiten
la importancia del conocer el problema y la de los "matemfiticos' o sea
aquellos que solo le dan importancia a las técnicas o herramientas ma=-
tematicas necesarias para resolver problemas. Creemos que estas dos
corrientes son extremas y la verdad se encuentra tanto en dominar el
aspecto filosbfico de la ciencia, esto es, la Teorfa General de Siste
mas, como también dominar las T&cnicas (Programacifn Lineal, No Lineal,
Dinfmica. Optimizacibn en Espacios Vectoriales, Teorfa del Control, In
ferencia Estadfstica, Procesos Estocfsticos, An8lisis de Decisiones.
Procesos de Decisifn Markovianos, etc,) El concepto de sistema, abar
ca tanto los sistemas naturales como los hechos por el hombre. Compren
de adem&s, sistemas grandes como el solar o pequefios (microscBpicos)
como las bacterias,

Como ya se mencionf, la nocifn sobre sistemas es tan an-
tigua como la filosoffa europea. Arist6teles decfa “'El todo es mis que
la suma de sus partes". Esta proposicibn describe, afin hoy, el proble
ma bisico de sistemas,

La nocifn de la Teoria General de Sistemas fue formulada
por primera vez, verbalmente por Ludwig Von Bertalanffy en los afios
treintas y en varias publicaciones despufs de la 2a. Guerra Mundial.
En 1951 Bertalanffy di8 a conocer la "Teorfa General de Sistemas". Por

ser la disciplina de Bertalanffy la biologla, su principal inter€s fue
desarrollar una teorfa de ''sistemas abiertos', esto es, sistemas que
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tienen intercambio con su medio ambiente (caso de todos los seres vi-
vientes), El "sistema cerrado' seri aquel que no tiene intercambio
con su medio ambiente, esto es, que carece de contexto, o Sea que un
"sistema cerrado' no interacciona con ningfm elemento que no forma par
te del sistema mismo, es decir, es autocontenido, Nosotros obviamente
trataremos con sistemas abiertos,

Podemos decir que existen modelos exclusivamente,princi-
pios y leyes que se aplican a sistemas generales o a subclases sin con
siderar su clase en particular, la naturaleza de los elementos que los
Componen y las relaciones entre ellos., Esto es, la disciplina llama-
da Teorfa General de Sistemas., En otras palabras, Teorfa General de
Sistemas ez un campo 16gico matemitico cuyo objetivo es la formulacifn
y derivacibn de esos principios generales que son aplicables a "siste
mas' en general, De esta forma, formulaciones exactas de t€rminos ta
les como el todo", 'suma'', ''diferenciacidn' y ''mecanizacidn progresi
va", ''centralizaci6n y "orden jerirquico" etc., se vuelve posible en

tE8rminos que se dan en todas las clencias que tratan con sistemas.,
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CAPITULO 11

EL ENFOQUE DE SISTEMAS

El enfoque de sistemas tiene como objetivo el tomar los

sistemas como un todo, y no tomar sus partes por separado (subsiste-

mas) y a la vez se relaciona con el comportamiento total del sistema

dentro de su contexto (suprasistemas).

-

Este enfoque revela tres problemas sist&micos fundamenta

les (para los sistemas intencionales que son los que pueden darse o

perseguir sus propios fines),

a)

b)

Problema de autocontrol, Como disefiar y administrar sistemas
que eficaz y eficientemente puedan servir a sus propios prop8si

tos,

Problema de humanizacidn., Como disefiar y administrar sistemas
que eficaz y eficientemente puedan servir a los propdsitos de -

sus partes (subsistemas).

Problema de ambientacifn como disefiar y administrar sistemas -
que eficaz y eficientemente puedan servir a los propfsitos de
sistemas mis grandes (suprasistemas) de los cuales ellos son -
parte,

En el ejemplo ya visto del sistema de riego y generacifmn

de energia del Valle del Yaqui, podemos ver claramente los tres pro-

blemas sist&micos fundamentales, esto es:

a)

Problema de autocontrol, El sistema de riego y generacifn debe-

ri, en forma eficaz y eficiente, entregar agua para riego a sus



Tespectivos distritos y gemerar la energfa minima requerida, es
to es, no deberd faltar agua para riego y al mismo tiempo debe-
4 haber un nivel de almacenamiento tal que si ocurre en la ave
nida no haya peligro de dafios. Por otra parte en las presas hi
droeléctricas del sistema se deberi optimizar las polfticas de

extraccibn de tal manera que la energfa generada sea con el cos

to mInimo y a la vez que satisfaga la demanda prevista.

b) Problema de humanizacitn. El sistema en cuestibn deberi funcio
nar de tal manera que sus componentes (presas, canales de riego,
compuertas, vertedores, turbinas, etc., trabajen para las car-
gas, voltmenes, etc., para los que fueron disefiados, sin que -

funcionen sobrados y sin rebasar su capacidad.

c) Problema de ambientacifn. El sistema de riego y generacifn del
Valle del Yaqui deber§ funcionar de tal manera que no perjudi-
que en manera alguna a los demis sistemas de riego y generacifn
de los que forman parte (riesgo de avenidas, quedarse sin agua
y perjudicar a otros sistemas existentes aguas abajo, etc,) si-
no que por el contrario, su funcionamiento deberi ser sincroni-
zado con los otros sistemas componentes del suprasistema (sis
tema nacional de riego y de generacifn) de tal manera que este
logre sus objetivos globales.

Es claro que al solucionar nosotros tm problema, creamos
problemas. En el caso del ejemplo manejado al resolver el problema
de riego y de generacibn de energfa con la construccibn del sistema
del Valle del Yaqui generamos otro tipo de problemas como son el en-

contrar y manejar el sistema con polfticas &ptimas de generacifn, ries
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go de avenidas, inflacibn en las tierras, mayor demanda de estas, in-
migraci8n de peones, campesinos, falta de caminos para dar salida a los
productos, etc,

Los problemas no son entidades que puedan ser destruidas,
sino que son partes simples de uma secuencia o sucesifn: problema-so-
lucibn, problemajsoluciﬁno Los problemas estfin tambin ligados, esto
es, son iterativos, Asi, si solucionamos im problema se afecta la so
lucibn de otros., S6lo cuando se contempla los problemas como un sis-
tema de problemas es posible tener un panorama real de la problemiti-
ca en cuestibn (problemfitica es un conjunto de problemas interconec-
tados entre si; sistema de problemas). Y sblo cuando se da lo ante-
rior es posible pensar en planeacibn, Lla planeacifn, como tal, tuvo
sus inicios a partir de la Revolucibn Socialista Rusa de Octubre de
1917, Ya en los inicios de los afios 20 se iniciaron los famosos GOS
PLAN (abreviatura de Gosudfrstveni plan, esto es, plan de gobierno).
En los paises capitalistas no fue sino hasta hace unos 20 afios cuando
se incorpor6 la planeacifn a los programas (planes} de gobiermo y gran
des consorcios industriales y comerciales, pues antes el hablar de pla
neacitn lo tomaban como sinbnimo de socialismo., Se sale de los alcan-
ces de este curso el profundizar en el concepto de planeacibn, pero si
es importante que nos quede muy clara la gran importancia que para el
verdadero y real desarrollo de uma sociedad, pais e inclusive de toda
la humanidad tiene la planeacifn. Es claro de todo lo anterior que el
enfoque sist€mico es el arma ideal para lievar a cabo una buena y rea-

lista planeacibn.
Siendo la Teoria General de¢ Sistemas una teoria, resulta

a veces un poco diffcil ver su forma de aplicacibn, ya que icbmo vamos

a aplicar una forma de pensar en la vida real? pero es justamente por
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por medio del Enfoque de Sistemas o Sistémico como podemos llevar esa
teor;a a la prictica. Aunque la palabra "enfoque'' no nos da la clave

en si, ya que sigue siendo una palabra que significa una ''forma de ver',

forma ¢fectiva 14 aplicacifn de conocimientos ‘dé varias disciplinas a

la solucifn de problemas que envuelven relaciones complejas entre di-

Versos ‘componéntes.,

El porqug de la necesidad de la aplicacifn de conocimien-
tos de varias disciplinas a la solucifn de problemas, lo podemos ver
facilmente de lo antes mencionado, esto es, que la solucibn de un pro
blema trae consigo otros problemas de naturaleza mryy distinta al pro-
blema original. Asf como ya vimos al construir el sistema de riego y
generaciﬁn del Valle del Yaqui se trajeron como consecuencia otros pro
blemas no tan sflo del orden de la ingenierfa, sino también econfimicos,
sociales, sociol@gicos, ecolBgicos, etc., razfn por la cual para la so
1uci§n thima de un problema es necesario el concurso de gentes con -

preparacifin en diversas ramas de la ciencia.

Para poder llevar a la prictica el Enfoque de Sistemas ten
dremos que especificar una serie de pasos del razonamiento, aunque es-
tos pasos no indican uma secuencia fija, ya que a medida que uno avanza
es necesario volver a examinar razonamientos de pasos anteriores. Esto
es por la complejidad de ver un problema como un todo y atacar todas -
y cada una de sus partes y sus posibles consecuencias. La lbgica es -
esencialmente un proceso de verificacifn y de comprobacifin del propio

razonamiento,
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Lon esto en mente, podemos presentar cinco consideraciones

bdsicas que se deben tomar en cuenta cuando se razone acerca del signi

ficado de un sistema aplicando un enfoque sist&mico.

l.- Los objetivos del sistema considerado como un todo y mis especifi-
camente las medidas de actuacifn del sistema completo.

2.~ El medio ambiente del Sistema: las restricciones fijas,

3.- los recursos del sistema,

4.~ Los componentes del sistema, sus actividades, metas y las medidas
de actuacidn,

5.~ La administraci6tn del sistema.,

Como se puede observar esta lista no aclara si existen o-
tras maneras de pensar acerca de los sistemas, y ademfis es tan reduci

da como informativa. Esta lista es de (, W. Churchman,

En principio debemos tener cuidado al utilizar el t&rmino
"objetivo' ya que a veces hay la tendencia a subestimarlo cuando fre-
cuentemente es la parte mis diffcil del razonamiento requerido, Al es
tudiar un sistema debemos tratar de definir ¢laramente los objetivos

globalés reales del sistema, los cuales por lo regular nmumca son cla-

ros a primera vista, Lo anterior lo podemos ejemplificar con los si-

guientes casos,

Consideremos un laboratorio m&dico donde se examinan las
miestras que les envian los médicos,
,Cufl es el objetivo del laboratorio? Una respuesta obvia serfa que -

el objetivo es hacer un examen lo mis exacto posible, Pero el verda-
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dero objetivo, el global real no es la "exactitud", sino para lo que
sirve la exactitud: auxiliar, mejorar o corregir, seglin el caso, el
diagnﬁstico del médi(:o° Una vez que vemos hacia adelante el resulta-
do concreto y deseado, entonces podremos preguntarnos a nosotros mis-
mos cugn lmportante es realmente el objetivo,

Otro ejemplo serfa el de un alumo en clase. Es posible -
que alguno o algunos de ustedes piensen que Su objetivo es el de obte

ner la calificaci6n mis alta posible., En este caso la medida de actua

ce que tan bien opera el sistema) se hace bastante evidente y es inte

Tresante para muchos pfofésores observar que los alumos tienden a ob-
tener wna calificacifn elevada aln sacrificando el verdadero signifi-
cado del contenide del curso, Van en busca de las calificaciones ele
vadas porque creen que Estas conducen a becas y otras oportunidades -

en el futuro, El objetivo gilobal real es aprender, pero su verdadera

medida de actuacibn es la calificaci8n,
De la misma manera, si observamos cuidadosamente nuestra

ciudad, observamos que siendo el objetivo global real del sistema de

nuestra ciudad mantener las oportunidades de vida decorosa para todos

lds ciudadanos, proporcionarles 4reas de vivienda adecuadas, con recur
sos y lugares satisfactorios para su trabajo, descanso y esparcimien-

to, asT como la defensa del medio ambiente, para que seamos saludables,
Pero es facil ver que en lugar de que el sistema de nuestra ciudad tra
te de servir a todos sus ciudadanos se ve refutado por la complacencia
de las autoridades que gobiernan el sistema de sacrificar estos objetl

vos, con tal de mantener oportunidades del grupo de personas con ingre

sos superiores., La verdadera medida de actuacifn, entonces, es la ca-
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pdéidéd de 1a ciudad de tener grandes industrias dentro de los limites
'deula ciudad {con lo que se agfavan todos los problemas: gran concen
traciSn de‘génte, cinturones de miseria por inmigrantes en busca de -
trabajo, desempleo, crimen, vicio, contaminacidn, insuficiencia de -
transportes, etc.) y de mantener el nivel de ingresos del grupo consi

derado como elevados lo mfAs alto posible,

Es muy frecuente la situacidn en la cual los objetivos de
los componentes del sistema son opuestos unos a otrbs e inclusive al
objetivo global real del sistema. Asf en el caso de la presa E1 Novi-
1lo perteneciente al sistema de riego y generacidn del Valle del Yaqui,
se pueden presentarrconflictos en su politica de operacifn pues la de
manda de energla sigue una ley en la cual la demanda pico se conside-
ra en los dias laborables de las 7 p.m., a 10 p.m, por lo cual la ex-
traccibn de agua para generar energia no forzozamente satisface los re

querimientos de agua para riego.

Tambi&n en el caso de una fibrica donde los objetivos par-
ticulares de los distlﬁtps componentes del sistema entran en conflic-
to., Asi, el departaméhto de produccifn trata de maximizar la produc-
¢18n minimizando costos.pdr lo cual requiere de un cierto nivel de in
ventario de materia prima y tambi€n de no tener una gran variedad de

modelos © lineas delwprodugto fabrlcadoo El departamento de inventa-

.........

rios trata de-uun1m17ar las-exkstencias, pues ellos reduce su costo de

operac16n yspor otra parte se mlnlmlza el dinero 1nvert1do en insumos
que en un momento dado se pueden considerar como capital muerto.
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Por otro tado, et departamento de ventas prefiere tener diversiticada
la variedad de productos que pueda ofrecer al cliente. Es claro ver co-
mo en muchos casos los integrantes del sistema (subsistemas) deberfn sa
crificar sus objetivos parciales en aras de lograr el objetivo global
real del sistema.

Por Qltimo queda por agregar, aunque ya lo mencionamos, que
la medida de actuacifn de un sistema es un indicador que nos dice que

tan bien opera el sistema. Entre mfis elevado sea mejor serf la actuacidn.
Tal y como en el caso de un alumo en clase, el cual tiene por verdadero

objetivo el aprender y la calificacifn que obtenga no es sino su medida
de actuacidn (muchas veces distorcionada). Tambi&n es deseable jerarqui
rizar los objetivos., Los objetivos immediatos los podemos denominar -
"metas", los posteriores-''subobjetivos', despufs vendrfn los ""objetivos"
y el mas mediato serd el o los "objetivos generales’. Esto io podemos

1lustrar de la siguiente manera:

Objetivos generales

Objetivos

Figura 2.1. Jerarqufa de objetivos.
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Una vez que se ha logrado determinar el objetivo del sis-
tema y sus medidas de actuacibn, el siguiente aspecto del sistema que
se debe considerar es su MEDIQ AMBIENTE.

El MEDIO AMBIENTE del sistema (ya lo definimos anteriormen
te) es lo que estd ''fuera" del &l pero frecuentemente no es ficil de-
terminar las fronteras y decir que es lo que estf "dentro" y que es lo
que estd "fuera" del sistema. ’

El inter€s que tenemos en el medio ambiente se debe a que
nosotros casi siempre nos enfrentaremos al andlisis del sistemas '‘a-
biertos'", es decir, a sistemas que estfn sujetos a intercambio con su
medio ambiente y por lo tanto sujetos a la influencia del mismo, De
esta manera podemos definir el medio ambiente como aquello que influ-
ye en el sistema, pero que no forma parte de €1 y sobre el cual no se
tiene control. En t&€mminos generales podemos decir que un elemento -
forma parte del medio ambiente de un sistema si las respuestas a las
siguientes preguntas son no a la primera y si a la segunda: ;ipodemos
hacer algo acerca de ese elemento (por ejemplo, modificarlo)? e jinflu
ye en los objetivos del sistema? Al tener las contestaciones antes men

cionadas vemos que el medio ambiente del sistema es una restriccifn fi-

ja ya que no podemos modificarlo e influye en los objetivos del siste
ma, Por ejemplo, el tener una cantidad de dinero tope para la realiza
cibn de un proyecto, serf una restriccifn fija en el caso de que sea

imposible obtener mis e influird en los objetivos del proyecto, puesto
que el factor econbmico limitar8 el tamafio y alcances del mismo., Tal

es el caso, por ejemplo, dei abastecimiento de agua potable en la ciu-
dad de MExico. El objetivo general en un principio, segln estudios de

la Comisifn de Aguas del Valle de M€xico de la S.A.R.H. era traer para
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principios de la d&cada de los 80's un volumen que deuplicara el vo-
lumen introducido a la fecha del estudio (1974), esto es, aproximada-
mente 80 mslseg° mis, Para llevar a cabo este proyecto era necesario
Captar agua en regiones muy lejanas a la ciudad, Se tenfa pensado ha
cer la captaci§n en el Rio Pinuco, Pero las limitaciones del presu-
puesto hicieron que se desechara este proyecto, que se modificara el
objetivo general y que se trazara una serie de objetivos mis modestos
que fuera posible irlos alcanzado por etapés° Asi el proyecto se mo-
dific6, de tal manera que la captacitn de agua se realiza en Cutzama-
la y Valle del Brave lo que incrementarf el volumen de agua potable en
aproximadamente 20 m3/seg°, ﬁero que tiene el gran inconveniente de
que por un lade se lesionan los intereses de los campesinos de la re-
giﬁn, por otro lado el volumen captado no es el suficiente para cubrir
las necesidades de la ciudad y ademfs a la larga esta serie de solucio
nes parciales saldrfi mfs cara que si se hubiese realizado el proyecto
general. En este caso, observamos que tan determinante puede ser el
medio ambiente en el anilisis de sistemas.

Ahora analizaremos la tercera consideracifn, esto es, los
RECURSOS DEL SISIBMA. Estos se encuentran dentro del mismo, son los

medios que utiliza el sistema para la realizacifn de su trabajo.

La principal caracterfstica de los recursos del sistema
es que son manejables, es decir; podermos variar su asignacifn segqn
nos convenga. n el caso de una industria, los recursos serfan: obre
ros, equipo, herramienta, etc, y capital. E1 capital disponible, pue
de ser ademds de una restriccifn fija, un recurso ya que la cantidad

de dinero disponible la podemos distribuir como mfis nos convenga. Pa-
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ra lograr una mejor visibn del sistema, no sBlo deberemos considerar
los recursos, sino que tambi&n deberemos considerar la utilizacifn de
los mismos, En este aspecto es indispensable estar al tanto de los
avances tanto cientificos como tecnolfgicos de todas las &reas del co
nocimiento y té€cnica que pueden intervenir de una forma u otra en el
sistema analizado. (De ahf la importancid de contar con un equipo 1n
terdisciplinario), Dbichos avances cientificos y tecnolSgicos, pueden
aumentar los recursos con un minimo de gasto. Tal es el caso de la ad
de una empresa o de adquirir nueva maquinaria en una industria, ya sea

fabril o comstructora, etc.

Al observar y pensar acerca de un sistema deberemos poner
atencibn no s6lo a los recursos existentes, sino tambi&n a la forma en
que estos pueden aumentarse, o sea, de la manera en que 1los recursos
de sistemas pueden ser utilizados para crear mis y mejores recursos en
el futuro, por medio de investigaciones y desarrollo en el caso de -
cierto tipo de equipo, o bien, mediante el entrenamiento y educacifn
del personal, o mediante diferentes clases de actividades politicas
que habrin de incrementar el presupuesto y el potencial de inversidn.
En realidad, para muchos sistemas, un componente que se refiera al in

cremento de los recursos, puede ser el mejor componente del sistema.,

Los recursos son el depbsito general fuera del cual los
actos especificos del sistema pueden moldearse. Los actos especificos
son tomades por los COMPONENTES DEL SISTEMA. Estos componentes del -
sistema se refieren precisamente a la cuarta consideracibn b&sica en

nuestro razonamiento, Al hablar de componentes
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0 partes de un sistema debemos tener cuidade de identificar los compo
nentes verdaderos del sistema, Las organizaciones frecuentemente se
dividen en departamentos, divisiones, oficinas y grupos de personas,
pero un examen cuidadoso nos muestra que estos no son los verdaderos
componentes del sistema aflin cuando lleven sImbolos que indican que sf
lo son. Por ejemplo, en las empresas industriales un departamento pue
de intitularse "produccifn", Podrfamos pensar que solamente de este -
componente puede uno encontrar la manufactura de productos. Otro de-
partamento se denemina ”mercadotetniaﬁ;pensariamos entonces que sola-
mente en este departamento se encontrarin las actividades relaciona-
das con la distribuci®n y la venta de productos. S§in embargo en mu-
chas empresas la funcifn de distribucitn deberi concebirse como parte
del componente de produccibn, simplemente porque serfa casi imposible
pensar cbmo puediera ocurrir la distribucitn del producto, de modo in
dependiente de la forma en que los artfculos se fabrican, Posiblemen
te el departamento de produccifn influya notablemente en la venta de
los productos ya que la produccibn establece contacto en la forma di-
recta con el cliente al satisfacer sus pedidos. Si el cliente no es
satisfecho, ello origina que las actividades del departamento de‘bro-
ducciﬁn pueden diséinuir las ventas, Por esta razbn, al analizar sis
temas deberemos ignorar las lfneas tradicionales de divisi6n y consi-
derar las "misiones', ''tareas" o "actividades" bisicas, concretamente
deberemos considerar el desglose racional de las tareas que el siste-
ma debe realizar. Aquéllos elementos que tengan un comfin denominador,
serin componentes a considerar ya que persiguen la misma misifn. Al i
identificar de esta manera los componentes del sistema es que estaremos

en condiciones de identificar aquellos componentes que estfn verdadera
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mente relacionados con la medida de actuacidn del sistema en general
y serfn precisamente aquellos que al aumentar su medida de actuacibn

aumenten también la medida de actuacibn del sistema total.,

aPorqué deberemos ser tan persistentes en hablar acerca de
misiones y no de departamentos? Simplemente porque analizando misiones
podemos estimar el valor de una actividad'para el sistema total, en
tanto no existe ninguna otra forma posible para estimar el valor de -
la actuacifn departamental, Necesitamos saber si la actividad del com
ponente de un sistema es mejor que otra,
Pero si la actividad de un departamento pertenece a varias misiones
mis grandes, pudiera ser diffcil distinguir su verdadera contribucifn.
(Vemos que la educacifn tiene mucho que ver con la salud y esta tiene
mucho que ver con la educacibn, inclusive el Departamento de Policia
tiene que ver con la salud por su conexibn con los casos de intoxica-
ciones, accidentes, etc.) Por esta razdn debemos ser exc€pticos acer
ca de la contabilidad administrativa en cualquiera de sus diversas for
mas. El encargado de la contabilidad administrativa desea registrar la
actuacifn departamental o de los centros de costos, los cuales pueden
examinarse para la utilizacifn de recursos. Pero en base a esta divi
$i8n departamental podemos caer en un razonamiento inadecuado que no
nos permitirf identificar adecuadamente estos departamentos y centros
en t&rminos de su verdadera contribucibn al objetivo del sistema total,
Consecuentemente la Gnica razbn de separar el sistema en componentes es
para proporcionarnos el tipo de informacifn que necesitamos para poder
decir si el sistema estf operando adecuadamente y lo que se deberi ha-

cer a continuacibn, determinando, como ya lo dijimos, aquellos componen



26

(misiones) cuyas medidas de actuaci6n estfn verdaderamente relaciona-

das con la medida de actuacibn del sistema en general,

Vamos ahora a analizar la iltima de las cinco consideracio

nes sticas hechas, esto es la 'AIMINISTRACION DEL SISTHMA. La adminis-

tracibn de un sistema en cierta forma es la consideracifn mfs importan
te de todas las anteriores ya que es aqul donde debe llevarse a la -
practica todo lo antes visto y asegurarse de que todo sea de acuerdo
a los objetivos del sistema; se corre el riesgo muchas veces de que en
el momento de implantar una solucidn; 8sta se desvie del objetivo y co

mo consecuencia la solucifn implantada no serf la del preblema original

La administracifn de un sistema tiene que referirse a la
generaciﬁn de los planes para el sistema, o sea, a la consideracibn
de todas las cosas que hemos discutido, las metas generales, el medio
ambiente, la utilizacifin de recursos y los componentes, La administra
ciﬁn establece las metas de los componentes asigna los recursos y con
trola la actuacifn del sistema, No s6lo la administracifn de sistemas
genera los planes del sistema, sino que ademfs debe garantizar que los
planes se lleven a cabo de acuerdo con las ideas originales, A esta aC
tividad frecuentemente se le llama ''control". Es frecuente que muchos
procedimientos de control operan por excepcifn, de tal manera que la
administracifn no interviene en las operaciones de un componente, ex-
cepto cuando el componente muestra una fuerte desviacitn del plan. Sin
embargo, el control no significa solamente comprobar que los planes se
estén llevando de modo correcto, también implica una evaluacifn de los
planes y en consecuencia un cambio de los mismos. Uno de los aspectos

criticos de la administracibn de sistemas es la planeaciSn para el cam
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bio de planes, ya que pudiéra ser que se han estipulado incorrectamen
te los objetivos generales o se ha definido equivocadamente el medio
ambiente o se ha hecho en forma no correcta la definicibn precisa de
los recursos o se ha incurrido en error al hacer la descripcifn defi-
nitiva de los componentes. Por lo tanto, la parte administrativa del
sistema debe recibir informacifn que le diga cufindo son err6neos 1os
conceptos del sistema y cufindo deberd incluir los pasos que prevean

un cambio.

Ya hemos visto como en ''teorfa'" llevariamos a la prictica
"El Enfoque de Sistemas'. Ahora bien, cabe la pregunta, (funciona en
la préctica? La respuesta es si. En los pafses altamente industria-
lizados su uso estd muy difundido., Asi por ejemplo, en los E.U. la
NASA, el Pentfigono, y cientos de grandes empresas industriales de trans
portes, energia,commicacifn y materiales utilizan el enfoque de $is-

temas,

De todo lo aqui visto podriamos hacer las siguientes CON-

CLUSIONLS:

¥ Sistema es un conjunto de dos o mis elementos altamente relaciona
dos entre s (interdependencia ) y que persiguen un objetivo co-
m{n.

*  En enfoque de sistemas es una filosoffa, una forma de ver las co-
sas, una forma de pensar que se relaciona con el comportamiento
total del sistema dentro de su contexto (suprasistemas).

*  las cinco consideraciones bisicas del Enfoque Sisté&mico nos ayudan
a poner en prictica esa forma de pensar,

* Al aplicar las consideraciones bfsicas a la solucifin de un problema

se adopta un criterio de integracibn o sintesis y no de an#lisis -
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como en el mEtode Newtoniano, el cual considera um objeto de inves
tigacifn cientffica como una coleccifn de partes aisladas y trata
de derivar las pwoﬁiedades del todo a partir de las broﬁiedades de

Sus partes sin cnsideraysus posibles interaciones.

* Al tener um criterio de sintesis la concepcibn del problema es in

terdisciplinaria y por lo tanto debemos avocarnos al estudio del
problema en una forma interdisciplinaria.

Interdisciplina, en forma sencilla, significa que una misma situa
cibn es estudiada por especialistas en diferentes disciplinas en
forma conjunta y coordinada y no en forma aislada pues esto cons-
tituye la multidisciplina,

La investigacibn de eperaciones asi como otras disciplinas, utili
za (debe) en Enfoque de Sistemas para estudiar problemas,

Es importante recalcar la importacia de organizar una me
todologfa para el enfoque de sistemas., FEs necesario, en umna primera
instancia, deteyminar cuales son los fundamentos tefricos para desa-
rrollarlos, o sea esﬁecificar que teorlas se emplearfin en la investi-
gacifn., tn el siguiente tema del curso, denominado Metodologia de la
Investigacibn de Operaciones, veremos este aspecto con mayor detalle y
profundidad.

vamos ahora a analizar un sistema y a identificar los e-
lementos vistos antes.

Consideramos un buque de carga. El capitin del buque tie
ne la responsabilidad de asegurarse que el parco liegue a su destino
del Lfmite de tiempo establecido es su programa. Lsto puede ser una
versifn del objetive general de un barco. El 'medio ambiente de um

buque es un conjunto de condiciones externas que debe afrontar: condi
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ciones climatolbgicas, la direccibn en que sopla el viento, el movi-

miento de las olas, etc. Desde el punto de vista del capitén, el me -

dio ambiente tambi€n incluye las caracterfsticas de actuacifn de ma-
quinaria, y hombres, puesto que estos son ''constantes' en cualquier
viaje., Los recursos del barco son sus hompres y maquinaria, puesto -

que 8stos pueden ser empleados de diversas maneras., Los componerites

del barco son la misidn del cuarto de miquinas, la misifn de manteni-

miento, la misifn de galeras, etc., El capitin como el ddministrador,

genera los planes para las operaciones y se asegura que se lleven a
cabo sus planes. Instituye varias clases de sistemas de informacifn
a travgs del barco, que le informan cuando haya ocurrido una desvia-
cidn del pian, y su trabajo es determinar por qué esta desviacifn se
ha presentado, evaluar la actuacifn del barco y, peor Gltimo, si fuera
necesariop cambiar sus planes si la informacibn sefiala recomendable ha
cerlo,

Consideremps ahora el sistema educativo y en particular
el Departamento de Sistemas de la UAM-Azcapotzalco.

Vebemos de notar que el sistema educativo queda enmarca-
do dentro de un contexto social y que a su vez queda sujeto dentro de
un contexto turbulento o de cambio. Podemos ahora describir algunos
de los principales propfsitos que nuestro sistema de inter&s, Departa

mento de Sistemas, pueda perseguir:

a)~ Lograr su desarrollo (adaptacifn y aprendizaje).
b)- Buscar el conocimiento (realizar investigacibn cientifica).

c)~ Impartir ensefianza (preparacifn pedagbgica y académica en la plan

ta de profesores).

d)~ Lograr el aprendizaje (formacién integral en el alumo, o sea for



macibn académica y orientacifn prictica).

cepto de desarrollo en el contexto de un sistema intencional, como es

el nuestro., (Sistemas intencionales son aquellos que pueden darse o

perseguir sus propios fines).

DESARROLLO es la actuacifn por la cual nuestro sistema de interés pri

mordial es cabaz de perseguir sus fines en una gama de ambientes. Se

observa entonces que la adaptacibn y aprendizaje soﬁ elementos esen-

Ciales del desarrollo. Este razonamiento se esquematiza de la siguien

te manera:

a)j £l medip ambiente camhia rﬁpidamente, por consiguiente, el siste-
ma tiene tambign que adaptarse al cambio del medio ambiente,

D)~ Los fines también cambian r@pidamente. Entonces el sistema tiene
también que adaptarse al cambio de los fines.

c)- En aquellos aspectos del medio smbiente que perﬂmnecen constantes,
el sistema también tiene que incrementar su grado de funcionamien

to, esto es, ‘aprender,

ma educativo hagamos las siguientes consideraciones: El ritmo de cam-

bio obliga a los sistemas educativos a desarrollar su capacidad de a-
prender y adaptarse con un ritmo creciente. Ademfs, se debe considerar
que uno de los brinciﬁales objetivos que debe perseguir o debe propor
cionar el sistema de interEs, Depto. de Sistemas (US) es lograr su de
sarrollo. Mediante un anfllisis somero del sistema DS existente en la

UAM-Azcapotzalco, se concluye que es un heche que ha alcanzado capaci-
dad para adaptarse {(si no la hubiera desarrollado, ya no existirfa di-
cho sistema), pero cabe preguntarse si ha experimentado y visualizado
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(como sistema educativo) capacidad para el aprendizaje. tn base a lo

anterior analicemos los objetivos,

OBJETIVO GENERAL: Proporcionar los lineamientos necesarios para que -

€l sistema educativo de interfes 1S genere capacidad de aﬁrendizaje y

alcance su desarrollo.

OBJEITVOS ¥ SUBUBJETIVOS DE LA INVESIIGACION:

.1 Que el sistema alcance efectividad y éflcienc1a en el logro de
sus objetivos, Entenderemos por efectividad la medida de desem-
pefio de un sistema en la que entran en juego sus fines con rela
cibn a otros mAs generales (logro de objetivos); y eficiencia,
en la medida del logro de los objetivos previamente fijados.

0.2 Emplear el enfoque sist&mico-prospectivo para:

5,0.4,1 Establecer y analizar la problemitica existente en el siste-

ma de inter@s D5,

S.0.4.2 befinicifn de un futuro deseado para el sistema educativo Ds.

S.0,4,3 peterminar alternativas de solucifn a la problemitica del sis

tema pero fundamentalmente buscando alcanzar el futuro desea
do,

Siendp las metas las siguientes:

M,0.2.,1 Edentificar la porbiemfitica del sistema.

M.0.Z4.2 Definir o determinar la actuacibn y funcifn del sistema obje-

tivo D5 que sea deseable y factible alcanzar,

M.0.2.3 Dar 11neaﬁientos generales en cierta forma de pianeacidm pros

pectiva para resolver los problemas identificados, pero funda

mentalmente para alcanzar el DS el objetivo definido,

Lo anterior lo podemos plasmar en el siguiente diagrama:
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OUBJETIVO GENERAL

} UBJETIVOS

SUBUBJETIVOS

METAS

M.0.2.3

M.0.2,1

Figura 2.2, Jerarqufa de los objetivos del DS,

a).

b).

Cla
dJ.
e),

£)e

Analicemos ahora el MEUIO AMBLENLE del sistema,

Educacifn Media Superior nacionales y extranjeros.
Licenciaturas nacionales e internacionales compatibles o afines
con las materias que imparte el DS,

Estudio de Posgrado afines, nacionales e internacionales.
Sector PGiblico.

Sector Privado,

Instituciones y centros de investigaci6n y docencia nacionales

y extranjeros.

Lo anterior lo podemos ilustrar de la siguiente maenra:
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dia Superior | } Interfs |™®
UENTES Nacional y

Extranjera

DS

Figura 2.3

aj- Autoridades universitariasg

—

4 "
Licenciaturas nacionales y extran f
r“.l jeras afines con el DS, |
4
Estudios de Posgrado atines [__._ g
—®| con el DS,
<
Educacibn Me| | Sistema ae| [—wf SeCtor Pf_mllco »

Sector Privado .

—

Instituciones y centros de inves
tigacién y docencia nacionales = [—#

y extranjeros

Representacifin conjurita del sistema de
interés con las componentes de su me-
dio ambiente,

RECURS0S DEL SISTEMA:

b}~ Autoridades acad&micas

c)- Profesores <,

Departamento de
Sistemas

Otros Deptos.
(Materias rela-
cionadas con el

WDS)

d)- Alumnos del DS.
e)- Alunnos potenciales del DS,
£)- Aspecto material: dentro de &ste queda comprendido que se va a ensefar,

rector de C.B. I,

Secretaric Acad&mico C,B.I,

Jefe del Depto., de Sistemas

r Tiempo Completo
De Carrera Medio tiempo

LPor horas Tiempo Parcial
~
liempe Completo
De Carrera
Medio Tiempo
Por horas Tiempo Parcial

esto es, el contenido de la educacibn,

Por ejemplo: planes de estudio, programa de una materia, etc,

28933840



g)~ Aspecte formal; este aspecto comprends el cdmo se va a ensefiar,
es decir, la forma de la educacifn. Por ejemblo; asfectos docen-

tes, pedagfgicos, sicoldgicos, etc,
CCMPONENTES ™ DEL. SISTEMA - -

a)- La misifn de las autoridades universitarias.
b)~ La misi6n de Autoridades académicas.
c)- La misibn de los profesores del D S,
d)- La misi6n de tos -alumes del D S,
e)- La misi6n de los ex-alumos del D S,
£)- ‘La misi6n de los alumos potenciales del 'S,
g)- La misi6n de los empleadores potenciales de lgs graduados del D.
S. de los sectores pﬁblico y privado,
AIMINISIRACION DEL SISTEMA.~ Lo ideal serfa que tanto las
autoridades universitarias, académicas, profesores, alumnos y ex-alum

nos intervinieran en ella a través de la autoridad académica.

Hablemos ahora de la metodologia a usar, gran parte de la
cual ya la definimos al hablar de los objetivos, pero primero defina-
mos nuestro sistema. Nuestro sistema pertenece a un sistema mayor: (BI,
UAM, que a su vez es parte de un suprasistema mis amplio y complejo que
es la Universidad AutGnoma Metropolitana. Etn la siguiente figura (Fig.
Z,4) se muestran los suprasistemas mas relevantes a nuestro sistema de

interés,
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( (Maestria ) ~®( Dpoctorado

SUBSISTEMA DE POSGRADO EN I.0.- SISTEMAS

SISTEMA DE POSGRADO (QIRas
_ Subsistemas de posgra
EN 1.0,- SISTEMAS, ‘\’( o en Ing, ATB1EnLE 1=

SUBSISTEMAS DE ESI1UDIOS DE PUSGRADO EN INGENIERIA

/ ; Subsmggma ae Sut>51s ema de
posgradg en osgra 0 €n
laneacidn structuras

/ SISTEMA DE POSGRADO
EN CIENCIAS SOCIA-

SISIEMAS DE POSGRADO | LES

EN INGENTERTA STSIEMA DE POS-
GRADO FISICA-MA

ISTEMA DE ESTUUIOS DE POSGRALO

SISTEMAS DE ESTUDIO SISIEMAS DE ESTU
DE POSGRADO DIOS Dt LICENCIK (OTROS )
- TURA AFINES AL <
ISTEMA DE EDUCACION SUPERIOR DS

SISTIM UgER%EMCIUN )\
SISTRMA Dt )/ -

EDUCACTON SISTEMA DE_EDU-
UPERIOR CACION BASICA

SIbTEMA DE EDUCACION SUPERIOR

REALIDAD

7!
R W .

Figura 2.4 Proceso de identificacifn de sistema de interés D.S,
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ME(ODOLOGIA, - Para ubicar adecuadamente la metodolo

gia a seguir, es necesario, en primera instancia, determinar cuales -

son los fundamentos teSricos para desarrcllarla, esto es, especificar

qué teorias se emplearin en la presente investigacifn. Las teorfas

que considerarfamos necesarias para la investigatién del sistema de -

interés son:

i)

ii)

iii)

iv)

i)

ii)

-Teoria general de sistemas enfoque de siste-
TmAS .

-leorfa de planeaci6n enfoque prospecti-
‘ vo de planeacifn
participativa.

-Teoria educativa enfoque de la sis-
tematizacibn de la
ensefianza,

-Anflisis, sintesis y agrupa-
‘cibn de informacifn L ' método KJ,

-ENFOQUE SISTIMICO. Ya hemos visto en que consiste. En sintesis
podemos decir que el enfoque sistémico trata de captar la natu-

raleza holistica de la realidad (problema).

~ENFOQUE PROSPECTIVO. Sintetizando, la prospectiva es mucho mds

que una herramienta para la planeacibn: es una herramienta para

la planeaci6n y una disposicifn para la accifn, y ademfis, es una

Concretamente, es una nueva visifn de la planeacifn.

Esto es, la prospectiva es una forma de ver el futuro. Esencial

mente hay dos maneras de concebirla:

a) Como una prediccibn del futuro: en el sentido de que si se -
considera una accifn determinada, sucederi tal cosa.
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b) Como una versifn normativa del futuro: en el sentido de visua-

lizar el futuro que desearfamos y las acciones a realizar pa—

ra acercarnos los m8s posible a €1,

a)= Una visifn del futuro deseado.

b)- Una serie de escenarios que definan amplias opciones en téxminos
de futuros factibles,

O sea, la perspectiva implica:

a)- Diseno de futuros alternativos deseables.

b)~ Identificacifn de los futuros alternativos factihles,

c)- Establecimiento, para cada futuro deseable, de los futuros alter
nativos factibles.

iii)~ ENFOQUE DE SISTEMATIZACION DE LA ENSENANZA. El resultado de apli-

car el enfoque sistSmico a los sistemas educativos o de ensefianza
es precisamente la SISTEMATIZACTION DE LA ENSENANZA, donde son de
fundamental importancia las interconexicnes existentes entre los

principales elementos del proceso de ensehanza-aprendizaje:

a)- Mstpdo y medios.
bj- Planes y programas de estudio,

c)= Instnmentos de evaluacidn,

La importancia de esto radica en que la eficiencia de
los métodos v medios que se aplican a un curso estfn en funcifén de los
objetivos que senalan los planes y programas de estudio, y el conocimien
to preciso de su efectividad de los instrumentos con que se evalGa el -
aprendizaje; cbjetividad que es, en definitiva, el resultadc que se de-

sea lograr en cualquier sistema de ensefianza.



iv)~ METODC KJ. (JIRO KAWAKTTA) . Ia aplicacifn del enfoque prospecti-
tivo participativo presupcne una actitud participativa por parte

de los interesados en la investigacifn, en el planteamiento del

problema y sus objetivos, asf como de la bfisqueda de medios para
su obtencifn (solucifn del problema), y uno de los m&todos para
implicar la participacién de la gente interesada en una situacifn
determinada es el m&todo KJ, el cual permite obtener, de una gran
cantidad de datos heterog&neos, los .asuhtos esenciales y presen-
tarlos de manera l8gica y camprensiva mediante diagramas de con-—
juntos, Esto aporta una visifn de la situaci6n tal camw la per-
ciben los elementos del sistema, integrando esta al proceso de -
planeacifn prospectiva participativa, y por tanto, incrementando
la eficacia de los planés., Esto es, el M&todo KJ:

a)- Analiza la informaci®n y la sistetiza clasificindola en -

- grupos afines,
b)- El paso anterior lo hace por etapas,

¢}~ Continua el proceso sucesivamente hasta lograr una agrupa-—
cifn final de menos de 10 grupos.

d)~ Finalmente representa esta informacifn en forma 1l6gica y
conprensiva mediante una diagrama de conjuntos, en el cual

se muestran las interconexiones entre los grupos finales,
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CAPITULO III
METODOLOGIA DE IA INVESTIGACION DE OPERACIONES.

3.1, Origen y desarrollo de la investigacifn de Operaciones.

Durante la Segunda Guerra Mundial, las autoridades
militares inglesas encargaron a un equipo de cientificos el estudio de
problemas estratégicos y ticticos asociados con la defensa afrea y te
rrestre del pais. El objetivo de este grupo de cientificos fue deter-
minar la utilizacifn mfs efectiva de los recursos militares que eran
limitados. Los estudios realizados inclufan entre otros el uso del -
recién inventado radar y la eficacia de nuevos tipos de bombas y la
minimizacitn del tiempo de blsqueda del enemigo. El establecimiento
de este equipo cientifico marcS formalmente la primera actividad de In
vestigaci®n de Operaciones (O.1). El nombre de InvestigaciSn de Cpe-
raciones aparentamente se debe a que el equipo cientffico tratd con in
vestigacifn de operaciones (militares). Con ello el ej&rcito ing]_-és
incorport los métodos cientificos en la milicia, difundiéndose répida
mente tambi&n a la fuerza afrea v a la armada. Por medio de la I.0.
se tratd de determinar la evaluacidn de un equipo o arma para descu-~
brir gue tan bien funciona en operacifn y también se hizo el anilisis
de las operaciones militares para ver como se acopla el equipo © arma
a las tActicas, o alternativamente, hasta que punto las tlcticas de~
terminan el tipc de arma a escoger. Se hicieron predicciones del re-
sultado de operaciones futuras ya sea en el campo estratfgico o thcti
oo y se estudio la eficiencia de las organizaciones que manejan el e-

quipo y armas en batalla., Por supuesto que en el pasado se habfa tra
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bajado en esta forma, pero no fug sino hasta la incorporacifn del e-

quipo de cientificos ya mencionada que se hizo como actividad concien
te,

Aunque, camo se ha visto, la Investigacifn de Opera
ciones empezt en el conte}cto militar, su evolucifn puede ser descrita
en tZrminos de desarrollo de la organizacifn industrial. Antes de la
Revolucidn Industrial la mayorfa de los negocios e industrias consis-
tfan de compafifas pequefias, dirigidas por un solo jefe el cual hacfa
las camras, planeaba y supervisaba la produccifin, ventas, contrata-
ciones, etc. la mecanizacifn de la producci6én dié origen a un creci-
niento muy r8pido, de tal manera que se volvidé imposible para una so-

la perscna desempenar todas estas funciones,

Por cansiguiente, se produjo una divisifn en la funcifn directiva y -
se originaron puestos tales camo gerente de produccifn, de personal,

de finanzas, ventas, compras, etc.

Una parte integral de este cambio revolucionario ha
sido un incremento tremendo en la divisi6n del trabajo y la segmenta-
cifn de las responsabilidades directivas en las organizaciones,

Cada vez que una funcifn administrativa se divide en un conjunto de -
subfunciones diferentes, se crea una nueva tarea que es la de integrar-
las de tal manera que sirvan eficientemente a los intereses de un to—

do. lLa tarea de iIntegracifn es la funcifn ejecutiva de la administra-
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cifn. Esta tares es muy importante, pues frecuentemente los objetivos
de las subfunciones chocan y crean conflictos. Para ilustrar esto, -
podemos considerar el siguiente ejemplo: El ejecutivo de una empresa
normalmente establece los siguientes ob;‘etivos para las principales -

funciones de las mismas:

i). PRODUCCION. Maximizar la cantidad de bienes (o servicios) pro-
ducidos y minimizar el costo unitario de la produccidn.
ii). VENTAS, Maximizar la cantidad vendida y minimizar el costo uni
tario de las ventas,
iii), FINANZAS, Minimizar el capital requerido para mantener cierto
nivel del negocio.
iv), PERSONAL, Mantener la moral y la alta productividad entre los

empleados,

Después de un breve andlisis de estos objetivos, ve
mos que perseguirlos causa conflictos entre las unidades. EL departa
mento de produccifn necesita producir tanto como sea posible al costo
minimo, Esto sflo se puede lograr si se fabrica un sflo producto en
forma continua, Esta politica minimiza el tiempo perdido en cambiar
equipo con cbjeto de producir otro articulo (preparacifn) y se logran
las eficiencias que proporciona la préctica de corridas largas de pro
duccifn, Si el Depto. de produccifn tuviera gue manufacturar relati-
vamente pocos productos en corridas de producciSn tan largas y conti-

nuas como sea posible, se tendria un gran inventario compuesto de unos
cuantog articulos, De aqui que el Depto. de produccién prefiere gene—



ralmente una politica que permita un gran inyentariQ y requiera una
linea de productos pequefa.

El Depto, de ventas también necesita grapdes invenw
tarios de manera que al cliente siempre se le puede suptix hoy lo que
quizés quiera mafiana, Para poder vender tanto como sea posible en ca
da pedido, el depto. de ventas debe poder surtir la mfs amplia yarie-
dad de productos. De aquf que los deptos. de produccifn y ventas mg
les tener fricciones en cuanto a la amplitud de 1a-l$nea de productos.
Incluso, frecuentemente el depto. de ventas insiste en incluir muchos
artfculos de bajo volumen de ventas y afin improductiyos, en tanto que
el depto. de produccifn pide su exclu_sidnlo El depto. de finanzas, tra
tando de lograr sy objetivo, trata de reducir log inventarios, y I.,JO;t‘.'
consiguiente, el capital invertidc en ellos. El depto. de finanzas -
normalmente cree que los Inventarios deberfan aumentar o dismimiir en
proporcin a la fluctuacifn de las ventas de la evpresa. Sin embargo,
cuando las ventas son bajas, el depto. de personal y el de produccifn
no quieren reducir la produccifn, ni despedir perso:v.al,' debido a que
estas medidas repercuten en la moral del personal, reducen la mane de
obra calificada disponible, e implican costos al liquidar el personal
y posteriormente, contratar y adiestrar muevos trabajadares. Pox lo
tanto, al depto. de personal le interesa mantener la producci®n a un
nivel tan constante camo sea po.siblegj Esto significa producir hasta
el nivel de inventario cuando las ventas son bajas y agotarlo cuando
estas son altas. De aqu_i_ que los departamentos de persqnal y de fi-
nanzas tengan ideas diferentes acerca de cufil deberf ser la polftica
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de inventariocs de la anpresa.,

Otro problema relacionado con el anterior es que a
medida que aumenta la complejidad y especializacifn en una organiza-
cibn se vuelve mids diffcil la asignacién de recursos entre varias ac-

tividades en forma tal que sea mds efectivo para la organizacién.

Esta clase de problemas y la necesidad de encontrar
una forma mejor de resolverlos propicid el ambiente adecuado para el
desarrollo de la Investigacifn de Operaciones despuds de la guerra. Al
terminar la querra, un considerable niimero de cientificos, principal-
mente fisicos, matemSticos e ingenieron que usaron la I.0. durante el
conflicto, empezaron a buscar las posibilidades de aplicar esos cono-
cimientos en el campo industrial, aunado tambi&n al gran desarrollo -
industrial que hubo despufs de la guerra. De esta forma la I.0, se

empezd a aplicar en la industria, en los negocios y en el gobierno.

Al menos otros dos factores influyeron en el r&pido
desarrollo de la I.0. Uno fue el progreso sustancias de las técnicas
disponibles en la 1.0, Un gran nfmero de cientificos se incorporaron
a esta 8rea de investigacifn y ayudaron al desarrollo de la I.0., Asi
por ejemplo, en 1947 Dantzig da a conocer el método simplex pira re-
solyer problemas de programacién lineal., A fines de la d&cada de los
50's; el eminente matemftico soviftico Pontriaguin da un fuerte impul
g0 al desarrollo de la prbgranacién no lineal v a la teoria del con-

trol. Asf, al final de la citada década muchas de las t&cnicas emplea

das en I.0., como son las programaci6n lineal, programaciSn dinfmica,
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teorfa de la espera, teorfa de inventarios, etc. ya estaban desarrolla
das, Otro de los factores que fue determinante para el desarrollo de
la 1.0, fue la aparicifin y posterior evolucifn de las nﬁquitns compu-
tadoras de alta velocidad, las cuales permiten problemas que antes no

era posible tan solo imaginar,

Actualmente la I.0, se aplica en toda actividad M-

mana.,

3,2, Definicifn de la Imwestigacifin de Operaciones.

Al tratar de dar una definicifn de la 1.0, debeamos
recordar que la mayorfa de quienen practican las ciencias mfs antiguas
y bien cimentadas, ni siquiera las han definido en fiorma aceptable,
Sin embargo, la siguiente definicifn sienta una base fitil para adqui~
rir un conocimiento inicial de la I.0., especialmente cuando se le re
laciona con los antecedentes histfricos que acabamos de describir.,

Ia I.0. es una actividad que requiere del uso de mBtodos analiticos -

para ayudar a resolver problamas de toma de decisionés. O siendo méis

estrictos, podemos decir que la I.,0. es la aplicacifin del método cien—

tffico, por equipos interdisciplinarios, a problemas que comprenden el

control de sistgmas, para dar soluciones que sirvan mejor a los propb-

sitos del sistema como un todo, Sin embargo, existe una gran variedad

de definiciones, e inclusive de formas de interpretarla. Hya quien la
ermarca en el enfoque de sistemas, despreciando la participaci®én que

las matemfiticas tienen, esto es, las herramientas con que cuenta la -
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I.0. Por el contrario, hay gquienes las emmarcan como una rama de las
matemiticas aplicadas, descuidando el enfoque sist&mico. FEn realidad
la I.0. es ambos y ambos se necesitan para dar una solucifn adecuada

a un problema, Esto es, es necesaric hacer un planteamiento del pro-
blema a resolver que corresponda en un 100% al problema (enfoque sis—
témico) y es necesario conocer las herramientas matemiticas necesarias
para resolverlo., Podrfamos decir que la 1.0, se interesa en la toma

6ptima de decisiones y en la formulacidn de modelos de sistemas deter
ministicos y estocisticos que se originan en la vida real, de la nece-
sidad de asignar recursos limitados. ILa contribucién del enfoque de

la I.0. se deriva bisicamente de:

a)- la estructuracifn de una situacibén real en un modelo matemdtico,
"abstrayendo" los elementos esenciales, de tal forma que la solu
cibn relevante a los objetivos de "la persona que toma las deci-
ciones" pueda "Verse", Esto implica ver el problema en el contes

to del sistema completo.

b)- Explorar la estructura de tales soluciones y desarrollar procedi

mientos sistemfticos para obtenerlas,

¢)=- Desarrollar la sclucifn, incluyendo la teoria matemitica si se
requiere, que lleva al valor 6ptimo de la medida deseada por el
sistema, O posiblemente camparando cursos de accifn alternativos
evaluandc su medida deseada,

Debexrd quedar claro que el investigador de operacio-



nes en ningtin momento trata de sustituir a la persona que tomas las
decisiones, sino tan solo awxiliarla, ya que este estarf en mejores
condiciones de conocer el impacto o consecuencias resultantes de apli
cacifn de las alternativas presentadas a &l.

3c,3-1o " Carfictey "interdiciplinario de la Investigacifn de Operaciones.

A medida que la ciencia en general se desarrollS y
evolucions, se present$ la especializacifin., Hasta fines del siglo -
XVII era posible para un hombre aprender y retener todo o casi todo =
el conocimiento cientffico que habfa acumilado la humanidad. Posterior
mente al inicio del siglo pasado, las ciencias naturales se dividieron
en fisica y quimica,. Poco tiempo despuls comenzb a separarse la bio—
logfa, y justamente antes que terminara el siglo, ocurrif lo mismo con
la sicologfa, ciencias sociales y econfmicas. Cada una de estas cien—
clas se ha dividido y subdividido. En la actualidad tenemos mis de -

clen disciplinas cientificas.,

Por otra parte, para situaciones nuevas y camplica-
dzis, miestra tendencia es enfocar los problemas en la forma gue mejor
cc:&nocemso De aquf, que es muy natural, que si por ejerplo, cuando -
591- enfrenta el problema de incramentar la productividad de una fibri-
ca, el sicflogo del personal tratarf de seleccionar trabajadores més
aptos o mejorair el adiestramiento que se les da. El ingenieroc mecni
co tratarfi de mejorar la maquinaria. El ingeniero industrial intenta
-xé& mejorar la disposicibn de la planta, simplificar las operaciones

efectuadas por los cohreros u ofrecerles incentivos mis atractivos.
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Pero ya en el campo de la I.0,, la camplejidad de los sistemas a ana-
lizar es mucho mayor y de muy variada Indole, razfn por la cual es in
dispensable el concurso de especialistas en diversas disciplinas dque

-

integren un grupo interdisciplinario, pero no multidisciplinario.

Lla diferencia entre ambos es que en el grupo interdisciplinario, un e—
quipo de cientificos especialistas en distintas freas trabajan conjun
tamente en la solucidn de un problema. En el grupo multidisciplinario
el trabajo no es conjunto, la tarea a desarrollar por el equipo inter
disciplinario serf el enfoque sistfmico del problema y la elaboracifn
del modelo asi cam verificar los resultados y analizar las consecuen-
cias e impactos de su aplicacifn. Para poder plantear el programa ma-
tamitico gue representa el modelo propuesto y resolverlo ya sea apli-
cando las t&micas conocidad o inclusive crefndolas, es necesario el
conocimiento de las herramientas matemfticas de los propics de la I.0.
camw son: cflculo diferencial e integral, algebra lineal, teoria de -
matrices, anfilisis matemitico, andlisis funcional, probabilidad, infe-
rencia estadistica, estadistica matemitica, procesos estoclsticos, pro
gramacién lineal, entera, no lineal, dinfmica, estocistica, teorfa de
la espera, teorfa de inventarios, series de tiempo, teoria de decisio-
nes, teoria de juegos, confiabilidad, reemplazo y mantenimiento, simu
lacifn, teoria de redes, econometria, optimizacifén en espacios vecto-
riales, teoria de la medida, teoria del control, control estocistico,
etc.

Cabe mencionar que la mayor limitacién para la I.0.

LTI

2893896
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es la falta de informacifn, problema con el que muy a memdo ros en-

ffenta{rbs.
3.4. Modelos.

Ios modelos matemiticos han sido usados en la inge-
nierfa para fines de anflisis y disefio desde hace muchos afios. Por e-
jamplo, en el problema de analizar y predecir las deformaciones de una
viga‘ sujeta a cargas externas, por medio de hipStesis simplificatorios
e idealizaciones, se establece un modelo que permite calcular los ele-
mentos ‘deseadoso Ia f6rmila de la escuadrfa es un modelo muy conodi-
do en la ingenierfa civil. En el caso de sistemas mis complejos, so—
bre todo de tipo dinfimico (que varian con el tiempo), la solucién ana
1itica del modelo establecido no es sencilla y en algunos casos ni si
quiera posibléo Con el advernimiento de las camputadoras electrfnicas
de alta velocidad se han desarrollado tfcnicas que permiten hacer si-
mlaciones del campeortamiento de sistemas con relativa facilidad, Se
ha desarrollado asimizmmo lenquajes de computadora camo SIMSCRIPT, GPSS,
GASP, DYNAMD y otros que permiten una vez establecido el modelo, resol
verlo y obtener resultados con facilidad y rapidéz. Debe considerarse
gque la simulacidn digital es una técnica afin nueva en la ingenierfa -
que puede tener una infinidad de aplicaciones, estando sflo limitada
por la imaginacifn de los usvarios.

Existen sistemas continuos discretos, Serén siste-

mas continuos aquellos en los que los cambios de estado de los elemen-

‘tos del sistema son continuos en el tjempo. (Por ejemplo, el sistema

representado por los escurrimientos que llegan a una presaj.
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Ios sistemas discretos son aquéllos en que dichos -
cambios ocurren en tiempos determinados (la atencifn al pfiblico en un
banco, el metro, etc.). Para fines de estudio, los sistemas continuos
se pueden simplificar, discretizindolos y estudiando los cambios a -
trav€s de una serie de pasos discretos. Con el cbjeto de poder estu~
diar el comportamiento de un sistema, el primer paso que debe darse —
es representarlo por medio de un modelo. Ios modelos no deben ser tan
camplejos ni dificiles camo el sistema representado, pues no tendria

entonces ninguna ventaia.,

No extisten modelos (nicos para representar la reali
dad. De hecho el modelo depende de la persona que lo elabore, o de —
los aspectos que interesan estudiar del sistema. ILa calidad del mode
lo depende de su simplicidad y de su apego a la realidad y para lograr
la se requiere imaginaci®fn y creatividad en el grupo que lo desarrclle,
No es posible preparar un manual para construccidn de modelos, es mis,
de existir ese marnumal seria contraproducente ya que restringirfa la -
creatividad de los que lo usarin. Ackoff (1) ha establecidoc una serie
de patrones, hasados en experiencias anteriores que permiten dar ideas
bfsicas para el establecimiento de modelos. Existen varios tipos de

modelos, a saber:

ay- M)délos ‘'simb8licos.~ Estos modelos usan letras, nmeros y o-

tros tipos de sfmbolos para representar variables y las rela-
ciohes entre ellas. Toman la forma de relaciones matemdticas,
por lo cual se acostumbra llamarlos modelos matemiticos, Co-~

mo ejemplo de estos modelos tenemos la ley gravitacional de
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Newton, la f6rmula de la escuadrfa, relaciones hidriulicas,

eléctricas, etc,

Modelos iofinicos.~ En estos modelos las propiedades impor-

tantes se representan por si mismas, generalmente con un cam
bio de escala, es decir son imfgenes del sistema real, pues

tienen su misma apariencia. Coo ejemplo de estos modelos -
tenamos los tlneles de viento, los aviones a escala estudia-
dos en aquellos, los modelos del sistema solar usados en los

Planetarios, etc.

" Modelog ‘anfiloges.~ En estos modelos, una serie de propieda-

son usados para representay a otxos conjuntos de propiedades.
Un sistema hidrfulico puede ser usado camo analogia de un sis
tema de trffico de automSviles, También es conocida la ana-

logﬂ_.a entre sistemas elé&ctricos e hidrfulicos.

Modelos  18gicos.~ Los modelos de este tipo son dados por e—

lementos de tipo 16gico que al seguir una secuencia dan por

resultado una representacifn del sistema. ILos diagramas de

flujo y los programas de camputadora son ejemplo de este ti-
po de mpdelos. '

Nosotrps utilizaremos exclusivamente los modelos de tipo simbSlico o

matemitico.

Los modelos pueden a su vez subdividirse en varias

clases las cuales no son mtuamente exclusivas.,

i}e=

r-bdelos Dete:nnisﬁstmoso

En este tipo de modelos el resultado queda descrito cumpletar

mente_en-t&mines de los datos de entrada, es decir, las relacio-

‘c;:ones estan perfectammte establecidad ‘entre ‘las variadbles y ninguna
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de ellas es aleatoria, Su solucifn mis adecuada es por medio

de té&cnicas analfticas. Un ejemplo, es el cilculo tradicio-

nal de deformaciones en una viga, debidas a cargas determina-
das.,

Modelos Estocdsticos.

En estos modelos, al menos una de las caracterfisti-
cas del sistema estd dada por una funcidn de probabilidad. En
este caso el uso de t&cnicas analiticas es muy complejo, re-
quiriéndose tal vez el uso de otras técnicas camo la simula-
ci&n para su solucibn. Un ejemplo se encuentra en el funcio-
namiento de vasos de presas, donde el escurrimiento de log -

rios es una variable aleatoria.

Modelos Estfticos,

Los mxdelos de esta clase son aquellos en los cuales
la variable tiempe no interviene explicitamente, Por ejemplo,
casi todas las aplicaciones de programacifn lineal y o lineal
caen en esta categorfa. La mayor parte de los modelos estdti-
cos son a su vez deterministicos, por lo que pueden resolverse

con técnicas analiticas.

Modelos Dinfmicos.

En estos modelos se manejan iteraciones en el tiempo.
Pueden resolverse por métodos analiticos en algunos casos sen
cillos, pero en general se resuelven por algfin sistema numé-
rico canwo puede ser la simulacifn digital. Los fenSmenos eco
némicos y demograficos requieren generalmente, modelos de es~

te tipo.
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En la Investigacifn de Operaciones, por lo general, utiliza-
remos modelos matemiticos. Estos lo podremos resolver analfiticamente
(abstractamente) y lo mfs complejos (los usados en 1.0.) se resuelven
en forma iterativa o algorftmica (numéricamente). Esto es, nosotros
primero formularemos el problema y luego.crearamos el modelo matend-

tico.

MODELO

MATEMATICO

3.5~ Metodologia de la Investigacifn de Operaciones.

. Vamos a ilustrarla de la siguiente manera:

representatividad
y manejabilidad

Figura 3.1. Ilustracifn de la metodologia de la Inyvestigacifn de
Operaciones. ' ' '
Ia'I.0, tal y cam lo indicamos utiliza el método cientffico.

305010-. l‘@tOdO Cie'ntifimo

El método cientffico es un rasgo caracterfstico de la ciencia,
tanto de la pura como de la aplicada. FEl método cientffico no

es infalible ni autosuficiente. Por ser falible puede perfec—
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cionarse mediante la estimacifn de los resultados a los que
lleva y mediante el anflisis directo.

Tampoco es autosuficiente: no puede operar en un vacio de co
nocimientos, sino que requiere algfin conocimiento previo que
pueda puego reajustarse y elabc;rarse y tiene que camplementar
se mediante mftodos especiales adaptados a las peculiaridades
de cada tema.

El métode cientifico tiene 3 caracterfisticas princi-

pales.,
i)- Utilizacifn de predicciones para probar una tecria.
ii)- Ia utilizacibn de la teorfa para explicar observaciocnes "sor

prendentes"” (no l6gicas, que se salen de lo normal).
iii)- El uso de la observacifn "dirigida" por la teorfa.

Lo anterior lo podemos plasmar en el siguiente diagramas

Visualizacifin

Observaciones empirica

Predicciones
Figura 3.2. VisualizaciSn del método cientffico,

Una manera sencilla de visualizar el método cientifico es:

Observacifn Induccitn Deduccj[én

I |

|

El proceso cientifico es una combinacifn de inducciSn y deduc-

cifn. Por induccifn llegamos a un modelo y por la deducci6n de
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rivamos resultados.,

El modelo real es la ap::gc;‘.ac‘:iﬁn del mundo real. Por ejemplo
en el caso de un e:icdlogo que experimenta con ratas en un la-
boratorio. El color de las ratas no importa y lo quita del mo
delo real. Le importard si hay luz o no, si son parientes o

no, si hay o no comida, etc.

Estudio del

mndo real, ob
servacifn, intui-
cifén vy conjeturas

Conclusiones y
predicciones

(no finico)

Estimacidn de
Predicciones parémetros. Mg
' todos computa
cionales de sQ
lucibn (algo-
ritmos) .
Expliquemos ahora con mis detalle el modelo matemitico,

Es un sistema de axiomas (postulados o enunciados que tomamos
cano bisicos,)

Sistema de axicmas pox definicifn es una ooleccifn de t&rmi-

nos indefinidos (abstractos) asociados a un conjunto de axio-

mas que hacen uso de llos (en general supondremos que tanto
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wrs como otros son finitos).

Teoremas son consecuencias 16gicas de un sistema de axiomas.
Teoria {(de un sistema de axicmas) es la coleccifn de todos -
los teoremas que pueden ser deducidos l6gicamente de un sis~
tema de axiomas. El sistema de axiomas deberd ser consisten
te,

El modelo 16gico se produce al darle significado a los térmi

nos indefinidos. Es un modelo matemditico con interpretacifin
real.

Ejemplo: Modelo Matemdtico

min cx
S.a
Ax = Db
x>0

Modelo 16gico: ©

Il

coeficiente de costos
A = matriz de transformacidn de pre—
cios
b = vector de disponibilidades o re-
cursos
x = vector de actividades
De un modelo matemdtico hay una infinidad de modelos 16gicos.
Ejemplo de modelos l&gicos:
Tenemos dos t&rminos indefinidos: arlol v barda (no

daros ninglin significado) »
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Axigmas (arbltraxrios) : _

A 1; cada harda es un conjunto de firboles que contiene al me
nos dos elementos.

A 2; BExisten al menos tres frboles.

A 3: Dados cualesquiera 2 frboles T; Y T, existe una y sé_o:lo
una barda que los contiene,

A 4; Dada cualquier barda F y un 8rbol T no en F, existe una
y-s6lo una barda F' que contiene a T y que &Bt& desco~
nectada de F (F'F = ¢).

Io anterior es un modelo,
Modelos 16gicos:
1)- 3 &rboles =>verdadero pues cumple con 1os cuatro axiomas (4rbol

es el concepto nds importante pues define a barda).

2)})- 4 a&rboles =) verdadero (cumple con los cuatro axiomas).

3)= &rbol punto =2 verdadero (cumple con los cuatro axicmas}).

]

barda 1fnea

Teorfa: teorema 1.~ Si existen dos bardas diferentes = existen tres
bardas diferentes.,
teorema 2.- Si existen tres bardas diferentes = existen cua
tro bardas diferentes,
Principios generales.
Principio 1.- Todos los teoremas en la teorfa determinados por un
sistama de axiamas son verdaderos en cada modelo de

ese sistema.
Principio 2.- la ley de contradiccifin se mantiene para todos los
enunciados significativos que se hagan acerca de ca
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da modelo de un sistema de axicmas.

Si existe un modelo 18gico de un sistema de axiomas
se garantiza que no hay- contradicciones.

Por otra parte, el método cientifico puede en base a
las conclusiones obtenidas, elaborar o generar nue—
vas incSgnitas las cuales serdn el punto inicial pa-
ra una nueva jnvestigacifdn,

Ahora bien, podriamos decir que la investigacifn cien
tifica se compone de dos partes principales: una es
la de generacifn de las hipStesis y la otra es el plan
teamiento de los problemas y su comprobacién.

La otra parte de la investigacifn cientifica es la si

guiente;

Planteamiento del problema.

A.l1- Reconocimiento de 1os hechos, examen del grupo

de hechos, clasificacifin preliminar y seleccifn
de los que probablamente sean relevantes en al-
glin aspecto.

A.2- Descubrimiento del problema. Hallazgo de la la-

guna o de la icoherencia en el cuerpo del saber,

A.3- Formulacitn del problema. Planteamiento de una

pregunta que tiene probabilidad de ser la correc
ta, esto es, reduccidn del problema a su nficleo

significativo, probablemente soluble y probable
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mente fructifero, con ayuda del conocimiento disponi

ble.

Construccitn de un modelo tefSrico,

‘Bol-

B.2-

b.3-

Selecci6n de los factores pertinentes. Plantea

miento de suposiciones plausibles relativas a

las variables que probablemente son pertinentes.

"Planteamiento de las hipStesis centrales y de

las suposiciones auxiliares., Propuesta de un

conjunto de suposiciones concernientes a los -
nexos‘entre las variables pertinentes; por ejem
plo, la fonm.ziacién de emunciados de leyes que
se eéspera puedan amoldarse a los hechos obser-
vados.

Traduccifn matemdtica. Cuando sea posible, tra-

duccibn de las hipStesis, o de parte de ellas,

a alguno de los lenguajes matemdticas,

‘Deduceifn de consecuencias particulares.

Csl-

Co2~-

-Blsqueda de soportes racionales: deduccifn de

consecuencias particulares que puedan haber si
do verificados en el mismo campo O en campos
contiguos,

Blisqueda de soportes empfricos. Elaboracifn de

predicciones sobre la base del modelo tefrico

y de datos emp;rioos, teniendo en cuenta las -
té_cnicas de verifjcacifn disponibles o conce~

bibles, |
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Lo que nos permite hacer predicciones es el prin
cipio de uniformidad de la naturaleza, el cual
dice: "... lo que sucede una vez, en condiciones
similares, se repetir§ dependiendo del grado de
similitud de estas condiciones". Esto no quiere
decir que haya determinismo, sino que existe una
probabilidad de que ocurra. En un proceso estocis
tico esperamos un resultado o un conjunto de re-

sultados.,

Prueba de hipftesis.

D,1~-

D,2-

D.4-

Disefio de la prueba. Planeacifn de los medios pa-—

ra poner a prueba las predicciones, disefic de ob—
servaciones, inediciones, experimentos y demis ope
raciones instrumentales,

Ejecucidn de la prueba. Realizacifn de las opera-

ciones necesarias para la ejecucifn de la prueba
Yy recoleccitn de resultados {(datos empiricos).

Elaboraci®n de los datos. Clasificacitn, andlisis,

evaluacifn, reduccifn, etc., de los datos empiri-

COS,

Inferencia de la conclusifn. Interpretacifn de los

datos elaborados a la luz del modelo tefSrico.

Introduccibn de las conclusiones a la teoria,

E.1-~

Comparacifn de las conclusiories con las predic—

ciones. Es el contraste de los resultados de la -

prueba de hipStesis con las consecuencias del mo-
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delo tefrico. Se deberd precisar en que medi-
da este puede considerarse confirmado o no (in

ferencia probable).
Reajuste del modelo., Eventual correccifn, o =

afin reemplazo del modelo.

Sugerencias acerca del reajuste del modelo, -Bfis

queda de lagunas o errores en la teorfa y/o los
procedimientos empiricos, si el modelo no ha si
do confirmado, en caso contrario, examen de po—
gibles extensiones y de posibles consecuencias

en otros problemas.

El m&todo cientifico no es sequro; pero es intrfnse~

camente progresivo, porque es autocorrectivo, exige la continua ocanpro
bacién de los puntos de partida, y reguiere que todo resultado sea con

siderado como fuente de nuevas preguntas.

Io anterior lo podemos plasmar en el siguiente dia-
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PIANIEMMO DEL PROBLEMA
a) Recorocimiento de los hechos.
b) Descubrimiento del problema.
¢) Formalacifn del problema.

b

QONSTRUCCION DE UN MCDELO TEORICO

a) Seleccifin de los factores relevantes.,
b) Invencifn de las hipStesis centrales
y de las suposiciones auxiliares.

» o — — — — —

c) Traduccifn matemitica.

7

Digeno del Experimento

]

Prediccifin de resultados

v

Ejecucifn del Experimento

v

Elaboraci®fn de los datos

hip6tesis

Planteamiento de nusvas l

Redefinir hipStesis

v

!

FIGURA 3,3. METODO CIENTTIFICO.
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Por iltimo, debemos enfatizar que el método cientifi
@ tiene la inconveniencia de que no tama en cuenta la diferencia e-
pistemolégica existente entre las ciencias fisicas, biolfgicas y so~
ciales, Asi por ejemplo, refiriéndonos a la figura 2.3, una manera -

de visualizar el método cientifico para las ciencias fisicas serd:

Construccisn
Reconocimiento  Observaci®n Induccién Deduccisin

FIGURA 3.4, El mftodo cientifico aplicado a las ciencias

de conceptos

fisicas.

Es decir, todo lo que aqui hemos dicho acerca del m&~
todo cientifico es vAlido en general, pero al aplicarlo a las diferen-
tes ciencias existentes, deberemos tomar en cuenta la diferencia epis-
tenolégica que hay entre ellas,

Existen otros métodos del conocimiento, los cuales -

enumeraremos en forma somera:

3.5.2.,~ Método experimental. (Autor Bacon).

En el sentido estricto de la palabra, el método experimental
consiste en sameter un sistema material a ciertos estfmulos
y en observar su reaccién a estos para resolver alglin proble
ma sobre la relacifn estimulo - respuesta.
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i)-

ii)—

iii)~-

iv)~-

v) -

vi)-
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MStodo hipotftico—deductivo. (Autor Popper).

Es el procedimientc que consiste en desarrollar una teoria

empezando por formular sus puntos de partida o hipStesis bi
sicas y deduciendo luego sus consecuencias con la ayuda de

las subyacentes teorfas formales.

Postulados del m&todo hipotético—deductivo:

Hay una clara distincidn entre descubrimientos y justifica-

cifn o prueba, y forman dos partes separadas del pensar,

Lo que genera la accitn cientifica estd por desculwrirse, no
de la obtencifn de datos, pero si de una preconcepcifin ima-

ginaria de lo que puediera ser la verdad.

El mE&todo hipotético—deductivo provee una teorfa de incenti-
vo especial, nuestras observaciones no caen nada més en el
rango de lo observable, estin confinadas a aquellas inclui-

das en la hipftesis bajo investigacifn,

Tambi&n permite la rectificacifn continua o ajuste sobre la

marcha de hipStesis mediante el proceso de retroalimentacién.

S5i la investigacifn cientifica nos lleva a resultados erro-
neos, significari que supusimos mal, O tomamos un punto de

vista erronec o una opinifn malinterpretada,

Ia suerte, inaceptable en el razonamiento inductivo, tiene
ahora sentido., El accidente fortuito satisface una esperanza

previa, sin importar que tan vagamente haye sido formulada.
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3.5.4.~

El método hipotético-deductivo da la importancia debida a
los propfsitos criticos de experimentacién., Es frecuente el
uso de experimentos con el propSsito de eliminar posibilida

des y no para aumentar la cantidad de informacifn,

MEtodo 'de la investigacifn de operaciones.

En la mayorfa de los estudios del método cientffico se cita
la "experimentacitn" como algo esencial. Pero desafortuna-
damente la experimentacifn, en el sentido estricto, no es
posible llevarla a cabo. En la industria, por ejemplo, una
campafifa no puede correr el riesgo de fracasar al llevar a
cabo un experimento que se espera sea exitoso. O en activi

dades plblicas caw la industria petrolera, sistemas de rie

 go, sistemas de generacifn de energfia, etc., serfa imposi-

ble 1lévar a calho etapas de experimentacifn. Es muy raro
encontrar un sistema botal en el cual pueda llevarse a cabo.
Por lo tanto deberd usarse un método de investigacifn que
no implique experimentacifn sohre el sistema total. El in—
vestigador de operaciones deberf constuir representaciones
del sistema y su opgracién, esto es, deberf construir mode—
los y sobre ellos realizar la investigacién.

Podriamos considerar las siguientes etapas en un proyecto -
de 1.0., y auncue usualmente se inicia en el orden enumera-
do, por lo general no temmina en ese mismo orden,

De hecho, cada fase procede normalmente hasta que se termi-
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na el proyecto e interacciona en forma continua con las o—
tras,

Para estar acorde con la siguiente descripcifn de estas eta
pas, podemos decir que la investigacifn de operaciones es

un procedimientc analitico, aplicado a la solucifn de proble
mas con el objeto de ayudar a las organizaciones en el pro-
ceso de la toma de decisiones, Entonces, un proyecto de I,

0. incluye las siguientes etapas:

Definicifn del problema.

Esta fase requiere de una clara definicifn del problema, lo
cual sugiere tres aspectos principales:

Una descripcifn exacta del fin u objetivo del estudio.
Identificacifn de alternativas de solucifn,

Reconocimiento de las limitaciones, restricciones y requeri

mientos del sistema.

Independientemente del necesario dominio de las tfcnicas ma

tamfiticas que utiliza la I.O., es necesario poseer una habi

"lidad (inclusive arte) en la construccitn, formulacidn, mani

pulacifn y anilisis de modelos matenfticos que nos represen-
ten la realidad, siendo esto precisamente la esencia del en
focque de la I.0, Es la contrapartida o el equivalente del
laboratorio experimental en las ciencias fisicas,

El construir un nodelo nos permite plasmar las complejida-

des y posibles insequridades que involucren un problema de
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tama de decisiones en un marco 16gico fécil de analizar,

Tal modelo esclarece las alternativas de decisifin y sus e-
fectos anticipados; indica los datos que resultan relevan-
tes para el andlisis de alternativas y nos lleva a conclu-

ciones informativas.

Construccifn del modelo.

Dependiendo de la definicién del problema se veria cudl mo-
delo lo representa adecuadamente., Si el modelo final se a-
justa a alguno de los ya conocidos, entonces se resolverd
aplicando las t&cnicas apropiadas. Si este no es el caso,
se puede hacer uso de las t&cnicas de simulacifn o de mode-

los heuristicos.,

‘Solucitn del modelo,

En el caso de modelos matemiticos se utilizarén.técnicas de
optimizacifn para obtener lo que se dencmina "solucifn Spti
ma", Si se usa la simulacifn, entonces el concepto de opti
malidad no estard defmldo ya que la similacifn nos permite
conocer el camportamiento del sistema bajo ciertas condicio
nés., Ia soluc:|.6n en este caso serfi una evaluacifn aproxima
da, y la aplicacitn de anflisis de sensibilidad (cambio en
las condiciones dadas) es recomendable,

Prueba de validez del modelo,

Un modelo es vAlido si, a pesar de ser una representacifin
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simplificada del sistema, puede dar una prediccifn confia-
ble del camportamiento del sistema y esto se puede saber en
base a una serie de predicciones de tipo 18gico o de acuer-

do a experiencias similares.,

5)- Implementacitn de resultados finales.

Esta fase consiste en transformar los resultados en instruc
ciones de operacifn detalladas. Tales instrucciones deberén
ser claras y ademis estar en lenguaje sencillo tal que sea

canprensible al tomador o tomadores de decisiones los cuales

administrarén y operargn el sistema una vez ya implantado.

Estas cinco etapas se muestran en la figura 3.5.
Cada etapa es parte importante en el proceso de solu-
cifn del problema, afin en la construccifn del modelo, la cual es la -

culminacién de una extensa investigacifn preliminar.,

Existen dos puntos que debenos enfatizar: primero, -~
el procedimiento aquf descrito es recursivo. En el proceso de cons-—
truccifn de un modelo y examen de sus caracterfsticas, los puntos de
vista y reaccicnes de las personas involucradas en el sistema deben
buscarse constantemente, y camo resultado, el investigador a menudo de
be nmodificar sus propias ideas acerca del comportanuento del sistema,
1o que en un momento determinado se ha crefdo que son las restriccio-
nes en un sistema, puede ser completamente reexaminado, El conocimien
to y entendimiento del problema se va transformando de superficial a

profundo.
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El investigador puede requerix la redefinicifin del criterin, recapsc
truir el modelo y quizfis afin redefinix el preblema mismo y los objer
tivos del estudio, Este proceso recursivo debe contimuar hasta que
el modelo propuesto se ajuste a lo que tanto el equi;:o interddecipli
narjo como el tomador de decisiones consideran lo més apegado a la
realidad,

El segundo punto es que la fornulacifn de 1a selucidn
a un problema o s_ighifica el fin del proyecto de’ I.‘,O._ ,7 la prueha £i-
nal de una solucifn estf en su implementacifn y el papel de Inyestiga
dor de Operaciones en este punto es definitivamente esencial, Esto
no quiere decir que un proyecto de I.0. que ne proporgione una inter—
pretacifn tangible sea un fracaso, Un proyecto puede culminar en una
solucifn que debe esperar a que se presenten las condiciones propicias
favorables para su _erplemenmciﬁn; o bien puede reafimar la situaciﬁn
original del sistema; o puede confirmar la necesidad de examinar nue—
vos problemas. Pero es la jmplarentaciﬁn de una propuests y su habi-
lidad para soportar las reacciones de su medio anbiente y la exosifn
dél tiempo lo que ms-d& la mejor medida del éxltp

1a participaciﬁn del investigador de operaciones en
la i:rplarentacién de la solucibn al modelo propuesto no sfilo asequra
que cualquier problema o duda que surgiese pueda ser manejada por la
persona directamente aseciada con el disefio vy soluci@n del modelo (ve
troalimentacibn a corto plazo], pero también ofrece al investigador
de operaciones upa experiencia inmediata en aspectos précticos que le
ayudarén en futuros proyectos (retroalimentacidin a largo plaze].
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El ejemplo visto anteriormente sobre el enfoque de sistemas sirve al
Departamento de Sistemas de la UAM-Azcapotzalco para ejemplificar la
metodologia de la I.0. Inclusive escuetamente sefalamos el modelo pro

puesto y sus técnicas de solucién.,

Vamos a describir en la sigquiente seccifn una metodologia general que

toma en cuenta todo lo hasta aquf visto.

3.6. Proceso estructurade.

El proceso estructurado pa_fa la soluciéﬁ de proble-
mas .de planeacifn y operacitn de sistemas hace uso de los conceptos
que hemos venido manejando y, bajo el marco del método cientifico, -
se propone para resolver en forma mis razonable los diversos y com—
plicados probleamas que la dinfmica del mundo actual nos impone., Di-
cho proceso se ha planteado con la finalidad de tener una metodologia
general que pueda aplicarse a cualquier problema en el &mbito de los
sistemas. Esto es, pretendemos aplicar dicha metodologia a todos a-
quellos problemas que el mismo proceso encuadra en dos grupos, los de
planeacifn y los de oiaeraciéna En forma esquemitica los podemos visua
lizar de la siguiente manera:

OPERACICNES

PROBLEMAS DE _
SISTEMAS CREACTON

PLANEACION
EXPANSION
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Datos Iniciales

MUNDO

ABSTRACTO

}_

Descripcifn de Objetivos

v

ﬁ Identificacitn de alter-

nativas

_

Reconocimiento, limitacio-
nes, restricciones y reque

e Zimientos Bl |

Implementaci®n |.

{ Construccitn del Modelo

#,

Solucitn del Modelo

Figura 3.5. Procedimiento de la Investigaci®én de Operaciones.
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Los problemas operacicnales se presentan en aquellos sistemas, que es
tando en operacifn, presentan necesidades de mejorfa en aquellos ele—
mentos que de alguna manera no permiten o dificultan la funcionalidad

para lo que fueron creados,

En los problemas de planeacidén se presentan dos casos, aguellos en los
que el sistema no existe en forma material, por lo due necesariamente

la planeacifn parte de uma idea © una necesidad para crearlo.

El otro casoc se plantea cuando se trata de la expansién de sistemas -
ya existentes, en los cuales en corto tiempo presentarfn su méxima ca

pacidad de desarrcllo.

El procesc estructurado bfsicamente consiste de una serie de etapas
a sequir, en las cuales tratamos de normar una orientacifn racional y
prictica para resolver los problaemas anteriormente descritos. No se
pretende con esto asegurar que dicho proceso sea la panacea que nos
permita resolver con el 100% de efectividad los problemas de esta ma-—
nera tratados. Por lo tanto, los siguientes puntos a continuacién ex
presados, aunque son consecuencia de la experiencia de varios especia
listas en el campo de los sistemas, pudieran adaptarse o modificarse
de acuerdo al problema, la experiencia y el criterio del analista o

grupo de ellos que que asi lo consideran.
PROCESQO DE SOLUCICN

Problemas de PlaneaciSn

Ubicacifn: Geogrdafica, Sectorial
Fijaci6n de Objetivos

An&lisis

Diagn@stico
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Evaluacifn del Medio Ambiente
Generacifn de Opciones
Evaluacifin Ex~Ante

Seleccifn '

Problemas de Operacifn
Ubicacitn: Geogréfica, Sectorial
Fijacifn de Obje{-.ivos

Anflisis

Evaluacifn Ex-Post

Diagnfistico

Generacifn de Opcipnes Correctivas
Evaluaci6n, Fx-Ante
Tmplantacifn

Control

En lo que sigue, se describirfin brevemente las diferentes etapas del
pxdéégo'-estructurado.

Ubjcacidn,~ Por un lado, es necesaria la localizacifn geogréfica en

donde se genera el probhlema; y por otro, la 1ocalizaci§n del, sistema
en el contexte del sistema econfimico, es decir, y dependiendo del ni
vel de desagregacifn que se desee, debamos situar el sistema de estu
dio, en algfin sector, subsector o rama de actividad eoom’mlca

De tal manera que se tengan presentes las repercusiones que sobre o-
tros sistemas, causa o causaré, debldo a las interrelaciones que guar
dan eptre si.

Anilisis.— Es la determinacifin cualitativa y cuantitativa de la fun~
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ciSn y componentes del sistema. En esta etapa se requiere indagar,
investigar, seguir el curso de accifn de cada componente y como se

relacionan entre s%.

Evaluacién Es-Post.~ Es la comparacidn de las funciones y resulta-
dos esperados del sistema, cuando fue ideado, con aquéllos que en rea
lidad estfn sucediendo, dicho de otra manera, si el sistama estf en
operacifn, la evaluacidn ex-post proporciona indicadores que permiten
un juicio de si el sistema cumple con los fines para los que fue crea

do.

DiagnSstico.- Es la identificacién cualitativa y cuantitativa de la

presencia o ausencia de irreqularidades en un sistema.

Identificacifn de opciones correctivas.— Es mostrar las posibles al-
ternativas de solucifn, a aqué€llas irregularidades o deficiencias pre

sentes en el funcionamiento del sistema.

Evaluacifn Ex-Ante.— Evaluar hoy, lo que puede suceder en el futuro
para cada una de las acciones correctivas. Esta evaluacifn permite
conocer antes de implantar alguna de ellas, la efectividad en el fun-

cionamiento del sistema, antes de concretarla ffisicamente,

Seleccifn,— Consiste en considerar la opcifn u opcianes Sptimas de —

entre las respuestas.
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Tplaptacitn.~ Es poner en marcha las opciones seleccionadas. Esto

implica, muchas veces, camblos en la estructura del sistema como pu-

dieran ser eliminacién o adicifn de actividades, procesos, organiza-

cifn, etc,

Control.~ Consiste en verificar y comparar los resultados del siste

ma, con los previstos en la opcifn seleccionada, una vez que &sta se

haya puesto en oppraci6n.
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CAPITULOC IV
!
PROGRAMACION LINEAL

4.1. Optimizacién,

La optimizacidn consiste en la maximizacifn o minimi
zacién de una funcibdn de una o varias variables, la cual esti sujeta

a una serie de restricciones en estas mismas variables,

Un problema particular de la optimizacién es la bis-
queda del Sptimo (mAximo o minimo) condicionado. Este problema con-
siste en la maximizacidn o minimizacifn de una fuﬁcidﬁ lineal de va-
rias variables sujeta a restricciones lineales en estas mismas varia-

bles. Este problema que ha recibido el nombre de Programacifn Lineal,

es el caso simple de toda una clase de problemas anflogos, agrupados
bajo el nombre de programacifn matemitica, en los cuales la funcidn a
optimizar asf como las restricciones a que esti sujeta pueden ser fun

ciones algebrficas de cualquier grado.

1os problemas de 6ptimos condicionados no son nuevos,
ya los grandes matemdticos de los siglos XVII y XVIIT tales como New-
ton, leibnitz, lagrange, Bernoulli, etc., los cuales desarrollaron el
cilculo infinitesimal asf como el cilculo de variaciones aportaronuna
solucifin general. En la siguiente subseccifn veremos alqunos métodos
generales de optimizacidn, y en particular el de lagrange, aplicados
a funciones mis generales que las lineales, como es el caso de funcio
nes y restricciones no lineales. El objeto de esta presentacidn es
‘solamente informativa y ademfs proporcionar al lector una idea mis ge
neral de la programacién matemitica de tal manera que al terminar de
estudiar la presente obra tenga un criterio de comparacidn de la PO

gramacifn lineal. Sin embargo el lector puede omitir el estudio de



la subseccifn 4.1,.1 sin p&rdida de continuidad.

4,1.1. Optimizacifn clésica..

Vamos a describir brevemente los mBtodos clésicos de

célculo para encontrar una solucifin que maximice o minimice a:

i, Una funcién de wna sola variable,
ii, Una funcifn de varias variables,
iii, Una funcifn de varias variables sujeta a restricciones so~

bre estas varia.bles,
Supondremos que las funciones consideradas poseen primera y segunda
derivadas y derivadas parciales en todas partes.

i. Funcifin de una scla variable.

Consideremos una funcién de una sola variables, tal y camo

la que muestra en la fiqura 4.1,

Miximo globa
f(x)4

Mfnimo global

Figura 4.1, Funcifin que contiene varios miximos y minimos.,
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Una condicidn necesaria para encontrar una solucidn par-

- . - V ' * - » - »
.ticular x=x , el cual serd un minimo o un maximo es que

Qﬁiﬁl =0 en x=x*

dx

En la fiagura 4.1 hay cinco puntos gque satisfacen esta
condicién, los cuales llamaremos puntos criticos, Para obtener
mds informacidén acerca de estos cinco puntos criticos deberemos
examinar l1a segunda derivada, pero antes definamos 1o§ conceptos
de funcidn convexa y funcidn céncava.

Una funcdn de una sola varible es convexa, si para cada

' 5e tiene:

par de valores de x, digamos x' y x'
flax''"+(1-a)x'] < af{x''")+(1-a)f(x'),ae[0,1] (4.1)

La funcidon serd estrictamente convexa si en la expresiodn
(4.1) podemos reemplazar la desigualdad (<) por desigualdad es-
tricta («).
Una funcidn concava se define, para una funcidn de una sola va-
riable, como sigue:
flax''+(1-a)x'] > af(x"*)+(1-a)f(x*},aec[0,1] (4.2)
donde x' y x'' constituyen un par de valores de x. Si en la ex-
presién (4.2) reemplazamos la desigualdad (>) por desigualdad es
tricta {>) tendremos una funcidn estrictamente cdncava.
Estas definiciones las podemos ilustrar gridficamente. Considere
mos la aqrdfica de la funcidon f(x). Entonces los puntos (x',f{x"'))
y (x''",f(x"''))pertenecen a la grafica de f(x) y[ax''+{1-a)x"',
af (x'*)+{(1-a)f(x')] representa todos los puntos sobre la linea

recta que une a aoguellos puntos cuando 0 < a < 1 tal y como se

muestra en la figura 4.2.
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£(X) ‘

£x)

r—- L

1
fiXT ) e oo cn e 1
|

Figura 4.2 Representacifn gréfica de una

funcidn convexa.

Observamos en la Figura 4.2 que la desigualdad, en la
definicifn de funcifn convexa, indica que el segmento de recta que une
a los puntos de coordenadas (X', £(X') ) y X'' , £(X'') ) esti total-
mente contenido dentro de la gréifica de la funcifn £(X), vy £(X) ser4
conyexa si su concavidad es hacia arriba. Esto es, si £(X) posee se-
gunda derivada en todas partes, entonces f(X) seré convexa si y sdlo
si —;EQQ— > 0 para todos los valores de X en los cuales f(X)
estf definido. Similarmente, f(X) es estrictamente convexa cuandoc -

2
e E£®

Coo es féc;Ll observar de lo anterior, lo Mcontrario”

de una funcifn oonveoca es una fu.nc:Ldn cﬁnca\m Fomxahrente f es una
funeitn cﬁncava si -f es una funcifn convexa,
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En base a los supuestos hechos de concavidad y con—
vexidad, podemos garantizar que los miximos o minimos son globales.

En el ejemplo referente a la figqura 4.1 podemos de-—
cir que x* ser§ un minimo local si £(x) es estrictamente convexa en una
vecindad de x*. Similarmente, x* serf un miximo local si £(x) es estric
tamente cfncava en un una vecindad de x*, Esto es, podaws. resumir lo

anterior de la siquiente manera:

i, MInimo
Condicifin necesaria: aflx) 0 para X = x%.
dx
A%t (x)
Condicifn suficiente: >0 para x = x*,
dx
ii. MEXImo
Cordicifn necesaria: g—f*é—;:l— =0 para x = x%*,
dzf( }
Condicifn suficiente: S-i2% D0 para x = x*,
dx2
a‘f (x)
si = ) en x = x*, el problema de encontrar el maximo o el mini-
ax

mo de la funcifn no estard afin resuelto ya que x* puede ser un punto de
inflexifn y seri necesario examinar derivadas de orden superior para Po

der determinar el méximo o el minimo.

Refiridndonos al caso de la fiqura 4.1, para encon-
trar el minimo global, esto es, encontrar x* tal que f(x*)<£ f(x)¥x, se—
r8 necesario camparar los minimos locales e identificar aquel que pro-
porcione el minimo valor de f£(x). En forma anfiloga encontrarfamos el
maximo global, esto es, compararfamos los mAximos locales i identifica-—

rfamos aquel que proporcione el méiximo valor de f(x).
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El andlisis para una funcifn irrestricta de varias va
riables f(xl,xz,;..,xn) es similar, esto es:

Condici®n para un mfnimo o un méximo:

af(xlfxzfuco'xn)‘

= 0 en (xl,xz,...,xn)=(x1,x5,...,x;), i=1,...,0N.

ax,
i

Condicién suficiente para un minimo:

32f(x P XngeeapX, )
12 % >0 en (x,,x x ) =(x¥,x*
2 17 Xgr e Xy XY

I
ax’. 2
i

...,x;), i=1,...,n.

Condicién suficiente para un miximo:

2
3 f(xl,xz,...,xn)

5 3 < 0 en (xl,xz,...,xn)=(xi,x5,...,x;), i=1,2,...,n.
X. '
1

También serd similar al caso de una funcibn irrestricta
de una sola variable la localizacién del minimo y del méximo globa-

les,

Consideremos ahora el caso de encontrar el minimo o el
mdximo de una funcidén de varias variables, sujeta a una serie de res
tricciones, esto es:

fi{x,, *2""' x.)

sujeta a

gl(xl, Xoreany xn) = b1
92(x1' Xoreoos xn) = b2
gm(xl, Xopoons xn) = b !

donde m < n.
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Un procedimiento clisico para solucionar problemas
de este tipo es el método de Iagrange el cual consiste en utilizar las
propiedades de cflculo diferencial para obtener el Sptimo en ciertas -
clases de problemas de programacifn matemitica.

ILa utilidad del método de Lagrange no radica tanto en
su facilidad de manejo, sino en la informacifn adicional que proporcio—
na, la cual es de mucha utilidad para interpretar el problema desde el
punto de vista econdimico,

El problema de obtener el Sptimo de una funcifn, de
acuerdo a un conjunto de restricciones, se transforma mediante el m&to
do de Lagrange, en la obtenciétn del &ptimo de una funcifn sin restric—
ciones, denaminada la Expresidn de lagrange.

El teorema de Kuhn - Tucker demuestra que bsjo deter
minadas condiciones, los valores de las variables que identifican el -
punto miximo de la funcién objetivo original, de acuerdo con un conjun
to de restricciones tambié&n identifican el punto miximo de la Expresitn
de Lagrange correspondiente, Supongamos que el problema original es:

Maximizar 2z = £(x)

sujeta a

‘gi(x)_:.b i=l,...,m
xja 0 = 1,000, (esta condicitn
puede no ser necesaria).

El procedimiento para definir la expresifn de Lagran

ge sera:



8
17_A:Para obtener un méximo,ﬂzodas las restricciones se expresan
| en la. forma g; > 0.(Péra bbtgner.un_minimo, gi_§ 0).

1i., Cada gxpresién g; se multiplica por un parémefro (multipli-
cador §e;Lagranée) li y se suma a la .funcidn objetivo.. .Por

lo cual el prbblema modificado, empleando la Expresidn de

Lagrange seri: |
Maximizar L(x,A) = £(x) + A{b-g(x))
x >0, A >0 (pueden no ser necesarias).

donde

x = (xl,xz,...,xn)

AT= {Al’lzﬁ"',lm)

T

b'= (b, ,b .,b )
m

19Dgs- -
g = (g0 ), () yenusg (7))

y en su forma desarrollada el problema quedara:

Maximizar L(xi,x2,...,kl,Az,...,lm) = f(xl,x2,...,xn) +
m
+ iiili(bi"gi(xl,-oo,xn) )

Las condiciones que caracterizan a un maximo o un minimo de L y

por lo tanto de f son:

i. Condiciones de primer orden (necesarias).

Las derivadas parciales de L con respecto a las m+n varia

bles independientes {(x ,...,xn,ll,...,km) son iguales a cero, es
to es:
sL . ‘o
ax—.— O, 3—1,---,]’1
]
L .
%I_ = 0, 1=1,...,m

A partir de la ‘expresidn de lagrange, en notacién vectorial, las
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condiciones de primer orden son:

—2 ux" 0" - e £y = L £y -n 2 gx) =0
%— L(x*,A*) = b - g(x*) -0
es decir que
?,%j £(x") = :_Elx;.f s o) j=1,...,n
bizg; (x ) is1,...,m

La solucidn a este sistema de (n+m) ecuaciones con (m+n) incog
nitas conduce a un punto critico de L{(x,A) y por lo tanto, a

un punto critico de f(x).

Cuando el punto critico es un mdximo o un minimo, las primeras
n condiciones indican que en el 6ptimo, el gradiente de la fun
cidén objetivo es una combinacidn ponderada de los gradientes

de las restricciones. Los coeficientes de ponderacidn son pre-
cisamente los multiplicadores de Lagrange. Las (Gltimas m condi
ciones son las restricciones originales y determinan que la soO
lucidn dptima x* pertenece al conjunto de soluciones factibles,

o,

esto &5, que X satisface las m restricciones.

ii. Condiciones de segundo orden {(suficientes).

La matriz Hessiana de la expresidn de Lagrange, co-
mo la de cualquier otra funcibén, est& constituida por las se-
gundas derivadas de sus m+n variables, ordenadas secuencialmen

te como sigue:
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’L 3%L 2’L | 8L %L 2’L ]
HL(x,A)= - e F———
3% 2 Bxlax axlaxn axla;l_ axjaxz axlaxm
2L 3L 3%L | 3%L 3L 3%L
szax ax: .:‘3Xzaxn 3x:ah1 szalz e szalm
1L %L 22L | 2L 92L : 92L
9x 3% PN E PR | 9x _3X1 39X _3xz "7 3x 3]
|
32L 3L %L 3L %L 3L
3A13x1 3A13x2 aklaxn | 31: aljalz alxal
2L 92L 32L | 3%L 22L 3L
9A298X1 9A20X; " 'alzaxn dA20A; 32 e alzalm
) | 2 .
%L 3%L 9L %L %L 3L
.flmax‘ Ix_3x; AN X | 9A_ 3A1 23X _3X, ax; |

Se obtiene de esta manera, una matriz cuadrada de m+n
renglones y columnas, que ademds es simétrica (debido a la hip6tesis
de continuidad y diferenciabilidad gde las funciones).Podemoé obser-
var que el menor principal de orden n consiste en la matriz Hesslana
de L, cuando A se considera constante, es decilr, cuando L es interpre
tada como funci6n de x‘ﬁnicamente. Por-esta razén, la Hessiana comple
ta de L se conoce como la "Hessiana limitada".

Observando que L es una funcifn lineal de las Ai,(i=1,...,)
podemos concluir gque la submatriz inferior derecha de orden m es una
matriz nula. Ademids recordando que la derivada parcial de primer orden
de L con respecto a Ai(i=1,...,m) es precisamente la restriccifn i-ési

ma, tenemos entonces que los elementos de las dos submatrices restan-
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tes, contienen las derivadas de cada restrioccién gi(i=l,....m} corn

respecto a cada variable xj, j=l1,...,n. Es decir

2 9g .

"L _ R
an ax. - Bx, T3

175 j

Esta expresifn corresponde al Jacobiano de las fun-
ciones gi(x), que se encuentra en su forma directa en la submatriz
inferior izquierda de dimensifn nxm. En forma compacta, la Hessia-
na limitada se expresa:

HL(x,A) = [ HL{x) I%g (%)
Jg {(x) 0

Intercambiando el orden de renglones y columnas pa-
ra obtener como submatriz superior izquierda, una matriz nula de
orden n y como submatriz derecha la Hessiana de L cuando X es con

stante, se obtiene:

HL(x,A) = 0 Jg {x) Nota: Se han intercambilado
T en total 2xmxn renglones y

J g (x) HL (x)
columnas por lo cual el si

gno de la Hessiana limita-

da se preserva.

La expresi®n anterior esti en funci6tn de las variab-

les xj, (j=1,...,n) del problema original, unicamente.

Se puede demostrar gque cuando m < n, las condiciones
de segundo orden estin dadas por el signo de los n-m determinantes
de los menores de orden m+l a n, definides como sigueE

H es el menor que contiene los primeros 2m+k renglones y colum-

m+k
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nas, es decir, que el (Gltimo elemento'de*la‘diégonal principal es

Para un midximo las condiciones de suficiencia son:

m+k v

Signo det (H = gsigno (-1) k=1,2,...,n-m.

m+k)
Cuando se desea obtener un miximo de una funcién L de
varias variables sin restricciones, fal y comc es nuestro caso,
para que las condiciones del primer orden identifiquen un punto
miximo, se requiere que L sea cfncava en la vecindad de tal pun-
to (x#,h*). Esto se cumple si la matriz Hessiana de L(x*A\*) es

definida negativa, es decir

(Ax,AL)T HL(x*,L*) (AX,AL) > 0 ¥ (x*;A*) # 0,

Andlogamente, un minimo se caracteriza cuando la matriz de HL es

definida positiva, esto es

(Ax,AL)T HL(x*,L*) (Ax, AL) > 0 ¥ (x*,A*) # 0.

Y en este caso las condiciones de suficiencia son:

m+k.

signo det (H = signo (-1) ¥k=1,2,...,n-m.

m+k)l
Por filtimo daremos una interpretacifn de las condiéig-

nes de suficiencia o de segundo orden.

i. Las restricciones definen una regifin convexa de soluciones
factibles

ii. Para obtener un minimo {mdximo) local, L debe ser convexa
{c6ncava) en la vecindad del punto considerado.

iit. Para obtener un minimo {mdximo) global, las pr0piedades de
convexidad (concavidad) de L deben ser vilidas en toda la

regibén de soluciones factibles.
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Ejemplo 4.1. Obtener el miximo de la funcibn

Funcifn de Lagrange:

L(x,A) = Xy X, 4 2x1 + A(60 - 4x1 - 2x2)

Condiciones de primer orden (necesarias):
X, + 2

L Ly 4 2-4r=0 => 2= 2 A
X 2 4

1
3L X
A = — _ 1 => x, = 8
3x2 = Xy - 22 =0 => 3 } 1

X, = 14

il
v
o
»

|
o
"
»

-
"
(ST
]

i
-~
w®
’_A
£

=>' (x*;A*) = (8,14;4)

Il

>
»
i

IS

A*

Condiciones de segundo orden (suficientes):



3%L 32 L | %L '
HL=| °= = - .
' ax 2 Ixq9x%y 3% 132 0 1 l -4 =>
! I
| N
aZL a?L_ 2L Lo .
3%, 9%, o2 | Tpa% 1 L
______ 20 |- = - I IC
321, 32L | 32L -4 -2 | o
9d19x, dAdX, | aa2 |
H= 0o | -4 -2 7
.___| _______
~4 | 0 1
| -2 | 1 0 |

Por otro lado, tenemos que es este caso m=1 y n=2.

Condiciocnes de segundo orden {suficiencia).

m+k

Signo det H_ . =signo (-1) k varfa de 1 hasta n-m pero

+k

n-m=2~1 => k=1. El menor Ho ok incluye los primeros 2m+k reng-

+

lones y columpas, esto es, H1+1=H2

det H2=det HL=0+8+8=16
signo (-1)™*=gigno (-1)% > 0 =>

x*=(8,14)T es un miximo de f(x).

4.2. Algunos conceptos de Programacifn Lineal.
La programacifén lineal se ha desarrollado a partir de los
dltimos anos, debido a la necesidad de encontrar—-mftedos y téc-

nicas mis eficaces, a la aparicifn de computadoras de alta ve-
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locidad y a la incorporaci6n al estudio de la programaci6n lineal de
un gran nfmero de cientificos. En 1941-1942 aparece por primera vez
un problema de programacifn lineal en los escritos, el problema del
transporte, el cual fue planteado en forma -jjﬁependiente por Kantord
vich, Hichcol y Koopmans, En 1945 Stigler se planteaba otro proble
ma de programacitn lineal, el problema de la dieta., En 1947, G.B. -
Dantzing formilé en téminos matemdticos precisos "El Problema Gene—

ral de Programacifn Lineal” y en 1949 da a conocer el método simplex

el cual resuelve este tipo de problemas. Es necesario hacer notar -
que el método simplex conduce a varios algoritmos generales (los al-
goritmos primal, dual, primal dual, de descamposicitn), los cuales pue
den aplicarse bajo varias formas (ordinaria, revisada, lexicogrifica)
y los c8lculos pueden ast mismo presentarse en mis de un formato dis~
tinto, Podemos mencionar a otros investigadores (matemdticos y eco-
nomistas) los cuales aislados o constituyendo grupos han contribaido
al desarrollo de las diferentes ramas de la programacifn lineal, sien
do ellos W, OQrchard-Hays, L.R.Ford, D.R, Fulkerson, D.Gale, J. Von New
man, A.W. Tucker, H.W. Kuhn, R. Gomori, P. Wolfe, etc. Es interesante
hacer notar gue a pesar deli gran auge alcanzado por la programacifn
lineal, sigue esta desarrolldndose. A mediados de la década de los -
setentas apareci® un nuevo método de descamposicifn a base de facto~
rizar la base que camputocionalmente resulta mucho més eficiente que
el método de descamposicifn tradicional de Datzing y Wolfe.

Mis afin, en 1979 un matemdtico soviético de 27 aros de edad, L.G. Kha
tchian establece un nuevo mé&todo de solucifn de problemas de programa

cifin matemitica, incluida la programacion lineal , el cual se
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basa en la teorfa de desigualdades y permite la solucifn de problemas,
que con el método simplex no convergen y con el método de Katchian con
vergen en cuestifn de unas cuantas horas', haciendo uso de la computa-
dora, En teoria de redes, en el problema de redes estocésticas‘aﬁn que

da mucho por hacer,

Uno de los aspectos mis importantes de la programacifn
lineal es el relacionado con sus aplicaciones a diferentes ramas de la
c:Lenc:La En general, las aplicaciones resultan de proponer un modelo -
de prpgramaciﬁn lineal a las situaciones problemfticas que se analizan.
En algunos casos, la naturaleza misma del problema establece en forma
sencilla el correspondiente modelo lineal, Sin embargo, existen otras
en donde es necesario reestructurar el planteamiento o mpdelo original,
con el p::bpdsito de obtener una estructura lineal. Ia ventaja de este
filtimo enfoque es que podemos usar la exhaustivamente investigada teo—
rfa de programacifn lineal en el andlisis del modelo medificado.

Una forma particular, a la que cualquier problema li-

neal puede ser transformado, es la denominada forma estindar, esto es:
Minimizar . z-—'clxl+czx2+ooo+cnxn
sujeta a

a3 1Xy+8y pXote ooty X =Dy

azlxl-}azzx'zh o o+2nx n=b2 (P)

¥ Xt e < X =y
Xy > 0;:«:2 »0; o0 7 X, 2=

dorde log coeficientes a i3’ bi ¥y cj son nfmeros reales y xj son las
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variables a detexrﬂj_nar donde i:l,zfcou’m Y j:1'2’000fn°
Una forma compacta vy usual de escribir (P) es:
Minimizar z = cx

sujeta a

donde A es una matriz mxn; c, un vector hilera de n camponentes; b, un

vector columma de m componentes vy x, un vector columna de n varjiablés.

Existen otras formas de representar‘un problema de pre
gramacifn lineal., Asi, la funcifn z puede maximizarse o minimizarse y
los signos de igualdad en cada una de las restricciones pueden ser ma-
yor o igual ( ») o de menor o igual ( <), asi miamo algunos camponen
tes del vector x pueden no estar' sujetos a la condicifn de no negativi
dad. Estas diferentes formas asf como la manera de expresar cualquier
problema en la forma estindar lo trataremos con detalle en la seccifn

4,6 de este capitulo,

4.2,1, Funcifn objetivp, actividades, recursos y restricciones,

Los modelos de programaciSn lineal frecuentemente re—
presentan problemas de asignacifén en los cuales recursos limitados son
asignados a un nmero de actividades., En tfminosg de la formulacibn
del problema de programacifin lineal (P) hecho en la seccitn 4.2, los
coeficientes Cj' aij v b_i (i=1,...,m; j=1,...,n) se pueden interpretar
fisicamente, Si b; es la cantidad disponible del recurso i, entonces
a.. es la cantidad de recurso 1 gque debe ser asignada a cada unidad de

1]
actividad j. El valor por unidad de la actividad
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Siendo mé4s rigorosos;.bodémos decir que los by
(1=1,...,m) réprgsentan las demandas dél-récursq.f'déhviniendo
gque una demandé pesitiva (bi > 0),es efectivéménte, una demanda
Y que una demanda negativa (bi < 0) representa una disponibili-
dad igual a _bi°

Los cj(j=l,...,n) son los costos sujetos_a cada

una de las actividades j puestas en un estado de referencia fijo;
un costo positivo (cj>0) es realmente un costo, y un costo nega-
tivo (cj<O) representa un beneficio igual a —cj.

Los aij (i=1,...,m;j=1,...,n) representan las pro
porciones en las cuales la actividad j, pone en accibn los m
recursos i. Para que las notaciones antericores puedan expresar
indiferentemente que la actividad j consume o produce el recurso
i, se chliga a considerar las aij como cantidades algebrdicas:

a es positiva si j produce i, negativa si j consume 1.

ij

Las xj (j=1,...,n) son las Gnicas incbgnitas del

problema y significan "las intensidades" de las actividades j con
sideradas en el estado actual respecto a las intensidades que es

tas actividades tienen en el estado de referencia elegido.

Todos los conceptos hasta aquif expuestos acerca

de la naturaleza de bi' cj, aij Yy xj estdn referidos al modelo

lineal (P) de la seccifn 4.2 el cual es de minimizacién.

La estructura matem&tica del sistema anterior pone

en evidencia las hipStesis que deben verificarse necesariamente pa
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ra que este sistema represente el funcionamiento econfSmico de una em—

presa o institucifn.

io—

if,=-

iii.—

Cada actividad j se representa mediante un vector xjaj, donde

ay (=1, . . - ,n) son vectores columa con cumponentes
alj'l2j’ o o o ’amj’ es decir, mediante el producto de un vec
tor constante aj POr un escalar variable Xj {de primer grado).
De otra manera, las cantidades aij’ Xj de los m recursos 1 -
puestos en accifn por la actividad j, en un estado cualquiera,
son directamente proporcionales a las cantidades aij de estos
recursos puestos en accifin en el estado de referencia. La in-

tensidad de la actividad j puede representarse por el Gnico pa

rametro lineal xj' que se denominari el nivel de la actividad

jo Un conjunto de valores x. define el programa de la empresa
1= J i programa exp

o institucifn considerada. Esto expresa que no existen susti-
tuciones posibles entre 1los distintos bienes que intervienen

en una actividad, y por otra parte, que el rendimiento es cons—

tante,

La produccifn total neta (algebraica) del recurso i, represen—
tada por el primer miembro de la restriccifn i-€sima, esto es,

n

aijxj’ es la suma de las producciones de cada actividad pro

j=1
ductiva de este recurso, disminuida en la suma de los consumes
de cada actividad consumido a. EX'LSte pues adicibn (algebraica)
de las producciones y e 0s consumos. Esto expresa que no exis
ten economias ni pér ideas que resulten de la puesta en accifn
simultfnea de varias actividades.

Fl costo total (algebraico) z es la suma de los costos (alge-

braicos) ijj de cada actividad; el costo cj 3 de cada activi~
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dad es directamente proporcional al nivel X de esta actiyidad;
¢4 es pues, el costo unitario, constante de la actividad j. Ia
funcidn Z, la cual por sumesto es lineal, se depomina funcldn
- objetivo,
ive= En la formulacnﬁn anterior, el nivel de una actividad puede tp
mar cualgquier valor positivo en un intexvalo: np existen _lﬂ_
sibilidades. Esta hlpﬁtes:Ls se puede suprimir en ocasiones; gra
cias a considerar problemas lineales en nfimeros enteros (ngra
macibn entera) .
Resuniento, podemos decir que la funcifin objetivo es aquella que quere-
mos optimizar (minimizar o maximizar] y la cual es lineal, Ias by -
(i=1, . . .,m) representan el nivel de acttvidad J y 1as ayy son la con
tidad de producto i generado por una unidad de actividad j, o la canti-
dad de insuno i utilizade por upa unidad de ﬁCtiVldEldj, donde la actir
vidad j estarf xepresentada por a,.X.. El valor por unidad de la acti=

iy i
vidad j esch

4.3. Principales aplicaciones de la programacidn lineal.
Vamos a describir brevemente los campos de aplicacifn de la -

programacifn lineal asf cam los principales tipos de problemas en que
se aplica esta.
4.3.1. Canpos de aplicacifn,

El nt‘meroyvar:ﬂedad de usos que se han hecho de la programaw
ci‘én. lineal en el transcurso de los ﬁlt-mos afios son fmmensos y se han

descubjierto los campos de aplicacifin de manera cagi contimia.
Camos a citar los principales.
a)— El campo de aplicaciones mil tares, en el que los estudios son pro

bablemente mfs numerosos aunque no lo parezca, debido al se



Creto que rodea a la mayor parte de los resustacos.

b)- El campo de las mavemfticas puras y aplicadas conge la pro-
gramacion lineal na permitido optener resultados tebricos o
metodos de cilcuio en la weorfa de grificas, en andlisis com
binatorios, solucitn de algunos "juegos”, inversion ae matrl
ces, etc.

c)- El campo de la econamia teorica o aplicada; y especiaimen-
te en la economfa de la empresa. En este campo, las aplica-
ciones tocan a numerosos sectores, entre los cuales podemos
MENC10Nar s

1= la industria qufmica, en particular la inaustria del petr&-
leo en todos los estados (investigacifn, exploracifn, produc

cifn, refinado, aistribucidn, etc.).

1i,=- La industrias alimenticias,

itig- La generacifn y aistribucifn de energfa eifctrica.

IV~ Las minas (carbbn o metales),

Vo= La industria del papel.

vi,- Los transportes (a8reos, maritimos, ferroviarios o carreteros).
Viie—- La agricultura.

viii.—- L& pesca.

ixe= La Industria de la construccitn,

4,3.2, Tipos de proplemas.

Los tipos de problemas son tambi&n muy variaaos siendo imposible
resehar la lista campleta. Citaremos (10s campos de aplicacion indicacos en-

re paréntesis no son los finicos) los problemas siguientes:
i,- Las mezclas {industria del petrSlec, nutricifn humana y de ani-

males.
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iio- La distribucifn de las falricaciones (industria quimica,
mecinica y agricultura).

1ii.- La afectacion ael persconal,

1V~ La-dlstfiblcim y el transporte (industria aljimenticia,
del petrdleo).

Vo= Almacenaje.

vi.-  Los planes de produccitn o escalanamiento de las fabrica
cicnes) |

vii,- Yos problemas campuestos de inversifn, proauceifn, almace

naje, aistribucifin (energfa eléctrica).

viii.- Los estudios de circulacifn (planes ae vielo, sincroniza-
citn Optima de semAforos).

X, Ios estudios de cammicaciones internas.

Xo— Las relaciones interindustriales (matriz de Lecntiev).

Xi.- £l problema del viajero,

4.4 Moaelos de programacifn lineal,

A continuacifn vamos a ver la construccifn de modelos li-
neales para 1os principales problemas que podemos resolver por medio
de la programacifn tineal, Obv:.amente s1 el modelo itineal no represen
ta fielmente la propiemftica a la cual nos enfrentamos, la solucicn -
que encontremos no resolverd aquElla. ULe aqui la importancia que tie
ne el planteamiento de problemas lineales,

4.4,1- Problema ae 1a dieta.

Consideremos el problama de deverminacifn del menfi mAs e-
confimico que satisfaga las necesidades esenciales de nutricifin. Supon
gamos que los alimentos disponibles, su costo, el valor nutricional y

los requetimientos nutricionales diarios son;
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NCm.,, Alimento Cdsto ($) Calcio (100 mgs) Hierro (lmgr.)
1 Leche (Lt.) 4,00 72 1
2 Carne (Kg.) 60,00 0 . 26
3 Huevo (Kg.) 12,00 - 3 10
4 Pan (Pza,) 2.00 1 2
Requirimiento diario: 10 12

Formular el correspondiente modelo de programacitn lineal.
Solucidn:
Variable de decisifn: Sea X; (i=1,...,4) la cantidad de alimento 1 que
se compra.
Objetivo: Minimizar el costo del menG tal que satisfaga las necesidades
nutricicnales,

Y el modelo lineal correspondiente a este problema es:

Minimizar z=4xl + 60x2 + 12x3 + 2)(4
sujeta a

a) Restricciones de requerimientos nutricionales:
12xl +o3xy b Xy > 10 calcio

Xy + 26x, + 10}{3 + 2x, _ 12 hierro
b) Restriccitn de no negatividad:
xl,;_-O, i=1,..0,%.

4.4.2, Problema del transporte,

La campania de plésticos PLASTICOS DE ORIENTE, S.A,
tiene dos f8bricas y tres distribuidoras. las fébricas 1 y 2 pueden pro

ducir seis y nueve toneladas de pléstico por mes, respectivamente.



102

Las distribuidorasﬂl,z y 3 venden tres; seis y cuatro toneladas
de pléstico por mes, respectivamente. El costo de envio de cada
tonelada de plisticos de una f&brica i1 a una distribuidora j se

proporciona en la siguiente tabla.

j
i 1 2 3
Fibricas Distribuidoras
1 2 1 3 '
2 1 2 4

La companfa de pl&sticos desea determinar el plan para el envio de
plésticos de las fébricas a las distribuidoras al costo minimo.
Formular el correspondiente modelo lineal.

Solucibn:

Variable de decisifn: Sea X, (1=1,2; j=1,2,3) el nGmero de tone

i)
ladas de plistico enviadas de la fabrica i a la distribuidora j.
Objetivo: Minimizar el costo de transporte de las f8bricas a las -
distribuidoras.
Entonces el modelo lineal correspondiente es
Minimizar 2z = 2x3) + X,2 + 3X;3 + X231 + 2X32; + 433,
sujeta a
a. Restricciones de capacidad de produccifbn,
Ky + X2 + X1 < 6
X:1 + X22 + X223 <9
b. Restricciones de capacidad de ventas

X1y Xz >3

12
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Cs Restriccién de no negatividad:
xij >0, 1=1,2,; 3=1,2,3.
4.4.3, Problema de produccifn.

La fébrica de pinturas ATIANTIOO recibe un contrato

para satisfacer las siguientes ventas trimestrales de pintura.

No. del trimestre 1 2 3 |. 4

Litros de pintura (103) | 90| 260 [ 490 | 360

La fdbrica puede producir 3u0,u00 Lts. de pinctura por
trimestre, excepto en el trimestre nfmero dos en el cuat, debiuo a va-
caciones, reduce su capacidad de produccifn o 250,000 lts., El costo de
produccifn de caua litro de pinwura es 21,40 y =e vende a $2.00 . La
féhrica puede almacenar la pintura de un trimestre a otro a un costo -
de $0°20/ltc, Para cumplir el contrato la campafifa tiene la opciSn de
camprar pintura de un competidor a $2.00/1t. si es necesario.

La gerencia de la ffbrica desea determinar un plan
de produccifn y compra de pintura al campetidor que satisfaga los re-
querimientos del contrato a costo minimo.

Formular el correspondiente modeloc lineal.

Solucibn:

Variables de decisifn. Sean

x; la produccién de pintura en el trimestre i. (1t.x10°).

wi' la cantidad de pintura comprada al competidor en el trimestre i
(1t.x10%),

¥i el nivel de inventario a final del trimestre i (ltox103) o
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Objetivo: Minimizar los costos de produccifin de la pintura necesaria
para satisfacer el pedido dado.

Entonces: el planteamiento de este problema consiste en
4

4 3
Minimizar 2='1.5§ X, +2§ W + 0,2 & Yy

j=1 =1 j=1
Sujeta a

a. Restricciones por balance de inventario.
¥ MYy = %
yl+x2 +w2 Hyz = 1a0
Yy X3 * W+ ¥g = 490
Y3 + X, + W, = 360
b. Restricciones debidas a la capaciaad de produccifin.
X £, 3QJ
J_ —
X, < 250
xq <. 300
< 300
C. Restricciones de no negatividad.

X, >u; ylz_o; Wy > 0; 1=1,.0.. 4; i=1.2,3.

1

4.4.4, Problemg de rlaneacifin.

La regifn que se localiza en Yautepec, Mpr, comprende una
extensifn de 3145 hectfreas abiertas al cultivo y sirven como abastect
miento ae materia prima al ingenio azucarero Gacalco.

Ios agricultores son en total 1,8QU ejidatarics y aebido a
las siguientes razones, la mayorfa emplea sus recursos para la produc—
c16n de tres variedades distintas de cafia de azlcar.

i. la reglamentacifn juridica respecto a las zonas agrfcolas cercanas
a 103 1ngenios azucareros. |

1i, Kl ingenio otorga cr&ditos a los agricultores siempre y cuapdo pro
duzcan cafia de azficar,



106

iii. El ingenio compra la produccién total de la cafa de azficar.

'El tener los agricultores asegurada la venta total de su
cosecha 1o suponen véntajoso, sin embargo el ingenio tiene una ca
pacidad de molienda anual limitada a 500,000 toneladas 'y es posib
le que una sobreproduccién del campo, ocasione problemas para su
posible comercializacién., -

Los agricultores tienen axperiencia en la produccidbn de
frijol, jitomate y arroz, ya gque también han sido sembrados pero
con fines de autoconsumo més que de mercado, aln cuando existen

precios de garantia para estos productos.

La cantidad de agua disponible por mes es ai=2,800 m3,
i=l,...,12. Por otra parte, la cantidad de agua mensual gue utili
za cada tipo de cultivo por hectirea es Sij' i=1,...,12; j=1,...,¢
viene dada en la siguiente tabla.

MB/ha. Cana 1 Cana 2 Cana 3 Jitomate Frijol Arroz
Mes 1 .2637 . 2637 .2637 .5274 . 3956 2.56
Mes 2 .5274 .3956 2.56
Mes 3 , 2637 .2637 1.548 2.56
Mes 4 .2637 .2637 .2637 .5274 2.56
Mes 5 .2637 . 2637 .2637 .5274 2.56
Mes 6 . : .5274 .7912 2.2
Mes 7 ' .5274 .7912 2.52
Mes 8B .5274 .5274 .5274 .5274 2.6
Mes 9 .2673 .2673 .2673 .5274 2.56
Mes 10 .2673 .2673 .2673 .5274 2.8
Mes 11 .2673 .5274 2.72
Mes 12

L.os rendimientos gue se obtienen al sembrar cafa tipo 1,

2,3, jitomate, frijol y arroz son 162, 161, 133, 5.4, 20.4 y 31.7

Tons./ha., respectivamente.
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Los costog de produccitn y p;recios de venta. estin dados en
1a siguiente tabla,

Cafia 1. . Cafia 2. . Cafia 3 . Jitamate.  Frijol. . . Arroz

Costo $/ha, 83 75 80 700 500 600
Precio $/ton, 125 . 128 . 120. .1,000 .. 1,200 . 1,100

El gobierno del estado desea saber el patrén de produccifn
que optimiza la ganancia de la regifn durante un afio, si para todos 1os
cultivos la cosecha se tiene que esperar un afo.

Formular el correspondiente modelo lineal.
Solucibn.
Variables de decisifin: sea

X,
17

i=l, ... , 6 el nfimero de hectfreas a sambrar de cada wo de los
cultivos. '

Ademfis tenemos:
p;r =1, ..o , 6 el precio de venta de cada uno de los cultivos.

C;r 471, <00 , & el costo por hectfirea de cada uno de los cultivos.

Ri' i=l, ¢co , 6 el rendimiento por hectfirea de cada uno de los culti
VOSs,

Entonces, el costo de producir X; hectfireas del cultivo i est& dado por
X.y C;y i=1,.0.,8,
Yelingresoqtlesetetﬂraporcultivarxihectareasdelcultiwies:
Ri“'Pixi' icl, . 5 - 4 6.
Objetivo: Maximizar los ingresos de los ejidataxios,
Entonces, la funcién objetivo serf:

Maximizar z = gxi (Ripi —_ci), esto es:

i=1
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+20533x2+15880x +4700x ,+23980x,.+34270x

Maximizar z=20167x 3 4 5 6

1

Sujeta a
a. Restricciones de disponibilidad de tierra.
)+t Xy + Xy X, 4+ X+ X

b. Restriccibn de capacidad de molienda

< 3135

162x1+161x2+133x3 < 500 000

c. Restriccicnes por disponibilidad de agua.

0.2637x1+0.2637x2+0.2637x3+0.5274x4+0.3556x5+2.56x6 < 2800
0.5274x4+0.3956x5+2.56x6 < 2800
0.2637x1 +0.2637x3+1.548 X, +2.56x6 < 2800
0.2637x1+0.2637x2+0.2637x3+0.5274x4 +2.56x6 < 2800
0.2637xl+0.2637x2+0.2637x3+0.5274x4 +2.56x6 < 2800
0.5274x,+0.7912x,+2.2 x, < 2800
0.5274x4+0.7912x5+2.52x6 < 2800
0.5274x1+0.5274x2+0.5274x3+0.5274x4 +2.6 Xe < 2800
0.2637x2+0.2673x2+0.2673x3+0.5274x4 +2.56x6 < 2800
Q.2673xl+0.2673x2+0.2673x3+0.5274x4 +2.8 Xe < 2800
0.2673x; +0.5274x, +2.72%; < 2800
d. Restriccib6n de rio negatividad.
xi > 0; i=1,...,6.
4.4.5. Problema de inversiones.

Un inversionista dispone de $4 000 000.00 y desea es
tablecer un plan de inversiones gue maximice la cantidad de dinero
gue puede acumular al final de los pr6ximos cinco anos.

El inversionista dispone de varias opciones o activi
dades financieras. En la actividad A, cada peso invertido al comien
zo de un ano produce $1.50 (una ganancia de $0.50) dos anos mds tar

de (en el momento preciso para una reinversifn).En la actividad B c.



108

da peso invertido al principjo de un afio le produce $1,8Q tres afos
despuBs, Se tienen ademfs dos actividades financieras C y D que es-
tarén disponibles solamente una vez en el futuro. Cada peso inverti-
do en C, al camienzo del segundo afio, produce $2.25 cuatro afios més
tarde, Finalmente en la actividad D, cada peso invertido al princi-
pio del quinto ano produce $l.,30maﬁo:rﬁstardeo
Formular el correspondiente modelo lineal.
Solucisn:
Variables de decicifin; sean
X5 la cantidad de dinero invertido al principic del ano i,
i=1l, . . o, 5 en la actividad j, j=A, B, C, D.

w. la cantidad de dinero que mo se invierte al principio -
t del afo i,
i:l' o o ©o p So
Objetivo: maximizar las utilidades, proporcionadas por la imversifn del
capital disponible, al final del quinto afo.
Podemps visualizar las cuatro opciones financieras de la siguiente manera:

Agtividad A&,

x X - X %4
Ia 12A y| 3a A
o 1 2 3 4 g
Tnicio del Inicio del Inicio del Inicio det Inicio dei F;m del
ano 1 ano 2 a.nJo 3 ano 4 afio 5 afo 5
X ' X X
x1A 2, 3, 4,

Actividad B,

zﬁa [% o

0 1 2 3 4 5
Tnicio del Inicio del Inicio del Inicio del 1Inicio del Fin del
ano 1 anho 2 ano 3 ajx":o 4 ino 5 . alﬁo 5
X X X
13 35 35
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Actividad ¢

| ™2
[ 4 c i i [ ] 3
0 o 1 2 3 4 5
191010 del Inicio del Inicio del Inicio del Inicio del Fin del
ano 1 ano 2 ano 3 ano 4 * ano 5 ano b5
l 2.25 x,
Actividad D c
. ) x. -
| P
5 1 5 3 4 5
Igicio del Inicio del Inicio del Inicio del Inicio del Fin del
ano 1 ano 2 ano 3 anc 4 ano 5 ano 5
11.3 X
5D

Cao el objetivo es maximizar el dinero acumulado al final del
quinto ano, la funcifn objetivo seré:
Maximizar z = 1.5x4 + l.Bx3 +2.25x2 +1.30x5

sujeta a las siguientes restricciones:

Xy + Xy wl =4 000 000
Xq X, + X, + Wa =wl
x3 + x3 +w3 =w2 + l.5x2
x4 +w4 =w3 + 1.5x2 + l.Bx1
x5 +w5 =w4 + l.5x3 + l.8x2
iy 2 0, i=1,...,5; 3J=A, B, C, D
w. > 0, i=1,....,5

4.4.6, Prcoblema de contratacién.

La compahfia a&rea Aeronaves del Pacifico necesita de¢
terminar cuantas aeromozas contratar y adiestrar en los préximos
sels neses. Las necesidades de la compania expresadas como horas-

vuelo~-aeromoza son:

Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio

8000 9000 7000 10000 9000 11000
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En entrenamiento necesario para que una aeromoza dé
servicio en un vuelo dura un mes, por lo que cada muchacha debe contra

tarse por lo menos un mes antes,

El entrenamiento necesita 100 horas de supervisidn
de aeromozas ya entrenadas, por lo que se dispone de 100 horas-vuelo

-aeromoza menos; durante un mes por cada aeromoza en entrenamiento,

Cada aeromoza entrenada puede trabajar 150 horas en
un mes y la compaiila a€rea tiene 60 aeromozas entrenadas al principio

de enero.

Por razones sindicales, si el tiempo miximo disponi
ble de las aeromozas entrenadas excede al requerido por la compafila en
el mes (horas-vuelo y supervisidn), estas trabajaradn menos de 150 ho-
ras y no se despide a nadie. S5in embargo, en cada mes, aproximadamente
el 10%Z de las aeromozas con experiencia dejan el trabajo por razones de
matrimoﬁio u otras., Ademis, en cada mes, 5% de las personas que se con

tratan (y terminan su entrenamiento} son rechazadas por varias razones.

Considerando los salarios y otros beneficios cada - .
aeromoza adiestrada cuesta a la compaiifa mensualmente $20,000,00 y ca-
da aeromoza en entrenamiento $10,000,00. La compafifa a&rea desea deter
minar el plan de contratacidn y adiestramiento de aeromozas a costo mI
nimo,

Formular el correspondiente modelo lineal,
Solucidn:

Variables de decisidn: sean
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X, - el nGmero de personas contratadas que principian su entrena-
miento al inicio del mes t ,{t=1,...,5}.

Ye- el nfimerc de aeromozas entrenadas al principio del mes t,
(t=1,...,6).

Dt_ el nGmero de horas-vuelo-aeromozas necesarias en el mes t,
(t=1,...,5) . (ver tabla anterior).

Objetivo: Minimizar los costos de contratacibdn y entrenamiento

gue satisfagan las necesidadeé de la compania.

En este caso, la funcién objetivo seré:
6

Minimizar z = 20,000 £ y, + 10,000
t=1" ¢t t

X
1 t

1o

sujeta a
a. Restricciones debidas a la disponibilidad ae aeromozas:
Yegep = 0.95x, + 0.9y, t=1,2,...,5
y1=60.

Y desarrollando estas restricciones obtenemos:

Y, = 60

+

Yy 7 0.95xl 0.9yl

Yy < 0.95x2 + 0.9y2

Yq = 0.95x3 + 0.9y3
Yg = 0.95x, + 0.9y4

Y = 0.95x5 + 0.9y5
b. Restricciones de demanda de horas-vuelo:

150 Yo > Dt + lOOxt, t=1,...,6

x6 = 0.
Y desarrollando obtenemos:

150yl > 8000 + 100xl 150y4 > 10000 + lOOx4

150y, > 9000 + 100x, 150y, > 9000 + 100xg

150y, > 7000 + 100x, 150y > 11000
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Co Restricciones de no negatividad.
X, 20 =1, « o o, 5
Y, 30 2l . 0 o, 6
4,4,7 Problema de contratacion

Una compafila de productos quimicos que labora las
24 horas del dfa tiene las siguientes necesidades de personal t&cmico

y especlalizado,

Personal Personal
Periodo =  Hora del dfa Téenteo Especializado

i 0610 20 8
2 10-14 40 12
3 14-18 80 15
4 18-22 45

5 22~02 25 3
6 02-06 1Q 2

Observamos que el perfodo 1 sigue el perfodo 6., B8e considera que cada
persona en la compafila, labora 8 horas consecutivas,

En esta compaiila el acuerdo sindjcal establece que
en fodo momento debe haber por lo menos tres veces el nimero de perso-
nal técnico que de personal especializado. La combaﬁia desea determi-
nar el mTnimo nimero de personal técnice y especializado ?ara satisfa-
cer sus necesidades de trabajo.

Formular el correspondiente modelo de programacidn lineal.
Solucidn: |
Variables de decisifn: sean

X
t el nimero de personas t&cnicas que entran a trabajax en el perie-

do= ,t=1,.oa,6

Y El nlmero de personas especializadas que entran a traba-
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jar en el perfodo t, t=1,..,, 6

Objetivo: Minimizar el personal contratado que satisfaga las ng
cesidades de la compafifa.

Entonces, la funci6n objetivo ser&: -

6
Minimizar 2 = I xt + Yt
t=1
Sujeta a
a. Restricciones de personal técnico.
X + xXe > 20
X + x; > 40
X3 + X2 > 80
Xy + X3 > 45
g + X 325
Xg + X5 > 10
b. Restricciones de personal especializado.
Yir + ¥e > 8B
Yz + ¥y > 12
yi + ¥2 > 15
Yu * y3 > 9
¥5 * Yu 2
Ye v ¥s 2
C. Restricciones sindicales.
(x; + %g) —- 3(y, + ¥e)> 0
(x, + x;) - 3(y, + ¥,)> 0
(X, + %x,) = 3(¥; + ¥2)>0
(X, + X,) = 3y, + ¥,)2>0
(xe + x,) = 3(yq +¥h)?_0
(xs + Xs) - 3(Y5 + YS)_>_ 0



do Restricciones de no negatividad,

xt 20; yt _ O; £t = 1, 000,6

4,4,8, Problema de cortes.

La compaiila CRISOL produce‘espejos de 2m. de anche
por 2,5m, de largo. Estos espejos son, en general, demasiado anchos
0 largos y deben ser cortados para satisfacer necesidades de los com
pradores en cada mes. En el prdximo mes, especIficamente, se tienen

los sigulentes pedidos.

Cliente Tamafio del espejo NGmero de espejos

1 2,00 M, x 1,50 M, 300
2 2.00 M, x 2,00 M, 200
3 1,00 M. x 1,00 M, 125
4 1,00 M, x 1,50 M, 100

El administrador de la compaiiia desea establecer un plan de determi-
nar cuntos espejos estlndar producir y cdmo cortarlos para satisfacer
los pedidos anteriores.
Formular un modelo de programacifn para este problema,
Solucidn,

Camos a cobtener todas las combinaciones posibles de
corte, asl como sus respectivos desperdicios, ya que nuestro objetivo

es minimizar los desperdicics.

Combinacidn C or t e s Desperdicio
1 1 (2.00x1,.50) ‘ 2,0
2 1 (2,00x1.50)+ 1 (1,00xl,.50) 0,50
3 1 {(2.00x1,50)+ 1 (1.,00%x1,00) 1.0
4 L (2,00x1.50)+ 2 (1,00x1,00) 0.0
5 1 (2,00 x 2.00) 1.0
6 1 (1,00 x 1.00) 4,0
7 2 (1.00 x 1,00) 3.0
8 3 (1,00 x 1.00) 2,0
g 4 (1,00 x 1,00) 1.0

1o 1 (1,00 x 1,000+ 1{1.00x1.,50) 2,50
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Combinaci®n Cortes Desperdicio
- 11 1 (1.00x1:.00) + .2(1.00x1,50) - 1.00 !
£o12 2 (1.00%x1.00) + 1(1.00%x1.50) 1.50
a3 2 (1.00x1.00) + 2(1.00x1.50) . 0.0 _
14 3 (1.00x1.00) + 1(1.00%1.50) 0.50 -
s 1 (1.00x1.50) : 3.50
16 2 (1.00x1.50) 2.00
17 <3 (1.00x1.50) ) 0.50

Entonces tenemoaﬁ

Variables de desicifn: Sea x, el nGmero de espejos cortados con

la combinaci6én i, 1i=1,...,17.
Objetivo: Minimizar desperdicios.
En el siquiente cuadro se muestran los pedidos o deman-
da que tiene la compafifa y las combinaciones de la 1 a la 17 con

las cuales se satisface el pedido.

Caambina— :
Pe— J1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 117 12 13 14 15 16 17
dido.
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o _0 0
2 0 0 0 o 1 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0o 0
3 0 0 1 2 0 1 2 3 4 1 1 2 2 3 0 0 0
4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 2 1 1 2 3
DPesperdicio |2.0 0.51.0 0 1.0 4.0 3.02.01.0 2,51.01.5 0 0.53.52.00.5

Entonces, la funcidn objetivo es:

Minimizar 2z = 2x1+0.5x2+x3+x5+4x6+3x7+2x8+x9+2.5x10+x11+1.5x12+

+0.5:::143.5:4:154—2::16+0.Szw.l.7

sujeta a

>3
X X Kt X, 2300

200
Xg b

x3+2x4 +x6+2x7+3x8+4x9+x10+ 11 +2x +2x13 EHA >125

X, Xy gF 2K 1t X o¥2Xg gt Xy A 4K (43X 52100
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4,4.9, Problema de mezclas.

Una fabrica de licores importa tres tipos de whisky: A, B
Yy C. ILos mezcla de acuerdo a sus recetas que egpecifican los porcen-
tajes miximos y minimos de los tipos.A y C en cada mezcla camo se mues

tra en la siguiente tabla,

Mezcla Especificaciones Precio por barril
Punto azul No menos del 60% de A $ 6,80
No mis del 20% de C
Punto rojo "No mas del 60% de C $ 5,70
No menos del 15%de A
Punto negro No mis del 50% de C $ 4,50

Ia disponibilidad de los tres grados de whisky y sus precio son:

Whisky Cantidad mixima disponible Qosto por barril
en barrilles/dfa
A 2,000 $ 7.00
B 2,500 $ 5.0U
C 1,200 $ 4,00

la fahrica desea saber la .poli'tica de campras que maximice sus utili-
dades.
Fornmlar un MO_de programacidn lineal para este problema.
Solucifn.
Variables de decisifn, Sean

X, el nftmero de barriles de whisky tipo k, k=A,B,C.

y. el nfimero de barriles de licor tipo j, j=A,R,N.

3
. @l nfimero de barriles de whisky tipo k, usado en la
xkj Fo

mezcla de licor tipo j, k=p, B,C; 3= A, R, N.
Objetivo:
maximizar las utilidades que por fabricacidn y venta de
los licores punto azul, rojo y negro tiene la f&hrica de

licores,
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Entonces el problema consiste en:

Maximizar z=6uSOyAfSQ70yR+4°50yN—7°OOXAfSDOOXB—4DOOXC

Sujeta a
a. Restricciones de consistencia, )
*Aa AR AN R
*Ba *Br BN ¥
*ea™croN e
XaaT¥patXca=Yy
EARMBRYXCR™YR
AN N en N
be Restricciones de especificaciones.
X > 0,6
aa = 7 a g £ 0.6y Xy % 005y
XCA_(.O,,ZyA xARa -°15YK
C, Restricciones de disponibilidad.
fo_. 2,000 xBf 2,500 ; % < 1,200,
do Restricciones de no negatividad.
sz_vo; Yj > 0; xkj ZO; k=A,B,C; i=A,R,N.
4,5, Métodos de solucidn,

Antes de describir los m&todos de solucidon de los modelos de
programacidén lineal analizados en la seccidn anterior, deberemos esta-
blecer conceptos de programacidén lineal.

4,5,1, Solucibn factible bAsica y solucidn &ptima,

Consideremos el sistema de ecuaciones.
Ax=b

Donde A es una matriz de m renglones y n columnas; b, un vector
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K

A

columna de m componentes, y x es un vector columna de n variables,
Supongamos que el rango de la matriz A es m, ﬁor lo que entonces es
posible elegif m coluﬁnas de A que sean linealmente independientes
y sin pérdida dé generalidad puede considerarsé que estas son las -
primeras m columnas, lasg cuales forman una submatriz de A de orden
mxm, no singular la que denominaremos B, De esta forma podemos es-
cribir A= B,R donde R es otra submatriz de A formada por las n-m

columnas restantes de A,

B2 ¥R T donde %y es la dimensidn m el cual es-

Definamos ahora x= x
td asociado a la matriz B; x_ es la dimensidn n-m y estd asocilado a
la matriz R, Entonces podemos escribir;

Ax= B,R X, = b

Hacilendo xr=Oo obtenemos una solucifn para Ax=b, ya que BxB=b ¥ por

ser B no singular, entonces xB=B —lb, esto es,

T

X= XpaXp = B-lb,O B

Esta solucibn se denomina un solucidn bAsica con respecto a la base

B y los componentes de x asoclados a las columnas de B, esto es, los

componentes de.xB se denominan varjables bisicas. S1 una o mis de las

variables basicas tilene valor cero decimos que la solucidn basica es
generada, Observemos que en una sgluciﬁn bdsica no degenerada es in-
mediata la identificacidn de las columnas de A que forman - la matriz
no gingular B, En cambio, en una solucidn degenerada existe cilerta am
biguedad para identificar B, ya que las variables bdsicas con valor

cero pueden ser confundidas con las variables no basicas cuyo valor es

también cero. Consideremos el sigulente problema de programacidn lineal.
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Minimizar Z=cx

Ax = b

x= >0

-

donde A es una matriz de orden m x n; b, un vector columna de m compo

nentes; ¢, un vector hilera de n componentes y X eg un vector co—
lumna de n componentes a determinar. Decimos que x es una solucidn
factible si satisface las restricciones del problema, S1 la solucidn

factible es tambi&n bisica, se denomina solucién factible bdgica. Si

en la solucidn factible basica, una o mis de las variables basicas son

nulas, entonces se trata de una solucidn factible bisica degenerada.

Finalmente, una solucifn factible bdsica para la cual
la funcidn objetivo adquiere un valor mInimo se denomina solucidn &p-—
tima,

4.5,2, Método de solucidn grifica.

En esta seccidn describiremos un procedimiento geo-
métrico para resolver problemas de programacifn lineal, Cabe aclarar
que este método sdlo lo podemos aplicar a problemas pequefios a lo mds
de tres variables, Sin embargo, este método ayuda en gran manera a
entender varios conceptos importantes de la programacidn l-inealc
Consideremos el siguiente problema de programacidon lineal:

Minimice Z = cx

Soda
Ax =>b
x>0

debemos observar que la regidn factible consiste de todos los vectores
x que satisfagan:
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Ax > b
x>0
De entre todos estos puntos, nosotros querémos encontrar un punto
que haga mfnimo el valor de cx. Como 2z es la funcién a ser minimi
zada, entonces el planb {linea en un espacio de dos simensiones)
jglcj xj=z deberd desplazarse en forma paralela a :si mismo en la
direcci6n que minimice en mayor grado la funcifn objetivo. Esta
direccifn es -C y por lo tanto al plano se deberi mover en la di-

reccién -C tanto como sea posible. Este proceso se ilustra en la

figura 4.3.

X2 Objetivo decrece

~ * R ;
c1x1+c2x2 Zz < ziV1

1X1+6,%552,

Figura 4.3. Soluci6én geométrica.

Observamos que cuando alcanzamos el punto x*, la lfnea z*=c1xi+c2x5

no la podemos desplazar ya en la direccié6n -c, donde -c =

= (_cl'_CZ) ya que nos saldrfamos de la regién factible, por
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1o cual podemos concluir gue x* es la soluci6n Sptima. En el caso

de que tuviésemos un probiema de maximizacién, el plano cx=z debe
r& trasladarse paralelamente a si mismo, tanto como sea-posiblee
pero ahora en la direccién c.

El proceso antes descrito resulta conveniente aplicarlo a proble-
mas con dos variables, y se complica wun poco'para problemas con
tres variables y obviamente no lo podemos aplicar a problemas que
involucren mis de tres variables.

Podemos observar de la figura 4.3 que el punto x* es uno de los cin
co vértices que definen la regién factible. Estos vértices son lla

mados puntos extremos. Como veremos mds adelante, si un problema de

programaci6n lineal tiene una sgsoluciftn &6ptima finita, esta se
alcanza en un punto extremo.

Ejemplo 4.2.

Minimice 2z = Xy - 3x2
s.a
X, + X, < 6 (:)
X, + 2x2 <8 (:)
X, > 0, X, > 0

objetivo decrece

l-2.,—x1‘—3x§=z*=-46/3

b4

0,

c> 0=z1=—x1-3x2
Figura 4.4. Ejemplo numérico de solucifn geométrica.
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Ia regifn factible se muestra en la figura 4.4 (re-
gi6n asciurada). Ia primera y sequnda restricciones estfin represen-
tadas "abajo” de las-1fneas 1 y 2 debido al sentido de la desigual-
dad. Ia restriceibn de no negatividad restringe los puntos a estar
en el primer cuadrante. la ecuacibn z=x,~3x,=0 se denomina el contor-

o ‘ohjetivo y pasa a través del origen.

Los contormes se trasladan paralelamente a si miswos
en la direccidn -c=(1,3] tanto camo sea posible hasta localizar el

punto Gptimo x*=(4/3, 14/3}To

Fn el ejamplo anterior, la solucifn Sptima es finica.
Pero se pueden presentar otros casos, dependiendo de la estructura que
presente el problema., Todos los posibles casos que pueden surgir, en

un problema de optimizacifin lineal, a contimiacifin se analizan.

i,  Solucifn Sptima finita Gnica.

Si la solucifn Gptima finita es (inica,entonces, esta
ocurre en un punto extremo. lasg figuras 4.5 (@) y (b) muestran wna so
lucibn Optima finita. En la figura 4.5 (a) la regibn factible es aco
tada, esto es, existe un holsa abierta con centro en el origen de ra=-
dio finito, que contiene la regitn factible., En la figura 4.5 (b) la
regifin factible es no acotada.o En cada casp, la solucifn Sptima es
Gnica y finita.
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N

N

22
21 X
(b}
Figura 4.5. Solucidn 6ptima finita Gnica: (a) - regién factible aco-

tada; (b) - regidén factible no acotada.

ii. Soluciones alternativas 6ptimas finitas.

Este caso se ilustra en la fiqura 4.6. Observamos que en 1a

figura 4.6 (a) la regidon factible es acotada. Los dos puntos vérti
* * .
ces u y v son dptimos y también son Optimos todos los puntos soO-

* ok .
bre el segmento de recta u v . En la figura 4.6 (b) 1a regi6n facti
ble es no acotada pero el objetivo dptimo es finito. Todo punto del

*
"rayo" con vértice en x es Ooptimo.

~ (a) - (b)

Figura 4.6. Soluciones alteriativas dptimas. (a) - regién factible

acotada. (b) - r=gién factible no acotada.
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iii, Solucién 6ptima no acotada.

Esté-éaso.se ilustra en la Figura 4.7 dondé tanto la
regibn factible como la éolucién 6ptima son no acotados. Para un
problema de minimizaci®n el-plano cx = z s€ puede trasladar parale
lamente a si mismo en la direccifén —c indefinidamente, intersectén
dose siempre, con la regibn factible. En este caso la funcidn ob-

jetivo alcanzard su Sptimo en +9®,
Z
X2 8 n\

El contorno objetivo puede
trasladarse indefinidamen-

te en la direccifn -c.

A xl

\\Figura 4.7 Solucibn Sptima no acotada.

iv. Regidn factible vacia.

En este caso el sistema de ecuaciones ¥/0 desigualdades de

finen de manera inconsistente a la reqib6n factible. Para ilustrar lo

anterior, consideremos el siguiente problema:

Minimizar 2 = -2x; + 3X3
S.a. =¥, + 2x2 < 2 (:)
2x;, + ¥2 < 3 (:)
K2 > '4‘(:)'
1 > 0; x2 > 0

Examinando la Figura 4.8 vemos que no existe un punto (x;, X;) tal -
que satisfaga las desiguladades-dadas. El problema entonces se dice

que es no factible, inconsistente o con reqifn factible vacia.
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Fy

et b e
/ }2
1

Figura 4.8. Rengl®én factible vacia.

4.5.3., MBtodos de solucibn iterativos. lLos diferentes métodos de solu
c_iﬁn o algoritmos de programacifn lineal serfn discutidos en los capi
tulos posteriores. Solo cabe aclarar que Intuitivamente pensamos que
un algoritmo como un proceso iterativo que general una sucesifn de -
puntos, cada uno calclado en base a su Informacitn cedida por los -
puntos anteriores. Teniendo en mente esto, veremos en los siguientes

capitulos los algoritmos simplex, dual simplex, del transporte y otros,

4.6, ‘Conceptos bisicos de programacifn lineal.

Un problema de programacifn lineal consiste en la ma
ximizacidn o minimizaci®n de una funcifn lineal de varias variables
sujetas a restricciones lineales en estas migmas variables. Una for-
ma particular, a la que cualquier problema lineal puede ser transfor-

mado, es la siguiente forma estindar:
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Minimice Z = Cyxy + CyX, + ... 4 cnxn
s.a |
a11x11+ a12x2+...+ a x = b1
a,q%q * a22x2+...+a2nxn = b2
a 1%q + am2x2+...+amnxn = bn
xy > 0, X, >0, ... 3 xn > 0

donde los coeficientes ajso bi Yy o son nQmeros reales,
y x., 3 = 1,...,n son las variables a determinar. Una

forma compacta y usual de escribir (P) es:

Minimice Z = cXx
s5.a

AX = Db

X_?_O

donde A es una matriz m x n; ¢ un vector hilera de n
compeonentes; b, un vector columna de m componentes y X,

un vector columna de n variables.
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Existen dos formas conocidas a las cuales se puede transfor-

mar cualquier problema de programacifn lineal, la forma estdndar y

la forma canénica.

forma estdndar si

variables y todos

método

simplex se

Un probiema de programacidn lineal estard en la
todas jas restricciones son igualdad y todas las
los componentes del vector b son negativos. EI

puede utilizar sb6lo después de haber hecho las

transformaciones necesarias para expresar el modelo lineal en la

forma estédndar.

dad,

€16n estd en forma canbnica si
y todas las restricciones son del tipo >

maximizacién estard expresado en la forma candnica si

especialmante en teoria de dualidad.

La forma candnica es con

todas las

frecuencia de gran utili-

Un problema de minimiza-

variables son no negativas
Un problema lineal de

todas las va

riables son no negativas y las restricciones son del tipo < . En

la tabla 4.1 se ilustran las formas estdndar y candnica.

PROBLEMA DE MINIMIZACICN PROBLEMA DE MAXIMIZACION
n n
Minimizar Z= L c.x. Maximizar £= ¢ c.x,
. j=1 93 j=1 3 9
Forma | Sujeto a Sujeto a
< n ' n
estan
— £ a..x.=b,, i=1, »M £ a,.x.=b., i=1,. ,m
-9 123 1 co1 130 1
dar 3=1 i=1
X520, J=l,...,n X520, J=l,...,n
n n
Minimizar Z= T cCc.x. Maximizar Z= I c.X
j=1 J J j=1 J )
Forma Sujeto a Sujeto a
cand n n '
;E1aijx33bi’ i=1, »M jzlaijxjib1 , 1=1, ,m
nica Vo
xj >0, j=l,...,n xj > 0, i=1, , N
Formas estandar y canénica.
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Yamos a analizar todos los casos.que se pueden presentar
en un problema de programacidon lineal y 10s pasos que debemos
dar para hacer las transformaciones correspondientes.

a). Desiqualdades e iqualdades.

Una desiqualdad (inecuacidén) puede fdcilmente ser transfor

mada en igualdad (ecuaci6n). Consideremos que las restricciones

dadas son 'gl ;5% E.bﬁ' Estas restricciones en forma de desigual

dad las poj;mos poner en forma de iguaﬁdad restando una variable

con lo cual obtenemos _;la
: j=

de holgura no negativa x . §3%i5 %n+i”

b. con xn+i > 0. De manera semejante, las restricciones

i
n n
X . i L XL = b, . .
jE]a‘JxJ < b, son equivalentes a 'E]a‘JxJ Xn+1 b, con x ., >0

: n
También una igualdad de la forma I aijszbi la podemos transfor-
j=1 '
n n

mar en dos desmua]dadesjflaijxj < bi yjflaijxj > bi‘

b}. No negatividad de las variables.

Para muchos problemas practicos las variables representan
cantidades fisicas y bor 1o tanto deben ser no negativas. E1 méto
do simplex resuelve problemas lineales donde las variables son no
negativas. Si una variable x; es irrestricta (libre) en el signo,

podemos reemplazarla por xé-xj', donde x3 >0y xi' > 0. Si x.>1.

J— 1
entonces la nueva variable x3=xj-1j es automdticamente no negati-
va. Si la variable xj estd restringida de tal manera que X3 < uj

donde u; < 0, entonces hacemos la sustitucion xj=uj-x y con ello

J
tenemos una variable no negativa.

c). Problemas de minimizacién y maximizacion.

Otro problema de manipulacidén que se presenta es convertir

un probiema de maximizacidén a uno de minimizacién y a la inversa,
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esto es , convertir un problema de minimizacién en uno de maximi-

zacibn. Observamos que sobre cualquier regifn se cumple

n n
Maximo I c¢.x, = -Minimo I -c.x.
j=1 Jj7d j=1 J
Por lo tanto, un problema de maximizacién (minimizacién) lo pode-

mos transformar a un problema de minimizacién (maximizacidén) mul-
tiplicando los coeficientes de la funcién objetivo por -1. Des-
pués de la optimizacién del nuevo problema la func}én objetivo del
problema original serd -1 veces la funcifn objetivo del problema
transformado.

Vamos a ver algunos ejemplos.

Ejemplo 4.3.

Considere el problema lineal (P):

Minimice Z = €1%q + CoX, Minimice Z = CqXq + CoXy
s.a s.a
(P) a11% + a, 1%, < b1 (P') a11x1+a12x2+x3 =b1
321%1 * 322%2 2 B 321%1%%22%2 X470
xy 20, x, 20 X120, x,20, x;>0, x,>0

Es inmediato que (P) es equivalente a (P') y que este se encuentra
en la forma estadndar. Este método de transformar las restriccio-
nes de desigualdad en restricciones de jgualdad, se denomina méto
do de variables de holgura.

Ejemplo 4.4.

Considere el problema lineal (P):
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H1n1m1cg Z = C1Xy * €%,
5.a.
X1 e Ty
P =
(P) 450X *+ B,5%, = by,
X1 2 0; Xq libre.

Existen escencialmente dos métodos para transformar una variable
no restringida en una restringida.

-X, donde x5 > 0 y x, > 0. En este caso el pro

3 74 3
blema lineal (P) es equivalente a (P') y este se encuentra en la

Método a. Sea x2=x

forma estédndar,
Minimice 7 = clxl + czx2 - c2x4

S5.4a

a X, + a

11%1 12%3 © 212%4 T P
(P") C 1% o @p2%3 T 4%y T
Xy > 0. Xg > 0; Xq 2 0.

Método b. Supongamos que en el problema (P) azzf 0. Entonces, po-
demos despejar Xy de la segunda ecuacidn y sustituir su valor en
la restante. En este caso el problema lineal (P) es equivalente a
(P'')y este se encdéntra, excepto por una constante,en la forma

estdndar.

Minimice Z = (cl-c2a21/a22)xl + c2b2/a22

(b 1) (3117312 271 3pp)%1 = Py-ayp/ay,

X1>

Ejemplo 4.5.

Consideremos la iden ida::
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‘Miaximo { cx; xeS } = -mfnimo { -cx; xeS },
donde ¢ es un vector hilera de n componentes; X%, un vector co
lumna‘de n componentes y S, un conjunto en el espacio R". Esta
identidad permite transformar problemas lineales de maximiza-

cibén en, excepto por el signo, problemas de minimizacifn.

4.6.1. Teorema fundamental de la programacién lineal.

En la solucif6n de problemas de programaci6n lineal, el
papel que desempenan las soluciones factibles b&sicas es de
primordial importancia. Especificamente, el teorema fundamen-
tal de la programaci6én lineal demuestra que en la determina-
ci6én de soluciones 6ptimas del problema lineal, en forma es-—
tdndar, es finicamente necesario considerar las soluciones fac
tibles bisicas de este problema. Dado el problema:

Minimizar 2z = cx

sujeto a
Ax = b

X >0 (4.3)

donde A es una matriz de m renglones y n columnas y ademds de
rango m; b es un vector columna de m componentes; ¢ es un vec-
tor renglén de n componentes y x es un vector columna de n va-
riables.

i. Si existe una solucifn factible, existe una solucidn fac-

tible gque es bisica.
i11. Si existe una soluciér factible O6ptima, existe una sc

luciin factible bdcsica, que es Optima.
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Demostracién.

i, Sean Ays855.0 .52 las columnas de A'y supongamos que
x=(x1,x2,...,xn)T es una solucién factible, esto es, x>0
y ademds Ax=b. En términoslde la columpa de A se satisface

* Xga, +..+ x @ = b, x> 0, i=1,...,n (4.4)

X1 n i

Supongamos que exactamente p de las x1(1=1.....n) son mayores
que cero, y por conveniencia y'sin pérdida de generalidad, supo
nemos que estas son las primeras p compbnentes de x, 1uego se
tiene:

+ X

o+ = b; x; >0, j=1,...,p (4.5)

Yy xk=0, k=p+l,...,n., Bajo esta suposicidon se presentan dos casos,
correspondientes a la independencia o dependencia lineal del con

junto RRTRLA respectivamente.

Caso 1. 1,...,p forman un conjunto de vectores linelmente

independientes. Es obvio que p < m por ser el rango de

A igual a m. Si p=m la solucid6n es basica factible, ¥y

por lo tanto, la prueba termina. Si p<m, es posible se
leccionar entre 10s n-p vectores columna restantes de
A, m-p vectores que junto con los p vectores que ya te
niamos, sean linealmente indebendientes, por ser el
rango de A igual a m. Las m-p componentes del vector x
correspondiente a los m-p vectores columna de A asi se
leccionados, se les asigna el valor cero, obteniendo

asi una solucidn factible bdsica degenerada.

{ aso 2. Sea al.....ap conjuntoe de vectores linealmente indepen
dientes, esto es, existen escalares Yyr---sY, DO todos
cero tales que: a1y1+...+apyp=0; yifo (4.6} para al-
guna i, i=1,...,p. Multiplicando la expresidén (4.6) por
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un escalar cualgquiera € y restdndola de la ecuacidn

(4.5) obtenemos:
(xl-eyl)a1+(x2-ey2)a2+...+(xp-eyp)ap=b : (4.7)

Observamos que esta expresifin se satisface para cual
quier e, sin embargo, para -un ¢ dado las desigualda-
des X;=Y5 > 0, i=l,...,p no se cumplen necesariamente.
Sea el vector y =(y1,y2,...,yp,O,O,...,O) elemento de
R". Podemos facilmente observar que {x-ey)} es una so-
lucidn de (4.4), y en particular, para =0 se obtie-
ne x > 0, esto es, la solucidén factible original y a-
demdas conforme e aumenta su valor (en el sentido po-
sitivo), cada uno de l1os p componentes de x-ey aumen
ta, disminuye o permanece constante, dependiendo de
que A i=l,...,p sea negativo, positivo o cero respec
tivamente. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
gque existe al menos un Yo i=l,...,n positivo, y por
1o tanto al menos una de las componentes de x-egy dismi

nuye cuando € aumenta, esto es, hagamos

€ = min. x;/y53 y5 20, i-1,...,p} (4.8)

De donde, x - ¢ y es una solucidén factible con, a lo

mas, p-1 variables positivas. Repitiendo este proceso po

demos seguir eliminando variables positivas hasta obtener
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una solucidn factible con vectores columna que sean linealmente

independientes, estableciéndose de esta manera nuevamente el Ca

so 1y 1la pruéba termina. |

ii. Sea x =(x1,...,xn) una solucidn factible éptima y suponga-

mos que xl,...,xp son positivas de manera andloga a lé.suposi—

cién hecha en la prueba de i, y nuevamente bajo esta supbsicién
se presentan dos casos & analizar.

Cas o 1l., Las columnas al,...,ap de A son linealmente indepen-
dientes. Donde la prueba es idéntica a la realizada
en 1 para el caso 1.

Cas o 2. Los vectores 15+ 8y SON linealmente dependientes.
La demostracidn eslsimilar a la expuesta en 1 para
el casc 2, perco ahora debemos demostrar que para
cualquier e, la soclucibn x-ey es 6ptima. Primera-

mente, obsérvamos que el valor de la funcidn objetivo para es-
ta solucidn factible bdsica es cx-ecy. Es claro que si cy=0 la
prueba termina (ya que ey no afecta en nada y la golucidn x-ey
sera por lo tanto la solucidn basica factible &ptima). Suponga
mos que cy#0, entonces, es fdcil ver que para valores de e su-
ficientemente pequefios, positivos ¢ negativos, el vector Xey

es una solucidn factible y para alguno de estos £ se tiene que

gcy » 0, por lo tanto:

CX - gCy > CX (4,9)

lo cual es una contradiccidn, pues x es la sclucidn dptima por

lo cual ¢cy=0 con lo cual queda establecido aue una nueva solu-

ci6én factible con menos componentes positivos también es ofti-
ma, y el resto de la demostracidn se completa igual en i, caso.

con lo cual termina la prueba del teorema fundamental.
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La importancia del teorema anterior radica en gue, este

establece que podemos reducir la bfisqueda de soluciones
6ptimas del problema lineal en forma est&ndar a un con-
juntoc de scluciones formado por las soluciones factibles
b&sicas, el cual es finito. En particular, se observa
que el nGmero de solucicones factibles b&sicas en un pro-
blema de programaci®n lineal con m restricciones y n

variables es a lo mas

n n'

n! (n-m):

m

correspondiente al nGmero de maneras de seleccionar m
de las n columnas de la matriz A.

Ejemplo 4.6

Consideremos el politope convexo (ver defini-
cién 4.7) definido por las siguientes desigualdades, las

cuales se ilustran en la Figura 4.9

xl+x2 (6
Xy < 3

X1> 0; X, > 0

Introduciendo las varibles de holgura x3; ¥ xs con el ob

jeto de poner el problema en forma estandar, tenemos:
Xy + x2 + X3 = 6
%2 + Xy, = 3

X1 >0; %2> 07 x,

v
g
x
x
Vv
(=]



Figura 4.9. Solucién bisica factible.

Observamos que la matriz de restricciones A es igual a
Lajrayra3,8,]=71 1 1 o
0 1 0 1
De las definiciones anteriores, la solucibén factible bésica es

tard asociada a una base B de orden 2x2 con B 'b

4 v
( )': T——%—j—_—z-)—r = 6 soluciones baSicaS, esto es:
2 . M

1).Bl=[al,a2]=[1 1}

0 1
x. =Fx.71=81=r1 -17-Fe=3 x. = x. 1=l 0
B 1 1 ) 3
1 1
X, 0 1 3 3 X, 0
2). B, =[a;,a,]1=1[1 0]
) 1]
X = b = B-lb = 1 O-- 6 = 6 . 3 = X = 0
B 1 2 ¢ ¥R 2
2 2
xg 0 1 | 3 3 X4 0




1 0
Xg = | x =8;'b =0 -[6 ] =1[3 x, =[ x,[=[ ©
3
X4 1 -1 3 3 X4 0
9.8, =[a,, a,]=T1 0
1 1
x, =[x, =8'b = 1 0o]-[6e]=[67: x, =[x, ]=[ 0
B, 2 4 "R 1
4
X, -1 1 3 -3 X, 0

5). Bg = (a3, a, J=[ 1 o]

xB=x3=B5b=”1 o]<[6 J=[67: x5 =[ x; 1= ©
5 | 5
X 4 [ o 1] |3 3 x, 0
6). B, = [a a ]= 1 1 => B-'l no existe pues las co-
) 1" 73 6
0 0

lumnas de B6 son linealmente independinetes y por lo tanto

‘BG en este caso, es singular por lo gque B6 no es una base,

pues no podemos generar a partir de ella, la segunda restric-

cidn.

Ademds, debemos observar que los puntos X_ , X_ , X Y Xg

B B, 5

By 2

son soluciones bisicas factibles. Pero xg es una solucibn bd
4

sica pero no factible ya que viola las restricciones de no ne

gatividad. Por lo tanto tenemos cuatro soluciones bdsicas fac-

tibles, esto es:
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© 0w w
w o oo
O W w o
w o o o

Estos puntos pertenecen a R" , pues introdujimos dos va
riables de holgura, por lo cual, cada solucibn bésica -
factible tiene cuatro componentés.. Si proyectamos en R?
las solucignes b&sicas factibles, esto es, en el espacio

xl xz , tenemos los siqguientes puntos,.

3 6 0 0

3 ' 0 p 3, 0

Estos cuatro puntos se ilustran en la Figura 4.9 Obser
vamos que estos puntos son precisamente los puntos extre

mos de la regién factible.

TebSricamente hemos encontrado una solucién al problema

de programacién lineal ya que si sustituimos en la fun-
ci6én objetivo las soluciones bésicas factibles, estare-
mos en condiciones de determinar la solucifn b&sica fac
tible 6ptima, que seri aquella que haga minima o mdxima
la funcibn objetivo '‘dependiendo si el problema es de mi

nimizaciftn o maximizacifn respectivamente.

Debemos puntualizar que el teorema fundamental es sflo u
na alternativa para resolver el problema lineal, perc en

general ;esta alternativa resulta préctica y computacio -
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nalmente ineficiente ya que, si por ejemplo, se tiene un proble-
ma de 10 variables y 7 restricciones, tendrfamos gque analizar 120
bases. Sin embargo, la extensifn de los argumentos de prueba de
este teorema ha servido de base para disefiar métodos de soucién
eficientes, tal comoc el método simplex.

El concepto de solucifn bisica en un problema
de programacién lineal estd relacionado con el concepto de punto
extremo de un cierto politope convexo. Esta relacifén de conceptos,
uno algebriico y otro geom&trico, asf como importantes relaciones

con la teorfa de desigualdades se tratan a continuacién.

4.6.2. Relaciones importantes de la programacifn lineal con con-

vexidad.

Uno de los conceptos mds importantes en la pro
gramacién lineal es el de la convexidad ya que, geométrica y analf
ticamente, es sencillo de manipular este concepto. Asf mismo, al
utilizar la convexidad se obtienen los resultados analfticos mds
relevantes de la programacién lineal. Por lo anterior, en el apén-
dice B se tratan los resultados mds relevantes sobre conjuntos con
vexos y optimizaciébn. |

Es interesante hacer notar que existe una rela-
cibn bien definida entre las soluciones factibles bésicas de un si
stema lineal Ax = b, x > 0 y’los puntos extremos del politope forma

do por las soluciones de este sistema.

Definicifn 4.1.

. . Lo 1
5i x,y son elementos del espacio enclidiano Rr",
se dice gue la linea que une x con y es el conjunto de elemen-

tos { zeR" : z = ox + (l-a)y: O < a < 1 }. Un conjunto C con-
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tenido en R" es convexo si dados .x,YeC la linea gue las une
estd en C. |
Como ejemplo de un conjunto convexo, se tiene el con-
junto S definido por: |
§= { x: Ax >b, x >0 },
es decir, el conjunto de soluciones no negativas del sistema

Ax > b, donde A es una matriz de mxn, de rango m; b es un vec

tor columna de m componenetes y x, un vector columna de n va-
riables. Para demostrar que se trata de un conjunto convexo se
debe exhibir que para cualquier par de puntos, el segmento de

recta gue los une también estd en el conjunto.

Sea x,, X, dos puntos de S y o en |0,1] , entonces:

1 72

Ax, > b; x > 0; Ax., > b,

5 2 X, >0

1 1

anl > ab, ax, > 0; (l-a)Ax2 > (1l-a)b, (l--a)x2 > 0.

Sumando:

A(axl + (1~a)x2) > b ax, + (1—a)x2 > 0

=> § convexo.

Definicifn 4.2.

Se dice que z es una combinacifn convexa de los m ele-

N -
. n ,
mentos Xys Xpreeor¥ del espacio R, si

m
Z = I Q.X. , donde
- iTi

o3
R
1l
-
<

. i ai > 0, i=1,...,m

Este concepto nos permite obtener una caracterizacibn al

ternativa y comfin del conjunto convexo.
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Proposicion 4.1.

Sea S un conjunto contenido en e}l espacio Rn, entonces S
€s convexo, si y sélo si contiene todas las combinaciones con-
vexas finitas de sus elementos.

Definicidén 4.3.

Un conjunto K contenido en el espacio R" es un cono si
axek cuando xeX y a > 0. Lo cual implica que si un punto perte
nece al cono, entonces la linea que parte del origen y pasa por
el punto también pertenece al cono. E1 cono puede 0 no ser conve-
X0.

Cono convexo Cono no convexo

Figura 4.10. Cono convexo y cono no convexo.

E1l conjunto convexo més importante en la teoria de optimi-
zacibén es el hiperplano. f£stablecer el concepto de hiperplano es
sencillo si se generalizan las propiedades de la 1fnea y el plano

en los espacios de dos y tres dimensiones.

Definici6én 4.4.

] . n . . .
Un conjunto v en el espacio R es una variedad lineal si

dados x,ye¥ se tiene que ax+{l-a)yeV para todo acR.

Se observa aque esta definicitén estd relacionada
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con la del conjunto convexo. Esto es, én la variedad lineal v
(también llamadalconjqnto.afin) dédos_dos puntos,uqﬁvsolo la 11
nea que los une estd en v, sino toda la linea que pasa por es-

tos puntos.

Figura 4.11. vVariedades lineales en los espacios R2 Yy R3.

La interpretacifn geométrica de este resultado es.que
una variédad lineal es la traslacifn de un subespacio y dado
esto, podemos hablar de su dimensién., Por ejemplo, en el espa-
cio de tres dimensiones, un punto, una linea y un plano son va-
riedades lineales de dimensifn cero, uno y dos, respectivamente.
En general, la dimensién de una variedad lineal en r? puede de-
terminarse trasladando esta al origen, lo que resulta en un sub

espacio cuya dimensién es fécil de calcular.

Definicidtn 4.5.

Un conjunto H es un hiperplano en R" si H es

una variedad lineal de dimensifn n-1.
El hiperplano de un espacio es, simplemente,una
variedad lineal gue serara el espacio en dos partes. Por ejemplo,

en el espacio de dos dimensiones, la linea recta (o hiperplano) s
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para los puntos del espacio en dos partes, lo mismo sucede con el
plano en un espacio de tres dimensiones. Observamos gque en el es
pacio, R?, una linea recta (o variedad lineal) no separa los pun-

tos del espacio en dos partes.

Teorema 4.1

Un conjunto H es un hierplanc en el espacio R"
si, vy s8lo si existen 0 # aeR" y beR tales que:
H= {x: ax=b }
En vista de este tecrema, el sistema de solu-
ciones de una ecuacidén lineal con n incSgnitas es un hipervlano

n
en R

Definicidbn 4.6

Sea H = {x: ax—b} un hiperplano en R”. Entonces los conjuntos

convexos dados como

HY = { x:ax > b} v H ={ x: ax < b }

se denominan los semiespacios cerrados positivos y negativos asocia

dos con H, respectivamente. Los semiespacios abiertos positivos y

negativo respectivamente son

BT = {xX: ax > b } vy H ={x:ax < b }

Definicitn 4.7

Un conjunto que consiste de la intersecci®dn de un

nfimero finito de semiespacios cerrados se denomina politope convexo.

Asimismo, si un politope es no vacio y acotado se denomina poliedro.
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Poldi¢tope Poliedro

Figura 4.12. Pclitope y poliedro convexos.

A continuaci®fn se presenta el concepto de punto
extremo y se establece su caracterizacidn analftica para el casc de
politopes convexos, formado por las soluciocnes de un sistema de
ecuaciones lineales. Esta caracterizacifn nos permite analizar teb-
ricamente, el problema de programaci®fn lineal.

Geométricamente el concepto de punto extremo es
obvio. Por ejemplo, en un espacio de dos dimensiocnes, un cuadrado y
un tridngulo tienen como puntos extremos sus vértices y en un circu
lo todos los puntos frontera son puntos extremos. Analiticamente el
concepto de punto ektremo se puede establecer por la siquiente defi

nicién.

Definicitn 4.8.

Un elemento x del conjunto convexo S es un pun-
to extremo si para todo y,z de Sy 0 < a < 1 se tiene:

x=gy+(l-qg)z => x=y=2.

Teorema 4.2,

Sea A una matriz mxn de rango m y b, un vec-
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+...+ a = 0.

kYK
Defianamos el vect = : n d
or y (yl, y2,...,yk,0,0,...,0) en R°. Usando

el hecho de que x; >0, i=1,...,k es posible encontrar un g > 0

tal que:
X+ ey >0 y x - gy >0
de donde x = 1/2(x + ey) + 1/2(x - gy), esto es, X se puede ex-

presar como una combinacidn convexa de dos elementos distintos

en K, lo cual constituye una contradiccifén pues x es un punto ex

tremo. Entonces los vectores a a, son linealmente inde

17 Bgreeer 3y
pendientes., Observamos que k <m, si k = m es cldro gue x > 0 y
e€s una solucidn bisica de Ax = b. 51 k < m es posible encontrar
m-k vectores gque junto con los k existentes sean linealmente in~-
dependientes (estos m-k vectores se toman del conjunto de n-m ve

ctores restantes) y x sigue siendo una solucifn bisica, en este

caso, degenerada. Esto termina la prueba.

Conviene puntualizar gue en el teorema ante-
rior el ntmeroc de soluciones bidsicas del sistema lineal Ax=b es

finito pues a lo mis es n n! correspondiente al

m = m! (n-m) !

al nmerc de formas distintas de seleccionar m de las n columnas
de la matriz A. Consecuentemente el nlmerc de puntos extremos de
politopes convexos formados poe las soluciones del sistema AxX=b;
X > 0 es finito. Tambié&n se enfatiza que el teorema anterior pue
de ser aplicado en la caracterizaciédn de los puntos extremos de

otros politopes convexos, como es el caso del politope convexo

formado por las soluciones del sistema AX < b, x > 0.
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Proposicibn 4.2.

Considere el sistema lineal

Ax < Db

x>0 (P}
donde A es una matriz mxn; b, un vector columna de m componen-
tes, ¥y x un vector columna de n variables. La forma esté&ndar de
(P) es

Ax + Iy = b

x>0, y>0 (p')
donde I es la matriz identidad mxm y vy es un vector columna de
m componentes. Entonces, existe una correspondencia unoc a unc en
tre los puntos extremos del politope (P} en R" y los del polito-
pe (P') en Rn+m.

Prueba.

Sean (x, y) un punto extremo de (P'). Suponga

mos gue X no es un punto extremo de (P). Entonces existen elemen

tos destintos, xl, x2 en R" que satisfacen (P), tales gque

X = axy + (1—a)x2 para algln O<a<l, Sin embargo

Y, = b -2ax, > 0; y, = b - Ax

2 >0

1 2

de donde se concluye que v = b - AxX = ay, + (1-a)y2 por lo que

(¥, Y) no es un punto extremo de (P') lo cual es una contradic-

cidn. Por lo tanto X es un punto extremo de (P'). Ademis si X es

punto extremo de (P), entonces (X, y), donde y = b - Ax es un

punto extremo de (P'}).
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Teorema 4.3.

Supcngamos que la funcifn lineal z = cx tiene
un minimo en el politcpe convexo K = { xeR" Ax=b, x>0}. Enton-

ces el minimo se adquiere en un punto extremo de K.

PPrueb a.

Sean xl, x2,..., xk puntos extremos de K.

entonces cada x en k puede expresarse COmMoO

k i k
Xx = E uix s T o, =1, o. > 0, i=1,....,k.
i=1 i=1 1 1 -
Sea z = min { cx', i=1,...,k }. Entonces se tiene
K . k L
cx = ¥ qg.cx > (¥ a.)z = 2z
i=1 - i=1 1

¥y la prueba termina.

Teorema 4.4. Equivalencia de puntos extremos y soluciones b&-

sicas.

Sean A una matriz mxn de rango m y b un vec-

tor columna de m componentes. Sea el politope convexo

K= {xeR' : Ax =b, x >0 .

Entonces un vecotor X es un punto extremo de X si y sblo si

X > 0 y x es una solucibn bésica de Ax = b.

Prueba.

Teorema B.2 del apé&ndice B.

Coroltario 4.1.

Si el conjuntc convexo del teorema 4.4 es no
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vacio, entonces posee al menos un punto extremo.

Corolario 4.2.

Si el politope convexo K del teorema 4.4
es acotado, entonces K consiste de las combinaciones convexas de

puntos extremos.

Proposicifn 4.3.

En un problema de programacifén lineal, la
solucibn Sptima ocurre en un punto extremo del poliedro convexo K

del teorema 4.4.

4.6.3. TEORIA DE DESIGUALDADES LINEALES.

Vamos a estudiar brevemente los sistemas
de desigualdades cuyas soluciones son mutuamente exclusivas. Las pro
piedades de estos sistemas son, usualmente, la base para caracteriza
en forma analitica las soluciones Sptimas de un problema de optimi-
zacibn. El el andlisis de un vroblema de optimizacién es comfin te-
ner que investigar la existencia de soluciones de sistemas de desi-
gualdades lineales,

Existen dos formas generales de llevar a cabo es
te vrowbsito, la primera es disenar métodos iterativos, denominados
algoritmos., para obtener la soluci6n, si esta existe, o bien conclu
ir que no hay solucifn. Esta forma de proceder es, aparentemente la
mds conocida. La segunda forma consiste en analizar las consecuen-

cias de la no existencia de soluciones. Los resultados analiti-
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cos obtenidos en este caso, denominado Teoremas de Alternati-
vas, consisten en establecer que un sistema de desigualdades
lineales de forma especifica no tiene solucién, si y sélo si,
otro sistema de desigualdades tiene solucién. Por esta razén
remitimos al lector al Apéndice C en el cuai tratamos los con

ceptos bédsicos de desigualdades lineales.

Teorema 4.5.

Sea A una matriz mxn y b un vector columna de R™. En-
tonces uno y s6lo uno de los siguientes sistemas tiene solucién
i) - Ax = b.

ii)- XA = b; Ab = a, donde 0 # acR.

Prueba. Teorema C.1l del apéndice C.

Teorema 4,.6. (Farkas).

. m
Sea A una matriz mxn y b un vector columna en R . En-

tonces, uno y s6lo uno de los siguientes sistemas tiene solu-

cién.
i) = AX = Db ; X > 0.
ii)-~ AA > 0 ; Ab < 0.

Prueba. Teorema C.2 del apéndice C.

Teorema 4.7.

Sea A una matriz mxn y b un vector de m componentes.
Entonces, uno y s6lo uno de los siguientes sistemas de desi-
gualdades tiene solucifn.

i) - Ax < b ; x > 0.

ii)- XA > 0 ; b < 0 ; A > 0.
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Prueba.
Primeramente, observamos que 1 es equivalen
te a:
[A,I] x| = bj X > 0, vy 3n0
y

Por lo tanto, del teorema 4.6 se tiene que el sistema anterior

tiene solucidn si y solo si el sistema de desigualdades

AAZ 03 Al > 0y Ab < 0

no tiene solucidn. Este resultado prueba el Teorema.
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EJERCICICS.

4.1 Considere la representacidén grifica del siguiente problema

de programacibn lineal.

maximice (minimice) Z = 5xq + 3x7
s.a.
Xyt X, <6
X4 >3
x , 23 (P)
2><1+3x,2 >3

> >
X 1_&, X 2_9

i. En cada uno de los siguientes casos indique si la re-
gidén factible tiene un punto, un nGmero infinito de
puntos o es vacia.

a. Las restricciones son tal y como se indican en (P).
b. La restriccibn X o+ xzf_ 6 se cambia a x 1t xzi 5.
c. La restriccibn x 1+ %, < 6 se cambia a %y * xzf_7.

i1. Para cada caso de los indicados en 1., determine el ni-

mero de puntos extremos.
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iii. Para cada caso de los indicados en i1 en los cuales exis-
te una solucidn factible determine el midximo y el minimo

de 7 y sus puntos extremos asociados.

4.2 Resuelva grificamente el siguiente problema.

Maximizar Z

min {3x1 - 10, -5%4 + 5}

S

.a.

4.3 Considere el siguiente problema de programacidn lineal.

Maximizar Z = ij + sz
s.a
2x1+ 7x2i 21
+
7x1 2x2 549
Xy 5 X%, >0

o £y
Determine la solucidn optima (X., xz)T graficamente. ;Cual

es el rango de variacidn
objetivo para el cual la

tiene?

4.4 Resuelva graficamente el

de los coeficientes de la funcidn

% %
solucidn bptima (%, %,) se man-

siguiente problema lineal.

Maximizar Z = 5x1 + 6x2
s.a
x1 - 2x2 > 2
—2x1 + 3x2 > 2
Xy X, NO restringidas.

4.5 Determine la regidn factible del conjunto {%

A% <b} don-

de Ay b se dan a continuacidén. Indique si la regidn fac-

tible es vacia, no acotada o acotada.
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i. A =T1 1] . b= [ &l
2 -1 6

0 1 L 2

ii A =[ 1 1] s b= | W
-1 -2 ~12

-1 0 0

4.6 La compafila DELFIN tiene maquinaria especializada en la in-
dustria de calzado. La compafila inicia operaciones el pro-
ximo mes, que denominaremos mes niimero uno y tiene disponib-
les 250 000 pesos y 20 maquinas. Por medioc de un estudio de
prondsticos de venta, el gerente de la compafiia llega a la
conclusidn que la mejor decisidn a corto plazo es tener el
maximo nimero de méquinas en operacidn al inicio del décimo
mes.

En cada mes, la compafiia tiene disponibles tres alternativas
para adquirir maquinaria. En la primera alternativa puede
comprar maquinas a 20 000 pesos cada una, pero el periodo de
entrega es de un mes. Esto es, si al inicio del mes t se pide
la maquinaria, esta se entregarid al inicio del mes t+1l. En la
segunda alternativa se puede comprar en 15 000 pesos cada ma-
quina, pero el periode de entrega es de dos meses. La Gltima
alternativa es comprar en 10 000 pesos cada maquina con un pe
riodo de entrega de cuatro meses.

Al inicio de cada mes cualquier miquina requiere para su ope-
racidn 400 pesos y produce al final del mes 900 pesos.

Formule un modelc de programacidn lineal para este problema.

4.7 LA SURTIDORA presenta esta semana la siguiente variedad de
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carnes:

Carnes A B C D E
Proteinas (%) 19 20 16 17 25
Grasas (%) 12 8 25 23 20
Costo (%) 45 75 95 90 120

Suponga que usted desea comprar distintas cantidades de car-
ne para formar una mezcla que contenga igual cantidad de gra
sas y proteinas, a costo minimo. Adicicnalmente, suponga que
usted desea que al menos cilnco por ciento de la carne compra
da sea del tipoc A y que las carnes C o E sean incluidas con,
al menos, otro cinco poy clento.

Formule este problema como uno de programacidén lineal.
Suponga que conoce la solucidn Optima del problema planteado.
iComo se modificaria esta solucidn si usted solo requiere de

1 kg. de mezcla de carnes?

La compafiila DENA tiene 30 millones disponibles para asignar a
tres de sus subsidiarias. Debido a sus compromisos de perso-
nal y maquinaria la compafila tiene que asignar un minimo de 3,
5 v 8 millones de las subsidiarias A,B y C, respectivamente.
Las subsidiarias tienen oportunidad de realizar varios proyec
tos con los fondos que reciben. La tasa de interés que cada
proyecto. tiene es. conotlda asl como' la .maxima cantidad. de di-

nere a invertir.
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SUBSIDIARIA PROYEZICTO TASA LIMITE INVERSION
1 8% 4 millones
A 6% 5 millones
3 7% - 6 millones
L4 5% 5 millones
B 8% 7 millones
6 a% 4 millones
7 10% 6 millones
C 8 6% 3 millones

La compafila tiene la politica que ninguna subsidiaria ten
ga asignado mas dinero que la suma de dinero asignado a las ot
ras subsidiarias. Asimismo, debido a un conflicto de interés
dentro de la compafiia se tiene que en la subsidiaria A la can-
tidad de dinero adicional que reciba después de los 3 millones
(la asignacidn méxima), debe ser menor que dos veces la canti-
dad de dinero adicional que recibe la subsidiaria C después de
los 9 millones (la asignacidén maxima)d.

Formule el problema lineal correspondiente.

4.9 Considere la red de distribucidn de agua

(o) wy=30 (© W =us Wy=70

1 1 1
s 6 3] 2 5
2 1 2 1
8 7 L 3
D8=60 D7=35 D6=25 D5:20 D4=20 D3=15 D2=1D D1:10
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donde A,B,C y D son fuentes de abastecimiento cuya capacidad
se indica en la figura; o,8,y V.6, son puntos de unidn de a-
venidas de agua; v 1,2,,...,8 son plantaciones cuyas necesi-
dades de agua se especifican en la figura. Los costos de bom
beo se indican en los arcos. Formule un modelo de programa-
cidn lineal para resolver este problema de asignacidn de
agua de las fuentes de abastecimiento a las plantaciones, a

costo minimo.

4.10 En la compafiia de televisidn TELEVAVOSA, el tiempo dedica-
do a comerciales se cobra de tres maneras distintas de acuer

do a la siguiente clasificacidn:

i. El comercial que se transmite de noche (horas pico) a
P, %/min.
ii. El comercial gque se transmite en dias hébiles a P2$/min.

iii. El comercial gue se transmite los sédbados y domingos
(antes de las 6 p.m.) a P,3/min.

~La compafila ‘vehde: bloques~de tiempo a .cuatro grandes agencias

publicitarias que tienen un efecto significante en la deter-

minacidédn de precios. En particular, la agencia i,(i=1,...,4)

desea adquirir un bloque de a.

;17 2300 453 minutos de cada uno

de los tres tipos de tiempo, siempre y cuando no sobrepase el
coato de Ai pesos por todo el bloque de tiempo. Ademds, se
tienen varias agencias publicitarias menores a los gue se ven
den en total M; minutos de noche, M, minutos de dias hébiles

vy M, minutos de fin de semana.

3
TELEVAVOSA desea conocer los precios para los tiempos destina
dos a los comerciales de tal manera que el beneficio sea maxi

mo.
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Formule el modelo lineal de este problema.

La compafiia de productos metdlicos PM dejd de producir un
cierto articulo debido a que no se obtenia ninguna ganancia.
Como consecuencia de lo anterior, se disponen de los siguien
tes tiempos de miquina: -

Tipo de méquina Tiempo disponible

(horas maquina)

Fresadora 500
Torno 350
Pulidora 150

La administracién desea usar este tiempo desponible de méa-
qﬁina en la produccidn de uno o varios de los tres produc-
tos metélicos P,s Py y Py. El nimero de horas miquina re-
querido por unidad de cada uno de estos productos es, en

horas miaquina/unidad:

Tipo de maquina Py P, |
Fresadora 9 3 5
Torno 5 . b 0
Pulidora 3 a 2

El departamento de ventas indica que el potencial de ventas
para los productes P1 Y P2 supera la méxima tasa de produc-
cidn y que el potencial de ventas del producto P, es de 20

unidades por semana. La ganancia por unidad obtenida en los
productos P,, P, y P, es de $3000, $1200 y $1500, respecti-
vamente. La empresa desea determinar las cantidades de pro-
ducto Pqs P2 y P, que debe producirse para obtener la maxi-

ma ganancia. Formule el correspondiente modelo de programa-

cidn lineal.
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Una empresa estd tratandc de decidir cual seria su politica
éptima de compras, almacenamientos y ventas de un cierto
producto para los j=1,...,n periodos de tiempo que consti-
tuyen su horizonte de planeacién.

Sean

k = capacidad de almacenamiento.

X = cantidad inicial de inventario en el almacen.

X.= compras en el periodo j.

y.= ventas en el periodo j.

P:= precio unitario de venta del producto en el periodo 7.

c.= costo unitaric (de compra) del producto en el periodo j.

Considere ademds las siguientes suposiciones:

i, El producto se viene siempre en condiciones de compe-
tencla perfecta.

ii. Las ventas se tienen que hacer necesariamente del in-
ventario fisico existente al inicio de cada periodo.

1ii. El1 producto se compra siempre en condiciones de compe
tencia perfecta. La cantidad a comprar estd limitada
inicamente por la capacidad de almacenamiento disponi
ble.

Con las definiciones y suposiciones anteriores formule el

correspondiente modelo linel. Indique sise requieren més

suposiciones y cuales .serén. estas.

Un inversionista tiene la posibilidad de invertir en dos
tipos diferentes de sociledades de inversidn. Al final de
cada afio el inversionista liquida su inversidn y reinvierte.
Las utilidades anuales de las sociedades dependen de como

fluctla anualmente el mercado de valores de Nueva York. Ul-
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timamente este mercado ha estado oscilando alrededor del ni
vel 1000 del indice industrial Dow Jones de acuerdo a las

probabilidaes indicadas en la siguiente matriz:

I.1.D.J. g00 1000 1100
900 0.3 0.5 ) 0.2

1000 0.1 0.5 0.4

1100 0.1 0.4 0.5

Cada afioc que el mercado sube (o baja) 100 puntos, la socie-
dad 1 tiene utilidades (o pérdidas) de $10. Si el mercado
sube (o baja) 200 puntos en un afio, la sociedad 1 tiene uti
lidades (o pérdidas) de $50, mientras que la sociedad 2 tie
ne utilidades (o pérdidas) de sdlo $20. Si el mercado no
cambia, no hay utilidad o pérdida en las dos sociedades. For

mule este problema como un problema de programacidédn lineal.

4.14%. Una empresa tiene que tomar la desicidn de si comprar o fa
bricar internamente un conjunto de n productos. Se cuenta
con la siguiente informacidén al respecto. La matriz T=(tij)
indica los tiempos actuales de fabricacidn internos del pro
ducto 1 en la miquina j (j=1,...,m). Se tienen disponibles
para el periodo de planeacidn considerado bj unidades de
tiempo para cada miguina de la empresa y se requiere entre-
gar una cantidad K. de cada producto debido a compromisos
contraidos. Se cuenta ademls con informacidn sobre los pre-
cios de compra P de los productos y sus respectivos costos

internos de fabricacidn c.. (Cémo formularia este problema

de decisidn?

4.15 Un productor de jabdén tiene tres plantas localizadas en San
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Luis Potosi, Puebla y Durango, y tiene 5 bodegas principa-
les locaiizadas en Monterrey, Guadalajara, D;F., Chihuahua
y Mérida.

Las ventas esperadas en cada bodega para el afio que

entra son:

Bodega Ventas anuales (miles de cajas)
D.F. 60
Guadalajara 30
Monterrey 50
Chihuahua 20
Mérida 10

Los costos de mandar de cada planta a cada bodega son

(en pesos por cada 1000 cajas):

Fab/Bod. D.F. Guad. Mont. Chih. Mérida
5.L.P. 150 150 80 200 280
Puebla 120 220 250 260 200
Durango 210 170 150 180 280

Las capacidades de produccidn 'de cada planta son:

Planta Capacidad (miles de cajas)
S.L.P. 100
Puebla 60
Durango 50
210

Se desea saber que plantas tienen que surtir a que bo-
degas de manera que se satistagan las demandas esperadas y

que se minimice el costo de transporte.
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4.16 E1 Consejo de Seguridad vial del Departamento de Trénsito
del D.D.T. tiene para el afio de 1978 asignado un presupuesto
de un milldén de pesos para ser invertidos en diferentes pro-
gramas de seguridad vial que incluye la previsidén de muertes
por accidentes de trinsito y la reduccidn de dafios a propie-
dad debidos también a accidentes.

El consejo ha contemplado cuatro posibles proyectos,es-

tos y la informacidn relevante se incluyen en la tabla siguien

te:
TABLA
Proyecto. Limite de In- Estimacidn Estimacidn de
versidn en el del N°de reduccidn en
Proyecto. muertes evi  dafios materia
tadas por les por cada
cada $10000 $10000 gasta-
gastados. dos.
1. Publicidad al
uso de cintu-
rones de segu
ridad. N 600,000 .33 $ 0
2. Investigacidn
en el disefio
de sefializa-
cibén de sema-
foros. 200,000 .25 50,000
3. Investigacidn
y presidn a
las Cias. de
Autos para util
lizacidén de
equipos de ma-
yor seguridad. 450,000 .15 120,000
4., Inversidn en
educacidn vial. 750,000 27 40,000

Los Directores del Consejo no se ponen de acuerdo sobre a
cual de los dos objetivos debe darsele mayor importancia (evi

tar muertes o evitar dafios materiales), sin embargo, piensan
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que una vida humana no tiene precio pero existen dos alter-
nativas que tienen la misma capacidad de salvar vidas, se
preferiri aquella que ahorre mis dinero en dafios materiales.

Por Gil1timo, los Directores de Consejo han decidido que
para poder comparar.los dos objetivos seflalados, se le dara
a cada vida humana un valor implicito de $450,000, ya que
esa cantidad utiliza el gobierno para la responsabilidad ci-
vil de causar una muerte.

Formule un problema de programacidén lineal que repre--
sente la Sptima asignacidén del presupuesto a los diferentes

proyectos, basado en la informacidn presentada.

4.17 La Comisidn Federal de Electricidad estid planeando la con-
struccidn de nuevas plantas generadoras de energia eléctrica
en el &rea de Chihuahua, para los prdximos 10 afios. Es posib
le construir cuatro tipos de plantas: Termoelé&ctricas, Geo--
térmicas, Hidroeléctricas y Nucleares.

El consumo de electricidad estd basado en 3 caracteri-
sticas. La primera es el uso total anual, ¢l requerimiento
en el 4rea se estima de 400 millones de kilowatts/hora en el
10°afio. La segunda caracteristica es el pico de utilizacidn
de energia, la necesidad pico estimada es de 3,000 millones
de kilowatts en-el. 10°afio. La tercera caracteristica es la
energia garantizada de salida. El requerimiento para el 10°
afio es de 2,000 millones de kilowatts de energia garantizada.

Las cuatro posibles plantas varian en la forma en que
satisfacen estas caracteristicas, por ejemplo, las Nucleares
pueden cubrir un alto pico de consumo, mientras que las Ter-

moeléctricas no pueden.
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Las caracteristicas de cada tipo de planta se muestran
en la tabla anexa. Cada una estid medida en términos de uni--
dad de capacidad. La Unidad de capacidad se define como la
capacidad de producir 1 millén de kilowatts-hora por afio.

Los costos de operacidn y los costos de inversidn va-
rian considerablemente para los diferentes tipos de plantas.

La iltima columna muestra los costos totales incluyendo
el costo de inversidn y los costos de operacidn.

La compafiia quiere desarrollar un plan de 10 afios pa--
ra determinar que tipos de plantas y de que capacidades deben
ser construidas para satisfacer los requerimientos a un costo
total minimo. Sin embargo, se disponen por presupuesto sola--
mente de 35,000 millones de pesos para las inversiones inicia

les en el pericdo de 10 afios.

Caracteristicas de Plantas Eléatricas
por unidad (1millén de kilowatts-hora)
de generacidn anual.

TIPO Energia Ga Energia Pi Costos de Costo total
rantizada co Inversidn (Inv.+Oper.)
(MM kilo-- (MM kiloc-- (MM pesos) (MM pesos)
watts). watts).

Termoeléc

trica 0.15 g.z20 30 65

Hidroeléc

trica 0.1¢C 0.10 4o y2

Geotérmi-

ca 0.10 g.u0 68 6L

Nuclear 0.80 0.90 100 110

Formule este problema como un problema de programacidn

lineal.
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4.18 Una empresa manufactura un producto por un lapso de n pe-
riodos (meses) para cubrir la demanda. En el periodo i, la
demanda ri (unidades) debe ser cubilerta de la produccidn
de ese periodo Xi y/o del inventario acumulado de pasados
periodos. O sea que es posible producir més de ri unidades
en el periodo 1 con el sobrante usado para cubrir la deman
da de uno o varios periodos en el futuro.

La demanda en todos los perddos debe ser cubierta. Si
el nivel de produccidn en el periodo i se aumenta sobre el
nivel del periodo i-i (si X;> X._4) un costo de a; por uni

dad de exceso es incurrido. Si Xi< Xi— un costo de bi por

1
unidad de decrecimiento es incurrido.
Hay un costo de Ci pesos por mantener una unidad en el
inventario por el periodo 1i.
El objetivo es encontrar la programacidn de produccidn
que minimice los costos totales.

Se desea ademds que el inventario al final de los pe-

riodos, © sea I, sea cero.
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CAPITULO v

EL METODO SIMPLEX

El m&todo simplex nos permite, una vez determinada cualgquier so
lucidn b&sica factible inicial (punté extremo), obtener una so-
lucién b&sica factible Sptima en un nimero finito de pasos o ite
racciones. Dicha solucién bisica factible inicial pertenece al
conjunto de restricciones de un problema en la forma est&ndar.

Los pasos o iteraciones, antes mencionados, consisten en encontrar
una nueva solucibn b&sica factible cuyo valor correspondiente de

la funcidn objetivo sea menor que el valor de la funcibn objetivo
de la solucibn b&sica factible precedente. Este proceso se conti
nfia hasta que se alcanza una solucibn minima (problema de minimiza
cidn). Por la presentacidn del capfitulo anterior, tenemos que to-
das las soluciones bé&sicas factibles (puntos extremos) tienen aso-
ciadas m vectores linealmente independientes. Por lo tanto, limi
taremos nuesta bGsqueda a aquellas soluciones gue son generadas por
m vectores linealmente independientes (matriz base B). Observa-

mos gue hay un niimero infinito de tales soluciones.

Método de Pivoteo para la solucidn de un sistema de ecuaciones li-

neales.

Es esencial gque entendamos este procedimiento de solucidn
de ecuaciones lineales simult&neas, para tener una idea clara del
método simplex.

Consideremos el siguiente conjunto de ecuaciones linea -

les:
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a,%xy * a,0%, + ... 4 aznxn = b2 (5.1)
+ —_

fm1%4 am2*2 et Ann®n T bm

donde m < n. En forma matricial, podemos escribir

X = b (5.2)
En el espacio R" podemos interpretar este sistema de ecuaciones
como una coleccidn de m relaciones lineales que deben ser satis-
fechas por un vector k. Denotando por a; la i-ésima fila podemos

expresar a (5.1) como

a; % = b1

a, x = b2 (5.3
a ®x = b

m m

Lo cual corresponde a una interpretaciédn de (5.1) como un conjun
to de m ecuaciones.
Sim < n y las ecuaciones son linealmente independientes, entonces
existe mds de una solucidn al sistema de ecuaciones lineales (ver
Apéndice A). Una solucidén inica se obtiene, por lo tanto, si n - m
ecuaclones lineales independientes y adicionales son consideradas.
Por ejemplo, podemos irntroducir n - m ecuaciones de la forma
e, X = 0, donde e, es el k - ésimo vector unitario en R™,{lo cual
es equivalente a considerar Xy ® 0),en cuyo caso obtenemos una so
lucidn bésica de (5.1). Diferentes soluciones bdsicas se obtienen
considerando diferentes ecuaciones adicionales de esta forma es-
pecial.

Si las ecuaciones (5.3) son linealmente independientes,
podemos reemplazar una ecuacidn dada por cualquier mlltiplo dis-

tinto de cero de ella misma mis cualquier combinacidn lineal de

las restantes ecuacicnes del sistema. Este método se conocce co-
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mo el método de eliminacidn Gaussiana (ver Apéndice A).

Al aplicar este método obtenemos una forma tri-
angular o candénica de las ecuaciones. Es conocido, y se puede
demostrar facilmente, que si las primeras m columnas de a son
linelmente independientes, el sistema (5.1) puede, por una su-

b > » - . . .
ces1on de multiplicaciones y restas, convertirse a la siguilen-

te forma candnica:

1 Y Yiomet Fre1 Y Y me2 Kpeo v Y Y 0 ¥ 7 Vg
¥y TV met Fme1 Y Yo me2 Xpe2 Yo Y Yo n Fn T Yoo (5.4)
“m T ym,m+1 X+l 7 ym,m+2 o ym,n n 7 Ym0

Correspondiendo a esta representacidn candnica del sistema, las
variables Xi’ XQ, ey Xm se les llama bisicas y al resto de las
variables se les denomina no bisicas. La correspondiente solu---

¢ci1dn basica es entonces:

Xi:yloa Xzzyzos --.,Xm:}’mo; xm+1:-..:Xn:U
o en forma vectorial x = (yO,O) donde Vo €S de dimensién m y 0
es vector cero de dimensidn n - m.

La matriz de coeficientes del sistema (5.4) en for-

ma de tableau queda:
Y1,m+1 Yome2 o0 Yin Y10

Yo om+1 Yo,m+2 ‘1 Yon Y20

s e s e R AN

c 0.1 ym,m+1 yrm,m+2 Ymn ¥mo
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El método de solucidn por pivoteo consiste en que
dado un sistema en forma candnica, suponemos que una variab-
le basica pasa a ser no b&sica y una variable no bésica pasa
a ser basica, esto es, supongamos que en el sistema candnico
(5.4) queremos reemplazar la variable bisica ﬁp 1<p<m por

2
la variable no bésica X% _.

Esto lo podemos hacer si y sblo si ypq es distin
to de cero ya que el cambio se efectua dividiendo la fila p
por ypq de tal manera que la variable xq tendrid por coefi---
ciente la unidad en la p-&sima ecuacidn e inmediatamente des-
pues multiplicamos la fila p por algufi miltiplo de cada una de
las demas filas y las restamos de tal manera que los coeficien
tes de xq en las demls ecuaciones serin cero. Lo cual transfor
ma la g-é&sima columna del tableau donde tendremos solamente ce
ros a excepcidn del término en la p-é&sima posicidn donde apare
ce la unidad, esto es, y__ =1 y por lo tanto no afectamos las

Pa

columnas de las otras variables bisicas. Si denotamos por Yi;
los coeficientes del nuevo sistema en la forma candnica asi ob

tenido, entonces tenemos:

]

' Y.
i3 T Vi3 T yo X Viq 1FP
pq
<
v |
yr., - 21 (5.5)
) Ypg
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Las ecuaciones (5.5)son las ecuaciones de pivoteo que

con mucha frecuencia nos encontraremos en programacidén lineal.

El elemento ypq en el sistema original se conoce como el elemen

to pivote,
Ejemplo 5.1, Consideremos el siguiente sistema en forma candnica:
s - =
X4 Xg+ Xg- Xg 5

XZ +2x4—3x5+ x6= 3

X3~ Xg+2Xg- Xg=-1

Vamos a encontrar la solucidén bdsica teniendo por variables bdsi-

cas actuales a X1,X, ¥ X5. Formando el tableau de coeficientes te

nemos:
X1 XZ )(3 X4 XS X6
1 0 0 (:) 1 -1 5
0 1 0 2 -3 1 3 =>
0 0 1 -1 2 -1 -1
[ v e
By
- _ 1
B1= 1 0 0 =B
0 1 0
0 0 1

El circulo indica el elemento que serd nuestro primer pivote y co-

rresponde a reemplazar x, por x, como variable basica.
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1 0 0 1 1 -1 5
-2 1 0 0 (::) 3 -7
(L_ EL L 0 3 -2 4
-1
B1
1 0 0 1 0 0
= B2= 2 1 0 => B_1= -2 1 0

1
—_
jen
j—y
—_
jan}
—_

De nuevo, el circulo indica cual es el elemento que serd el pré-

Ximo pivote, esto es, queremos reemplazar X, por X, entonces ob

tenemos:
Xy X X3 Xy Xg Xg
3/5 1/5 0 1 0 _2/5 18/5
2/5 ~1/5 0 0 1 -3/5 7/5
175 3/5 | 0 0 @ “1/5
-1
B
_ -1_ _
=> B3 '=[ 3/5 1/5 0 Bo=[ 1 1 0
2/5  -1/5 0 2 -3 0
-1/5 3/5 1 -1 2 1

y de nuevo el circulo indica el siguiente pivote para reemplazar

en la base X, POTr X, esto es:



m

X4 X, Xq X, X Xg
1 -1 -2 1 0 0 4
1 -2 -3 0 1 0 2
\1 -3 ié) 0 0 1 1
‘ -
-1
By
B,=1 1 1 -1 B—1= 1 -1 )
4 4
2 -3 1 1 -2 -3
-1 2 -1 1 -3 -5

ca:

5.3. Criterio para mejorar una solucidén bédsica factible.

Dada una solucidén bédsica factible, vamos a descubrir un
método para obtener una nueva solucién bdsica factible que nos
mejore el valor de la funcidn objetivo.

Consideraremos el siguiente problema de programacidén 1i-
neal:

Minimice z=c-x

s.a
Ax=b (P)

x>0,
donde A es una matriz mxn, de rango m; ¢, un vector rengldn de n
componentes; b, un vector columna de m componetes; x, un vector
columna de n variables. Supongamos que tenemos una solucifén bési
ca factible (B-1b,0)T la cual nos proporciona un valor de la fun-

cidén objetivo z, dado por

0
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-1 -1 -1
zg=¢ ‘(CB, CR)(B I% =CBB b (5.6)
0 0

Sea x=(xB,xR)T una solucidn factible arbitraria, por lo tanto,
Xp Z 0, foi 0. Esto es, x es la misma solucidn biasica factible

antes indicada, solo que ahora hecemos x, > 0 para de esta manera

R
analizar cual de las variables no bdsicas nos conviene meter a la

base y asi mejorar la solucidn.

=Bx,+Rx

b=Ax=[B,R ] Xp B R

(5.7)

*R

Multiplicando (5.7) por B! y reordenando términos, obtenemos:

-1 -1
xB—B b-B RXp

B 'b- T B_1a.xj (5.8)

jeJ
donde J es correspondiente conjunto de indices de las variables no
bdsicas. Observamos que las ecuaciones (5.6) y (5.8) son suficien-
tes para calcular el valor de la funcién objetivo, para esta solu-

cidén factible, esto es:

Z=CX
“CpXpTCRXR
-1 -1
=c,(B 'b- ¥ B ‘a.x.)+ T c.x.
B ieJ 3717 5e3 370
25" L (zj—cj)xj (5.9

jed

donde zj=cBB_1aj para cada variable no bdsica.

De la ecuacidn (5.9} observamos que resulta ventajoso si introduci-
mos a la base la variable X la cual aumentard su valor desde el ni

vel cero, mds aln,nos conviene que la variable Xj alcance un valor
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maximo, dentro de lo posible, pues de esta manera disminuimos el
valor de la funcidén objetivo. En vista de lo anterior podemos es
tablecer el siguiente criterio. Fijamos cada variable no bdsica

xj al nivel cero, excepto aquella variable no bidsica x, a la que

k

corresponde el mdximo valor positivo z El nuevo valor de 1la

kK Ck-
funcidén objetivo lo podemos calcular a partir de la ecuacién (5.9),
esto es:

z=20—(zk—ck)xk (5.10)
Al incrementarse, a partir de cero, el valor de Xy las variables

bdsicas se modifican, de acuerdo a la ecuacién (5.8) obteniéndose:

XB=B b-B akxk=b—ykxk (5.11)
donde yk=B—1ak y B=B_1b
Si denotamos las componentes de X, Yy b por Xy ,Xp ,...,Xp Y
B B1 BZ Bm
51,52,...,Bm respectivamente, la ecuacidn (5.11) queda:
*B, = by || Yk
X b Yy ‘
B2 2 2k Xy
X8, by Yrk (5.12)
X3 bm Yk
=, m-\.- e el - p—

De la ecuacidn (5.12) observamos que si Yik 5_0, entonces Xx se

B.
i

incrementa tanto como se haya incrementado Xy ¥y por lo tanto Xp
i
continua siendo no negativa. Sin embargo si Yik < 0, entonces Xg

1
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se¢ 1ncrementard tanto como se haya incrementado k. Con el objeti-

vo de no violar la condicidén de no negatividad, x, se incrementari

k

hasta el punto en el cual la variable bidsica Xg decrezca a cero,
T

donde r denota el indice para el cual Xg alcanza el nivel cero an
T

tes que las demds. Examinando la ecuacidn (5.12), resulta obvio
que la primera variable que decrece hasta alcanzar el nivel cero

corresponde al minimo de bi/yik para y;,. positiva, esto es:

- : i,
=minim — 5 Yik 0, (5.13)

En ausencia de degeneracidn br > 0 y por lo tanto

Br
X, = > 0,
k yrk

De la ecuacién (5.10) y del hecho de que 2K 0 concluimos que

z < 24 y por lo tanto hemos mejorado el valor de la funcién obje-

tivo, teniendo una nueva solucifn basica factible, pues X, se in

crementd desde el nivel cero hasta el nivel Br/yrk' Sustituyendo

b
Xy = ;—1 en la ecuacidén (5.12) obtenemos el siguiente punto:
rk
_ Yik -
Xg =b. - ik br i=1,...,m
i ' Vrk
BI‘
x = —_—
k Yrk

x.=0¥jeJ, excepto i=k {(5.14)
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De la ecuacidén (5.14) tenemos que x, =0 y por lo tanto

B
T

segulmos teniendo a lo mds m variables positivas, asociadas a la
nueva base cuyas columnas son

B108gs @ 458 580 s san lo% cuales serdn linealmente
independientes si y solo si yrk#O. Esto es, la variable no bédsi
ca x, ha pasado a ser bdsica y la variable x,. ha salido de la

base y pasa a ser variable no béasica.

Ejemplo 5.2.

Minimice Z=X X5

5.4
x1+2x2 < 4
xz < 1

X, > 0, Xy > 0.

La ilustracidn de este problema se proporciona en la figura 5.71.

Movimiento hacia una mejor solucidn bidsi
[2] s ca factible.

1

Figura 5.71. Solucidn bidsica factible mejorada.
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Introduciendo las variables de holgura X Y X, para transformar

el problema a la forma estdndar tenemos que la matriz de restric

ciones es:

A= [ a1,a2,33,a{] = [ 1 201 0 ]

0 1 0 1

Consideremos la base B = [a1,a2 ], esto es, Xq ¥y x, son las va-

riables basicas.

Xp= X, = B b.= 1 2 4 |= |1 -2 4 |= (2
_fz | 0 1 1 0 1 1 1
Xp= | Xs = 0 ;o 2=3
-?4 | 0

Estos puntos se muestran en la figura 5.1. Con el objeto de encon-

trar, si es posible, una nueva solucidén bidsica factible que mejore

la funcién objetivo, procedemos a calcular zj - Cj para las varia-
bles no bidsicas, esto es:
IS D - -
25-Cz=CpB az-c.=(1,1) 1 2 1 e e
. 0 L B
o B - - oA
24-C4—CBB a4—c4—(1,1) 1 -2 0 _
- 0= -1
. 0 T 1 L71_

Por lo tanto dado que 25 - €7 2 0, el valor de la funcidn objetivo
disminuird si aumentamos el valor de Xz La nueva solucidn es dada

por:
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-1 -1
X_. = B -
B b B a3%,
X = 2 - 0
X, 1 1 X3
El mdximo valor que puede alcanzar Xy £s 2, (ya que para un valor
mayor de Xyr Xy seria negativa). Por lo tanto, la nueva solucién
badsica factible es:
T T
(xl,xz,x3,x4) = (0,1,2,0)" ; z=1

Esto es, X3 entra a la base y sale x Observamos que el nuevo

1
punto ha mejorado el valor de la fincién objetivo y el decremento

de la misma es precisamente (z —c3)x3=2.

3

5.4, Criterio de optimalidad.

De la discusibn anterior, concluimos gue si para cada variable no
basica xj, jeJ se satisface zj—cj < 0 hemos alcanzado el 6ptimo
ya gue para cualgquier otra nueva solucidén bisica tendriamos que
X. > 0 y por lo tanto el valor de la funcién objetivo se incremen

J
tarfa en (zj-cj)xj, alejdndoncs del dptimo.

En el caso de gue se satisfaga zj—cj < 0 y para algln jeJ se cum

ple la estricta igualdad, esto es, zk—ck=0 para j=keJ tenemos, en

ausencia de degeneracidn, gque si introducimos a la base Xy el va~

lor de la funci6n objetivo no se altera, lo cual nos indica la
presencia de una solucién Sptima alternativa. A continuacidn ejem
plificamos las dos situaciones, esto es, la presencia de una solu

cidn Sptima finica y de una solucibn Sptima alternativa.
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Ejemplo 5.3.

Minimizar 2z = -3x, + X

1 2
S.a
X4 + Xy + X4 = 4
~Xy + Xy + X, = 1
xl > 0, x2 > 0, X4 > 0, Xy > 0.
Sea la base B=|:a1,a4:| =1 6] =>p8t1 o] =>
-1 0} 1 1}
x.= [x,] =B"1b= [1 o] [4] = [4] ; x.= [x,] = [0
B 1 . 2
Xy 1 1 '1 5 -?3 0
z=-12

Calculemos 2,7C, ¥ Z37C4 correspondientes a las variables no bdasi

cas:

_ -1 - B - r 1
ZZ_CZ—CBB a2—c2—( 3,0 1 0 2 1=-7

P § _(_ ~ C0eo
z3—03—cBB a3—c3-( 3,00 1 0 1 0=-3

1 1] |0
Dado que zj-cj < 0 ¥ jeJd la actual solucidn bésica factible es

Sptima y ademds finica, esto es x=(4,0,9,5)T es finica. Este ejem-

plo se ilustra en la figura 5.2.
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7

e "5 = X

Figura 5.2, Solucidén éptima dnica.

Ejemplo 5.4. Consideraremos ahora el problema:

Minimizar z=-2x1-4x2

s.a
Xy o+ 2x2 t Xq =4
—x1 + x2 + x4 =1
Xy > 0, Xy 2 0, Xq > 0, Xy > 0.

Observamos que la funcién objetivo a minimizar es distinta a la
del ejemplo anterior pero las restricciones son las mismas. Con

sideremos la misma base, esto es:

Fa
I}
b
il

4 y X = X = 0 . =-12

Calculemos cj—zj para todo jeJ, esto es:

- -1 _ ={ - =
zz—cz-cBB a,-C, (-2,0) (2) +4=0
3

—] -] - = - - = -
23—c3-cBB az-Cgq (-2,0) (1 \ 0=-2
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S1 introducimos la variable bdsica X, a la base, obtenemos una
nueva solucién bdsica factible Gptima ya que el valor de la fun

cién objetivo no cambia por ser zz-c2=0. Podemos determinar las

soluciones bidsicas factibles 6ptimas estudiando el rango posible

de variacién de X, que satisfaga la condicién de no negatividad,

esto es:
I
X, =B 'b-B a,X,
Xq
=[a47- [2
X
5 3

Entonces para toda x, < 5/3, la solucidn

*=[ = I -
X X, 1 4 2x, W
X2 X2
x3 0
B X4 i _ 5 - 3)(2 |

es una solucidén éptima con z*=-8. En particular si x2=5/3 alcanza

mos una solucién bidsica factible 6ptima en la cual x, sale de 1la

base, i.e., alcanzamos un punto extremo Sptimo. Esto se ilustra

en la figura 7.4.
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Familia de soluciones
bptimas alternativas

Figura 5.3 Solucicnes dptimas alternativas.

No acotamiento.

Supongamos que tenemos una solucidn bisica factible del sis

tema Ax b, x > 0 con un valor de la funcidn objetivo

igual a Zqg- Sea Xk la variable a entrar a la base, esto es,

Z, - <, » 0 con Yie < 0. De la ecuacidn (5,12) tenemos:

-1 .
Xy = B "&b - Yie %y

Yy por ser yk < 0, concluimos que x,. puede incrementar su va

k
lor indefinidamente sin gque alguna de las variables bisicas
alcance valor negativo. De la ecuacidén (5.9) tenemos que el

valor de la funcidn obietivo estd dado por

Z = Z,. - (z.k - ck) ®

4] k

la cual por lo tanto tiende a - « cuando Y tiende a tw ,
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Resumiendo, si tenemos una solucidn bisica factible con
2 ~ ¢ > 0 para alguna variable no bésica ¥ ¥V tenemos y, < 0,

entonces el Sptimo es no acotado, tiende a -» y x, puede aumen-

k
tar indefinidamente su valor, sin perder la factibilidad de la
solucidn bédsica, estoies, x tiende a +« por lo cual concluimos

que en este caso tenemos un problema no acotado.

Ejemplo 5.5. <Consideremos el siguiente problema de programacidn
lineal:
Minimizar z = -x; - 3x,
s.a
Ry - 2x2 < b
Xyt %, < 3
Xy > 0, X, > 0.

El problema se ilustra en la figura 5.4, donde observamos que
el problema tiene un &ptimo no acotado. Después de transformar

el problema a la forma estindar, introduciendo las variables

de holgura Ry ¥V X, la matriz A de restricciones queda:
A= 1 -2 1 0
-1 1 0 1
Sea la base B = [aa, au] =>
B = [1 0]
0 1)
Xp = |Xg| = 1 0 Ll - 4] Xp T |%q| = 0
%y, 0 1 ,3J 3 X, 0
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X

Figura 5.4. Sclucidn éptima no acoctada.
2. ~c. =ceBla e =00 [1 o [1]+ 11
1 1 B 1 1 ?
o 11 [|-1
ol
z, — C, = C B—la - e, = (0,0) 1 J -2l + 3 =3
2 2 B 2 2 ’
0o 1 il
Por lo tanto entra a la base X, ya que z, - ¢, > 0 y es el mas
positivo.

Observamos que Xp = B b - B anX, =2

El miximo valor de x, es 3 y X, alcanza el nivel cero. Por lo
“
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T

Tanto la nueva solucién bisica es (Xi’ Xy Xy, xu)Tz(O,3,1030)

La nueva base B = [a3, a2] = [1 - 2} con inversa 1 2 y

0 1 0 1
R = [ai, aq]. Cdlculemos 24 - ¢y Y Zy — Oy esto es:
z,-c, = coB la,-e, = (0,31 2] [1] + 1 = 4
1 71 B 1 71 ? w
o 1] [-1]

1
0
1

-1 -
z,-c), = cgB Tay-c, = (0,-3) r_ 2J o] -0 = -3

1 -
Observamos que z;-c; > 0, pero y,=B ~a,= —1J < [O]

Por lo tanto la solucidn bptima es no acotada. En este caso, si

X, se incrementa y %, alcanza el nivel cero tenemos:

m
Xg = B lp - B_iaix1
Kq| = 10 - |-1 Xy = 10 + Xy
Xy 3 -1 3 + L3
X, = 0

Es obvio que esta solucidn es factible para toda Xy > 0. En par

ticular

Xy - 2x2 t Xy :.x1 - 2(3+x1) + (1O+x1) =4
Y

-%4 X, tx, T ooxg 4 (3+x1) + 0 =3
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Por lo tanto z = —Q—Hxi, la cual tiende a -« cuando Xy tiende

a +* . Por lo cual concluimos que la solucidn Sptima es no aceo

tada y se encuentra a través del rayo

{(0,3,10,0) + x1(1,1,1,0)5 xg > 0}

5.6. Convergencia finita del método simplex en ausencia de

degeneracidn.

En ausencia de degeneracién, el método simplex termina en un
nlmero finito de iteraciones, obteniéndose una solucidn basi
ca factible &6ptima o se concluye que el &ptimo es un acotado.
El algoritmo del simplex termina en un punto extremo &ptimo

si A 0 para un problema de minimizacidén.

Otra forma de que termine el algoritmo es cuando

Zy = Sy 2 0 vy Y L 0. £l algoritmo genera una nueva solucidn

basica factible si 2 T G ? 0 Yo Yy £ 0.
En ausencia de degeneracién, br > 0, v por lo tanto
X, = /yrk > 0 y la diferencia del valor de la funcién obje-

tive serd para esta nueva solucidn:

Xy (zk -~ ck) > 0.
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Esto quiere decir que la funcidn objetivo decrece estric-
tamente en cada solucidén generada por el método simplex,
siendo distintas cada una de las soluciones bésicas facti-
bles qué se van generando. Como ya vimos, a lo mis existen
;) soluciones bAsicas, y ademids el método simplex no anali-
za todas, por lo tanto el niimero de iteraciones necesarias
para determinar el 4ptimo o concluir que este no es acota-
do, es finito.

En presencia de degeneracidn, es posible que br = 0 y por
lo tanto el decremento que se obtiene en la funcidn obje-
tivo al entrar a la base XK es cerc ya que Xk = 0y

(Zk - ck)’k’k = 0. Por lo cual, en este caso, es posible que
21 eigoritmo del simpiex se desarrolle a través de una suce
sién de bases, las cuales corresponden al mismo punto extre
mo y por lo tanto el valor de la funcidn objetivo seri el
mismo. Lo anterior se conoce como ciclo y existen formas de
evitarlo aplicando lo que se conoce como método lexicogrid--
fico, el cual no lo estudiaremos, pues se sale del alcance

y extencidn del curso.

Algoritmo del método Simplex.

Sea el siguiente problema de programacidn lineal:

Min. 7 = cx

X
Y
o
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y consideremos el siguiente tableau del simplex, donde supo-

nemos que las variables bisicas son Kis Rpseee X .
a a a a a a. a a LD(Lado
1
z r m | ‘m+l J k n Derechc)
X X a5 e X e s o X X “ v X e e x “ e X
1 0 . . b
g O 1Yy, me1 Yogeeo Y1k Yin|P1
0 1 b
0 . 0 y2,m+1... y2j"' Yo+ Yon b2
0 0 ... b
1 0 yr,m+1 yrj (::) Yrn br
Q g ... 0 ... 1 ym,m+1"' ymj' Yok Ymn bm
0 0 ... 0 ... 0 Zo+4 a1t zj—cj... e cBb

El algoritmo del simplex emplea el método de solucidn del pivo-

teo. Si consideramos que Z, = ¢ > 0 es el mas positivo de los
z; ~c.,i.=m+ 1,...,n entonces x serd la variable no bésica

1 1

que se incorpora a la base. Supongamcs que

b. :

X = minimo LI Vi 0

Yrk 1<i<m Yik

entonces la variable bésica Xp sale de la base, lo cual signi

r

fica que debemos plvotear sobre el elemento Y g ? el cual se en-

cuentra encerrado en un circulo en el tableau anterior, quedando

este ahora, después del pivoteo, de la siguiente manera:
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XB P XB ..xB xm+l . x. .xk... xn LD
2 r
"1k Y w1 Yty Yrn — Yk -
0 e . 0|y - —v ...y..———l'y I N A b,~- — b
Y ek Imt1 Yok lk 11 Yo 1k rmoyo. 1k 1 k T
Yy ¥y y_ - y ¥y
2k rmt+l T rn = 2k —
| 0|y - TV ..l Y .—-—l'y o0y, - b,~ —— b
Yok 2mrt1 Yok 2k ) 27 Yk 2k ) 2n Yok 2k 2 Y T
o .. L .0 Trmtl ri .. rn P
Yrk Yk Yk Yk rk
y Y Y . Yy Y
k rm+1 r m — wk —
0 = .. 1|y - - .—-—l'y P R s b-—=0
Yk mmt+1 Yok mk oy Y mk ey mk | wm kT
S (zm+1 Cm+l) (zj—cj)— (zn—cn)— ch~- ~
o ... = . 0 y . v . ..0.. y b
rk - f“‘“(zk—ck) - o e - T me )| (2 e )
Yrk Yk Yk rk

A continuacidn enunciamos el algoritmo del simplex.
Paso 0. Encuentre una solucidén bdsica factible inicial con base B.

Forme el siguiente tableau inicial.

Xg Xp LD
T B 'R 5
-1 B .
0 CBB R‘CR— Zj Cj’ jed CBE
Paso 1. Sea 2 T S T maximo {zj - cj i jed} Si Z " Cx £ 0, alto.
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La solucidén actual es 6ptima. De otra manera continue al

paso Z.
Paso 2. Examine Y- Si Y1 < 0, alto. La solucidn optima es no aco
tada a lo largo del rayo .
B_]b + X, |-y i X, > 0
k k k —
0 €
donde § ¢©s el vector unitario en Rm, esto es, es un vec-
tor de ceros excepto en la k-ésima posicidén que vale 1.
Si Yk > 0, determine el indice r tal que:
b o b,
= minimo ; Y. > 0
Yrk  i<i<m | YVik 1k
Paso 3. Actualice el tableau, pivoteando en Yog - L variable no
bédsica x, entra a la base y la variable béasica xBr sale
de la base. Regrese al paso 1.
Ejemplo 5.6. Sea el problema lineal:
Minimizar =z = Xy * Xy - 4x3
s.a
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Transformando el problema a la forma estdndar, esto es, intro

duciendo las variables de holgura 40 5 g obtenemos:

Minimizar =z = X * X, - 4x3
s.a
Xy ¥ Xy * Zx3 + Xy =9
Xq * Xy - Xg o Xg = 2
Ty f Xy v Xg +xg = 4
xj 0; j§=1, ,0

Dado que b > 0, la base inicial que seleccionamos es
B =[ g, g, dg ] = 13 => B 'b =Db > 0. Entonces, el tableau

inicial queda:

Iteracidn 1,

X4 X, X4 X, Xg X6 LD
1 1 2z 1 0 0 9
1 1 -1 0 1 0 2
-1 1 (:) 0 0 1 4 > sale de la
1 - 4 0 0 0 0 base xgq
t

entra a la

base Xz
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Iteracidn 2.

X-I xz Xs Xd XS X6 LD
(:) -1 0 1 0 -2 T » sale de la
base Xy
0 2 0 0 1 -1 6
-1 1 1 0 0 1 4
3 -5 0 0 0 -4 -16
+

entra a la base X,

Iteracidn 3.

X4 Xy Xz Xy X¢ X¢ LD

1 -1/3 0] 1/3 0 -2/3 1/3
0 2 0 0 1 1 6
0 2/3 1 1/3 0 1/3 13/3
0 -4 0 ~1 0 -2 -17

Observamos que zj-cj < 0 ¥ jeJ => tableau 6ptimo y la solu-
cién Sptima estd dada por:

x?=1/3, x§=0, x§=13/3, xz=0, x¥=6, x*=0

z%=-17
Debemos notar que la base 6ptima estd formada por las columnas
- - r
B= E;11,a5,a3] 1 0 2
1 1 -1
-1 0 1
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y B"'=[ 1/3 0 -2/3]
0 1 1
/3 - 1/3]

Es importante observar que la inversa de la matriz base la po-
demos identificar del tableau dptimo del simplex.Supongamos que
en el tableau original la base estd formada por la matriz iden-
tidad. Entonces, el proceso de ir actualizando la base B en cada

proceso iterativo corresponde a premultiplicar las m filas del
tableau original por B_1 con lo cual obtenemos el tableau origi-

nal ya que y=B_1R, con lo cual transformamos la matriz identi-

dad del tableau original en B_1. Por lo tanto B'1 se puede deter
minar del tableau actualizado, considerando los elementos del nu
evo tabelau que formaron la matriz identidad en el tableau origil

nal.

5.8. Modificacibn para un problema de maximizacidn.

Un problema de maximizacidn podemos transformarlo en uno
de minimizacidén, multiplicando la funcidén objetivo por -1. Tam
bién podemos resolver directamente el problema de maximizacidn

considerando que si 2 7Cy €S el minimo de 1las zj—cj para jeJ,
alcanzaremos el dptimo cuando 2 ¢ > 0, Yy en lo demds aplica-

remos exactamente los mismos pasos del método simplex que se si

guen en un problema de minimizacidn.
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Ejemplo 5.7.

Suponga el siguiente problema de programacién lineal:

Max z = cx
s.a
Ax = b
x > {
donde A = [2 1 1 0 07;b=[87ycCc=1[1,1,0,0,0]
1T 2 0 1 0 7
¢ 1 0 0 1 3
Si I = {3,4,2} representa el conjunto de indices bidsicos
y ademds sabemos que R 0 -1
0 1 -1
0 0 1

determine que variable entra a la base y a que nivel, asi

como la variable que sale de la base, el cambio en la fun

cidén objetivo y el nuevo vector Yy correspondiente a

la variable que salid de la base, asi como el nuevo in-

dice bdsico y la nueva inversa de la base.
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Solucidn

El tableau correspondiente serd: T = B A, esto es:

T = T 0 -1 2 1 1 0 0f = 2 0 1 0 -1
o 1 -2 1 2 ¢ 1 0 T 0 0 1 -2
0 0 1 o 1 0 0 1 0 1 0 ¢ 1

Y la fila de costos reducidos para j€£I, esto es, las va
riables no bidsicas, seréd:

1

2y - ¢y = cgB R - <R
cg = [}3, Chs €yl =L o0, 0, 1]
cp = Eﬁ’ CS] =1, 0]
R=[a. , a =2 -1
C T, TSJ
1 -2

.nO 1.—

2y - ey =L0,0,1F 1 0 -1 f2 1] - [1,0] -

= {0,1] - [1,0] = [-1,1]
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El vector del lade derecho queda:

B=B b= 1 0 -1 8 1=T 5
T 1 -2 7 1
0 0 1 3 3] -

y el valor de la funcidén objetivo sera:
z=cyB b= [0,0,17 1 0 -1T[ 8 7= (0,0,1)[ 8 7=3
0 -2 7 7

0 0 1 3 3

X4 X5 Xz X, Xg LD

2 0 1 0 -1 5
C:) 0 ¢ 1 -2 1+ sale x,
0 1 0 0 1 3

-1 0 0 0 1 3

4

entra x1

Entonces x, entra a la base a nivel 1, esto es, x;=1. Pivote

ando sobre y,q tenemos:

X X5 Xg Xy Xg LD
0 0 1 -2 3 3
1 0 0 1 -2 1
0 1 0 0 1 3
0 0 0 1 -1 4
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La funcién objetivo vale ahora z=4.

El vector Y pedido es Y4 ¥ vale:

El nuevo indice bdsico es I={3,1,2} y la inversa de esta base

es.
B = [ 1 -2 3
0 1 -2
0 0 1

Ejemplo 5.8. <Considere el siguiente tableau el cual es optimo:

X X, Xz Xy X Xg LLb
1 -1/3 0 1/3 0 -2/3 1/3
0 2 0 0 1 1 6

0 2/3 1 1/3 0 1/3 13/3
0 -4 0 -1 0 -2 -17

el cual corresponde a un problema de minimizacidn en el cual
las restricciones son del tipo < . Determine el problema ori-

ginal.

Solucibn.

Sea To el tableau original y Ta el actual
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tableau 6ptimo, entonces se tiene:

T, = B T,

To=[1/3 0 2735171 -1/3 0 /3 0 -2/3T=[1 0 2
0 1 1 0 270 0 1 1 11 -1
1/3 0 1/3 0 2/3 1 1/3 0 /3] |11 0 1
1 o-1/3 0 1/3 0 -2/3]1 =1 1 2 1 0 0
0 2 0 0 1 1 17 1 -1 0 1 0
L0 2/3 1 1/3 0 1/3 -1 1 1 0 0 1

Lado derecho actual = B_1b, LD original -1

{
o
1]
]
o
o
1]
Vv

b= 1 0 2 1/3 |=| 9
T 1 - 6 2
-1 0 1 13/3 4

Dado que las restricciones son del tipo < se tiene que las

variables XgsXg Y Xg sonm de holgura y por lo tanto Cqs Cg

&

Y Cq valen cero.

Zj - cj = cBB aj - Cj donde Cy = (c1,0,c3)
- - -1 - B
20 - €4 -1 = CBB a,-Cy (c1,0,c3) 1/3 0 -2/3 11 -0
0 1 1 0

1/3 0 1/3 0

= (1/3c.1 + 1/3c3,0,—2/3c1 + 1/3c 1 = 1/3c1+1/3c3 = -1

3)
0
0

-
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) o, S T ]

2 T Cg = "2 = cgB lag- ce=(z¢ 43¢4,0,
_z ]

7¢1 T 3¢5

C
_ 3
=>cp =3+ 52 - - - (2)
€3
De (1) v (2): -3 - Cg = 3o+ —— => ¢
=>cq = 1
z., - c. = -4 = ¢ B_1a - ¢, =
2 2 B 2 2

= 1/3c1 + l/3c3 - 2/3c1 + 1/3c3 - <,

= —1/3c1 + 2/3c3 - ¢

2
= -4
=> c, = —1/3c1 + 2/3c3 +4
=>C2=1

Por lo tanto el tableau original seréa:
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)(.l XZ x3 xdr X5 x6 LD
1 1 Z 1 0 0 9
1 1 -1 0 1 0 2
-1 1 1 0 0 1 4
-1 -1 4 0 0 0 0

y el problema original seri:

Min. Z = X1 + X - 4x3

>
+
>
]
+
~o
>
| A
0

5.9. Variables artificiales.

Es frecuente, que para encontrar una solucidn béasica
factibel inicial, tengamos la necesidad de introducir, inde
pendintemente de la necesidad de variables de holgura, varia
bles artificiales las cuales nos permiten tener una base
inicial, esto es, la matriz identidad. Vamos a ver a conti-
nuacifn algunos casos en que se hace necesaria la introduc-

ci6n de varibles artificiales.

i. Si las restricciones del problema son de la forma
Ax > b, x> 0, donde b > 0, al introducir el vector de

holgura Xy obtenemos:
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Ax-xH=b; x > 03 Xy > 0.

Observamos que la matriz de restriccidn [?, —1] no comn-
tiene la base inicial requerida por el método simplex,
esto es, la matriz identidad. Debemos agregar entonces,

un nuevo vector artificial X, v el sistema de restriccio

nes queda:

Ax-xH+xA=b; x > 0; Xy > 0, Xy 2 0

es decir [A, -I1,I] [ x 7 =b

Consideremos las siguientes restricciones:
Xq* sz > 4
-3xg* 4x, > 05

Xy 2 0,

Introduciendo las variables de holgura X5 Yy X, tenemos:

X1+ ZXZ - X3 =4
—3x1+ 4x2 - X, =5
X > O? =1! ,4

j J

Observamos que la matriz de restricciones no contiene una

submatriz identidad de orden 2. Por lo tanto. introduci-
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mos al problema las variables artificiales x? y xg, es-

to es:
a _
X, + 2x2 - X + Xy - =4
a —
3x1 + 4x2 - Xy + X, =5
- - - - a * a
Xy 205 x5 205 ... X 205 xp > 05 x5 20

con lo cual tenemos ya una solucién bidsica factible ini-

cial con x?

> 0y xg > 0.

11. Supongamos que las restricciones son de la forma Ax < b,
x > 0, pero el vector b no es no negativo, esto es,

bi < 0 para algQn i, i=i,...,m. Al introducir el vector
de holgura Xy no podemos inicializar la solucidn hacien-
do x=0 ya que xH=b viola la restriccidn de no negatividad.

Sea el siguiente sistema de restricciones:

Xyt X, - 3xg < -3
—2x1 X, 3x3 < 7
Xy > 0, Xy > 0, Xz > 0.

Haciendo el cambio de signos a la primera restriccidn

tenemos:



202

-x1 - X, + 3x3 > 3
—Zx1 X, * 3x3 <7
x> 0; X, > 03 Xg > 0.

Introduciendo las variables de holgura Xp ¥ Xg el sis

tema queda:

—x1 - xz + 3x3 - Xy = 3
—2x1 + x2 + 3x3 + x5 = 7
Xy > 0; vy Xg 2 0.

Observamos que para tener una solucidén basica factible

... ) ) ] . a
inicial debemos introducir una variable artificial X,

en la primera restriccién, esto es:

a _
-x1 - XZ + 3x3 - x4 + x1 = 3
—2x1 + xz + st + X¢ = 7
. - a
Xy > 0; ) X > 0; Xy > Q.

iii. Supongamos que tenemos el conjunto de restricciones
Ax = b, x > 0 donde A e¢s una matriz de orden m x n de
rango m y la matriz identidad de orden m no es una sub-

matriz de A. Por lo tanto para obtener una solu-
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cidn bédsica factible inicial debemos introducir variables ar-
tificiales en las restricciones adecuadas. Asi sea el conjun-

to de restricciones:

x1+ x2+ Xz = 4 .
2x1+3x2 - x4=18
X, 2 0, X, > o, Xy > 0, Xy 2 0.

Observamos que x3=4 es una solucidn factible bdsica inicial,
y si introducimos la variable artificial xg en la segunda res

triccidén, esta serd nuestra segunda solucién inicial con

a .
x2=18, esto es, el sistema queda:

x1+ x2+ x‘.S = 4
a_
2x1+3x2 —x4+x2—18
- - . L} a
Xy > 0; Xy > a; ... ; X, > 0; Xy > 0.

La manera de resolver los problemas lineales que involucran

variables artificiales es tema de la siguiente seccidn.

5.10. Método de penalizaciones (método de las M grandes).

Consideremos el siguiente problema de programacién 11i-

neal:

Minimice z=c¢X
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Si una base conveniente no es determinada, introducimos

el vector artificial x? y el sistema de restricciones
queda:
Ax+x%=h

a .
x > 0; x> 0.

La solucidn factible incial estd dada por x%=b y x=0.

Lo indeseable de tener el vector artificial a un nivel ma-
yor de cero, lleva a modificar la funcidén objetivo donde
ahora deberemos pagar una multa por tener una solucidén, don
de el vector artificial no sea totalmente nulo. Esto es,

el problema queda:

.. a
Minimizar z=Cx+Mx
s.a
a
Ax+x"=h

a

x » 0, x© > 0,

donde M es un nimero positivo muy grande, tan grande

como queramos. E1 término Mx? se interpreta como la multa
a ser pagada por cualquier solucidn donde x* £ 0,

La solucidén inicial x = 0, x* = b es factible en las

nuevas restricciones y tiene un valor de la funcidén ob-
jetivo muy indeseable, M¢b por ser este muy grande (en
el sentido positivo). Por lo tanto, el método simplex tra
tard de sacar de la base las variables artificiales y en-
tonces continuar hasta encontrar la solucién 6ptima del

problema original.



205

Ejemplo 5.9.

Minimizar z=x,-2x

1 2
s.a
X, ¢+ X, 2 2 -
"Xt X, > i
Xy < 3
X, > 0, X, > 0.

Aplicando el método de penalizaciones queda:

.. — a a
Minimizar =z X, 2x2+Mx1+Mx2

s.a
a -
X, + Xy - Xq + X, = 2
"X, +t X - X + x5 =1
i 2 4 2
X, + X = 3
- . . a . a
x; > O; ... Xe > 0; XJ > 03 X5 > 0.
El tableau del simplex queda:
a a
Xy X5 X Xy Xg X X5 LD
1 1 -1 0 0 1 0 2
-1 1 0 -1 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 0 3
-1 2 0 0 0 -M -M 0

Multiplicando las filas 1 y Z por -M y sumindoles la ulti
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ma fila (fila de 1las zj - cj o fila de costos reducidos) tenemos:
a a
X1 x2 x3 x4 x5 x1 XZ LD
1 1 -1 0 0 1 0 2
-1 (:) 0 -1 0 0 1 1 —
0 1 0 0 1 0 0 3
- 2M+2 -M -M 0 4] 3M
a a
x1 XZ XS x4 XS x1 xz LD
4] -1 1 0 1 -1 1 »
-1 1 0 -1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 -1 2
ZM+1 0 -M M+2 0 0 -2M-2 M-2
a a
x1 X, x3 x4 x5 Xy X5 LD
1 0 172 (::) 0 1/2 /2 172 »
0 i -1/2  -1/2 0 1/2 172 3/2
0 0 1/2 1/2 - T -1/2 -1/2 3/2
4] 0 1/2 3/2 0 -M-1/2 -M-3/2 -5/2
a a
x1 xz XS x4 x5 x1 xz LD
2 0 -1 1 0 1 -1 i
1 1 -1 0 0 1 0 2
-1 0 (:) 0 1 L 0 1
-3 0 2 4] 0 -M-2 -M -4
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a a
X X4 Xz X X¢ X5 Xy LD
1 0 0 1 1 0 -1 2
0 1 0 0 1 0 0 3
-1 4] 1 0 1 -1 0 1
1 0 0 0 -2 -M -M -6

Como (Zj-cj) < 0 ¥ jeJ el Gltimo tableau es &ptimo, por lo
tanto x§ = 05 x4 = 3; x}% = 1; x¥ = Z; x} = 0; x*% = 05 x2%=0;
z* = 6.

La sucesidn de puntos generada en el espacio (x1,x2) se mu-

estra en la figura 5.5,

C

Figura 5.5. Ejemplo del método de penalizaciones.

S.11. Andlisis del método de penalizaciones.

Consideremos el problema lineal:

Minimice z = CX
s.,a
Ax = b (P)

X > ]
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donde no existe ninguna matriz identidad de orden m, sub-
matriz a su vez de la matriz A de orden mxn y de rango m.
Por lo tanto es necesaria la inclusidn de un vector arti-

ficial x? y entonces el problema (P) queda:

.. a
Minimice 2z = cx + Mx

s.a a
Ax + x° = b (P")

x > 05 x2 > 0.
Estamos interesados en obtener la solucidén de (P) y en el
proceso de solucidn, se pueden presentar los sigulentes ca
S0S:

CASO A. - Solucidn dOptima finita de (P').

En este caso se presentan dos posibilidades. La primera es
aquella donde la solucidn 6ptima a (P') tiene todas las va-
riables artificiales a nivel cero. En la segunda posibilidad
no todas las variables artificilales se encuentran a nivel ce
ro. Estas variantes constituyen los subcasos Al y AZ, respec

tivamente y se analizan a continuacidn.

Sub-caso A.1. (x*, x*a) = {x*, 0) es la solucién éptima de

(P').

En este caso x* es una solucidén dptima del problema (P}

Para demostrar esta aseveracién, supongamos que X €5
una solucidn de (P) y observamos que (x, 0) es una solu-
cién factible al problema (P'). Si (x*, 0) es una solu-
cién factible O6ptima del problema (P) , entonces,

cx* + 0 cx + 0, esto es, cx* cx. Por lo tanto x* es
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una solucién factible del problema (P) y por lo tanto

x* es la solucién éptima de (P).

Subcaso A.2. (x*,x*a) es solucidn d6ptima de (P') vy

x*? £ 0,

Si M es un nfimero positivo muy grande, podemos concluir
que no existe solucién factible de (P). Supongamos, que
es solucién factible de (P). Entonces (x,0) es una so-

lucidén factible de (P') vy por las condiciones de optima

. a
lidad de (x*, x*“) tenemos
* %4 =
cx* + Mx < ecx + 0 =.cx.

Dado que M es muy grande vy x*2 >0y x*2 £ 0 y como x*
corresponde a una de las soluciones bidsicas factibles,
las cuales son finitas, la desigualdad anterior es impo
sible.

Por lo tanto x no puede ser solucidén factible de (P).

Caso B. (P') tiene una solucidn 6ptima no acotada.

Supongamos que durante la solucidén de (P'), la columna ac
tualizada Yy €S mo positiva, esto es, Yy < 0, donde el

indice <corresponde al mds positivo de 1los Zj - Cj' En-

tonces (P') tiene una solucidn 6ptima no acotada. Si to-
das las variables artificiales son iguales a cero, enton

ces el problema original, esto es, el problema (P) tiene

una solucidn éptima no acotada. Por otra parte si al me-
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nos una variable artificial es positiva, entonces el pro-
blema original es no factible.
Estos dos subcasos los discutimos a continuacién con mis

detalle.

Subcaso B.1: zk~ck=méxim0{(zj-cj); Zi_ci > 0; jeJi,

Y £ 0, y todas las variables artificiales son iguales a

cero.
A este subcaso le corresponde tener una solucién factible
eén el problema original. Ademds, dado que P' es no aco-

tado, existe una direccién (d dzj > (0,0) del conjunto

1°

{(x,x*) : Ax + x* = b, x>0, x* >0 tal que cd,+Md, < 0

ya que esto precisamente es condicidn necesaria y sufi-
ciente para que (P') sea no acotado. Dado que M es muy gran

de y d2 > 0, tenemos que si Cd1+Md2 < 0 implica que d2=0
y ademis Cd1 < 0. Pero d1 entonces es la direccién sobre

el conjunto {x : Ax=b, x > 0} tal que cd1 < 0 lo cual

implica que (P) no tiene solucidén dptima acotada.

Subcaso B.2: zk—ck=méximo {(zj—cj); 257C5 > 0; jedi}

yg £ 0, y no todas las variables artificiales son iguales

a cero.
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En esta situacidn no existe solucién factible del pro-
blema original (P}. Supongamos que la base consiste de
las primeras m columnas de A, donde las columnas de 1
a la p estadn asociadas a las variables originales y la
columna p + 1 a la m estdn asociadas a las variables
artificiales. El1 tableau correspondiente se da a con-

tinuacidn.

X, .xp xp+1...xm Xow1 ...xj e Xy LD

1 0 0 0 Yim+ ] "'Ylj - Y1n b1

0 .0 0 0 Y oms 1 "'Y2j - ¥Yoq b2

0 ...1 0 ...0 Ypm+1 "'ij "‘an bp

0 .0 1 0 Yp+1+m+1"‘yp+1j"'yp+1n p+1
0 .0 0 1 Yom+ 1 "'ij e Yon bm
Observamos que ¢; = M para 1 = p + 1,...,m. Para

j = m+l,...,n tenemos:

p m
- c. = L cC.y.. +M( £ vy..)] - c. (5.15)
2 j - i¥ij j=pa1 1] j
m -
Es facil notar que L Yij 0¥j=m+1,...,n,.

i=p+1
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Para demostrarlo recordemos que Y £ 0 ¥ ked

m
lo cual implica que I Yl 0 es trivial. Por contradi-
i=p+1
m
ccidén, supongamos que I vy.. > 0 para alguna xj no ba-
1=p

sica, esto es, jeJ. De la ecuacidén (5.15), dado que M es

muy grande se tiene que zj - Cj €s un nidmero positivo muy

grande, violando la definicidén de

k) méximo{(zj - cj), Y < 0}

Por lo tanto:

z yij < 0¥ j=m+l,...,n. Sumando las Gltimas m-p ecua

ciones del tableau anterior, tenemos:

m n m m
I ooxg+ I ooxg { I y;s)= I b (5.16)
i=pr1 ' jeEmel ) i=per T i=p+1

Por contradiccidn, supongamos que el problema (P} tiene una

n

solucion factible. Entonces xi 0 para todas las varibles

artificiales y por lo tanto X, = 0 para 1 = p+1,...,m.
m
Por otro lado x. > O vy z yii < 0 para
] i=p+1 J

j =m+l, m+2,...,n, Por lo tanto, el lado izquierdo de la
ecuacidn (5.16) es no positivo. Pero el lado derecho de la
misma ecuacidén es positivo ya que no todas las variables ar

tificiales son iguales a cero. Esta contradiccidn demuestra
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que el problema original (P) no puede tener solucidn fac-

tible,

Debemos observar que no podemos concluir que el proble-

ma original (P) es inconsistente si alguna

0, y. < 0 vy no todas las variables artificia-

]

les son cero. Es necesario que utilicemos en la demostra-

cién el mds positivo de las z5 - C..

J

Podemos resumir el anilisis del método de penalizaciones

de la siguiente manera:

Resolver el problema (P') para
una M positiva muy grande

acotado

x*%=0. El pro
blema (P) tie
ne solucidn
6ptima.

x*2#0. El pro x*3=0. E1 pro

blema (P) no blema (P) tie

tiene solu-- ne solucidn

cién factible dptima no aco
tada.

x**=0. El pro
blema P es in
consistente.
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5.12. E1 método de las dos fases.

En este método durante la primera fase reducimos las
variables artificiales al nivel cero o concluimos que el pro
blema original (P) no tiene solucidén factible. En la segunda
fase minimizamos la funcifén objetivo original a partir de la
solucidn bisica factible obtenida al final de la primera fa-
se. Consideremos el siguiente problema lineal:

Minimizar z=cx
s.a
Ax=b {(P)
x > 0,

Entonces, el método de las dos fase consiste en:

FASE I. Debemos resolver el siguiente problema lineal, ini-
ciando con la solucién bdsica factible inicial x=0 y x%=b.

... a
Minimizar 20=x

s.a
Ax+x%=b (P")

a
x> 0, x* > 0.

Si en el optimo xa#O, entonces alto, el problema original no

tiene solucidn factible. De otra manera, denotemos por Xg ¥

X, las variables badsicas y no bdsicas, respectivamente, coOr-

R
respondientes al problema original (P) ya que implicitamente
estamos suponiendo que todos los componentes del vector x2
han salido de la base.

Vamos a la fase I11.
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FASE TI. Resolvemos el siguiente problema lineal, empezan
do con la solucidn bésica factible XB:BH1b y xR=0.
Minimizar 2 = CpXg * Cr¥p
5.a )
Xo + B 'Rx. = B b (P'")
B “R

Xg > 0; Xp > 0.

La solucidn Optima del problema original P es dada por 1la
solucidén 6ptima del problema (P'').

Ejemplo 5.10.

Minimizar 2z = x, - 2%

_l><
+
»

(o)

IRY
™~

3

>
)
| A

Xy 2 03 Xy > 0.

La regién factible y los pasos seguidos durante las fases
I y TT hasta alcanzar el &6ptimo se muestran en la figura

5.6, Después de la introduccidén de variables de holgura x

kE
X4 ¥ Xg ¥ las variables artificiales x? vy x? , tenemos:
Minimizar z = x; - 2x2
s.a
Xyt X, Xq + x? = 2
Xy ot X, - X, + xg = 1
X, * X = 3
Xy > 0; X, > 0;...; Xg > 0; x? > 0; x% > Q.

La fase I 1la iniciamos minimizando el siguiente problema:
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... _,a, . a
Minimizar X =Xq+X,
s.a
X, ¥X, X +x2 =2
1 72-—"3 1
a_
TX X, "Xy +x2—1
X, +x5 =3
. i a a
xj > 0; j=1, s 5 Xy > 0; X5 > 0
X2
0 2
3] ]
0
2] £
i/2
7]
1
0 < 3 4 -
M\C 1
Figura 5.6. Método de las dos fases.
FASE T,
a a
X, X, X X, X¢ X X, LD
1 1 -1 0 0 1 0 2
-1 1 0 -1 0 1
0 1 0 0 1 0 3
0 0 0 0 0 -1 -1 0
Sumando las filas 1 y 2 a la Gltima fila obtenemos:
26-c6=z7—c7=0, esto es:
a a
Xy X, X7 X, Xg X4 Xo LD
1 1 -1 0 0 1 0 2
SN O 0 0 1 1 >
0 1 0 0 1 0 0 3
2 -1 -1 0 0 0 3
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. a a |
X1 KZ XS x4 XS x1 x2 LD
©, 0 -1 1 1 -1 1 -
-1 1 0 -1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 -1 2
2 0 -1 1 0 0 -2 1
+
a a
Xy X5 Xy x4 XS X3 XZ LB
1 0 -1/2 1/2 0 1/2 -1/2 1/2
0 1 -1/2 -1/2 0 1/2 1/2 3/2
0 0 1/2 1/2 1 -1/2 -1/2 3/2
0 0 0 0 0 -1 -1 0

El tableau anterior es el fin de la fase I pues

zj—cj > 0¥ jeJ vy xg=0. Debemos empezar la fase II con la

solucidn bdsica factible (x1,x2)=(1/2,3/2) y la funcién ob

jetivo original z serd minimizada a partir del punto extre
mo (1/2, 3/2),(ver figura 5.6). En la fase II ya no consi-

deraremos las variables artificiales,

FASE 171.
X4 X, x3 Xy XS LD
0 ~1/2 1/2 0 1/2
1 -1/2 -1/2 0 3/2
0 1/72 1/2 1 3/2
1 2 0 0 0 0

Multiplicando las filas 1 y 2 por el 1 y -2 respectiva-

mente y sumando estas a la tila de las Zy - Cj’ logramos
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hacer
Z4-Cy= y 22-c2=0, esto es:
X1 2 x3 Xy X LD
| 0 172 @ 0 172 »
0 1 -1/2 -1/2 0 3/2
_ 0 0 1/2 1/2 1 3/2
0 0 1/2 3/2 0 -5/2
+
X 2 X3 X4 Xg LD
2 0 -1 1 0 1
1 1 -1 0 0 2
-1 0 Q) 0 1 1 >
-3 0 2 0 0 -4
+
X4 2 X< X, X¢ LD
1 0 0 1 1 2
0 1 0 0 1 3
-1 0 1 0 1 1
-1 0 0 0 -2 -6

Dado que Zj-cj < 0 ¥ jeJ, el tableau anterior es dptimo y

%= *=
x] 0, x5

3y z*

=-6. Observamos que la fase I traslada la solu

cidén del problema del punto extremo no factible (0,0) al pun-

to extremo no factible (0,1) y finalmente al punto extremoc fac

tible (1/2, 3/2). Desde este punto, la fase II traslada la so

lucién al punto extremo factible (0,2) y finalmente al punto

extremo Sptimo {(0,3), tal y como se ilustra en la figura 5.6.

El propdsito de la fase I es lograr alcanzar un punto extre-

mo de la regién factible, el cual toma como punto inicial la
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tase II hasta alcanzar el punto Sptimo.

5.15. Andlisis del método de las dos fases.

Al final de la fase I se -pueden presentar dos casos:

a a ) ) ; ..
x° #0 o x% = 0. Ambos casos los discutimos a continuacién.

si x%40, el problema original no tiene solu-

cidon factible, ya que si existe x > 0 con Ax=b,

entonces X es una solucidén factible del pro
(0

blema de la fase I y 0x+0=0 < x° violando la op

timalidad de xa.

Este caso lo podemos dividir en dos subcasos.
En el subcaso B.1 todas las variables artifi
ciales salen de la base al final de la fase 1.
E1l subcaso B.2 corresponde a la presencia de
al menos una variable artificial en la base,

a nivel cero. Ambos subcasos los discutimos

a continuaciodn.
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Subcaso B 1. (Todas las variables artificiales salen de

1a base).

Dado que al final de la fase I tenemos una solucién bi-
sica factible formada totalmente por las variables legi-

timas, el vector x lo descomponemos en Xg Y Xp Yy entonces

tenemos el siguiente tableau al final de la fase I:

a
XB XR X LD
I B~ 1R B~ LY
0 0 -1 0

Ahora podemos comenzar con la fase II, después de omitir

. a a
las columnas correspondientes a x“. (En las columnas de x

aparece Bf1, por lo tanto ninguna variable artificial vol-
verd a entrar a la base). Llas zj - Cj para las variables
1

no basicas estdn dadas por el vector cBB_ R - Cp el cual

puede ser fdcilmente calculado de la matriz B‘1R dada en el
tableau final de la fase I. El tableau inicial de la fase
IT es dado a continuacidn y a partir de este tableau aplica

moes el método simplex para encontrar la solucidn &ptima.

XB XR 1D

T B 'R B '

0 c. B 'Rr-c c B_1b
B R B

Subcaso B 2. (Al menos una variable artificial a nivel cero

pertenece a la base).

En este caso procedemos directamente a la fase IJ, o antes

eliminamos la(s) varible(s) artificial(es) bdsica(s) y en-
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=3,
2c3

seguida proseguimos con la fase I[f. Estas dos acciones

las discutimos a continuacién con mis detalle.

i. Proceder directamente a la fase II.

Primero eliminamos las columnas correspondientes a las
varibies artificiales no bdsicas de la fase T. El ta-
bleau inicial de la fase JI contiene entonces algunas va
riables legitimas y alguna(s) variable(s) artificial(es)
a nivel cero. La fila de costos reducidos, esto es, la
fila de 1os zj—cj se constituye para la funcién objJetivo
original de tal wanera que todas las variables legitimas

que son bdsicas tienen asociados a ellas zj - Cj = 0,

Los coeficientes de costos de las variables artificiales
(que son bdsicas) tienen tambié&n un valor cero. Procede-
mos a resolver la fase II, por el método simplex, cuidan
do mucho de que nunca las variables artificiales alcan-

cen un nivel positiveo va que en este caso, destruimos la
factibilidad. Para ilustrar lo anterior, consideremos el
siguiente tableau, donde por facilidad suponemos qgue las

variables bdsicas legitimas son Xis Xgy vvey Xy Y las va

a

> Xoem (las variables ar

. . - - a
riables artificiales x ksl
tificiales Xoppom X0 salieron de la base durante la

fase 1).
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Xqee Xy X141 ...xj ce X X ak+1" " Xnem LD

1 .0 Y 1k+1 SRS Y Vg 0 ... 0 b,

0 ... Yk 1 "'ykj cYin 0 .. .0 bk

0 ...0 Y+ 1k+1 "'yk+1,j"'yk+1,n 1 .0 0

0 ...0 Y k41 Y p "'yr.u;n 0...1 ...0 0

0 ...0 Ymk+1 ...ymj -+ *¥m.n 0...0 1 0

0 ...0 Zk+1'ck+1"'zjwcj ceezocC 0...0 ...0 cBb
Supongamos que zj - Cj > 0 es el mds positivo de las
z, - C, i=%k+1,...,n, esto es, xj entra a la base. S1 yiji 0

para i = k+1,...,m, entonces la variable artificial X perma
nece al nivel cero, mientras X entra a la base y realizamos la

prueba del radio minimo. De otra manera, supongamos que al me-

entonces la va

3

Nos una componente yrj < 0 (r = k+1,..., m)
riable artificial x alcanza un nivel mayor que cero cuando X;

n+r

se incrementa, lo cual estd prohibido dado que destruimos la fac



titilidad. Lo anterior es posible hacerlo si pivoteamos
schre yrj en lugar de utilizar la prueba del radio mini
mo usual.

Por lo tanto si yrj < 0, pivoteamos sobre Yrj mantenien

do de esta manera la factibilidad, dado que el lado dere

cho de la correspondiente fila (Br) es cero. En este ca-

s0 xj entra a la base y la variable artificial X4y sale

de la base y el valor de la funcidn objetivo permanece
constante. Con esta pequefia modificacidn, utilizamos el

método simplex para resolver la fase TT.

ii. Se eliminan Jas variables bdsicas artificiales al

En lugar de adoptar el procedimiento anterior, el cual
nos garantiza que las variables artificiales siempre es
tardn en el nivel cero durante la fase II, podemos elimi
nar totalmente las variables artificiales antes de proce
der con la fase IT. El siguiente tableau el cual se ob-
tiene al final de la fase I, nos muestra que la fila de
costos no desempefla ningin papei importante en el siguien

te andlisis , razdn por la cual lo omitimos.
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Vgriables bd Variables no Variables no Variables ba
sicas legitli bdsicas legi bdsicas arti sicas artifi

mas. timas. ficiales. ciales.

Xg Xg o X Xpq o eee X Xnett Xnek Xnaks 1 Xnem

1 0 0 0 0 51
0 1 0 R,1 R3 0 0 b2
0 0 1 0 0 bk
0 0 0 1 0 0

R2 R4
0 0 0 0 1 0

Vamos a proceder a sacar de la base las variables artificia-

les Xn+k+12 2 Xpem Y reemplazarlas por las varibles no bi
sicas legitimas Xpgqrees Xoo Por ejemplo, la variable bési
ca artificial X kT la podemos sacar de la base, pivoteando

en cualquier elemento no nulo de la primera columna de RZ.La

variable no bdsica legitima correspondiente entra a la base,

saliendo de ella x y actualizando totalmente el tableau

n+k+1’
continuamos con el mismo procedimiento hasta eliminar de la
base las variables badsicas artificiales restantes, con lo

cual la base estarid constituida ahora unicamente de variab-



les legitimas, y procedemos con la fase [i descrita eu
el caso B. Sin embargo, en el caso de que el tableau fi

nal correspondiente a la fase I tuviera la matriz R2=0,

ninguna de las variables bdsicas artificiales puede sa-
lir de fa base introduciendc en ella alguna de las va-~
riables no bdsicas legitimas. Si denotamos a

(xp0 X5,y X) y (X xn)T por X, y X, respec

tivamente y descomponiendo la matriz A y el vector b de

acuerdo a Ay Ay b4 {‘bi respectivamente, en-
A A Ll)
21 27 2

tonces es facil observar que el sistema

] n-k
k| A1 ‘ Aqg X4 - by
m-Ki Ay vy %, by
se puede transtormar en
k n-k
s ,..] s — B red -
K 1 R1 x1 = b1
m-k 0 0 X, 0

que constituye una sucesidén de operdciones elementales
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con matrices. Esto muestra que el rango de (A, b) =k < m,

esto es, las Gltimas m - k ecuaciones son matemdticamente

-1 _ -1

redund = = alti -
undantes v R1 A11 A12 1% b1 A11 bi' Las Ultimas m-k

filas del Qltimo tableau pueden ser eliminadas y entonces

podemes proceder con la fase IT sin icluir ya las variables

<,

artificiales. Las variables b&sicas seran Kl’ XQ,..., Xk y

no bidsicas X e, X,

las variables le+1 2 > “n

El tableau inicial de la fase IT, en este caso, seri como

el que a continuacidn expconemos, donde Chp = (Cyseen, &0
X4 Xk Xk+1 . xn b
T -1 - g
H A Ai?_Ri b1
0 c. ATT A - c c_b
B 711 "12 R B™1
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EJERCICTIOS

5.1 Utilizando el método del pivoteo resuelva el siguilente sis-

tema de ecuaciones simultaneas:

= 7
Xy + 2x2 + Xy = 7
2x1 - X, + 2x3 = 6
xl + X + 3x3 =12

5.2 Resuelva el siguiente problema de programacidén lineal, uti-
lizando el método simplex.

Maximizar 72 = 3x1 + X + 3x

3
S.a
2x1 + %, X3 < 2
Xq + 2x2 + 3x3 < 5
2x1 + 2X2 + Xq < 6
Xy > 05 X > 03 X3 > 0.

5.3 Utilizando el método simplex resuelva:

Maximizar 2 = 2x1+ ux2 + Xy * X

i
S.a
<
x1+ 3x2 + ®, = U
2x1+ *s < 3
Ky * Bxg v ox, < 3
X_"-?—O:j = 1,...,4



Maximizar

Minimizar

Minimizar

Minimizar

Utilice

Z

7 =

S.a

7 =

o=

S.a.

*1

12%, -

| v

v

| A

| A

-+

no restringida; x. > 0, j

solo una iteracidn.

]

29x%

v 1A

| A
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5.7
Minimizar 7 = X

S.a
2x2 + Xq + Xy, — Xg = 0
3x1 - 2x2 - KB + 2x£+ < 15
%y + X4 < 9
Qxl + 8x2 + *q ~2xu - Xg* 0
Xj > 03 J = 2,...,5; Xg NoO restringida.

9.8 Una planta quimica puede fabricar tres productos A,B y C
que requileren ser procesados en las mdquinas 1 y 3; 1,2 y 33
2 y 3, respectivamente, tal y como se muestra en la siguien

te figura:

—_———— g b 3 Producto A
Miqui- Maqui-
a ..
n Maqui- na
'-———T- 1 -ﬂ na 3 ———» Producto B
2
[———® Producto C

Cada producto requiere de una unidad de capacidad de cada
midquina por la que pasa para cada litro del producto ela-
borado. Las médquinas 1,2 y 3 tienen una capacidad mdxima
de 100, 200 y 400 wunidades por dia, respectivamente y las
utilidades por litro producido de A,B y C siguen la pro--
porcidn 3:4:2.

Existe demanda ilimitada para los productes A y C pere no
se pueden vender mis de 80 litros diarios de B. Actualmen-
te la planta se utiliza para fabricar tode el producto B
gue puede ser vendido diariamente ya que este producto re-

presenta las mayores utilidades. Despues se fabrican 20 1i
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tros de A para utilizar +oda ia capacidad de la miquina 1
en el segundo producto de mayor utilidad y por (ltimo el
producto C se fabrica para utilizar la capacidad de las
miquinas restantes, o sean 120 litros, por la limitacidn
de la maquina 2,

El jefe de produccidn considera gue esta es una solucioh

16gica al problema de maximizar utilidades. ;Qué opina Ud.?

El siguiente tableau corresponde a un problema de maximiza

cidén. La funcidn objetivo es Z = 5%, * 3%, vy las variables

Xy ¥ X, son de holgura.Las restricciones son del tipo <

X, L ¥ g ®y LD
- C “__-_0 ;M“—mm 1/5 2
d e 0 1 a
b 1 f g 10
i. Determine los valores de a hasta g, asl como 1

ii. Encuentre la solucidn dptima del problema.

Considere el siguilente tableau del método simplex, el cual

corresponde a un problema de minimizacidn en donde todas las

restricciones zon del tipo <«

1.

- . . 1,
xi x2 x3 kq 35 LD
1 -2 0 i 0 C
0 -1 1 5 L d
0 0 0 7 1 e
0 a 0 b 0 £

Suponga que a < J, b <0 vy ¢, d, e > 0,
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a. Determine 51,

b. (EL tableau es Sptimo?

4]

B = (‘B'j)‘1 = [ -5/u 1 0
1/u 0 . 0
-7y 0 1

-

cho quedari en funcién de ¢, d v e.

Determine el primer tableau, considerando que

, donde el lado dere

d. En el tableau dado, ¢ f es mayor, igual O menor que ce-

ro? Justifique su respuesta.

1i. Ahora suponga que a > 0; b < 0y ¢,d,e > 0,

a. (Es optimo el tableau?

b. Sean SEIE 1, ¢,

= 1y £f = -10, donde C1 vy &, son los co-

2

efilcientes de ¥; ) %, en la funcidn objetivo. Calcule el

elemento ¢ del lado derecho del tableau dado. (Como es

la solucidn basica que se obtiene?

5.11 Expligue los casos particulares que se presentan en proble-

mas de programacidn lineal (degeneracidn, no factibilidad,

no acotamiento, soluciones alternativas).

¢Qué significa ca

da uno de ellos? (CAmMo se identifican en el tableau del sim

Dlex?
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Resuelva los sigulentas problemas de
programacidn lineal utilizando el mé
todo de penalizacidn (mé&todo de los

M grandes).

Minimizar 72 = X4
S.a
Xy ot X, toox, + 2x|4 - Xg - Xg > Z
~Xy ~2x3 toxy - Xg o= 2x6 > 3
Ky = 3¥J + qu - 3x5 - 5x6 < 7
Xj > 03 3 = 1, ,6
Maximizar 2 = uxl + 5x2 - 3y3
S.a
Xy X, + Xq = 10
X, T ¥, > 1
2x1 + 3x2 foxg < 20
x5 2 95§ = 1,2,3
Minimizar Z = 2eg * L, - %y
S.a
X + 2x2 S T TR 2
le o, + 2X3 + 3yu = U
%4 - X5 Xy, > 3
xqy > 05 gy 2 0; x4 no restringido; x, > 0.
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M 1mi =
aximizar Z 2x1 + ux2
s.a
T
+
x1 4x2
xj > 03
Maximizar Z = le —2x2 +
s.a
Xl +Hx2 +
2x1 + x2 +
Xy 2 0; X5
Minimizar 72 = 3x1 - 2x2
s.a
x1 + 2x2
—3x1 + X5
x. > 0
j_a

Resuelva los siguientes problemas de pro-

gramacidn lineal, empleando el mé&todo de

las dos fases.

Minimizar Z = 3>c1 - 2x2

- 3x

| A
o))



M3 nimi g i _
inimizar Z Xl + 3x2 ‘ X
5.a
Xy + %, + x3 > 3
—xl + 2x2 > 2
_Xl + 5x2 + X < Yy
x. » 0; 1 = 1,2,3.
'J J—
.20
Minimizar 72 = 5x1 - 2x2 + X4
3.4
X4 + ux2 + x3 < 6
2x1 + x2 + 3X3 > 2
Xy > 0; Xy > 03 X4 NO restringida.
.21
Maximizar 72 = uxl + 5x2 - 3x3
s.a
X4 + x2 + x3 = 10
X - X, > 1
2x1 + 3x2 + x3 < 20

.22 Considere el siguiente problema de programacidn lineal:

Maximizar Z = Xy ot 2,
S.a
X4 + Xy > 1
—¥Xy + X, < 3
Xy < S
LR > G.
i. Resuelva el problema geomé&iricamente.

ii. Resuelva el problema por el método de las dos fases
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Muestre gue los puntos genervados por la face I
corresponden a las soluciones basicas del siste

ma original,

9.23 Compare los métodos de las dos fases y el de penali-
zacidn. (Cuidles son las ventajas y desventajas de ca

da uno? (Culdn grande puede elegirse la M?
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CAPITULO VI
TEORTA DE DUALIDAD

Para cada problema lineal existe otro problema lineal asociado
a aguei. Este nuevo problema lineal sétisface algunas muy importan-
tes propiedades, las cuales pueden ser utilizadas para obtener la
solucidén al problema original. Las variables del problema lineal
asgciado al original, proporcionan informacidn muy Gtil acerca del

ptimo del problema original.

6.1. Problemas lineales duales.

Consideremos los problemas lineales:

Minimice 7 = cx Maximice w = Ab
$.4a. 5.4a
(p) Ax > b AR < ¢ (D)
x > 0 A » 0
Donde A es una matriz m x n; b - un vector columna de m componentes;

¢ - un vector hilera de n componentes; X - un vector columna de n
incdgnitas y X - un vector hilera de m variables. Estos problemas
se denominan problemas lineales duales y se dice que (P) es el pro-
biema primal y (D)-el correspondiente problema dual. También se di-~
ce que estos problemas estdn en forma simétrica, pues el vector de
variables a determinar en ambos problemas es no negativo y el nime
ro de restricciones del primal (dual) es igual al nimero de variab
les a determinar del problema dual {(primal).

Ademds, observamos que el problema primal (P) estd dado en la for-
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ma candnica, esto es, el problema dual (D), estd asociado al pro-

btema primal en forma candnica.

Ejemplog .1

Minimizar 2 = 6x1 + 8x2

s.a.
P PR
5x1 + 2x2 > 7 (p)
X1 > 0; X2 >0
E1 problema dual asociado a (P) sera:
Maximizar w = 4 A7 + TA.
s.a
33, + 5X, < b
Ay 42X, < B (D)

A > 0,2 > 0

La definicidn dada de problemas lineales duales nos permite determi
nar el problema dual de un problema lineal cualquiera. Esto se ob-
tiene, bdsicamente, mediante la transformacidén del problema Tineal

a la forma del problema (P), esto es, Tlevdndolo a la forma candni

ca. Por ejemplo, consideremos el problema Tlineal en forma estdan -
dar.

Minimice 7 = CX

s.a
(p) AX = b
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Que puede escribirse en forma equivalente como:

Minimice Z = c¢cx

Cuyo correspondiente problema dual es:
Maximice w = ub - vb
5.4
u >0, v >0

donde u,v son vectores hilera de m componentes. Sea X = u-v.
Entonces podemos concluir que el correspondiente par de pro

blemas duales asociados son:

Minimice Z = cx Maximice w = Ab
S.a s.a
(P') Ax = b N A< C (0")
x > 0 7 A no restringido

denominada la forma asimétrica, pues en un problema el
vector de variables es restringido y en el otro proble-

ma no 1o es.
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Consideremos el problema lineal:

Minimizar Z = 6x, + 8Xx

1 2
s.a
3x1 + Xo = Xg = 4
5x1 + 2x2 - Xy 7

E1l problema dual correspondiente seréd:

Maximizar @ = 4x, + 72X,

s.a
31 * 5x; < 6

My ot 22X, 5_8

-2 < 0

-d2 < 0

Ai1,A; no restringidos

En general, se cumple que si alguna de las desigualdades del
problema primal se cambia a igualdad, el componente correspon-
diente del vector A en el problema dual serd una variable no
restringida. Reciprocamente, si alguno de los componentes del
vector X en el problema primal es no restringido, ta desigual-
dad correspondiente en el problema dual serd igualdad.

Mds aun, de la definicidn dada de la forma candnica del proble
ma dual observamos que el problema primal asociado deberd ser

[

de minimizacidn con restricciones mayor o jgual " y todas
tas variables no negativas. Asimismo, de las definicicnes de
la forma candnica ¢ estdndar del problema dual, es facil demo-

strar que la otra es vadlida. Por ejemplo supongamos que parti-
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mos de la forma estdndar como definicidén y queremos demostrar
que la forma candnica es correcta. Afiadiendo variables de hol
gura a la forma candnica podemos entonces obtener la forma es

tdndar del problema dual, esto es:

Minimice Z = CX Maximice w = Ab
s.a S.a
(P) AX - IX,= b AR < C (D)
-2l < 0
x>0, Xy > 0 A no restringida

bado que -X1 < 0, tenemos que A > 0, obteniendose de esta ma-

nera la forma candnica del problema dual.

6.2 Dual del dual.

Dado que el problema dual es un problema lineal, podemos obte-
ner el dual del probleme dual. Consideremos el siguiente prob-

lema dual en forma canbnica:

Minimizar w = Ab

s.a
AA

| A
]

A

[ v
o

el cual es equivalente al problema:



Minimizar -y = —(bT) RT
S.d
(-AT) AT > (-cT)
AT > 0

E1 problema dual asociado a este problema estd dado por:

Maximizar -Z = X! (-C')
5.4.
X' (-AT) < (b
xT > 0

E1 cual es equivalente a:

Minimizar Z = CX

s.a
AX > b

X > 0

E1 cual corresponde precisamente al problema primal del proble

ma dual original.

Lema 6.1. E1 dual del dual es el primal.

6.3. Formas mixtas de problemas duales.

Hemos visto ya en el capitulo IV como podemos transformar cual
quier tipo de problema lineal a 1a forma estdndar o candnica.
Por 1o cual estamos en condiciones de obtener el dual de cual-
quier tipo de problema lineal. Consideremos el siguiente pro-

blema 1ineal:
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Minimizar 7 = cx
s.a
Alx > b1
= D
Azx b2 ) (P)
A3x < b3
x > 0

Convirtiendo (P) a la forma estdndar, tenemos:

Minimizar Z = cx
s.a
Alx - Ixh1 = b1
A,x = b, (P")
A3x + Ixh2 = b3

x > 0; xhli 0; xhgi 0.

E1 dual de (P') es:

Maximizar w = A;by+A,by+X3b;
5.a
MiALFALAFA LA, < cC
~ay 1 <0
Asl < 0

AisX2,A3 no restringidas.

A continuacidn cames en l1a figura 6.1 las relaciones entre

probiemas primales y duailes,
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Problemas de Problemas de

Minimizacién Minimizacidn
3
3 >0 < L N
]
A <0 - = T X
S ) 3
B\ No vesTvingide @ » - o
3 > > 0
3 b < —P b
3 3
3 < —» 20 s
L
< -~ o N
e = < —p meyquwJa
Figura 6.1 Relaciones entre los problemas primales duales.

Ejemplo 6.3. Consideremos el siguiente problema lineal

M dimizar Z = 8x1 + 3X2
5.a X1 - 6X2 > 2
5Xy + 7 X, = - 4
Xy <0
X, 20

Aplicando los resultados de Ta tabla, podemos de inmediato obtener

el dual correspondiente.
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Minimizar w = 2Xx, - 4x.

S.a
A1t Bk,

HAY
<o

"6;\1 + 7)\2 _>_ 3

}\1 <« 0
A2 no restringida

6.4. Teorema de dualidad.

La relacidn mas importante y significativa de los problemas 1i
neales en la seccidn anterior es considerada. Con el propdsitoe
de establecer esta relacidn, denominada el“teorema de dualidad)
es conveniente considerar el siguiente resultado de los proble

mas lineales duales.

Proposicidén 6.1. Se cumple que:

min. {cx;Ax>b, x>0} > max {Ab; XA < ¢, 2 > 0}

Prueba. Sean x y ) soluciones factibles {arbitrarias) de los

respectivos problemas lineales duales. Entonces:
cx > (AA) x = A(Ax) > ab

que es equivalente al resultado de la proposicidn.

* *
Corolario 6.1 Sean x y A soluciones factibles de los proble

* * * *
mas lineales anteriores. Si ¢x = X b se tiene gque x ¥ X son

solucionaes O6ptimas de estos problemas,
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Se observa de estos resultados que las soluciones factibles de
los problemas lineales duales permiten acotar el valor éptimo
de Tas funciones objetivo. Asimismo, si el valor de l1a funcién
objetivo de estas soluciones factibles es el mismo, las solu-

ciones son 6ptimas. E1 resultado reciproco se implica del teo-

rema de dualidad.

TEOREMA DE DUALIDAD. Consideremos los problemas lineales dua-

les:
min., Z = ¢x max. w = Xxb
Ax > b MA < ¢
(P) x > 0 x>0 (D)

a. Si (P) y (D) son factibles tenemos min. z = max. w (finito).
b. S§i (P) factible y (D) no factible tenemos min. z no acotado.
c. Si (D) factible y (P} no factible tenemos max. w no acotado.

d. Los problemas (P) y (D) pueden ser ambos no factibles.

Prueba a. Si x y X son soluciones factibles de (P) y (D) res-
pectivamente, se tiene que cx > Ab (Proposicidén 6.1). De donde
a queda demostrada si existen souciones factibles x y X tales
gue ¢cx < Ab. Probaremos que el sistema

Ax > b; AA < ¢ cx < ib; x >0, x>0

tiene solucidn. Este sistema puede escribirse como:

AT 0 AT < ! -, ATl > 0 (6.1)
0 - X -b X
-b' ¢ 0 J

$in embargo, si este sistema no tiene solucién sabemos que
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[ u,v,s ] Al 0 [ u.v,s ] [T
0 -Al > 0 b <0 (6.2)
-bT o 0

donde u > 0, v > 0, s > 0 tiene solucidén {(Teorema C.3, apéndi-
ce C). Observamos que s es un escalar y que los vectores hile-
ra u y v tienen tantos componentes como ndmero de columnas e

hileras tiene la matriz A respectivamente. Analizaremos dos ca

5$0S.,

Caso 1: s > 0. Sin pérdida de generalidad, hagamos s = 1. En
este caso se tiene que existe u > 0 y v > 0 tales que

AuT > b vAA < ¢ cuT < vb

Sin embargo, esto contradice la proposicidn 6.1.

Caso 2: s = 0. Si el sistema (6.2) tiene solucidn se tiene que
AT 0 AT < o' ) A > 0
0 -A X | -b X

no tiene solucién (teorema C.3, anexo C}). Sin embargo, esto con
tradice la suposicifn inicial, esto es, {P) y (D) son factibles

f£stos argumentos demuestran que a se cumple.

Dada la simetria de b y ¢ sélo probaremos b. Primeramente, si

(D) es no factible, se tiene que
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no tiene solucidn. Consecuentemente,(teorema C.3, apéndice C)

Ay > 0 3 cy < 0 3 'y >0

tiene solucidn. Por otra parte, sea x una solucidn factible de (P)
esto es, Ax > b ; x i 0. Entonces, se observa que el vector x+ay ,
donde >0, satisface las restricciones

Alx+ay) > b ;  X+tay > 0
¥y el valor de la funcidn objetivo es z = cx + acy. Sin embargo, si
@ tiende a infinito el valor de z tiende a menos infinito. De ésto
se concluye que el minimo de z es no acotado. Finalmente, es senci

11o construir ejemplos de problemas Tineales duales que sean ambos

no factibles.

Una forma equivalente y simple de establecer el teorema de dualidad

se resume a continuacian.

Corolario 6.2. (Teorema de dualidad) Si alguno de los problemas 1i

neales duales (P) 6 (D) tiene solucidn 6ptima, 1o mismo es cierto -
del otro problema y el correspondiente valor de la funcidn objetivo
es el mismo. Por otra parte, si uno de los problemas tiene funcidn

objetivo no acotada, el otro problema no tiene solucidon factible.

lLas soluciones Optimas de Tos problemas lineales duales satisfacen
ciertas relaciones adicionaies que permiten establecer una interpre
tacidn econdmica de los mismos. Estas relaciones se resumen en el

siguiente resultado denominado el Teorema de complementaridad.

6.5 TEOREMA DE COMPLEMENTARIDAD. Consideremslos problemas lineales
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duales
min z =cx max w = AD
(P) Ax > b M o< ¢ (D)
x >0 - A >0
* * .
Sean ¥y » soluciones factibles de los problemas respectivos.

* *
Entonces, una condicidn necesaria y suficiente para que x yX sean

Optimas es que satisfagan las relaciones

* *
a X3 >0 implica ) a, = ¢y
o
X » = i *
b, ] ) 51 A ay < ¢y
c Aj >0 dmplica aJx* = b\j
d. AY = 0 si adx” > b,
J 3

3 ... L. .
donde ai(a ) es el i-ésimo (j-ésimo) vector hilera (columna)

de la matriz A.

Prueba. Si x y . son soluciones factibles de (P) y (D) respecti-
vamente

a = A* (Ax* - b}> 0

5= (c - 2 A) x"> 0
De donde, a+ 8 = cx* - A*b. Sin embargo, ©1 teorema de dualidad

* *
estabiece que x y A son soluciones 6ptimas si y s0lo si se cumple
* *
gue x = X b; que es equivalente a o =0 y B = 0. Esto termina -
la prueba, pues las relaciones del teorema son ficiles de implicar

dado que o y B resultan del producto de vectores no negativos.

Otra forma de presentar el teorema de complementaridad es la que -
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se conoce como las condiciones de Kuhn-Tucker para restricciones de
7 * * . - - »

desigualdad. Sean x y X soluciones dptimas de los problemas 11 -

neales prima1)en forma canénica)y dual respectivamente. £Entonces

Tas siguientes tres condiciones se satisfacen

* *
ax" 5, b . X L6 (6.3)
C-2A-V=0 3 2730,V>o0 (6.4)
* »*
x (AX - b)=0 » VX =0 (6.5)

La primera conc¢icidon es obvia. Dado que X* es solucidn optima, po
demos asegurar que es factible, por 1o que la condicidn (6.3) se -
cumple. La segunda condicidon (6.4) se refiere a la factibilidad -
del dual. Recordemos que la restriccién del dual asociado al pri-
mal en forma candnica es XA < €, Entonces si 1a ponemos en forma
estdndar obtenemos la condicidn (6.4). En este caso las variables-
A* y ¥V reciben el nombre de multiplicadores de Lagrange o varia --
bles duales correspondientes a las restricciones AX>b y X>0 respec
tivamente. Finalmente 1a condicidn (6.5) se refiere precisamente
a la holgura complementaria.

Dado que A >0 y AX>b entonces A (AX-b) = 0 se satisface si y sd-
To si A? es cero o0 la i-ésima variable de holgura es cero. Andlo
gamente VX = 0 si y sdlo si Xj =08V, = o.

J

6.6 Ejemplos y aplicaciones.

En esta seccidn se considera la aplicacion del teorema de dualidad
8 su equivalente, el teorema de complementaridad, el andlisis &6 so

lucion de algunos problemas de programacidn lineal.
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6.6.1 Consideremos e] problema Tineal:

Minimice Z = 20x- + 10x + X + 15x

S.a.
3%y " 2x a 10x + 3x < 10
2 3 4 —
(P) 2%, + 4x, | + 20x, + X, < 15
X, >0 ; Xo 2 0 3 X3> 0 3 X4 > 0

Determine la solucidén Gptima de este probiema y de su dual.

El problema dual de (P) es

minimice w = 10A1 + 153\2
3A1 + 212 > 20
2A1 + 412 > 10
(D)
10)\1 + 20)\2 > 1
3y, 4 Ay > 15
12 0 Ay > 0

Cuya sotucign optima, obtenida grdficamente, es

*

* *
W =  200/3 5 Ay = 20/3 : hy = a

Usando esta informacidén y el teorema de complementaridad se impli

*
ca que la solucidn Gptima x de (P) satisface

pues la segunda, tercera y cuarta restricciones del problema du-

al se satisfacen con estricta desigualdad cuando se sustituye la

* *
solucidn 6ptima (X, , Xs2). Por otra parte
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*
dado que Ay €5 positivo se dmplica que la solucidn Gptima del pro-
blema (P), satisface con igualdad la primera de las restricciones
de desigualdad, esto es, se cumple que

* * *
3x1 + 2x2 + 10x3 + Ix = i0

* * *

S3 = =
in embargo, dado que X, X g Xg

*
= 0 se tiene Xy = 10/3.
Finalmente, es fdcil verificar que el vector x es una solucidén -
factible del problema (P), y que el valor de la funcidén objetivo -
* *
es z = 200/3. Esto demuestra que x es la solucidn Gptima del --

problema (P).
6.6.2 Consideremos el problema lineal

Minimizar Z = cx

Ax

]
o

X

| v
o

donde A es una matriz mxn; b, un vector columna de m componentes;

¢, un vector hilera de n componentes; y X, un vector columna de n

variables. Supongamos que este problema y su dual tienen solucio=
*

nes factibles. Sean x y 2* las soluciones 6ptimas del problema

primal y su dual, respectivamente.
a. Supongamos que la k-ésima ecuacidn del problema primal se mul
tiplica por el escalar a# 0. iCudl es la solucidn Gptima del

dual asocciado al problema modificado?

b. Supongamos que al problema primal se suma o veces la k-ésima
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ecuacion a la r-ésima. ¢CuBl-es Ta solucign Sptima del dual

asociado al problema modificado?

c. Supongamos que en el problema primal se suma o veces la hile-

ra k de A al vector ¢. ¢Cudl es la solucidn Gptima del pro -

blema primal modificado?

Empecemos por considerar el problema obtenido de multiplicar por a#to

la k-&sima del problema primal original.
Este problema 1ineal es equivalente a

Minimizar W = c¢x

EKAX = Exb

donde Ek es una matriz elemental de orden mxn cuyos elementos es -

tan dados como

E1 dual asociado al problema lineal modificado es

Maximizar wE

wE A < ¢

Sin pérdida de generalidad podemos definir el vector de variables
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A= wEk; que es equivalente a multiplicar por o el k-ésimo componen
te del vector w. De aqui obteremos el problema
Maximizar Ab
AMA <
que resulta ser el dual del primal original. Este problema tiene co
- -, - * + - - >
mo solucidn Optima A . Consecuentecmente la solucidn dptima del --

*
dual asociado el problema modificado es w = E;{f; que es equivalen

te a dividir por o el k-ésimo elemento dej*

La pregunta b puede contestarse usando los mismos argumentos que en

la pregunta

je

En tal caso la matriz elemental E, deberd cambiarse

k
por la matriz elemental correspondiente. Se pide al lector que pro

porcione los detailes.

Finalmente consideremos el caso en gue suma o veces la hilera k de -
la matriz A al vector de costos ¢ en el problema primal. En este ca

so el problema lineal resultante es

Minimizar c¢x + akx

k
X + o a x

Ax = b
x > 0
donde ak es el k-&simo vector hilera de matriz A. Sin embargo, se
observa de Tas restricciones que akx = bk donde bk es el k-ésimo

camponente del vector b. Consecuentemente el problema anterior

puede escribirse como:
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Minimizar c¢x + abk
Ax = b
x >0
Es claro que la solucidn 6ptima de este problema es x*, la solu-

cidn Optima del problema primal or{ginal.

6.6.3. Consideremos el Lema de Farkas (Teorema C.2, apéndice C}.
Sea A una matriz mxn y b un vector columna de m componentes.

Entonces uno y s6lo uno de Tos siguientes sistemas tiene solucidn

i. Ax

]

b; x > 0.

ii. AA > 0; Ab < 0,

Demuestre Farkas usando programacidon lineal.

Prueba. Si el sistema (i) tiene solucidn, el problema lineal

Minimizar c¢x + abk

Ax = b
x > 0
tiene solucidn Gptima y el valor minimo de Z es cero. Asimismo,
el probiema dual
max. w = ub

uA < 0

tiene solucidén dptima y el valor mdximo de w es cero {(teorema
de dualidad). Consecuentemente, si el vector u satisface

uA < 0, se tiene que ub < 0 por ser w* = 0.



Haciendo X = -y se tiene que

A > 0 implica Ab > 0.

Esto demuestra que el sistema {ii) no tiene solucidn.

Si el sistema (i) no tiene solucidn, el problema lineal
min. Z = 0x
Ax = b
x > 0
no tiene solucién factible. Sin embargo, el problema dual

max. w = ub

uA < 0

tiene solucidn factible, esto es, pw = 0. Aplicando el teorema de
dualidad se tiene que el problema dual es no acotado: esto es,
existen vectores p tales que pA < 0y ub > 0.

Haciendo X = -p se concluye que el sistema

AA > 0 3 Ab < D

tiene solucidn. Esto termina la prueba.

6.6.4. Asignacién de recursos en una economia en competencia

perfecta.

Consideremos una economia formada por m industrias {k=1,...,m} que
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planean sus actividades para maximizar sus respectivas ganancias.
Supongamos que cada industrie k tiene caracterizado su nivel de
actividades por un vector xL Y sus restricciones de produccidn o

tecnoldgicas por medio del sistema

Bixp 2 by

X 2 0

donde Bk es una matriz m Xngs y bk un vector columna de m, compo-
nentes. Puede decirse que bk es el vector de maxima capacidad (es
to es, nimero de mdquinas, horas-hombre, etc.} disponible en Ta
industria k. Asimismo, cada elemento (i,j) de la matriz Bk puede
interpretarse como la cantidad de recurso i necesario para obte-
ner una unidad de nivel de la actividad j. Las ganancias en la in
dustria son dadas por CL X donde Cy &s un vector hilera de Ny
componentes. lLas industrias consumen un determinado nimero de re-
cursos basicos cuya cantidad depende del nivel de actividad a que
operan. Especificamente, Ta industria k consume un vector de re-
cCuUrsos Akxk’ donde Ak es una matriz MgXny - Sin embargo, los recur
bdsicos son limitados e iguales al vector s.

Consecuentemente, la suma de 10s recursos basicos consumidos por

todas las industrias debe ser menor o igual a s, esto es:

(0)

Kk £°

n 13
]

1

Ante esta situacidn, el gobierno decide que los precios de 10s re
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Cursos basicos sean cero si al seleccionar las industrias separa-
damente sus niveles dptimos de actividades se satisface la rest-
riccién anterior, En el caso contrario, el gobierno establecera
un vector de precics p sobre Tos recursos de manera tal que la re
striccién {0), se satisfaga.

En tal caso cada industria k=1,....,m buscara

Maximizar 27 = (ck~pA)xk

Xy > 0

Podemos interpretar la funcidn objetivo de este problema diciendo
que la ganancia de la industria k sera ¢ Xy menos la cantidad de

dinero que debe pagar por los recursos bdsicos que consume, esto
es, prk.

E1 Departamehto de control del estado procede a la determinacidn
del vector de precios que permitird reducir el consumo de recur-
sos bdsicos por las industrias a una cantidad menor o igual a s.

Con este propbsito, et Departamento plantea el problema lineal:

(1) Max. 7 = Cixy * C2x2 + +oc X
Alxl 4 A2x2 + + Amxm < s
lel < b1
(2) Bzx2
Bmxm = bm
Xy > 0, Xy 2 0 X >0
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Este problema corresponderia a pedir que el conjunto de industrias
maximice sus ganancias totales, pero que el consumo de recursos bd
sicos no exceda al vector de cantidades disponibles, Supongamos
que en este problema las ganancias totales son acotadas. Equivalen
temente, existe solucidn OGptima def problema lineal dual asociado

a (1) - (2), esto es:
(4 min. w = ps + ylb1 + y2b2 + ... ymbm

PAI*Y By > ¢

PATY B, 2 ¢
{5)

pAm+ymBm > n
(6) pio, y.iiO,T—l, 1l
6.7. Interpretacidon econdmica del dual.

Consideremos el siguiente problema Tineal y su respectivo dual:
Minimice 7 = c¢x Maximice w = Ab
s.a s.a.
(P) Ax > b AA < ¢ {D)
x >0 A >0
Si B es la base dptima del problema primal y Cp €s el vector de

costos bdsico, sabemos que

7% = cBB'lb = A%b
ya que
-* -
gg = cBB 1 = A%
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Por 1o tanto A: es la tasa de cambio del valor de la funcidn obje
tivo Gptima, con un incremento de una unidad en el i-&simo compo-
nente del vector de disponibilidades o recursos.Dado” que :A:ioa

Z* se incrementard, permanecerd constante o disminuird segin bi se
incremente, permanezca constante o disminuya.

Desde el punto de vista econémico, podemos pensar en el vector A*
como el vector de precios sombra para el vector de recursos. Si la

i-&sima restriccidn representa una demanda para prodicir al menosg

bi unidades del i-ésimo producto y cx representa el costo total de

. -, * . .
produccién, entonces Ai es el costo incremental (o incremento en

el costo) de producir una unidad mads del i-ésimo producto. Esto es,

&
Ai es el precio que nosotros pagariamos por tener una unidad extra

del i-&simo producto.

E1l problema dual completo, tiene también una interpretacidn econd-
mica. Supongamos que contratamos una empresa para que nos fabri-
b

que determinadas cantidades b bm de m productos o bienes.

15 ?1---9
La empresa puede a su vez, contratar a otra empresa la fabricacidn
de l1os productos, en cualquiera de las n actividades y variando
1os niveles de produccién.

Cada actividad j tiene su propioc costo unitario cj, ¥ nosotros es-

tamos de acuerdo en pagar el costo total de produccidn. Desde nu-

estro punto de vista, nos gustaria tener controcl sobre las opera---
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ciones de la empresa de tal manera que pudiésemos especificar las
combinaciones o mezclas y niveles de actividades que la firma re-
contratara de tal forma que minimizaramos el costo total de pro-
duccidn. Si aij representa la cantidad del producto i generada
por una unidad de actividad j, entonces

=

b5 aijxj representa las unidades del producto i que se

producen, el cual debe ser mayor o igual que la cantidad requeri-
da bi' Por 1o tanto nosotros deseamos resolver el siguiente pro-
blema, el cual es precisamente el problema primal:

n
Minimizar l = I c.X.
j=1

e 3
=H
|v
o
-
-
|
—
v
"
=

X, > 0; j=1,2,...,n

En lugar de tratar de controlar la operacidn de la empresa que
contratamos para obtener mids de las combinaciones deseadas, su-
pongamos que convenimos en pagar a la.empresa precios unitarios

AI,AZ,...,Am por cada uno de los m productos fabricados. Por 1o

tanto, estipulamos que estos precios declarados por la empresa
deban ser justos. Entonces, aij es el ndmero de unidades del pro
ducto i fabricado por una unidad de actividad j, y dado que x;
es el precio unjtario del producto terminado i, entonces

aij ; lo podemos interpretar como el precio unitario de la ac
1

nem3

3
tividad j conforme o compatible con los precios Al,kz,...,lm.

Por 10 cual, podemos pedir a la empresa que el precio implicito de



262

la actividad j, L a,.X. nc exceda el precio actual cj. Por

cual, la empresa debe respetar las restricciones g aijxi<cj,
=1 -

I

i
J=l,...,n., Con estas restricciones a la empresa le gustaria po

der seleccionar un conjunto de precios Gque maximice su ganancia

m
I A.b,. Esto nos conduce al siguiente problema dual de la em-

presa:
m
Maximizar w = g r.b,
j=1 10
s.a
m
I a,.r. < C. =1, n
PR F R B J ’
. > 0 i=l,...,m

ET teorema de dualidad estatlece que existe un equilibrio entre
el conjunto de actividades y el conjunto de precios donde el mfi
nimo costo de produccidn es igual al maximo pago. Que estos dos
va1dres objetivos son iguales en el §ptimo es intuitivo, si ob-
seryamos que ellios representan los cargos favorables al compra-
dor, donde el objetivo del primal estda constituido.por conside-
raciones de costos y el objetivo del dual se alcanza por un me-
canismo de precios. Para ilustrar lo anterior, vamos ahora 3
analizar la interpretacidn dual del ejemplo 4.4.3 del capitulo
IV. La formulacidn de este problema tal y como se vid en el ca-

pitulo 1V es:



) 4 4 3
Minimizar Z = 1.5 % x, + 2 5 g, + 0.2 £ y.
: J : J : J
J:]_ J=1 .]=1
S.a.
X]_ + f.l.)l - .y]. = 90
yr t xz *wp -y = 160
y2+x3+m3—y3 = 490
yatxytwy = 360
-X] > -300
_x2 _>_ —250
..xa i -300
Xy > -300
X: 2 0, wy 2 0, Yi > 0, j=1,...,4, i=1,2,3,
donde
X; = produccidn de pintura en el trimestre i {(1ts.x 103),
i=1,...,4,
w; = cantidad de pintura comprada al competidor en el trimestre
. 3 .
i {(Y1ts.x 107), i=1,...,4.
y; = nivel de inventario la final del trimestre i (1ts.x 103),
i=1,2,3.
La representacidn grafica de las restricciones de este modelo

es:
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donde ris i =1,...,4 son requerimientos en el mes 1.

Tratamos de minimizar el flujo que va del nodo 0 al nodo 5 de ma
nera que las pérdidas sean minimas.
E1l problema dual ascciado a este problema primal consiste en de-

terminar lcos precios trimestrales q1($/1t.) a que se alquilaria

la capacidad de produccidén de la compafiia Atldntico y los precios
trimestrales p1($/1t.) a que se venderia la pintura a la compa-
fifa Atldntico de manera tal que se cumpla el contrato, esto es,
la compafifa Atlantico subcontrata el pedido que tiene, alquilando
su capacidad de produccidén a una tercera persona. En estas condi-

ciones el problema dual es:



Py -9,
Py ]
Py * Py
P2 92
P2
Py TPy
P3 93
P3
Py * Py
Pa "9
Pq
9y» 95> Ag> Qg 2 0
La solucidn de este problema es:
i 1 2 3 4
x; |190 000 |250 000 |300 000 |300 000
wi 0 0 0 60 000
y; |100 000 |190 000 0 0
P 1.5 1.7 1.9 2.0
0 0.2 0.4 0.5

] A

| A

| A

| A

P A

| A

| A

I A

i A

[a
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6.8. METODO DUAL SIMPLEX.

Vamos a describir el método dual simplex, el cual resuelve el pro
blema dual diredtamente del tableau del simplex para el problema
primal. En cada iteracién nos movemos de una solucidon bisica fac-
tible del problema dual a une solucidén bdsica factible mejorada
hasta 1legar al éptimo del dual {(y también del primal) 6 hasta con

cluir que el dual es no acotado y por lo tanto el primal es no fac

tible.

6.8.1. Interpretacion de la factibilidad del dual en el tableau

del simplex para el problema primal.

Consideremos el siguiente problema de programacidn Tineal:

Minimizar Z = cX

Ss.a.

Sea B una base que no necesariamente es factible y consideremos et

siguiente tableau:  ables de hol
variables de holgura

~
X x?”y cen X Xy  ore X ‘T LD
Y11 Y11 e Y Yi,p+1 0 Y1,n+m by
Y21 Y22 e Yo Yo n+1 "o Y2 .n+m b,
yml ym2 e Ymn ym,n+1 T ym,n+m bm
Z,-¢4 Z,-Cy cee Zp-c Zowl Cpel--- Zosm™ Cn+m cgb
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E1 tableau presenta una solucién factible primal si b,» 0, i=1,...,m, es-

. -1 . . : . .
to es, s1 b=B "b > 0. Mis aidn, el tableau es Gptimo si z.-c. < O

J J -

para j=1,..,,n+m. Definamos A=CBB—1. Para j=1,2,...,n tenemos:
z. - c, =cB ta, - c. = ra. - ¢
J J B J J J J
En este caso zj—cj < 0 para j=1,...,n omplica que Aaj—cj < 0 para
J=1,...,n que ademds implica que AA < c. Ademds observamos que
PP Cn+1:0 para i=1,2,...,m y por lo tanto tenemos:
Znel T Cni T A%neq T Cnag
= a{-e.) - O
i
=2 i=1,....m
Ademas, s Znyi=Cpei 2 0 para i=1,...,m, entonces Ai > O para
i=l,...,m y por lo tanto x>0. Debemos entonces demostrar que sf
z.-c. < 0 para j=1,2,...,n+m, implica que AA<c y A>0, donde

J J
A=CBB_1. En otras palabras, la factibilidad del dual consiste pre-

cisamente en el criterio de optimalidad del simplex, esto es,

zgj=c; < 0¥j. En el Gptimo )\1k=cBB'1

i y la funcidon objetivo del dual

Ok -1 -1, - * . . .
w =A b=(cBB )b=cB(B b)=cBb=z , esto es, las funciones objetivo
del dual y primal son iguales en el &éptimo. Lo cual demuestra el

siguiente lema.

Lema 6.2.

En el 6ptimo de un problema de minimizacidon del primal, en la for-

-1

*
ma candnica, esto es, Zj'cj < O¥j, 2 =cBB es una solucidén opti-

*

ma del problema dual. Mas ain i =-(zn+.-c ==z

1 n+1 para

n+i

i=l1,2,...,m.
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El lema anterior facilmente se puede extender a un problema de

minimizacidn en la forma estdndar. En este caso se debe cumplir

que en el Optimo cBBth-cR < 0 => cBB'lR < chSi definimos a
* -1

by =cBB se tiene:

1

*
A A=[3B,aR] = [cgB™7B, cBB'lR] = [cB,cBB_lR] < [egacgl = 0

*

=>x es factible y ademds

*b = c.p]
A = CB CBxB.

* * *
Esto es, » es factible ¥y w =z en el dptimo; 1o cual a su vez

b =

prueba el siguiente teorema.

Teorema 6.1.

Si el problema lineal

Min Z = cx

5.4a
Ax = b {P)
x >0

tiene solucion badsica dptima correspondiente a la base B, donde
esta es una submatriz de A de orden m x m, entonces el vector
*

A =<:BB—1 es una solucidn Optima del problema dual de (P} y los

valores Optimos de ambos problemas son jguales.

Ejempio 6.3.

Consideremos el problema:

Max 7 = X + 4x2 + 3x

3
s.a
2x )+ 2x, + x5 < 4 (P)
Xy * 2x, + 2x3 < 6
> 0.

Xl, X2, X3
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Introduciendo nuevas variables de holgura se tiene que el proble

ma lineal en forma estandar tiene el tableau:

X9 X5 x3 Xy x5 LD
pa @ 1 1- 8] 4 &
1 Z 2 0 1 6
-1 y: | -3 0 0 0
+
1 1/2 1/2 0
-1 0 @ -1 1 2 -
3 0 -1 2 0 8
+
3/2 1 0 1 -1/2 1
-1 0 1 -1 1 ¢
2 0 0 1 1 10
= b] A 1 . *_ .-*—. . *— N *_ *_.
=> tableau Optimo con: z = 10; Xy = 0; Xy = 1; Xq = 2, Xq = 0;
*._
Xg = 0.

El problema dual del problema (P) en la forma estdndar sera:

Min w = 4A1 + 6)\2

s.a.
2y, + x> 1
2y, + 225 > 4
Ay + 2xp > 3
A1 > 0
A > 0
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. . . * * *
y Ta solucidn éptima del dual serd:i;=lia,=1; o =10.

6.8.2. El1 método dual simplex.

Consideremos el siguiente problema lineal:
Minimizar 2z = cx

s.a

Ax = b

x > 0

Es frecuente el no encontrar una solucidn bdsica inicial que sea fac
tible (esto es, 51 > 0¥i) en un problema lineal, sin necesidad de
afiadir variables artificiales.
Sin embargo, frecuentemente podemos encontrar una base inicial, aun-
qQue esta no sea necesariamente factible, cuya solucidn dual es facti
ble {esto es, zj-cj < 0 para un problema de minimizacién). En tales
casos serd (til desarrolar una variante del método simplex el cual
nos puede producir una serie de tableaus simplex que mantengan la fa
ctibilidad dual y por la holgura complementaria nos mantendremos den
tro de la factibilidad del primal.
Consideremos e1 siguiente tableau del simplex el cual representa una

solucién bdsica en una iteracidn cualquiera.

xl xj Xk Xn LD
Yipn oo Y15 e Yik oo Yin by
Yor i Yoy v Yo v Yon by
Yer v Yrj o Yek v Yrn b,
i Y Ymk Ymn by
zl-cl z'j-cJ Z,-Cy- z.-C, cBb



271

Supongamos gue el tableau ec dual factible (esto es, zj—cj < 0
para un problema de minimizacidn). Entonces, si el tableau es
también primal factible (esto es,;i > 0) tendremos la solucidn
Optima. Si esto no se cumple, consideremos algin ;r < 0. Seleccio
nando la fila r-ésima como fila p{vote y la columna k tal que

Yo < 0 como columna pivote, podemos transformar el nuevo elemen-

to del lado derecho tal que este serd b; > 0. Realizando la mis-
ma operacidn descrita, podemos lograr que todos los ;i > 0 man-

teniendo todos los zj—cj < 0 y por 1o tanto logrando la optima-

lidad.

E1 probiema que salta a la vista, consiste en como debemos sele-
ccionar la columna pivote de tal manera que mantengamos la fac-

tibilidad dual después del pivoteo. La columna pivote k, se de-

termina por la siguiente prueba del radio minimo.

z, - ck , Z. -C,
= minimo4d—3——4 Y, <0, jed (8.1)

yrk J yrj

Observemos que los nuevos elementos en la fila de costos reduci-

dos {(G1tima fila del tableau) estdn dados por

{(z. - c.)'" = (z.-¢c.) - —{z, -c.)
J J J ] Yk k “k
Si yrj > 0 y como ik—ck < 0y 'yY‘k < 0, entonces

(yrj/yrk)(ikuck) > 0 por lo tanto (zj-cj)' < Zj'cj‘

Resumiendo, si la columna pivote la seleccionamos de acuerdo a
la ecuacidén (8.1), entonces la nueva base que se obtiene pivo-
taando sobre Yk sera dual factible. Ademds, la funcidn objetivo

del dual después del pivoteo es dada por
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-1 . -
cgB b - \zk-ck)br/yrk_ Dado que z,~c, < 0, b <0y y, <0,en

tonces —(Zk-ck)br/yrk 20y el objetivo del dual es mejorado so

bre el valor cBB'1b=Ab.

Hemos descrito un procedimiento gque nos permite desplazarnos de
una solucidn bdsica dual factible a una solucidén bdsica dual fac
tible mejorada. Para completar &1 andlisis debemos considerar el

caso cuando Yej 2 O%j vy por 1o tanto no podemos elegir columna

pivote. En este caso la j-&sima fila es;

?yrjxj'br' Dado que yrj > 0%] y xj > 0, entonces §yrjxj > 0

para cualgier solucidén factible. Sin embargo br<0’ 1o cual es
una contradiccidén. Esto nos muestra que el primal no es facti
ble v el dual es no acotado. Para ver que el dual, en este caso,

es no acotado consideremos que el problema dual es:

Maximizar » = b
5.a

A< ¢

» no restringida.

Supongamos que br < 0y yrj > 0¥j. Consideremos el vector

-1

(0,0,...,-1,0,...,0)B ", donde -1 ocupa la r-é&sima posicidn.

Este vector es precisamente el negativo de la r-ésima fila de

-1

B Sea p cualguier solucién factible del problema dual, esto

es, pA < c. Entonces:

[+ w(0,..us=1,0,...,0)B7 JA = aA + u(0,...,0,...,0)B
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-1

ro B "A es el tableau actual, y (0,0,.d.,—1,0,...,0)B"1A es pre-

cisamente -(y ;¥ .55...,¥.) < O, por hipitesis. Entonces

rn

(0,0,---,0,—1,0,_..,0)8_1 es factible para todo yu > OG. Por lo tan

to, esta es una direccidn de la regién dual factible. Ademds,

(0,...,0,-1,0,...,0)8"'b = -b_ > 0 ya que br < 0. Por 1o tanto

hemos establecido una direccidén de 1a regidn dual factible tal
que ab > 0. Esta es la condicidn necesaria y suficiente para no

acotamiento del dual.

6.8.3. Algoritmo del método dual simplex.

Paso 0. Encuentre una base B del problema primal tal que

=
1]
w
o
—
w
o
1t
jwe]

b>0, alto; la solucidn actual es Optima. De otra

manera seleccione la fila pivote r con
br<0’ donde br = minimo {51}
l<i<m

Paso 2. Si > 0¥j, alto; el dual es no acotado y el primal es

Yij
no factible. De otra manera, seleccione la columna pivo-

te k por medio de la prueba del radio minimo.

Z,=Cy z.-C.
£ = minimo {2 —J ; Ye; < 0

Paso 3. Pivotee sobre Yo Y regrese al paso 1.
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Eiemplo 6.4.

Considere el siguiente problema: (el cual es un problema lineal ti
pico donde se aplica el método dual simplex, esto es, los coeficien
tes de costo son positivos, las desigualdades "mayor o igual" y el

vector de recursos tiene s6lo elementos positivos).

Minimizar Z = 2% +  3X

1 2 3
5.a
X+ 2X2 Xy o2 3
2X1 - XZ + 03X, > 4
X1 > 03 X2 > 0 X3 >0

Una solucidn basica inicial que es dual factible puede ser obtenida
introduciendo las variables de holgura y cambjando de signo 1las

ecuaciones restantes, con 1o cual ya podemos formar el tableau ini

cial,

xl x2 x3 “f__ x5 __}D

-1 -2 -1 1 0 -3

(:) 1 -3 0 1 -4

-2 -3 -4 0 0 0
minimo {b,} = minimo {-3,-4} = -4 => fila pivote = fila 2

i

Z,.-C h
minimo k k(. minimo 1% » 220 = minimo {1,1.33} =1
j ) - ~3

=> coplumna pivote = columna 1.
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X1 X5 X4 Xg Xg NLD
1/2 -5/2 1/2 1 -1/2 -1
1 -1/2 3/2 0 -1/2 2
0 -4 -1 0 -1 4
Fila pivote = fila 1 ya que b1 < 0 es el minimo ,
columna pivote = fila 2 ya que sélo Yoq < 0.
X4 X o X3 Xg XS_M_ LD
0 1 -1/5 -2/5 1/5 2/5
1 0 7/5 -1/5 -2/5 11/5
0 0 -9/5 -8/5 -1/5 28/5

Dado que b > 0 ¥y Zj—cj < 0%j, hemos obtenido las soluciones opti-

mas del primal y del dual. En particular tenemos:

* * * * *)T

.
(X sXpsX g0 X X5 )

(11/5,2/5,0,0,0

(AT.25) = (8/5,1/5)

Observamos que A% y A§ son respectivamente el negativo de Zj-Cj co-
rrespondientes a las variablies de holgura X4 y X5 respectivamente.

También observamos que en cada iteracidn el valor de la funcién ob-
jetivo se incrementa, ya que el problema dual correspondiente es de

maximizacion.

La convergencia del método dual simplex es sencilla de establecer,
ya que existe un nimero finito de bases y en cada intencidn el va -

lar asociado con la funcidn objetivo aumenta. La diferencia en el
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valor de la funcién objetivo del dual entre dos iteraciones su

cesivas es:

-(Zk—Ck)br/Yrk . Observamos que b <0, Y <0y z,-c, < 0 lo cual
implica que -(z,-c\ )b /Y , > 0. En particular si z -c, < 0, en-

tonces el valor de la funcién objetivo del dual estrictamente
se incrementa y por lo tanto no se pueden repetir bases por lo

que el algoritmo converge en un nimero finito de pasos.
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Eiercicios.

6.1 Considere el siguiente problema de programacién lineal:

ii.

Maximizar Z = 10x1+ 24x2+ 20x3+ 20x4+ 25x5
5.a.
x1+ x2+ 2x3+ Ix,+ 5x5 < 19
2x1+ 4x2+ 3x3+ 2% .+ Xg < 57

Escriba el problema dual y verifique que x={(X,,22)=(4,5)}

es una solucidn factible.
Utilice Ta informacidn del incisoc anterior y obtenga a
partir de ella la solucidn oGptima de los problemas pri

mal y dual utilizando holgura complementaria.

6.2 Considere el siguiente problema de programacioén lineal:

ii.

iv.

Maximizar Z = 2x,+ 3x2+ 6x3

1

s.a.
x1+ 2x2+ x3 <
xl- x2+ 3x3 < 6

X > 0

1°%2°%3
Escriba el problema dual.
Resuelva por el método simplex el problema (P). En ca
da iteracidn identifique las variables duales y muestre

las restricciones duales que se vioclan.

i.En cada iteracidn identifique la base dual correspon-

diente a la iteracidon del simplex. Identifique las va-
riables duales bdsicas y no basicas.

Muestre que en cada iteracidn del método simplex el ob
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Jetivo dual "empeora'.

V. Identifique en el tableau 8ptimo las soluciones pri-
males y duales Gptimas. Verifique que los valores de
las funciones objetivo son iguales y que se satisfa-

ce la holgura complementaria.

6.3 Considere el problema lineal:

Maximizar 2 = 2x1+ X o
s.a.

2x1— 2x2 <1
2x1- 3x, < 1 (P)

2x1+ Xo < 2

xl, x2 > 0

. * x T T
Demuestre, por holoura complementaria, que (xl, Xz) =(0,2)

es la solucidn Gptima de (P) y determine la solucién 6Opti-

ma del dual.

6.4 LLa compania ABC, S.A. produce dos tipos de sillas reclinab-
les para exportacidén. Dos tipos bdasicos de trabajo califi-
cado se requieren durante el ensamble y en la terminacidn
o acabado. Una unidad de 1a cabeza reciinable requiere 1.5
horas de ensamble y 1 hora de acabado y se vende con una ga
nancia de $200.00. Una unidad del cuerpo reclinable requie-
re 0.5 horas de ensamble y 0.5 horas de terminacidn y se
vende con una utilidad de $120.00. Actualmente se disponen
de 100 horas de ensamble y de 80 horas de terminacidén en 1la
compafifa, la cual se encuentra en negociaciones de tipo sa-

larial para el prdoximo afio. Usted es el consultor de da com



6.

2719

pafifa y debe de proporcionarle el costo de una hora de tra
bajo de ensamble y el costo por hora del acabado.
Considere el modelo lineal de seleccidn de inversiones pa-

ra la maximizacibén de capital al término de un perfodo,da

do como
Maximizar z = VN
s.a
J
r (-c.,.x.) < f., 1i=0, SN=1
521 ii%j7 <= i
J
jil('CNij) tovy < fy

0 < xJ < uj’ j=l,...,d

donde J es el conjunto que caracteriza a ias distintas ma
neras posibles de inversién; fi es la cantidad neta de fon
dos monetarios exdgenos de que se puede disponer al final
del periodo i (fi puede ser positivo o negativo); cij es
el dinero que necesita (si Ci; < 0) o produce (si Cij > 0)
el proyecto i al finai del periodo j; Xj es la variable de
decisidn que representa el nivel de inversidn en el proyec
to i ¥ vy es la variable que representa el valor del ca-

pital al final del periodo de planeacifén. Este modelg se

denomina seleccidn de inversiones sin descuento.

Otra manera de escribir las primeras restricciones es:

<

0 < f. + I c.-%x- » J=0,...,N
= i j=1 ii’d

y en este caso se puede decir que de lo que se dispone al

final del periodo i, fi' mas el dinero neto que producen

J

10s proyectos en ese perfodo I Cijxj’ debe ser mayor o
=1

J
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igual a cero.

Las otras restricciones son sencilias de entender., Consi-
dere un caso concreto del problema de deleccidn sin des-
cuento donde se tiene una cartera de 4 proyectos y el ho-

rizonte de planeacidn es de tres afios.

Proyec | Fin del | Fin del | Fin del Cota Superior (Can
to afio 0 afo 1 afio 2 tidad madxima que
se puede invertir

en el proyecto)

S K S R
A -1 0.60 0.60 00
B -1 1.10 0 500
c 0 -1. 0 1.25 00

D -1 0 1.30 00

donde los coeficientes negativos indican una erogacidn de
dinero en el proyecto y los coeficientes positivos - un
beneficio. Asimismo se supone que el capital inicial es de
1000 unidades monetarias.

E1l modelo sin descuento consiste en:

Maximizar Z = v
s.a
Xp t Xg + XD < 1000
-0.6 Xp - 1.1xB + Xe < 0
0.6 x - 1.25x; - 1.30xy + v< O
Xg < 500
Xp > 0, Xg > 0; Xe > 0, Xp > 0.
La solucidn &ptima de este problema es:
Xp = 5005 xg= 5005 x = 8505 xg = 05 v = 1362.5
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Los preciocs sombra (variables duales) son:

* * * *
Ao=1.35; 2:=1.25; Ap=1.0; X3=0.025.

Especifique la manera en gque una unidad monetaria adicio-
nal al final del afio 1 seria invertida para obtener el
precio sombra de 1.25.De manera semejante explique como
invertiria una unidad monetaria en los proyectos al final

del afo o para obtener un beneficio adicional de 1.35.



282

Resuelva los siguientes problemas de programacién 11
neal aplicando el método dual simplex. Proporcione
Tos valores &ptimos de las variables primales y dua-

Tes. Demuestre que se satisface la holgura complemen

taria.

6.6
Maximizar 7 = -4xl- 5x2— 18x3
s.a.
xl + 3x3 > 3
Xot 2X3 >3
x1’X2‘x3 > 0
6.7
Minimizar Z = 2x1+ 3x2+ 5x3+ 6x4
s.4a.
X+ 2x2+ Ixgt xy > 2
-2x2+ X 5= x3+ 3x4 < -3

6.8 Considere el problema Tineal:

Minimizar 7 = 2x3+ X,
5.a.
-4x1+ 3x,- Xg > 16
xqt Bx,* 3xg > 12 (P)
X >0, j=1,2,3
i. Determine el problema dual asociado a (P).
ii. Utilice el dual simplex para resclver el problema (P)

iii. A partir del tableau 6ptimo del dual simplex, deter-

mine la solucidén del problema dual asociado a (P).
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6.9 E1 siguiente tableau es Gptimo y corresponde a un proble

ma de maximizacidn con todas las restricciones del tipo <.

X4 X 5 X 3 Xy Xg Xe LD

1 1 0 2 0 1 2

0 0 1 1 0 4 3/2

0 -2 0 1 1 6 1

0 0 0 4 0 g 5
i, Proporcione el valor de la solucidn primal Gptima

* *
{(x , Z ).

ii. Proporcione el valor de la solucidn dual optima
* *)’
(x , o

iii. Determine 3Z/3b,. Interprete este nimero.

iv. Si usted pudiera comprar una unidad adicional del
primer recurso a un costoe de 5/2, ¢lo compraria?,
iporqué?

' Otra empresa de la competencia desea adquirir de us
ted una unidad adicional del tercer recurso. ¢En cudn
to 1o venderia usted? iPorqué?

vi. {Existe otra solucidén alternativa? ¢Porqué? Si exis-

te, proporcione al menos una.

6.10 Considere los dos tableaus que a continuacidn se dan. EI
primero corresponde al tableau original y el segundo al

actual,
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xl x2 x3— x4~ x5 {g_ x7 LD

5 -4 13 b 1 1 0 20

1 -1 5 c 1 0 1 8

1 6 ~7 a 5 0 0 0

X1 X X4 53“"“§5 Xe X4 1 LD )
-1/7 0 1 -2/7 3/7 -1/7 477 12/7
-12/7 1 6 -3/7 8/7 -5/7 13/7 | 4/7
7277 0 0 1177 8/7 23/7 -50/7 60/7

Determine:

i. Los valores de a, b y c.
ii. 8L
111. axz/axs.
iv. 8x3/8b2.
V. 8x3/8b2.

vi., az/Bxﬁ.

vii. La solucién dual.

6.11 Apligue el método dual simplex para resoiver el sigujente pro

blema de programacidn lineal:
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