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P R E S E N T A CIÓ N 

El presente trabajo es la recopilaci6n de las experiencias de los 

profesores del Area de Física, en la impartici6n de la Unidad de 

Enseñanza Aprendizaje "Dinámica", durante un tiempo considerable 

(no menor de cuatro años). 

Los propósitos de este trabajo son: 

Proporcionar a los alumnos una guía rápida y completa sobre el 

contenido de la U.E.A. 

Ayudar al profesor en la impartici6n de la U.E.A., particular­

mente en la realizaci6n de ejercicios y problemas de la misma. 

Uniformar el contenido de la U.E.A. y por tanto el aprendizaje 

de los alumnos de los diferentes grupos de dicha U. E.A. 

Auxiliar a los alumnos en su preparaci6n para presentar las eva 

luaciones tanto parciales como globales o de recuperación de Di 

námica. 

Para lo cual, el trabajo está integrado de acuerdo con las Unida­

des del Programa Oficial de la U.E.A., y en cada una se incluye 

un resumen del contenido de la unidad y una selecci6n de proble­

mas con sus soluciones. 

Diciembre de 1986. 

5 , 





l. RESUMEN DE LA UNIDAD 
, 

l. DINÁMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 

, 
1.1 CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL DE UN SI STEMA DE PARTICULAS: 

Definlci6n: ~Iomento lineal ,le una p;¡rticula. 

Si respecto de un S.R ." dado, la velocidad de unapart1cula .. .. 
de masa m es v - v (t), se define el momento lineal, o vec-

tor cantidad de movimiento de m, al tiempo t, como: 

p ~ mv 
Observaci6n: Segunda Le y de Newton -para un a partícula. 

"Si sobre una partícula actúa un a fuerza neta t, se cumple 

que 

dP _ ; 
dt 

Donde P es el momento lineal de la partícula al tiempo t, 

respecto de un S.R. inercial" . 

ri 

Definici6n: Momento lineal de un sistema de par tícula s. 

Si al tiempo t, los momentos lineales de n partículas son 

.......... ..... '* PI, P2,···Pn' se define el momento lineal p del sistema, al 

tiempo t, como: 

p -
n 

-? - ;: p. 
i-l 1 

Observaci6n: Ecuaci6n de movimiento de un sistema de partíc~ 

las. 

"Si n partículas se mueven respecto de un S.R. inercial de 

• S.R.: Sistema de Referencia. 

7 
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tal forma que sobre ellas actúan las fuerzas siguientes: 

F. es la fuerza externa que actúa sobre m·. 
1 1 

Fki es la fuerza interna que nk e jerce sobre mi' 

Entonces se cumple que: 
~ ~ -+ 

dP 
~ 

dt 
F + f-. ext 1nt 

... 
Donde: P 

n 
[ 

i~l 
p. 

1 
es el momento lineal del sistema , 

... n ~ 

F ~ [ 
ext i~l 

F. 
1 

es la fuerza total externa que actúa so-

bre el sistema, 
-+ n n 

yF ~.¡; E. 
1nt 1~1 k~l 

i'l k 

-+ 
f- ki es la fuerza 

t ota l que actúa sobre e l sistema". 

Caso particular: 

Si las fuerzas internas cumplen con la 3a. Ley Newton, se tie 

ne: 

Fki ~ -f ik , para k,i~ 1, 2, ... , n, con k'¡' 1 

por lo tanto: Fint ~ O y entonces: 

Definici6n:Centro de masa. 

Si respecto de un S.R . darlo, las posiciones de n particulas 
-» - )o -+ 

mI, m" ... , mn son rl, r" ... ,rn al tiempo t, se define la 

posici6n del centro de masa (e.H. )del sistema como: 

-+ 
r -
cm ~ 



Observaci6n: Al gunas propieda des geométricas de l C.M. 

i) El C.M. de un sis t ema de dos particulas mI Y m2 es un punto 

de la recta que pa sa por las dos partículas, y está colo· 

cado en el segmento de recta que las une. 

ii) La distancia del C.M. a las particulas es inversamente 

proporcional al valor de las masas. 

iii) La posici6n del C. M. de dos sistemas de k y n partIculas 

respectivamente, está dada por: 
.... .. .. Mkr (k) cm + M r (n) 

n cm r cm = 

donde: 

1 
k 

r (k) í: = M
k cm i=l 

y: 

1 
k .. 

r (n) = M í: cm j =i n 

Significado ftsico del C.M. 

+ 

... 

~I 
n 

m.f. 
1 1 

.. 
m.r. 

J J 

con 

con 

Para un sistema de n part1culas se tiene: 

p = M~ 
cm 

Por lo tanto: 

.. 
Ma cm =F ext 

M
k 

~I n 

k 
í: m. 

i=l 1 

k 
= í: m. 
j=l J 

O!:'servac i6n : El C.M. se comporta como si toda la masa del siste 

ma de part~culas es tuvi er a concentrada en dicha posici6n, ac· 

tuando sobre él todas l as fuerzas que actúan sobre el sistema 

de part1culas. De lo anterior, se dice que el C.M. describe 

la parte traslac io nal del movimiento del sistema de partlculas. 

9 
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Cas o pa rti cula r: Conservación del mome nto l i nea l. 
+ 

Si el s i s t ema está aislado , F t = O Y entonces : ex 

.. 
dP 
dt CTE ó 

+ 
a cm = O y 

+ 
v cm = CTE 

Ejemplo : Choque de dos particu l as aisladas . 

En el choque se conserva el momento lineal total. 

a) Choques e l ástico s en una dimensión . 

Def i nición : Un choque elistico es aquel en que se conserva 

la energia cinética total. 

De la conservación del momento lineal y de la energia C1-

n6tica (ver Fig . 1) se ti.ene : 

+ ...!!l.l .~m 2 + 2m2 + v l f = v I i + v 
ffi l+m2 mI +m2 21 

+ 2ml + ffi2 -ml + v = v + v lf m l + m2 1 1 ml + m2 2 i 

.. 
An t es del choque : ® V l i 

m¡ 

Durante el choque: 
;>; 
!: 2 1 

« 

+ 

d 1f, 
Des?ués de l choque: ~ 

re. 
¡ 

Fig . 1 

) = 
-)- + + 
V¡i - v 2i 

v 2f 

+ 

• @ V2i , 

m2 

+ .-
v¡= v2 

-. .-

~ 
F¡ 2 , 

m¡ n:2 

+ 

~ V2f 
rr&Jf-----­
re. 

2 

-~ ) - v¡f 

+ .-
F2¡= - F l2 



b) Choques inelásticos. 

Definici6n : Un choque inelástico es aque l en que no se con-

serva la energ í a cinética total. 

Caso de inte r és: Choque completamente inelá st ico. 

Definici6n : Un choque comple tamen te inelástico es aquel en 

que las pa rtícula s se mueven juntas después de la colisión . 

De l a conservaci6n del moment o lineal (ver Fig. 2) se tienu: 

Antes del choque : 

Durante el choque: 

Después del choque: 

En dos c1imensio 
nes : 

Antes de l cho 
que 

y 

m, 

~ 

~ 

v . 
, 1 

~ 

.~ ....... _V_I_i __ ~ V 2 i 

mi 

~ 

~ ~ 

Vl=:: V2 -
01 2 

~ v_ 
V///o/lJ/r---=--L ~ 
(mi + m2 ) 

x 

Fi g . 2 

DeSFué s 
del 

cho(!ue 

y 

11 
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1. 2 CANTIDAD DE MOVI~IIENTO ANGULAR DE UN SISTEHA DE PARTÍCULAS 

Definici6n: Momento angular de una partlcula. 

Si respecto de un S.R. "O" dado, la posición y el momento 1i 
-, -> 

neal de una partlcula m son r .Y p al tiempo t, se define el 

momento angular t de m, respecto a "O" al tiemp o t, como: 

Es decir : 
-jo- -+ -+-+ 
~~r, ~~p y ~ = rp sen 8 

y el sentido de t está dado por la regla de la mano derecha 

(ver Fig. 3). 

Definición: . Momento de una fuerza o Torca. 
-> -> 

Si sobre m actúa la fuerza F, se define la torca ,que actúa 

so bre m, respecto de "O" como: 
-> ->- -> 
, = r x F 

Es decir ~~r, ~~P y , 
-> 

rF sen 8, y el sentido de , está dado 

por la regla de la mano derecha (ver Fig. 4). 

z 

y 
-> ->-p = mv 

x Fig. 3 



z 

x 

, ~j g. 4 

Observación: Segunda Le~ de Newton para una partícula, en 

términos de los vectores momento angular y torca. 

Si respecto de un S.R. inercial "O" el momento angular de 

una partícula m es t y sobre ella actúa una torca ~, respe~ 

to de "0", se tiene que: 

Definición: Momento angular de un sistema de partículas. 

Si respecto de un S.R. "O" dado el momento angular de n paE­

tículas son: tI, 12 , . •. ,1 , se define el momento angular n 

tata). del sistema, respecto de "O", como: 

t ~ t j + t 2 + ••• In 
n 

-+ = ER, · 
i= 1 ~ 

13 



14 

Observaci6n: Ecuaci6n de movimiento del sistema de partic~ 

las en términos del momento angular. 

Si el sistema de partículas está sometido a la acci6n de las 

siguientes fuerzas: 
-+ 
F. es la fuer'za externa que a.ctúa sobre m., 

1 1 

-+ 
Fki es la fuerza interna que In

k 
ejerce a mi' 

con i,k 1, 2, ... ,n, i:':= k 

entonces: 

-+ n n dL -+ -+ -+ 

dt T + ~ k=r r. x Fki ext i=l 1 

k=l=i 

donde: 
n 

-+ -+ ... -+ 
T i=l r. x F. 
ext 1 1 

Caso particular: 

Si las fuerzaS internas cumplen el "enunciado fuerte" de la 

3a. Ley de Newton, es decir, si: 

entonces: 

n n 
L L 

i=l k=l 
kfi 

.... 
0, y por lo tanto: 

14 

Observaci6n: Ecuaci6n de movimiento del sistema de partrc~ 

las en términos del momento angular. 

Si el sistema de partículas está sometido a la acci6n de las 

siguientes fuerzas: 
-+ 
F. es la fue r 'za externa que ac t úa so bre m., 

1 1 

-+ 
Fki es la fuer za interna que In

k 
ejerce a mi' 

con i,k 1, 2, ... ,n, i ~ k 

entonces: 

-+ n n dL -+ -+ -+ 

dt T + ~ k=r r . x Fki ext i=l 1 

k=t=i 

donde: 
n 

-+ -+ ,.. -+ 
T i=l r. x F . 
ext 1 1 

Caso particular: 

Si las fuerza~ internas cumplen el "enunciado fuerte" de la 

3a. Ley de Newton, es decir, si: 

entonces: 

n n 
L L 

i=l k=l 
k+i 

dL -+ 

dt T ext 

.... 
0, y por lo tanto: 



Caso particular: 

Conservación del momento angular en un sistema de partícu-

las. 

Si un sistema de particulas se encuentra libre de torcas exter 

nas, es decir: 

-+ 
Text 

Entonces: dI: 
dt-

-+ -+ 
O ó L CTE 

15 

Caso particular: 

Conservación del momento angular en un sistema de partícu-

l as. 

Si un sistema de particulas se encuentra libre de torcas e x t er 

nas, es decir: 

-+ 
Text 

Entonces: dI: 
dt-

-+ -+ 
O ó L CTE 

15 
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1.3 DESCRIPCI ON DINl(~IICA DEL ¡'¡OV HIIENTO DE UN SISTDIA DE PARTÍCULAS 

La descripci6n de l movimiento de un s i s t ema de partículas, res-

)lecto de un S . R. inercial "O", se efectúa de acucnlo a la s si-

guientes etapas: 

i) Descripci6n de l movi~:icn~o del C. lí. respecto de "O". 

ii) Dc s cripci6n del movimiento del sistema de partícu l as rcs-

pecto de un S . R. c olocado en el C .~I. 

iii) Uso de las relaciones de transformaci6n de los diferente s 

parámetros din:ímicos respecto de "O" y de l S . R. de l C.~1. 

i ) ~Iovimiento de l C.M. respecto de "O". 

El C.M . se mueve con aceleraci6n acm dada por: 

De tal fQrma que su velocidaJ y posici6n se pueden obtener 

como: 
t .. .. 

J 
.. 

v (t) ~ v + a dt cm cmo cm 

o 

t 

y: tcm(t)~rcmo+ fVcm (t )dt ~ 
o 

Donde: 
.. 
v cmo 

.. 
~ v (t~O) cm y 

.. .. 
r +v t cmo cmo 

.. 
r cmo 

.. 
r (t~O) cm 



ii) Movimient o de un s i s tema de particulas re s pecto d~ un 

S.R . col ocado en el C.~I . 

a) Posición de las partic~las: 

~ 

r' 
1 

1 n 
= Ñ L 

k=l 
in 

b ) Velocidac de las partículas: 

~ 1 v ~ = 
1 ¡;¡ 

n 
[ 

k=l 
H k 

c) ~lomento lineal de las partícul as y momento t otal : 

~ 

p~ 
1 

-> p' 

~, 

= m·v. 
1 1 

n 
-> 

= [ p~ 
1 i=l 

l = 
~ 

n 
[ 

k=l 

n 
[ 

i= l 

n 
[ 

k=l 
itk 

-> ~ 

'O m.mk(v. - vk) = 
1 1 

d) Momento angular de las partículas y momento angular 

total: 
-> 
1. ~ = 

1 

-> 
)..' = 

-> -> 
r ~ x p~ 

1 1 

n 
-> ¿ " , 
~. 

i=l 1 

= 

1 = M 

-> -> 
r~ x (m. v ' ) 
111 

n 
Z 

i=l 

n n 
[ [ 

j=l k=l 
Hj,iH 

n 
[ 

n 
[ 

k=l k=l 
i-l'j,H k 

~-+ -+-+ 
m.mk(r. -r .) x (v.-v

k
) 

J 1 J l ' 

-> ~ -+ -> m.m .ffik(r . -r .) (Vi - vk) x 
1 J 1 J 

17 
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e) Torca actuando sobre cada partícula y torca total: 

-> -> 
T! = r! 

1 1 

donde: 

-> n 
T' = ¡: 

i=l 

-> 
x F! :: 

1 

-> 
a. 

1 

-> 
T! 

1 

-> -> -> 
r! x (m.a!) 

1 1 1 

y 

1 n n n -> -> -> -> 

W . ¡: ¡: ¡: m.m .mk(r.-r.) x (a i -ak) 
1=1 j=l k=l 1 J 1 J 

dj,itk 

f) Energía cinética de las partículas y energía cinética 

total. 

1 1 m' n n 
m.v ! 2 

-+ -+ -+--+ 
k' = 1 ¡: ¡: m.mk(v.-v.)·(v.-vk) 2 1 1 2 M2' . 

k=l J 1 J 1 J=l 
ib itk 

n 1 n n n -+ -Jo -+-+ 
K' ¡: k! = 

2M 
¡: E E m.m .mk(v .-v . ).(v.-vk ) 

i=l 1 i=l k=l k=l 1J 1J 1 

ifj ,itk 

g) Ecuaci6n de movimiento: 

-> 
T ' ext' donde 

-> 
T' ext = 

n 
¡: 

i=l 

h) Con se rvaci6n del momento angular. 

-> T! 
1 

Respecto del C.M . , el momento angular total se conserva, 



es decir: 

SI la s fuerzas externas ~i so n ta les que: 

i\ 
m. 

1 

eTE 

Caso de inter és : Para dos par t ículas : 

a ' ) Posi c ión de las partículas. 

m, m, 

-> ->-> donde: r" = r,-r, 

b') Velocidad de las partículas. 

-> -> v, = V2 = 
ml +m~ 

dOnde: 

-> 
r 1 2 

c' ) Momento lineal de las partícula s y momento 
... , m'v' 

... ... , ... , ... 
p, = = - IJV l2 p, = m,v, = ¡Jv, , , , 

donde: 1 1 + 1 ó m,m, = - ¡J= ¡J m, m, rn 1 +m 2 

es la masa reducida . .. 
P ' = p; + p~ = O 

to t al . 

d ' ) Momento angular de las partículas y momento angular to -

tal. 

19 
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-- -- -- m, -- --R. t = r' x pt = r12 x IJV l' 1 rnl+m2 

-- -- -- ~-- -- --~ ' = r' x p~ ri' x IJV 12 , , 
ffil+mZ 

... ... -- ... ... ... ... 
L' = ~i + ~, = r 1 , x (IJVl') = IJ r 12 x Vi' 

e ' ) Torca actuando sobre cada partícula y torca tot:ll. 

, 
-- --... ... F' m]mz 

T' = r' x = r l' X a12 
1 1 1 (m,+m,)2 

-- --
, 

--
, --, = r' x F' = ffi zml r 1 , }.. a" T, , , liil~ +m,)2 

-- ... 
-- -- -- ... ~ 2 donde: al' = a, - a , con a, = y a, = m, m, 

... , ... , ... , ... ... ... ... 
T = T , + T, = rl2 x (lJa,,) = IJr 12 x a" 

f' ) Energía cinética de las partículas y energía cinética 

total. 

k ' = 1 
IhV ~' 

1 mlm~ 1 ~ " l ' 2' = = 2' (m, +mi)2 1 

k ' 1 m V,2 1 mim2 1 ~ " l ' = 2' = = 2' (m,+m,)2 2 , , 

donde: 

K' = k' + k' = ! IJV~, 
1 2 2 

iii) Relaciones de transformaci6n de los parámetros dinámicos 

respecto de "O" y respecto del c.~l. 

Los parámetros ob servados desde el C.M . se denotarán con 

una prima (') y respecto de "O", sin prima. 



a) Posici6n de· las particulas: 

... 
r! 

1. 
6 

... 
r. = 

1. 

... 
r cm 

... 
+ r! 

1. 

b) Velocidad de la s parti cu l as . 

e ) 

... , 
v· 

1. 

... 
= V. 

1. 

~Iomento 

... , ->-
p . = p. 

1. 1 

p' P 

como P 

-

... 
v cm 

lineal 
->-

m.v 
1 cm 

... 
Mv cm 

ó 

de 

, 
o 

... 
v · 

1. 

la s 
, 
o 

->-
P 

->-= vcm 
->-

-+ v! 
1. 

partículas 
->- ->-
p. = m.v 

1. 1 cm 

->- ->-
¡·Iv cm + p' 

... ->-
= ~!vcm entonces p' = O 

y momento total . 
->-

+ p~ 
1. 

d) Moment o angular de las particulas y mome nt o angu l ar 

total: 

t! ... , ... , ... ... .. .. = r. x p . = (r . - r cm) x (p. - m. v ) 
1. 1. 1. 1. 1. 1. cm 

... ... ... 
6 

... ... ... 
L' = L -L L = L + L' cm cm 

... ... ... 
donde: Lcm = r x (~!v ) cm cm 

e) Torca actuando sobre cada pardcula y torca t otal 

... , ... , ... ... ... ... ... 
T · = r. x F! e (r . r cm) x (F i - mi a cm) 1. 1. 1 1. 

:;-, .. ... 6· .. ... :;-, = T - Tcm T = Tcm 
+ 

... .. ... 
donde: .T = r x F cm cm ext 

21 
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f) Energía cinética de las partículas y energía cinética 

total. 

k! 
1 

K ' : 

1 m. Vd 
'2 1 1 

K K - cm 

dond e : ]\ cm 

:-zlmlv .-v l' 
1 1 cm 

, 
K o : 1\ + ]\' 

cm 

: 
1 Mv' '2 cm 



1.4 ENERGÍA ~iECÁN ICA DE UN SISTEMA DE PARTÍCULAS 

Definici6n: Estado de movimiento de un si s tema de particulas. 

Un estado de mo v imient o de un s istenw de p:lrticulas e s una 

configura c ión de l s i s t ema de finid a po r l a pos ici6n y ve l oci -

dad de toda s la s particul as . Por e j empl o , entende remos al 

estado A como : 

A 1 , 2 ... n 

Definici6n: Trabajo. 

Si sobre cada partícula , cuya poslci6n. e s actúa la fuer-

za "F i , se define el trab a ;o ¡VT (A .... B) , efectuado sobre el sis 

t ema cuando sufre el cambio de estado de A a B como: 

B 
II 

J 
(MB) 

1 .... 
\'iT - l: F" • dr . 

i ~l 
1 

A 

donde: 
.... .... 

B ~ {r · B,v· B} 
.l 1 

Definici6n : Energía Cinética . 

Si l a velocidad de l as partículas, cuyas masas so n ml, m2 , 
........ .... 

.. . mn , son Vl , V2," ,vn ' se define la energía cinética del 

sistema como: 

donde: v· ~ I ~ . I 
1 1 . 

1. 
m· v . 

1 1 

Observaci6n : Teorema de l trab ajo y la energía cinética. Pa 

ra un sistema de partí cu l as se cumple: 
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W
r 

(A+B) ; K (B) - K (A) ; [4K] A+B 

Observaci6n: Se tiene que: Wr (A+B) ; l'int(A+B) + Wext (A+B) 

I3 

Donde: W t (A+B) ex f
r:" "d-; 1 1 

n-l 
Wint(A+B); 1: 

i;l 

A 

E 

n j+ + 1: Fk " "d r " k 
k "1 1 1 ;1+ 

A + + + 
y: r ik r

i 
- r k es la posici6n de mi respecto de mk " 

Observaci6n: Energía potencial, energía mecánica y conserva-

" , dI' Clon e a ~nergla. 

Si las fuerzas interna s son conse rvativa s , existen funciones 

n n 
donde: Uint " 1: 1: 

i=l k=i +l 

es la energía potencial interna del sistema. 

Donde: Gint - K + Uint 

es la energía interna del sistema. 

Si el sistema es aislado se tiene: 

[4E int ]A+B = O 
, 

Eint erE o ; 



Si las fuerza s externas tambi~n son conservativas , existen fun -
-> 

ciones escalare s U. - U. (r.) tal que: 
1 1 1 

lI'ext(A ... B) -

don de : 

[U t (B) - U t(A)] . ex ex 

n 
L 

i-l 
u. 

1 

- [ ll U 1 ext A->B 

es la energia potencial ex t erna del sis te ma . En este caso se 

cumpl e : 

- [llU 1 - [llE ] extA ... B int A"'B 

Luego: [ ll E1 A ... B - O 6 E - eTE 

Donde : 

es la energía mecánica de l sistema. 
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1. 

PROBLEMAS DE LA UNI DAD 1 DE DINÁ1lI CA 

Sean m; 1 kg Y m ; 2 kg la masa de dos partículas inicialmente en re-1 2 
poso y unidas por una cuerda extendida (figura la) de longitud L;0.5 m. 

En t;Os se aplica una fuerza constante de magnitud F = 12N sobre m2 en 

la dirección de la recta que une a mI y m2 y alejándose de mI. (a) ¿Cuál 

será la posición del c.m. y la cantidad de movimiento del sistema en los 

tiempos t ; Os, ls y 2s; lb) Responda las mismas preguntas que en (a) 

cuando la cuerda no está inicialmente extendida (figura lb), pero las ma 

sas están inicialmente separadas una distancia L. 

2. Dos partículas demasa mI ; 2 kg Y m2 ; 3 kg Y en reposo, están unidas 

por un resorte comprimido (de constante desconocida K), y se .1e~.aplica 
~ + 

las fuerzas constantes Fl ; 6 )' N Y F2 ; 4 j N como se muestra en la fi 

gura 2. La distancia ini cia l entre las masas es de 0.5 m. Si el mcvi­

miento se efectúa en un plano ho r izontal sin fricción, calcular: (a) la 

aceleración del e.m.; (b) la posición del c.m. en t ; 2s; y (e) la velo­

cidad del c.m. al tiempo t ; 3s; (d) en este sistema de dos partículas, 

¿Es posible describir el movimiento individual de cada una de las par-

tíeulas? 

3. Dos partíeulasde masas igual es de magnitud 1 kg, se mueven con veloeida-

des iniciales VIi; 5 mis y VZi 10 mis como se indican en la figura 3. 

Las únicas fuerzas externas son s us pesos, y no hay interacción mutua. 

Encontrar: (a) el vector de posición del c.m. al tiempo t ; 4s; (b) la 

velocidad del c.m. al tie~po t ; 3s; (e) la ecu~ción de la trayectoria 

que sigue el c.m.; (d) en este s istema de dos partículas, ¿es posible 

describir el movimiento individual de cada una de las partículas? 



4. Dos cuerpos de masa igual y de magnitud m = 8 kg están unidos por una barra 

• rígida de masa despreciable. Estando inicialmen te en reposo, se hallan ba-
-> -> 

jo la acci6n de las fuerzas Fl = 87 N Y F2 = 6 J N como se muestra en la 

figura 4. Si el movimiento de los cuerpos se realiza en un plano horizon-

tal sin fricci6n, calcular: (a) el vector de posición del c.m. al tiempo 

t = 2s; (b) el momento lineal total del s is tema al tiempo t = 5s ; (e ) en 

este sistema de dos partículas, ¿es posible describ ir el movimiento indi-

vidual de cada uni'. de las partícules? 

5 . Supongamos que una persona está en una superficie de hie lo sobre un tri -

neo en reposo. La masa del sistema (trineo + persona) es M = 150 kg, ade-

más hay 3 masas de 1 kg cada una, que la persona puede lan zar con veloci-

dad relativa el trineo de V ,= 3 mis . ¿Có mo adquirirá mayor velocidad re , 

el (trineo + persona), lanzan do las tres masas simultáneamen te con V 1 o re 

lanzando una después de otra con velocidad V 1 7 (ver la f ig ura 5). re 

6. Una vasija en reposo explota, quebrándose en tres partes . Dos de ellas , 

tenienco masas iguales, salen volando perpendicularmente una a la otra C0n 

la misma velocidad de 30 mis. La tercera parte tiene tres veces más masa 

que cada una de las anteriores. ¿Cuál es la direcci6n y magnitud de su ve-

locidad inmediatamente después de la explosión? 

7. Dos esferas de masa m] = 0.2 kg y m{ = 0.1 kg cuelgan una junto a la otra 

de hilos paralelos y de igual longitud (figura 6). La primera esfera se 

• lO- 2m y desvH hacia un lado de modo que su c.m. se eleva 4.5 x luego se 

suelta .. ¿A qué alturas se elevarán las esferas después de chocar entre 

sí?:(a) si el choque es elástico y (b) si el choque es totalmente inelás-

tico. 
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8. Una bola de masa m se dispara con l;na velocidad V dentro del barril de 

un arma de fuego de resorte de masa M que se encuentra en reposo en una 

superficie sin fricción (figura 7). La masa m queda atorada en el b"rril 

en el punto de máxima compresión del resorte. No se pierde energía por 

rozamiento. ¿Qué fracción de la energía cinética inicial de la bola que-

da almacenada en el resorte? 

9. Las dos masas de la figura 8 están ligeramente separadas y se encuentran 

inicialmente en reposo; la masa de la izquierda se dirige hacia ellas con 

una velocidad Vo • Suponiendo choques elásticos y frontales. (a) Si M = m, 

demostrar que hay exactamente dos choques y encontrar todas las velocidades 

finales; (b) si I~ > m, demostrar que hay 3 choques y encontrar todas las 

velocidades finales. 

10. Un bloque de masa mI = 2 kg se desliza en una m2sa sin rozamiento con una 

velocidad de 10 mis. Directamente enfrente de él y moviéndose en la misma 

dirección y sentido hay un bloque de masa m2 = 5 kg que se mueve con una 

velocidad de 3 mis. Un resorte sin masa, con una constante de resorte k = 

1120 N/m, va fijo en la parte posterior de m2 como se mve<tra en la figura 

9. Cuando chocan los bloques, .¿Cuál es la máxima compresión del resorte?, . 

Supóngase que el resorte no se dobla y que siempre obedere la ley de Hooke. 

11. Dos partículas de masas mI = 3kg Y m2 = 5kg se mueven libremente sobre un 

plano hcrizontal sin fricción con velocidades Vli=5m/s y V2i = 4m/s, respe~ 

tivamente como se muestra en la figura 10. Calcular: (a) la energía ciné­

tica y el momento angular del sistema al tiempo t = 2s con respecto a O y 

con respecto al c.m. al tiempo· t = 4s. 



12. Sobre dos partículas inicialmente en reposo y de masas m} • 5 kg Y m2 • 

7 kg actúan sólo las fuerzas externas constantes de magnitud F • 30 N 

como se muestra en la figura 11. Si el movimiento se efectúa en un plano 

horizontal sin fricción, calcu lar: (a) la aceleración de c .I1' .; lb) l a 

torc~ total externa con respecto a O; y (e) l a torca total externa con 

respecto al c.m. 

13. Dos partículas de masas mI • 2kg Y m2 • 8 kg se mueven l ibremente sobre un 

plano horizontal sin fricción co n velocidades VIi' 20 mis y V2i • JO mis, 

respectivamente como se mue stran en la figura 12. Calcu lar: (a) las velo­

cidades de mI y m2 al tiempo t • 2s y 8s ; lb) el momento angular y la 

energía cinética con re~pecto a O al tiempo t • 2s y 85 ; (e ) e l momento 

angular y la energía cinética con respecto al c.m. al tiempo t • 2s y 8s. 

14. Un disco de masa mI • 0.2 kg choca de frente con otro de masa m2 • 0.4 kg 

que está en reposo y unido a una cuerda ligera e inextens ible de 10n9itud 

ro' 0.5 m fija en el punto O, como se muestra en la fi gun 13. Si el movi­

miento de los discos se efectúa en un plano horizontal sin fricción con 

VIi' 2 mis y consideramos el choque elástico, calcular: (a) las velocida­

des de mI y 11'2 inmediatamente después del choque, y la velocidad angular 

de m2 respecto de O, (b) verificar que respecto de O el momento angular t~ 

tal del sistema se conserva en el choque, (e) ¿se conserva el momento ang~ 

lar de la masa m2 después del proceso del choque?, (d) si en el movimiento 

de ~2 la cuerda se enrolla en el punto O, calcular su velocidad angular 

cuando la longitud de la cuerda es T f • 0.2 m, (e) calcular el cambio de 

la energía cinética de m2 cuando la cuerda varía su longitud de ro a r f · 

¿A qué se debe este cambio? 
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SOLUCIÓN DE LOS PROBLEMAS DE LA UNIDAD I DE DINÁMICA 

Problema 1: 

al Las partículas mI Y TIl2 interactúan a t ravés de la cuerda, Sl 

la masa de ésta es despreci3ble, entonc es l a f ue rza que mI 

e jerce a mz es igual y de sentido contrario a l a que m2 eje~ 

ce sobre mI, por lo tanto el C.~I. del sis t ema se mueve con 

aceleraci6n dada por: 

y 

m, 

o 

y 

o 

T 

t=Q s 

a :;o F 
cm M 

... 
C •. M. - T 

x cm o 

I<-----L----ot' 

t "'o S 

m, 

-> 
F 

x 

-> 
m, F 

Respecto de un S.R. como el que se ilustra e n la Figura tene-
+ 

mos F = Ft = CTE y por lo tanto e l C.¡~. se mueve con acelera-

ci6n dirigida a lo largo del eje x positivo con magnitud: 

F 12N = :: 
lkg+2kg 4m/ s 2892789 ml+m2 
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.. 
Es decir a cm 

= CTE, por 10 tanto el movimiento del C.M. que-

da descrito por las ecuaciones del movimiento uniformemente 

acel erado , es decir: 

x (t) = x + v t + .! a t 2 • 
cm CIn o cm o 2 cm ' 

= v + a t cm o cm 

Las condiciones iniciales de movimiento, respecto al S.R. 

ilustrado, son: 

x = m) (O) + m? (L) = 
cm o mI + m2 

2ka 
L = lkg +°2 kg(O.Sm) = 

m? 

v - O Cffi
o

- , ya que VI V2 = O en t = O 

Luego: 

0.33m + (2m/5 2) t 2 

Por 10 tanto: 

x (O) = x = 0.33 m cm ocm 

xcm(ls) = 0 . 33m + (2m/5 2) (15)2 = 2.33m 

x cm (2s) = 0.33m + (sm/s 2) (25)2 = 8.33m 

v (O) = v = O 
cm °cm 

4m/s 

(4m/s 2 ) (25) = 8m/s 

El momento lineal del sistema se-puede obtener como: 

.. 
Mv cm 

0.33m 



Por lo tanto: 

PT(ls) = MVcm(ls) = (3kg) (4m/s) = 12kgm/s 

PT(2s) = MVcm (2s) = (3kg) (Sm/s) = 24kgm/s 

b) En es te ca so, sea t' el tiempo en que se estira la cuerda , 

por lo t anto l a fuerza que mI eje rc e sobre m2 es ta dada por: 

+ lo para O<t<t' 
FI2 = 

-TI para t'<t 

y la fuerza que m2 ejerce sobre mI es: 

lo para O.:.t<t' 

F21 = 
Ti para t'<t 

Luego FZI = FI2 para todo t, por lo tanto el movimiento del 
+ C.M. queda descrito por la eco Ma cm F ex t. 

Así lo~ resultados son los mismos que en (a). 

Problema 2 

a) La interacci6n entre mI Y mz ocurre a trav' s del re s orte, 

por lo tanto las fuerzas que se ejercen entre sí cumpl e n la 

3a. Ley de Newton; luego e l C.M. del sistema se mueve con 

aceleraci6n dada por: 

+ + 
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Respecto del S.R. ilustrado en la Fig. 2 tenemos: 

Entonces: -> F)1+F 2 j a = 
era IDl+m2 

y: F) = 
6N 1. 2m/s2 a = = 

c:mx m¡+m 2 2kg+3kg 

= 
F2 = 

4N = O. 8m/5 2 
m¡+m 2 2kg+3kg 

-> b) Se observa que a cm CTE, entonces: 

.,. .,. 
r (t) = r 

cm cmo 
.,. 1 .,. 

+ v t + a t 2 
cm o "2 cm 

Es decir: xcm(t) 1 = x + v t + -2 a t 2 
cmo cmxo cmx 

(t) Y + v t + !z a t 2 
Ycm = cmo cmyo cmy 

Donde: x cmo 
m¡ (O) + m2 (dcos4S0) 

m¡+m2 
m, dcos4So = 

m¡ +m2 

2kg = 2kg+3kg (0.Sm)cos4S0 = 0.21 m 

y = m) (O) + m2 (dsen4S0) = 
cmo 

m2 dsen4So 
m¡ +m2 m¡+m2 

3kg 
= 2kg+3kg (O.Sm)sen4S0 = 0.21m 

Como las partículas se encuentran "inicialmente en reposo, 

entonces v = 0, luego v = O cmo cmxo y vcmyo = O, luego: 



2.61m. 

v (t) = O. 21m + -21 ( O.8 m/s 2)t 2 = O. 21m + (O . 4fl/S2)t 2 
' cm 

O. 21m + (O . 4m/s2 )(2s) 2 1 . 81~1 

-+ 
c) Como acm=CTE , entonces: 

-+ 
vcm = 

-+ 
v cm o 

-+ 
+ a t cm 

vcmy( t ) = a t = cmy 

Luego: v ( t= 35) cmx 

vcmy (t= 3S) 

Así :-
-+ 
v ( t= 3s) cm 

.+ 
= acmt , es decir : 

(O . 8J:1/5 2 ) t 

(1. 2m/5 2 )(35) = 3 . 6m/s 

= (O.8m/s2) (35) = 2 .4 m/s 

= (3.6m/s)i + (2.4mis)5 

d) No , porque se necesi t a conocer k y l a deformaci6n inicial 

del resor t e. 
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Problema 3: 

El C.M. del sistema se mueve con una aceleración dada por: 

y 

7 

V em o 

C. M. 

T + 
r 

h/ 2 cm 

O 

o, 
a cm 

= 
F ext 
-M-

+ 
F ext + --2m 

v (t ) cm 

Respecto del S.R. ilustrado en la figura se tiene: 

a
cm 

= o mg~~mgJ = og] = CTE 

Por lo tanto, l~ velocidad y posición del C.M. son: 

¡¡cm Ct ) 
+ + 
v + a t, 

cmo cm 
+ + + 
r (t) = r + v t + 

cm em o em o 

+ 
Donde : r cmo 

v cmo 

.. 
mo+mhJ h 

2m - = "2 J 

mv¡ . í +mv 2 · J 
1 1 

2m 
VIi 

= -2-

En coordenadas: 

vcmx(t) = 
vIi 
-2- CTE, v 

v 
¡ i t 

X Ycm = cm """"T'" 

1 + 

v, . 
- 1 gt cmy 2- o 

h v 
2 • 1 2 + -lo. t "2 o¿- gt 

+ 
! a t 2 
2 cm 

X 



a) x (t=4 s) = Sm/s (45) 10m 
cm 2 

Ycm(t=4S ) = l~m + l O~I(~ (4 S) --! (9 .8m/S 2 ) (4S)2 = - 53 . 4m 

.,. 
entonc es: r ( t=4 s) - ( 10m )1- ( 53.4m) 5 cm 

Sm/ s = -2- 2 . Sm/s 

v ( t=3 s) = 10m/s - (9 . 8m/s)(3s) = -2 4 . 4m/s cmy 2 -

entonces : 
.,. 
v ( t=3s) = cm (2.S m/s ) i- (24 .4m/s)j 

c) La ecuaci6n de la trayectoria en t'rminos del parámetro tes: 

Ycm(t) = 10 + St - 4.9t 2 

o eliminando el paráme tro t en las ecuacione s te nemos : 

Ycm = 10 + 2x cm - 0 . 78x~m 

que es la ecuaci6n de una paribola en el plano x-y 

d) Si es posible, puesto que no hay fuerza de interacc i6n entre 

ellas, y por consiguiente se puede aplicar la 2a . Ley de 

Newton a cada partícula individualmente: 

.,. 
m¡g ; 
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4: Como la masa de la barra es de~precia b le entonces las fuer -

zas de int eracci6n entre la s partículas cumplen con la 3a. 

Le y de Newton y entonces el C.M, se mueve con una acelera-
-+ 

ci6n acm dada por: 

-+ 
F ext = ::: 
-~-I-

-+ -+ 
F +F ! 2 

2m 

+ 
Respecto del S .R. ilustrado en la fig. 4 tenemos: c]= (8N)!, 

F2 = (óN)J. 

Luego: 

Por lo tanto la velocidad y posici6n del C.M. es: 

v + a t cmo cm 
r (t) = r + y t + 1 á t2 

cm cmo cmo ¿ cm 

Donde: Y = O ya que inicialmente las partículas se encuen-
cr.to 

tran en reposo, y: 

t = (8kg)(3m)J + (8kg ) (4m)i = 
cmo 16kg (2m)! + (1.5m)J 

-+ 
Entonces: vcm(t) = [(O.5m/s 2 )t ]i + [(O.37m/s )t]J 

-+ 
rem(t) = [2m + (O.25m/s 2 )t 2 ]i + [l.5m + (O.18m/s2)t 2]J 

Luego: 
-+ 

a) r cm (t=2s)= [2m+(O.25m/s 2 )(2s)2]i ,+ [l.5m+(O.18m/s 2)(2s)2]J 

=(3m)i+(2.22m)j 



b);j (t~Ss) [(O.Sm/s 2 )(5s)n + [(O.37m/s2)(Ss)]J = cm 

~ (2.Sm/s)i + (l.8Sm/s)j 

como 
.. .. 
p = ~Ivcm' entonces: 

.. .. 
P(t=Ss) = MVcm(t~5s) ~ (16kg)[(2.Sm/s)i + (1.85m/s ) j] ~ 

e) Si, pues debido a que la distancia de separaci6n entre ellas 

es fija, se moverán describiendo trayectorias circulares aIre 

dedor del C.H. 

Problema S. 

Despreciando la fuerza de fricci6n que el hielo le ejerce al 

tr ineo, tenemos: 
... ... 

.' Fext ~ O 

Si suponemos que en cada lanzamiento, entre la persona y las ma-

sas se ejercen fuerzas que cumplen la 3a. Ley de Ne"ton, enton-

ces para cada lanzamiento se tiene que cumplir: 

Supongamos que los laniamientos de las masas m ~ lkg son horizon 

tales y consideremos que: 

a) Se lanzan los tres bloques juntos; en este caso tenemos: 

Antes del lanzamiento P. = O 
1 
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Des pués del lanzamiento : 

3m v' M f 

y y 

.+ vf 
~ , 

vo=O v
f ..---- I 

-
M 3m I M 3m 

O X O X 

Antes del l anzamiento Después del l anzam iento 

Como 3m se mueve respecto de M con velocidad relativa v R' 

entonces se debe cumplir : 

entonces: 

= 3(lkg) (3m/ s) = O OS88m/ s 
lS0kg + 3(lkg) ="==== 



b) Se lanza uno por uno de l os. bloques; tenemos: 

y y 

-+ ... 
-+ v¡ V' 
vo;o ..,.... 

11 3m m 

O O 

Antes del ler. lanzamiento Después del l el- . lanzamiento 

ler. lanzamiento: 

Antes del lanzamien to: p. = O 
1 

Después del lá~zami ento: Pf = -(M+2m) v¡+mv ' 

Donde: v¡ y V' son tales que: v R = vI +v' , es decir: 

Luego: Pf = -(M+2m)v¡+m(v R-v¡) = -(M+ 3rn)v¡ +mv R 

Corno: Pf P. ~ -(M+ 3m)v¡+mvR = Q = m 
= ~ v¡ t.1+3m 1 

y 
-+ 

y ... -+ \;' v¡ ~ V" - • • 

M + 2m m m 

O X O 

Antes <;lel 2° lanzamiento Despu¡;·s de 1 2° lanzamiento 

2° Lanzamiento: 

Antes del Lanzami ento: p. = -(M+2m)v¡+mv' 
1 

V R 

v' 

-+ 
v' 

m 

• 

= v R -v ¡ 

• 

X 
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Después del lanzami ento: Pf = - C~I+m)v 2 +mv" + mv ', 

Donde: v2 Y v" son tal es qu e vR = v2 + v" == v" = vR - v 2 

Como: - ( M+2m ) v 2 +mvR + rnv ' = - (r.í + 2 m) v ¡ + mv ' 

Ante s 
3er . 

m 
+ ~ v R =v2 ¡", +¿m 

~ 

V 2 
del +--

lan z amiento 

y 

M + 2m 

O 

.. .. 
v " v ' 

• 

ro ro 

.. .. • .. 
v, -

Despues de l 
3er. l anzamie nto 

M 

3er . lanzami ento: 

Ante s del lanz amiento: 

v'" v " 
~ 

O 

P. = - C~I+m)v2 + mv" + mv' 
1 

v ' 

Despué s del lanzamiento: P f = -mv3 +mv' " +mv" + mv' 

• 

X 

• 

X 

Donde: v
3 

y v"' deben ser tales que: v R = V 
3 

+ V 11 1 ~ V"I 

Lu ego: Pf = -Mv 3 + m(vR-v3 ) + mv" + mv' 

= -CM+m)v3 + mVR + mv" + mv' 



como Pf = -(M+m)v3 + mV R + mv" = -U1+m)v2 + mv" + mv' 

m ni m m 
=> v 3 = v2 + -- v => V1 - V + - v + - v M+m R - M+3m R M+2m R ~I+m R 

----~~~--~~~--~~-

= O.0592mjs 

Problema 6. 

y 

M 

o x 

y 

x 

Por conservaci6n del momento lineal tenemos: 

45 
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Donde: P. : O 
1 

Pf mvi + mvJ - 3m(v'cosaí + v'senaJ) 

: (mv - 3mv'cosa)i+(mv-3mv'sena)j 

Entonces: 

mv - 3mv'cosCl: o) 
- 3mv'sena: O mv 

r
mo v 

: 

3" 
=;> 

V I sena v 
: 

3" 

a : arctan(l) : 45° 

v': jzgv
2

: If v : !f(30m/S) : l4.l4m/s 

Problema 7. 

Por conservaci6n de energía, la velocidad vii de mi en el instan 

te del choque es tal que: 

1 2 Zm¡v¡i : m¡gd => vii ¡Zgd : IZ(9.8m/s)(O.045m)- O.93m/s 

a) Si el choque es e l4stico se tiene : 

Por conservaci6n del momento: 



Por conservaci6n de la energía cinética: 

Reso lviendo estas dos ecuaciones para v ¡f y VZf tenemos: 

2m2 
VZ f =· VI' m¡ +mz 1 

0.2kg-O.lkg(O /) = 
0 . 2kg+O.lkg .93m s 

2(O.2kg ) (O 93 / ) 
O.2kg+O.lkg . m S 

O.3lm/s 

1. 24 mis 

Por conservaci6n de la energía para m¡ y mz;la altura que 

alcanzan es talque: 

2 

m¡gh¡ = 1 Z h¡ = 
v¡f 

= 
(O.31m/s)Z 

= O.OO49m Zm¡v¡f =<> zg 2 (9. Bm! s 2) 

Z 
mzgh 2 

1 2 h z 
v Zf (l.24m/s)Z O.0784m = Zm2vZ f 

=;. = zg = 2 (9. 8m! 52) 
= 

b) Si el choque es completamente inelástico, la velocidad vf del 

cuerpo es tal que: 

De la conservaci6n del momento lineal: 

= O.62m/s 

Por conservaci6n de la energía, la altura h que alcanza el 

cuerpo (m¡+mz) es tal que: 
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Problema S: 

v 2 
f 

::; :: 

2g 
(O .62m/s) 2 ~ 
2(9.8m/s 2 ) 

o .196m 

La máxi.ma compresión del resorte ocurre cuando l a vel ocidad de 

m y M son iguales, en este caso el proc eso es similar al de un 

choque completamente inelá s tico. La velocidad v f que adquiere 

(m+/-I) e s, de 1 a con servac ión de 1 momen t o : 

(M+m)v f ~ 11lV 

La energía cin~tica es: 

d h ~ 1 2 Antes el coque: Ki Zmv 

D ' d 1 h K 1( '1) 2 ~ I(M+) m
2 

2-espue s e coque: f ~ 2" .' +m v f ' 2"' m Ci'I+m) 2v -

Luego: ~K ~ Kf-K1' = m K -1' M+m i 'i 

Esta p6rdida de energía cin~tica se transforma integramente en 

energía potencial del resorte, por lo tanto si la energía pote!l 

cial inicial es cero: Ui = O, tenemos: 

48 

Uf = ~K M+m i 



Problema 9: 

En un choque el'stico unid imensional entre dos partículas se 

tiene, de la conservaci6n del momento y de la energía cinética 

que: 

::::m:.J,_-:-,m=· -<-2 V • + 
m1+ffi 2 " 11. 

2 !.!!.L - v. m¡+m z t 

En el sistema mostrado en la Fig. 8 tenemos: 

a) m;M . ler . choque: 

La bola m de la izquierda choca con la otra bola m, en este 

2° choque: 

La bola m de enmedio choca con la bola M, en este caso: 

m¡;mZ;m;M, v;i;v o , v~i;O, entonces: 

v{f ; O, v2f ; Vo 

y después de este choque las dos bolas m quedan en reposo y la 

bola M se mueve hacia la derecha con velocidad YO' 

b) M>m. ler. choque: 

La bola m de la izquierda choca con la otra bola m, en este 

2° choque: 

La bola de enmedio choca con la bola M, en este caso: 

\\11111'"' 2892789 
49 



M-m 
~---v · m+M o 

2m V I ::. _· -v 2f m+M o 

Como producto de este choque m se mueve hacia la izquierda y M 

hacia l a derecha. El movimiento de m origina otro choque con l a 

bola m de la izquierda,que se encuentra en reposo como producto 

del ler. choque. 

50 

3er. choque: 

En este caso: M-m 
rol =m 2 =m, V~'i = - m+~IV o 

Como resultado de los tres choques: 

v~i ~ O entonce s : 

La bola m de la izquierda se mueve hacia la izquierda con velo-

cidad: 

M-m ---v o m+M 

La bola m de enmedio queda en reposo. 

2m La bola M se mueve hacia la derecha con velocidad m+Mvo. 

Problema la: 

La máxima compresi6n x del resorte ocurre cuando las velocidades de 

mi Y m2 son iguales; en este caso se puede suponer que mi Y m2 

efect6an un choque completamente inelástico, por lo tanto la 

velocidad final de (m¡+m2) es tal que; 

Por conservaci6n del momento lineal: 



m¡v¡i+mzvZi; (2kg ) (IOm/s)+(5kg)(3m/ s) 5m/ s m¡+mz 2kg+5kg 

Ahora la energía cinética es: 

La energía potencial: 

Por conservaci6n de ene r gía mec'nica se debe cumplir: 

Problema 11. 

; /2(122.5J-8 7 .5J) = 
1120 N/m 

o . 25m 

Corno las partículas no interactúan y se mueven libremente, se 

cumple: 
-+ 

Respecto de"O": L ; CTE, -+ vcm ; CTE, Uext ; CTE, Uint ; 

entonces: 

; (3kg) (-4i-3j)x(Ssen30of+5cos30°j') + 

+ (Skg)(2i-3J)x(-4cos3001+4sen30oJ) ; 

; (3kg) i 

-4 

j 

-3 

k +(Skg) i 

O 2 

CTE o· • 

'. 

j 

-3 

k ; 

O 

Ssen300 Scos30o O -4cos30o 4sen30o O 
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; (3kg)[-4(5COS300) -(- 3)(5sen300)]k 

+ (5kg) [ 2(4s en300 )-( -3 )(-4cOs300) ] k ; 

; -(6l. 42kgm 2/s)k 

Co rno: t ; eTE, en t onces: L(t ; 2s) ; - (6l . 42kgm 2/s)k 

!(3kg)(Srn/s)2 + }(5kg)(4m/S)2 ; 77 . SJ 

Corno U t; eTE, U. t ; Q ; eTE, de l a conservación de la 
ex ln 

energía mecán ica: 

E ; K + Uext + Uint ; eTE 

se tiene que: K ; eTE, por lo tanto : 

K(t;2s) ; K(t;Q)= 77 .5J 

-+ -+ 
b) Dado que: vcm = eTE, entonces : L cm = eTE y corno: 

-+ -+ -+ 
L' = L - L = eTE cm 

-+ -+ 
Ahora: -;: (t=Q) = !!!J r) (0)+m2 r 2(Q) = (3k g) ( - 4i -35)+Pkg) (2i-35L 

cm m) +m2 3kg+ 5 g 

= -025i-3 J (m) 

-+ 
y: vcrn(t=O) 

(3kg) (Ssen3001+5cos300)+(Skg) (-4cos30oi+4sen30oy) _ 
3kg+5kg -

= -1.22i+2.765 (m/s) 

=(8kg)(-O. 251-3])x(-1.22i+2.8 7J) = 



(8k g) 1 = 

- 0. 25 -3 O 

-1. 22 2.8 7 O 

= (8) [ - 0.2 5( 2.87)- (-3) (-1.22))k - (3 5 . 2kgm'/ s)k 

-+ -f.o -+ A A 

Entonces: L' (t=O) = L( t=O)-L (t=O) = - 61.42k - (-3 5 .02)k = cm 
= - ( 26. 4kgm'/s )k 

+ + t ' A Como L' = CTE, entonces : L(t =4s ) = (t =O) = - (2 6 .4k gm /s )k 

También tenem os: K' = K-K ,donde Kcnl cm 
y K = CTE, entonces: K' = CTE 

lMv ' = CTE 
2 cm 

Ahora: Kcm(t=O) = !M[ vcm(O))' = ! (8kg ) ( (1.22)'+(2.8 7) ' ) = 38 .9J 

Entonces: K'(t=O) = K(O) - K (O) = 77.5J-38.9J = 38. 6J. cm 
Luego: K' (t=4s) = K' (t=O) = 38. 6J. 

Problema 12 : + + + 

a) Tenemos: 

b) Tenemos: 

+ a cm 
F ext F +F 

I , = -M- = = m +m 
I , 

; (30cos45°i+30sen45°J)+(30cos300i-30sen300)) = 
Skg + 7kg 

= (3 . 93m/s2)í+(0.5lm/s2)J 

~ = ~ xF + ; xF = 
1 1 2 2. 

= (3f+6J)x(30cos45°t+30sen45°J)+(-5tlx(30cos300i-30sen300J)= 

= t J + 

3 6 o 

30cos45° 30sen45° O 

f 

-5 o 

j( = 

o 

30cos30° -30sen300 O 
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e) Tenemos : 

Dond e : 

=[ 3(30sen45" )- 6(30cos4S") ]k+[·5(-30sen300)]k = (1l.36Nm)k 

->­
T'= ~, :t! :+ , 15 

rtX tl +r ZxCZ 
-+ -.:.. ~ -+-+ """f> = (r, -y ixF , + ( r , - r )xF 2 = cm' . . cm 

= -; xF +~r xF -1' xF - ~ xlE ; ~; , = ~ xC "p +F ) 
1 2 2 cm cm ~ ? cm 1 2. 

(S k" 1 (3í+ 6 j'.1 + ( 7kg ) ( - Sí j _ 
_.~-._- ._-~----

Sk g + 7kg 1 . 66mi +2. 5m)"' 

-;. 
Na = (12kg)(3 . Y3í+O. 51l cm 

Luego : -; x(F +F ) - :i J K cm 1 2 
[ ( l. 66) 6 - (2 . S) 4'1 . 16] k 

- 1. 66 2. S O 

47.16 6 O 

= (l28. 96 Nm) k 

Luego:~ 1 ~ 11.36Nmk-(-12 3 . 96Nm)k = (110 . 32Nm)k 

Probl ema 13: 

a) Como las particulas se mueven libr emente , tenemos : 

~1(t) = ~ . = eTE; 
11 

... ~ 

v (t) = v . ~ eTE 
2 2 1 

Particularmente: 
~ Ct=2s)=~ Ct=8s) 

-, = v . = 20cos30"i+20sen30")' 
,1 1 1 

~2Ct=2s)=~ 2 Ct=8s) 
... 

= v 2i = 30cos30"í-30sen30" y 

b) Como el sistema está libre de fuerzas, se cumple: 

t = eTE 

Por lo tanto: tCt) = tCt=O) 



y 

.+ 

x 

Observemos que el momento angular de una partícula m que se 

mueve en linea recta , formando un angu l o 8 re spec to de l eje 

x positivo, con velocidad; = vcosai+vsenaj, cuando s u posi­

ci6n es r=rcos8i+rs enBj , es: 

-> -> (+) ( e' '( , ') i =rx mv =m reos 1+ rsen8J)x VCOSa l+vsena] = 

=m i 

rcose 

VCOS a 

rsen8 

vsena 

j 

O 

o 

= 

=m(rvcos8sena-rvsen8cosa)k = mrv(cos8sena-sen8cosa) 

=-mrvsen~-a)k =-mrvs enek =-mv(rsen 8)K =-mvdk = eTE 
-> , <: 

También, si c O~a < 90o y 180o~a < 270 o entonces:~=-mvdK 

... " si 90<a<180° y 270 <a<360° entonces: i =mvdk 
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En es t e problema tenemos: 

t ¡ = -m ¡v¡id¡K = -(2kg)(20 m/s)(O) k 
... 

= O 

12 = -m2v 2id2K = - (8kg)(30m/s)(0.Sm)K = - (120kgm 2/s)K 

... ~ ... 
Luego: L(t= O) = 1¡+ 12 = -(120kgm2/s) K 

-+ 
Como: L(t) = CTE, particularmente tenemos: 

L(t=2s) = t(t=8s) = t(t=O) = -(120kgm 2 /s)k 

También tenemos que Uext = CTE, Ui nt = O = eTE, por conserva ­

ci6n de la ene r gia mecánica tenemos: 

E = K + U. t + U = eTE ~ K = CTE In ext 

Luego: K(t) = K(t=O), donde: 

1 1 l l 
K(t=Q) =Zm vfi+ Zm2v~i = z(2kg)(20m/s)2 + 7(8kg)(30m/s)2= 4000J . 

Particularmente: K(t=Zs) = K( t=8Z) = K(t=O) = 4000J. 

c) Tenemos que vcm = CTE, t a l que: 

56 

= (Zkg)(ZOcos300t+20sen300j)+(8kg)(-30cos30oi-30sen300j)= 
Zkg+8kg 

= -(17 . 3Zm/s)i-(l Om/s) j . 

.. Como vcm = eTE, su trayectoria es una recta colocada a una dis-

tancia d¡ de la recta de mi, la cual se puede calcular de la 

siguiente forma: 



y 

C.M . 

De la figura tenemos: 

seno. 

y: senO. = 
d 

SI+S2 
, entonces: iL 

SI 

x 

d 

l+~ 
sI 

De una de las propiedade s geométricas del C.M. tenemos : 

~= 
SI 

~ , entonces: dI = 
m2 

d 

l+~ mz 

O.Sm 
;;;;:: ;::: 

1+ 2kg 
8Kg 

o .4m 

Entonces: t cm = -Mv d j( = CTE = -(10kg) /(17.32)2+(10)2' (0.4m)k cm 

= -(79.99kgm2 /s)k 
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Como: t, = t - t = t, = CTE , donde: cm 

L(t=O) -t (t=O) = - C120kgm'/s}k - ( - 79.99 kgm'/s }k = cm 

= -(40. 0lkgm'/s)k 

Particularmente: t , (t= 2s) 

También temenos : K' = k -k cm 

L '(t= O) = -4 0.0lkgm'/s)k 

Donde : K = IMv 2 = IC10kg}[(17 . 32}2 + (10 }2 ] = 19 99. 91J cm cm 

Com o : K = CTE y K = eTE e nt onces : cm ' K' = CTE, particular-

mente: K'(t= 2s} = K'(t=8s} = 1999.913 

Problema 14: 

a) Como el choque es elástico, la conservac i6n del momento lineal 

y de la energía cinética, las velocidades de las partículas 

después del choque son: 

v . = 
11 

0.2kg-0:4kg(1 / } = 
O. 2kg+O . 4kg m s -O. 33m/s 

v . 
1 1 

= 2(0 . 2kg) (/) 
O. Zkg +O. 4kg 1m s = 0 . 66m/s 

La velocidad ang ular w de m. después del choque es: 
v 

w = 2f = 
ro 

0.66m/s = 1.33rad/s 
O.Sm 

b) Respecto de "O" tenemos: 

... A 

L. = m rov .k 
1 I 11 

A 

(m rov f+m · rov f)k 
) 122 
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2. RESUMEN DE LA UNIDAD 
I , 

Il. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO 

Definici6n: Cuerpo rígido 

Un cuerpo rígido es un sistema de partícula s de t al forma que la 

distancia entre el l as es constante en el t iempo . 

Definici6n: Den sidad de masa 

El caso en que el nGrnero de part ículas es tan gran de y l as di s -

tancias entre ellas son tan peq uenas que la apa r iencia rnacros-

c6pica del cue rpo rígido es el de una distribuci6n continua de 

masa se le llama s61ido rígido, de tal forma que l a masa dm de 

cualquier elemento de volumen dV del cuerpo es ta dada por: 

dm ~ pdV .. 
donde p ~ p (r) es una funci6n escalar contínua que depende de 

la posici6n t de los puntos del cuerpo. 

A p ~ p (t) se le llama l a densidad de masa del cuerpo. 

2.1 CINEMÁTICA DEL MOVIMIENTO DEL CUERPO RÍGIDO 

En un cuerpo rígido se observan tres tipo s de movimiento: 

i) Movimiento de traslaci6n: 

Es el movimiento en que todas las partículas del cuerpo 

describen trayectorias iguales. 

El movimiento de traslaci6n de un cuerpo dgido queda 

descr·i to por el movimiento de cualquiera de sus particu-

las, generalmente este punto es su C.M. 
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ii) Movimiento de rotaci6n. 

Es el movimiento de un cuerpo rigido en el cual t odas sus 

partículas describen trayectorias circulares respecto de 

un eje camón, con la misma velocidad angular. 

El movimiento de rotaci6n , respecto de un e je fijo en el 

espacio, de un cuerpo ri gido queda descrito por el mov i -

miento circular de cualquiera de sus partículas. 

iii) Movimiento combinado: . 

Es el· movimiento del cuerpo rigido obtenido de la combina-

ci6n simult'nea de lo s movimientos detraslaci6n y de ro-

taci6n. 

La descripci6n de este mov imiento se establece en tres 

etapas: 

a) Se de scribe el movimiento de tra slaci6n por medio del 

movimiento del C.M. 

b) Se describe el movimiento de rotaci6n del cuerpo respe~ 

to del C.M. 

c) Con ayuda de las ecuaciones de transformaci6n de los 

par'metros cinem'ticos y dinámicos entre un S.R. Iner­

cial y el C.~r. se logra la descripci6n del movimiento 

del cuerpo rigido re spec to del S .R . inercial. 

Defiriici6n: El C.M. de un cuerpo rigido es el punto cuya po­

sici6n es: 

- ~ f ~ r pdV 

M 



donde r es la posición del elemento de ma sa dm del cuerpo 

cuya masa es ~1 y cuyo volumen es V. 

Si la densidad de ma s a de l cuerpo es p entonces: dm= pdV. 

donde dV es el volumen del elemento de ma s a dm, por lo que: 

rcm k f r pdV 

V 

Observación: Para el C.M. de un cuerpo rígido homogéneo 

(p=CTE) se observa que: 

a) Si el cuerpo tiene simetría respecto de un plano, el C.M. 

del cuerpo es un punto d~ ese plano. 

b) Si el cuerpo tiene simetría respecto de un eje, el C.M. 

del cuerpo es un punto de ese eje. 

c) , Si un cuerpo tiene simetría respecto de un punto, el C.M. 

del cuerpo es ese punto de simetría. 

iv) Cinemática del movimiento del cuerpo rígido respecto de un 

eje fijo . 

Este es un caso de particular importancia práctica, en el 

que toda~ las partículas del cuerpo rígido efectúan movi­

mientos circulares en torrio de un eje común y fijo; por eso 

se incluye aquí un resumen de la cinemática del movimiento 

circular. La dinámica del movimiento circular se incluye 

en la siguiente sección. 
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a) Paráme tros cinem5ticos del movimient o c ircular: 

Posici6n: En coordenadas polares: 

e 

r ~ 

v e et) ~ arctg ~ 
x 

o bien: x = r cas e , y = r sen e 

Velocidad angular: 
w ( t) ~ 

Aceleraci6n angular: 

a(t) - da(t) _ d' e (t ) 
- t - dt' 

b) Relaciones entre los parámetros angula r es y linea l es. 

Tenemos: s = r e 

y ~ r w 

c) Acel eraci6n: 

donde: 

'/: 
y' 

rw' a R 
~ - = r 

y 
-+ 
v .,. 

x 
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2.2 DINÁMICA DEL MOVIMIENTO DEL CUERPO RÍGIDO 

i) Dinlmica de l movimiento de traslac ión . 

El movimiento de tra s laci6n que ja de t erminado po r la 

ecuación: + 
dP 
dt = ó 

~ 

~la cm 
-> 

= F ext 
+ 

donde: P Mv cm ; acm y "cm son la ace l erac i ón y la velo -

cidad de l C.M. Je l cuerpo de masa M. 

Si e l cuerpo ri gido estA ais lado , es deci r, 'ext 

por lo tanto se deb e cump l i r: 
... 
P = CTE ó = O ó 

.... 
v cm CTE 

= ü · , 

Observaciones: Para un cuerpo ri gido se t iene: Wint = 0, 

y por lo tanto: aK = Wex t ' 

Para el movimiento de traslación del cuerpo ri gido se 

tiene: 
K = ~NV 2 2 cm 

Si las fuerzas externas son conservativas, entonces: 

= a8E u.J . 1 l. 1= 

Cuando el cuerpo rígido se mueve en un campo conservativo 

homogéneo (ejm: campo gravitacional, campo eléctrico uni ­

forme, etc), la energía potencial U t del cuerpo coinci­ex 

de con la energía potencial de una partícula de masa M 

que se mueve en el C.M. del cuerpo; a ésta la denotaremos 

como Ucm ' entonces: 
Uext = Ucm 

Luego, si las fuerzas externas son conservativas: 

E = K + U = CTE cm 
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ii) Dinámica del movimient o de rotaci6n: 

Se considera 5610 e l ll amado movimiento plano del cuerp o 

rí gido, el cual se ob t iene para cuerpos gira ndo e n torno 

de un eje fijo en el espacio, con simetría tal que el mo 

mento angular del cue rpo coincida con la di re cc i6n del 

eje de rot aci6n y que l as t o rca s que ac túan sobre el 

cuerpo t engan una resultante a l o largo del eje de r o t a­

ci6n, de tal forma que lo s cambios del momento angular 

so lo afectan a su magn i tud o sentido pero no a su di-

recci6n. En este cas o t odas las partículas del cuerpo 

rígido efectúan movimiento s circulare s en torno de un 

eje común y fijo; por esta raz6n, se incluye a conti­

nuaci6n un resumen de la dinámica del movimiento cir­

cular. 

y 

x 

a) Para una partícula m efectuando un movimiento circu 

lar de radio r alrededor de un punto "O", a la can-



tidad: 

I ~ mr 2 
- eTE se le llama el momento de inercia de 

m, respecto de O. 

b) Momento angular y Torca : 
: ~ -+ ~ -+-

i = r xp · = Iw 
. ... 

... + .. .dR. ... 
T = r Xl" - at = la 

e) eonservaci6ndel momento angular: 

Si :r O entonces: .. .. 
1 = Iw = eTE 

como . 1 eTE, 
... 

eTE = entonces w = 

d) Trabajo; 

(2 Td0 W (0 1 +0 2 ) = 

0 1 

e) Energía cinética: 

K = i my2 = 1 2" (mr2)w 2 

como: 1 = mr 2 entonces: 1 
K = 2" Iw 2 

De t al forma que para el cuérpo rígido se tiene en este 
... ... 

caso: L = I w en la direcci6n de l eje de Totaci6n . 

donde: 1 - r R 2 dm 

M 

es el llamado momento de inercia del cuerpo de masa M y 

volumen Y Y R es la distancia del elemento de masa dm al 

eje de rotaci6n. 
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.-1 .... 
,- I " (R ) 

~ . ·1-- dm 

I 
Eje de r o t a ción 

Si la den s i da d de ma sa de l cuerpo e s p , enton c e s dm = pdV; 

por lo tanto: 

1 " J R2P dV 
V 

Para un cuerpo rígido girando r e specto de un e j e fijo se 

tiene que 1 = CTE y por lo tanto: 

dL ... 
crr = T ~> 

ext 

... 
dL 
crr 

... 
( 1", ) 

... 

... ... 
lo. = T ext 

... ... ... 
si T = O , entonce s L = l ClJ ext CTE, por lo que ", = CTE . 

Por otro lado, la energía cinética de un cuerpo rígido gi-

randa en torno de un eje fijo con ve locidad angular ", es: 

K = i 1",2 

Observaciones respecto del momento de inercia: 

a) Teorema de los ejes paralelos: 

Sea Icm el momento de inercia de un cuerpo rígido 

respecto a un eje fijo que pasa por su C.M. y sea 

el momento de inercia re specto de un eje paralelo 

anterior a una distancia h, entonces · se cumple: 

Ip = I + Hh 2 cm 

Donde M es la masa del cuerpo. 

con 

Ip 

al 



b) Teorema de los ejes perpendiculares: 

Co nsideremos un cuerpo plano colocado en el , plano xy 

de un S.R. dado; supongamos que 1 , 1 ,1 son su mo-xy z 

men t o de inercia respecto de l os ejes x, y, z respec -

tivamente, entonces se cumple: 

1 + 1 
x y 

c) Radio de giro: 

Sea 1 el momento de inercia de un cuerpo rígido respe~ 

t o de 

cuerpo 

un eje dado, se 

respec;to de ese 

k= ,.rr6 
¡;1 

define el radio de giro k del 

eje como: 

d) Ejemp l os de momentos de - , lnerCla : 

M 

It----f___ L --,.¡~ 

Varilla, 1 = ..l..ML2 
12 

Aro Cir cula r , 1 = MR2 

M 

¡.---- L ----tloj 

Varilla: 

Aro Circular, 1 = 2MR 2 
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Aro Circular : 1 

Di sco Circular: 

Disco Circular: 

Cascarón Esférico : I = ~ MR 2 
3 

Aro Circular: 1 

Disco Circular: 

Disco Circ ular: 

Esfera Sólida: 



D:isco 
Anular: I 

TI 
L I 

M 

I 1 ,~-r----
Pared 
Cilíndrica: I 

T 
L 

1 
Cilindro 
Anular: 

M 

Casquete 
Esférico: 

Cilindro 
Sólido: I 

L 
11-"2 

Cilindro 
Sólido : 

M 

.. 

, 
, , , , , , 
• ' . .. 
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iii) Dinámica del movimiento combinado. Rodamien to puro. 
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En el movimiento combinado se establece el movimiento de 

tr aslación para el C.M . y el movimiento de rotaci6n res-

pecto de un eje que pasa por el C.M. y se uti lizan las 

ecuaciones de transformaci6n, para los diferentes pará -

metros dinámic os, entre un S . R. inercial y el S.R . del 

C.~.; entre otras: .. .. -;, ~ -+ 
I~ 1 'cm + r l( F + cm 

-> t '1> -+ 
xP + r;;; L + = r cm cm 

y: K = K + K I = l Mv 2 + ! 1 w2 

cm 2 cm 

Aparte se usan las siguientes condiciones para el movi-

miento de rotación sin resbalamiento o rodamiento puro 

de un cuerpo rodante: 

I 
I 
\ 

,/ --
CM 

\. r 

Traslación 

.. .. 
a cm v 

.. 
v crn 

-wR 
+ Rotación 

v + WR 

v - wr O 
cm 

WR 

• 

cm 

~ 

x = r e 

V rw cm 

a = ra cm 

Para cualquier punto 

del cuerpo se tiene: .. .. .. 
v vT + vR 

En particular :. 

vR = wr + wr = 2wr = 2v cm 

vQ = ", r + O = wr = vcm 

v p = ", r - wr = O 



PROBLEMAS DE LA UNIDAD II DE DI NÁMI CA 

l. Un cilindro de ma s a M y radio r parte de l r epos o en e l punt o 

A y rueda sin resba l ar po r l a pis t a que s e mues t ra en la fi­

gura 1, ca lcul a r : [a ) l a velocidad angul ar de l a es f e r a en 

el punt o B; eb) la alt u ra m&x i ma que alcanza a l a bandonar l a 

pi s t a , y (e) l a ene r gía cin~t ic a en el punto C. 

2 . Un c asca r 6n esf6rico de masa M y r adio r ru eda s i n resba l ar 

por una pis t a como se mues t ra en l a figura 2 . Si co mi enza 

del re poso a una a l tura H de l a me s a , l a cua l abandona hor i zon 

tal~ente a una altura h de l s ue l o , ca lcul ar: (a ) l a ve loc idad 

del C.M. de l ca s ca r6n y l a ve l ocidad an gul a r cuando est e lle­

ga a tocar el su e l o , (b) la s energ í as cin6tica de r otaci6n y 

de traslaci6n del cascar6n pa r a e l caso de l i nci so (a) . 

3. Un pequefio disco de rad i o r y ma sa M ru eda s in r esbal a r en el 

inte rior de un gran hemisf e rio de r ad i o R cuyo e j e de s ime ­

tría es vertical como se mu es tra en l a fi gura 3 . A partir 

del reposo s e suelt a en l a part e supe ri or, ca lcular: (a) la 

energía cin6tica en e l fondo; (b) la ene rg í a cin6tic a de 

traslaci6n y de rot aci6n en el f ondo; (c) la fuerza normal que 

ejerce .el disco sobre el hemisferio cuando está en el fondo. 

4. Una esfera de radio r y mas a M parte del reposo .y rueda sin 

deslizar sobre una rampa la cual abandona en el punto Q como 

se muestra en la figura 4. Posteriormente, la masa m fue 

disparada con veloc i dad V o (sin rotaci6n) y choca con M en el 
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punto en el cual alcanza su mixima altura, c a lCUlar: la) 

la altura m6xima que alcanza M, (b ) la velocidad Vo que 

se le imprimi6 a m para que se efect6e e l choque. 

S. Una esfera pequena de radio b y masa M rueda Sln resbalar 

hacia abajo de un plano inclinado de ángulo B y sobre una 

pista circular de radio a como se muestra en la figura S. 

Suponiendo que la esfera parte del reposo en la parte su­

perior, calcular: (al la velocidad angular de la esfera 

cuando llega al fondo del plano inclinado; (b) demuestre 

que si a»b, entonces la esfera llegará al punto A, a 

condici6n de que se satisfaga la desigualdad H~i6 a. 
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6. La rueda de la figura 6, tiene un radio R y una masa M y 

puede girar con respecto a un eje horizontal. Una cuerda 

enrollada alrededor de ella tiene un bloque de masa m sus­

pendida de su extremo libre, calcular: (a) la aceleraci6n 

angular de la rueda, (b) la aceleraci6n del bloque, y (e) 

la tensi6n en la cuerda . Haga un diagrama de cuerpo libre 

para cada uno de los cuerpos que componen el sistema de la 

figura. 

7. La figura 7 muestra dos bloques de masas mI y mZ unidos por 

una cuerda inextensible. La cuerda pasa a través de una 

polea en forma de disco de masa M y radio R y no resbala 

sobre ella. Calcular: (a) la aceleraci6n que tiene cada 

uno de los bloques; (b) la aceleraci6n angular de la polea, 

y (e) la tensi6n en la cuerda. Haga un diagrama de cuerpo 

libre para cada uno de 105 cuerpos que componen el sistema 

en la figura. 



8 . En la figura 8 se muestra un cilindro de radio R y masa M 

que tiene enrollada una cuerda . La cuerda pasa !trav6s de 

una polea y en su extremo libre se encu entra suspendido un 

bloque de maSa m. Si el c i lindro rueda s in r esb alar, y se 

desprecia el e fecto de la polea , c a lcu la r: (a) la ace lera­

ci6n del C.M. del cilindro; (b) la aceleraci6n del bloque; 

(e) la aceleraci6n angul a r del cilindro. Hag a un diagrama 

de cuerpo libre de c ada uno de los cuerpos que componen el 

sistema de la figura. 

9. En la figura 9 se muestra una po lea formada por dos d iscos de 

radios r y R Y de r:1asas mI y mZ r e spectivamente. Lo s discos se 

encuentran pegados y la polea así formada puede gira r alrede-

dar de un eje horizontal. En cada disco se encuentra enro-

lIada una cuerda, cada una de la s cuales en su ex t remo libre 

tiene suspendido un bloque, calcular: (a) la aceleraci6n an-

guIar de la polea, (b) la aceleraci6n de m3 y de m4 ; (c) la 

tensi6n en cada cuerda. Haga un diagrama de cuerpo libre de 

cada uno de los cuerpos que componen el s istema de la figura. 

10. Una cuerda está enrollada en un cilindro de masa M y radio R 

como se muestra en la figura 10. La cuerda se jala vertical-
0

0

' " 

mente hacia arriba para impedir que descienda el C.M. del ci-

lindro conforme se esta desenrollando la cuerda, ~,lcular: (a) 

la tensi6n en la cuerda; (b) el trabajo que se ha hecho sobre 

el cilindro una vez que ha alcanzado una velocidad angular w; 

(e) la longitud de la cuerda que se ha desenrollado en ese mo-

mento . 
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11. Una regla de longitud L y masa M de scansa sob r e una me sa hori­

zontal lisa. Un disco de TI l 8SB m se mueve como se muestra en 

la figura 11 c on velocidad V o y choca con la regla. Si despu~s 

del choqu e el disco permane ce en reposo, calcula r : (a) la velo­

ci dad del C.M. de la re gla despu~s del choque, (b) la velocidad 

angular de l a re gla con respecto a su C.M. (e) el cambio en la 

ener gía cin~tica del sis t ema. ¿Qu~ tipo de choque es ? ' 

12 . Una regla de longitud L y masa M descansa sobre una mesa hori­

zontal lisa. Un disco de masa m se mueve como se muestra en la 

figura 12 con ve locidad VD y choca contra l a reg la. Si despu~s 

del choque el disco rebota en la mi s ma direcci6n que tenía an­

tes de chocar con velocidad vf ' calcular: (a) la velocidad del 

C.M. de la regla; (b) l a velocidad angular de la regla con re s ­

pecto a su C.M.; (e) el camb io en la energía cin~tica del sis­

tema. ¿Qu~ tipo de choque es? 

13. Una varilla de longitud L y masa M descansa sobre una mesa hori­

zontal sin fricci6n. Un disc o de hockey de masa m se va movien­

do como se muestra en la figura 13, con una velocidad V o y cho­

ca elásticamente contra la varilla. Calcular: (a) la masa m del 

disco para que quede en reposo inmediatamente despu~s del choque; 

(b) la velocidad del C.M. de la varilla, y (e) la velocidad angu­

lar de la varilla con respecto a su C.M. 

14. Una regla de longitud L y masa M puede rotar libremente alrede­

dor de un pivote A como , se muestra en la figura 14. Una bala 

de masa m y velocidad ' v o golpea la regla a una distancia a res­

pecto del punto A y se incrusta en ella, calcular: (a) la velo-
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cidad an gular del nuevo cuerpo formado con respecto a l punto 

A; (b) el momento linea l antes y despué s de la co li sión ; (c) 

l a distancia 3 l a cual Jebe chocar la bala en l a regla pa ra 

que el momento lineal se conserve ; y (d) el cambio en la ener 

gía cinética de l s istema. 

15 . La varilla de l a figura 1 5 cuya l ongi tud es L y cuya masa es 

M, puede rotar libremente en un plano vertical al r ededor de 

su extremo A. Inic ialmen t e se co loca en una posición hori zon­

tal y luego se suelta. Cua ndo hace un ángulo B con la ve rti­

cal, calcular: (a) su aceleración angul ar , (b) s u vel ocidad 

angular, y (e) las component es de la fuerza en e l punt o Je 

suspensión. 
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Figura l. 

r-l 100 gr i R 
r == 2 cm . ; H 

H 

15 cm . 
~ 45 cm. 

Figura 5. 

R 

A 

a 

H 

M ~ 10 kg . 
r == 2 cm. 

Figura 6 . 

Figura 2. 

H 

h 
1.4 m. 
1 m. 

ro 

r·1 25 kg . ; m ~ 10 kg . ; R 0.5 r 



Figura 7. 

m] = 50 kg .; m2 = 200 kg , 

M = 15 kg.; R = 20 cm . 

k 

Figura 9 . 

m] = 500 gr. R = 8 cm. 
m2 = 300 gr. r = 6 cm. 
m3 1600 gr. ; ro. = 1500 gr. 

ro 'T @ + 

T 
.. V o 

d 

1. CM L --- ----
Figura 11 . 1 

M = 6 kg. ; L = 3 m. 
m = 1.5 kg. ; d = 75 cm . 
v = 1 2 mis . 

o 

Figura 8 . 

Cuerda -

M 

n 
R 

Figura 10 . 

Figura 12. 'T 
- -- T- ---- CM L 

1 
d 

f/) ! + . v 
o 

M = 8 kg. ; L = 4 m. 
m = 2 kg. ; d 1m. 
v = o 

16 mis v
f = 8 mis 
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M 

Figura 13 . 

CM 
L 

1 
~- --T 

d 

-t---i....* --If7ñ¡m t '<@) 
o 

M 4 kg.; V o 20 mis 
0.75 m. L 3 ffi . ; d 

A 

L 

e ~ 
Figura 15. 

A 

T 
a 

1 
M 

Figura 14 . 

L 

/ ,. 



SOLUCIÓN A LOS PROBLE~IAS DE LA UNIDAD II DE DINÁ~llCA 

Problema 1 : 

al Como l a esfera tiene r odam i ento puro , tenemos que el trabajo 

hech o por la fuerza de fricci6n es cero y ademá s v • wR en 

cualqu i er posici6n de la esfera (excepto en el trayec t o Be) 

.'. utilizaremos la conservaci6n de la energia entre A y B 

con el nivel de energia po tencia l cero en el piso. 

~l gh 

MgR + IMv~ + II'w~ • MgR + IMv~ + 

Igualando y despejando vB' tenem os : 

v B '/~(H- R) 

v 2 

!(~Mr2 )~ 
2 5 r 2 

y: w 
B 

1:. ll2.g (H- R) 
r 7 

r.lgR + ~.lV~ 

b) La altura h que alcanza la esfera , la podemos encontrar 

utilizando la conservaci6n de la energia ahora en tr e B y 

C con el nivel de energia potencial cero en e l C. M. de B. 

EC • D w( + Mgh 

Ig ualando t enemos: 

IMVS • ~lgh 6 Vs . 2gh 

ya que w := CTE en el trayecto BC . Finalmente tenemos: 
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el Para encontrar la energía cin6tic a en el punto n, u t i l izamo s 
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la conservación de la energía entre B y C colocando nu es tro 

nivel de referencia de energía pote ncia l cero en el piso; de 

esta forma: 

y : EC ~ mg(R+h) + KC 

Igualando y despejando \, se ti ene: 

KC ~ Mgl{ - Mg(R+h) ~ ~ig[fi-R - hl 

:. KC ~ ft-lg (H-R) 

Note que KC es solamente energía cinética de rotación ya que 

en el punto C se tiene V c ~ O Y entonces no hay energía Ci­

nética de traslación. 

Pr ob l ema 2: 

a) Como e l movimiento es con rodamiento puro(excepto después de 

que abandona la mesa), utilizaremos conservación de la ener -

cría mecánica . b 

Necesitamos conocer la velocidad del C. N. y la velocidad a n -

guIar del cascarón an te s de que abandone la IDesa (punto B). 

La energia mecánica en el punto A es : 



b) 

y en B: 

E B 
~'lgr + 

2 v 2 

lMv~ + jI' w~ = Mgr + l~lv ~ + U?,lr 2 )?,-

Igualando las energias mecAnicas y despejando vo' tenem os : 

y: 

v = 
o 

w = 
o 

; 6 
sg(H-r) 

1 
r 

Primeramente, la ve l oc idad an~u l ar del cascarón cuando lleg a 

al pi so es Wo ya que después de que abandona l a mesa , la fini-

- + ca fuerza externa que actua es su peso y entonces T'= O Y 

w =CTE. 

De la conservación de l a energia entre B y C y quit ando la 

energia ciné~ica de rotación se tiene: 

lMv ; +Mgh = lMv ~ 

=;> v = ,Iv 2 + gh c o . 

KR = lIt w2 
l o = H~Mr2)w~ 

!¡"lr2~ 6 
= sg (H - r ) 3 r 2 

K 
2 

=<> sMg(H- r) R 

l Mv 2 = 
2 C 
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1 6 
= ZM[sg(H-r) +gh) 

Problema 3: 

M 

r 
A 

R 

-+ 
N 

í " 
I 1 
"- I u =0 

B g 

-> 
Hg 

a) De l a conservaci6n de la energía entre A y B tenemos: 

= K = Mg(R-r) 

b) Del inciso anteri or: 

Mg (R-r) K 

= K = 3 ¡V' 2 ¡¡,y
S 

= 

4 y2= 3g (R-r) B 

2 
1 1 1 Y B -~lv2 +-(-lolr2)-2 . B 2 2 r 2 

Mg(R-r) 
o 

V" 
4 (R - y) 

w2 S 
y rT = 3g--r2 B 



y: 1 4 2 
I~13g (R - r) =¡, _K"'-T_=-----'3=-~_lg_(_R_-_r_) 

c) La fuerza que ejerce e l disco sobre el hemisferio es igual 
~ 

en magnitud pero en sentido contrario a la fuerza (N de la 

figura) que ejerce el hemisferio sobre e l Jisca (3a. Ley 

de Nel>ton). 

En el punto B de la figura, se tien e : 

N-Mg = 
(R - r) 

+ M 4 
(R-r) 3 g (R-r) 

Problema 4: 

a) Utilizando la conservación de la ene~gía mecánica para ~I 

entre los puntos A y Q y colocando el nivel de referencia 

de energía potencial cero en el piso, se tiene: 

= 

~Ig(¡¡-R) = io~~vQ vQ = / \Og(Il-R) 
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Cuando M s ale de l a r a mpa e n e l pun to Q, w" CTE pues t o qu e 

la ónica fue r za exte rn a que act6a sobre él es su peso y 

l' = O. ext 

De l a conservaci6n de la energia rnec'nicD entre Q y P con 

Vp = ° y KQR=K pR para la energia cinética de rot aci6n , 

se t ien e : 

b ) 

H 

= iM(\Og(H-R)) = Mg(R+h ) 

= 5 S 5 
7(fI- R) = R+ h ==> h = 7H -¡R-R 

:. h= ~(5H - 12R) 

M + 
v. ---14--- L -..;;:....--,-----1"' -.. ., 

-~y ...... p 

'1 · 1-
'l T 

.. h 

,.~ 1 
r -t, -!-./ Q 

IR 
, , u = O 

g 



La partícula m se mueve en una parábola, cuya ecuaci6n 

es: 

v otan8(x-x o) g (X-X ,) 2 
2v~cOS c8 

dOnde (xo,yJ son las coordenadas del punto inicial en el 

cual sale disparada la partícula; 8 = O ya que la velocidad 

con que se dispara es horizontal. 

Para asegurar que se efect6a el choque entre m y M, debemos 

exigir que el punto (L, ~(H-RD que corresponde al punto P 

de la figura satisfaga la eco de la parábola , esto es: 

(Xo,yo) = (O,H) 

entonces, de la ecuaci6n de l a trayectoria, se tiene: 

= + 

Problema 5: 

5 
7(H - R)-H 

cr 
2v~ (1) (L-O) 

~H + 2R = ~ L2 
7 7 2v~ 

2vt = gL 2 
=) 2vt = 

9(2H+5R) 

vO = I wl¡~L2 2 2H+SR) 

7gL 2 

(2H+5R) 

a) Utilizando la conservaci6n de la energía entre e y B se tie-

ne: 

pero: v 2 
B y I ' 
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= ~l gH 

tvl gH 

/ 1 ~g(H-b) y W]3 = V
b
!!. = ~ / 17° g ( H - b ) 

b) En el punto A t enemos que: 

~lg + N = ~lvAl (a - b) 

-> para que l a esfera lle gue al punto A se tiene que N = O 

='> Mvl = Mg(a-b) o vl~g(a - b) con l o que se asegura todavía 

más que la esfera llega a l punto A o se sigu e . 

Ahora bien, de la conservaci6n de l a eneTgía en tre e y A 

tenep1o s: 

"'" MgH 



= Mg(H-2a+b) = /o~¡-';l 

2 10 vA = Tg(II - Za +b) 

10 ent onces : Tg(H-2a+ b):g( a-b), pero b <<'l 

Prob l ema 6: 

= \0 eH-2a ):a 

ti - Z a> ( ?..'.'.) 
- 10 

H:: (/0 + 2) a 

"7 
H> ( -"-)a 

-10 

-, 
N 

-+ Mg 

rn 

-+ 
T 

-+ 
rng 

De acuerdo al diagrama de _cuerpo lib re de cada uno de los cuer­

po s y a la s ecuacione s de tras l aci6n y r ot ación se tie ne : 

Rueda : N-Mg = O. equi li brio de traslac i6n 

TR = l a . rot ac i 6n 
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masa: -T + mg = ma 

ec o constitutiva: a = aR 

El anterior sistema de 4 ecuaciones contiene 4 incógnitas: N, 

T, 0., a. 

Resolviendo el sistema se tiene: 

al a g/R 
(l + l/mR2) puede usted t oma r 1 = ~fIlR2 

cl T 
(z +mhl 

(1 +I /mR' ) 

Problema 7: 

mg 

... 
N 

ffi, 

Del diagrama de cuerpo libre de la figura y de las ecuaciones de 

movimient o para traslaci 6n y r ot aci6n : 
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a) 

b) 

c) 

-> 
FR ; ma; partícula 

se ti ene : 

Bl oque 1 : 

bloque 2: 

F ext 
.> 

- Na y cm 

m g - T ; , , 

o 

m,a 

-r' ITa; cuerpo rigido 

Las aceleraciones de m¡ y m, son iguales puesto que l a cuer-

da es inextensible. Las tensiones son diferentes po r que 

ahora consid eramos el efecto de la polea. 

Polea: Fy-Mg-T ; Q 

Fx-T¡;Q equilibrio de traslación. 

l a ; T,R-T¡R; rotación . 

eco constitutiva:a ; aR ; debido a que la cuerda no resbala 

sobre la polea. 

Todas las anteriores 7 ecuaciones contienen 7 incógnitas: N, 

T¡, a, T" Fy, Fx y a, las cuales se pueden res olver , obte­

niéndose. 

a 
m, 

g; 

m, IR 
1 g 

(¡p-+m¡+m,) 

m 
l 2 m ¡ g 

(¡p-+m ¡ +m ,) 
y 

l (-+m +m )-m R 2 1 2 2 
l m, g 

(¡p-+m¡+m,) 
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Problema 8: ... 
N 

-> 
Mg 

... 
T 

/ 

J 

movimiento 

m 

.... 
T' 

.... 
mg 

De l diagrama de cuerpo libre de la fi gur a y de las ecuaciones de 

movimiento se ti ene: 

bloque: mg - T = ma, 

c i lindro : N-'.lg = O 

T-f = Maz ; traslación 

TR+fR = la ; rotación 

No t e que: (1) la t ens i ón es la mism a porque se desprecia el 

efecto de l a polea; (2) la s aceleraciones son d i fe r en-
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t es porque se es tá desen r ol lando la cuerda en e l ci­

lindro; (3) la f uerza de fricción actúa en e l sentido 

indicado en la figura , pues evita que los pun t os del 

cilindro que en tran en contacto con la superficie de~ 

l icen "hacia a trás", quedand o en reposo ins tant áneo 

al toc ar l a, y provo cando el rodamiento sin resbala r 

del c ilindro. 



Ecs. constitutivas: a 2 aR; rodamiento puro del c i lindro. 

a, a, + aR ; por el desenr o llomiento de l o 

cuerda . 

La s anteriores6ecuacion es c ontienen6illc6gnitas: r , 3" N, r, a 2 

y a y por lo tanto el sis tem :, est5 completo y se ob tiene : 

a} a 2 
~ 

2It ?m 
1 t~lR' g co n ~ 

1 + "li t' + -1m R 2 

b} o ~ 
·l R l m 

" , b 

1 + ~¡R 2 + '¡m R2 

c} 2Rm 

1 + ~lR' + 4 m R 2 

g 

Problema 9: 

Del diagrama de cuerpo libre de la figura y de la s ecuaciones de 

movimiento se tiene: 
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N- ( m¡+m2)g - T3-T4 = o; cquilihrio traslacional . 

Note qu e : ( 1) la s t ensione s son diferentes porque so n diferen t es 
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cuerdas; (2) l as ace l e r aciones so n diferent es por ­

que van a djferentes discos ; (3 ) l a acele rac i6n 

angular es ónica para a Jnbos Jiscos porqlJe están 

uni dos ; 

ecuaciones constitutivas: a = a4/r 

a = aJ/ R; la s cuerdas no resbalan so-

bre l os discos y so n inex -

t ensibles . 

Las an t er iores 6 ecuaciones tienen ti incógnita s : T 3 , a3, T4, 

a4, a y N, por lo tanto el sis t ema es completo y se obt i ene : 

b) a3= R(m,R-mL¡ r) 
I+m 3R2 +m4r~g aL¡ = r(m,R- m4r ) 

I+m3R2+m4r2 g 

e) T3 
I+m4(r 2+Rr ) 
I+m3R2+m4-¡:-z-m 3g ; T4 = I+m3(R 2+Rr) 

1 +m3 R2 +m 4 r 2-m4g 



Problema 10: 

.+ 
T 

movimiento 

R 

-> 
Mg 

a) Puesto que se jala la cuer da para que e l cilindr o no se tras 

lade, se tiene de : 

O 

qu e : T - mg = O "'" T = mg 

b) El trabajo hecho por T en ll evar al cilindro de una "'o = O 

a una velocidad angular ", es igual al cambio de energía cin~ 

tica de rotación del cilindro (la energía cinética de trasl~ 

ción es cero, puesto qu e el ci l indro no se traslada) y por 

lo tanto, tenemos: 

W pero 1 
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c) La longitud de la cuerda desenrollada es: ~ ~ Re donde e es 

med i do en radianes y no s indica las vueltas dadas por él. 

Ahora bien, como T es const~nt e , el movimiento de rotaci6n 

es uniformemente acelerado y entonces: 

e ~ 

",2 
que = O 

2" 
ya wo de donde, 

y: ~ 
1 _ TR 

~ ~~ la (l 1 -lMiz -fMR2 
R 

¿ 

e ~ 
w2R 
4& 

Problema 11: 

y' 

m ;o ·T //'> 
~~-r.--+. -- / / 
1// 

d L / / 
/ / 

i + 
. . ~/~ 

- - - - - - -1-+-+-+--+ - - - J--+-o"""""":-""",,,,, 
O CM X,X· / U. X' 

/ / 
/ / movimiento 

/ / 
/ / 

/ / < / 
V . 

a) Como el movimiento se ejecuta en un plano horizontal sin 
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fricci6n, entonces ~=CTE en ese plano. 

El sistema de referencia de l aboratorio (OXY) y el del C.M 

(CM.X'Y ' ) los hacemos coincidir en el centro g eom~trico de 

la regla (posteriormente s e verá la utilidad de dicha elec-

ci6n). La conservaci6n del momento la expresamos como: 

+ 
\' = i\+i\ ; donde Pp " momento linea l de la partícula . 

1\ " momento lineal de la regla. 

Los momento lineales antes y después de la co l isi6n son: 

p. 
~ 

rnvoi 

+ 
MVcmf 

+ 
donde v es la velocidad del cm 
C.M. de la regla. 

Igualando los momentos, se obtiene: 

+v mv o ... = --~ cmf M ¡ ¡El C.M. de la regla se mueve en 

línea recta (eje X)! ! 

b) Como no hay fuerzas externas sobre cada cuerpo del sistema, 

entonces no hay torcas sobre ellos y por lo tanto la torca 

total externa es cero y entonces t _ CTE. 

La conservaci6n del momento angular la expresaremos como: 

L = Lp+tR; donde Lp - momento angular de la partícula . 

además :LR 

... 
LR - momento angular de la regla~ 

t + + . + + + = '+Mr xv = I'w+Mr xv R cm cm cm cm 
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Los momentos angulares antes y de spués del choque son: 

t. 
1 

# ... -+ ... = Lp.+ll w. + ~!r .XV ", = -mvodk 1 1 c m1 cml 

y: 

Note que por la e l ecc i6n del sistema de re fe rencia de labo-

ratorio, se tiene que: 

. -+ I gualando l os momen to s ang ulares y despeJando wf se encuen-

tra que: 

¡ ¡Rota la r eg la a lrededo r de su 

C.M. en el sentido de las ma-

necillas del r eloj !! 

cl La energía cinética la expresaremos corno: 

K = Kp +K R; donde Kp _ energía cinética de la partícula 

KR _ energía cinética de l a regla. 

ademá s 

Las energías c i néticas antes y después de la colisi6n son: 

y : 

1 2 
:; ¿lílVo 

... ... 
en donde se han puesto los valores encontrados para V cmf y w. 



Finalmente, encontrando aK = K.-K. realizando algebra ele-
• .1 

mental, se obtiene: 

Si con los datos numéricos aK = O =;> el choque es elástico 

y si aK" O, entonces el choque es inelástico. 

Problema 12: 

Este problema e~ semejante al anterior, 5610 que el proyectil 

choca por debajo del C.M. en la figura 17 y rebota con cierta 

velocidad. Utilizando los sistemas de referencia del problema 

anterior, tenemos: 

a) El momento lineal antes y después de la colisi6n es: 

1\ = mv o ! 

Pf = -mvfuMvcmf 
... 

Igualando los momentos se obtiene para vcmf 

... 
vcmf 

b) El momento angular antes y después de la colisi6n es: 

t . = mvodk 
1 

Igualando los momentos angulares y despejando wf se tiene 

que: ... 
w = 

f 
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12mcl (v o +v f ) 
ML2 k 

e) Las ene r g ia s cinéticas antes y después del choque son: 

v· . . 

Como en el anterior problema: K = O =;> elástico, si II K~ 0= "ine 

1ástico. 

Problema 13. 

Este problema es semejante a los anteriores con la condición extra 

de que el choque es elástico y por lo cual K = CTE. 

a) Mediante la conservación del momento lineal intentaremos encon-

trar el valor de m. 

Usando los mismos sistemas de referencia que en el problema 16 

se tiene que el momento lineal antes y después de la colisión 

es: 

'" = y. 
1 

Igualando se obtiene: 

-mvol 

mv o ... 
--¡;r 1 

+ 
= MVcmf 

- (1) 



esta ecuaci6n cont iene dos. inc6gnitas m y ~cmf' por l o 

que intentaremo s con l a conservaci6n del momen t o angular 

r eso l ver esto. 

El momento angular antes y después de l a co lisi6n es : 

v· , . 

+ 
L · ~ -mvodk 

l 

+ 1 + l' w;-i'lL 2 w 
12 

Igualando los momentos an gulares se tiene : 

- ( 2) 

.. 
nuevamente, esta ecuac i 6n contiene dos inc6gnita s w y m y 

en total, hasta el momen to se tienen dos ecuaciones con 

tre s inc6gnitas, pero falta utili zar la conservaci6n de l a 

energía c inética y lo más probable es qu e es t o nos quit e la 

dificultad. 

La energía cinética antes y después de l a colisi6n es : 

K· 
1 

1 2 Zmv o 

Igualando la s energías se ti ene que: 

1 2 
Zmv o 

= (a) m [1+12 d Z ;L2 1 
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y de la ecuación (1) : (b) -+ = V o 1 
Vcmf - [1+lZd 2/L2] 

y de la ecuación (2): (e ) 

=> 

Problema 14: 
y 

A 

/ 
/ 

a 

_1_ 
/ 

L 
/ • / 

-+ ./ 
m v 

----o ->r 
CD • 

M 

a) Puesto que la regla s6~o tiene rotaci6 n y es alrededor del 

punto A, pondremos el sistema de referencia de laboratorio 

como se indica en l a figura y las cantidades se medir'n de s 

de A. 
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El momento angular antes ·y después de la colisión es: 
-> -> 
L. = mv ak 

1 o 

r LfA = (ma· +I A); ; dO I\de ma' es el momento de inercia de la 

bala , lA es el momento de i.nercia de la regla con r esrec t o 
-> 

al pivote (p unt o A) y w es la velocidad angula r, la cual es 

común para e l sistema (bala + re g la ) . 

como: .!c~ I L· , en t onces : 
.> 

b) El momen to line a l an t es y despu§ s de la colis i ón es : 

y Pf = ( M+m )~ cm 

en donde ~ es desc onoc ida. cm 

c) En este problema el momento lineal no se conserva p ues to que 

en la colisión existe una fuerza externa que ejerce el pivote 

(que impide Ia traslaci ón de la re gla) sobre la re gl a . Par a 

encontrar l a distancia ~ supondremos que el tiempo que dur a la 

colisión (intervalo que transcurre desde que la bala toca, se 

incrusta y se detiene dentro de la regla) es tan pequeño que 

el movimiento de la regla es imperceptible, por lo que duran­

te la colisión se conserva el momento lineal cFext = O). 

Igualando los momentos lineales, se tiene: 

= (M+m)v cm (1) 

la velocidad del C. M. ie puede encontrar del inciso (a) ya 
-> 

que como F actúa en el pivote, no ejerce torca, es decir, 
-+ . -> 
'A = O, Y por lo tanto LA = CTE . 

101 



Igualando lo s momentos angulares del inciso (a) y despejando 

w, se tiene: 

w = 
mvoa 

(mn '+l..ML ' ) 
.) 

- (2) 

pero v = wy cm cm' 
donde Ycm es la distancia desde A al C .~J. 

del sistema (ba la+r egla) y está dado por: 

ma+M(4) 
¿ 

Ycm = m+M 

de ( 2 ) Y (3) 

rnvoa 
v = cm (ma'+lML') 

~ 

y de l a ec o (1) 

mvoa 
rnv o = 

(ma' +jML') 

Despejando a t enemos: 

a = ~L 3 

ma+M(f) 

(m +M ) 

[ma+M(~) l 

- (3) 

d) El cambio en la energía ciné tica es: 
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Sustituyendo lA = jML' Y el valor de w encontrado ant erio r­

mente se ti ene: 



óK lmv' 2 o 

en el caso especial en el que se conserva el momento lineal 

2 (a = 3L) se tiene que: 

Prob lema 15: 

óK 

/' 

~ ,-
/' -> 

F 

y 

\ 
\ 

\ 

----------7f~--~--------------------~ X(U =0) 

Mgsen8 

\ 
\ 

\ 
\ '" 
\/' 

-> 
Mg 

9 

11gcos8 

a) Como la regla tiene Gnicamen t e r o t aci6n, usamos nuestra ecua -

ci6n: 



En el pivote existe un a fuer za P que ejerce és t e sobre la 

re gl a , pe r o no hac e t orca , pdr l o cua l la úllica f uerza que 

produce torca es su peso (6 su componente perpendic ular a la 

regla) . Observe que en la vertical : ~ = O (posic i 6n de eq ul-

l ibrio r otaci onal) . 

De l a ecuac ión an t e rior, tenemos : 

-Mgse ne (~) = (lm 2 )a 

Despejando a , se tiene: 

a = 
3 -(Jscn8 
2L~ 

e l signo (-) se introd uce po rque la t or ca producida por el 

peso tiende a evi t a r que la regla se a l eje de la vert ic a l 

(~ actúa en sentido op uesto al de ~). 

b) Par a encontrar l a velocidad angular, podemos utilizar l a c on -

se~vaci6n de la ene r g í a mecánica. 

La energía mecánica in icia l y final c on el nivel de r eferen -

cia para la ener g ía potencial gravitacional indicado en la 

fi gura es: 

y: 

Igualando las energías y despejando w se tiene: 

w I MgL ' 1 cos e 
A 

/
3 . 

w = ~ cos e 
L 
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• c) De l a fig ur a , l a fuerza F l a descomponemos en su par t e r a -

dial y t angencial (perpendicular) y sabemos que: 

y: 

donde: 

FT ~ Fi - Mgse n 8 

R L 
"2 

~IRa 

Substituyendo los valores de w, a y R en las an teri ores ecua 

c i ones se obtiene : 

5 FII ~ iMgcos8 

y : 1 4" Mgsen8 





3. RESUMEN DE LA UNIDAD III. OSCILACIONES MECÁNICAS 

Definición: Un movimiento periódico es cualquier movimiento que 

se repite en el tiem po , es dec iri el estado de movimiento de un 

cuerpo evoluciona periódicamente en el tiem po. 

Observación: La des cripción matemát ica de un movimiento periódi 

co se hace usualmen te en términos de expresiones que contienen 

funciones senos y cosenos, a l a s que se denominan fun ciones ar-

mónicas . Por esta ra zón , a un movimiento pe riód i co tambi§n se 

le conoce como movimient o armónico. 

Definición: Un movimient o oscilatorio es un movi mient o pe riódi­

co en el que el cuerp o regresa a su estado inici a l recorriendo 

la misma trayectoria pero e n sentido invers o; es decir, el cuer 

po se mueve de ida y vuelta siemp re sobre el mi s mo camino. 

Ejemplos: 

1) ·EI movimiento de un cuerpo sujeto a la fuerza de un resorte 

(sistema resorte-masa). 

2) El movimiento de un péndulo simple . 

3) El movimiento de un balín sobre un rizo en forma de U. 

Observación: En general, un cuerpo describe un movimiento osci­

latorio alrededor de una posición de equilibrio, denominada pu~ 

to de equilibrio estable, debido a que sobre él actúa una fuer­

za restauradora o restitutiva, que tiende a obligar lo a regre­

sar a dicha posición, cuando el cuerpo ha sido desplazado fuera 

de ella. Cuando los límites del movimiento en ambos sentidos 

resp~cto de la posiclón de equilibrio son equidistantes, se di­

ce que el movimiento es armónico simple. Adoptare~os el siste­

ma resorte-masa como nuestro sistema de estudio para hacer la 

descripción dinámica de l movimiento armónico de un cuerpo. 
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3.1 OSCILADOR ARM6NICO SIMPLE 

Definici6n : Un osc il ador arm6nico simple (en adelante O.A . S . ) 

en una dimensi6n es una par tícula m que se mueve en linea rce 

ta (eje x), sometida a la acci6n de una fuerza dada por: 

F ~ -kx, k ~ CTE 

Donde x es la coordenada de posici6n de m. 

Ecuaci6n de movimiento: 

De la segunda Ley de Newton, l a ecuaci6n de movimiento de un 

O.A.S. es: 

d 2 x 
m ('fEz ::.. -kx 

, 
o 6 + w2 x " O 

Donde w = /~ es la frecuencia angular del O. A.S. 

Soluci6n de la ecuaci6n de movimiento: 

La soluci6n_de la ecuaci6n de movimiento del O.A . S. es: 

x(t) = Acos(wt + 8 ) 

Donde A Y 8 son constantes de integrac i6n cuyos valores se 

determinan a partir de las condiciones iniciales de movimien 

to, de la siguiente forma . 

A = Ix~ + 
v~ 
W"2- amplitud del movimiento 

8 = are tan [ V
o J Xow 

const ante de fase 

Se observa que el movimiento de n es acotado: 

- A < x < A 
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y peri6dico, de perí odo T da do por: 

T = ZJl = ZIT ;'!': 
úJ k 

La f r ecuenci a f del O.A. S., se def in e como : 

1 
f = T úJ 

ZIT 

Tamb i6n se observa que : 

l iT 
2IT m 

v ( t 1 dx 
(ff -Aúlsen(úJ t + él =- Aúl> v> -AúJ 

a(tl dv ;::crr 

Consideraciones de ene r g ía en un O.A . S .: 

Dado que la fuerza F = -kx e s cons e rvativa , en tonce s e l mo-

vimiento de un O.A. S. debe ser con se rv a tivo, es decir : 

E = CTE 

Para un O.A.S. se ti e ne : 

Energía potencial: 

u = ~kX2 = ~kA2COS 2 ( úl t + é l ~ ~kA2>U> O 
2 2 2 - -

Energía cinética: 

K = -}mv 2 = -}k ~2_X~ = -}kA 2sen2( úl t + é l ~ikA2':~K~O 
Energía mecánica: 

Ejemplos de O.A.S.: 

il Movimiento horiz onta l de una partícula unida a un resorte 
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horizont al fijo. 

k kx 
m 

r--- x --.f No hay fricción 
I 
1 
I 
I....s- Posición no defor mada 
I 

en este caso: 

d 2 x m(ft = - kx ~ x~Acos( wt + 6) 

con 

k es la constante del resorte, x es l a posici6n de m 

con respecto de la posici6n no deformada del resorte. 

ii) Mov i miento vertical de una partícula unida a un resorte 
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vertical fijo. 

, 

k Posición no 
deformada 

_~_ '1 
s 

<1«/'/(( 

/VT---
Posición de 
equilibrio 
sk = mg mg 1 

mg 



En es t e caso: 

d2x matL = -k (x+s) + mg ~ -kx = x _ /k 
= Acos(wt+ o) , w -, -

m 

k es la constante del resorte, x es la po s ici6n de m 

re specto de l a posición de equilibrio del si s tema . 

iii) Péndulo simp l e. 

Posición de f: 
equilibrio 

En variable s angulares: 

d 2 e mL2Qt7 = - rngLs en e 

Para pequeñas ampl i tudes 

e«l tal que sen8"e entonces: 

donde: w 

e = e cos( wt + o) 
m 

= /¡-
L 

e = , m , o = arctan [-~J eow 

e o y \VA son la po s ici6n y la velocidad angular de m en 

t = O, L es l a longitud del péndulo. 
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iv) P'ndulo físico: 

Posición de~ 
equilibrio 

I 

en variables angulares: 

d 2 8 I(IT2 = -mgLsen e 

Para pequeñas amplitudes: 

8«1 tal que sen8~e, entonces: 

d 2 e I(ff2 = -mgL e =O> e = erncos (wt + 6) , 

Donde: ú.' = / mgL e = 
1 ' TI! 

1820 + w~ -vE -¡;;T' 6= arctan 

e o y Wq son la posici6n y velocidad angular de m en t=O 

1 es el momento de inercia del péndulo, respecto del eje 

de rotaci6n que pasa por el punto de rotaci6n o. 

v) Péndulo de torsi6n: 
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Posición de 
equilibrio 

~ 

~varilla de torsión 
l. (masa despreciable) 

Disco de momento 
de inercia 1 



para pequefias t orsiones S , l a varilla ejerce una t orc a 

sobre el disco dada por : 

T ~ - KS 

donde K es la constante de t orsi6n de la varilla . 

Entonces para el movimiento del disco tenemos: 

d' S ICff2 ~ -K 8 => S 

y : Sin ~ 6 ~ arctan I ,., l "o 
- B o r;.: 

- -

8 0 Y No son la posici6n v velocidad angular del disco en 

t~O. 

1 es e l momento de inerc1a del disco . 

3.2 OSCILADOR ARM6NICO AMORTI GUADO 

Ecuaci6n de movimi ento : 

Considerando que en un O.A .S. ac túa un a fu erza amorti gua dora 

dada por: 

F ~ -bv ~ -b¡}f 

La ecuaci6n de movimient o es: 

con b ~ CTE 

-kx - bv ~ - kx -b dx 
dt 

6 ·d'x bdx + m(ftZ + at kx = O 6 

Soluci6n de la ec uaci6n: 

d'x 
+ 

Cff2 
b dx 
mat 

k + - x ~ O 
m 

Para la so luci6n de la ecuaci6n se ti ene n tr es casos: 



i) Caso subamortiguado: 

Es el caso en el que: wo>y, donde 

y la soluci6n es: 

2 = k 
Wo m 

x (t) = Aoe -neos ( wt + 6) 

b 
2m 

donde w2 = w~ - y2, Ao Y 6 son constantes que dependen 

de la s condiciones iniciales de movimiento . 

En es te caso el movimiento de J;] es oscilatorio, de pe-

ríodo T dado por: 

T 
2n 2n = = 
w fw~ - y2 

La amplitud del movimiento decae exponencialmente de la 

forma: 
-y t A = Aoe 

ii) Amortiguamiento crítico: 
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Es el saso en que Wo = y y la soluci6n es: 
-y t 

x(t) = e (C l + C2 t) 

Donde C) y C2 son constantes que dependen de la s condi­

ciones iniciale s de movimiento. 

En el caso en que las condiciones iniciales so n: 

x(t=O) = Ao 

v(t=O) = o 

se tiene que: 

Posici6n inicial 

Velocidad inicial 

por lo que la soluci6n para este caso se exp resa final-

men te como: 
x ( t) 

-y t 
= Ao (l+Yt) e 



En este caso el movimiento de m no es oscilatori o ; 

simplemente se va acercando a la po s ici6n de equil i brio . 

iii) Caso sobreamortiguado. 

Es el caso en que Wo'Y y la so luci6n es : 

x(t) = e - yt¡Clexp(-/y2 _wZ t) + C2e xpC/y2 _wZt) 1 

Donde Cl y C2 son constantes que ~cDenden de l as condi-

ciones iniciale s de movimie n to. 

En e l caso en que las condiciones iniciales son : 

x(t=O) = Ao 

v(t=O) = O 

S'3 t iene que 

posici6n inic iul 

velocidad iniciDl 

C l = Aoo (1- Il-Q2) 
~ 

Donde: Q = ~ es el factor de calidad del oscilador . 
y 

Por lo tanto, l a soluci6n para este caso puede expresar-

se como: 

x (t) AZo e -yt¡ (1+1l=Q2 )exp( wo/
Q
\ -lt ) + 

En es t e caso el movimiento de m tampoco es oscilatorio; 

se va acercando a la posici6n de equilibrio más lenta-

mente que en el caso de amortiguamiento crítico. 

,115 ~ 



, 
3.3 OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO y FORZADO 
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Si sobre un oscilador arm6nico amortiguado actGa una fuerza 

peri6dica del tipo: 

F Focos wfT 

con Fo = CTE, w
f 

= eTE entonces la ecuaci6n de movimiento es: 

6 

cuya soluci6n general es: 

d'x m . + 
C!t bdx 

+ kx = dt 

xCt) = xh (t) + Acos (wft + é ) 

donde xh(t) es la so luci6n general de la ecuaci6n homogénea 

que decae exponencialmente. A xh se le llama el término 

transitorio; para t suficientemente grande, tal que: 

se tiene que: 

xCt) = AcosCwft + é) 

Que es la soluci6n permanente y representa un movimiento ar -

m6nico simple de frecuencia angular wf y donde la amplitud A 

y é son constantes cuyos valores son : 

A 

2yW. 
é = arctan-,-L 

w~ - wf 

Es decir, A depende de wf; el valor 'máx imo de A se obtiene 

para el valor de wf dado por: 



y es: 

~---,F~o:;;/=m=;;:- = _F o_/_m 
21i I W 6-y2 2yw 

A este val or de wf = wR se l E llama l a frecuencia angular de 

resonancia . 

Si no hay amortiguamiento, y = O y en t onces : wR WO . 

y se observa que : Si wf ~wo => A~ro . 
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PROBLEMAS DE LA UNIDAD III DE DINÁMICA 

l. Un oscilador arm6nico simple de masa m = 2 kg es descrito por 

la ecu:lci6n '( (t) = 4 co s (O.lt + O.S)m . Encontrar : (a) l a 

amplituJ , e l i,e ríodo, l a frecuenci3 , la frecuencia angular y 

la con s t:lnte de f:¡se . (b) la ,'elocidad ,. la ace l eración al 

tiempo t = 5 :; 5 , (c) las condiciones iniciales ( t = Os) , (d) 

1~ cnc l'gi~1 cin6tic¿1 y 1~ energia ilo t cnclnl :11 tiempo t = lO TI s 

(e) la energía mecánjca del oscilador. 

Una partícula cuy a mas:' es de 0 . 5 kg se mueve con mov im ient o 

arm6nico simple. Su período es de 0.15s v la amplitud de su 

movimiento es de O . lm. Cal cular : (a ) la aceleraci6n y l a 

fuerza cuando la partícula se encuentra a O.OSm a la izquie! 

da de la posici6n de equilibrio, (b) la energía potencial, 

cinfitica y mecánica cuando la partícula se encuentra a O.OSrn 

a l a derecha de la posici6n de equilibrio. 

3. Una partícula de masa ~ = 0.5 kg ejecuta un movimiento arm6-

nico simple alrededor de la posici6n de equilibrio, para 

t = Os la velocidad es Vo = - 10 mis y la elongaci6n es cero. 

Si el período del movimiento es de 3s, determinar: (a) la 

frecuencia angular, la frecuencia, la amplitud y la consta~ 

te de fase, eb) la elongaci6n, velocidad y ace leraci6n para 

el tiempo t = 3/4s, (c) la energía cinfitica, potencial y me­

cánica en la posici6n de equilibrio y en la elongaci6n m5xi­

ma. 

4 . La energía mecánica del oscilador arm6nico simple de la fig~ 

ra 1 es de E = 10J. La posici6n y la ve locidad i n iciales son, 
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respectivamente Xo ; +2m y Vo ~ +5 mis. Calcular: (a) la 
" 

amplítud de las oscilaciones, (b) la frecuencia angular, (c) 

la masa de l bloque y (d) la con stante de fase. 

s. Un cuerpo de masa ~I se encuentra unido a un resorte sin de -

formar de constante k como se muestra en l a figura 2 . Una 

bala de masa m incide con velocidad VI y se incrusta en 

el bloque . Calcular: (a) la amplitud, la constan t e de fase 

y la frecuencia a ngu l ar de l movimiento del nuevo cuerpo 

(M + m), (b) la posici6n, . velocidad y ace l eraci6n del cuer 

po al tiempo t ; 1.5 s . 

6. Un hombre con una masa M ; 75 kg permanece de pi~ en una pI! 

taforma corno se muestra en la fi gura 3 . La plataforma ascie~ 

de y desciende con un movimiento arm6nico simple de amplitud 

Ao ; 0.5 m. Det ermine el valor más pequeño del período de 

movimiento, para que el hombre no se despegue de la platafor-

ma. 

7. Un oscilador arm6nico simple está constituído por un bloque 

de masa M ; 1.5 kg, unido a un resorte corno se ilustra en la 

figura 4. Se observa que al tiempo t ; 0.55 el bloque se en­

cuentra en la posici6n Xo ; 0.15 m y su velocidad es Vo ;3 mis. 

Si su periodo de oscilaci6n es To ; 25, encontrar: (a) la 

amplitud, la constante de fase, la frecuencia angular y la 

co~stante del resorte; (b) la posici6n, velocidad y acelera­

ci6n del bloque al tiempo t ; ls; (c) la energía cinética y 

potencial del sistema cuando el bloque se encuentra en X;O.lOm. 

8. El péndulo de un reloj tiene un período To = 45 en un lugar de 

la tierra donde g ; 9 . 8 m/s'. Si el péndulo se lleva a un lu-
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gar en el cual g = 9.75 mis' , ¿cuánto se habrá atrasado el 

reloj en 5 días? 

9. La figura 5 muestra un p6ndulo físico fijo en e l punto o. és 

t e se compone de una varilla de masa M = 1 kg Y l ongitud 

L = 1.5 m y de una esfera unida a el de radio R = 0.30 m y m! 

sa m = 4 kg. (a) Establecer: la ecuaci6n de movimiento de su 

C. M.; (b) en t = Os, e = I SO Y parte del reposo, calcular la 

velocidad del C.~I . en la posici6n de equilibrio ; (c) calcular 

la longitud del p6ndulo simple equivalente . 

10. Una esfera de r adio R (péndulo físico) se suspende de un ca­

ble (masa despreciable) fijo a un punto O de tal manera que 

la distancia del centro de la esfera al punto O es i, como se 

muestra en la figura 6 . (a) Dar la expresi6n del período del 

sistema; (b) determinar l a longitud L del p6ndulo simple equ! 

valente, (c) sup6ngase que este 61timo es el péndulo de un re 

loj cuyo período To = 2s en un lugar de la tierra donde g =9.8 

m/s'. ¿cuánto se ha atrasado (¿o adelantado? ) el reloj en 24 

horas si L disminuye "en 2 cm?; (d) ¿cuánto se atrasará (¿o 

adelantará?) en 24 horas s i se lleva a un lugar donde g = 9.9 

m/s' y mantenemos su longitud original L? 

11. Una esfera de masa M 35 kg rueda SIn r esbala r sobre una su-
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perficie horiz on tal y va unida a un resorte sin masa como se 

muestra en la figura 7. El sistema se suelta del reposo en 

una posici6n en la cual e l r esorte está estirado Xo - 0 . 5 m. 

Calcular: (a) la ecuaci6n de movimi en to del sis tema; (b) la 

constante k del resorte si el periodo de oscilaci6n es To =7s; 

(c) la velocid ad máxima del C.M. de la esf~ra . 



12. Un péndulo simple ti ene un período de 2s y una amplitud de 2° . 

Después de 10 Oscilaciones completas su amplitud ha sido redu-

cida a l. S°. Encontrar: (a) la con s tante de amortiguamiento 

( y ), (b) la frecuenc ia angula r. 

13 . Cuat ro personas cuya masa total es 300 kg comprimen las muel l es 

de un automÓvil 10 cm cuando suben a éste . El automóvil carga -

do (masa total 900 kg) pasa un bache y se pone a oscila r, calcu -

l a r: (a) el pe ríodo de oscilaci6n; (b) si se adap t an amortigua-

dores de tal manera que la ampl itud de las oscilaciones se redu 

ce a la décima par t e de la in ic ia 1 después de 5 oscilaci ones. 

Ca lcul ar la constant e de la fuerza de amort i guamiento . 

14. En un osc ilador amortiguado la ¿antidad T = 1/2Y se le llama el 
' .. , 

tiempo de relajaci6n. (a ) verificar que tiene unidades de tiempo; 

(b) ¿en cuánto ha variado l a amplitud del osci l ador des ? ués de 

un tiempo T?; (c) expresar, como funci6n de T , el ti empo necesa-

rio para que la amp litud se reduzca a l a mitad de su valor in i­

cial; (d) si ~« wo demostrar que la energía del oscilador puede 

2 -2yt escribirse como: E = 1/2 m w; Ao e ; (e) la potenc ia promedio 

disipada se define por P ~ demostrar que P = 2yE = ; 

15. Un oscilador cuya masa es 50 kg se ve a mort iguado po r efectos ex 

ternos cuya constante de amortiguamiento es y = 0.8 s -l Para 

evitarlo se le aplica un a fuerza periódica con frec uenc ia Wf = 1 

rad/s y amplitud Fo 25 N. Se considera el oscil ado r como un 

resorte horizont a l; (a ) . ¿qué constante debe tener para que la 

amplitud de oscilaci6n sea máxima? (Sugerencia: ¿ Cómo se define 

la frecuencia de reson anc ia? ) ; (b) c a lcule la amplitud en este 

caso. 
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16. El periodo de un oscilador amortiguado es de 2s. Después de 10 

oscilaciones su amplitud decae a 1/2 del valor injcial. (a) en­

contrar la constante de amortiguamiento y , (b) calcular la fre­

cuenCla del oscilador no amortiguado Wo , (c) si Ei es la ener ­

gía i nicial y Ef la energía después de 10 oscilaciones, calcule 

Ef/E i , (d) para evi tar el amor t iguamien to se le aplica una fuer 

za del tipo F = (O .IN)cos Wft . Calcule el valor de Wf t a l que 

la amplitud del movimiento sea máxima. Si la masa del oscila­

dor es m = 1 kg. ¿Cuál es el valor de esta amplitud? 

17. Un bloque de masa m está unido a un resorte k y un amortiguador 

de constante de fuerza b, como se muestra en la fjgura 8. lni­

c.ialmente se estira el resorte hac i endo colgar un cuerpo de ma sa 

~, como se ilustra en la fi gura. Estando el sis tema en equili­

brio, se corta la cuerda y se inicia el movimiento: (a) conside­

re b = O (no hay amortiguamiento) y encuentre la amplitud, la 

constante de fase, la frecuencia angular y el período de l movi­

miento del bloque; (b) en este caso b = 2.1 kg/s, calcule la 

fre cuencia angular y el período del bloque; (c) para el ca so (b) 

calcule el valor de la amplitud después de haber efectuado tres 

oscilaciones. 

18. Un oscilador arm6nico simple tiene un resorte de constante k = 

1000 N/m y un periodo To = 0 . 8s. Se coloca de spués en un medio 

disipativo de tal for ma que su amplitud inicial decae a una oc­

tava parte de su valor en un tiempo t = l8s. (a) calcular la 

constante de amortiguamiento y y la constante b de la fuerza 

amortiguadora. Para evitar el amo rtiguamiento se aplica una 

fuerza períodica de amplitud Fo = 21 N Y de período Tf = 1.25s 
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(b) calcular la frecuencia angular de la fue:¡o:a períodica y. la 

amplitud de las oscilaciones, (c) si se quieren oscilaciones 

de máxima amplitud, calcular la frecuenci a que debe tener l a 

fuerza peri6dica y encuentre la amplitud del movim i ento corres 

pondiente a dicha frecuencia . 

19 . Se tiene un sistema masa-resorte con un bloque de masa N = 50 

kg Y la constante del resorte k . = 250 N/m. Si al pa sa r el blo · 

que por la posici6n de equilibrio tiene una velocidad de Ve = 

5 m/s . ·(a) calcular la frecuencia angular y el período del mo­

vimiento, (h) si . este sistema se introduce en un medio viscoso, 

se observa que la amplitud del movimiento dec ae a la cuarta par 

te de su valor inicial en 5 oscilaciones, ¿cuál es la constante 

de la fuerza amortiguadora, b, del medio?, (c) ¿cuánta energía 

perdi6 el sistema en las oscilaciones?, (d) para evitar que s i-

ga disminuyendo la amplitud se le aplica una fuen:a peri6dic a 

F = 150 cosWft N. Para que el sistema entre en resonancia, 

¿cuál debe ser la frecuencia de la fuerza peri6dica aplicada y 

cuál la máxima amplitud que se logra establecer para el movi-

miento? 
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Figur a 1 Figura 2 
-. 
V 

o + 

• • V = O -. 
k k 

o V 1 
4 • 

m 
M CI:l 

m 

0 1 t 
O 

/'-Xo--i 

No hay f r icción 

k = 0 . 4 N/m ; Xo + 2m M = 5 . 03 kg ; m = 0 . 0 1 kg 

V = + 5 mis ; E 10 J V 
o = 378 mIs ; k 47 N/m 

+ 
V 

1 • o 
~ 

k I 

~ M 

~ J , - J k O' I 
. ~o""'¡ 

Figura 3 Figura 4 

O 

Figura 5 Figura 6 

M 1 kg; l = 1 m; R = 0.3 m. 
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Rueda sin resbalar 

Figura 7 m 
k 

le 

Figura 8 

1 kg ¡ m i 

10 N/m 

m 

0. 5 kg 
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SO LU CIÓ N A LOS PROB LHIAS DE LA UNIDAD TII DE DI NÁM ICA 

Problema 1: 

m = 2kg 

x( t ) = 4 cos(0 .lt+ 0 . 5)metros 

a) La ampl itud es: Ao 4 me tros . 

Frecuenc ia angular: Wo = 0 .1 rad / s 

Frecuencia : = eJ o 1 He rtz \' o Z; = 
20lT 

Con s t ante de fase : <5 = 0 . 5 rad 

Período: To = l /v o = 20~ se g . 

b) La ve locidad y la a c e l erac i6n a cualquier tiempo son: 

v(t) dx = at = -0.4 sen (0.lt+0.5) 

y: dv a(t) = dt = -0 . 04cos(O.1t+0.5) 

en e l tiempo t=5n seg ., se tiene . 

v(t=5n) = -O .4sen(0 . Sn+O . 5) = -O . 35m/s 

y: a(t=5~) = -0.04cos(0.5n+0 .5) = + 0.019m/s 2 

e) Las condiciones iniciale s son: 

Ao = / x~+H- = 

x(O) = 4 cos(0.5 ) = 3.5lm 

y: veO) = 0.4sen(0.5) = O.19m/s 
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d) K = '!mv 2= 2 l(2)[O.4sen(.+0.S ) ] 2= 0.0 37J 

hx 2 = imw&X 2= 
1 

U = I(2 )( O.1)2[4cos ( . +0.5)]2 = 0.123J 2 

.!KA~ 1 i(2)(O.1)2(4)2= e) E = = I mw í5A& = 0.16J 2 

Problema 2: 

m = 0 . 5kg ; To = 0 .15s; Ao = O.lm 

a) a = - w&X 2. 2 -(o:TS) ( - 0.05) = +87 . 73 m/s 2 

F = ma = (O.5X87.73) = 43.86N 

b) U 1 2. 2 2 
= 2(O.5)(Q:TS) (+0 .0 5) = 1. 096 J 

1 2. 2 
= 2(0 . 5)(0 . 15) (0.1-0.05) = 3.29J 

1 2 1 2A2 E = -kA o = mw 2 2 o o 
1 2. 2 

= 2 (0.5)(0.15) (0.1) = 4.386J 

Problema 3: 

m = O. 5kg; en t = O: Vo = - 10m/s y Xo = O; To = 3s 

a) 2. z" f wo 1 1 wo = To = ""3 = 2iT = To 
= 3Hz 

Ao ¡ x~+~ Vo -10 (3) = 15 
= = = z" --m wo wo • 
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• - 1 6 = tan ·vo - -- = 
Wo X o 

- 1 tan - (-10)(3) = 
2. (0) 

- 1 t an + 00 ;: "2 

v 
lS 211 211 11 i ) 
-(-) senl- t+.,.. 713 . 3 (. 

3 
v ("4) = lOs en 71 = O mi s 

111S C O S 11 lS 
= -m 11 

( 271 71 ) 10 71 sen ~t+7 

471 2 lS 
-g- rr ;;; 

e) En la posición de equilibrio: 

2071 mis' --3-

u = O 1 , 1 'A' Y Kmax = E = ZkAu = Zmwo o = t(O. S) (231f
) , (\S) ' 

d) En la elongación máxima: 

K = O Y U = E = ~kA~ = 2SJ max (. 

Problema 4: 

E =lOJ; Xo = 2m y V = Smls 
o 
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a) E = !kA 2 =<> 
2 o AO = /2E /20 . 

= 7 . 07 m k 0 .4 

V' 
b ) A' X' + -"- => '" /i\' :X 2 V /. 1 (S ) 

o o 
",' 

o o 5 O .. 4 
o o o 

0 . 74 rad/s 

c) k m", ' k = 
0.4 

0.736kg = =<> m = --r ( 0.74)2 o "' -o 

V 
d) ó = tan - I o = 

- X
o 

W
o 

tan - 1 S 1 28 rad - (2)(0.74)- - . 

PROBLEMA S: 

M - 5 . 03 kg; m = 0 .01 k g ; V = 37 8 mi s; k = 47 N/m 

a) Como la bala choca y se inc r~sta en e l bloque, tenemos un 

choque totalmente ine llstico, y l a velocidad de l nu evo cuer-

po m+M - 5.04 kg es : 

V = mV - (O.u) (3 78 ) - O 75 / 
o m+ M- (5.03] - . ms 

y es la velocidad inicial del movimiento osci l ato rio que se 

va a efectuar . La posición inicial es cero (Xo = O) . De lo 

anterior, la amplitud es: 

Vo 
V 

= o V wr 1- k 
o 

o 

(m + M) 

I Cm + M} (O 75) ,n;-:1Tj O 245 k = . I ~ =. m. 

La constante de fase: 

.V o 

Xow o 
tan - 1 

Vo 
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- 1 
= tan 

- 1 TI 
= tan (_00 ) = -Z 

l a frecuencia angu lar: 

_ 1 

t an 

3.06rad/s 

(0.75) 15 . 03 
(O) 4 7 

b) X(t) 0 . 24scos(3 . 06 t- ~) 

V( t) _ (0 . 24s)(3.0 6)sen(3. 06t - I) = - 0 . 7ss en(3 . 06 t- I) 

a := - w~ X 

en t = 1.5s: 

X(l . s) 

V(l.s) 

a(1.5) 

= ü.24scos((3 . 06)(1.5)- I ) = -0 . 24m . 

TI 
= -0 . 7ssen((3.06)(1.s)-Z) = -O . 091m/s 

- w~ X (l. S) = - (3. 06) 2 ( - O . 24) = + 2 . 2 sm/ s 2 

Problema 6: .. 
N 

1
-+ a _ 

max . 
M 

-, 
Mg 

En el punto de máxima elongación del resorte , las fuerza s que 

actúan sob r e el hombre son la normal y su peso(ver la figura) . 
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La ace l eración sobre e l c uerpo es : 

,r·,I;¿o ~---,N~ a = _0 

~·r 

pero si el hombre no alcanza a despe ~a rse de la platafo rma, tc-
-. 

nemas que K • O, ya que en este caso la aceleración que le pro-

duce el peso al hombre es i gual a la acele r ación m5xima que l e 

produce el r eso rte; es decir: 

g • 1\ w2 

o o 

Probler,la 7: 

~¡ • l . 5 kg; en 

1\ (~) 2 = > T . 
o T . mlTl 

mln 

I~ 
2rr/ ¿ ' 4.·ls 

g 

t • O 5 s:)· • + O. 1 5m v V • + 3m/ s ., T o • 2 s . o .1 o 

a) De l as condiciones iniciales de l problema . 

0 . 97 m A .h V
2 

= 2 + -2... 
o w 2 

2 ( 3) 2 
/(0 . 15) + 

(2rr) o 
o 

To 

y: t 
- 1 (3. O) an - 2 

(0. 15)(i·1T
) 

o 

-1 (3)(4)_ 
• t an -10 . 15]4J¡7 ~ -1.11 rad. 

21T 21T / W
o 

• r- • 2' • TI = 3.14 rad s 
o 

k = Mw~ = (1. 5) (3 .1 4) 2 • 14 . 97 N/m 

, 
b) La posición, velocidad y aceleración son: 

x( t) = O. 97cos(3.14t - 1.11) 

v(t) = -(0 . 97)(3.l4)sen(3 .14t-1.11) = -3 . 04sen(3 . l4t-1.11) 

a • - w~x = -(3 . 14)2 x 

y en t = l s , se t iene : 
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x(l) = 0.97 cos(3. 14-1.11) = -0.43m 

v(l) = -3. 04sen(3 . 14-1.11) = - 2 . 73m/s 

aO) = - (3.14)'x(1) = -(3.14) '( -0.43) = +4 . 24m/s' 

c) La energía potencial en x = O.lOm es : 

u = lb' 
2 

= 4(14 . 79) (0. 1 )' 0 . 074J 

La energía mecánica : 

E l.kA~ = t (14 . 79) (O . 97) , 6 . 96J 
2 

y la energía cinética es : 

K = E-U = 6. ~ 6-0.074 = 6.88J 

Problema 8: 

T. = 45 cuando g. = 9 .8m/s' 

Prime r o , t en emo s que encon trar e l periodo c uand o g = 9.7Sm/s·, 

es to es: 

T 2¡¡ / f ' pero T. 

4¡¡' T~ 
= g 47 g. = 

= T = í"g;T - /9 .8 .¡~o- ~ 
g ~ . 7J 

(4) = 4.015 

Para encontrar el atraso, neces itamos . mul t i plica r la diferencia 

de osc ilacion es que existen por el período de l rel oj correcto. 

No. osc. (Reloj correcto)= S ~:as = 432~~Os = 108000 osc. 



No. osc.(Re l oj qu e se atrasa) 5 días 
T 

432000 = 107730.67 osc. 
4.01 

ó oscilacione s = 108000 -1 07730 .6 7 = 269 . 33 oscilaciones 

El tiemp o de a traso es en t onces : 

(269.33)(4 s) = 10 77.3s 

Probl ema 9: 

N = 1 kg., L ~ 1. 5m., R=0.30m., m = 4 kg . 

2 L 4 

I 
I 
! 
I 
! 
! 
I e 
! 
I 

+ X (M+ m)g 

I 
I 

a) Para la resolución de ' es t e problema, consideremos que l a va­

rilla tiene una longitud total L y que el pedazo que le fa l­

taría a la esfera es de masa despreciable, para considera rl a 

sólida. 
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E.l C.M. de la varilla con respec.to al punto O y sobre el eje 

x de la figura, es: 

y el de la esfera: 

el centro de masa del conjunto es: 

(1) (Y)+4 [i-O . 5) 1 = 

5 
0.75+4.5 

5 l.05m 

El momento de inercia del conjunto con respecto al punto O es; 

= 0 .75+20.384 ~ 2l.l34kg-m' 

La ecuación de movimiento es: 

la = T 

don·de a = 
d 2 e 
atT y T = -(M+m)gsene 

= -(5)(9.8)sene = -49sen e 

para oscilaciones pequefias, sene=e y entonces: 

d 2 e (21.134) dt2 = -4g e 
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=> 
d'6 49 
Qt7 + 21.134 6 = O 

d'6 <J.t:T + 2.326 o Ec. de movimiento. 

b) De la eco de movimiento, la posición y la velocidad angular 

del péndulo en función del tiempo son: 

6 (t) = 6 COS (w t + 6 ) 
o o o 

Como S(t = Os) = 15 0 Y lI'(t = Os) O, entonces: 

En la posición de equilibrio el péndulo a lcan za su máxima ve­

locidad angula·r, la cual está dada por: 

¡w ¡ = S w máx o o 

Por lo que, la velocidad del C.M. en la posición de equili­

brio es·: 

= S w X = 0.419 mis 
o o cm 

ya que el C.M. describe un a r co de circunferencia de radio 

Xcm con centro en el punto O. 
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el La longitud del péndulo simple equivalente es: 

21.134 
~ 

(S) (1. 05) 

Problema 10: 

~ 21.134 ~ 
5.25 

L 

4 . 03m 

\ 
'......----.M· ~ 

-> 
Ng X 

El conjunto as! formado en la figura es un péndulo compuesto y , 

(1) 
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Necesitamos calcular el momento de inercia de la esfera respe~ 

to de O y el C.M. de la esfera con respecto del mismo punt o O. 

El momento de inercia es: 

=:> lo = 1. 036kg-m 2 

El centro de masa es: Xcm = 1m 

=> De (1) : To / 1. 0.)6 
2n (1)(9 . 8)(1) 2.043s 

b) La l ongitud del péndulo simple equivalente es: 

L = lo 
MX cm 

1. 036 
= (1)(1) = 1.036m 

c) Para el péndulo original, 

donde Lo es la longitud del péndulo (1.036m). 

Cuando se acorta el péndulo, se tiene: 

T = 2Tf~ 
g 

=> T = /Lo-0.02 
Lo T o /1.016 (2.043) = 

1.036 
2.023s 

Ahora, procedemes como en el problema 8 . 

N° osc. (Reloj original) 24HRS 
= = 

To 

86400 
2 . 043 = 42290.749 
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N° osc . (Reloj acortado) = 

lIosc . = 418.099 

Tiempo de ade l anto: 

(4 18 . 099)(2 . 043) 

24 hrs 
To 

86400 :: = 
2.02"3" 

854.175. 

42708.848 

d) Para e l p~ndu l o origi nal con go = 9 . Gm/s' se tiene: 
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To 

j c uando g = 9 . 9m/s' 

T = 2rr/ Lo 
= 

g 
= T / RE.. 

° g 

entonces: T = (2.043)/~:~ = 2.0335. 

N° (g= 9. 8m/ s ') 24 hrs 86,4005 42,290.749 os e. To 
= 2.0435 

N° osc. (g-9 . 9m/s') 24 hrs 86,4005 42,498.79 = T = 2.0335 = 

El ti e mp o de adelanto es: 

(lIN°osc.) To = 1 (42,29 0 .749)-42 ,498. 79)1 (2 .0435) 

= 42 4. 95 



Pr.oblema11 : 

al Para que la esfera ruede sin r esba lar, debe actuar un a 

fuerza de fricción dinámica como se mues tra: 

-, 

, V I 

x""*i 

+ 
a 

cm 

; ; > , > 

~ Pdsición de equilibrio 

+ + 
Por lo que f y a cm tienen la misma dirección y sentido. 

Por 2a. Ley de Newton tenemo s en t onces: 

fr + f 

pero: fr ~ -kx = -kx + f ~ ma 
cm 

Por el análogo rotacional de la 2a. Ley : 

-fR = la 

ya que la fuerza del resorte no ejerce nin guna torca . 

Como la esfera rueda sin resbalar: a cm = aR 

además: 

fR f 
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·Por lo anterior 2 -kx--Ma = Ma S cm cm 

La ec o de mo vim ien t o es : ls~ ¡a +kx; O cm 

d' x o también: dt' + 

b) La frecue ncia angular es: w., ; 

=.> k 2 871 ' ~¡ 
:; :; 

5T3 
39.48N/ m 

c) La ene rgía mecánica del osc ilador en la posición de equili-

brio ese 

y ' 
; 1v.y' + 1 (~lR') cmeq 

2 cmeq 2" S RZ 

; .2.Mv' 1 0" cmeq 

Por lo que la velocidad máxima del C.M. de la esfera es : 

Ycmeq ; Ji ~ Xo ; O.4Sm/s 

Problema 12: 

a) La amplitud decae con el tiempo: A(t) ; Aoe- Yt . Después de 

10 osci laciones t ; 10r, donde r es el período del oscilador 

amor tiguado; entonces: 
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Problema 13: 

1.5°; A. = 2° 
1 

10Yf 

= ~0.0144)2 = 3.l4lSnid/s 

a) Puesto que el sistema hombre s + automóvi l está en equilibrio , 

-,. k = ~!Hg = 
x 

(300)(9.8) = 
0.1 

y el período de oscilación es: 

29400N/m 

Al igual que e n el problema anterior, el tiempo 

que tra nscurre en e s e decaimiento es: 

t = sr 

dond e r es el período calculado en (a), entonces: 
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Af 
- SYT 

; A.e . 
~ = 10 ; , 

eS (1.1)Y 

=<> 10 5. Sy e , despejando y , se tiene: 

y ~ nlO 

s:s ; 0.42rad/s 

Problema 14: 

a) T ; 1/2y , Y tiene unidades inve rs as de segundo (ver problema 

13) Y T tiene las unidades ·de seg undo . 

b ) La amplitud decrece e n el tiempo como: 

A( t) ; A 
-yt t e pero 

o 

1 - O . S =<> A(T) = A e -2 A e o o 

= tf = T(2~n2) ; 1.39T 

T ~= 1 
2Y 

= 0.6lA 
o 

= 1 ~n2 
y 

d) y«w o ' La posición y la velocidad del oscilador armónico 

amortiguado son: 

ycos (wt + a) « 1 
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Cl ~ 6 

X(t) : Aoe-Ytco s (wot+6) 

V(t) = -Aoe-Ytwosen(wot+6) 

Las energías potencial y cinética son: 

u = ~kX. Z= ~2 ,., zoX z 1 z AZ - 2Yt z( ') ¿ w = 7mwo oe cos wo t+u 

lmv2 1 2 2 - 2Yt 2 ) K = 2 = ZmAowoe sen (w o t+ 6 

y la energía mecánica es entonces; 

_ lmA2 2 -2Yt 
E = K+U - Z owoe 

pero, = iy , entonces t ambién P El, _. 

Problema 15: 

a) Para que las oscilaciones sean con amplitud máxima, la fre­

cuencia debe ser la de resonancia: 

= 

b) La amplitud es: 

I(W~_y2)_y2 = Iw 2 -y' 

= /~-y' =/11'_(0.8)' = T . 

25 
"50 

3.04rad/s 

I [ (3 . 24 )2 -( 3. 04 F ]2+ 4 (O . 8)2 (3. 04) • 
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donde :, w
f 

= wR 

Probl ema ~6: 

T = ls 

a) La amplitud d ecae en 'el tiempO~omb : 

b) 

A(t) = A, e- yt 
1 

Si la amplitud decae 1/ 2 de su veloci.dad inicial (Af = A/2), 

entonces el tiempn que transcurre es: tf = 10T, donde T es el 

período del oscilador amortiguado, entonces: 

A A· -lOyT - , lA 
f = i e ~ 2 i 

Despejando y, se tiene: 

y = 1 
1O'l'R- n2 = 1 

lO(2) -'. n2 
1 0.0347rad/s = W9.n2 = 

(211) • W = t w" - y2 = w· = w2 + y2 = + y' o o T 

W· = 11- + lU.0347)2 =9.8708 . 
. 0 

Wo = 3.1418rad/s 

c) Del problema 14 se tiene: 

Ei = imw!(Aoe-yti)· 
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perot f = ti + 10T, entonces: 

Ef = E.e- IOYt 
1 

Ef 
= 

-IOyt 
= 

-iO(O.0347) (2) 
= 0.4996 r. e e 

1 

d) La frecuencia para q~e la amplitud sea máxima, es la .de re-

sonancia: 

= 1(3.1418)2-2(0.0341)2 = 3.1414rad/s 

e) La amplitud es: 

B = max .. 1[(3.1418)2-(3.1414)2]2+4(0.0347)2(3.1414)2 

Bmax = 0.4587m.; con wf = wR 

Problema 17: 

a) b = O; como el sistema está en equilibrio, la tensi6n en la 

cuerda es igual al peso del bloque m': 

T = m'g 

además, la suma de fuerzas sobre el bloque m es tal que: 

T-kJc o = O 

donde xo es la elongación inicial del resorte . De lo ante-

rior, se tiene: 

m'g = +kxo 
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=:> Xo 
= (0.5)( 9 .8) = 

10 0 . 49m . 

y además la velocidad del bloque m es inicialmente cero : 

Vo = O 

Como tenemos las condiciones iniciales del probléma, podemos 

calcular la amnlitud y l a constante de fase: 

= 

y: <1 

= 

1(0 49)2+(1)(0) = 0.49m . (10) 

- 1 V - 1 = tan ----~ = tan -O = 
Xo o 

Orad. 

frecuencia angular: w~ 
k 10 = - = = m T 10 => Wo = IIO= 3.1623 rad/ . 

Período: To = 21T 21T 1.98695. = = wo lID 

b) b = 2 . lkg/s; la constante de amortiguamiento es: 

y b (2.1) 1.0Srad/s = 2m 2 (1) = 

y entonces, la frecuencia angular es: 

= 2.98rad/s 

y: T = 21T _ 2 1T __ 
W -~ 2.11s 

146 



c) La amplitud decae en el tiempo como: 

A(t) 
- yt = Ae ; en t = O se tiene A(O) A 

o 

• - yt 
:. A(t) = Aoe , 

. y después de 3 oscilaciones (t = 3T) tenemos: 

A(3T) = A
o
e- 3yt = (0.49)e- 3(1.05)(Z.11) = 0 . 00064m 

Problema 18, 

k = 1000N/m; T
o 

=0.85 

a) La amplitud decae en el tiempo según; 

A(t) = A.e- yt 
l 

si en el tiempo t 18s decae a una octava parte de su va-

lor inicial, entonces: 

despej ando y, se tiene: 

1 Y = ~~n8 =0.11S5rad/s 

y: b = 2ym. 

pero necesitamos conocer la masa del cuerpo que se encuen-

. tra oscilando. Puesto que conocemos la constante del resor­

te y el período de oscilaci6n (arm6nico simple) entonces, 

k m = = 
~ o 

k 
(211/T o F 

(1000) (0.8) 2 = 
411 2 16.21kg 

y luego: b = 2ym = 2(0.liSS) 06.21) = 3.7448 kg/s 

147 



b) Fe = 21N, Tf = 1.255. 

frecuencia angular : wf 211 211 ::. = = 
T f .r:zs 5.0265rad/s 

y: B = ;:.:: __ ===F=e/:=m===_ = -;::=========21::/:::16::.::2::1 ============= 
/(W~-Wf)'+4Y'Wf 1[(7.8540)'-(5.0265)')'+4(0.1155)'(5.0265)2 

=<> B = O.0374m. 

c) La frecuencia, es la de resonancia: 

= 1(7.8540)2-(0.1155)2 = 7.8532 rad/s 

y la amplitud: 

B = Fe/m = 
21/16.21 

max 
¡(W~-Wf)' +4Y'w/ /[(7.8540)'-(7.8532)')'+4(0.11551\7.8532)' 

=B max 
= 0.714lm: con wf = wR 

Problema 19: 

k = 250N/m ; M = 50kg. 

a) La frecuencia es: 

W. = If = /VOO 
= 2.2361rad/s 

y: To = 
W. 

211 211 ::: = 2.2361 2.80995. 
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b) La amplitud decae en el tiempo como: 

A(t) 

si la amplit~d decae a 1 de su velocidad inicial en S oscila 

ciones (5T) ent onces 
-5yT 

A. e ; donde T 
1 

27f es el 

periodo del osci l ador amor ti guado; despejando Y, se tiene: 

000 0.0986 rad/s 

y b = 2yM 2(0 . 986)(50) = 9 .8 6 kg/s 

e) La energía in icial es: 

1 , 2 -yt. 
Ei = 2~!oooA o e 1 

y l a energía final (después de un t iempo t 5T) es: 

1 
-yt . -y(5T ) 

·u 2A' 1 T''!Wo oe e 

donde ti lo hemos considerado en cero segundos. 

Falta por conocer la amplitud Ao del oscilador cuando era no 

amortiguado, para ello haremos uso de las condiciones inicia 

les que son: 

para t = Os: Vo = Sm/s 

y Xo = O 
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= Ix~+~ . 
wo 

= Vo = 0---.,.:,,5 r,.-,-
wo 2. 2361 - 2.236m. 

De donde: 
-(0.0986)(5) 211 

Ef = ~(sO)(2.2361)'(2.236)2e v'(2.2361)Z-(0.0986)2 

=> Ef = 31.2407J 

y la energía inicial eS: 

Ei = }(sO)(Z.Z361)'(Z.Z36)' = 125.0036J 

la pérdida de energía es finalmente: 

d) Fo = lsON; la frecuencia es la de resonancia: . 

W
R 

= Iwl-2Y· = 1(2.2361)2-Z(0.0986)· = Z.2317rad/s 

. y la amplitud correspondiente: 

=:> Bmax = 6.8l01m. · 
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