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PRESENTACTION

El presente trabajo es la recopilacidén de las experiencias de los
profesores del Area de F{sica, en la imparticién de la Unidad de
Ensefianza Aprendizaje '"Dindmica', durante un tiempo considerable

(nc menor de cuatro afios).
Los propbsitos de este trabajo son:

Proporcionar a los alumnos una gufa rdpida y completa sobre el

contenido de la U.E.A.

Ayudar al profesor en la imparticién de la U.E.A., particular-

mente en la realizacibén de ejercicios y problemas de la misma.

Uniformar el contenido de la U.E.A. y por tanto el aprendizaje

de los alumnos de los diferentes grupos de dicha U.E.A.

Auxiliar a los alumnos en su preparacién para presentar las eva
luaciones tanto parciales como globales o de recuperacién de Di

nimica.

Para lo cual, el trabajo estda integrado de acuerdo con las Unida-
des del Programa Oficial de la U.E.A., y en cada una se incluye
un resumen del contenido de la unidad y una seleccién de proble-

mas con sus soluciones.

Diciembre de 1986.

. 5,






1. RESUMEN DE LA UNIDAD I. DINAMICA DE UN SISTEMA DE-PARTfCULAS

-lfl CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS:

Definicibén: Momento lincal de una particula.

Si respecto de un S.R.* dado, la velocidad de una particula
de masa m es v = v (t), se define el momento lineal, o vec-
tor cantidad de movimiento de m, al tiempo t, como:
>
Pz v
Observacién: Segunda Ley de Newton-para una particula.
“"Si sobre una particula actfia una fuerza neta F, se cumple

que

ar _ .
IF - F
Donde P es el momento lineal de la particula al tiempo t,

respecto de un S.R., inercial'.

-
Definicién: Momento lineal de un sistema de particulas.

Si al tiempo t, los momentos lineales de n particulas son
-+ -+ e . ’ ) :

Pis P2,...P,» S€ define el momento lineal P del sistema, al
tiempo t, como:

P zpy + Pat...p. = D
n 1

= S

i=
Observacidén: Ecuaciédn dc movimiento de un sistema de particu
las.,

"Si n particulas se mueven respecto de un S.R. inercial de

-

* S.R.: Sistema de Referencia.



tal forma que sobre ellas actlian las fuerzas siguientes:
.
Fi es la fuerza externa que actfia sobre m. .

ﬁki es la fuerza interna que . cjerce sobre m. .

Entonces se cumple que:
ap _ 7 ”
at = Fext 7 Pint

n
-+ . -
Donde: P = I p; es el momento lineal del sistema,

i=1
+ n +
Fext =i51 F. es la fuerza total externa que actGa so-
. n n N
bre el sistema, y F, . =i§1E”5§i F; es la fuerza
1

total que actGa sobre el sistema’.

Caso particular:

Si las fuerzas internas cumplen con la 3a. Ley Newton, se tie

ne:
?ki = _fik’ para k,i= 1, 2,..., n, con k % i
por lo tanto: ﬁint =0 Y entonces:
b _ 7
dt ext

Definicidén:Centro de masa.

Si respecto de un S.R. dado, las posiciones de n particulas
- -

-
Mi, Maye.oy M) SON T, Yy,...,T al tiempo t, se define 1la

posicién del centro de masa (C.M-)del sistema como:

n

N
- - " ImyTri n
r - M1 + M,T, +...+mprpy _ 1=1 - 1 5 oms T
mp; + m, +,..+ m il M. 171
o 1=1
Im: -

i=11



Observacidn: Algunas propiedades geométricas del C.M.

i) E1 C.M. de un sistema de dos particulas m, ¥y mz ¢s un punto
de la recta que pasa por las dos particulas, y estd colo-
cado en el segmento de recta que las une.

ii) La distancia del T.M. a las particulas es inversamente
proporcional al valor de las masas.
iii) La posicidn del C.M. de dos sistemas de k y n particulas

respectivamente, estd dada por:

- i Mr (k) Mﬁrcm(n)
cm Mk + Mn
donde:
N 1 k N k
r (k) = &~ L m.rt con M, = I m,
cm Mk je1 11 k4ot
y:
s ko k
T _(n) = = L m.r. con M = [ m.

Significado fisico del C.M.

Para un sistema de n particulas se tiene:

P = My
Ccm

Por lo tanto:

dP _ v dVem - a2 -
a? ME! t Macm ﬁext

Observacifén: E1 C.M. se comporta como si toda la masa del siste
ma de particulas estuviera concentrada en dicha posicién, ac-
tuandg sobre €1 todas las fuerzas que acthan sobre el sistema
de particulas. De lo anterior, se dice que el C.M. describe

la parte traslacional del movimiento del sistema de particulas.



Caso particular: Conservacidédn del momento lineal.

-+

Si el sistema estd aislado, Fext = 0 y entonces:

Y Veq = CTE

O+

= 0 y P = CIE o Am =

Ljemplo: Choque de dos particulas aisladas.

En ¢l choque se conserva el momento lincal total.

a) Choques elisticos en una dimensién.
Definicidén: Un choque elistico es aquel en que se conserva
la energia cin&tica total.
De la conservacidén del momento lineal y de la energia ci-

nética (ver Fig. 1) se tiene:

> _ m,-m, = Zmz >
v = _—l._2 .ot =2 .
1 my+m, 11 m,+m, 21 — = —3
L v - v
Vi 2] 2f 1£
- -
v - 21’]’11 -\F 4 Mo-my; > .
1 T+, 11 mi+m, 21
-
2 Vai
Antes del chogque: @ » @ >
I, Iy
> -+
V1= Va2
> > >
£ F *
Durante el choque: < 21 é%?%%? 12 » F21= -Fi2
m O,
-+ -+
) Vlf sz
Después del chogque: @—» @—-
T m
1 2

Fig. 1



b)

Choques inelasticos.

Definicién: Un choque ineldstico ¢s aquel en gue no se CON-

serva la energia cinética total.

Caso de interés: Choque complctamente ineldstico.
Definicidn: Un chogue completamente ineldstico es aquel en
que las particulas se mueven juntas después de la colisidn.

De la conservacién del momentc lineal (ver Fig. 2) se tienc:

- -
BN W || SR
my + m; 11 my + M, 21

N S
Vl. Vz.
, i i
Antes del choque: @____, @__,
m] : I‘.\z

- -
V1T V2
—_—
Durante el chogue: 21 12 Foi= -%y,
my; Ty
-
Vo
Después del chogue: % £
En dos dimensio Y
- » Y o
nes:
-
vli
I - m, + m
1 Desrués (my 2)
entes del cho > del
que X choaue
S i
& f
i)
Fig. 2

"
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1.2 CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Definicién: Momento angular de una particula.

Si respecto de un S.R. "0" dado, la posicidn y el momento 11

neal de una particula m son T y E al tiempo t, se define el

momento angular ¢ de m, respecto a ""0" al tiempo t, COmMO:
=7 xb

Es declir: Ei}, ELE Yy 2 = rp sen ©

y el sentido de 7 esta dado por la regla de la mano derecha

(ver F1g. 3).

Definicién: . Momento de una fuerza o Torca.

N
Si sobre m actfia la fuerza F, se define la torca ?.que actla

sobre m, respecto de "0' como:

-

-+ >
T =71 X F
Es decir ?1}, TP y 1T = rF sen 8, y el sentido de T estd dado

por la regla de la mano derecha (ver Fig. 4).

A 3




Fig. 4

Observacién: Segunda Ley de Newton para una particula, en
términos de los vectores momento angular y torca.

Si respecto de un S.R. inercial "O" el momento angular de
una particula m es z y sobre ella actfia una torca ?, respec

to de "O'", se tiene que:

ai _ -
Eﬁ:--"l’

Definicibén: Momento angular de un sistema de particulas.

Si respecto de un S.R. "C" dado el momento angular de n par

- -+ -
ticulas son: %, Iz,..., Ir’ se define el momento angular

i

total del sistema, respecto de "0'", como:

t=§:1+fz +,,_E =

1S

[ o
o

i

13
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Observacién: Ecuacidén de movimiento del sistema de particu
las en términos del momento angular.
Si el sistema de particulas estd sometido a la accidn de las

sigulentes fuerzas:

> .
Fi es la fuerza externa que actla sobre ms s
> . -
Fki es la fuerza interna que m, €jerce a m.,
con i,k =1, 2,...,n, 1 % k
entonces:
> n n
d L > > >
= = T + ) r. X F, .
dt ext 1=1 k=§ 1 ki
k*i
donde
-> n >
T =. ¢ r. x F.
ext 1=1 1 1

Caso particular:
Si las fuerza$ internas cumplen el "enunciado fuerte' de la

3a. Ley de Newton, es decir, si:

> > > . > >
Fi = Frg ¥ Fy HOp - 1) HFs
entonces:

n n - > -

z z Ty X Fki = 0, y por lo tanto:
i=1 k=1

ki

dt b
dt ext



Caso particular:
Conservacidn del
las.

Si un sistema de

nas, es decir:
.

T
ext

Entonces: di.

dt

momento angular en un sistema de particu-

particulas se encuentra libre de torcas exter

% 61 = CTE

15
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1.3 DESCRIPCION DINAMICA DEL MOVIMIENTO DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

La descripcidn del movimiento de un sistema de particulas, res-
pccte de un S.R. inercial 0", se cfectla de acuerdo a las si-
gulentes etapas:
i) Descripcidn del movimiento del C.}M. respecto de "0O'.
ii) Descripcidn del movimicnto del sistemua de particulas res-
pecto de un S.R. colocado en el C.M.
1i1) Uso de las relaciones de transformacidén de los diferentes

parametros dindmicos respecto de "0" vy del S.R. decl C.M.

1) Movimiento del C.M. respecto de "0",

. . -
E1 C.M. se mueve con aceleracién a.. dada por:

¥
3 = ext

cm M

De tal ferma que su velocidad y posicién se pueden obtener

COmo :
t
- - 3>
Ven(8) = Voo * J dcp Ot
0
t t t
> + + > >
T t)=1 + =
Vi T (85T g Jvcm(t)dt Temo Vemot +J J cm 9T| 9t
o o |o
Donde: v =V = - = 7 =
mo Vem(E=0) ¥ Temo Tep(t=0)



ii) Movimiento de un sistema de particulas respecto de un
S.R. colocado en el C.M.

a) Posicidn de las particulas:

b) Velocidad de las particulas:

L -+, _ﬂ n -+ -

PyoT MV g Eomvy oo vy

k=1
n n n
- -+ i - -+
P = I p! =& z T m,m (v, - v =0
i=1 1 Moy ey LK1 K]
itk

d) Momento angular de las particulas y momento angular

total
Bro= T x E' = 1! x {(m. v!)
i i i i 1 1
- n n
==k T fomm (T.-T.) x (V.-v,)
M 521 k=1 J kY1 7 1 'k
i¥j,1#k
. n n n n
[rv= 11 - %— P Dmmm (P70 x (V7))
i=1 i=1 k=1 k=1 J 1
1$j,1%k

17
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e) Torca actuando

*y - T _’.q = pay - !
T rooX Fi T! X (mial)
n n
_ ml - _—>- _
=2, L Tomgm(ryory) x o (a;may)
j=1 k=1
ifj,ifk
i > _F
- = 21 = Ik
donde: a ~ Yy ay m,
1 <
I Il Tt n
Tro= § 7! o= %T £ L om.m mk(rl-?j) x (a
i=1 ! i=1 j=1 k=1
i$j,ifk

sobre cada particula y torca total:

f) Energia cinética de las particulas y energia cinética

g)

h)

total.
n n
1 1 my > > > >
k' = s m.v!? =5 2 ¢ LImm (v.-v.)-(v.-v)
2 11 Z M j=1 k=1 j k1 7] ik
i$j itk
n n n n
l -+ > > 35
K' = ¢ k! = z z Em.m.m (v.-v.)-(v.-
j=1 1 2M i=1 k=1 k=1 1 J k1 75 i

i}j,itk
Ecuacibn de movimiento:

n
-+ - -
.= 1 J =
Tt~ " oext’ donde ' . § T

Conservacién dcl momento angular.

Respecto del C.M., el momento angular total se

Vk)

conserva,



es decir:

' = CTE

si las fuerzas externas ?i son tales que:

Caso de interés:

m.
1

Para dos particulas:

a') Posicién de las particulas.

b')

- my -
Ty = ——2 (-1
1 my+m, (-T12)
-+ -+ -+
donde: r,; = r,-T,

LT = My i
; 2 WL, 12

Velocidad de las particulas.

-+ m -
Vi = ——2%2 . (-v
1 e, 12)
- - -
donde: vy, = V.-V,

Momento lineal de las
e _ 12y _ > .
p1 - mlvl = TUVa2 »
donde: _]:. = l_ + _l__
mj Iy

es la masa reducida.

Pl b+ D)

" -+
v V2 5 o Vi

particulas y momento total.

T o Ty _ 2
P, m, v, = pv,,

m,m,
My +m,

-
= 0

d') Momento angular de las particulas ¥y momento

tal.

angular

to~

19
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-

—)-' --P' —b-' 2 - Y
£1 =1, X p; = Tmitm, Ti2 X HVai2
-+ -+ -+ my 5 -+
= ! L L S X UV
&, r, X P, mirmz Ti2 HV12
-+ - - - -+ -
L' = £, + 2, = T2 X {HVyp) = HT12X Vi

e') Torca actuando sobre cada particula y torca total.

2

-+ -+ m.ms5 -+ -+

[ ' [
N (S L
T x, %l mzmi ; % 5
T2 r, X Iy (m,+mz)2 12 1

+ +

donde: 3 a A, con &, = F, a, = L1

onde: a;z = a8z ai 2 M, Y 1 m,
-+ -+ - - + -+ -

' = 7] 4+ 1) = 112 X (ud12) = WuTriz2 X a12

- . = P ]
f') Energia cinética de las particulas y energia cinética

total.
I - 1 - 2 1 m1m§ >
h; =5 = W1V; =3 (m, +ms )2 | 12|

1 1 mim -
k; = 3 = mzvgz = 5 _TET%E%TT |V12|

-+ -+ -+
donde: |[Vyz]% = (V2-Vi) (V2-Vi)= vi,
K' = kr + kv = l Vz

iii) Relaciones de transformacién de los parametros dindmicos
respecto de "O" y respecto del C.M.
Los parimetros observados desde el C.M. se denotarin con

una prima (') y respecto de ”O”,-sin prima.



a) Posiciébn de las particulas:

-+ -+ &+ -+ -+ C
r! =r. - r 6 T. =1 _ + 1!
i i cm i cm i
b) Velocidad de las particulas.
- -+ + - -+ -+ >
vi = v. - v & V. =TV £ y!
i 1 cm i cm i

c) Momento lineal de las particulas y momento total.

D! o= p m.v 4 D. = m.V + D!
P Pj i cm Pi 1 cm pi
-+ - - >
=P - My 6 P =My + P
cm cm
> > ng
como P = Mvcw entonces P' = O
[}

d) Momento angular de las particulas y momento angular

total:
. ___—»’l +, - - > -+ _
I1 Ii X Pj (ri rcm) X (pi mivcm)
I+ = 1-T 6 7T =1 + Lt
- “Hem © T Yem
+ -+
donde: LCm = T X (MVC )

e) Torca actuando sobre cada particula y torca total

>, _ +| - > -+ &
' =1r! x F! = (r, ~ 1 x (F. - m.
. Ty 1 1 ( 1 Cm) ( i 1a cm)
et 6 Tei o+t
cm cm T
N -+
donde: 1 =T x F
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f) Energfa cinética

total.
k] = % mvit
K' = K - Kcm
donde: Kcm

de las particulas y energia ciﬁéticé

(&)Y
-
It
-
+
o

1l
o =
=
<



1.4 ENERGfA MECANICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Definicidén: Estado de movimiento de un sistema de particulas.

Un estado de movimiento de un sistema de particulas es una
configuracidn del sistema definida por la posicidén y veloci-
dad de todas las particulas. Dlor ejemplo, entenderemos al

¢cstado A como:

-

— [
A= WiViad 1= 1,200

Definicién: Trabajo.

. N . . -+
Si soore cada particula, cuya posicidn es r., actda la fuer-

za fl, se define el trabajo-WT (A+B), efecctuado sobre el sis
tema cuando sufre el cambio de estado de A a B como:
B
n i
WT (A=+B) = I F“.dri
1=1
A
-+ -+ -+ -+
donde: A= {riA,le} , B = {riB’ViB}

Definicién: Energia Cinética.

Si la velocidad de las particulas, cuyas masas son mi, Mz,

-

> -+ B ’ . " .
ceMos SON Vi, Va,...V ., Se define la energia cinética del

sistema como:

=
ni
LI o e

Imv
i=1 271 1
donde: v. = |v.|

1 -

Observacién: Teorema del trabajo y la energia cinética. Pa

ra un sistema de particulas se cumple:

23
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Wp (A+B) = K (B) - K (A) = [8K] ,.p
Observacidn: Se tiene que: WT (A»B) = Nint(A+B) + wext (A+B)
B
n > -+
Donde: wext (A-B) = I Fi.dri
1=1
A
5
n-1 n N o
W (A-B) = £ L F,..dr.
int i=1 k=is1 k1 ik
-> > - A
Yt T =Ty - Ty es la posicion de m; respecto de m -

Observacibén: Energia potencial, energia meclnica y conserva-
cién de la =nergia.
Si las fuerzas internas son conservativas, existen funciones

escalares Uik = Uik(rik) tal que;

Wing (A2B) = -[U; (B - Ug( (A] = - (804 Talp
n n
donde: U. = I L 0.
1ot ° 5.7 keiep 1K

es la energia poctencial interna del sistema.

Entonces: Wext(A+B) [AUint]A+B = [AK]A+B

Luego: [AEint]A+B =

Wext(A+B)

Donde: E. = + U,
€ int K Ulnt
es la energia interma del sistema.

S1 el sistema es aislado se tiene:

[AEint]A+B = 0 & Eint = CTE



Si las fuerzas externas también son conservativas, existen fun-

ciones escalares U, = Ui(?i) tal que:

Wext(A+B) - [cht(B) ) Uext(A)] T [&Uext]A+B
n

donde: = U,

conde Uext i=§ i

es la energia potencial externa del sistema. [n este caso se
cumple:

[20oxtlass = [2Einelasp

Luego: [AE}A+B =06 E = CTE
Donde: E = Eint + Uext = K + Uint + Uext

es la energia mecinica del sistema.

25
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PROBLEMAS DE LA UNIDAD I DE DINAMICA

Sean m = 1 kg y m.,= 2 kg 1a masa de dos particulas inicialmente en re-
poso ¥ unidas por una cuerda extendida {figura la) de Jongitud L=0.5 m.

En t=0s se aplica una fuerza constante de magnitud F = 12N sobre m, en

la direccidn de la recta que une a my y m, y alejandose de m.. {a) ¢Cual

2 1
serd la posicidon del c.m. y la cantidad de-movimiento del sistema en los
tiempos t = 0s, 1s y 2s; (b} Responda las mismas preguntas que en {a)

cuando la cuerda no estd inicialmente extendida (figura 1lb), pero las ma

sas estan inicialmente separadas una distancia L.

Dos particulas demasa m, = 2 kg y m, = 3 kg y en reposo, estan unidas
por un resorte comprimido (de constante desconocida K), y se_]eQ,éplica
las fuerzas constantes Fl =6 TNy FZ = 4 7 N como se muestra en ja fi
gura 2. 1la distancia inicial entre las masas es de 0.5 m. Si el movi-
miento se efectila en un plano horizontal sin friccidn, calcular: (a) la

aceleracién del c.m.; (b) la posicidon del ¢c.m. ent = 2s; y (¢) la velo-

cidad del ¢.m. al tiempo t = 3s; {d) en este sistema de dos particulas,

"(Es posible describir el movimiento individual de cada una de las par-

ticulas?.

Dos particulasde masas iguales de magnitud 1 kg, se mueven con velocida-
des iniciales Vli = 5m/s y VZi = 10 m/s como se indican en la figura 3.
Las dnicas fuerzas externas son sus pesos, y no hay interaccidn mutua.
Encontrar: (a) el vector de posicidn del c.m. al tiempo t = 4s; (b) la
velocidad del c.m. al tiempo t = 3s; (c¢) la ecuacion de la trayectoria

que sigue el c.m.; (d) en este sistema de dos particulas, ies posible

describir el movimiento individual de cada una de Tas particulas?.



Dos cuerpos de masa igual y de magnitud m = 8 kg estdn unidos por una barra
rigida de masa despreé?ab1e. Estando inicialmente en reposc, se hallan ba-

R
jo la accidn de las fuerzas F

1= 87 N y ;2 =6 F M como se muestra en la
figura 4. Si el movimiento de Jos cuerpos se realiza en un plano horizon-
tal sin friccidn, calcular: (a) el vector de posicidn del c.m. al tiempo
t =25; (b) e} momento lineal total del sistema al} tiempo t = 5s; (c) en

este sistema de dos particulas, ies posible describir el movimiento indi-

vidual de cada una de las particules?.

Supongamos que una persona estd en una superficie de hielo sobre un tri-
neo en reposo. La masa del sistema {trineo + persona) es M = 150 kg, ade-
mis hay 3 masas de 1 kg cada una, que la persona puede lanzar con veloci-
dad relativa al trineo de Vrel =3 m/s. iComo adquirird mayor velocidad

el {trineo + persona), lanzando las tres masas simultdnecamente con Ve ©

!

lanzando una después de otra con velocidad Vre1? (ver la figura 5).

Una vasija en reposo explota. quebrdndose en tres partes. Dos de ellas,

teniéndo masas igquales, salen volando perpendicularmente una a la otra con
la misma ve]ocidad de 30 m/s. La tercera parte tiene tres veces mds masa
que cada una de las antériores. ¢Cudl es la direccibén y magnitud de su ve-

locidacd inmediatamente después de la explosidn?.

Dos esferas de masa my, = 0.2 kg ¥y m, = 0.1 kg cuelgan una junto a la otra
de hilos paralelos y de igual longitud (figura 6). La primera esfera se
desvia hacia un lado de modo que su ¢.m, se eleva 4.5 x 10"2m y luego se
suelta.. ¢A gué alturas se elevaran las esferas después de chocar entre
si?:(a) si el choque es eldstico y {b) si el choque es totalmente inelds-

tico.
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8.

10.

11.
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Una bola de masa m se dispara con tna velocidad V dentro del barril de

un arma de fuego de resorte de masa M que se encuentra en reposo en una

superficie sin friccidn (figura 7). La masa m queda atorada en el barril

en el punto de midxima compresidn del resorte. No se pierde energia por

rozamiento. <(Qué fraccidn de Tla energia cinética inicial de la bola que-

da almacenada en el resorte?.

Las dos masas de la figura 8 estdn ligeramente separadas y se encuentran
inicialmente en reposo; la masa de la izquierda se dirige hacia ellas con
una velocidad V,. Suponiendo choques elasticos y frontales, (a) Si M = m,

demostrar que hay exactamente dos choques y encontrar todas las velocidades

finales; (b) si M > m, demostrar que hay 3 choques y encontrar todas las

velocidades finales.

Un bloque de masa my = 2 kg se desliza en una m2sa sin rozamiento con una

velocidad de 10 m/s. Directamente enfrente de €1 y moviéndose en Ta misma

direccidn y sentido hay un bloque de masa m, = 5 kg que se mueve con una

velocidad de 3 m/s. Un resorte sin masa, con una constante de resorte k =
1120 N/m, va fijo en la parte posterior de m, como se meectra en la figura
9. Cuando chocan los bloques, <{Cual es la maxima compresion del resorte?,.

Supéngasé que el resorte no se dobla y que siempre obedece la ley de Hooke.

Dos particulas de masas my = kg y m, = 5kg se mueven libremente sobre un

plano hcrizontal sin friccidn con velocidades Vli=5m/s Y VZi = 4m/s, respec
tivamente como se muestra en la figura 10. Calcular: {a) la energia ciné-

tica y el momento angular del sistema al tiempo t = 2s con respecto a 0 y

con respecto al c.m. al tiempo t = 4s,



12.

13.

14.

Sobre dos particulas inicialmente en reposo y de masas my =5 kg y my =

7 kg actian sdlo las fuerzas externas constantes de magnitud F = 30 N
como se muestra en la figura 11. Si el movimiento se efectia en un plano
horizontal sin friccidn, calcular: (a) la aceleracidn de c.m.; (b) la

torca total externa con respecto a 0; y (c) la torca total externa con

respecto al c.m.

Dos particulas de masas my = Zkg y My = 3 kg se mueven Tibremente sobre un

plano horizontal sin friccidn con velocidades Vli = 20 m/s y VZi = 30 m/s,
respectivamente como se muestran en la figura 12. Calcular: {a) las velo-
cidades de my oy m, al tiempo t = 25 y 8s; (b) el momento angular y la
energia cinética con respecto a 0 al tiempo t = 25 y 8s; (c) e1 momento

angular y la energia cinética con respecto al c¢c.m. al tiempo t = 2s y 8s.

Un disco de masa m1'= 0.2 kg choca de frente con otro de masa m, = 0.4 kg
que estd en reposo y unido a una cuerda ligera e inextensible de longitud
ro= 0.5 m fija en el punto 0, como se muestra en Ja figurs 13. Si el movi-
miento de Jos discos se efectiia en un planc horizontal sin friccidn con
Vli = 2 m/s y consideramos el choque elastico, calcular: {a) las velocida-
des de m, ¥y m, inmediatamente después del choque, y la velocidad angular
de m, respecto de 0, (b) verificar que respecto de 0 el momento angular to
tal del sistema se conserva en el choque, {c) éise conserva el momento angu
lar de la masa m, después del proceso del choque?, (d) si en el movimiento
de m2 la cuerda se enrolla en el punto O, calcular su velocidad angular
cuando la longitud de la cuerda es re = 0.2 m, (e} calcular el cambio de

la energia cinética de m, cuando la cuerda varia su longitud de r. a re

¢A qué se debe este cambio?
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SOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE LA UNIDAD I DE DINAMICA

Problema 1:

a) Las particulas m y mpinteractlan a trafés de la cuerda, si
la masa de €sta es despreciable, entonces la fuerza que m,
ejerce a m, es 1gual y de sentido contrario a la que m, ejer
ce sobre m;, por lo tanto el C.i{l. del sistema se mueve con

aceleracién dada por:

¥

> - L
dem” M
Y t=0s
- > N N
mg T$ Ci‘qA-T 7R 2 F: ,
0 xcmo N4 X
I L .
Y‘F t#20s
Vv +
0 T W X
Xem

Respecto de un S.R. como el que se ilustra en la Figura tene-

=
mos F = Ft1 = CTE y por lo tanto el C.M. se mueve con acelera-

cibn dirigida a lo largo del eje x positivo con magnitud:

F 1ZN

fem T mytmp Tkg+2kg 4m/s 2892789
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Es decir ;cm = CTE, por lo tanto el movimiento del C.M. que-

i

da descrito por las ecuaciones del movimientoruniformemente

acelerado, es decir:

a t2. vy t) = v + a t
cm ? cm( ) Clhlg cm

+
o 4=

. t = + v t
ch( ) Xcmo Cg

Las condiciones iniciales de movimiento, respecto al S.R.

ilustrado, scon:

- m(0) + my (L) m, . 2kg )
fem, my + m, my +m; © - Tkg + Z kgl0-om = 0.33m
choz O’ ya que Vi = Vo = 0 en t =0
Luego:

xcm(t) = 0.33m +%(4m/52)t2 = 0.33m + (2m/s?) t=2

Vem = (4m/s?)t

Por lo tanto:

Xeg(0) = x, = 0.33m
Xcp(ls) = 0.33m + (2m/s2) (1s)? = 2.33m
Xep(2S) = 0.33m + (sm/s?) (2s5)2 = 8.33m
‘vcm(o) " Veem T 0

Vea(1s) = (4m/s?) (1s) = 4m/s

vcmfzs) = (4m/s2) (2s) = 8m/s

El momento Ilineal del sistema se-puede obtecner como:



b)

Per lo tanto:

Pr(0) = Mv, = (3kg) (0) = 0
PT(ls) =Mvcm(ls) = (3kg) (4m/s) = 12kgm/s
PT(25)= Mvcm(Zs) = (3kg) (8m/s) = 24kgm/s

En este caso, sea t' el tiempo en que se¢ estira la cuerda,

por lo tanto la fuerza que m; ejerce sobre m, esta dada por:

0] para QO<t<t!

Fio = X
-Ti para tkt

y la fuerza que m, ejerce sobre m; es:

0 para 0O<t<t'
ﬁ21 =

Ti para tkt

Luego ?21 = ﬁ}z para todo t, por 1o tanto el movimiento del

. e
C.M. queda descrito por la ec. Macm = ﬁext'

Asi los resultados son los mismos que en (a).

Problema 2

a)

La interaccién entre m; y m, ocurre a través del resorte,
por lo tanto las fuerzas que se ejercen entre si cumplen la

3a. Ley de Newton; luego el C.M. del sistema se mueve con

aceleracién dada por:

ﬁ -+ -+
> _ “ext _ F,+F,
cm M My +my
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Respecto del S.R. ilustrado en la Fig.
Fy = Fi1 oy g2 = F,J
Entonces: a = fii*tF,J
cnl m1+m2
: = Fy 6N _ 2
¥ acmx m1+m2 2kg+3kg 1.2m/5
= FZ = AN = . 2
Scmy ~ Ty m, = Zkg+3kg - 0-8W/s
b) Se observa gue ;cm = CTE, entonces:
T _(t) =T + ¥t + 13 e
cm Cllo Clilo 2 cm
iT: = 1 2
Es decir: xcm(t) Xeme vcmxot 5 acmxt
Yy (t) =Y v t + -].'. a t2
cm CMo Cmy o Z “cmy
. _ m(0) + m,(dcos45°) _ m,
Donde: X e MotT, T
- 2kg o _
= 7Kgrikg (0.5m)cos45° = 0.21 m
. m({0) + m,(dsena5°) by
yC'l'l'].o
mj +m, my +Mmo
_ 3kg o _
= 7EE¢§FE_(O.5m)Sen45 = 0.21m
Como las

>
enton v
onces cm

. 6, luego v =

particulas se encuentran inicialmente en reposo,

0 v v
CMmXxo CllY o

2 tenemos:

dsen45®

0, luego:



d)

+

xcm{t) = 0.21lm

= x_ {t=2s8) = 0.21m + (0.6m/s2) (2s)2 = 2.61m.
cm

+

ycm(t) = 0.21m

%—(O.Bm/sz)t2 = 0.21m +

=> ycm(t=25) = 0.21im + {(0.4m/s2)(2s)2 = 1.81nm

s, T .= - N
Asi: rcm(t 25)=(2.61m)i1 + (1

N
Como acm=CTE, entonces:

v (t) = a t = (1.2m/s2)t

cmx cmx
= = 2

vcmy(t) acmyt {(0.8m/s2)¢t

Luego: vcmx(t=3s) = (1.2m/s?

= = 2

chy(t 3s) (0.8m/s

]

£ - e -
Asi; ch(t 3s)

No, porque se necesita conoccer k y la deformacibn

del resorte.

.81m) ]

decir:

) (3s)

3 (3s)

3.6m/s

2.4m/s

(3.6m/s)i + (2.4m/s)j

Z(1.2m/s2)t? = 0.21m + (0.6m/s?)t?

(0.4m/s2)t?

inicial
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Problema 3:

El C.M. del sistema se mueve con una aceleracidn dada por:

>
-r - jEext + Fext
qem M Zm
y I
v
Clio
C.M.
Tt ;
2 | em . Ven(t)
l rcm(t)
0 | \ X

Respecto del S.EK. ilustrado en la figura se tiene:

Por lo tanto, la velocidad y posicién del C.M. son:

bV t) = v e s - = > 17 2
= v + a t T t) = 71 + + 1
cm( ) CMo cm ? cm( ) cmg Veme © 280t
o+mh h

- mo+m
Donde: 1 = ——7——1 = =5

CMo m 2j

.1t . .
. ) mvy .1 mvzlj_ Vii oo . Vai
CMo Zm 2z 1 7 J

TV (t) =v1i _ _v21
cmx 5 CTE, Vemy T Tz - &t
- 11 _h vz' 1
Xem - 700 Yem - 27 Lt 'thz



Sm/s

a) xcm(t=4s) = = (4s) = 10m
' \ 10m _ 10m . .
ycm(t=4s) = S f—iﬁi (45)-%(9.8m/52)(45)2 = -53.4m

,b)

d)

entonces: r {t=4s
otemtTT s)

(10m)I-{53.4m)jJ

Sm/s

Vo (£=38) = 2752 = 2 5m/s
10
chy(t=35) = g/% -(9.8m/S)(35) = -24.4m/s

La ecuacidn de la trayectoria en términos del pardmetro t es:

Xeplt) = 2.5t ycm(t) = 10 + 5t - 4.9t?
o eliminando el pardmetro t en las ecuaciones tenemos:

y = 10 + ZXC

cm m

- 0.78x2
cm
que es la ecuacién de una pardbola en el plano x-y

Si es posible, puesto que no hay fuerza de interaccidén entre
ellas, y por consiguiente se puede aplicar la 2a. Ley de

Newton a cada particula individualmente:
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Como la masa de la barra es despreciable entonces las fuer-

zas de interaccién entre las particulas cumplen con la 3a,

Ley de Newton y entonces el C.M. se mueve con una acelera-

>
cibén a dada por:
cm P
>

3 . Fext - 5
cm M Zm

-

Respecto del S.R. ilustrado en la fig. 4 tenemos: F;= (8N}1i,
F, = (6N)5.
Luego:

B = BV ey e @55 )1+ (0.37m/52)3 + CTE

Por lo tanto la velocidad y posicién del C.M. es:

-+ > -+ -+ - > 1 -
v t} = v + a _t s+ T t)y = r + v t + x a 2
cm( ) Cho cm ’ cm( ) CMo Chlo 2 cmt
> 6 . -
Donde: Voo T ya que 1nicialmente las particulas se encuen-
slQ .

tran en reposo, Y:

. (Skg)(3mlegké8kg)(4m)i = (2m)t + (1.5m)F

T
Entonces: vcm(t) = [(0.5m/s2)t]1 + [(0.37m/s )t]}

?Cm(t) = [2m + (0.25m/s2)t2]1 + [1.5m + (0.18m/s2)t2]j

Luego:
a) ?Cm(t=25)= [2m+(0.25m/s?) (2s)2]1 + [1.5m+(0.18m/52)(25)2]j

=(3m)1+(2.22m)j



b) ¥, (t=55) = [(0.5m/s2)(58)1% + [(0.57m/52)(55}]] =

(2.5m/s)i + (1.85m/sjj

como

¢
i

My entonces
v :
cm? : '

P(t=5s) M3cm(t=55) = (16kg)[(2.5m/s)i + (1.85m/s)f] =

(40kg§)i + (29.6kg§)j
c) 5i, pues debido a qué la distancia de separacién entre cllas
es fija, se moverén describiendo trayectorias circulares alre

dedor del C.M.

Problema S.

Despreciando la fuerza de fricciédn que el hielo le ejerce al
trineo, tenemos:
Co -+ >
o Fext =0
- 51 suponemos que en cada lanzamiento, entre la persona y las ma-

sas se ejercen fuerzas que cumplen la 3a. Ley de Newton, enton-

ces para cada lanzamiento se .tiene que cumplir:

P. =P
£f 71
Supongamos que los lanzamientos de las masas m = lkg son horizon
tales y consideremos que:

a) Se lanzan los tres bloques juntos; en este caso tenemos:

Antes del lanzamiento Pi = 0
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Después del lanzamiento:

Pf = —va + vaf
3m
Como Py = P, => Mvg - 3mvi = 0 = vg = 5 Vi
b »
Y1 Y
Vo=0 ¥ V!
'_f J—'
M f3m M 3m
0 X 0 X
Antes del lanzamiento ~ Después del lanzamiento

Como 3m se mueve respecto de M con velocidad relativa VRo

entonces se debe cumplir:

VR T Vg Y Vg T Vg S Vg ot Vg
, ) _ 3m ) 3m )1
entonces: Ve = TT(VR vf] = Vet M Ve w VR

Im
= va + 3va = 3mvR = Ve ¥esm VR

- 3 (1kg)
£ ~ T50kg + 3(1Kg)

=

- (3m/s) = o;osssﬁ/s



b) Se lanza uno por uno de los.bloques; tenemos:

Y Y
-+ +I
“+ v v
v, =0 -t —

Antes del ler. lanzamiento Después del ler. lanzamiento

ler. lanzamiento:

Anteshdel lanzamiento: Pi =0

Después del lanzamiento: Pf = - (M+2m)v, +mv'

Donde: v, y V' son tales que: Vp = Vptv', es decir: v'=vp-v)

Luego: Pf = —(M+2m)v1+m(vR-v1) = -(M+3m)v1+va
- = - = = —m
Como: Pf Pi = (M+3m)v1+va 0 = v, Mesm VR
> Y+ o . Y¢ N N
V1 v! gyt !
— —_— B —— _—
M+ 2m m - . m ) [:]
Antes del 2° lanzamianto ' Después del 2° lanzamiento
2° Lanzamiento:
Antes del Lanzamiento: P, = -(M+2Zm)v,+mv'
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Después del

Entonces: P

£
Como: £ P

del
lanz

Antes
der.

Despues .del
lanzamiento

3er.

lanzamiento: Pf

-(M+mjv,+mv" + mv'

3Jer. lanzamiento;

Antes del lanzamiento:

Después del

Donde: v, ¥y v" son tales que vp T Vot v' o=y = Vp T V3
= - (M+m)v, + m(vR-vz) tnv' = - (M+2m)v, + mvgy o+ omv!
i.=m-—(M+2m)v2 *mvy + mv' = —(M+2m)vI + myv!
m v = Vv = v + m_ v
M+Zm R 2 7 M#3m 'R H+2m 'R
A
vz vll Vl
-— _— _
amiento
<22 B
0 X
> f 2 -+ s -
V3 vl" V" VI
G——— = > —
n B ] .
0 ‘ X
Pi = -(M+m)v, + mv" + mv'
lanzamiento: Pf -mvy +mv"' o+myv" o+ mv!
v'" deben ser tales que: VR TV, v = oyt < VoV3

Donde: v:

3

Luego: P

t

-Mv, + m(vR-vs) + mv'" + mv'

-(M+m)v3 omvp o+ mv" + mv'



como P, = P, = - (M+m)}v, + mve * my'" o= - (Mem)v, + mv'" + nv'

= _m_ — - m _m m
= V3 T Vo Yy VR T0V3 T wesm YR T MeIm YR T Mem YR

= : £ lkg .
s = T50Kg+3 (kg O 5" Tstkge2(Tkgy ™ S)* 150 kgeikg V'S

0.0592m/s

f

Es decir: vi>v

Probiema 6,

Yy
M
O%};Q-O X
Y
>
%
ndy 0 13,0213, 1= v
1 2
A _
| A b
o m 32 X
3m
3

Por conservacién del momento lineal tenemos:



Donde : ﬁi = g
ﬁf = mvi + mv] - 3m(v'cosal + v'senaj)
= (mv - 3mv'cosa)i+(mv-3mv'sena)j
Entonces:
mv - 32mv'cosa= (
mv - 3Imv'sena= 0
v
v'cosa = =
s 3
=
v
visena = =
3

@ = arctan(l) = 45°

_
2
lvra 29" =Ly - V—g(SOm/s) = 14.14m/s

Problema 7.

Por conservacibén de energia, la velocidad Vi de m en el instan

te del choque es tal que:

%mlv%i = mgd = vy = Y2gd = /2(9.8m/5)(0.045m)= 0.93m/s

a) Si el choque es eldstico se tiene:

Por conservacién del momento:

m ., = + .
Vi m1v1f M Vag



b)

Por conservacién de la energfia cinética:
S S

1 2
7mlvli 7 mlvlf 7 m2V2f

Resolviendo estas dos ecuaciones para Vig ¥ Vpg tenemos:

;,m -Moy . 0.2kg-0.1kg ‘ -
Vig | E%Tﬁi Vi 0.2kg+0.1kg(0'93m/5) 0.31Im/s
. Imp . _ 2(0.2kg) ‘ .
= LMz = =
Vog ‘mi+m2vli 0.2Rg¥0.1Eg(0'93m/S) 1.24 m/s

Por conservacién de la energia para m, y mp;la altura que

alcanzan es tal que:

2
1 2 . M (0.31m/s)2 _
mlghl = 7mlvlf od hl Zg ‘2(9-8m/52) = (0.0049m
1 N Vig (1.24m/s)?2
= ] 2 = = b m S =
m,gh, = SMaVye = h, 72 2(9.8n/s7] 0.0784m

Si el choque es completamente ineldstico, la velocidad ve del

cuerpo €s tal que:

De la conservacién del momento lineatl:

m v _ 0.2kg
m;+m, i 0.Zkg+0.1kg

mvy, = (mmy) ve = vg (0.93m/s)

1

0.62m/s

Por conservacién de la energia, la altura h que alcanza el

cuerpo {m;+m,) es tal que:
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Hhro

. (0.62m/s)2 _
= m = 0,196m

(my+my)2h = %(m1+m2)v§ = h =

!

o
1]

Problema 8:

La mdxima compresibn del resorte ocurre cuando la velocidad de
my M son iguales, en este casc el procesc es similar al de un
choque completamente ineldstico. La velocidad Ve que adquiere

(m+M) es, de la conservacibén del momento:

(M+m}vf = mv
La energia cinética es:

Antes del choque: Ki = %mv2

2
Después del choque: K %(M+m)v%.= %(M+m)fﬂ$577v2=

_ m 1 2 - m .-
= Wem 2™V Rt
Cov ) m . m o _
Luego: oK = K -K, = oK, -K. [%:ﬁ {] Ky
- m-M-m..  _ M
N M+m'ki M+mKi

Esta pérdida de energia cinética se transforma integramente en

energia potencial del resorte, por lo tantoc si la energia poten

cial inicial es cero: U, = 0, tenemos:

_ M
f M+m 1
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Problema &:
En un choque eldstico unidimensional entre dos particulas se

tiene, de la conservacién del momento y de la energia cinética

que:
m; -m 2 -
V1f=_l_2\,r,+—m2__v_ ; v =._ZE_LV.+mmv_
My+m, 11 m;+m, 21 2f R+, 1 m; +m, 21

En el sistema mostrado en la Fig. 8 tenemos:
a) m=M. ler. choque:
La bola m de la izquierda choca con la otra bocla m, en este

caso m;=m,=m, v1i=vo, V2i=0’ por lo tanto:

Vig T a, Vg = Vo
2° choque:
La bola m de enmedio choca con la bola M, en este caso:
my =m,=m=M, v, =vo, v5;=0, entonces:

‘fo = 0, Vogp = Vo
y después de este choque las dos bolas m quedan en reposo y la
bola M se mueve hacia la derecha con-velocidad Vo .
b} M>m. ler. choque:

La bola m de la izquierda choca con la otra bola m, en este

€aso: My =My =m, V. =Vo, Vzi=0' por lo tanto:

2° choque:
La bola de enmedio choca con la bola M, en este caso:

m, =m, m, =M. v{i=v°, v£i=0, M>m, entonces:

AT

2892789
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o m-M M-m_ v = bnv
Vig T memYe mamve 5 Vef T RpEMYe

Como producto de este choque m se mueve hacia la izquierda y M
hacia la derecha. El movimiento de m crigina otro choque con la
bola m de la izquierda,que se encuentra en reposo como producto
del ler. choque.

3er. choque:

En este caso: my=mp=m, v.=- ; Vv,). = 0 entonces:

21
1 = 0 e - E.._..F_IV
Vig » V2g m+M" °
Como resultado de los tres choques:

La bola m de la izquierda se mueve hacia la izquierda con velo-
cidad:

M-m
m+M

Vo

La bola m de enmedio queda en reposo.

Zm

La bola M se mueve hacia la derecha con velocidad VA

Problema 10:

La midxima compresién x del resorte ocurre cuando las velocidades de
my y m;son iguales; en este caso se puede suponer que my; y m,
efectdan un choque completamente ineléético, por lo tanto la
velocidad final de (m;+m,) es tal que;

Por conservacién del momento lineal:

= B
(my+my) ve MV, tmyv, .



MiVy3*MaVai  (2kg) (10m/s)+(5kg) (3m/s) _

= Vg 7 mp +Mp 2kg+Skg Sm/s

Ahora la energia cinética es:

K. = imv2. + 2m,v2. = 1(2kg)(10m/s)2+2(5kg) (3m/s)2= 122.5J
i T 7MYy TozMeVay T o7ieRs 7\0KE °

K, = 1(m,+m,)v2 = l(2kg+5kg)(5m/s)2= 87.5J
£ 7 ZUWITMIVE T 3 ' ’

La energia potencial:

- =1 2
Ui~0, Uf—-ka

Por conservacién de energia mecédnica se debe cumplir:

Kf+Uf = Ki+U. = Ki = U, = Ki-K

1 £ f
1, 2.+ _ J2(Ki-Kg) _ /2(122.53-87.5J) _
= 7kx = Ki Kf = x = ___lE___ = // 1120N/m = 0.25m

Problema 11.

Como las particulas no interactdan y se mueven libremente, se

cumple:
. 7 — > —_ —_ —_ — .
Respecto de'0": L = CTE, v = CTE, U, = CTE, U, . = CTE = 0;
entonces:
> > > - . -
a) L(t=0) = rl(o)x(mlvli) -+I‘2(0)X(m?_\’21)
=. (3kg) (-41-37)x(5sen30°f+5¢c0s30°5) +
+ (Skg)(2i-39)x(-4cos30°1+4sen30°j) =
= (3kg) | i 5 k| +(5kg)| 1 5 k|-
-4 -3 0 2 -3 0
5sen30° 5cos30° 0 -4c0s30° 4sen30® 0
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(3kg)[-4(5cossu°)-(—3)(55en30°)}£ -

+

(5kg)[2(4sen30°)-(-3) (- 4cos30°) 1k

]

-(61. 47kgm2/s)k

Como: L = CTE, entonces: f(t=25) = -(61.42kgm2/s)£
) _py - Lo oo 1. .2 =
Ahora: L(t=0) = M Vi ¥ 3MeVay

) %(3kg)(5m/5)2+ %(5kg)(4m/s)2= 77.5d

Como U, ¢ = CTE, Ui, ¢ = 0 = CTE, de 1a conservacién‘de la

energia mecdnica:

E=K+U + U, = CTE

se tiene que: K CTE, por lo tanto:

K(t=2s) = K(t=0)= 77.5J
> >
b) Dado que: Ven = CTE, entonces: Lcm‘" CTE y como:
+ -+ >
L'=L - L = CTE

cm

ahora: T (t=0) = ME1(0)emoTa(0) | (3kg) (-41:31)+ (Skg) (21-33)
cm m, +m, TKg+5Kkg

-0251-33(m)

+m2v _ (3kg) (5s5en30°4+5c0530°) +(5kg) (-4c0s30°i+45en30°%) _
m1+m2 3kg+5kg

v n(t=0)

-1.221+2.767 (m/s)

Luego L (t=0) = T__(0)x(MV__(0))=

=(8kg) (-0.254-37)x(~1.221+2.875)



(8kg) 2 5 | -
-0.25 -3 0
-1.22 2.87 0

= (8)[-0.25(2.87)-(-3)(-1.22)]k = - (35.2kgm*/s)k

e d -+ - ~ o~
Entonces: L' (t=0) = L(t=0)-Lcm(t=0) = -61.42k -(-35,02)k =
. | = -(26.4kgm?/s)k
Como 1" = CTE, entonces: L(t=4s) = L(t=0) = -(26.4kgm®/s)k
R A g . (- _ o 10,2 -
También tenemos: K K Kcm’ donde Kcm ZMch CTE

y K = CTE, entonces: K' = CTE

Ahora: K_ (t=0} = %M[vcm(O)]z = 1(8kg) ((1.22)%+(2.87)%) = 38.9J

Entonces: K'(t=0)

[}

K({0) - KCm(O) = 77.5J-38.9J = 38.6J.
Luego: K' (t=4s) = K'(t=0) = 38.6J.

Problema 12: + N
F +F

.7 = _eXt _ 1 "2 _

a) Tenemos: 3. - e T
1 2

_ {30c0s45°1+30sen45°9)+(30c0s30°1-30sen30°7) _
-~ Skg + Tkg

= (3.93n/5%)2+(0.51n/s%)7

> -+ -+
b} Tenemos: T = rixf1+ r2x§2=

(37%69)x (30c0os45°8+30sen45°9)+(-59)x(30c0s 30°1-30sen30°7 )=

_ g 5 k|, |¢ 5 k|-=
3 6 0 -5 0 0

30cos45° 3I0sendSs® 0 I0cos30°  -30sen30° 0
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~

=13 (30send5%)-6(30cos15" ) ks

1

il
=
»e

-
¢) Tenemos: T

I
H
e
=3

m ¥ vm, T,  (Skg)(31+65)+(Tkg) (-58)_

[-5(-305en30°) 1K = (11.36Nm)kK

e

= *
*irp-r dXEe =
- er'; -_E ]

= 1 = +
meL 1 z

>
Donde: Tem ~ Moy +; Skg+ikyg
y: Fy+F, = Ma_, = (12kg) (3.93£+0.55) = 47.1oNi+
v oy I a i
Luego: rcmx\fl+b2) P 1 ) E!
-1.56 2 0
47.16 6 0 |

(128.96Nm) &

1.6Cmi+2.5mT

6N

= ((1.66)6-(2.5)47.16]%

Luego:T' » 11.36Nmk-(-128.968m)& = (110.32Nm)K

Problema 13:

a) Como las particulas se mueven libremente, tenemos:

l(t] - Vli -

Particularmente:

vV (t=25)=v (t=8s)
1 1

v, (t=25)=V, (t=8s)

b) Como el sistema esti

t

1l

CTE

E(t=0)

>
Por lo tanto: L(t)

CTE: Gzﬁt)

1

.
v

libre de fuerzas,

. = (TE
21

. = 20c0s530°£+20sen30°f
11
2i = 30cos30°%-30sen30°%

se cumple:



v

d§>J/,

Observemos que el momento angular de una particula m que se
mueve en linea recta, formando un angulo 8 respecto del eje
. . . -+ - - .
X positivo, con velocidad v = vcosal+vsengj, cuando su posi-
. - ~
cibn es r=rcos8i+rsendj, es:

+ -+ -
g=rx(mv)=m(rcos8i+rsenfj)x(vcosai+vsenaj)=

=T 1 j j =
rcos8 rsend 0
VCOSsa vsena 0

=m{rvcosBsena-rvsendcosa)k = mrv{cosfseng-senfcosa)

=-mrvsen 8-}k =-mrvsengk =-mv(rseng)k =-mvdk = CTE
También, $1-0<a<90° vy 130°ig<270° entonces:z?-m¥dﬁ

si 90<a<180° y 270<a<360° entonces: 7=mvdk

b5
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En este preblema tencmos:

=4
|

= -myv, 4,k = -(2kg)(20m/s) (0)k - [}

3}

L, = —mzvzidzﬁ -[SRg)(SOm/s)(O.Sm)ﬁ = -(120kgm?2/s)k

> > > .
Luego: L{(t=0) = #,+%, = -(120kgm2/s)k
Como: f(t) = CTE, particularmente teneﬁos:
L(t=2s) = TL(t=8s) = L(t=0) = -(120kgm2/s)k

También tenemos que Uext = CTE, Uint = 0 = CTE, por conserva-

cién de la energia mecidnica tenemos:

E = K + Uint‘+ Uext= CTE = K = CTE

1l

Luego: K(t) = K{t=0), donde:

K(t=0) =2m v+ Im,vZ. = 7(2kg) (20m/s)2+ 7(8kg) (30m/s)%= 4000J.

Particularmente: K(t=2s) = K{t=82) = K(t=0) = 4000J.

Tenemos que Vém = CTE, tal que:

. -0 _ mIVI i+m2_\?zi _
Ven(t=0) = =55 B
{2kg) (20c0s30°1+205en30°7)+(8kg) (-30co0s30°1-305en30°7)=
2kg+8kg
= -(17.32m/s)1-(10m/s}j.
Como vcm = CTE, su trayectoria es una recta colocada a una dis-

tancia d; de la recta de m;, la cual se puede calcular de la

siguiente forma:



De la figura tenemos :

sena = SL
S1
y: senha = ﬁ—%h— , entonces: di - _ f = d, = d
51%s; S S1+5; 1452

De una de las propiedades geométricas del C.M. tenemos:

d 0.5m

32 = I entonces: dy = = - = 0.4m
sy mp ’ Py .2kg
m, 8kg

Entonces: tcm

-Mv_ d k = CTE = -(10kg) Y(17.32)Z+(10)7 (0.4m)K

[t}

-(79.99kgm?/s)k

b7



Como: L' =L - 1 = ' = CTE, donde:

cm
L' (t=0) = L(t=0) -L__ (£=0) = -(120kgn’/s)k -(-79.99kgm*/s)k =
= - (40.01kgm?/s)k

. - > . > . s ~
Particularmente: ﬁ'(t=25) = L'(t=8s) = L'"{t=0) = -40.,01kgm*/s)k
Tambié&n temenos: K' = k-k_

.Cem

Donde: K__ = MvZ = 3(10kg)[(17.32)%+(10)%] = 1999.91J
Come: K = CTE vy Kcm = CTE, entonces: K' = CTE, particular-

mente: K'(t=2s) = K'(t=8s) = 1999.91J

Problema 14:

a) Como el choque es eldstico, la conservacién del momento lineal
y de la energia cinética, 1las velocidades de las particulas

después del choque son:

= My My _ 0.2kg-0.4k _ i
Vit mm Vii Tke+0 Tkg (1m/s) 0.33m/s
- 2m _ 2(0.2kg) i
Vaof m,+m, Vii 0.2kg+0.4kg (Im/s) = 0.66m/s

La velocidad angular « de m, después del choque es:
v

. 2f _ 0.66m/s _
w - T Sm 1.33rad/s
b) Respecto de '"0'" tenemos:
Fal - ”~
ti = mlrovlik : Lf = (mlrov1f+mérov2f)k



2. RESUMEN DE LA UNIDAD IT. DfNAMICA DEL CUERPO RIGIDO

Definicidn: Cuerpo rigido

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas de tal forma que 1

distancia entre ellas es constante en el tiempo.

Definicién: Densidad de masa

El caso en ﬁue el nGmero de particulas es tan grande y las dis-
tancias entre.ellas sonltqn pequeflas que la apariencia macros-
cbpica del cuerpo rigido es el de ﬁna distribucién continua de
masa se le 1llama sélido rigide, de tal forma que la masa dm de
cualquier elemento de volumen dV del cuerpo esta dada por:

| dm = odV |
d@nde‘p = 5(r) es una funcién escalar contfinua que depende de
la posicién T de los puntos del cuerpo.

A p= p(¥) se le llama la densidad de masa del cuerpo.

2.1 CINEMATICA DEL MOVIMIENTO DEL CUERPO RIGIDO
En un cuerpo rigido se observan tres tipos de movimiento:
i) Movimiento de traslacién:
Es el movimiento en que todas las particﬁlas del cuérpo
describen trayectorias iguales.
El movimiento de traslacidén de un cuerpo rigido queda
-descrito por el movimiento de cualquiera de sus particu-

las, generalmente este punto es su C.M,

a
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11)

111)

Movimiento de rotacidn.

Es el movimiento de un cuerpo rigido en el cual todas sus
particulas describen trayéctorias circulares respecto de
un eje comGn, con la misma velocidad angular.

El movimiento de rotacidn, respecto de un eje fijo en el
espacio, d¢ un cuerpo rigido queda descrito por el movi-
miento circular de cualquiera de sus particulas.
Movimiento combinado:.

Es el movimiento del cuerpo rigido obtenido de la combina-
cién_simulténea de los movimientos de traslacibén y de ro-
tacidn. |

La descripcidn de este movimiento se establece en tres
etapas:

a) Se describe el movimiento de traslacidn por medio del

movimiente del C.M.

b) Se describe el movimiento de rotacidn del cuerpo respec
to del C.M. -

c) Con ayuda de las ecuaciones de transformacidn de los
pardmetros cinemiticos y-dinémicos entre un S.R. iner-
cial y el C.M. se logra la descripcibn del movimiento

del cuerpo rigido respecto del S.R. inercial.

Definicién: E1 C.M. de un cuerpo rigido es el punto cuya po-

sicién es:

~y

1

M



iv)

-+ . .,
donde r es la posicidn del elemento de masa dm del cuerpo
cuya masa es M y cuyo volumen es V.

Si la densidad:de masa del cuerpo es p entonces: dm=pdV.

donde dV es el volumen del clemento de masa dm, por lo que:

4

?pdV

=i

cm
Vv
Observacién: Péra el C.M, de un cuerpo rigido homogéneo

(p=CTE) se observa que:

aj Si el cuerpo tiene simetria respecto de un plano, el C.M.

del cuerpo es un punto de ese plamno.
b} Si el cuerpo tilene simetria respecto de un eje, el C.M.

del cuerpo es un punto de ese eje.

c) .Si un cuerpo tiene simetria respecto de un punto, el C.M.

del cuerpo es ese punto de simetria.

CinemAtica del movimiento del cuerpo rigido respecto de un
eje fijo.

Este es un caso de particular importancia préctica, en el
que todas las particulas del cuerpo rigido efectfian movi-
mientos circulares en torno de un eje comGn y fijo; por eso
se incluye aquf un resumen de la cinemAtica del movimiento
circular. La dinémica del movimiento circular se incluye

en la siguiente seccibn.
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a) Parametros cinemiticos del movimiento circular:

Posicién: En coordenadas polares:

@ = 0(t) = arctg %
r = /x%+y? = CTE
0 blen: x = r cos @, y = T sen @
Velocidad angular: 40 (t)
w(t) =—d—‘t‘-

Aceleracién angular:
d'.) t dZOEt

b) Relaciones entre los parédmetros angulares y lineales.
Tenemos: s = 10

vV o= Ty

c) Aceleracibdn:

+__+++
a = aT ap
donde: aT = Ta




2.2 DINAMICA DEL MOVIMIENTO DEL CUERPO RfGIDO
i) Dindmica del movimientc de traslacitn.

El movimiento de traslacidn queda determinado por la

ecuacidn: N

dP _ % 2 + .

= ,N( = 3

Tt = Fext O Mag, = oy

-+ - > - - A
donde: P = Mv__; a y v son la aceleracién y la velo-
, cm cm cm

cidad del C.M. del cuerpo de masa M.

- i - - - 2 - > & = .
S1 el cuerpo rigido estd aislado, es decirt, Fext - 6’

por lo tanto se debe cumplir:

- . > L7 > _ i
P=cte 6 a,=0 6 v =CrIC
Observaciones: Para un cuerpo rigido se tiene: W =0,

int
y por lo tanto: AK = wext'

Para ¢l movimiento de traslacidn del cuerpo rigido se
tiene:
K = %Mv2
cm

51 las fuerzas externas son conservativas, entonces:
n
W = AU = AL U.1
i=1
Cuando el cuerpo rigido se mueve en un campo conservativo
homogéneo (ejm: campo gravitacional, campo eléctrico uni-
forme, etc), la energia potencial Uext del cuerpo coinci-
de con la energia potencial de una particula de masa M

que se mueve en el C.M. del cuerpo; a ésta la denotaremos

es.
Como Ucm’ entonces

Luego, si las fuerzas externas son conservativas:

E=K+ U = CIE

63



11) Dinédmica del movimiento de rotacidn:
Se considera sblo el llamado movimiento plano del cuerpo
rigido, el cual se obtiene para cuerpos girando en torno
de un eje fijo en el espacio, con simetria tal que el mo
mento angular del cuerpo g¢oincida con la direccién del
eje de rotacidén y que las torcas que actlan sobre el
cuerpo tengan una resultante a lo largo del eje de rota-
cidén, de tal forma que los cambios del momento angular
solo afectan a su magnitud o sentido pero no a su di-
reccién. En este caso todas las particulas del cuerpo
rigido efectlian movimientos circulares en torno de un
eje comGn y fijo; por esta razdén, se incluye a conti-
nuacidén un resumen de la dindmica del movimiento cir-

cuilar.

L
%%
©

a) Para una particula m efectuando un movimiento circu

lar de radio r alrededor de un punto '"0", a la can-
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tidad:
I = mr? = CTE se le llama el momento de inercia de
m, respecto de O.

b) Momento angular y Torca:

N .

I S JE LI
, - : t.

C)'ConservaCién‘del mbmento anguLar:
Sit=20 entbnqes:
-+ -+
L= Tw = CTE
como I = CTE, entonces w = CTE

d) TrabaJO: 5,

W(0,+0,) = J 7d0O
| 5
e) Ehergia cinética:

- . .
K=3 mv? = 5 (mr?)w?

Como: mr2

=
I

entonces: K = % Tw?

De tal forma que para el cuerpo rigido.se tiene en este
caso: L = Iw en la direccién del eje de rotacifn.
donde: I = | R¥*dm

M
es el llamado momento de inercia del cuerpo de masa M y

volumen V y R es la distancia del elemento de masa dm al

eje de rotaciébnm.
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Eje de rotacidn

Si la densidad de masa del cuerpo es p, entonces dm = pdV;

por lo tanto:

I = JRZQdV
vV
Para un cuerpo rigido girando respecto de un eje fijo se

tiene que I = CTE y por lo tanto:

ab _ - _al Lo, x>
Tt = Texe™ qr (10) = Io = Ty
- -+ - = .
51 Text = 0, entonces L = Iws = CTE, por lo que w = CTE.

Por otro lado, la energia cinética de un cuerpo rigido gi-
rando en torno de un eje fijo con velocidad angular w es:

K = % T2
Observaciones respecto del momento de inercia:
a) Teorema de los ejes paralelos:
Sea ICm el momento de inercia de un cuerpo rigido con
respecto a un eje fijo que pasa por su C.M. y sea Ip
el momento de inercia respecto de un eje paralelo al
anterior a una distancia h, entonces se cumple:

I =1 + Mh?

Donde M es la masa del cuerpo.



b) Teorema de los ejés perpendiculares;

Consideremos un cuerpo plano colocado en el plano xy
de un $.R. dado; supongamos que I, I I

mento de inercia respecto de los ejes x, y, z respec-

y’

tivamente, entonces se cumple:

z. . x Yy

c) Radio de giro:

S0 Su mo-

Sea I ellmomentorde inercia de un cuerpo rigido‘respeg

to de un eje dado, se define el radio de giro k dei

cuerpo respecto de ese eje como:

k = /T 6
M.

= kM

d} Ejemplos de momentos de inercia:

M
|- S A b F L AL S EL LT ]
ol
L "
varilla: T = —ms? varilla: I = ~Mr?
12 , 3
I = 2MRZ
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Arc Circular: T

1]
(S
E

Disco Circular: I = -;—MR Disco Circular: I = =MR

/ !

/ M

>

F A 4 /
. . 1. 2 . ) 5.2
Disco Circular: I = ZMR Pisce Circular: I = ZMR
~ . 2 2 PP _ 2 2
Cascardn Esférico: I = EMR Esfera Sd0lida: I = ~5-MR




et e
rico: = = r
5 R3-r3
-
oM
L :
H
l"-.-E-.“~“
= [ i
Pared R Cilindro 1
Cilindrica: I = MR sélido: I = MR’

I
| M ! |
Ll i
1
B
S J T
n-'ra'-'--"-'j".
Cilindro 1
Anular: I-= B__M (r? +R2)

L
K > ‘
P
b —
Cilindro 1 1
I . = = 2 ~ 2
Solido: I 2 MR +12 ML
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iii) Dinédmica del movimiento combinado. Rodamiento puro.
En el movimiento combinado se establece el movimiento de
traslacién para el C.M. y el movimlento de rotacidm res-
pecto de un eje que pasa por el C.M. y ée utilizan las
ecuaciones dé transformacién, para ios diferentes paré4-

metros dindmicos, entre un S.K. inercial y el S.R. del

C.M.; entre otras:

+
}

> ; > - -+
T = T + o' =7 x F+1Iax
o Cm CoCcm

> &, = 3 ¥
L = fcm'!'L = IC‘HIX[S*-'IM

: K=K +K' = jMv? + {la?
Y cm Wem & 200
Aparte se usan las siguientes condiciones para el movi-

miento de rotacidén sin resbalamiento o rodamientc puro

de un cuerpo rodante:

o7 T
/ X = 18
[ cn
\ Vem - Tw
X =
\‘\ am To
Fe— x—

Para cualquier punto
del cuerpo se tiene:
. o +-+
v VT VR

En particular:

Praslacidn + Rotacidn

= ur +or = 2ur = 2v
- v + R VR W w w cm
v, = gT+0 = g1 = Vv
= Q Yem Q ! y cm
VP = @I - T = 0
v -—-wr =20
cm



PROBLEMAS DE LA UNIﬁAD I1 DE DINAMICA

1. Un cilindro de masa M y radio T parte del reposo en el punto
A y rueda sin resbalar por la pista que se muestra en la fi-
gura 1, calcular: {a) la velocidad angular de la esfera en
el puntd B; (b) la altura mixima que alcanza al abandonar la

pista, y (¢} la energla cinética en el punto C.

2. Un cascar6én esférico de masa M y radio r rueda sin resbalar
por_una pista como se muestra-en la figura Z. &1 comienza
del reposo a una altura H de la mcsa, la cual abmﬁbna horizon
talmente a una altura h del suelo, calcular: (a) la velocidad
del C.M. del cascarbdn y la velocidad angular cuando este 1le-
ga a tocar el suelo, (b) las energias cinética de rotacidn y

de traslacidn del cascardén para el caso del inciso {a).

3. Un pequefio disco de radio r y masa M rueda sin resbalar en el
inferiof de un gran hemisferio de radio R cuyo eje de sime-
tria es vertical como se muestra en la figura 3. A partir
del feposo se suelta en la parte superior, calcular: (a) la
energia cinética en el fondo; {b) la energia cinética de
traslacibén y de rotacién en el fondo; (c) la fuerza normal que

ejerce. el disco sobre el hemisferic cuando esté en el fondo.

4. Una esfera de radio r y masa M parte del reposo .y rueda sin
deslizar sobre una rampa la cual abandona en el punto Q como
se muestra en la figura 4. Posteriormente, la masa m fue

disparada con velocidad v, (sin rotacidén) y choca con M en el

71
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punto en el cual alcanza su mdxima altura, calcular: (4]
la altura maxima que alcanza M, (b} la velocidad v, que

se le imprimid a m para que se efectle el choque.

Una esfera pequefia de radio b y masa M rueda sin resbaiar
hacia abajo de.un planc inclinado de Angulo Q y scbre una
pista circular de radio a como se muestra en la figura 5.
Suponiendo que la esfera parte del reposo en la parte su-
perior, calcular: (a} la velocidad angular de la esfefa

cuando llega al fondo del plano inclinado; tb) demuestre

que si a>>b, entonces la esfera llegaria al punto A, a

27

condicibén de que se satisfaga la desigualdad HETU

a.

La rueda de la figura 6, tiene ur radio R y una masa M vy
puede girar con respecto a un eje horizontal. Una cuerda
enrollada alrededor de ella tiene un bloque de masa m sus-
pendida de su extremo libre, calcular: (a) la aceleracibn
angular de la rueda, (b) la aceleracidn del bloque, y (c)
la tensibén en la cuerda. Haga un diagrama de cuerpo libre

para cada uno de los cuerpos que componen el sistema de la

figura,

La figura 7 muestra dos bloques de masas my oy m, unidos por
una cuerda inextensible. La cuerda pasa a través de uma
polea en forma de disco de masa M y radio R y no resbala
sobre ella. Calcular: (a) la aceleracién que tiene cada
uno de los bloques; (b) la aceleracidn angular de la polea,
y (c) la tensibén en la cuerda. Haga un diagrama de cuerpo
libre para cada uno de los cuerpos que componen el sistema

en la figura.



10.

En la figura 8 se muestra un cilindro de radico R y masa M

que tiene enrollada una cuerda. La cuerda pasa através de

una polea y en su extremo libre se encucntra suspendido un

bloque de masa m. Si el cilindro rueda sin resbalar, y se

desprecia el efecto de la polea, calcular: (a) la acelera-

ciftn del C.M. del cilindro; (b) la aceleraciédn del bloque;

(c) la aceleracién angular del cilindro. Haga un diagrama

de cuerpo libre de cada uno de los cuerpos que componen el

sistema de la figura.

En la figura 9 se muestra una
radios r v R v de masas my oy m,
encuentran pegados y la polea
dor de un eje horizontal. En

llada una cuerca, cada una de

polea formada por dos discos de
respectivamente. Los discos se
asi formada puede girar alrede-
cada dlsco se& encuentra enro-

las cuales en su extremo libre

tiene suspendido un bloque, calcular: (a) la aceleracién an-

gular de la polea, (b) la aceleracibn de my Yy de m, s {(c) la

tensidn en cada cuerda. Haga

un diagrama de cuerpo libre de

cada uno de los cuerpos que componen el sistema de la figura,

Una cuerda estd enrollada en un cilindro de masa M y radio R

como se muestra en la figura 10. La cuerda se jala vertical-
" 55\7

mente hacia arriba para impedir que descienda el C.M. del ci-

lindro conforme se esta desenrollande la cuerda, calcular: (a)

la tensibén en la cuerda; (b) el trabajo que se ha hecho sobre

el cilindro una vez que ha alcanzado una velocidad angular w;

(c) la longitud de la cuerda que se ha desenrollado en ese mo-

mento .

13



12.

13.

14.
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Una regla de longitud L y masa M descansa sobre una mesa hori-
zontal lisa. Un disco de masa m se mueve COmMO Se muestra enl
la figura 11 con velocidad v, y choca con la regla. Si deSpués
del chogque el disco permansce en reposo, calcular: (a) la velo-
cidad del C.M. de la regla después del choque, (bj-la velocidad
angular de la regla con respecto a su C.M. (c¢) el cambio én la

energia cinética del sistema. ;Qué tipo do choque es?

Una regla de longitud L ¥y masa M descansa éobre una mesa hori-
zontal lisa. Gn disco de masa m se mueve cCcmo se muestra en la
figura 12 con velocidad v, y choca contra la regla; Si después
del choque el disco rebota en la misma direccién que tenfa an-
tes de chocar con velocidad Vo calcular: (a} la velocidad del
C.M. de la regla; (b) la velocidad angular de la regla con res-

pecto a su C.M.; (c¢) el cambio en la energia cinética del sis-

tema. ;Qué tipo de choque es?

Una varilla de longitud L y masa M descansa sobre una mesa hori-
zontal sinrfriCCién. Un disco de hockey de masa m se va movien-
do como se muestra en la figura 13, con una velocidad v, y cho-
ca elésticamente contra la varilla. Calcular: (a) la masa m del
disco para que quede en reposo inmediatamente después del choque;
(b) la velocidad del C.M, de la varilla, y (c¢) la velocidad angu-

lar de la varilla con respecto a su C.M.

Una regla de longitud L y masa M puede rotar libremente alrede-
dor de un pivote A como se muestra en la figura 14. Una bala
de masa m y velocidad v, golpea la regla a una distancia a res-

pecto del punto A y se incrusta en ella, calcular: (a) la velo-



15.

cidad angular del nuevo cuerpo formado con respecto al punto
A; (b) el momento lineal antes y después de la colisidbn; (c)
la distancia a la cual debe chocar la bala en la regla para

que el momento lineal se conserve; y (d) el cambio en la ener

gia cinética del sistema.

La varilia de la figura 15 cuya longitud es L y cuya masa es
M, puede rotar libremente en un plano vertical alrededor de
su extremo A. Inicialmente se coloca en una posicién horizon-
tal y luego se¢ suelta. Cuando hace un 4ngulo G con la verti-
cai, calcular: (a) su aceleracidn angular, (b) su velocidad
angular, y (c) las componentes de la fuerza en el punto de

suspensidn.

15
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SOLUCION A LOS PROBLEMAS DE LA UNIDAD II DE DINAMICA

Problema 1:

a) Como la esfera tiene rodamiento puro, tenemos gue el trabajo
hecho por la fuerza de friccidn es cero y ademds v = wR en
cualquier posicidn de la esfera (excepto en el trayecto BC)

utilizaremos la conservacién de la energia entre A Yy B

con el nivel de energia potencial cero en el piso.

E, = Mgh

]

Ep = MgR + iMvj +31'wg = MgR + 3Mvg + 3 (Sir?)

= MpgR + ——Mv?
B B &

1078

[gualando y despejando Vg, tenemos:

/2 w-R)

]

Vg

v
. 1 /10
v “p = = ¢ Y e

b) La altura h que alcanza la esfera, la podemos encontrar
utilizando la conservacién de la energia ahora entre B y

C con el nivel de energia potencial cero en el C.M. de B.

By = IMvE + jlo}

EC = %Imé + Mgh
Igualando tenemos:

%MVE = Mgh ) v% = 2gh

ya que w = CTE en el trayecto BC., Finalmente tenemos:
2

|

2

_ _ 5
h = = 7(H~R)

3
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¢) Para encontrar la energia cinética en el punto B, utilizamos
la conservacién de la energia entre B y C colocando nuestro
nivel de referencia de energia potencial cero cn el piso; de

esta forma:

m
|

£ T 7 ; 100 1o — ‘o] = .
B = f‘-'ﬁgr\ + i—OM(TD(” P\J) l‘vlgII E-’l\

v EC = mg{R+h) + KC

Igualando y despejando &? se tiene:

K.= MgH - Mg(R+h) = Mg[H-R-h}

C
= Mg[H-R-2H+2R]
707
K.= ZMg(H-R)
SN TUEE

Note que KC es solamente energia cinética de rotacién ya que
en el punto C se tiene Ve © 0 y entonces no hay energia ci-

nética de traslacién.

Problema 2:

a) Como el movimiento es con rodamiento puro(excepto después de
que abandona la mesa), utilizaremos conservacidén de la ener-
gia mecdnica.

Necesitamos conocer la velocidad del C.M. y la velocidad an-
gular del cascardén antes de que abandone la mesa (punto B).

La energia mecédnica en el punto A es:

E, = Mgll



b)

y en B:

2
. 2 v
= Mgr + IMvy o+ iI'wl = Mgr o+ dMvi o+ (RMrP)oz =

i
{

My 2

1

Mgr +

<olen

Igualando las energlas mecédnicas y despejando v,, tenemos:

<
1]
.
l
(s}
FanY
=
]
~
—r

Primeramente, la velocidad angular del cascarén cuando llega
al piso es w, yYa que después de que abandcna la mesa, la (ni-
ca fuerza externa que actla es su peso y entonces = 0 y

w = CTE.

De la conservacidn de la energia entre B y C y quitando la

energia cinética de rotacidn se tiene:

IMy2+Mgh = %Mvé

= v = VItgh
K, = 11'62 = 1(&Mr2?)e?
R 2 o P4 3 CUO
1 1 6
= ‘erz_rﬂ?_‘ ‘S‘g(H-f)

= K, = Mg(H-1)

—
-~
]

IMvZ = IM(vivgh)

-ai
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_ 6 E
= 7M[§g (H-r)+gh]

= K. = —Mg[ (l -r)+h]

Problema 3:

a) De la conservacibn de la energia entre A y B tenemos:

E, ¥ MgR = Mgr+K = L/
= K = Mg(R-1r)
b} Del inciso anterior:
1 1 1 vh
Mg(R-r) = K = 7Mv%+71'wg = Mv2+ ( Lo Yoz
= K = 2MyZ = M (R-rj
3"y J .
vL
2. 4. ne 2 _ B _ i (R-T3}
vim 3E(RoT) y wd = g = feli



A WP W I
PR T _ 1.1 ‘
Rp = 31 “E - i(erz

c¢) La fucrza que ejerce el di

r) = Ky - %Mg(R—r)
4 (R-v) _ . _ 1.
)30 57 = K= Mg (R-T)

sco sobre cl hemisferio es igual

- . . -+
en magnitud pero cn sentido contrario a la fuerza (N dc la

figura) que ejerce c! hemisferio sobre el disco (3a. Ley

de Newton).

En ¢l punto B de la figura, se ticne:

Mv2
N-Mg = ——F
(R-1)
N":Mg +% %g (R-T)
N o= Tug

Problema 4 :

a) Utilizando la conservacidn de la energia mecdnica para M

entre los puntos Ay Q y colocando el nivel de referencia

de energia potencial cero

E, = MgH = %Mva+%1'wé+MgR
T 1ivp, 1.2,
= MgH-MgR = 7“‘1\’?;_2’.(3“
- = 1 pey2 2

= Mg(I-R) = fpMvd o vh

en el piso, se tiene:

Eqs peTo v = wor ¥ 17 = %Mrz

il
}_h
\40
e
Fannt
ot
1]
53
—
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Cuando M sale de la rampa en el punto Q, wzCTE puesto que

la Gnica fuerza externa que actiia sobre é1 e¢s su peso y

I ¢ 0.

ext
De la conservacién de 1la cnergia mecdnica entre Q@ y P con
vy, = 0 K., =K para la encrgfa cinética de rotacidn

P , Y QR PR 1 cl »

se tiene:

EQ = EA = MgH = Mg(R+h) = EP

Eq = %?fN5+KQR+i\-‘:gR = Kpp*hg(R+h)

- %M(¥g(n-m) = Mg (R+h)
> - Rah = TR

= 7(H—R) = R+h = h = 7H 7R R

. 1

- h= Z(SH-12R)

b)
- r U =90




La particula m se mueve en una pardbola, cuya ecuacién

es:

(Y-yo) = Votand (x-Xo)———=2——(x-x,)72
2Vvicos<y

donde (Xo,Y,) Son las coordenadas del punto inijicial en el
cual sale disparada la particula; 8 = 0 ya gque la velocidad
con que se dispara es horizontal.

Para asegurar que se efectla el choque entre m y M, debemos
ex1gir que el punto (L, %(H—Rn que corresponde al punto P
de la figura satisfaga la ec. de la pardbola, esto es:

{(xo,¥e) = (0,H)

entonces, de la ecuacidén de la trayectoria, se tiene:

SR H = - By (L-0)

' 2 5, _ g ;2
=>+7H+7R—Wg']'_:

2 - gl?  _ ; _ _ 7gl?
Zv ) = 2Zv§ (ZH+5R)
7(2H+5R)
4 7gL 2
Vo T Y F(TH+SR)

Problema 5:

a) Utilizando la conservacién de la energia entre C y B se tie-

ne:
E. = MgH = 2MvZ+L1'w2+Mgb = E
¢ ® 7Mvgtzliep = Ep
pero: vZ = o2h? y 1! = ZMr2
' BT Ug 3



v

— MgH = %Mv§+%(%Mb2)b—]§+n-1gb
Mgh = My Z+IMv2-ligh
_ v
/10 B _ 1 /10 j
Vg = —?g(H—b) ¥ g T % T % —7~g(H b)
h
7/ N
L 1)
.
Mg
-5
N a
4 a— — 77 7 Ug =0

b) En el punto A tenemos que:

86

Mg+N = Mvﬁ/(a-b)

para que la esfera llegue al punto A

=> Mvi =

Mg (a-b) o

vigg(a—b) con lo

mis que la esfera llega al punto A o

Ahora bien,

tenemos:

= MgH

de 1a conservacién de 1la

1

l L)
= Mgl = Mvi+§lmi+Mg(2a-b)

2
v
1 1,2 A
= 7Mvi+ 7(§Mb2)BT+Mg(2a—b)

: T
se tiene que N = 0
que se asegura todavia
se sigue.

energia entre C y A

:LA



= Mg(l-2a+b) = {Mv2

2 o 10,0
Va 7 g({li-2a+bh)

1

entonces: jrg(H—23+b)zg(a-b), pero bec<a

= 2 (H-2a)>a

H~2a3(%%)

H>(ﬁ+2)a = —Oa
27
Hx (3p)a
Problema 6:
Er
movimiento M
yr;'
}ia i_']'f'

>
mng

De acuerdo al diagrama de cuerpo libre de cada uno de los cuer-
pes y a las ecuaciones de traslacidén y rotacidn se tiene:

Rueda: N-Mg

il

0. equilibrio de traslacién

TR Jea. Totacidbn

i

817



masa: -T + mg = ma
ec. coenstitutiva: a = aR
El anterior sistema de 4 ecuaciones contiene 4 incdgnitas: N,

T, o, 2.

Resclviendo el sistema se tienec:

a) « :'(1+1/§R2, ; puede usted tomar T = %—mR2
b) T Ty

I
(2+5x7)
T = m
<) (i+1/mrzy ™8

Problema 7:

e S .

Del diagrama de cuerpo libre de la figura y de las ecuaciones de

movimiento para traslacidn y rotacién:

88



a)

b)

+
Fp = md; particula

IEext = Mﬁcm y ' = I'a; cuerpo rigido
se tiene:
Blogque 1: N-m,g = 0
T, = m,a
bloque 2: m,g-T, = m,a

Las aceleracicnes de m; vy m, son liguales puesto gque la cuer-
da es inextensible. Las tensiones son diferentes porque
ahora consideramos el efecto de la polea.

Polea: Fy-Mg—T = 0

Fx-T, =0 ; equilibrio de traslacidn.
Ia = T,R-T R; rotacidn.
ec. constitutiva:a = oR; debido a que 1a cuerda no resbala
sobre la polea.
Todas las anferiores 7 ecuaciones contienen 7 incdgnitas: N,
T, a, T,, Fy, Fx y a, las cuales se pueden resclver, obte-

1

niéndose.

m
a = ———2  g: [ = iMR?
T, . 2
(ﬁT R, ml)
@ = — m, /R
(F+ml+m2)
m (ﬁT+m1+m2)—m2
T, —4—*——mg vy T, m, &
(ET+m1+m2) (§y+m1+m2)

89



Problema 8:

-5

AN N mevimiento
T
M
—r_>_r F 7 rd L4 x Cd
£
\ 4
Mg
i

hY

L

LY

Del diagraha de cuerpo libre de la figura y de las ecuaciones de
movimiento se tiene:
blogue: mg-T = ma,
cilindro: N-Mg = 0
T-f = Ma,; traslaciodn
TR+fR = I¢; rotacidn
Note que: {1) la tensidn es la misma porque se desprecia el
gfecto de la polea; (2) las aceleraciones son.diferen—
tes porque se estd desenrollando la cuerda en el ci-
lindro; (3) la fuerza de friccién actfia en el sentido
indicado en la figura, pues evita que los puntos del
cilindro que entran en contacto con la superficie des
licen "hacia atris’, quedando en reposo instantdneo
al tocarla, y provecando el rodamiento sin resbalar

del cilindro.
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Ecs. constitutivas: a, = aR; rodamiento puro del cilindro.

H

a, a, + aR; por el desenrollamiento de la

cucrda.
Las anterioreseéecuaciones contienenéincégnitas: T, a,, N, £, a,

y o y por lo tantoc el sistema cstd completo v se obtlene:

XA
a) a, = 2R%m o cen 1 = %am?
I +MR* + JdmR? -
qne
b) al - 1R°m o
I +MR? + dmR?
) o = 2 Rm
I+ MRZ + 4mR?2
Problema 9:

movimiento

Del diagrama de cuerpo libre de la figura y de las ecuaciones de

movimiento se tiene:

91
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bloque my: mag-Ty = M3ij

bloque mny: Ty-myg = mydy
Polea: T3R-T,r = Ja; rotacidn
N-(m;+my)g-T3-Ty = 0; cquillbrio traslacional.

Note que: (1) las tensiones son diferentes porque son difercntes
cucrdas; (2) las accleraciones son difercentes por-
que van a diferentes discos; (2) la aceleracidn

. - Z
angular es uUnica pava ambos discos porque estan

2

1 1
—m2R2+7m1r

unidos; (4) 1 >

ecuaciones constitutivas: a ay/r

a,/R; las cuerdas no resbalan so-

R
1}

bre los discos v son incx-
tensibles.
Las anteriores 6 ecuaciones tienen ¢ incbgnitas: Ty, asz, Tu,

ay, o Y N, por lo tanto el sistema es completo y se obtiene:

_ m3R'qu‘
a) o = T+msRZ+m, 728
b) a,= R(m3R-my 1) ay - r(msR-my 1)

I+myRZ+m, 12 ’ I+myR%+m 1?2 £

_ I+my (T?+R1) . _ I+m3(R%+Rr)
<) Ts3= [+maRZ+mgrZ 138 Ty = T+myRZ+m, 248




Problema 10:

a)

b)

©oque: T-mg

mevimiento

Puesto que se jala la cuerda para que el cilindro no se tras
lade, se tiene de:

+
?ext = Mi__ =0

0 = T = ng

El trabajo hecho por T en llevar al cilindro de una w,=0

a una velocidad angular  es igual al cambio de energia ciné
tica de rotaciém del cilindro (la energia cinética de trasla
cibén es cero, puesto que el cilindro no se traslada) y por
lo tanto, tenemos:

11620 = ¥ pero I = %MRZ




94

1

W= IMR2,2

¢) La longitud de la cuerda desenrollada es: £ = Rg donde ¢ es

medido en radianes y nos indica las vueltas dadas por 1.
Ahora bien, como T es constante, el movimiento de rotacién

es uniformemente acelerado y entonces:

w2 = wi+lag
de donde, =~ @ = %E ya que wo = 0
: o =% IR MgR _2g
4 I hge Lwgz K
7 ™M
_ w2R
9 = g
Problema 11:
‘!’Y'i ' *Y'
0 A~
m. | :o ‘ ' , y )
2 , ‘ | ////
g a
, _L ' ‘ J/’CM 4 VYem
0 CM X, X / -3/ ] XH
;o
/ / movimiento
7/ /
7/ /
Mﬂl;' </'/,/
V4
i A

a) Como el movimiento se ejecuta en un plano horizontal sin



b}

friccién, entoﬁces ﬁ s CTE en ese plano.

El sistema de referencia de laboratorio (0OXY) y el del C.M
(CM.X'Y') los hacemos coincidir en el centro geométrico de
la regla (posteriormente se verd la utilidad de dicha elec-

cién). La conservacifn del momento la expresamos como:

P = §P+§R ; donde ﬁP: momento lineal de la particula.
§R

Los momento lineales antes y después de la colisién son:

momento lineal de la regla.

Py = Ppy+Ppy = mvod
ﬁf = §Pf+§Rf Z‘Mﬁcmf ; donde Gcm es la velocidad del

C.M. de la regla.

Igualando los momentos, se obtjene:

v = MWVogq iiEl] C.M. de la regla se mueve en

Venf M

linea recta (eje X)!!
Comoe no hay fuerzas externas sobre cada cuerpo del sistema,
entonceés no hay torcas sobre ellos y por lo tanto la torca

CTE.

total externa es cero y entonces j#

La conservacién del momento angular la expresaremos COmo:

L = fp+fR; donde EP = momento angular de la particula.
fR = momento angular de la regla.
. ;. B , Y _,.'=; '—Ir—!- -+
ademas.fR = IR+Mrcmxvcm I m+Mrmevcm

L

T +I'5+MT xv
P cm” cm

95
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en

Los momentos angulares antes y después del choque son:

- ' - > - - -~
fi fpi+1 mi+Mrcmixvcmi mv.dk

. = r =4 =z = _1_ 2+ .. 3 t= _..1'._. 2
v Lf. tPf+wa+Mrcmf:(chf leL wgs Y2 que I 12ML

Note que por la‘eleccién del sistema de referencia de labo-
ratorio, se tiene que:

- - . - P _
Temf - Temi © 0y . Mrcmfx Vemf © 0

Igualando los momentos angulares y despejando_-c:f se encuen-

tra que:
$f =-l%%;iéﬁ ijRota la regla alrededor de su

C.M. en el sentido de las ma-
necillas del reloj!!

La energia cinética la expresaremos COmO:

K = Kp+Kp; donde Ky = energia cinética de la particula

Kr = energia cinética de la regla.

S TP U T
ademis KR KR+7Mch = 7I'm +§Mvcm

Kp+ ZMVZ 21142

K p*t FMVInts

Las energias cinéticas antes y después de la colisién son:

= K 12 1., ., _ 1
Ky 7 PpyraMvepitlte] = Zave
‘ B ) 1 2 .l _ m?v3 6m?vid
v Ke = Kpgramvopetyl'ug = 5y e

-+ -+
donde se han puesto los valores encontrados para Vepe ¥ U



Finalmente, encontrando aK = K.-K; realizando algebra ele-

e

mental, se obtilene:

_ [m2(12d2+L2)-M2L2]
ok = 2RL? T Ve

Si con los datos numéricos aX = 0 = el choque es eldstico

y si 4K =0, entonces el choque es ineldstico.

Problema 12

Este problema es semejante al antérior, s6lo que el proyectil
choca por debajo del C.M. en la figura 17 y rebota con cierta

velocidad. Utilizando los sistemas de referencia del problema

anterior, tenemos:

a) El momento lineal antes y después de la colisibn es:

ﬁi = mvoi

Pg

[l

~ -+
-meLincmf

ITgualando los momentos se obtiene para Gcmf

+ - miV°+V£!i

Venf M
b) El momento angular_antes_y después-de la colisidén es:
fi = mvodk
ff'=1%ML2$f—mvde
Igualando los momentos angulares y despejando wg S€ tiene

que:
o md(Votvg) ¢

3 1
. 2
17 ML
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12md(vo+V£)A

Y T MLZ K

c) Las energlas cinéticas antes y después'del choque . son:

_ 1,
Kl = ~2—-mvé
) : I Y lyo2.1 2
v Kf 7mvcmf+ ?IMT+?mvf
y: AK = Kf-Ki

Como en el anterior problema: K = 0 => eldstico, si 4Kz 0 = ine

l4dstico.

Problema 13.

Este problema es semejante a los anteriores con la condicién extra

]

de que el choque es eldstico y por lo cual K = CTE.
a) Mediante la conservacién del momento lineal intentaremos encon-
trar el valor de m!
~ Usando los mismos sistemas de referencia que en el problema 16
se tiéne que el momento lineal antes y después de la colisién
éSZ

P, = -mvei y-§ = Mv

i f cmf

Igualando se obtiene:

+
=
<
o

=
[
~
=
L

v
cmf
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. . . . -r
esta ecuacidn contiene dos incédgnitas m y Vv per lo

cmf’
que intentaremos con la conservacién del momento angular
resolver esto.

El momento angular antcs y después de la colisidn es:

SV dk

[
"

y: L, = 1'g =%§ML2;

Igualando los momentos angularcs se tiene:

1Zmvod -
6= - ——ﬂfyil< — (2)

nuevamente, esta ecuacién contiene dos incégnitas o y my
en total, hasta el momento se tienen dos ecuaciones con
tres incdgnitas, pero falta utilizar la conservacibén de la
energia cinética y lo mds probable es que esto nos quite la
dificultad.

La energia cinética antes y después de la colisidn es:

1 2
Ki = 3MVs
_ 1l 1 , m? vo (12)%m?v34d2
Vi Ke = vl edgliel = M) ag(gpin?) (A

Igualando las energias se tiene que:

1 2 _ 1 m’v3 6m2vid?
Z7We = 5 T ML 2
~ (2) m - M
[1+12d27L2]
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1

> Vo
y de la ecuacibén (1): (b} v__ ¢ = - [1+12d7/T2]

. o -12ved 7
y de la ecuacién (2): (€} wp = @ris12d7/07]

+ Vved

= wg T C TpZe1zdI]

g

Problema 14:

-T—»X
/
. /
/
L
) //
m 30 r/ d
— — L — 4 —
M —S"
X

a) Puesto que la regla s6lo tiene rotacién y es alrededor del
punto A, pondremos el sistema de referencia de laboratorio

como se indica en la figura y las cantidades se medirdn des

de A.
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b)

El momento angular antes y después de la colisidn es:

-+ ' -+
L. = mv ak
1 o

-
y L (ma2+lA)w; donde ma? es el momento de inercia de la

FA
bala, IA es el momentc de inercia de la regla con respecto
al pivote (puntoc A) vy w es la velocidad angular, la cual es

comin para el sistema (bala + regla).

1

como: I, = gMLz, entonces:
- 1 -+
Lpy ° (maz+§WL2)m

El momento lineal antes y después de la colisibn es:

~ —_ £y -+
ﬁi = mv 1 ¥ ﬁf = (M+m)vCm

en donde Gcm es desconocida.
En este problema el momento lineal no se conserva puesto que
en la cclisidén existe una fuerza externa que ejerce el pivote
(que impide Ta traslacidn de la regla) sobre la regla. Para
encontrar la distancia a supondremos que el tiempo que dura la
colisidn {intervalo que transcurre desde que la bala toca, se
incrusta y se detiene dentro de la regla) es tan pequefio que
el movimiento de la regla es imperceptible, por lo que duran-
te la colisidn se conserva el momento lineal (ﬁextz 0}.
Igualando los momentos lineales, se tiene:

mv, = (M+m]vcm — (1}
la velocidad del C.M. se puede encontrar del inciso (a) vya

-+

que como F actlia en el pivote, no ejerce torca, es decir,

> -+
Ty = 0, y por lo tanto L, = CTE.



d)

102

Igualando los momentos angulares del inciso (a) y despejando-

w, se& tiene:

o mv,a - (2}
w 2, Ly 2
(ma +—_3ML }
pere v . = wy_ donde Yem €5 la distancia desde A al C.M.

del sistema (bala+regla) y estd dado por:

ma+M(3)
Yem T T mel - (3)
de (2) y (3)
mv,a ma+M(%)
V =

SN (ma?egMLE) (meM)

y de la ec. (1)

mvoa L
mv, = ————— [ma+M(3)]
(maz+§ML2)

Despejando a tenemos:

El cambio en la energia cinética es:

1

Sustituyendo IA = %ML2 y el valor de « encontrado anterior-

mente se tiene:



L2
_ 1 3
AK = - A T
—3-ML2+ma2

en el caso especial en el que se conserva el momento lineal

(a = %L) se tiene que:

Problema 15:

MgcosB

a) Como la regla tiene Gnicamente rotacidn, usamos nuestra ecua-

cidn:
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b)

104

= » -
Frn el pivote existe una fuerza F que ejerce éste sobre la
regla, pero no hace torca, por lo cual la Gnica fuerza que
produce torca €S Su peso (6 su componente perpendlcular a ia
. -+ - [ .
regla). Observe que en la vertical: 1 = ¢ (posicidn de equl-
librio rotacional).
De la ecuacidn anterior, tenemos:

—Mgsene(%) = (%MLZJQ

Despejando a, se tiene:

- 3 a
a = - ﬁgsenu

el signo (-) se introduce porque la torca producida por el
peso tiende a evitar que la regla se aleje de la vertical

- . . -

(1 actiia en sentido opuesto al de a}.

Para encontrar la veleocidad angular, podemos utilizar la con-
servacién de la energia mecdnica,

La energia meclnica inicial y final con el nivel de referen-
cila para la energia potencial gravitacional indicado en la

figura es:

E. =0
1
. _ 1 L
y: EF = 7IAw2-Mg7cose
Tgualando las energias y despejando w se tiene:

IA 3

w = v/ Meheogg ; pero I, e

w = ég-Cose

L




¢) De la figura, la fuerza F la descomponemos en su parte ra-

dial y tangencial (perpendicular) y sabemos que:

LF, = ﬁl - Mgcoss = Ma’R
¥ FT = Fl - Mgsen® = MRa
donde: R = %

Substituyendo los valores de w, o y R en las anteriores ecua

ciones se obtiene:

F, = %Mgcose

y: ¥ = % Mgsen®
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3. RESUMEN DE LA UNIDAD III. OSCILACIONES MECANICAS

Definicidn: Un movimiento periddico es cualquier movimiento que
se Tepite en el tiempo, es decir, el estado de movimiento de un
cuefpo evoluciona periddicamente en el tiempo.
Observacién: La descripcidén matemdtica de un movimiento periddi
co se hace usualmente en términos de expresiones que contienen
funciones senos y cosenos, a las que se denominan funciqnes ar-
mdénicas. Por esta razdn, a un movimiento periddico tambiZn se
le conoce como movimiento arménico.
Definicién: Un movimiento oscilatorio es un movimiento periddi-
co en el que el cuerpo Tegresa a su estado inicial recorriendo
la misma trayectoria pero en sentido inverso; es decir, el cuer
po se mueve de ida y vuelta siempre sobre el mismo camino.
Ejemplos:
1) -El mdﬁimientoAde un cuerpo sujeto a la fuerza de un resorte
(sistema resorte-masa).
2) E1 movimiento de un péndulo simple.
3} El movimiento de un balin sobre un rizo en forma de U.
Observacidon: En general, un cuerpo describe un movimiento osci-
latorio alrededor de una posicidn de equilibrio, denominada pun
to de equilibrio estable, debido a que sobre €1 actla una fuer-
za restauradora o restitutiva, que tiende a obligarlo a regre-
sar a dicha posicién, cuando el cuerpo ha sido desplazado fuera
de ella. Cuando los limites del movimiento en ambos sentidos
respecto de la-posic16n de equilibrio son equidistantes, se di-
ce que el movimiento es armfnico simple. Adoptaremos el siste-
ma resorte-masa como nuestro sistema de estudio para hacer 1la

descripcién dindmica del movimiento arménico de un cuerpo.
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3.1 OSCILADOR ARMONICO SIMPLE

108

Definicidn: Un oscilador armbdnico simple (en adelante 0.A.S.)
en una dimensidén es una particula m que se mueve en linea rec

ta (eje x), sometida a la accidn de una fucrza dada por:
F = -kx, k = CTE

Donde x es la coordenada de posicién de m.
Ecuacidén de movimiento:

De la segunda Ley de Newton, la ecuacibén de movimiento de un

0.A.S. es:
2, 2 2
m %?é = -kx b %?é = ~u?x ) %Té + wix =0
Donde o 2 f[§; es la frecuencia angular del 0.A.S.

Solucidén de la ecuacidn de movimiento:

La solucidén_de la ecuacibdn de movimiento del O.A.S. es:
x(t) = Acos{wt + &)

Donde A y & son constantes de integracidn cuyos valores se
determinan a partir de las condiciones iniciales de movimien

to, de la sigulente forma.

A= Mxi e Yo amplitud del movimiento

W

[e 3 on]

v
—= constante de fase

[«
il

arctan -
Xow

Se observa que el movimiento de T es acotado:

- A< x <A



y peribddico, de periodo T

21

o

T

2l

La frecuencia f del O.A.S

También se observa que:

dx

v(it) = aT -Awscen{wt + &
2
a(t) = %% = %f§ = -Aw?cos

Consideraciones de

Dado gue la fuerza F -k

vimiento de un 0.A.S. deb
E = CTE
Para un 0.A.S5. se tiene:

Energia potencial:

1

- - 1
U= =

2

kx? kA%cos? (wt +

Energila cinética:

dado por:

-
"

se define como:

] = Ae>Vv>-Ag

=

{(wt + &) ApPra> -Ap?

energia en un 0.A.S.:

X es conservativa, entonces el mo-

e ser conservativo, es decir:

lkAiniO

§) = 7

K = gmv= Ik E\Z-xﬂ - JkAZsen? (wt + §) = TKAZ>K>0
Energia mecénica:
E=CTE = K+ U =2ka? = ine?a? = U =X

20 2 max max

Ejemplos de 0.A.S.:

i) Movimiento horizontal

de una particula unida a un resorte

109



horizontal fijo.

———

k kx
m

I’III’II/%II"’)W}I”}?/
k—x—ﬂ

No hay friccidn

|
|
-5 Posicién no deformada
I

en este caso:

d?x _ - .
L el kx => x=Acos{wt + §)

con w=/?
m

k es la constante del resorte, x es la posicién de m
con respecto de la posicidn no deformada del resorte.
ii)} Movimiento vertical de una particula unida a un resorte

vertical fijo.

Posicidn no
deformada

L

e el T

Posicidn de
equilibric
sk = mg

10



En este caso:

2 2
m%f§ = -k(x+s) + mg = m%E§ = -kx = X = Acos(ut+d), w =/

alw]

k es la constante del resorte, x es la posicién de m

respecto de la posicidn de equilibrio del sistema.

iii) Péndulo simple.

Posicidn de
equilibrio

En variables angulares:

d?g
2 = -
mL FERA mgLsens

Para pequefilas amplitudes
8<<1 tal que sens=6 entonces:

d2
L'a’t—= -g@ = 8

+
emcos(wt §)

. / v
dende: w = % ) Gm = Voo + g% , & = arctan [:— Vo

8o Y Wosoh la posicidén y la velocidad angular de m en

t = 0, L es la longitud del péndulo.




iv) Péndule fisico:

l
Posicidn de—:r'

equilibrio l

en variables angulares:

1970 - ngL
qrz - Mg send

Para pequefias amplitudes:

§<<1 tal que senf=g, enteonces:

d®e :
IW = -mgLe = 8§ = emCOS(Ut + 6),

-

/ Wz i
Donde: w« = E%L , O = /8o %% , 6= arctan ‘:— eh:_w
Q

6o vy Wo son 1la posicidén y velocidad angular de m en t=0
I es el momento de inercia del péndulo, respecto del eje

de rotacibn que pasa por el punto de rotacibn O.

v) Péndulo de torsién:

Varilla de torsidn
(masa despreciable)

-~

rd

Disco de momento
de inercia I

Posicidn de
equilibrio

\\bf;/’

12



para pequefias torsiones 06, la varilla ejerce una torca
sobre el disco dada por:

T = -Kg
donde K es la constante de torsidén de ta varilla.

Entonces para ¢l movimiento del disco tenemos:
d?s _ . _ | _ /K
IW = -Kg = g5 = GmCOS(Ht + (5) , €con «w = I

Cow

1‘.;2_ I -
y: 8, = Y83 *+ —5— , § = arctan [_— —°

80 ¥y W, son la posicidén y velocidad angular del disco en
t=0.

I es el momento de inercia del disco.

3.2 OSCILADOR ARMGNICO AMORTIGUADO
Ecuacién de movimiento:
Considerando que en un 0.A.S. actia una fuerza amortiguadora

dada por:

= -py = -pdX -
F = -bv = bdt , con b CTE

La ecuacibn de movimiento es:

d%x

maTz'=‘kX'bV dx

dt

[

-kx -b

, -d®x dx _ d?x
Omm"’ba?"‘kx—o 6 aﬁ"‘

S|
D—lo-a
[ad
+
Elky
o
I
<

Solucién de la ecuacién:

Para la solucién de la ecuacibn se tienen tres casos:

13



i)

ii)

114

Caso subamortiguado:

: . . » _ Kk g _b
Es el caso en el que: w.»v, donde o5 = w0 T Im

y la solucién cs:
-yt
x(t) = Age Y cos(ut + 6
donde 2 = 42 - y2, A, y & son constantes que dependen
de las condiciones iniciales dc movimicnto.
En este caso el movimiento de m ¢s osciiatorio, de pe-
rd
riodo T dado por:
'I. =

n . 21
v A
La amplitud del mevimicnto decae exponencialmente de la

forma:

Amortiguamiento critico:
Es el caso en que wo = v Yy la solucidn es:

x(t) = e 'Y, + Gyt

Donde C; y C, son constantes que dependen de las condi-
ciones iniciales de movimiento.

En el caso en que las condiciones iniciales son:

x{t=0) A, : Posicién inicial

v(t=0) o : Velocidad inicial
se tiene que:

C]_- = Ao y C2 =, “{Ao

por lo que la solucibén para este caso se expresa final-

mente COmMo: vt
x(t) = Ao (1+vt) e '



. En este caso el movimiento de m nc es oscllatorilo;
simplemente se va acercando a la posicibén de equilibrio.
iii) Casc sobreamortiguado.
Es el caso en que wo<Y y la solucidn cs:
x(t) = e YN Ciexa (- /YT 0Rt) + Crexp (YT ait)]
Donde C; y €, son constantes que <enenden dc las condi-
ciones iniclales de movimiesnto.

En el caso en que las condicionecs iniciales son:

It

x{(t=0) Ao posicién inicial

v(t=0) 0 : velocidad inicial

s3 tilene que

=

Cy = 5-(1-+71-Q2}

7
C, = fe(1+ /TIQR)

Donde: Q = %3 es el factor de calidad del oscilador.
Por lo tanto, la solucibn para este caso puede expresar-
5S¢ Ccomo:

x(t) = gf-e_Yt{(1+/T767 )exp(wo/é% -1ty o+

+(1-/1-Q2 )exp(-uo/(—,}z—-lt}}
En este caso el movimientc de m tampoco es oscilatorio;
se va acercandc a la posicién de equilibrioc mds lenta-

mente que en el caso de amortiguamiento critico.
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3.3 OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO Y FORZADO
Si sobre un oscilador arménico amortiguado act(a una fuerza
periddica del tipo:
F = Fgcosme

con F, = CTE, = CTE entonces la ecuacidén de movimiento es:

we

d?x dx

d?x dx
mT = _]\X_bdf + FOCOS{Jth 6 M=—— + b

iz at + kx = F,cosut

cuya solucién general es:
Xx(t) = xh(t) + Acos(wft + &)

donde xh(t) es la solucién general de la ecuacién homogénea
que decae exponencialmente. A Xy se le 1llama el términc

transitorio; para t suficientemente grande, tal que:

xh<<Acos(mft + §)
se tiene que:

x(t) = Acos(wft + §)

Que es la solucibén permanente y representa un movimiento ar-
ménico simple de frecuencia angular we Y donde la amplitud A

y § son constantes cuyos valores son:

A =

Cn
"
o
—
(@]
—~+
ja¢]
3
r

Es decir, A depende de wf; el valor méximo de A se obtiene

para el valor de e dado por:

= @%-ZYE

mf =(_UR
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y es:
A _ Fo/m _ Eo/m
mAX 28 VoBvT o 2+

con: w = Vwi-y?

A este valor de we T owy S€ le 1lama la frecuencia angular de
resonancia.

Si no hay amortiguamiento, y = 0 v entonccs: = wo .

s wR
y se observa que: Si1 we Truwo =2 Avw,

ny,



PROBLEMAS DE LA UNIDAD 111 DE DINAMICA

1.

118

Un oscilador arménico simple de masa m = Z kg es descrito por
la ccuacidén ¥ (t) = 4 cos (0.1t + 0.5)m. Encontrar: (a) la
amplitud, ¢l periodo, la frecucncia, la frecuencia angular y
la constante de fasc, (b) la velocidad v la acelcracién al
tiempo t = 3is, (c¢) las condiciones iniciales (t = 0Os), (d)
la enerefa c¢inética y la cneryfa potencial al ticmpo t = 10is

{¢) la cnergia mecanica del oscilador.

Una particula cuya masa cs de 0.5 kg sc mueve con movimicnto
armbébnico simple. Su periodo es de 0.15s ¥y la amplitud de su
movimicento es de 0.1m. Calcular: (a) la acelcracidn y la
fuerza cuando la particula se encuentra a 0.05m a la izquier
da de la posicidén de equilibrio, (b) la energia potencial,
cinética y mecdnica cuando la particula se cncuentra a 0.05m

a la derecha de la posicibén de equilibrio.

~

Una particula de masa m = 0.5 kg ejecuta un movimiento armb-
nico simple alrededor de la posiciébén de equilibrio, para

t = 0s la velocidad es Vo, = -10 m/s y la elongacidn es cero.
Si el periodo del movimiento es de 3s, determinar: (a) la
frecuencia angular, la frecuencia, la amplitud y la constan
te de fase, (b) la elongacibén, velocidad y aceleracidn para
el tiempo t = 3/4s, {(c} la energla cinética, notencial y me-
céﬁica en la posicién_dc equilibrio y en la elongacibén mixi-

nma,

La energia mecdnica del oscilador arménico simple de la figu

ra 1 es de E = 10J. La posicibén y la velocidad iniciales son,



respectivamente X, = +2m y Vo, = +5 m/s. Calcular: (a) la

-

amplitud de las oscilaciones, (b) la frecuencia angular, (c)

la masa del bloque y (d) la constante de fase.

Un cuerpo de masa M se encuentra unido a un resorte sin de-
formar de constante k como se muestra en la figura Z. Una

bala de masa m incide con velocidad V, y se incrusta en

el bloque. Calcular: (a) la amplitud, la constante de fase
y la frecuencia angular del movimiento del nueve cuerpo
(M + m), (b) la posicidn, velocidad y aceleracién del cuer

po al tiempo t = 1.5s.

Un hombre con una masa M = 75 kg permanece de pié en una pla

taforma como se muestra en la figura 3. La plataforma ascien

~de y desciende con un movimiento arménico simple de amplitud
Ao = 0.5 m. Determine el valor mas pequeno del periodo de

movimiento, para que el hombre no se despegue de la platafor-

ma.

Un oscilador arménico simple estd constituido por un blogue

de masa M = 1.5 kg, unido a un resorte como se ilustra en la

figura 4. Se observa que al tiempo t = 0.5s5 el bloque se en-

cuentra en la posicidén X, = 0.15 m y su velocidad es Vo=3 m/s.
Si su periodo de oscilacibén es T, = 2s, encontrar: (a) la
amplitud, la constante de fase, la frecuencia angular y la
constante del resorte; (b) la posicibn, velocidad y acelera-
cibén del bloque al tiempo t = ls; (¢) la energia cinética y

potencial del sistema cuando el bloque sSe encuentra en X=0,10m.

El péndulo de un rteloj tiene un periodo T, = 4s en un lugar de

la tierra donde g = 9.8 m/s*. Si el péndulo se lleva a un lu-
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10.

11.
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gar en el cual g = 9.75 m/s?, ;cudnto se habri atrasado el

reloj en 5 dfas?

La figura S muestra un péndulo fisico fijo en el punto 0. é;
te se compone de¢ una varilla de masa M = 1 kg y longitud

L =1.5my de una esfera unida a el de radio R = 0.30 m y ma
sam = 4 kg. (a) Establecer: la ecuacidédn de movimiento de su
C.M.; (b) en t = 0s, 6 = 15° y parte del reposo, calcular la

velocidad del C.M. en la posicidn de equilibrio; (c¢) calcular

la tongitud del péndulo simple equivalente.

Una esfera de radio R (péndulo fisico) se suspende de un ca-
ble (masa despreciable) fijo a un punto O de tal manera que
la distancia del centro de la esfera al punto O es £, como se
muestra en la figura 6. (a) Dar la expresidn del periodo del
sistema; (b) determinar la longitud L del péndulo simple equi
valente, (c) supbngase que este Ultimo es el péndulo de un re
loj cuyo periodo T. = 2s en un lugar de la tierra donde g =9.8
m/s?. gcuénfo se ha atrasado (jo0 adelantado? ) el reloj en 24
horas si L disminuye -en 2 cm?; (d) gcuénto se atrasard (4o
adelantar4?) en 24 horas si se lleva a un lugar donde g= 9.9

m/s* y mantenemos su longitud original L?

Una esferade masa M = 35 kg rueda sin resbalar sobre una su-
perficie horizontal y va unida a un resorte sin masa como se
muestra en la figura 7. El sistema se suelta del reposo en
una posicidén en la cual el resorte estd estirado ko = 0.5 m.
Calcular: (a) la ecuacién de movimiento del sistema; (b) la
constante k del resorte si el periodo de oscilacién es T, =7s;

(c) la velocidad mixima del C.M. de la esfera.



12.

13.

14,

15.

Un péndulo simple tiene un periodo de 2Zs y una amplitud de 2°.
Después de 10 Oscilaciones completas su amplitud ha sido redu-
cida a 1.5%°. Encontrar: (a) la constante de amortiguamiento

{y), (b) la frecuencia angular.

Cuatro personas cuya masa total es 300 kg comprimen las muelles
de un automdvil 10 cm cuando suben a éste. El autombvil carga-
do (masa total 900 kg) pasa un bache y se pone a oscilar, calcu
lar: (a) el periodo de oscilacién; (b) si se adaptan amortigua-
dores de tal manera que la amplitud de las oscilaciones se redu
ce a la décima parte de la inicial después de 5 oscilaciones.

Calcular la constante de la fuerza de amortiguamiento.

En un oscilador amortiguadodlq.éantidad T = 1/2y se le llama el
tiempo de relajacién. {a) verificar que tiene unidades de tiempo;
(b) ;en cuinto ha variado la ampiitud del oscilador después de

un tiempo 1?; (c) expresar, como funcién de 1, el tiempc necesa-
rio para que la amplitud se reduzca a la mitad de su valor ini-

cial; (d) si %<<gy, demostrar que la energia del oscilador puede

escribirse como: E = 1/2 m ol A2 e 2YE, (e) la potencia promedio
disipada se define por P = dE demostrar que P = 2ZyE = %.

Un oscilador cuya masa es 50 kg se ve amortiguado por efectos ex
ternos cuya constante de amortiguamientc es ¥ = 0.8 s-l. Para
evitarlo se le aplica una fuerza periébédica con frecuencia We = 1
rad/s y amplitud F, = 25 N. Se considera el oscilador como un
resorte horizontal; (a) ;qué constante debe tener para que la
amplitud de oscilacién sea mdxima? (Sugerencia: ; Cémo se define
la frecuencila de resonancia?); (b) calcule la amplitud en este

caso.
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16.

17.

18.

122

El periodo de un oscilador amortiguado es de 2s. Después de 10
oscilaciones su amplitud decae a 1/2 del valor inicial. (a) en-
contrar la constante de amortiguamiento Yy, (b) calcular la fre-
cuencia del oscilador no amortiguado W,, (¢) si Ei es la ener-
gia inicial y B¢ la energia después de 10 oscilaciones, calcule
Ef/Ei’ {d) para evitar el amortiguamiento se le aplica una fuer
za del tipo F = (0.1N)cos Wft. Calcule el valor de Wf tal que
la amplitud del movimiento sea madxima. Si la masa del oscila-

dor es m = 1 kg. ;Cudl es el valor de esta amplitud?

Un bloque de masa m estd unido a un resorte k y un amortiguador
de constante de fuerza b, como se muestra en la figura 8. Ini-
cialmente se estira el resorte haciendo colgar un cuerpo de masa
m' como Sse ilustra en la figura. Estando el sistema en equili-
brio, se corta la cuerda v se inicia el movimiento: fa) conside-
re b = 0 (no hay amortiguamiento) y encuentre la amplitud, la
constante de fase, la frecuencia angular y el periodo del movi-
miento del bloque; (b) en este caso b = 2.1 kg/s, calcule la
frecuencia angular y el periodo del bloque; (c) para el caso (b)
calcule el valor de la amplitud después de haber efectuado tres

oscilaciones.

Un oscilador arménico simple tiene un resorte de constante k =
1000 N/m y un perfodo T, = 0.8s. Se coloca después en un medio
disipativo de tal forma que su amplitud inicial decae a una oc-
tava parte de su valor en un tiempo t = 18s. (a) calcular la
constante de amortiguamiento Y v la constante b de la fuerza
amortiguadora. Para evitar el amortiguamiento se aplica una

fuerza periodica de amplitud F, = 21 N y de periodo Tf = 1.25s



(b) calcular la frecuencia angular de la fuerza periodica y la
amplitud de las oscilaciones, (c) si se quieren oscilaciones
de mixima amplitud, calcular la frecuencia due debe tener la
fuerza peribdica y encuentre la amplitud del movimiento corres

pondiente a dicha frecuencia.

Se tiené un sistema masa-resorte con un bloque de masa M = 50
kg y la constante del resorte k = 250 N/m. Si al pasar el blo-
que por la posicién de equilibrio tiene unﬁ velocidad de V, =
5 m/s. (a) calcular la frecuencia angular y el periodo del mo-
vimiento, (b) ;i_esté Sistema se introduce en un medio viscoso,
se observa que la ahﬁlitud del movimiento decae a la cuarta par.
te de su valdr'inicial en 5 oscilaciones, ;cuél es la constante
de la fuerza amortiguadora, b, del medio?, {(c) icudnta energia
perdibé el sistema en las oscilaciones?, (d) para evitar que si-
ga disminuyendo la amplitud se le aplica una fuerza peribdica
F = 150 cosW.t N. Para que el sistema entre en resonancia,
¢cudl debe ser la frecuencia de la fuerza perifdica aplicada vy
cuél la méxima amplitud que se logra establecer para el movi-

miento?
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SOLUCION A LOS PROBLEMAS DE LA UNIDAD III DE DINAMICA

Problema 1:

m = kg
x(tj = 4 cos{0.1t+0.5)metros
a) La amplitud es: Ao, = 4 metros,
Frecuencia angular: we = 0.1 rad/s
Frecuencia: v, = %% = 7%? Hertz
Constante de fase: & = 0.5 rad
Periodo: To = 1/v, = 207 seg.

b) La velocidad y la aceleracién a cualquier tiempo son:

v(t) = §5 = -0.4sen(0.1¢+0.5)
: = dv
y: a(t) = I - -0.04ces(0.1t+0.5)
en el tlempoc t =5% seg., se tiene.

v(t=5n) = -0.4sen{0.5%+0.5) = -0.35m/s

y: a(t=5n) = -0.04c0s(0.57+0.5) = + 0.019m/s?

c) Las condiciones iniciales son:

Ao = v X2+V° =

°ws
x(0) = 4 cos(0.5) = 3.5im
y: v(0) = 0.4sen(0.5) = 0.19m/s
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o] =

d) K = 2mv?= 7(2)[0.4sen(n+0.5)]2= 0.037J

U = %kx2= Zmedx2= £(2)(0.1)2[4cos(r+0.5)]2 = 0.125J

e) E - Fme3A% = 7(2)(0.1)2(4)2= 0.16J

1l
| =
~
b
opho>
|

m =0.5kg; To = 0.15s; Ao = 0.1lm
a) a = -udx = -(E8)2x = -(3210)2(-0.05) = +87.73m/s?
‘ 5 T, 0.15 : :

F =ma= (0.5(87.73) = 43.86N

i 1 1 .2 1 2
b) U = 7kX2 = 71[1&]%)(2: 71“{:1:%)2}(2 = z‘(O.S)(O.—;-TS)Z (+0.05)2 = 1096J
1 1 1 . 20.2
K = smv? = om{wd (A5-x?)] = fm(T%) (A3 -x2%) =

1 21 2 X
= 7(0'5)(UT%§) (0.1-0.05) = 3.29J

1 1 1 2z 2
E = 5kA% = ;mu3AZ = (0.5)(67%§) (0.1) = 4.386J
Problema 3:
m=0.5kg; ent =0 Vo = -10m/s ¥y Xo = 03 To = 3s
2n 2T _wo _ 1 _ 1
a)mo—-ﬂ“"s—,f—-z—?—ﬁ 3HZ
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- -1 Vo o_ -1 (-10)(3) _.
§ = tan - Do Xa = tan -"z*ﬁ—r tan
_ 15 2m ™
b} x = —7rcos‘j?t+7}
3 15 AP I 15 _ 15
x(?) - {3 (z)+§] cosm = ——m

-1

+

© =

V(E) = 10 senm =.0m/s
3 3 49?2 15
a(3) = -eix(D) - - Ay - AR S 20n
c¢) En la posicidén de equilibrio:
U=0 y K __=E= ka2 = inua (05)()(
Y “max 2000 7MW 3
- K7 1095 (15)2 = 257
max 2 Vg
d) En la elongacidn mixima:
= = = 1 2 _

Problema 4:

E =10J; xo = Zmy V = 5m/s
(=]
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a) E= kA= A, = /% = /% = 7.07 m

. Ve -
b} Ai = Xi"' "2‘ = w,oo= */}‘_\\‘2—%*)(*2' Vo = Ygﬁ (5) = 0.74 rad/s

(VN < ]
) K = mel = m = 2% = pgyr < 0.736kg
v . 5

d) 8§ = tan™! - e L = tan”' - oy gy -1.28 rad
PROBLEMA 5:

M= 5,03 kg; m = 0.01 kg; V = 378 m/s; k = 47 N/m
a) Como la bala choca y se incrusta en el bloque, tenemos un
choque totalmente ineldstico, y la velocidad del nuevo cuer-

po m+M = 5,04 kg es:

v = v _ (0.01)(378)
o m*M (5.03)

= 0.75 m/s
y es la velocidad inicial del movimiento oscilatorio que se
va a efectuar. La posicidn inicial es cero (X, =0). De 1o

anterior, la amplitud es:

=]

. Vv _ v,
§ = tan"~ ' - % ; = tan ! -
Q o 4 E
X, Y oo
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= tan - T = tan - (0) 47
-1
= tan (-=®) = —%
la frecuencia angular:
- K_ /47 _ .
e ~ /m = 5.—03 = 3.06rdd/s
b) X(t) = 0.245c0s(3.06t-3)
V(t) = (0.245)(3.06)sen(3.06t-7) = -0.75sen(3.06t-3)
a = -wix
en t = 1.5s:
X{1.5) = 0.245cos ((3.06){1.5)-5) = -0.24m.
V(1.5) = -0.75sen{(3.06)(1.5)-3) = -0.091m/s
a(l1.5) = -2X(1.5) = -(3.06)2(-0.24) = +2.25m/s?
Problema 6: >

—

-

<
”Ek
777

En el punto de méxima elongacidén del resorte, las fuerzas que

actlan scbre el hombre son la normal y su peso(ver la figura).
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La aceleracidn sobre el cuerpo es:

_ Mg - N
a = j\[ 3

pero si el hombre no alcunza a despegarse de la platafcorma, te-
T -
nemos que N = 0, ya que en este caso la aceleracidn que le pro-

duce el peso al hombre es 1gual a la aceleracidn mdxima que le

producec el resorte; es decir:

— 2 = 27'- 2 — = /.F\._o =/
g = Aowo = AO [T— => T 2y T 4.ds

min

Problema 7:
M=1.5kg; en t = 0.5s: y_ =+0.15m y V =+3m/s., T, = 25

a) De las condiciones iniciales del problema.

{ V2 ; 2 '
A = Ale=2 = /015" + 53) = /{0.15}2+(33;£4} = 0.97 m

=Y . (3.0) a1 (3)(4)
y = tan’! - = tan ‘- "% = tan ! - - <o =-1.11 rad.
XOUJO (0‘15) (izl [0.15 4'” i
w, = %f = %;-= m=3.14 rad/s
k = Mol = (1.5)(3.14)% = 14.97 N/m
b) La posicidn, velocidad y aceleracidn son:
x(t) = 0.97cos(3,14t - 1.11)
v{t) = -(0.97)(3.14)sen(3.14t - 1.11) = -3,04sen{3.14t - 1.11)
a = -wox = -(3.14)%x
y en t = 1ls, se tiene
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x(1) = 0.97cos{3.14-1.11) = -0.45m

v(1l) = -3.04sen(3.14-1.11) = -2.73m/s

a(1) = -(3.18)2x(1) = -(3.14)2(-0.43) = +4.24m/s?
c) La energia potencial en x = 0.10m es:

U = %kxz = 1(14.79)(0.1)% = 0.074J

La energia mecédnica:

E - $kaZ = 1(14.79)(0.97)% = 6.96J

y la energia cinética es:

K = E-U = 6.96-0.074 = 6.88J

Precblema 8:

To = 4s cuando go = 9.8m/s?
Primero, tenemos que enccntrar el periodo cuando g = 9.75m/s?,
esto es:

_ 'S _ /T T2
T n g » pero To = 2m . b orr g

L 4rn? T3
T2= 472 2 = o go = EoT2
T g g 4n7 E g

. _ /ﬁ“o _ 9.8
= T - ? o] = /m {4) = 4.015
Para encontrar el atraso, necesitamos.multiplicar la diferencia

de oscilaciones que existen por el periodo del reloj correcto.

No. osc.(Reloj correcto)= > gias = 4322205 = 108000 osc.
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No. osc.(Reloj que se atrasa)= 5 %ias =422820==107730Jﬁ osc.

A oscilaciones = 108000-107730.67 = 269.33 oscilaciones
El tiempo de atraso es entonces:

(269.33) (4s)

1077 .3s

Problema 9:

a) Para la resolucidn de-este problema, consideremos que la va-
rilla tiene una longitud total L y que el pedazo que le fal-
taria a la esfera es de masa despreciable, para considerarla

splida.
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£1 C.M. de la varilla con respecto al punto 0 y sobre el eje

x de la figura, es:

o

Xemy™
y el de la esfera:
3
X = EL

el centro de masa del conjunto es:

3
M(3)+m (L)
Y I T Fa—
1.5 3 1
{1)( J+4{—(1.5)J
_ . 7 T 0.75+4.5_
= Xem T 5 = 3 1.05m

El momento de inercia del conjunto con respecto al punto 0 es:

- D S S 3 vz
I, I°V+I°E '3“1_. +[§mR +m(EL) J
= lML2+m{£R2+9HL2)
3 N5 4

Io = %(1)(1.5)2+4[§(0.3)2+%(1.512]

i

0.75+20.384 = 21.134kg-n?

La ecuacidn de movimiento es:
Ia = 1

d®e

donde o = T y T

- (M+m) gsens

-(5)(9.8)sent = -49seng

para oscilaciones pequefias, sen828 y entonces:
d*s
t?

(21.134) 3

= -499
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2
gte + 2.326 = 0 Ec. de movimiento.

b) De la ec. de movimiento, la posicibn y la velocidad angular

del péndulo en funcidén del tiempo son:

8(t)

8 cos(w,t+5,)

Wer) Bomosen(mot+60)

Como 6(t=0s) = 15° 'y W(t=0s) = 0, entonces:

8, = 15° y &_ =0
En la posicién de equilibrio el péndulo alcanza su mdxima ve-
locidad angular, la cual estd dada por:

= 9

lwmé.xl 0 o

Por lo que, la velocidad del C.M. en la posicidén de equili-
brio es:
ch(eq.) = WoaxXem T oo Xep = 0.419 m/s

ya que el C.M. describe un arco de circunferencia de radio

X.p Con centro en el punto 0.
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¢) La longitud del péndulo simple equivalente es:

L 1, _21.134  _ 21.134 _ 4.03m
(M+m)X__ {(5)(1.05) 5.25
Problema 10:
o -7

Er A SR )

El conjunto asi formado en la figura es un péndulo compuesto y,

S — (1)
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Necesitamos calcular el momento de inercia de la esfera respec
to de 0 y el C.M. de la esfera con respecto del mismo punto 0,

El momento de inercia es:

Io = %-MRHMQZ = M’éRZH&{| = (IJE(O.S)“P]

— I, = 1.036kg-m?

£l centro de masa es: X = Im
cm
= De(1): To = 21 //TT%TgE%TTTT = 2.043s

b) La longitud del péndulo simple equivalente es:

Io _ 1.036

= = 1.036m
MK, ~ (D)

L =

¢) Para el péndulo original,

ar Lodn?
Tozzﬁ?$g=Tg*L'

donde Lo es la longitud del péndulo (1.036m).

Cuando se acorta el péndulo, se tiene:

= ,,I'_‘, - Lo‘ . =E_ Lo-0.0Z
T 27y Z Zmv 147912 = In v S PP To

-1 - /.Egig;gi T, = /’j-géf (2.043) = 2.023s

- Ahora, procedemcs como en el problema 8.

24HRS _ 86400

T= = 3og73 = 42290.749

N°® osc. (Reloj original) =
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‘ 86400
N° osc. (Reloj acortado) = 24TETS = 573 - 42708.848

Sosc., = 418.099

Tiempo de adelanto:
(418.099)(2.0d43) = 854.17s.

d) Para el péndulo original con go = 9.8m/s? se tiene:

2
T =2n/§% = Lo = %ﬁ—m

Y cuando g = 9.9m/s?

entonces: T = (2.043)V g;g = 2.033s,

o _ 0 ars.2y . 24 hrs _ 86,400s _
N® osc. (g=9.8m/s?) T = 5573 - 42,290.749
N° osc.(g=9.9m/s?) = 23 hrs _ 86,400s _ ,» ,q4 59

T - 2.033s

El tiempo de adelanto es:

(AN®osc.) T,

| (42,290.749)-42,498.79)| (2.043s)

H

424 .9g
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Problema 11:

a) Para que la esfera ruede sin reshalar, debe actuar una

fuerza de friccidn dinamica como se muestra:

1

A ARV A S Y A A A A AV e BT

4—-)(—"

r A A A e e

-3 Posicidn de equilibrio

- -
Por lo que £ Y 2.n tienen la misma direccién y sentido.

Por Za. Ley de Newton tenemos entonces:

,
S -

pero: fr = -kx = -kx + f = ma .o

Por el andlogo rotacional de la 2a. Ley:
-fR = 1g
va que la fuerza del resorte no ejerce ninguna torca,

Como la esfera rueda sin reshalar: g = al

ademis: I =-%MR2

1ok
— £R = -(%MRZ)(—%IH) cf = -%Macm
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: . ) )
-Por lo anterior : -kx-gMa_ =Ma_ .

. 7
[La ec. de movimiento es: gMacm+kx = 0

d? x Sk

0 también: It Ea

b) La frecuencia angular es: wo = ELaP %L

™M T Ta
1 2
S S L S LS CIRY IV

¢) La energia mecdnica del oscilador en la posicitn de equili-

brio esr~

Lixz = Lyy? ISP
Jhad = ZMVE e g1t

_ Lyas2 1.2 cme
< D 3 ) e

= 2
_U VCmeq

Por lo que la velocidad médxima del C.M, de la esfera es:

cheq - /2R X, = 0.45m/s

7T M

Problema 12:

a) La amplitud decae con el tiempo: A(t) = Aoe_yt. Después dec

10 oscilaciones t = 10T, donde T es el periodo del oscilador

amortiguado; entonces:
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-10vt, o, = 9o
Af = Aie : Af 1.5%; Al 2
A A
£ _ -10¥T - g
E = g = 10YT £n Af
A: A-
10Y 2T v iing 400m3y? = (w3-y*) (An KL)Z
Vol -2 £ f

2
Wo

/A00m2+ (In A; /Af)?

A. )
gn L = 0.01445 '

Despejando Yy tenemos:y = A

by w = Vmg;yz = YpZ-(0.014372 = 3.1415rad/s

Problema 13:

a) Puesto que el sistema hombres + automdvil esti en equilibrio,

M kx = 0

Hé -

Mys _ (300)(9.8) _
X 0.1

= Lk =

29400N/m

y el periodo de oscilacifn es:

To = 21y IEI = 2mY —(m)— = 1l.1ls

b) Af = I%'Ai' Al igual que en el problema anterior, el tiempo

que transcurre en ese decaimiento es:
t = 5T

donde T es el periodo calculado en (a), entonces:
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A = A_efSYT — 10,=)eS(1'1)Y
f 1
. _ 5.5y . . .
= 10 = e , despejando Y, se tiene:
. Anl0 _ 5
Y = g 0.42rad/s
Problema 14:
a) T = 1/2y, y tiene unidades inversas de segundo {(ver problema

13) y 1 tiene 1las unidades -de segundo.

b) La amplitud decrece en el tiempo como:

. = -‘Yt = ": i
'A(t) A e , pero t T 7y
| 1 -0.5
= A(t) = Aje 2 = A e "7 = 0.61A_
_1 1 _ -Yt . . _ 1
) Ag = ZA, = FA = Ae T = t. = T inl
= te = 1(2&n2) = 1.391

d) ¥Y<<w,. La posicidén y la velocidad del oscilador armdnico

amortiguado son:

e Yt

x(t) = A, cos (wt + o)

y! Y(t) = fAQeth[Ycos(wt*-a)*'msen(mt-ra)]

s1 yY<<wgy: A»A

Ycos(@t-+a)<<l
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X(t)

ut

Aoe_thos(wot+6)
V(t) = ‘Aoe_YtMDsen(MOt+6)

LLas energias potencial y cinética son:

U = Jxx= InwdX? = Zmw3 A%e “VTcos? (wot+d)

K = %mvz = %mA%m%e—ZYtsenz(mot+6)

y la energia mecdnica es entonces;

= X+ = %mA%m%e_zYt
: - .dE 1 .2 2 .-2Yt _
e)_P = "3x (-2y) smAcwie = 2YE

pero T = %? , entonces también P = E/1

Problema 15:

a) Para que las oscilaciones sean con amplitud méxima, la fre-

cuencia debe ser la de resonancia:

wp = VaE-zy? = V(@YD YZ = VeTYT

F
pero o = %F—=a wp = /7%$—7Y2 = //nz-(O.S)Z = 3.04rad/s

b) La amplitud es:

' 25
B = Fo/m = .5‘0.
max 4O EMALEL T VT3 Z4)2=(5.04) 2 T4 (D. RIDE:
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1

[ R— _ =0.0996
2V1.58 + 235.66

donde; “f,=:wR

P;obl&ma‘léz

T =25
a) La amplitud decae en’'el tiempeo Como:

. = P -Yt
A(t) Ae

- Si la amplitud decae 1/2 de su velocidad inicial (A; = A;/2),
entonces‘elrtiémpo que transcurre es: te = 10T, donde T es el

periodo del oscilador amortiguado, entonces:

A = A_e410YT - AiejloYT

£ ‘i

=

Despejando y, se tiene:

Y = To7n2 = [rrzyAn? = gpinZ = 0.0347rad/s

. . : : 2

.o

w2 = g+ (U.0347)}% =9,8708
. w, = 3.1418rad/s

c) Del problema 14 se fiene:

E.
1

- . 2
-]fmmi (Aoe Ytl) :

flay]
H

= gwia,e Tt E)”
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pero t. = t, + 10T, entonces:

2]

;.E'e-loyt
1

E “ .o —, .
£ o m107E L 100003473 (2) | g 4996

AR E.
) 1

-d) La frecuencia para qﬁe la amplitud'seé mﬁxima, es la de re-

. sonancia:

wy, = VeZ-2yZ = /(3.1418)2-2(0.0347)7 = 3.1414rad/s

e)rLa amplitud es:

5 3 Fo/m _ | 0.1/1 7
max. VTEwE) T+ A7 6E V(3. 1418) 2- (3. 1414) 7] Z+4 (0. 0347)2 (3. 14142
. Bmax‘é 0.4587m.; con we = wp

Problema 17:
a) b = 0; como el sistema estd en equiiibrio,tlé tensidén en la
cuerda eérigualrhl-peso_del bloque m':
-l T=mn'g
ademds, la suma de fuerzas sobre el bloque m es tal que:

T‘kXo = 0

donde xo es la elongacidn inicial del resorte. De lo ante-
rior, se tiene:

m'g = +kx,
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_m'g _ (0.5)(9.8) _ 4
= Xo "Tg'—Nf 0.49m.

y ademis la velocidad del bloque m es inicialmente cero:

V; =40

Como tenemos las condiciones iniciales del problema, podemos

calcular.la amnlitud y la conStante,de'fase:

Ao = ¥ x§+%g = -x§+Eﬁﬁ o= /;E:ﬁgzﬁ
- /(0.49)%%%%1 = 0.49m
y: & =ltan-1—x:@; = tan -0 = Orad.
‘frecuéncia angular: w3 = % = %g = 10 = wo = VI0 = 3.1623 rad/.
Periodo: To = v _ Iz . 1.9869s,
Wo T

b) b = 2.1kg/s; la constante de amortiguamiento es:

. b _(2.1) _ '
Y = D 1.05rad/s

y entonces, la frecuencia angular es:

© = YaFYZ = YI0-(1.05)7 = 2.98rad/s
ve - m_ 2w
Y. T © —m = 2.115
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c) La,amplitud.decae en el tiempo como:

A(t)

H

Aer?t; en t = 0 se tienerA(O) = A

]

H

. A(t) 'Adé'Yt-

y después de 3 oscilaciones (t=3T) tenemos:

AGT) = Aje 3Tt = (0.49)e (3030 (211D g 00064 .

o

Problema 18: .

k= 1000N/m; T_ = 0.8s
a) La amplitud decae en el tiempo segln:

A(t) = Aie'Yt

si en el tiempo t 18s decae a una octava parte de su va-

lor inicial, entonces:

1

ghy = A
despejahdo-y,Se tiene:

‘ o - |

Y = ygtn8 = 0.1155rad/s
y: o _ b = Zym.

pero necesitamos conocer la masa del cuerpo que se encuen-
.tra oscilando. Puesto que conocemos la constante del resor-

te y el periodo de oscilacidn (armdnico simple) entonces,

- X . k . kT2 _ (1000)(0.8)2 _
L S X4 o LA =t S T 16.21 kg

y luego: b = 2ym = 2(0.1155)(16.21) = 3.7448 kg/s
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b) Fo = 21N, T, = 1.25s.

£
frecuenc;a~angular: we = %% =,T%%§ = 5,0265rad/s
yiB = - Fo/m - 21/16.21
Jud-u2) %02 - /[(7.8540)2-(5.0265)7]7+4(0.1155)% (5.0265)°

.= B = 0.0374n.

~¢) La frecuencia, es la de Tesonancia:
wp = Yw3-y? = V(7.8540)7-(0.1155}% = 7.8532 rad/s
y la amplitud:

B = Fo/m _ 21/16.21

JQm%—m§)2+4Y2wf2 \/[(7.8540)2-(7.8532)2]2+4(0.1155f{7.8532)2

0.7141m: con we = wp

4
or

Problema 19:

k = 250N/m; M = 50kg.

a) La frecuencia es:

ey

M -]

250 _
v <5 ° 2.2361rad/s

<
=
[=]
n
5
|
I

2.8099s.
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b) La amplitud decae en el tiempo como:

c)

A(t) = A2

-
1

si la amplitud decae a i de su velocidad inicial en 5 oscila

ciones (5T) entonces

periodo del oscila

.Y=

e-SyT_

; donde T = am

e

dA: T AL es el
i i

dor amcrtiguado; despejando Y, se tiene:

/—l— w. = 0.0986 rad/s

(10

y b o= 2yM = 2(0.986)(50) = 9.86kg/s

La energia inicial es:

E.
i

Yt
- %Mm%A%e i

y la energia final (después de un tiempo t = 5T) es:

Eg = %Mm%A%e'

= E, = MulAle
donde ty lo hemos
Falta poer comnocer
amortiguado, para.
les que son:

para t =

_Y(ti"'ST)

1 -Yti -y (5T)
= iMmgAge [+

-Y(5T)

considerado en cero segundos.
la amplitud Ao del oscilador cuando era no

ello haremos uso de las condiciones inicia

o
1]
<
o N
o

S5m/s

y Xo = 0
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v Y 5
= 2 © = _ 02 = L ;=
= A= ket TG T rozger T 4-Em
De donde:
. | -(0.0986) (5) _oem
Eg = %(50)(2.2361)?(2.236)2e . '(2'23615"10'098§)

= E. = 31.2407J

y la energia inicial es:

E, = %(50)(2.2361)2(2.236)2 = 125.0036J

la pérdida de energia es finalmente:

Ef—Ei =‘93.7629J

d) Fo = 150N; la frecuencia es la de resonancia:
wp = Ywi-2YT = V{2.2561)2-2(0.0086)2 = 2.23%17rad/s

"y la amplitud correspondiente:

_— Fo/M _ | 150/50
max : B ‘ :
A CTTART T L 2361)2- (2. 231 +
i S § e
= By = 6.8101m. -
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