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INTRODUCCION 

Estas notas representan el resultado de varios trimestres de dar el 
curso de energías mecánica y eléctrica y se pretendió darle un 
lenguaje sencillo como se ensef'ia en el aula d~ clase; esto sin dejar a 
un lado la explicad.ón formal de los conceptos fundamentales , los 
cuales se incluyen en estas notas. Al final se ha incluido un gran 
número de problemas resueltos utilizando el álgebra simple de 
matrices que se enseña en el curso de Complementos de 
Matemáticas. Sin embargo, el profesorado interesado en la utilización 
de estas notas puede de dedicar una sola clase para enseñar la forma 
de resolver de esta manera los ejercicios, o en su defecto, indicar la 
similitud de esta forma de resolver los ejercicios con la habitual que no 
requiere las matrices. Estamos concientes que la forma de enseñar la 
física varía de profesor a profesor y esperamos que quienes utilizen 
estas notas nos hagan saber todas las sugerencias a este manuscrito, 
las cuales agradecemos de antemano y tomaremos en cuenta para 
siguientes revisiones. También queremos agradecer la ayuda en la 
revisión de estas notas a los profesores Abelardo Rodríguez, Salvador 
Arellano Peraza y Sergio Becerril Hernandez del Area de Física, así 
como al profesor Rubén Mares Gallardo de la ESFM delIPN. 

Héctor Luna García 
David Navarrete Gonzalez. 





Unidad 1. Movimiento de una partícula. 

t 1 Introducción. 

Los fenómenos de la naturaleza relacionados con el movimiento de los 
cuerpos se estudian dentro de una de las ramas de la física clásica 
llamada mecánica. A su vez la mecánica se subdivide en tres ramas 
para su estudio: cinemática, dinámica y estática. La cinemática 
estudia el movimiento de los cuerpos sin Considerar en lo absoluto las 
interacciones que generan dichos movimientos. Para estudiar el 
movimiento es necesario establecer ciertos conceptos 
fundamentales que sean el punto de partida para poder realizar 
descripciones cuantitativas. Los principios fundamentales en los 
cuales se basa toda la teoría del movimiento fueron establecidos por 
Newton en sus Principia Mathematica. Los resultados más relevantes 
en sus estudios de la mecánica se establecen mediante tres leyes 
fundamentales conocidas como las leyes de Newton. Estas leyes 
son la culminación ' de muchos Siglos de desa"ollo filosófico y de 
pensamiento racional. Estructuralmente, éstas leyes se construyen 
como se indica en el diagrama de flujo de la figura 1: 

Inercia Ec. de Mov. Accion-Reaccion 

Figura 1 

1.2 Leyes del Movimiento. 
El movimiento de los cuerpos se rige mediante las tres leyes de 
Newton que se establecen de la siguiente manera: 



Primera ley de Newton ó Ley de la inercia. 

Todo cuerpo permanece en su estado de reposo o movimiento 
rectilíneo uniforme, a menos que se le aplique un agente extemo que 
le cambie dicho estado. 
En su primera ley, Newton pretende que se entienda que el 
movimiento es relativo a quien lo observa y de aquí nacen los 
conceptos de sistemas inerciales y la inercia de los cuerpos. Para 
entender estos conceptos, comenzaremos con: 

(a) Sistemas inerciales. 
Como dicha primera ley nos infiere que el movimiento de un cuerpo es 
relativo a quien lo observa; por estado de movimiento se debe 
entender su "movimiento" relativo a quien realiza dicha observación. 
Luego, es importante escoger un marco(s) de referencia(s} respecto 
del cual un observador al pretender describir el movimiento de un 
cuerpo, si lo observa en reposo, entonces concluya que esta Ubre de 
agentes externos. De la misma forma, si se elige otro marco de 
referencia desde el cual otro observador describe el movimiento del 
cuerpo moviéndose en linea recta y recorriendo distancias iguales en 
tiempos iguales, éste concluya lo mismo que el primer observador: el 
cuerpo esta libre de agentes externos. Obviamente, en dichos dos 
marcos de referencia, los observadores deben de utilizar sistemas de 
coordenadas cartesianos tridimensionales, orientados y derechos que 
ya fueron utilizados en sus cursos de matemáticas elementales. Para 
Newton, estos marcos de referencia y sus respectivos sistemas de 
coordenadas, se denominan sistemas inerciales , y deben de estar 
así mismos libres de todo agente externo. Por lo tanto, estrictamente 
hablando no existen dichos sistemas , pero es posible segun la 
escala de los fenómenos físicos a tratar, elegir uno (y por lo tanto 
muchos) que sea lo más inercial posible. Esto es, para fenómenos que 
se llevan a cabo en una región pequeña cerca de la superficie (la cual 
se puede considerar plana) de la tierra , un sistema de coordenadas 
anclado a un punto (marco de referencia) sobre la superficie en dicha 
región, es un muy buen sistema inercial (la rotación de la tierra influye 
muy poco en el movimiento de los cuerpos en dicha región), y todos 
los sistemas que se muevan (en dicha región) en movimiento rectilineo 
uniforme respecto al primero, son a su vez inerciales. De esto se 
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concluye que desde dichos sistemas inerciales la observación del 
reposo o movimiento rectilíneo uniforme es equivalente: no hay 
agentes extemos sobre el cuerpo bajo observación. También, el 
movimiento de un cuerpo es más simple observado desde estos 
sistemas. Además, debemos estar en posibilidad de definir una 
cantidad física que nos permita medir "el reposo N y " el movimiento 
rectilíneo uniforme" y efectivamente, se podrá hacer y dicha cantidad 
es la velocidad del cuerpo y representa el estado de movimiento de él. 

(b) Inercia. 
Cuando se pretende cambiar el estado de movimiento de un cuerpo 
(experimenta cambios de velocidad), o se le observa dicho cambio, 
entonces existe al menos un agente externo actuando sobre el cuerpo. 
Si se aplica el mismo agente externo a dos bloques de las mismas 
dimensiones (uno de madera y uno de acero), la intuición nos dice que 
el de "acero" experimenta un menor cambio en su estado de 
movimiento. Entonces se dice que los cuerpos poseen una oposición 
natural 'a que se les cambie su estado de movimiento; esta oposición 
se denomina inercia del cuerpo y una medida de ella es mediante 
el concepto masa, que es una propiedad universal . de todos los 
cuerpos. Obviamente, también debemos poder definir una 
cantidad físíca que nos permita medir los cambios de movimiento 
de un cuerpo. Dicha cantidad será definida posteriormente y se 
denomina la aceleración del cuerpo. 
Como puede observarse, lo que en pocas palabras dice Newton en su 
primera ley, implica una serie de reflexiones de tipo filosófico que nos 
conducen a los dos conceptos ya tratados. 

Segunda ley de Newto" o Ecuación de Movimiento. 
En esta ley, Newton pretende establecernos una relación entre la 
característica de un 'cuerpo (su masa) cuyo movimiento pretendemos 
describir (cambios de su estado de movimiento) y el medio ambiente 
que lo rodea (agentes externos). Dicha relación nos la ofrece Newton 
(y no sabemos como se le ocurrió) como 

- dp ) 
F'= dt (1 .1 

donde p es el ímpetu del cuerpo, v su velocidad y, F~ es la "fuerza" 
resultante sobre el cuerpo. 
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Aquí es necesario hacer un paréntesis para explicar el concepto de 
impetu y el de fuerza. 
(a) Impetu de un cuerpo. 

El concepto de impetu fue introducido por Newton (con el nombre de 
cantidad de movimiento lineal) en su segunda ley y es una variable 
(dinamica) más importante que la velocidad: Suponga el movimiento 
rectilíneo uniforme (velocidad constante) de dos bloques de las 
mismas dimensiones pero de distinta masa: si los dos están pintados 
de negro, es imposible decir, sin tocarlos, quién es quién. Sin 
embargo, si dichos bloques se lanzan hacia resortes idénticos, el 
cuerpo cuyo impetu es mayor, deformará mas al resorte. Si usted 
piensa que se debe "obviamente" a la diferencia de masa que tienen, 
considere el mismo experimento con los bloques de distinta masa, 
distinta velocidad constante, pero con el mismo ímpetu. Es claro que 
los resortes se comprimen lo mismo. Luego, la combinación ;nercia­
estado de movimiento es más importante que simplemente el 
estado de movimiento. 
En el caso de que la masa del cuerpo se pueda considerar constante 
(en un avión la masa va cambiando), la segunda ley toma la forma 
más familiar conocida en textos de menor nivel: 

- dP <IV 
F~= dt = m dt (1.2a) 

o 
F, = ma (1.2b) 

donde a se conoce como la aceleración del cuerpo y nos mide los 
cambios de estado de movimiento que experimenta el cuerpo respecto 
al tiempo. 

(b) Fuerza. 
Hasta' antes de enunciar la segunda ley, se habia omitido hablar del 
concepto de fuerza; esto se debe a los siguientes motivos: 
El concepto físico importante que se relaciona con agente externo es 
el de interacción. Se dice que el movimiento de un cuerpo se debe a 
la interacción que tiene con su medio ambiente. Es importante 
matemáticamente definir una cantidad (vectorial) que nos permita 
medir cuantitativamente a las interacciones que se pueden dar en la 
naturaleza. Estas cantidades matemáticas se conocen como fuerzas, 
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tienen un carácter vectorial y por lo tanto cumplen la regla de adición 
de los vectores conocida como ley del paralelogramo o principio de 
superposición. Des'de tiempos pasados, los físicos se han dedicado 
ha encontrar expresiones matemáticas (fuerzas) que representen las 
interacciones que se observan en la naturaleza, que reproduzcan los 
fenómenos ya observados y que puedan predecir en muchos casos, 
otros fenómenos no observados aún. Sin embargo, surge la pregunta 
¿cuántos tipos de interacciones (y por lo tanto de fuerzas) existen en la 
naturaleza que conforman al universo tal y como lo observamos 
actualmente? La respuesta es cuatro: La primera se denomina 
interacción gravitacional y que aún siendo la más débil de las cuatro, 
es la más reconocida puesto que se manifiesta por una atracción entre 
toda la materia. Es responsable de la existencia de planetas, estrellas 
y estructuras más grandes en el universo; se debe a la característica 
de los cuerpos llamada masa; como se indicó antes es importante a 
escala planetaria, pero también cerca de la superficie de un planeta en 
cuyo caso se le renombra como el peso del cuerpo. La segunda 
denominada interacción electromagnética es la más importante 
tecnológicamente hablando, puesto que la escala a la que es 
dominante corresponde a lo atómico y a los cuerpos que formados por 
millones de átomos se encuentren cargados, esto es, con la 
característica de los cuerpos llamada la carga eléctrica, sin llegar a 
cuerpos voluminosos como los planetas, donde la interacción 
gravitacional es dominante. La tercera se denomina interacción débil 
se manifiesta a través de ciertos procesos, tales como algunas clases 
de desintegración o decaimiento radioactivo; esta interacción se 
relaciona a la característica denominada carga "débil". Finalmente, la 
cuarta es llamada la interacción nuclear que mantiene juntos a los 
protones y neutrones en el núcleo atómico así como también a los 
quarks dentro de protones, neutrones y piones; esta se relaciona a la 
caracteristica de la materia denominada color de carga. 
Hasta ahora, parece ser que dichas cuatro interacciones gobiernan 
nuestro universo, pero nada nos asegura que al evolucionar el 
universo, pudiesen haber fenómenos nuevos cuya explicación 
estuviera fuera del ' alcance de la interpretación dada con dichas 
interacciones. Debido al concepto físico de interacción, la segunda ley 
de Newton es conocida como la ley de las interacciones. 



Tercera ley de Newton 

En esta ley, Newton pretende mostrarnos una ley universal de la 
materia a toda acción corresponde una reacción de la misma 
magnitud pero de sentido contrario Es decir, SI un cuerpo 
interactúa con otro. ejerciéndole una fuerza . entonces el segundo 
responde sobre el pnmero ejerciéndole el mismo valor de la fuerza 
pero de sentido con trario Por Jo tanto. es Importante que al analizar 
las fuerzas que actúan sobre un cuerpo cuyo movimiento nos Interesa 
deSCribir, no se omita alguna Interacción Importante sobre el (al menos 
que sea despreCiable su efecto) La figura 2, muestra 
esquematlcamente esta ley 

~F .. 

~- - --- - --~ -~ 
F .. 

F.8 = · F8. 

En los textos modernos de fíSica se hace menClon de una segunda 
verSión de la tercera ley a la que se le agrega la frase en su forma 
"fuerte", que agrega a la antenor la conSideraCión de que las fuerzas 
son centrales , esto es, actúan según la linea recta Imagmarla que une 
las pOSICiones de los cuerpos como se muestra en la figura 3 

~~--- - ---F~ 

I F,,=-F:·I 
Figura 3 

,. 



La mayor parte de las fuerzas cumplen la tercera ley en su forma 
fuerte, pero la fuerza magnética es un ejemplo de fuerza que no la 
cumple. Es importante mencionar que es indistinto a que fuerza se le 
denomina la acción y a cual la reacción, a la tercera ley se le conoce 
como la ley de las acciones reciprocas . 

1.3 Ecuaciones cinemáticas para el movimiento en dos 
dimensiones. 
1.3.1 Definiciones cinemáticas. 

Como ya mencionamos anteriormente, es necesario definir las 
cantidades matemáticas que nos midan cuantitativamente los 
conceptos estado de movimiento y cambios de estado que puede sufrir 
un cuerpo. Para esto, es importante definir los siguientes conceptos. 
(a) Traslación y Rotación. 

Consideremos el bloque que se mueve sobre una mesa horizontal y 
que se muestra en la figura 4. Como se observa, distintos puntos del 
cuerpo describen trayectorias equivalentes de él ; esto nos permite 
elegir uno de dichos puntos (generalmente el llamado centro de masa) 
y asignarle la masa del cuerpo para describirle su movimiento, esto es 
lo que se conoce como partícula o punto material y el cual fué 
definido anteriormente pero sin justificación. 

Figura 4 

Este concepto de partícula es útil cuando un cuerpo tiene un 
movimiento como el mencionado y que se denomina traslación. 
La figura 5 muestra el giro de una lámina alrededor de un eje 
perpendicular a su plano, este movimiento que efectúan los distintos 
puntos del cuerpo se denomina rotación. 



y 

~. 
--- 'x 

Figura 5 

En esta rotación los distintos puntos del cuerpo realizan distintas 
trayectorias (distintos círcu los) y por ello no se puede elegir un único 
punto que represente este movimiento del cuerpo. Por fa tanto no tiene 
sentido hablar de partícula. 
En la figura 6 se muestra el movimiento general de un cuerpo rígido 
bajo la acción de su peso. Si se mira dicho movimiento desde muy 
lejos por medio de un observador inercial, anclado en la tierra, este 
dirá que observa el movimiento de una "part ícula" efectuando una 
trayectoria parabólica. 

parabola 

o 

Figura 6 

Si este observador se acerca lo más posible para distinguir las 
dimensiones del cuerpo, dirá que el único punto que sigue la 
trayectoria parabólica, es el centro de masa del cuerpo; al movimiento 
del centro de masa se le denomina el movimiento de traslación del 
cuerpo. Como la descripción del movimiento del cuerpo no está aun 
completo (falta describir el "giro" que se observa en el ), se elige un 
sistema de referencia (el cual es no inercial) anclado al centro de masa 



del c~.erpo y se describe dicho "giro" el cual corresponde sólo a una 
rota~lo.n alrededor de un eje que pasa por dicho punto; a este 
movimiento de las partes que componen al cuerpo, relativo al centro 
de masa se le ~~nomína movimiento de rotación del cuerpo. Por lo 
tanto, el movimiento general de un cuerpo es un movimiento 
combinado de traslación y rotación. 
(b) Definiciones de cantidades cinemáticas. 
Definición 1. Vector de posición y desplazamiento. 
La figura 7 nos muéstra la trayectoria qUe'" sigue una partícula y dos 
puntos de interés, pero arbitrarios, en la misma curva. 

~m t_----- y 
cuerda 

Figura 7 

La posición de la partícula en dichos puntos y que corresponden a los 
tiempos lo y t se determina por dos coordenadas cada uno; y a los 
vectores que podemos asociarles a dichos pares de coordenadas se 
les denomina vectores de posición. Estos vectores son 

T¡,=(xo,Yo)= x/+Yo] y F=(x,y)=x1+ y} (1.3) 
y se muestran en dicha figura . 
El desplazamiento de la partícula corresponde al vector de posición 
de un punto relativo a otro (que no es el origen del sistema de 
coordenadas); para los dos vectores de posición mencionados 
anteriormente, el desplazamiento de i¡¡ a F es 

lIi' =; - r. =(x- X,.y- y,) =(x- x,)i +(y- y,)} (1.4) 
Y que se muestra en la figura . Como puede notarse el desplazamiento 
no tiene que ver con la trayectoria sino con el segmento de línea recta 
entre dichos puntos; es más 
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It>rl= J(x - x.)' +(y- y.)' (1 .5) 

es la longitud de dicho segmento de recta ; en el sistema internacional 
de unidades (denotado por SI), las unidades del vector de posición, 
desplazamiento y sus magnitudes es el metro que se denota como m. 
Definición 2. Velocidad media e instantánea. 
La figura 8 nos muestra la trayectoria de la partícula y el vector 
desplazamiento entre los dos puntos arbitrarios i¡¡ y ¡: que 
denominaremos posición inicial y final respectivamente. Además, los 
tiempos en los cuales la partícula pasa por dichos puntos serán 10 y 1, 
Y serán denominados los tiempos inicial y final respectivamente. 

" 

Figura 8 

Una primera medida del estado de movimiento de una partícula, es la 
velocidad media que se define como el desplazamiento 
experimentado por ella entre dichos puntos dividido con el intervalo de 
tiempo invertido, esto es 

v,. = t1r = r -~ (1 .6) 
ll t t - to 

Como puede observarse, dicha definición implica que la velocidad 
media no nos proporciona información acerca de lo que ocurre en 
puntos intermedios entre los puntos inicial y final ; esto es, es 
precisamente un promedio entre dichos dos puntos. Por lo tanto 
requerimos una cantidad vectorial que nos diga que ocurre con los 
cambios de posición en todo punto. Para este objetivo, definimos la 
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velocidad instantánea en ta como un proceso límite de la velocidad 
media: 

- -() r - r t:.i (ár ) 
Vo s v to = JTa v .. = J!!r~¡ = dt 

" 

(1.7) 

Es importante mencionar que fue precisamente Newton el que inició el 
cá lculo diferencial por la necesidad que acabamos de observar. Este 
vector velocidad es tangente a la trayectoria en dicho punto como 
puede observarse al representar en la figura varias cuerdas que 
tienden en el Ifmite mencionado al valOr instantáneo de la velocidad 
evaluado en to; pero como el tiempo to es arbitrario, la velocidad 
instantánea en cualquier punto es 

ár 
¡¡(¡) = di (1 .8 ) 

Y de la definición de la derivada, el vector velocidad es tangente a la 
trayectoria en todo punto de ella; en el SI la unidad del tiempo es el 
segundo, denotado como s. Para la velocidad media e instantánea las 
unidades son mIs en el SI. Como ¡: = xi + y}, la ecuación (1 .8) que es 
vectorial se puede escribir como dos ecuaciones escalares para el 
movimiento en dos dimensiones: 

, ,d( _ ') <Ix , <Ix, 
v(t )= v) + v,j =-;¡¡ xi +yj = dt i + dt j 

<Ix 
v =-, di 

(1.9a) 

v-dy 
, - dI 

Es importante recalcar que este concepto de 
nos mide el estado de movimiento de la partícula 

(1.9b) 

velocidad instantánea 

Definición 3. Aceleración media e instantánea. 
La figura 9 nos muestra la trayectoria de la partícula y las velocidades 
instantáneas que puede tener en nuestros dos puntos de interés. 
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o 

Figura 9 

Una primera medida del cambio de estado de movimiento que 
experimenta la partícula tiene que ver con la aceleración media, que 
se define como el cambio de la velocidad en dichos puntos entre el 
intervalo de tiempo invertido, esto es 

_ óv v - Vo 
Q = - =-- (1.10) 

.. ól t - lo 

la cual apunta en general hacia la parte cóncava de la trayectoria 
como se muestra en la figura . Al igual que con la velocidad media, la 
aceleración media es un promedio entre los dos puntos de interés y no 
nos permite saber lo que ocurre en los puntos intermedios. Por ello, es 
necesario definir el concepto instantáneo de ella y que se denomina la 
aceleración instantánea. Esta es 

ii~a( / )=lima =limÓii =(dV ) (1.11 ) 
o o ..... _0.. ...._0 ilf dI 

" 
calculada en el punto inicial; como el punto es arbitrario, la 
aceleración instantánea en cualquier punto de la trayectoria es 

d-
0(,)= d; (1.12) 

Esta es la cantidad que nos mide cuantitativamente el cambio de 
estado instantáneo de la particula; las unidades de la aceleración 
media e instantánea son mls2 

. La ecuación (1 .12) se puede escribir 
como dos ecuaciones escalares de la siguiente forma: 

() , , d(, ,) dv , dv" a' =a)+a.J=div,i+v,.i = d;i+Ttj 
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a = av, (1.13a) • dt 
dv, 

a,= -¡¡¡ (1.13b) 

No se necesita seguir definiendo más cantidades cinemáticas, puesto 
que para la descripción cinemática de la partícula, la segunda ley nos 
pide sólo hasta el concepto de aceleración instantánea. Cabe 

mencionar que la cantidad ~~ se denomina en la biología como 

sensaclon , y los seres vivos experimentan dichos cambios de 
aceleración en sus sentidos, pero no es necesaria conocerla para 
describir el movimiento de, por ejemplo usted. En los parques de 
diversiones "juegan" con nuestros sentidos haciéndonos experimentar 
cambios de aceleración. 

1.3.2 Movimiento uniformemente acelerado. MUA. 

El caso más simple de movimiento de una partícula corresponde a una 
fuerza resultante constante (por el momento distinta de cero), si este 
es el caso, de la ecuación de movimiento se despeja la aceleración 

dV
d 

= ii(t) = F, 
t m 

la que resulta ahora conocida y es obviamente constante. La ecuación 
(1.14) se puede despejar e integrar para la variable velocidad 

ldV =ii '!dt 
'. 

de donde 
v(r)=v.+ ii( t -t.) (1.15 ) 

Y corresponde a las dos ecuaciones escalares siguientes 

vJt) = v •• +a'( t -t.) (1.16a) 

v,(r) = v., +a,(t- t. ) (1.16b) 

Posteriormente, sustituyendo la ecuación (1.15) para la velocidad en la 
ecuación (1 .8) de su definición, se tiene 

ár _ _( ) 
di =Vo +a 1-/0 

e integrando, tenemos 
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Jdr = ;;.Jdl-t"il(, - ,,)d' 
;¡, '. 'O 

de donde 

_ _ _ ( ) 1 _( )' r = ro + Vo I - In + 2" a 1 - ' 0 (117) 

y que corresponde al siguiente par de ecuaciones escalares 

x = Xo + Vo.(/ - (o) + ~a ,( r -tJ (1.18a) 

y=y, + v,,(,- ,,) +~a,( , -,,)' (1 .18b) 

Note que en las anteriores ecuaciones tenemos al tiempo como un 
parámetro a conocer para poder determinar la velocidad y la posición 
de la partícula. Podemos encontrar otra pareja de ecuaciones (en dos 
dimensiones) que no involucren el tiempo. Para esto, consideremos la 
primera ecuación de (1.13) y la regla de la cadena del cálculo 

dv , dx d\', 
a, = -;¡;- dt = v,-;¡;¡ 

de donde 

,,o " 

obteniendo la ecuación 

(1.190) 
y por analogía 

v;(y) = v~ + 2a.(y- y,) (1.19b) 

Si a = o , (FN = o) tenemos el tan conocido movimiento rectilíneo 
uniforme, que nos menciona Newton en su primera ley. Note que 
aparentemente se puede deducir la primera ley a partir de la segunda; 
pero esto no es asi ya que la primera ley nos condiciona la descripción 
del movimiento en sistemas inerciales donde la segunda ley de 
movimiento adquiere la forma tan simple mostrada en su definición. 

Gráficas del movimiento uniformemente acelerado. 
Puesto que este es el movimiento más simple de una partícula, es 
importante que a través de gráficas veamos su comportamiento; 
además estas gráficas las podemos relacionar mediante las 
operaciones de derivación e integración del cálculo. La figura 10 le 
muestra en una dimensión las gráficas x vs t. v.,. vs t y a.,. vs t 
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x~t) 

: - ~ -~~- -- Xo t 

o t o 

Figura 10 

Note que derivando la primera gráfica (un polinomio de grado 2) se 
obtiene la segunda gráfica (un polinomio de grado 1); luego, si se 
deriva la segunda gráfica se obtiene la tercera y última gráfica (un 
polinomio de grado O). De regreso , es suficiente tener en cuenta que si 
se integra un polinomio de grado O se obtiene un polinomio de grado 1 
y finalmente, al integrar el polinomio de grado 1 se obtiene un 
polinomio de grado 2. Además, la segunda gráfica (v)( vs t) nos permite 
obtener de otra forma la velocidad media (exclusiva para el MUA). 
La velocidad media se define en general como 

1 ' 
v =- Jv (,)d, ... t o ' 

pero, si la velocidad varía linealmente con el tiempo (MUA) se tiene 

1, (v.ot+ a'2" ) ( ) 
J( \J v.o+ v..o +a,t 

v"'=t
o 

v.o+a.tpt = t 2 

de donde 
v.o +V. 

V ... =--2- (1.21.) 

y por analogía 
V,.o +V, 

v~=-2 - (1 .21b) 

las cuales se pueden resumir en la siguiente ecuación vectorial 

v. =vo;v (1.22) 

Con esta ecuación concluimos el conjunto de ecuaciones cinemáticas 
que nos dan la descripción del movimiento. 
Para concluir con este subtema es importante mencionar que la 
ecuación de la trayectoria se determina por las ecuaciones 
paramétricas (1.18) para valores del parámetro tiempo, o por la 
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expresión y;y(x) que se obtiene de las ecuaciones (1.18) eliminando el 
tiempo como parámetro. 

1.4 Ejemplos de movimientos en dos dimensiones. 

En la descripción del movimiento de una partícula, merecen una 
atención especial dos tipos de movimiento: el tiro parabólico y el 
movimiento circular. 

1.4.1 Tiro parabólico. 

El tiro parabólico se puede definir como el movimiento de una partícula 
que resulta de aplicársele una fuerza constante y que se lanza con una 
velocidad que forma un ángulo con respecto a la fuerza (angula 
distinto de O y 9/2). 
La figura 11 muestra este movimiento respecto a la superficie de la 
tierra y con el origen de coordenadas en donde se lanza la partícula. 

y 

v' 

v 

H 
v 

__ ~~ ______ L-______ ~-+ X 

10-- ---- R ---- -+, :. Vo 

Figura 11 

La fuerza constante que actúa sobre la partícula es su peso y se 
encuentra dada por la expresión 

Y de la segunda ley se tiene 

o 

F = -mi ( t .23) 

a=f..=-mg]=a ¡ +a J 
m ' . 

a, = 0 
a, =-g 
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esto es, en el eje-x su comportamiento es uniforme y en el eje-y es 
uniformemente acelerado. 
Sustituyendo (1.24) en las ecuaciones (1.16,1.18 Y 1.19) se obtiene 

v'( t) = Vo• +a.(( - to} = v,o = Vo cosO = constante (1.25a) 

v;(x) = v;o + 2aJx - xo) = v;o = (vocosOr = constanttt (1.25b) 

x = Xo + Vo.(l - lo) + ka,(, - tor = V,o! = (vo cosO)t (1.25c) 

para el eje-x (note que se tomó el tiempo inicial como cero). 
Nótese que sobre el eje-x podemos decir sólo dos cosas importantes: 
la primera se refiere a que la componente-x de la velocidad en 
cualquier punto de la trayectoria es constante (ver la figura 11); la 
segunda nos dice que la posición horizontal varia linealmente con el 
tiempo (movimiento rectilíneo uniforme). 
En el caso de~ eje-y tenemos 

v,ú) = vo, +a,(( - lo} = ~o, - gt = Vo senO - gt (1.26a) 

v;{y} =v:o +2a)y- Yo) =v:o -2gy= {vosenOf - 2gy (1.26b) 

Y = Yo + voAt - 'o) + ka,(r - ler = Vo,' - k gIl = (vo senO)t - k gt l (1.26c) 

Así se tiene que el movimiento en el eje-y es uniformemente 
acelerado, con la aceleración de la gravedad. 
En este tipo de movimiento parabólico hay algunas cantidades de 
interés como son: el tiempo de vuelo, rango o alcance, altura máxima y 
el tiempo en el que se alcanza la altura máxima. Procederemos a 
calcular dichas cantidades. 

(a) Alcance y tiempo de vuelo. 
Como el rango es la distancia total horizontal recorrida por el proyectil , 
entonces y;;O, y de la ecuación (1 .26c) se tiene 

de donde 
=2vosenO 

t . g (1.27) 
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y que corresponde al tiempo de vuelo (el tiempo que invierte el 
proyectil en recorrer el rango). El rango o alcance se obtiene 
sustituyendo (1.27) en (1.25c): 

2v¿ senBcosO v~ sen20 
R ~ 

g g (1.28) 

Y el cual se muestra en la figura 11 . 

(b) Altura máxima y tiempo para la altura máxima. 
Sólo existe un punto en la trayectoria donde la componente-y de la 
velocidad es cero, y corresponde al vértice de la parábola (ver la figura 
11 ). Haciendo v, ~ O en (1.26a)y (1.26b) se tiene 

tl< ,=vos;nB (1.29 ) 

H = v~ senO (1 .30) 
2g 

para el tiempo en el que se alcanza H que corresponde a la altura 
máxima (ver la figura 11 ). 
Cabe mencionar que en los ejercicios se debe tener cuidado si 
Xo = Yo *" O ya que entonces no se pueden aplicar los resultados 
anteriores; pero las condiciones impuestas y=O y v. = O son 
totalmente generales para encontrar dichos resultados. 
Por ultimo, es necesario calcular la ecuación de la trayectoria para 
quedar convencidos de que efectivamente se tiene una parábola. 
Despejando t de (1 .25c) y sustituyendo en (1.26c) y después de un 
poco de álgebra, tenemos 

_ v;sen1o) g (x- v;sen2B) ' (1.31) 
y 2g 2v;cos1 0 2g 

la cual corresponde a la ecuación de una parábola vertical convexa 
hacia arriba. 

1.4.2 Movimiento circular. 

En el movimiento circular no podemos, al igual que se hizo en el tiro 
parabólico, suponer la fuerza que actúa sobre la particula y que la 
obliga a tener dicha trayectoria. De otra forma, existen muchas 
maneras de actuar sobre una partícula para que realize un movimiento 
circular. Por ello, supondremos que la trayectoria que realiza la 
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partícula es circular y posteriormente investigaremos las fuerzas 
que ocasionaron dicho movimiento. 
La figura 12 muestra el movimiento circular de una part icula. Como 
puede observarse en términos de coordenadas cartesianas (x,y) el 
movimiento es bidimensional; pero si se eligen las coordenadas e y r 
(constante) llamadas coordenadas polares , el movimiento es en una 
dimensión . Por lo anterior, consideraremos primeramente el estudio de 
este movimiento en términos de las últimas coordenadas y 
posteriormente se regresará a las cartesianas; también se encontrarán 
las relaciones que guardan ambas variables en los dos enfoques del 
mismo problema. Podemos adelantar que las variables polares e y r 
serán muy importantes en el estudio del movimiento combinado de 
traslación y rotación pel cuerpo rígido. 

x 

Figura 12 

(a) Movimiento circular en términos de las variables angulares. 
La figura 13 nos muestra a una particula en dos "posiciones angulares" 
e y ea y definimos el desplazamiento angular 6.8 en radianes como 

t:.s 60: - (1.32) 
r 
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x 

Figura 13 

En particular, si la partícula se desplaza óS = 21tr, que corresponde al 
perímetro del circulo , entonces el ángulo subtendido por la partícula es 
de 29 rad ; es muy conocido que el ángulo subtendido por un punto en 
el plano es de 1800 o 29 rad e independiente del radio del círculo. Es 
importante mencionar que los radianes como los grados son una 
escala y no unidades físicas del SI; esto queda claro si se observa que 
en la definición del ángulo, este es igual al cociente de dos longitudes 
y por lo cual no tiene unidades. Entre dichas dos posiciones angulares, 
podemos definir, por analogía al movimiento en una dimensión, la 
velocidad angular media como 

!lB B- Bo 
01. =¡;¡=~ (1.33) 

Y que nos representa un promedio entre dichas dos posiciones 
angulares. Por esto, es importante definir el concepto de velocidad 
angular instantánea como 

-Jt) =Um M = (dO) (1 .34) 
W\. o N ... O Ót dt 

'. 
definida en to, pero como el punto es arbitrario, la velocidad angular 
en cualquier punto o instante es 

dO 
O1=Tt (1.35) 

La figura 14 muestra nuevamente las dos posiciones angulares de la 
partícula , donde las velocidades angulares son roo y ro . 
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Figura 14 
Las unidades de la velocidad angular media e instantánea son rad/s en 
el SI. 
Definimos la aceleración angular media entre dichas posiciones 
como 

a = !1W =flJ-lílo 
• 6.1 1-/0 

(1.36a) 

En el caso de la aceleración angular instantánea tenemos 

a(1) = Iim t><" = (dw) 
o 4/ ... 0 llt dr 

" 

(1 .36b) 

en la posición inicial. Para cualquier punto y por lo mismo para todo 
tiempo, la función aceleración angular instantánea es 

dw 
a = -¡¡¡ (137) 

Las unidades de la aceleración angular media e instantánea son rad/s2 

en el SI. 
En el movimiento circular, un caso particular y simple resulta cuando 
a.=cte y es llamado movimiento circular uniformemente acelerado 
(MCUA). Puesto que nuestras variables angulares guardan una 
estrecha relación con las variables cartesianas en una dimensión 
(llamadas también v~riables lineales): 

o->x 
w->v 
a->a 

nos resultan ecuaciones similares a las ecs.(1 .17H1 .22): 

" 1 , f) = U o + av +"2at 
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/íJ = /íJQ + ca 
/íJl= /íJ~ + 2a{B - Bo ) (1.39) 

(i)+(i)o 
(¡)" = - 2-

(b) Movimiento circular en variables cartesianas. Relación entre 
ambos conjuntos de variables. 
La figura 15 muestra el movimiento circular de una particula, al cual se 
le ha anclado un sistema de vectores unitarios ortogonales: e, y é, . 

Figura 15 
El vector de posición de la particula es 

x 

r= ré, =r{tcosB+ JsenO) (1.40) 
en donde se ha utilizado la relación entre los dos conjuntos de 
vectores unitarios: 

é, =t cosO+ JsenB 
ell =- t senB + J cosB 

como se observa en la figura 16. 

Figura 16 
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La velocidad se obtiene, como se sabe, derivando respecto al tiempo 
la ecuación (1.40) obteniéndose 

_ ár .J ' ') dO • 
v = dt = r\-isen8 + jcos(} dI = rOJe, (1 .42a) 

Como puede obse~arse de esta ecuación, en forma natural hemos 
obtenido que la velocidad es tangente a la trayectoria. También, la 
relación entre la rapidez lineal y la velocidad angular es 

v=<>.r (1.42b) 
Derivando nuevamente respecto al tiempo la ecuación (1.42a) se tiene 

- dV lA A A A (143) a = dr = -rO) e. + rae, = -a,e, + a,e, . 

donde 
dv 

a, =ra=dl (1.44 ) 

v' 
a.= roi=;- (1 .45) 

son las componentes tangencial y radial (o centrípeta) de la 
aceleración (ver la figura 17). 

Figura 17 

a; =a, eo 
&= aR e. 

Si multiplicamos la ecuación (1.43) por la masa de la partícula, se 
obtiene la segunda ley de Newtan en la dirección y sentido del nuevo 

conjunto de vectores unitarios 
F= ma = - ralmé, +ramé, ::::: -F,e. + F,é, (1.46 ) 

donde 
dv 

F,=mra =m dt 
v' 

F =mrml =m­• r 
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son las componentes tangencial y radial (o centrípeta) que la 
fuena resultante ejerce sobre la partícula y que, aunque se 
desconozca, produce el movimiento circular de ella. En particular, 
para el MCUA, la condición ya dada (a=cte es equivalente a at=cte o 
Ft=cte). Un tipo de movimiento todavía mas simple es el movimiento 
circular uniforme (MCU) que significa que co =cte, v=cte, at=O o Ft=O. 
Como podemos ver de las ecuaciones (1.47) y (1.48), la fuena 
tangencial (que es la responsable de que la velocidad cambie de 
magnitud) puede ser cero como es el caso en el MCU; pero la 
fuena centrípeta (que es la responsable de que la velocidad 
cambie de dirección y sentido) nunca puede ser cero. 

Por último volvemos a insistir que en cada ejercicio a resolver, se debe 
investigar quienes son las fuerzas tangencial y centrípeta (y por lo 
mismo la fuena resultante) que hacen que el movimiento de la 
partícula sea un ci rculo. 
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Unidad 11. Trabajo y Energía Mecánica. 

1i.1 Introducción. 

Antes de comenzar esta unidad es importante mencionar dos hechos 
que nos motivan a incluirla en este curso. Probablemente no sean los 
únicos, pero nos permiten ver la relevancia de su enseñanza. 
En primer lugar, se tiene que en algunas ocasiones la fuerza resultante 
sobre una partícula (o alguna de las fuerzas componentes) depende 
de la posición en lugar del tiempo (y en otros casos de velocidad). 
Un ejemplo de esto corresponde a la fuerza ejercida por un resorte 
ideal, ¡ = -lai, sobre un bloque que se mueve en una superficie 
horizontal y que se muestra en la figura 1. 

------.x 

Figura 1 

Si se sustituye dicha expresión de fuerza en la segunda ley de Newton, 
se llega a la siguiente "ecuación diferencial" de la incógnita x (ya que 
no nos es posible integrar como se hizo en el caso de que la fuerza 
resultante era constante): 

d ' x 
mdj'+kx=O (2.1) 

de la cual surgen las siguientes preguntas ¿cómo se resuelve dicha 
ecuación? ¿qué hacemos si no lo sabemos? ¿será importante que se 
conoce la trayectoria del bloque? (por conocimiento de la trayectoria 
no se debe· entender la solución x de dicha ecuación, sino saber que el 
bloque se mueve en el eje-x). La figura 2 muestra el tan llamado 
péndulo simple que corresponde a una cuerda en cuyo extremo está 
unida una partícula y se pone en movimiento en un plano vertical. 
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Figura 2 

Aquí se encuentra que la ecuación diferencial de la incógnita e es 
d'B 

L-;¡¡r-+gsenB= O (2.2a) 

que es parecida a la ecuación del resorte , pero resulta que es mucho 
más complicada. Si se suponen desplazamientos angulares pequeños, 
5in9::9, y la ecuación nos queda como 

d'B 
Ldr'+gB= O (2.2b) 

que es una ecuación similar a la del resorte. Aquí se tienen las mismas 
preguntas que se hicieron para el sistema masa-resorte, y además 
podemos decir que la trayectoria es un arco de la circunferencia X2 

+ l =L 2, Este tipo de problemas son tan importantes que no podemos 
dejarlos a un lado por nuestra falta del conocimiento en ecuaciones 
diferenciales. Por ello es importante resolver dichos problemas (y otros 
miles más) mediante una técnica distinta a la utilizada en la unidad 1. 
En segundo lugar, tenemos los problemas que ya se han resuelto en la 
unidad I directamente utl1lzando la segunda ley de Newton" y que 

. como el mostrado en la figura 3, se puede notar que la trayectoria del 
bloque se conoce (parte del eje-x). Seria un gran logro si con la 
técnica por ver en esta unidad, este tipo de problemas se pueden 
incluir. 
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Figura 3 

Sobre la base de que los dos tipos de problemas mencionados tienen 
un denominador comun: se conoce la trayectoria del movimiento; 
esto nos permitirá reescribir la segunda ley de Newton con otras 
cantidades físicas por definir y que efectivamente nos permitirán 
resolver las dos clases de problemas mencionados. 
Es importante decir en este momento que a pesar de utilizar una 
técnica distinta en la solución de los problemas, siempre es posible 
hecha mano de lo .ya visto con anterioridad, y que generalmente 
este es el caso. 

11.2 Trabajo y Energía Cinética. 

En el movimiento de una partícula cuya trayectoria (en general 
curvilínea) se conoce y se muestra en la figura 4, por lo visto en el 
movimiento circular, s610 la componente tangencial de la fuerza 
resultante, FRT, puede cambiar de magnitud al vector velocidad. Su 
dirección y sentido ya se conoce de antemano puesto que es tangente 
a la trayectoria en todo punto. Necesitamos por lo tanto, la 
proyección de la fuerza en la dirección de la velocidad. 
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Figura 4 

De esto último, nace el concepto del trabajo realizado sobre la 
particula en un desplazamiento dF (el cual es obviamente paralelo 
a la velocidad) como 

i5W =F. -dF (2 _3 ) 
pero, lo más importante es el trabajo que realiza la fuerza resultante 
entre dos puntos A y B de la trayectoria 

(A -> B) = ) F.- dF (2.4 ) . 
de donde, las unidades, del trabajo son Newton-metro, que se 
denomina Joule y se denota en el SI como J. 
De la definición anterior es posible enunciar varias características 
importantes del trabajo realizado por una fuerza o la fuerza resultante. 

Características del trabajo. 
(a) (A -+ El > o. El trabajo realizado por la fuerza es positivo, si esta 
forma un ángulo agudo con el desplazamiento. 
(b) (A-+B)<O. El trabajo realizado por la fuerza es negativo, si esta 
forma un angulo obtuso con el desplazamiento. 
(e) (A -+ El = O. El trabajo realizado por la fuerza es cero, si esta forma 
un angulo recto con el desplazamiento. Esto es, si son 
perpendiculares. 
La figura 5 muestra estas características. 
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Figura 5 

(d) (A ..... B) '" fW;(A -+ B) . El trabajo es aditivo. Esto significa que ,., 
podemos calcular los trabajos realizados por las fuerzas componentes, 
utilizando para ellas las características (a), (b) y (e) , y luego sumando 
algebraicamente dichos trabajos. La demostración de esto es fácil y 
se muestra a continuación 

(A -> B) = ji:(F:l di' = i:jF,di' =i:W,(A -> B) (2 .5) 
A ;ml ¡"I A ,. 1 

en donde se utilizó el principio de superposición: la ruena resultante 
es igual a la suma vectorial de las fuerzas individuales. 
(e) Para cualquier fuerza F que forma un ángulo 9 con el 
desplazamiento ái (y por lo mismo con la velocidad v), siempre es 
posible descomponerla en una componente perpendicular a la 
velocidad (y por ello no hace trabajo) y otra paralela a ella (y que sí 
hace trabajo) como se muestra en la figura 6. 

A 
B 

Figura 6 

Si se sustituye la segunda ley en la expresión del trabajo, se tiene 
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( A --.". B) = IF!t ·dr= Ima.dr= jm~ ·dr= !mv ·av= !d(~mvl) 
en donde la cantidad 

1 
K = "2mv1 (2 .6) 

se le define como la energía cinétíca de la partícula. Su valor al igual 
que la velocidad (rapidez), depende del sistema inercial de referencia 
que se utilice para medirla; esto es, su valor es relativo . Sus 
unidades son obviamente J. De esta definición tenemos 

(A --> B) = Jd(~mv' ) = JdK = K. - K, , , 
y finalmente 

I'J(= W( A .... B) (2.7 ) 
La ecuación (2.7) se conoce como el teorema del trabajo y la 
energía cinétíca y establece que: el cambio de energía cinética que 
experimenta una partícula entre dos puntos de su trayectoria, es igual 
al trabajo total realizado sobre ella entre esos dos puntos. Esta 
ecuación es otra forma de reescribir la segunda ley de Newton, pero 
en términos de otras variables. Esta es la ecuación (una primera 
forma) a la que pretendíamos llegar. Resulta indispensable remarcar 
que el concepto de energía cinética sólo depende de fa magnitud de la 
velocidad por la suposición del conocimiento de la trayectoria. 
Puesto que en los ejercicios manejaremos ciertas fuerzas importantes 
como: el peso, la fuerza de un resorte, la fuerza de fricción y la ley de 
Coulomb (para la sigUiente unidad), calcularemos el trabajo realizado 
por cada una de dichas fuerzas. 

11.3 Trabajos realizados por fuerzas importantes. 

En este tema calcularemos algunos trabajos correspondientes a 
fuerzas conocidas. 

11.3.1 Fuerza constante. 

La figura 7 muestra el movimiento de una partícula bajo la influencia 
de una fuerza constante. 
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Figura 7 
El trabajo que realiza dicha fuerza entre los puntos A y B es 

(A --> B)= jF.ár=F. jár=F(F)i =F(r, -r.) (28) , , ' 
de donde se observa que este trabajo es equivalente al obtenido sobre 
la partícula como si esta se hubiera desplazado en la linea recta entre 
los puntos A y B. 
Es importante en este momento resaltar tres aspectos importantes de 
este trabajo: 

(i) Este trabajo no depende de la trayectoria que pasa por los puntos A 
y B. Solo depende de las coordenadas de dichos puntos 
(ii) El trabajo de regreso es el negativo del trabajo de ida. 
Esto es fáci l de probar puesto que el trabajo de regreso se obtiene con 
la misma ecuación (2.8) pero con los límites intercambiados, entonces 

(B-->A)=F(r. -r,)=-W(A--> B) (2.9) 
con lo cual queda demostrado. Es importante hacer notar que el 
trabajo de regreso puede ser calculado por otra trayectoria que vaya 
del punto B al A y lo anterior se sigue cumpliendo; esto se debe a lo 
expuesto en (i). 
(iii) El trabajo realizado por dicha fuerza en una trayectoria cerrada es 
cero. De la ecuación (2.9) se tiene 

(B --> A) + W(A --> B) = O (2.10) 
La figura 8 nos serviré para tratar tres casos de fuerzas constantes: 
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B 

F =-m gj 
~ ____________ ~x 

Figura 8 

(a) S¡F =-mjj, ycomo r$-r" "' (x ,, -XJi+(h-Y,,)} se tiene 
(B -t A)= - mgy, +mgy" (2 .11 ) 

(b) Si 1= Fi, se tiene 
(B-.A) =-Fx. + Fx, (2.12 ) 

(e) Si Fe: Fu, donde ü es un vector unítario constante ,tenemos 

( A -t 8) = lFdrcosB = FcosO !dr = F(r. - ",, )cos6' (2.13) , , 
donde e es el ángulo fijo entre la fuerza y el vector desplazamiento. 

11 .3.2 Fuerza de un resorte. F == -lar. 

La figura 9 muestra el sistema bloque-resorte en donde el resorte se 
alarga y el bloque se mueve de izquierda a derecha. 

Figura 9 
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El trabajo realizado por la fuerza del resorte sobre el bloque entre los 
puntos A y B es 

( A .... B)= l (-kxi).(dxi)= 'f-kxdx=-.!.kx' +.!.kx' (2 14) • 2 • 2 • . 
Note que si se considera com~~eSión en lugar de alargamiento, el 
resultado no cambia 'debido al exponente al cuadrado de la posición x. 
Puede observarse claramente, que las tres observaciones hechas 
para la fuerza constante son válidas para la fuerza del resorte. 

11.3.3 Fuerza de Coulomb. F = K º¡ . , 
La figura 10 muestra el movimiento de una carga prueba q dentro del 
campo producido por la carga a. 

y 

x 

Figura 10 

Para calcular el trabajo realizado por la fuerza que Q ejerce sobre q 
para moverla del punto A al punto S, procederemos como sigue: si en 
el calculo integral se aproxima uno a la gráfica de una función por 
pedazos horizontales y verticales, nosotros nos aproximaremos a la 
trayectoria dibujada entre A y B en la figura , por medio de pedazos 
radiales y circulares. Note que el trabajo realizado por la fuerza en los 
tramos circulares es cero, mientras que en los tramos radiales el 
trabajo es distinto de cero. De esto se tiene 

( A .... B)= hQ?ii.).(drii.)= ·k~, = KQqR - K Q
R

q 
(2.15) 

" r 1, r • " 
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Debe quedar claro que este trabajo es equivalente calcularlo de A a B' 
o de A a B; es decir, este trabajo es entre cualesquiera dos puntos de 
las circunferencias de radio rA Y re· 
Al igual que la fuerza constante y la fuerza de un resorte , esta fuerza 
también cumple las tres observaciones ya mencionadas-

11.3.4 Fuerza de fricción.] = -j.JNv . 

Para la fuerza de fricción se tiene que ';; es un vector unitario en la 
dirección y sentido del vector ve locidad , como se muestra en la figura 
11 . En el caso de la figura 11 se nota que la normal va cambiando de 
magnitud, dirección y sentido y, por lo tanto no se puede calcular el 
trabajo si no se conoce como varía la normal; equivalentemente, se 
requiere la ecuación de la trayectoria. 

Ñ 

Figura 11 

El trabajo realizado por esta fuerza es 

(A --> B) = j ¡uV(íi. di') = -JI j N (O)d' (2.16) , , 
de donde se ve claro que la integral no se puede resolver sin el 
conocimiento de la trayectoria. En el caso en que la magnitud de la 
normal es constante (8=cte) como se muestra en la figura 12, la 
integral ya se puede resolver. 
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Figura 12 

Para este caso, el trabajo es 
( A-->B)=-jJN(Lu ) (2.17) 

donde LAB es la longitud de la trayectoria entre los puntos A y B. 
De lo anterior podemos resumir que: (i) la fuerza de fricción depende 
de la trayectoria; (ii}el trabajo de regreso no es igual al trabajo de ida 
aún en la misma trayectoria, puesto que esta fuerza cambia de sentido 
y también el desplazamiento dando lugar a un trabajo siempre 
negativo; (iii ) por lo dicho en (ii), el trabajo realizado por la fricción 
en una trayectoria cerrada no es cero. 
Aunque es imposible analizar todas las fuerzas que cumplen las tres 
obselVaciones mencionadas y todas las que no las cumplen, debe 
quedar claro que no!? encontramos ante la antesala de clasificar a las 
fuerzas en términos de s i cumplen las tres observaciones o no. 
Esta clasificación será de suma importancia para reescribir el teorema 
del trabajo y la energia cinética en términos de otros conceptos de 
suma importancia en la ciencia e ingeniería: la energía potencial y la 
energia mecánica. 

11 .4 Conservación de la Energía Mecánica. 

En este tema nuestra meta es llegar a establecer un principio general 
de la naturaleza: el principio de conservación de la energía 
mecánica; el cual resulta , como ya se indicó, de reescribir el teorema 
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del trabajo y de la energía cinética en términos de otras variables 
físicas. 

11.4.1 Fuerzas conservativas y no conservativas. 

Estamos en la posición de hacer una clasificación de las fuerzas de la 
naturaleza. Diremos que una fuena es conservativa si se cumple 
cualquiera de las siguientes aseveraciones: 

(i) El trabajo que realiza es independiente de la trayectoria. 
(ji) El trabajo que realiza en una trayectoria cerrada es cero. 
(jii) El trabajo que realiza se puede recuperar (el trabajo de regreso). 
(iv) Existe una función escalar (x,y, z) tal que F = -'VU(x, y, z) , 
(v) Si 'VxF = O . 
De lo anterior, se tiene que una fuena es no-conservativa si no 
cumple cualquiera de dichas aseveraciones, 

Notemos que en el caso de los tres primeros trabajos, las fuerzas que 
los realizan son fuerzas conservativas y el último trabajo (el rea lizado 
por la fricción) corresponde a una fuerza no conservativa. Para el 
subtema que sigue es necesario hacer notar que de las aseveraciones 
(ii) y (iii), se tiene 

(B --> A) = - W(A --> B) 
11.4.2 Energía potencial. 

(2. 1 B) 

En la física se define el cambio de energia potencial de una 
particula, como el trabajo que puede recuperarse, y este es por lo 
tanto el trabajo de regreso: 

I1U: W(B --> A)=-W(A --> B)= )F .di' (2.19) , 
en donde se utilizó la ecuación (2. 18). 
Puesto que los trabajos de ida ya fueron calculados para cuatro 
fuerzas, para cada una de ellas se puede definir un cambio de energía 
potencial. Procederemos a hablar de cada una'de ellas, 

(a) Cambio de Energía Potencial Gravitacional. 
Este cambio se encuentra asociado a la fuerza que se denominó el 
peso de un cuerpo. Se tiene que dicho cambio es 
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W:(mgy, l-(mgyJ (2 .20) 
quya unidad es obviamente el Joule, J en el SI. 
De esta ecuación, se observa que existe una función candidato (ver la 
aseveración (iv» para llamarle la energía potencial gravitacional: 

(y) : mgy (2.21) 
la cual si se evalúa en el punto final B y en el punto inicial A y se 
restan , se obtiene la ecuación (2.20). Notemos también, que la función 

(y):mgy+c (2.22 ) 
también reproduce la ecuaci6n(2.20) si se evalúa en los mismos 
puntos y se resta . Todo esto nos indica que la función que nos permite 
definir el concepto abstracto de energía potencial gravitacional esta 
definida salvo una c~nstante; esto es, la constante nos es indiferente 
puesto que lo que es físicamente importante son los cambios de 
energía potencial. Por lo cual quitaremos la constante eligiendo 
adecuadamente un nivel de referencia donde se pueda definir el cero 
de energía potencial gravitacional , y desde dicho nivel de referencia se 
debe medir la energía potencial gravitacional. De la ecuación (2.22) se 
tiene que 

(y:O):O+c:c (2.23) 
lo que indica que en y =0 el valor de la energía potencial gravitacional 
es el valor de la constante. Precisamente es en y =0 donde se define 
el nivel OJ de dicha energía. De esta manera, la función energía 
potencíal gravítacional, se define como 

(y) = mgy (2.24) 
en donde se supone que el nivel de OJ está en la superficie de la tierra . 
Es importante mencionar que se acostumbra suponer almacenada 
dicha energia; en este caso se le asigna al objeto sujeto a la fuerza de 
atracción de la tierra , 

(b) Cambio de Energía Potencial del Resorte. 
En este caso se tiene 

(2.25) 

en donde la función energía potencial más general es 
1 

:ikr'+c (2.26) 

De la ecuación (2.26) se observa que en x= O que corresponde a la 
posición no deformada del resorte , la constante es igual a la energía 
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potencial en dicho lugar; por lo que si se define el OJ en dicha posición, 
entonces la energla potencial asociada al resorte es 

= ~ Ix' (2.27) 

Y dicha energía potencial se supone almacenada en el resorte. 

(e) Cambio de Energía Potencial Electrostática. 
En este caso tenemos 

6U= (k
q
r:')-(k

q
r; ,) (2.28) 

y la función energla potencial electrostática más general es 

(,) = k qq, + e (2 .29) 
r 

De esta ecuación se puede observar que cuando las dos cargas se 
encuentran separadas una distancia infinita ( r ---t co ), la constante es 
igual a la energía potencial en dicho lugar, por lo que si se define el OJ 
en dicha situación, entonces la energía potencial electrostática de 
dichas cargas es 

(r )=k qq, 
r 

(2.30) 

y dicha energía potencial se supone almacenada en las cargas 
eléctricas. 
Podemos generalizar diciendo que la energia potencial de 
cualquier especie depende de la configuración del sistema que 
está uno tratando (entendiéndose por configuración, las coordenadas 
relativas de las partículas que constituyen el sistema), y recuerde que 
la energía cinética depende del estado de movimiento de las partículas 
del sistema a tratar. Por último, debemos mencionar que el concepto 
de energia potencial no se puede asociar a las fuenas no· 
conservativas, como es el caso de la fuerza de fricción. 

11.4.3 Conservación de la Energía Mecánica. 

Con el nuevo concepto de energía potencial procederemos a reescribir 
el teorema del trabajo y la energía cinética. De la ecuación (2.7) se 
tiene 

(2.31) 
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(2.32) 

donde la . e y nc c?rresponden a las palabras conservativo y no 
conservativo respectivamente. Por lo cual, el primer término de (2.32) 
corresponde a la suma de los trabajos que son realizados por fuerzas 
conservativas Y, el segundo término corresponde a la suma de los 
trabajos realizados por fuerzas no-conservativas. 
Luego, se tiene que 

aK = LW.(A --> B») +¿¡V. . (A --> B) (2 .33) , , 
de lo cual, la ecuación (2.32) nos queda como 

aK + ~ÓU, =~W,JA --> B) (2.34) 

Y reescribiendo la parte izquierda de la ecuación anterior se tiene 

K, + ~U.)-(K, + ~U,)= W,JA --> B) (2.35) 

en donde el ¡ndice T nc indica que errado derecho de la ecuación (2.35) 
corresponde al f'flbajo total realizado por las fuerzas no­
conservativas. También, de dicha ecuación se observa en forma 
natural una cantidad que merece ser definida. Esta cantidad 
denominada la energía mecánica de una particula y denotada con 
la letra E se define como 

E=K+ LU, (2.36) , 
y que es igual a la suma de su energía cinética y todas las formas de 
energla potencial. 
Con esta definición la ecuación (2.35) se puede finalmente reescribir 
como 

/lE = W,JA --> B) (2 .37) 
Y que es la ecuación a la que se pretendla llegar. Esta establece que: 
el cambio de la energia mecánica de una particula entre los 
puntos A y B es igual al trabajo total realizado por las fuerzas no­
conservativas. También, de esta ecuación surge el principio de 
conservación de la energia mecánica que establece que : en 
ausencia de fuerzas no-conservativas. la energia mecánica de una 
particula permanece constante. 
Este principio se puede establecer matemáticamente como 

E, = E, (2 .38 ) 
Finalmente cabe aclarar dos cosas; la primera se refiere a que la 
ecuación (2.38) es un caso particular de la ecuación (2.37); la segunda 
tiene que ver con la explicación clara y precisa de que al decir que la 
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energía mecánica es constante, se refiere a que su valor es el mismo 
en dichos dos puntos independientemente del tiempo y que además la 
forma matemática de ella puede ser muy distinta en ambas posiciones. 
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Unidad 111. Potencial Eléctrico. 

lil.1 Introducción. 
En esta unidad continuaremos el estudio de la electrostática para 
cargas puntuales que se comenzó en el curso anterior de física 
(Fuerza y Equilibrio). Para centrar nuestra discusión, comenzaremos 
con un pequeño resumen de lo visto en dicho curso y que corresponde 
a la Ley de Coulomb y el Campo Electrostático; y posteriormente 
veremos los conceptos nuevos de potencial electrostático y energía 
potencial electrostática. 

111.2 Ley de Coulomb. 

La figura 1 muestra dos cargas puntuales denotadas por Q y q que se 
encuentran interactuando 

y 
a 

q 

-f""""''--''----- x 

Figura 1 

La fuerza que siente la carga q llamada la carga prueba, se encuentra 
dada por la expresión 

- Qq -F = K?Q, (3. 1) 

en donde se deben sustituir los val¿res con todo y signo de las cargas 
eléctricas. Para generalizar lo anterior, considere el conjunto de N 
cargas: 0 1, Q2 ' ... , QN actuando sobre la carga prueba como se 
muestra en la figura 2. 
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y O., eo, 
O, 

e 
O,. RI=-f-r: e , 

e q 

X 

Figura 2 

La fuerza que siente la carga prueba se encuentra dada por la 
expresión 

(3.2) 

que nos indica que la fuerza total es la suma vectorial de las fuerzas 
individuales que le ejercen cada una de las cargas a la carga prueba. 
La ecuación (3.2) nos representa el ya bien conocido principio de 
superposición. También es importante recordar que en la unidad 1I se 
demostró que la fuerza electrostática es conservativa. 

111.3 El Campo Electrostático. 

Recordemos que en la mayoría de los fenómenos de carácter 
electrostático se puede suponer que la interacción es instantánea. 
Sin embargo y para fenómenos más complejos, es importante que se 
considere el hecho de que todas las interacciones no se propagan 
en forma instantánea. Se requiere de un tiempo finito para que en 
nuestro caso, una carga se informe que la fuerza que le ejerce otra 
carga ha cambiado en virtud de que, digamos, la posición de 
cualquiera de ellas ha cambiado. Para esto se introduce el concepto 
del campo electrostático como intermediario de la interacción: una 
carga produce en su alrededor un campo electrostático el cual 
cuando se ve perturbado produce una onda electromagnética que 
se propaga con la velocidad de la luz en el medio y es esta onda la 
que le informa a la otra carga de que la interacción entre ellas ha 
cambiado. 
La figura 3 nos muestra una carga Q que crea en el espacio que la 
rodea un campo electrostático (se ha caracterizado dicho campo con 
un sombreado alred~dor de ella ). 
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Figura 3 

Se define el vector intensidad de campo electrostático (o por 
brevedad simplemente campo electrostatico), E , como 

- F Q E =-= K - fj q Rl It 
(33) 

en donde se ha sustituido la fuerza que siente la carga prueba 
(ecuación 3.1). Este es el campo electrostático que produce Q en el 
punto del espacio donde estaba la carga prueba. 
Para generalizar a muchas cargas, considere las N cargas mostradas 
en la figura 4. 

Q 

--f=c- '----x 

Figura 4 
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En este caso se tiene que el campo en el punto del espacio donde 
estaba la carga prueba está dado por 

E = 1:. = fK Q, a. = fE, (3 .4) 
q ;.. R¡ , •• 

donde nuevamente vemos el principio de superposición, pero para el 
caso de los vectores campos electrostáticos. 
La figura 5 muestra las lineas de fuerza o de campo para el caso de 
una y dos partículas cargadas. 

+ a;tI-------~ __ ~ 

Figura 5 

Para terminar este resumen, daremos las propiedades que tienen las 
líneas de fuerza. 
(a) El vector E es tangente en todo punto a las lineas de campo. 
(b) La magnitud del campo eléctrico es proporcional a la densidad de 
lineas de fuerza (No. de lineaslm2

) . Esto es equivalente ha decir que 
en las regiones donde las lineas de fuerza estén muy juntas, ahl se 
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t~ene un campo intenso; asimismo, en donde estén muy separadas se 
t!ene un campo débil. Finalmente, es importante recalcar que la 
naturaleza conservativa de la fuerza electrostática nos permitir definir 
Jos conceptos de este tema. 

111 .4 Energia Potencial Electrostática. 

La figura 6 nos muestra a una carga prueba que se mueve por una 
trayectoria r bajo la acción de un campo electrostático cuya fuente por 
el momento no nos interesa. 

x 

Figura 6 

Se define el cambio de energía potencial electrostática como el trabajo 
que puede ser recuperado. Esto es equivalente a suponer que 
aplicamos una fuerza externa, F , de la misma magnitud y dirección 
que la fuerza eléctrica, F. ' que siente la carga prueba pero de sentido 
contrario. Esto nos permite asegurar que al llevar a la partrcula 
cargada desde A hasta B en equilibrio durante todo el trayecto, la 
energía que se mide es únicamente de carácter electrostático (por 
ejemplo, no hay energra cinética). De esto, se tiene 

t>U: II',(B -> A): -ji'; dF : IJI(A -> B): jft' . dF , , 
Ahora sí es importante saber la fuente que produce el campo 
electrostático que se supuso. La fuente puede ser: 
(a) una carga puntua.1. 
(b) un conjunto de N cargas puntuales. 
(e) euerpo(s) eargado(s). 
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Sólo nos interesaremos con los casos (a) y (b). La figura 7 muestra el 
caso de una carga fuente y la carga prueba. 

A 

• 
x 

Figura 7 

En este caso el cambio de energía potencial entre los puntos A y B es 

W = KQq - K
Qq 

(3.6) 
R. R~ 

expresión ya encontrada en la unidad anterior. Recordemos que el 
concepto energía potencial y en nuestro caso de origen electrostático 
se puede definir salvo una constante en la forma 

(,) = Kfk (3.7) , 
en donde el valor de la constante aditivo se elige cero tomando el cero 
de energía potencial en el infinito ( r -J <Xl ) . También, es importante 
recordar que en la resolución de problemas la elección de este nivel de 
referencia es indiferente, puesto que lo que es físicamente importante 
es el cambio de energía potencia l. 
Para generalizar el resultado anterior I consideremos el sistema de 
cargas de la figura 8: 
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dr q A 

Q, • a N·' 

~--~~~--.-~------------. 
Q , X 

Figura 8 

Para calcular el cambio de energía potencial entere A y B Y la energía 
potencial , aprovechamos la propiedad aditiva del trabajo ya vista en la 
unidad anterior. De esta propiedad se tiene 

/J.u= '1:.KQ,L'1:.K Qq (3. 8) 
/_1 R" "1 R,., 

de donde 

(3.9) 

con el cero de energía potencial electrostática nuevamente en el 
infinito. Si se nos preguntara ¿cuál es la energía potencial 
electrostática almacenada por las N cargas mostradas en la figura 8?, 
cometeríamos un error al pretender utilizar la ecuación (3.9) ya que en 
dicha expresión no se toma en cuenta la energía potencial 
electrostática entre las parejas Q l y Oj. Para encontrar la energla 
electrostática almacenada por un sistema de N cargas: a,. O2, ... , QN. 

se procede de la siguiente forma: 
Consideremos el sistema de dos cargas que se muestra en la figura 9. 
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Figura 9 

Existen dos maneras de formar dicha configuración, cada una de las 
cuales depende del orden en que se traigan las cargas desde el 
infinito. 
Si suponemos que traemos primero la carga 1 desde el infinito hasta el 
lugar deseado, esto se puede hacer sin realizar ningún trabajo de 
origen electrostático (puesto que todavia no existe ningún campo 
electrostático en el espacio); luego, se trae la carga 2 bajo la influencia 
del campo producida por la carga 1 en el espacio. De esta forma y 
usando la ecuación (3.7), la energía almacenada por las dos cargas es 

- KQ,Q, (3. 10) 
11- R ¡¡ 

Y si invertimos el orden en que se traen, se tiene 

11 =K~Q .=;;UI1 
" debido a lo conservativo de la fuerza electrostática. 

(3.11) 

Ahora bien, ya que sabemos que el orden en que se traigan las cargas 
no importa, procedemos a calcular la energia electrostática 
almacenada en un sistema de tres cargas que se muestra en la figura 
10. 
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Q , 

Q , 

Figura 10 

Para nuestro fi n, traeremos las cargas según su numeración. Cuando 
se trae la carga 1 y se coloca en su lugar, no se requiere hacer ningún 
trabajo de origen electrostático, cuando traemos la carga 2, se 
requiere hacer un trabajo debido al campo producido por la primera 
carga, luego la energía almacenada por las dos cargas es 

= KQ,Q, (3. 12 ) 
Il R ll 

como era de esperarse. Cuando se trae la carga 3, esta se vé bajo la 
influencia de los dos campos producidos por las dos primeras cargas. 
Utilizando el principio de superposición podemos suponer que 
traemos la carga 3 bajo la influencia individual de la carga 1 y luego de 
la carga 2 y posteriormente sumar los efectos individuales. Es decir, 
bajo la influencia de la carga 1, el trabajo para traer la carga 3 y 
colocarla en su lugar es 

K QQ¡ 

H" 
Y bajá la influencia de la carga 2 se tiene 

- KQ,Q, 
ll - Rn 

de donde, la energia almacenada por estas dos cargas es 

U = KQ,Q, + KQ,Q, 
13 + 11 R1¡ R l l 

y, finalmente obtenemos la energía almacenada por las tres cargas: 

111111111. 
2894198 
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-u +U u = KQQ¡+ KQQ¡ +KQ¡Q¡ 
- 1I 1) + l) R

1
¡ R

1
¡ Rl) 

Si se generaliza a N cargas como es nuestro objetivo, 
escribir la energía almacenada por este sistema como 

=.!.HKQQ, 
2 '01 Jol Rv 

(3.13) 

podemos 

(3.14) 

en donde el factor 1/2 se debe a que la doble sumatoria contiene el 
doble de términos de la energía; también, debe quedar claro que los 
términos i=j se deben descartar ya que no tienen sentido físico. 
Es conveniente aclarar la ecuación (3.14) respecto a la ecuación (3.9): 
(a) la última expresión representa la energía necesaria para construir 
la configuración de N cargas deseadas, (.) la energía necesaria para 
destruir dicha configuración ó la energía electrostática almacenada por 
dicha configuración. 
(b) la ecuación (3.9) representa la energía potencial eleclrostatica de la 
carga prueba respecto al sistema de las N cargas 

111.5 Potencial Electrostático. 

Así como el campo electrostático tiene entre otras virtudes no 
depender de la carga prueba, es posible asociar con la energía 
potencial electrostatica un nuevo concepto independiente de la carga 
prueba, este es la diferencia de potencial electrostático (abreviado 
ddp) entre los puntos A y B de la trayectoria que sigue la carga 
puntual. La ddp electrostático se define como la diferencia de energía 
potencial electrostática por unidad de carga entre los puntos A y. B de 
la trayectoria r de la figura 7 y figura 8. 

Por lo tanto, la ddp electrostático es 

I>v=I>U = KJL- KJL (3.15) 
q R6 RA 

Y la cual es producida por la fuente Q como se muestra en la figura 7. 
Asimismo, se tiene que 

I>v=I>U = fK -ª-- fK JL (3.16) 
q ;'1 R", ,01 R.o; 

que corresponde a la d.d.p. electrostatico cuya fuente es el sistema de 
N cargas de la figura 8. Las unidades de la ddp es el Joule Icoulomb 
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que se denomina volt y se denota como Ven el SI de unidades. De la 
ecuaci6n(3.5) se tiene 

l!.U ji' j-l!. V=-=- --'-· dF= E·dF (3.17 ) 
q A q A 

la cual nos permite conocer la ddp en términos directamente del 
campo electrostático. Luego, si la fuerza se relaciona con la energra 
potencial , entonces el campo se relaciona con la ddp. 
También, de la ecuación (3.17) se observa que otra unidad para el 
campo es Vlm la cual es más utilizada en la ingenierla. Con el 
concepto ddp electrostático se puede definir el concepto denominado 
potencial electrostático el cual está definido salvo una constante 
al igual que el concepto de energía potencial. El potencial 
electrostático en el caso en el cual la fuente es una carga puntual Q es 

= ~= KQ ~ 1~ 
q r 

como se muestra en la figura 11 . 

y 
a 

~ 
x 

• 

Figura 11 

Si la fuente corresponde a N cargas puntuales se tiene que el 
potencial electrostático tiene la forma 

=~= tKQ ~ 19 ) 
q '.1 r; 

que se ilustra en la figura 12. Note que para el potencial se elige su 
valor de OVen el infinito al igual que con la energía como era de 
esperarse por la relación existente entre ellas. 

51 



Q, 
Q , • 
• 

y 

x 

Figura 12 

Es importante mencionar que por ser el potencial una función escalar, 
en lugar de vectorial, este simplemente se suma algebraicamente. De 
la definición de la energía mecánica vista en la unidad 11: 

E = K + L.V, (3.20) 
si deseamos incluir la carga como una propiedad que pueden tener los 
cuerpos, entonces simplemente debemos agregar un término de 
energía potencial electrostática en la ecuación anterior. 
Asimismo, la ecuación de balance de energra mecánica permanece 
inalterable y por su utilidad en esta unidad repetimos su expresión 

AE = W_,( A -. B) (3.21 ) 
Para finalizar la unidad consideramos importante mencionar que los 
problemas que podemos resolver son muy parecidos a los de la 
anterior unidad, salvo que incluiremos una energía potencial extra, 
esta es, la energía potencial electrostática. 
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Unidad IV. Fuerza electromotriz y Circuitos. 

IV.l lntroducción. 

En esta unidad clasificaremos a los materiales en una forma simple y 
que corresponde a dos tipos. Luego estudiaremos las propiedades de 
transporte de carga a través de aquellos materiales del tipo 
denominados conductores y que nos ayudan en la vida cotidiana a 
tener corrientes eléctricas en ellos. Hablaremos de la propiedad de los 
conductores denominada resistencia y de varios tipos de fuentes que 
no son de origen electrostático. Finalizaremos resolviendo circuitos 
cuyos elementos son resistivos exclusivamente. 

IV.2 Conductores y dieléctricos. 

La figura 1 muestra un bosquejo del movimiento azaroso que tienen 
los electrones libres dentro de un material de los llamados conductores 
(en la figura se muestra solo a un electrón). 

•• • • 
• • 

Figura 1 

Estos materiales al conformarse mediante la unión de átomos por 
medio del enlace penominado iónico, permiten que cada átomo 
contribuya con un electrón que no queda enlazado al átomo en 
cuestión ni a ningún otro por lo que se les denomina electrones 
libres o portadores de carga. Este flujo de portadores por ser 
azaroso no da lugar a un flujo neto de carga a través de la superficie 
transversal del conductor; es decir, en promedio es igual el número de 
portadores que atraviesan la superficie transversal de derecha a 
izquierda que los que la atraviesan de izquierda a derecha. Si se 
quiere que exista un flujo neto de carga hacia un sentido preferencial, 
es necesario darles un movimiento extra a los portadores. Este 
movimiento extra podemos darlo diciendo que les daremos energía, 
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les aplicaremos un campo, una fuerza o les aplicaremos un potencial 
ya que todos estos conceptos se encuentran relacionados. Nos 
interesa pensar en términos energéticos (energía potencial o 
potencial). Para darles energía a estos portadores se requieren 
dispositivos que pueden proveer en forma permanente de energía a 
dichos portadores para que circulen por el circuito formado por el 
conductor y los alambres del cableado, a este tipo de dispositivos (ver 
la figura 2) se le denomina fuerza electromotriz, fuente de voltaje o 
e/ectromotancia. Cuando el material no es conductor se le denomina 
dieléctrico o aislante y debido al enlace covalente que es el que los 
forma, no posee las caracterrsticas ya mencionadas de los 
conductores. 

ponedor negativo ponador positivo 

" "':::. -'~--7:., : ~ . ' . ~ . ',. ~ I 
alambre 1'" alambre _J 

L-. --ll-----------' 

Figura 2 

Esta fuente realmente no produce energía en forma permanente 
(recuerde la segunda ley de la termodinámica), pero supondremos que 
cuando la fuente se "agote", entonces simplemente se cambia por otra. 
Por agotar entendemos que el voltaje que suministra ya no es el 
suficiente para que los portadores continúen su movimiento que 
necesitamos de ellos. El voltaje que suministran estas fuentes se 
mide en volts pero su origen no puede ser de origen 
electrostático. Esto puede quedar claro si consideramos dos placas 
de conductor cargadas en igual cantidad pero de signos contrarios; si 
se conecta esta fuente electrostática en el circuito ya mencionado, se 
establece un flujo de carga en un tiempo tan pequeño que 
posteriormente a dicho tiempo ya no se tiene ningún flujo de carga en 
el circuito. Entre las distintas fuentes que podemos mencionar, 
preferimos darle énfasis a la más conocida de todas por su utilización 
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cotidiana por la gente; estas fuentes son las pilas, baterías o 
acumuladores que proveen de energía a los portadores mediante 
reacciones qulmicas que se realizan en su interior y que convierten 
esta energla química en energía eléctrica. En un curso posterior y más 
formal de electromagnetismo pueden ver otros tipos de fuentes. 

lV.3 Corriente Eléctrica. 
La figura 3 muestra un circuito formado por un conductor cillndrico, 
alambres y una batería. 

I [=-,;-_.-1-----' 
V 

Figura 3 

Se define la corriente eléctrica en un conductor como el flujo de 
carga neta que atraviesa la sección transversal por unidad de tiempo 

óQ / =¡;¡ (4 .1) 

cuyas unidades son coulomb entre segundos a lo que se le da el 
nombre de amperes y se denota como A en el SI. Esta definición es 
sólo válida en el caso en el cual la corriente eléctrica es continua, 
constante o directa lo cual ocurre cuando el cociente en la ecuación 
(4.1) es el mismo para cantidades proporcionales de carga en tiempos 
proporcionales. 
Si la corriente depende del tiempo, es necesario hablar del concepto 
corriente eléctrica ' instánea (note la similitud con los conceptos 
promedio e instantáneo de la velocidad en una dimensión). En este 
caso, la definición es 

/ = iJ'!! ~~ = ~~ (4.2) 
En lo que sigue nos dedicaremos al caso de corriente directa, por lo 
que las ecuaciones anteriores son la misma. También es importante 
remarcar que supondremos que los portadores de carga son 
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positivos y por convención diremos que la corriente va en el sentido 
en el cual se mueven ellos. En el siguiente tema se justificará esta 
suposición. 

IV.4 Vector densidad de corriente. 
La figura 4 muestra un corte qblicuo de un pedazo de conductor 
cilindrico. 

- - - -----~~--~~ 

, - _ : ' A 
' ~V~'9 :~ _ 
: ,' . __ ~~ .,. J 
: : Vd : :~ 
:----- V'. e-c;V'. dS ------ ---,. ,------ -- ----
1- L -1 

Figura 4 

Se acostumbra en los libros de circuitos eléctricos para ingenierla y en 
algunos libros de física representar a las corrientes eléctricas mediante 
"flechas" y asignarles "dirección y sentido". Esto da la impresión de 
que la corriente es un "vector" lo cual no es verdad, puesto que se 
trata de un escalar. 'En todo caso esta "notación" permite resolver en 
forma simple los circuitos eléctricos y después de resolverlos, 
podemos mediante esta notación indicar el sentido de la corriente en 
algunas partes del circuito en donde a priori no podemos asegurarlo. 
Como vamos a observar, formalmente la flecha que se dibuja 
representa el vector densidad de corriente. 

Definamos las siguientes cantidades 

n=No. de portadores/volumen. 
~t=tiempo en el cual , cualquier portador viaja una distancia L. 

Puesto que el movimiento de los portadores de carga no es tan libre 
por todas las colisiones que tienen con las demás partículas del 
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material en su interior, estos portadores desde el punto de vista 
~acroscópjco se mueven con una velocidad efectiva prácticamente 
constante denominada velocidad de arrastre que denotaremos como 
ve/. Esta situación es parecida al movimiento de una piedra dentro de un 
fluido . 

Con esto, el No. de portadores que atraviesan la sección transversal 
en el tiempo .ó.t es nLA cose y la cantidad de carga que atraviesa 
dicha supelficie se encuentra multiplicando la anterior cantidad por la 
carga, q, de los portadores, obteniendo 

.ó.Q = qnLacosB = qnvdtJ.rA cosO 
De donde el flujo de carga en el tiempo .6.t, o corriente eléctrica es 

il.Q ( )() - A-I= t;¡= qnvd A cosO=J· (4.3) 

donde 
] = qnv, (4.4 ) 

es el denominado vector densidad de corriente. Note que si se 
consideran los portadores de carga como negativos, se tiene que 
hacer dos cambios de signo en la ecuación (4.4), uno en la velocidad y 
otro en la carga. Esto da lugar a que independientemente del signo 
del portador, el vector densidad de corriente señala hacia el 
mismo lugar, lo que justifica que se considerara a los portadores, por 
convención, de signo positivo; además, vemos que es éste vector el 
que realmente dibujamos en los circuitos e/écln'cos y que el 
asignárselos a las corrientes eléctn'cas es un artificio matemático muy 
útil para resolver circuitos e/éclricos. Es importante mencionar que si 
este vector es independiente del signo del portador, esto permite que 
un tercer tipo de material denominado semiconductor presente 
propiedades muy interesantes cuando se le contamina con otro tipo de 
átomQs de tal forma que exhiben dos tipos de portadores de carga con 
vectores densidad de corriente en la misma dirección y sentido. En el 
caso que el vector densidad de corriente (que no depende del tiempo 
en nuestro caso) varíe espacialmente en cada punto dentro del 
material , la ecuación(4.3) se debe reescribir como 

1 = J]. dA (4.5 ) . 
Cabe recordar que seguiremos considerando a los portadores como 
positivos. 

57 



IV.5 Ley de Ohm . 

De los experimentos realizados con conductores, estos presentan el 
siguiente comportamiento: 
(a) n es independiente de las coordenadas. Esto es no varia dentro 
del material. 
(b) J es proporcional a la primera potencia del campo eléctrico (no 
electrostático), E , que crea la batería colocada en el circuito mostrado 
en la figura 5. 

L 

A 

Figura 5 

El anterior comportamiento se puede demostrar que se cumple para 
campos eléctricos no muy intensos, del orden de 106 Vlm. Este valor 
de campo eléctrico permite una gran apl icación del modelo del 
conductor en distintas ramas de la ciencia e ingeniería. Escrita como 
una igualdad, el modelo descrito se expresa matemáticamente como 

] = al: (4.6) 
donde cr es llamada la conductividad del conductor y a dicha 
ecuación se le conoce como la Ley de Ohm microscópica. Esta 
cantidad nos dice que tan buen conductor es el material. Si aplicamos 
la relación voltaje-campo y densidad de corriente-corriente se tiene 

de la cual se obtiene 

I V 
jj=aT 

= IR (4.7) 
que corresponde a la Ley de Ohm macroscópica y en donde 

I L L 
R=(i-;¡=p-;¡ (4.8) 
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se conoce como la resistencia R del conductor y p la resistividad. Las 
unidades de la resistencia son volts entre ampere que recibe el 
nombre de ohm y se denota como n en el SI. De las unidades de la 
resistencia daremos ,las unidades de la resistividad del conductor 

1 
P=7i (4.9 ) 

que son D-m. Finalmente, las unidades de la conductividad son lID-m 
~Slm, donde S es la notación de las unidades llamadas siemens y que 
corresponde al inverso de las unidades de resistencia (ohms)en el SI. 

IV.6 Potencia. 

Es importante desde los cursos de mecánica definir el concepto de 
potencia como la rapidez con la cual se suministra o absorbe energla. 
En el caso de una fuente, cuando un portador es atraído por su 
terminal negativa, absorbe energía y es repelido por su terminal 
positiva, la rapidez con la cual la fuente suministra energía al portador 
es 

p = dd
U 

= -dd (qV)= V
d
dq 

=VI (4.10) 
I I Ir 

En el caso en el cual el portador pasa por la resistencia (por el 
conductor), el portador cede energla la cual se transforma en energía 
calorífica del conductor (fenómeno que se conoce como efecto Joule). 
Esta energla que absorbe la resistencia, y más aún la rapidez con la 
cual la absorbe se encuentra con la misma ecuación (4.10); esto eS,la 
ecuación mencionada es general. En el caso de que las resistencias 
tengan el comportamiento óhmico se puede sustituir la ley de Ohm en 
la ecuación (4.10) Y obtener para la potencia absorbida por las 
resistencias óhmicas 

v' 
P, =VI = I ' R = /f (4.11) 

Para cualquier otro elemento de circuitos se util iza la ecuación (4.10) 
para calcular la potencia que suministra o absorbe. 

IV.7 Circuitos eléctricos con resistencias. 

En lo que sigue estudiaremos los circuitos más simples, que son los 
que contienen fuentes de voltaje (baterías) y resistencias. Sin 
embargo, las reglas para resolver cualquier tipo de circuito son 
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generales y son las que veremos en este tipo particular de 
circuitos. 

IV.7.1 Ley de voltajes de Kirchhoff. LVK. 

Consideremos el circuito de la figura 6 el cual es conocido como el 
circuito de una malla(este término se detallará con más profundidad 
posteriormente ). 

- 1 

v R -
Figura 6 

En este circuito se ha utilizado los símbolos circuitales para 
representar a la fuente y a la resistencia del conductor. También es 
importante mencionar que aunque el cableado de un circuito lo 
componen conductores y por lo mismo tienen resistencia, se 
considerará que dichos conductores tienen resistencia cero. De otra 
forma , se debe considerar que la resistencia del cableado es 
despreciable respecto a la resistencia más pequeña que se halla en el 
circuito. 
Si consideramos la conservación de la energía en el circuito 
mostrado, se tiene que la potencia suministrada por la fuente es igual 
a la potencia que se disipa por efecto Joule en la resistencia, esto es 

P = 1= I ' R=P. (4 .12) 
de donde se obtiene 

+V - IR =O ó -V+ IR =O (4.13 ) 
Como las dos ecuaciones (4.13) son la misma, podemos enunciar una 
regla denominada Ley de Voltajes de Kírchhoff (denotada por LVK) 
cuyo enunciado dice: 
La suma algebraica de voltajes en una trayectoria ce"ada es cero. 
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Est,a leyes independiente de donde comenzamos y terminemos (el 
mismo punto); también, la trayectoria puede ser real (coincidir con el 
cableado) o imaginaria (pedazos de ella pueden no formar parte de la 
trayectoria elegida). 
Para que el uso de esta regla nos permita no cometer errores, es 
indispensable agregar a su uso las siguientes convenciones: 
(a) elige un recorrido arbitrario para tu trayectoria, que por el momento 
es el circuito de nuestra figura. Sólo hay dos posibilidades: horario o 
antihorario. 
(b) se elige la "dirección" de la corriente en forma arbitraria en el 
circuito, ya que solo hay una corriente en el. 
(c) respecto a la fuente , si esta se atraviesa respecto al recorrido 
elegido de - a + se escribe + V y se le denomina subida de voltaje. 
En el caso contrario 'se escribe - V Y se dice que corresponde a una 
caida de voltaje. Para la resistencia, si se atraviesa respecto al 
recorrido elegido en la misma dirección que la corriente elegida se 
escribe - IR Y se dice nuevamente que hay una cada de voltaje. En el 
caso contrario se tiene la subida de voltaje + IR. 
Si aplicamos LVK para el circuito de la figura 7 con todas las 
posibilidades de elección de recorrido y sentido de la corriente, se 
pueden construir cuatro "distintos casos" para obtener el valor de la 
corriente en el circuito si se supone conocido el valor de la fuente y de 
la resistencia. 

(al lb) 
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R R 

(d) 

Figura 7 

Las ecuaciones obtenidas obtenidas en los casos (a) y (e) son + V • IR 
= O Y - V + IR = O lo que da como resu ltado 

V 
J =7i 

En cambio, para los casos (b) y (d) se tiene + V + IR = O Y - V - IR = O 
obteniendo para la corriente 

V 
J=- ¡ 

Para conciliar los dos resultados obtenidos, llegamos a la siguiente 
conclusión: la magnitud de la corriente es única, pero el signo 
menos en el segundo resultado nos indica que la corriente tiene la 
"dirección" contraria a la correcta. Por correcta se entiende lo que 
se obtiene en el primer resu ltado pues si los portadores los debemos 
suponer positivos como ya se mencionó, entonces estos portadores 
circulan en el circuito obviamente en el sentido horario. Es también 
importante resaltar el hecho de que en los casos (b) y (d) no se tendría 
la necesidad de volver a resolver el problema puesto que por lo último 
señalado en la conclusión, todos los casos son equivalentes. 
Junto con la LVK es común considerar el ci rcuito anterior pero con 
varias resistencias y tener el arreglo de resistencias llamado en 
serie. 

Resistencias en serie. 
Consideremos el circuito de una malla que se muestra en la figura 8. 
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v 

b 

Figura 8 

Se dice que las resistencias se encuentran conectadas en serie 
porque se conectan a través de una terminal, una resistencia después 
de la otra. Esto da lugar a que la corriente que pasa por cada una de 
ellas sea la misma como en el caso del circuito más simple ya visto. 
Resolviendo nuestro circuito mediante LVK se tiene 

de donde 

+v- ff R,)=o J~ I:.l 

V 
1-- (4.14 ) - fR , ,., 

Podemos definir el circuito equivalente a nuestro circuito original, 
como aquél circuito que produce el mismo efecto físico que el 
original. Esto es, el circuito equivalente tiene la misma fuente de 
voltaje que el circuito original y suministra la misma corriente. Como 
debe suministrar la misma corriente, entonces podemos preguntarnos 
¿qué resistencia podemos colocar en dicho circuito equivalente? para 
tener el mismo efecto físico mencionado. En la figura 9 se muestra el 
circuito que pretendemos que sea el equivalente del circuito original , 
para que esto sea correcto debemos calcular el valor de la resistencia, 
Req , que debemos colocar en el. 
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1-+ 

1 
v 

Figura 9 

Aplicando LVK al ci rcuito de la figura 9 se tiene 
V 

] =- (4.15) 
R. 

De las ecuaciones (4.14) y (4.15), los circuitos son equivalentes si 

R. = f.R, (4 .16) ,., 
Esta resistencia llamada la resistencia equivalente del arreglo en serie 
de resistencias es simplemente la suma de las resistencias del 8rreglo. 

IV.7.2 Ley de corrientes de Kirchhoff. LCK. 

Consideremos el circuito de la figura 10 el cual es conocido como el 
circuito de un par de nodos (este término se detallará con más 
profundidad posteriormente), denotados en la figura como los puntos a 
y b. 

1-+ . 
11 

, JI. 

,-;"" v R, R, 

b' b" 

Figura 10 

En este circuito puede no quedar claro que se tiene un par de nodos, 
pero por el momento podemos justificar esto diciendo que los puntos 
a, a' , a", etc son el mismo punto ya que el cableado tiene resistencia 
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cero. Asimismo, los puntos b, b', b", etc son el mismo por la misma 
r.a~ón ya expuesta. Aún así, el circuito mostrado en la figura 11 , es el 
ml~mo que el de la .figura 10, pero sin cableado extra; pero en este 
ultimo se observa lo dicho: es un circuito de un par de nodos. 

v 

Figura 11 

Notemos que en el nodo llamado a, al llegar una carga q por unidad de 
tiempo procedente de la fuente, se divide hacia cada resistencia con 
valores que denotaremos por q1' q2, ... , qN, etc., y cuyos índices 
coinciden con los de .las resistencias. 
De la conservación de la carga eléctrica se tiene 

q=fq , (4.17 ) ,., 
Si derivamos respecto al tiempo la ecuación (4.17)5e tiene 

/ - f/, =o 6 -/+f/, =o (4.18) 
,(_1 1 _1 

De la ecuación (4.18) nace la Ley de corrientes de Kirchhoff 
(denotada LCK) cuyo enunciado dice: 
La suma algebraica de las corrientes en un nodo es cero. 

Para ~ue se pueda utilizar LCK en forma aislada o en circuitos más 
complejos que los vistos hasta ahora y donde se requ iere la utilización 
conjunta de LCK y LVK es importante agregar una convención 
extra a las ya mencionadas: (d) a las corrientes ya tomadas 
arbitrariamente en LVK, ahora para el uso de LCK se les da un signo a 
las que entran a un nodo y el signo contrario a las que salen de el. 
Recuerde que aun cuando la elección arbitraria de corrientes en un 
nodo sea tal que la suma (sin signos negativos) de ellas debe ser cero, 
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aun sin resolver el sistema de ecuaciones que se tenga, algunas de 
ellas deben ser (6 al menos una) negativas. 
Junto con la LCK es común considerar el circuito anterior pero cuyo 
arreglo de resistencias es llamado en paralelo. 
Resistencias en paralelo. 
Consideremos el circuito del par de nodos anterior (figura 10 o 11 ). Se 
dice que las resistencias se encuentran conectadas en paralelo porque 
se conectan a través de sus parejas de terminales. Esto da lugar a que 
el voltaje en cada una de ellas sea el mismo como el de la fuente. 
Resolviendo nuestro circuito mediante LCK en el nodo a se tiene 

+/ _.f f -R
1 )= 0 "\,(_1 K 

en donde se ha utilizado la Ley de Ohm para cada resistencia. 
Resolviendo para el voltaje tenemos 

V 
/ = f I 

.(.l Rx 

(4.19) 

Podemos definir el circuito equivalente a nuestro circuito, como aquél 
ci rcuito que produce el mismo efecto físico que el original. Esto es, el 
circuito equivalente tiene la misma fuente de voltaje que el 
circuito original y suministra la misma corriente. Como debe 
suministrar la misma corriente, entonces podemos preguntarnos ¿qué 
resistencia podemos colocar en dicho circuito equivalente? para tener 
el mismo efecto físico mencionado. En la figura 12 se muestra el 
ci rcu ito que pretendemos que sea el equivalente del ci rcuito original , 
para que esto sea correcto debemos calcular el valor de la resistencia , 
Req, que debemos colocar en el . 

1-

R .. 

Figura 12 

Aplicando LCK al circuito de la figura 12 se tiene 
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I =!:... 
R. 

De las ecuaciones (4.19) y (4.20), los circuitos son equivalentes si 

~-t~ (4.21 ) R .. - K. I RK 

Esta ecuación indica que el inverso de la llamada la resistencia 
equivalente del arreglo en paralelo de resistencias es simplemente la 
suma de los inversos de las resistencias del arreglo. En particular, 
cuando se tiene dos resistencias en paralelo se tiene que la resistencia 
equivalente del arreglo es 

R¡R¡ 
R,,= R + R , , 

Con todo lo visto en esta unidad ya puedo proceder a resolver 
circuitos más complejos a los mostrados en la teoría, pero nos 
limitaremos a aquellos que contienen fuentes de voltaje y 
resistencias. 

IV. S Circuitos de varias mallas. 

Para que podamos distinguir en el número de veces que se deben de 
usar las reglas de Kirchhoff en un circuito, es importante definir con 
más claridad unos conceptos de los que ya hablamos: nodo y malla. 
Además se requiere de los conceptos de rama y lazo. Para esto, 
consideremos el circuito que se muestra en la figura 13 y que se 
denomina circuito de dos mallas. 

1, ---' 

.J0~~l e 
v, 1 .,,,.,, ,, V'I ... ,,,,,.J 

- lO¡ I I fin , - "YI ((n. 

Figura 13 
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Entenderemos por lazo cualquier trayectoria cerrada en el circuito; en 
él circuito anterior se tiene un lazo que corresponde a la trayectoria 
abcdefa. 
Posteriormente definimos la malla como el lazo elemental o trayectoria 
que no contiene en su interior otras trayectorias cerradas. En el circuito 
se tienen dos mallas: abefa y bcdeb. 
Por otro lado, el nodo es un punto del circuito donde convergen más 
de dos alambres del cableado, en el circuito se tienen dos nodos: b y 
e. También, es importante definir la rama como trayectoria abierta 
entre un par de nodos; esto se debe a que en una rama solo puede 
haber una corriente, en el circuito se tienen tres ramas: efab, be, 
bcde. Por lo tanto, se tienen tres corrientes que corresponden a 
las incógnitas del problema. 

Utilizando la LVK pata las mallas A y B Y para el lazo C se tienen 
las ecuaciones siguientes: 
A: 11R. + I IR¡ + I IRI - V¡ + / IR) + V1 = O (4.23) 
8 : 1 + /1R. - /1R. + ~ - / )Rs = O (4.24) 
C: 1- JIRI - / IR¡ - /1~ + ~ - / )Rsl - / IR) = O (4.25) 
Note que si se suman las ecuaciones (4.23) y (4.24) se obtiene (-) la 
ecuación (4.25). Esto indica que las anteriores tres ecuaciones no son 
linealmente independientes, y solo podemos escoger dos de ellas; 
estas corresponderán a las de las dos mallas. La ecuación que falta 
para que el sistema tenga solución, se debe de encontrar de la LCK. 
Utilizando LCK a los dos nodos del circuito, se tiene 
b: 1, -1, - 1, = O (4.26) 
e: - / 1 + / 1 + / 1 = O (4.27) 
de donde es claro que son realmente la misma ecuación por lo que se 
utilizará solo la del nodo superior. Las ecuaciones (4.23), (4.24) Y 
(4.26)'conforman el sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas que 
resultan de un circuito de un par de mallas. Para los valores 
R, ; R,;R,;3D, R, ;R, ;Ro;4D, V,;3V; V, ;10V y V,; 2V se tiene el 
siguiente sistemas de ecuaciones simultáneas: 

1/1 +311 +0/ ) =-7 
0/, +3/ , - 7/,; -12 (4.28) 
11-/1 - / ) = 0 

El sistema de ecuaciones (4.28) tiene las soluciones siguientes 
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1, = - 0259 A 
I¡ =-138 A 
1) = J.1 2 A 

Finalmente, como puede obselVarse de esto, las dos primeras 
corrientes van en "sentido" contrario a lo que se supuso. 
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PROBLEMARIO 





1.-Para el sistema mostrado y suponiendo que la fuerza que se aplica 
al bloque B está en dirección horizontal. Determine la distancia que ha 
recorrido el bloque B, cuando el bloque A tiene una velocidad de v ;:1 
mIs, si ambos parten del reposo. 
~=0.4 , MA =10kg , Ms =3kg, F=10N, 8 =30' 

F 

La descripcion dinámica de cada bloque está dada por, 
y - y 

a s 
Ns 

T 

Ps 

D.C.l. MA M s 
para ~A: 
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Reduciendo y despejando aB encontramos: 

F COS? - ¡.ESel/~ + 2M,¡g - Msgsell? - ;.M,gCOS? 
Ms +4MA 

lOcos 30"-o.4{1 O)sen30"+2(i 0)9.8 - 3{9.8)sen300-0.4(3X9.8)cos 300 

3 + 4(10) 

m 
aA = 8.26 7 
Por la situación cinemática del sistema se tiene, 

v' VA o 'ZIs o VA = I~ VS = ...L=;05~ 
' = "='1 s' l 2·s 

además se sabe que, (para el cuerpo B): 

d S = dIl + "" Il +.!.a t I , v, 2 s I 

s s v; 
V¡= 1; + aB,¡ --j> 'I =~ 

a, 

y para el cuerpo A se tiene, 

ya que el tiempo de recorrido es el mismo para los 2 cuerpos se 
encuentra 

V/ = 2V; , sustituyendo el tiempo t f, encontramos 

d S 
"" o+o+ .!.aIl(Vi )1 = .!. (~lll; 1 =.!. v; ) 

2 aA 2 4as 8 as 

8 1 V/ 1 d =--~--= O.030m 
8 a s 8 x 4.13 

d 8 
::; O.030m 

74 



N, - P, cos; - Fsen; = O 

considerando la polea si!l masa se tiene, 

TA"& Je TA ___ 

- - - (-2T.) (T.) (01 2TA + T,= O-+ O + O = o) 7~ = 2T~ .... . (2 ). 

Como las longitudes de las cuerdas son constantes se tiene: 

.... 

L = Lo + ~~ +1' .1 = Lo +~" - L, I+~.I 
Derivando dos veces con respecto al tiempo, la longitud L de la cuerda, 
se tiene que la relación entre aceleraciones esta dada por, 

a A :::: Za, ..... (3) 

Usando las ecuaciones (1), (2) Y (3) tenemos: 

JJN, - TII + MlI gsen; - Feos, = - M, a, 

NII- MlI geos; - Fsell; = O, entonces, 
N II = Fsen; + M, geos, 

Simplificando la ec.(4) [susI.(1 ') en (4)) , se tiene: 
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de masa M está sujeta, através de una 
inextensiible de longitud L, a un punto fijo O, situado a una altura 

una mesa horizontal fija y lisa. La partícula describe una 
I cilrcunfererlcia sobre la mesa, con rapidéz uniforme 1'. Hallar el intervalo 

valores de 1', que permiten que M esté en contacto con la mesa, 
el valor de la tensión en función de l' en este intervalo. 

M = 2 kg , l = 4 m, h = 3 m, 

La i de la partícula M está descrita por: 

(-r,o,o) +(0) +( ° J = M(-a,) 
Tsen() N - P O 

por lo tanto 

TeosO = Ma~ 

TsenO+N = P 

además sabemos que; 

donde 
R = Leos() 

h = LsenO 

así que 

1 -v1 -V1 

a = (0 R=-=-­
< R LeosO 
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para la fuerza normal se tiene 

N _ P T. () _ Mi /vI'[I l sell() _ M: /vI'[I l ( sen())( 1 ) 
- - sen - g - Lcos' (} - g --L- cos(} cos(} 

N = ~g- : l lan(}SeC(}) 

Para que la partícula esté en contacto, la fuerza normal , debe cumplir la 
condición crítica de que; 

es decir: 

v' 
g - Ttan 8sec8 :2! O :=:> 

1Jls:~ 
tan (}sec(} 

por lo tanto 

v' g 2:- tan() sec(} 
L 

o < v s: J Lg :=:> la velocidad crítica es, 
tan (}sec() 

m 
~~I = 4.04-, 

para esta velocidad se tiene la correspondiente tensión crítica, 

O<Ts: Mg
o 

~ 
"n 

r = Mg=Mg = MgL 
e'"~ sellO!!.. h 

L 
T

M
, ::: 26.13 N 
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3.-EI bloque de masa M comprime al resorte en O. Si se suelta desde el 
reposo, encuentre el intervalo de valores de la constante del resorte k 
para que M pase por el hueco entre A y B. Suponer que no hay fricción . 
M = 3 kg, a =b= 0.3 m, L = 0.5 m, ¡; = 0.2 m 

k 

Se analiza la situación cinemática y energética del problema: 

La cinemática del tiro parabólico está descrita por: 

¡=r. +1it+.!.gt-' • • 2 

~=~6+ Kt 
Para que pase por el punto A, se debe cumplir que: 

F(,){LJ, F. =(~l l-LJ =(~}+~C:}, 
por lo tanto 

L 1 , L=1J;I, l=-;¡ , -a=-'2gt 
• 

y para la velocidad se tiene 

~,= (~l{:l ~ => ~, {:~l ~:=(~' +( ;~r)=(~;, +~) 
Como no hay fricción , se conserva la energía mecánica, es decir, 

E = constante. 
E' = El 
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E' = E~. + E-:-' + E:;--' 

E' ::: ~ Mel, l + Mgy, + ~kr} 
el bloque inicialmente se localiza en el punto O, siendo su energía. 

e=O+O+..!..kó l 
2 • 

suponiendo primero un resorte de constante k, (> k?), entonces 

e-.!.kól 
~ - 2 1 • 

para el punto intermedio O' la energía es 
EtI 1 .... ,1 o o = i 'YTVo'+ + 

en el punto A la energía esta dada como: 

e = ..!..MlI; - Mgu +0 
2 

por la conservación de la energía 

~ klÓl = ~~; , = ~MV} - Mga 

entonces , 
2. MVi=.!. k b'1 ::::) v, l:: ~ó': 
2 2 I O' M 

sustituyendo el valor dew' (en la velocidad encontrada por la 
cinemática para el punto A) tenemos, 

v:= (!L8' + ícl.) 
M ~.51 

Al 

Para el otro resorte kz . 
Cuando pasa por el punto B, se tiene 

¡(I) { <aL+ bJ ; C<aL+bJ = (~} +H-0g}' 
por lo tanto 

L = 'tu I=.!:.... _(a+b) =_ !gt l 
~. 1'. 2 

Y también se tiene 

v,=(~l{Ogl ~ ~ v.{:+.) ; v;=(~:+(~l}(v:+~) 
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considerando ahora al resorte de constante k2• entonces 

E·=. ..!.k82 

2 ' . 

para el punto intermedio O' la energía es 

~':: .!. Nftt;. +0+0 
2 

en el punto 8 la energía está dada como: 
J e='2 UV;- Mg(o+h) 

Por conservación de la energía se tiene 

J k g: _ I Mlt. l _ 1 MlI. J M~ + bl entonces 2 1 -'2 "- '2 , - 6 \a 

..!.¡\<w',l= .!..k l/ => 1!, 1=!J..t51 
2 2 1 rr M 

sustituyendo el valor de'VO' (en la velocidad encontrada por la 
cinemática para el punto B) tenemos, 

usando los resultados cinemáticos, se encuentra que para el resorte k1• 

~k,,,' = ~M[~'" + (gLl '] Mgo 
22M "1 81 _ 

M 

Y análogamente para el resorte k2 

~ k,J'=~1~",+ (g¿)' ] Mg(o +hl 
22M ~t51-

M 
simplificando encontramos ( para el resorte k, ) 

~(~"')' +(g¿l') 
KI5

2 = k - 2Mga 
.....l O l 
M 
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k,'(~) = ~' ~ + M(gL)' - 2Mga(~ o') 
k,'(~) = k:(~) + M(gL)' - 2gak,0' 

M(gL)1 = 2ga*-.ó" 

MglL" MgL" *1"'-_= __ 
2gaó1 2ao" 

similarmente (para el resorte k2 ) 

' ,'0' = 1(:t0'J' + (gL)') - 2Mg{a +b\:t0') 

1<,'0' k'o' " ) M= --t-+M(gL)1-2Mg(a +b\~ól 

M(gL)' = 2Mg(a +b):t0' 

le '= MgL" 
1 2(a +h)ol' 

definiendo una constante e como: 
Mge 

e = ----:¡sr-

se tiene *1 = ~ & *, = -'-, así el intervalo está dado por: 
a a+h 

kl:S~' le ~-'- yaquekl> K¡ 
a 1 a+h 

-'-S k :$~ 
a+b a 

81 



4.-EI bloque de masa M y carga a , se suelta desde el reposo después 
de comprimir el resorte en Ó. Encontrar el trabajo realizado por cada 
fuerza que actúa sobre M, desde A hasta S, as f como la velocidad que 
tiene al llegar a B. 

M=O.2kg, Q= 2x10·5 C , ~=O.3 , k=10N lm, h=1 m, 6= O.3m 

a 

h 

las fuerzas que actúan sobre el cuerpo son: 

Por lo tanto el trabajo elástico es: 

f' I '1' l . I 1 IV.-, = A - ladx ""-'2 1a A =- 2" Jcri+ "2K:r" 

I . 
IV,*, = +'2 kO-

el trabajo eléctrico es, 
• KQ' 

IV = J- ;. .t/i' 
.~ " ,1 

KQ'(-'- - -,-) 
'" r, 
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W =KQ'( [ - [ ) 
do« Jó1 + hl .JL] + h1 

el trabajo del peso es, , 
IV =f Pár=.o - . . 

el trabajo de la fuerza normal es, 

w_= jÑ.ár =o . 
(ya que son perpendiculares el peso y la norma l con el desplazamiento) 

El trabajo efectuado por la fuerza de rozamiento es, 

w __ = j].di' = - ¡ (L+ o) = - pN(L +0) = -¡ú'(L +0) 
• 

w,.,.,.. =-¡Mg(L +5) 

Por el principio del trabajo y la energía se tiene: 

w·'''~=tJE IJI=EJI-E A ='!' MV,2_'!" MV1 
CI~ .. <lo n" 2 11 2 .. 

'!' JvItI, l ='!' MZJl + 11'-
2 11 2 A 

Por lo tanto 

118 = 2 [ [ ,( [ [ )] 11.'+- - k01 - J.1A1g(L+o) + KQ ~-~, . 
" M 2 'l/Ól + h1 ..¡ó· + L· . 

ya que 'PA ;0, 

1'; = ..3....[..!. I O(0.3 )!-OJ(0.2X9.8XOJ+ 2)+9)<, I O'(2)( IO!)I[~ [ II 
• 0.2 2 , 1+(03)' ) (03)'+ 2' 

Va = J IO(0.45 1.3524 + 1.67) 
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S.-En el circuito mostrado, encontrar: 
a) La corriente en cada resistencia, ¡l. i2. h. i<l. is. 
b) La diferencia de potencial de A a B, Ó.VAJj = ? 
e) La potencia disipada por las resistencias, PR1, PR2, PR3, PR<I , PRS. 
d) La potencia entregada por las fuentes, PE1 , PEl. 

E, =10 V, E, = 5 V, R, = 10 n, R, = 4 n, R, = 8 n, R. = 5 n, 
R5 = 3n 

B 

A .. 
E, 

Aplicando las leyes de Kirchhoff se tiene, 
Para las mallas: 
Malla 1 ilR, - il R,. - i/l, "" o 
Malla 11 
Malla 111 ;IR,. + i}R, "" El 

Para los nodos: 
Nodo 1 i= il + i: 

Nodo 2 ;:- ;,- ;, = 0 
i., + is :: ; 

il +/1 - ; . =0 

;1 = ',+is 

i.+is= /I+ /~ 

i. = il +iJ 

B 

E, 

Sustituyendo los valores de las resistencias en las ecuaciones de 
mallas, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones para las corrientes 

10/1- 4;1- 8i) =O 

5;.-3/, +8/]=-5 

4i2 +3is = 10 

10il - 4/: - 8i, + 01. + Oi, = O 

Oil + Oi1 + 8il + Si. - 3is ::-5 

Oil + 4/1 +0/) +0/, +3/j = 10 

.. (1) 
...... (2) 
...... (3) 



II+ IJ- I.=O 

'¡- II- I} =0 

11 : i¡+ ;, .. . .. (5' ) 
i. = i l + i) .... . (4 ' ) 

11 +011 + i¡- I. + 01) = 0 

011 + ;1- 1]+ 01.- 1,= 0 

...... (4) 

... ... (5) 

sustituyendo las ecuaciones (5') y (4') (de nodos) en las ecs'(1,2 y 3) 
el sistema se reduce a: 

IOi1 - 4(i) + i, ) - 8i] = o 
5(1, + 1) -31,+ 8;)=-5 

4(i) + i, )+3i} = 10 

IOi1 - 121¡ - 4;¡ = O 
5~ +l3iJ- 3;¡=-5 

simplificando el sistema, 

41] +71,= 10 ::::) iJ= 1 0~7i¡ 

101, - 12CO~ 7;,) - 41, = o 

511 + 13CO ~7il) - 31) =-5 

se reduce a: 
40il - 12(10 - 7I, ) - 16/1 = 0 

201, + 13(10 - 711 ) - 12;\ = -20 

40i, + 68;) = 120 

201, - 103;, = - 150 

resolviendo por determinantes 

120 68 1 

. - 150 - 1 0~ 
1,= 14? 68 ) 

20 - I O~ 

10200 - 12360 - 2160 = 0.394 A 
- 4 120 - 1360 -5480 

~~ ~12~J - 6000-2400 - 8400 = 1.533 A 

1, 140 68 ¡ - 5480 - 5480 

~o - IO~ 
I
I 

_ 10 - 7(1.532846) - 0.1 82 A 
4 
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í1 = í) + ij = - 0.182+ 1.533 = nso A 
;. = il + i) = 0.394 - 0.182 = 0.212 A 

las potencias disipadas por las resistencias son: 

P,n = il
1 R, = (0.394lJO = LSS Wans 

PI/.l =i/~ =(I.3S0)14 =7.29Walls 

PI/. J = ;/ R¡ = (- 0.1 824)18 = 0.27 Watts 

PI/.. = i.1 R. = (0.212)1 5 ::= 0.22 Watls 

PI/. 1 :: ¡/ R., = (I.S3W3 = 7.05 Walls 

Pf{ l = E¡(il + ;1) = 10(0394 + 1.350) = 17.445 Warts 

1'111 = - Ei. = -5(0.212) = - 1.058 Waffs 

J~ = PlIL +Pf{1 = 17.445 - 1.058 = 16.39 Watts 

la diferencia de potencial entre los puntos A y Bes, 

V(B) = V(A) + El - ¡IR, 

V(B) - V(A) = El - ¡IR, 

V(B)- V(A) = 10 - (0394)10 = 10 - 3.94 

I1V..., = 6.06 V 
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6.-Las masas M1 y M2 están en movimiento acelerado. Calcular las 
aceleraciones de dichas masas y las tensiones en las cuerdas al = ? . 
a2=?, T1=?, T2= ? ' 
M, ; 100 kg .. M, ; 20 kg. 
Nota: ni las poleas ni las cuerdas tienen masa. 

l , a 2y.+y l ' · Ion¡JIIud .... _·,"~) 

y ," y ,.y"'y l .. Ion¡JIIud .. .. ~-r (_). 

L1" 2y+y ' lr _<OIIoto"" _ ,, .,;oov " --' 
L. ay. ... y+y ' +y '. LI- L , ... 4 ~ l-Y2- 2 ~, 

- 2 Y. - y:. .. Constarle 

La dinámica de los cuerpos está dada por: 
Para los bloques, 
M1 ~+ ~ = MA 
M2 f;+~ = M,o¡ 
para las poleas, 
Polea 2 ~ +27; = m ,..ol l 0 ,..ol 1 

Polea 1 

Por otro lado, ya que L] = L1+ 4L2 -IY21 - 21Yl1 es constante (como se 
muestra en la fig .), 

L, - L,- 4L, ; - ly,l - 2 ly,l 
derivando respecto al tiempo dos veces, y de la constancia de las 
longitudes de las cuerdas se encuentra que, 

2Y' =Y2 :::> al= ~ 
Así tenemos que; 
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Ma 
~ 2Tl- Ml g =-~ ..... (1) 

1; - M 1g = M¡ol 

multiplicando la ec. (2) por -2, 
.... (2) 

- 21; + 2M¡g =- - 2M¡Q¡ . . (3) 

sumando (1) Y (3) se tiene, que la aceleradon de M2 es: 

a l = O .66~ , 

M , 
2M¡g- M1g =-2M¡Q¡ - Tal 

(2M, - M, )g =-( ~' +2M,)a, 

(M, - 2M,) 
al (~I +2 M¡) g 

u _ (100 - 2(20)) 60 _ O.66~ 
1- 50+ 40 90 s 

para el bloque M1 se encuentra, 
(M, - 2M,) 

a] =- 2( ~+2Ml) g 

m 
{/ I = 0.33-, 

T = 100(9.8)[6(20)J 
¡ 180 

r; =- 65133 N 

7; '" 1306.66 N 
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7.- Determinar ras aceleraciones de M, y M2 respectivamente . 

M, ; 60 kg ., M, ; 100 kg ., F; 800 N, ~, ; 0.2, ~, ; 0.4 

~ , 

Aplicando la segunda ley de Newton a los cuerpos M, y M2 ,: 

Cuerpo M1 

N, - P¡ = O = N, = P¡ = N,'. 

por otro lado, sabemos que f~1 = p ,N¡, asi entonces 

por lo tanto 

a,=(0.2)(9.8)=1 .96 mIs 
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Cuerpo M2 , 

, 

F - }J ,N,- plN¡ '" M¡a¡1 (1) 
Nl- N;- P¡ "' o (2) 

donde I,. ¡ "' )1¡N¡ Y 1,. , "' }J ,N, 

sustituyendo (2) en (1) , se tiene 

por lo tanto 

a '" 800 _ 0.2~9.8 _ 0.4160 9 .8 
I 100 100 100 

al = 0.55 mis 
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8.- Un collarín de masa M y carga eléctrica q, está sujeto a un resorte 
de constante k cuya longitud neutra es a, este collarín se mueve a lo 
largo de un riel , en el punto A su velocidad es cero. Calcular la 
velocidad de dicho collarín en el punto B. a es una carga eléctrica 
puntual fija en el riel. No hay fricción. 
M : 0 .15 kg., k: 500 N/m.,a: 0.15 m., q: 10·' C., a: 2x10~ C . 

Por conservación de energía se tiene: 
E(A) = E(B) 

E(A) = E:'" + E!,_ + E!. _ 
E(B) = E!. + E:"_ + E:" ,,,,,, 

E:'" '" o E:"'_ '" qV(A) E:"_ '" ~lx~ .. iL1 
E!,. '" i mi, E:".1o<f '" qV(S), E:' .... = iu; = i~(O)¡ = o 

Siendo los potenciales eléctricos, 

V(A) = K Q, V(B) = K.íL 
a 2a 

así que, por la conservación de la energía; se tiene, 

v, = 

qV(A) +~~' = qV(B) +~ """i , , 
~M"i = ~~, +q(V(A)- V(B)) , , 
~: = $ a' +¡;[V(A) - V(B)] 

~ = i a,+ ,q [KQ - K.íL] 
, M M o 2a 

~ = 'ia' +K qQ 
, ~M Ma 

500(0.1 5)1 2x l 0-1 x lO-1 x9xlO' _ 00(015) 1.8 
---o:¡s-+ (0.1 5)(0.1 5) - 5 +(0 15)1 

m 
V, = 12 . .45-; 
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9.- La fuente de voltaje E se conecta al resistor de resistencia r y al 
conductor cilfndrico de radio a y longitud L. Si la corriente eléctrica 
proporcionada por la fuente es y. Determinar el valor de la resistividad 
del conductor. 

E=12V r = 3Q i=5 A a=2xl0"' m, L=10 "' m 
A = • r' ~ • a' = • (2' x 10"')' ' 

B 

( ~ r 

i 

Aplicando las leyes de Kirchhoff : 

i =" +il1 

', ' = E 

Nodo B 

Malla I 
Malla 11 i~ R-i,r =O :::> if!Ro:oi,' 

i. =i - i /t ..... (1) 
(; - ;, y =c ..... (2) 
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[. ¡,] '--,- r = & 
p - +r 

A 

'[1--: ]= ~ p -+ r 
A 

l -.E..=-'-
ir 1 p- + r 

A 

, , 
p-=--- ' 

A I _.E.. 
¡, 

Por lo tanto la resistividad es: 
& 

p=( ~,) I '!~ =( A:)c~ J 
" 

' o' { 1 ) p=-' --I ir -& 

p = (1 2X12.56) x 10'" = 150.72 x 10 ..... g 
m 

p = \.5672 )( 10-¡ g 
m 

=> 

[ ¡ -+]=~ 
p - +r 

A 

, & 
1--,-=; 

p - + r 
A 

I , 
P-+''''---

A l - ~ 
¡, 

p=:i[_'. -,]= A, [ ' -h~)l 
I l -~ I I _~ 

Ir ír 
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10.·Supóngase que se conocen los valores de E, R" R2,R3, Y R4 se 
desea encontrar la corriente que circula en cada resistencia, plantear 
las ecuaciones independientes que se necesitan para encontrar dichas 
corrientes. 

R, 

Nodos. 

A: il + io- i1= 0 

B: ;) + ;.- ;0= 0 

c: ',- ',-',- ;' =0 

Mallas. 

1: - I,H, - >,R, =-E 
11 : ¡JR¡ + ¡¡ I?:. ::: & 

111 : i.l~. - ;¡R) = o 

i¡ = i1 +;0 

lo = il + i. sustituyendo io en la eco anterior, se tiene 
i¡ = j i +i¡ + i. 

I¡ : ;1 + i) +i. 

IIR. +i¡~ = & 

i¡R,. + ;IR¡ = E 

'IR¡ = i. R. 

obsérvese que, " = il . 

... .. .. (1) 

. ...... (2) 

....... (3) 

. .. (4) 
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resolviendo el sistema de ecuaciones , se tiene: 

i, = i. ~, sustituyendo en la eco (1), nos da 

. . ~ . (~,) (11 '2= 11+ 1. RJ + I.=11+1.1i;+ ...... . 

reemplazando (1 ') en (2) y (3), tenemos; 

"R, '¡', +1.(1+ ~)l R, =E 

(" +1.(1+ ~)l R, +'. ~: = E 

Simplificando: 

'1(R, + 14) + 1.14 ( 1 + Z:) = 1: 

I,R, +1.((1+ ~) R, + ~) =E 

resolviendo por determinantes, 

E R, (I+~) 

E ( ~+R,(I +~)l 

'5 



11 .- Una partícula es proyectada verticalmente hacia arriba y al mismo 
tiempo otra partícula se deja caer a su encuentro. Demuestre que si las 
partículas llevan la misma velocidad (en magnitud) cuando se 
encuentran , una de ellas ha viajado tres veces la distancia que ha 
viajado la otra. 

y 

~ .-- e1 -rJ, J y,(t) 1 T 
e ·, 

H, 

t 
_. 2 

Para la partícula "1" se tiene, 

F¡(t) = ~o + ~o, +..!. grl 
2 

H, - Yl(l) = H, _ ~o, _ "!'gt1 
2 

Para la partícula "2" tenemos, 

,(,) = ;:0 + vo, +..!. g-" 
l 1 ¡ 2 

c.~,») = (~) + ( :,.} + H-Og}' 
y,(t) = o + V¡D, _.!. gI l 

2 
Para la velocidad de "1" se tiene: 

~ (t) =~II+ gr 
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V)(t) = ~o + gl 

Para la velocidad de " 2~ tenemos; 
V2 (/) '" vl

O + Kt 

(V,~,J = ( :,.) {:} 

V¡(/) '" v¡o - gl 

para 1) = I¡ = T (tiempo en el cual se alcanzan) 
Y; (T) = ~o + gT 

v¡(T) = v:o - gT 

como se libera en caída la particula " 1 ~, VIO = o 
para que la particula " 2~ suba se tiene que, v¡O,. o. 
puesto que ambas llevan la misma velocidad se cumple que: 

por lo tanto, 
Vl

O = 2gT 

empleando estos resultados en las ecuaciones de posición para el 
instante T: 
para "1- tenemos, 

HI - Yl(T) = HI - v¡oT - ~gT¡ 

HI - Yl (T) = HI _ ~gTl =­
para ~2B tenemos, 

y¡(T) =v¡o r -..!. gT¡ 
2 

por lo tanto: 

(T) 
"

Ir"" Y2 = 2g - "2 g = "2 g 

y,(T) ={±d ='(y, (T)) 

Así tenemos que; 

y,(T) = 'y,(T) 
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· del sistema de tres bloques de la figura , 
por medio de dos cuerdas; el coeficiente de fricción es )l . 

Encuentre la tensión en los cables. 

= , O kg, M, = 5 kg, M, = 3 kg, e = 37' , ~ = O., , 
T2 :; ? 

para I cuerpos son: 

a=?, T, :;?, 

*}' f, 

"'3 ~ x 

p , 

O.C.L. M1 O.eL M2 

~'+i;'+Ñl + 1. +~ = Miil 
(las cuerdas son inextensibles) por lo tanto 

O.C.L. M3 



además , se sabe que, 

para el bloque "1" se tiene: 

para el bloque "2" 

(-T,) +(T,)+( 0)+(1.) +( p'~,,9 1 = M (-a) 
O O N¡ O - 1': cosO) J O 

para el bloque "3" 

(~) {~J = M.(~) 

... (1) 

.. .. .. (2) 

..... (3) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones , se encuentra: 

para la aceleración: 

a _ M¡g - M)g - J.I:\.1¡gcos9 - M,gse,,9 

M¡+ M¡+ M¡ 
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10 - 3 - ~sen37 ' +0.1 cos37' ) 7 - 5(sen37' + 0.1 cos37' ) 
a = 9.8 = 9,8 

10 +5+3 18 

a ~ 7 - 5(068)9.8 
J8 

a =o 1.95~ , 

Para la tensión T 1: 

1;~ 10(98 - L95) 

T., = 7844 N 

Para la tensión T 2: 

7; = 35.25 N 

lOO 



13.- Una barra delgada y ligera CS de longitud L está pivoteada 
libremente en su extremo e que está fijo y lleva en B una masa M. La 
barra se mantiene en posición horizontal por medio de un hilo atado a 8 
y a un punto fijo a A verticalmente arriba de e a una distancia h del 
mismo. Encuentre la fuerza en la barra ca en magnitud y dirección 
cuando CS gira alrededor de la vertical con velocidad angular constante 
0> . 

h = 20 cm, L = 40 cm, M = 40 9, O> = 6 rad/s 

L 

De acuerdo a la dinámica de la partícula se tiene: 
y 

• p 
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(-.ToO' ''') + ( O) +(F<.) = , j -0<) 
7.fell<b - p O Ml O 

- Tcos <b + FCfI = - Mar: 

T.ren4> - P = O 

Por lo lanto. 
Tcos ctl - F('II : A1ac = MO) lL 

Y la tensión es; 

por lo tanto: 

Fa = 0108N 

Siendo su dirección hacia el punto e (centro de la circunferencia). 
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14.- Un bloque de M1 está en reposo sobre un resorte de constante k. 
Se le pone encima otro bloque M2 de de manera que lo toque 
justamente y luego se suelta. Determínese la velocidad máxima lograda 
por los bloques. M,=, .O kg, M, =2.0 kg , k=,OO N/m. 
Sugerencia: Recordar que la velocidad es máxima cuando pasa por la 
posición de equilibrio. 

A :::: posición i i I i 
C :::: posición de máxima compresión. 
y :::: altura respecto al nivel cero de energía potencial de gravedad, 
y:::: deformación experimentada por el resorte , respecto al nivel cero de 
energía potencial elástica. 
Para el punto A, se tiene: VA = o YA = o(no hay deformación), YA :t. o 
Para el punto C, se tiene: ve = O >'e = o(altura nula para la energía de 

gravedad), fe '" O 
Para el punto B, se tiene: Y • ... o, Y. :t. o. 
Donde se cumple que: YA = Ye · 

La energía mecánica total se conserva, es decir: 

E ;;; Constante 
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E::: E .. o + E,.., ... + E""'-I 
entonces, 

E(A) = E(B) = E(C) 
donde: 

E(A} ::: E~o + E:'_ + E:'."". 

E(A) ::: (3M)gy,j ' yaquev,j= o y Y,j=O' 

E(B) = E!. + E:'_ + E:"""" 

E(C) =/:.--;o+~_+~"'" 

E(C) = ~ (3M)"c' + (3M)"", + ~ kY,' 

E(C) = ..!.kY~, yaque vc= O Yc= O. 
2 

Por lo tanto, se tiene: 

1 1 1 
3Mgy .. = - (3M)V; +3MKY~ +- kYB

1 = - kY; 
2 2 2 

empleando la primer igualdad, encontramos; 

3M = ..!.¡..,.: => = 6Mg 
KY .. 2"J,j Y,j k 

en equilibrio se cumple que: 

3P¡ = kr,., Y" = ~ = 3Mg 
k k 

donde Y B es la compresión del resorte. 
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Sustituyendo las deformaciones en la conservación de la energfa, 

3 1 3 l y!3 1 2 '2Mt'" = 3MgyA - 2MGYA - 2*4 = 2MgyA - aleyA 

empleando el valor de YA se tiene, que la velocidad en Bes: 

1'" = 
J6Mg) __ k (6Mg)' 
K~ * 12M k 

m 
1'" = 1.7-:;-

105 



15.· Un objeto de masa M se suelta desde el reposo en A, y resbala sin 
rozamiento a lo largo de la superficie mostrada. Determinar la fuerza 
ejercida por la superficie sobre el objeto cuando éste pasa por: 
a) el punto B y 
b) el punto C. 

M = 0.57 kg, o/A = O r = 0.92 m, ~ = O, YA = 2.14 m, e = 60', 
Fe =?, Fe = ? 

A 

T 

~-9_=O~' ·. C ...... _--
Puesto que el sistema de fuerzas es conservativo se cumple: 

E(A): E(8) : E(c) 
donde, 

E(A) = F.~. + E:"',._ 
1 • 

E(A) = "2AW'; + Mg)' . = Mgy" 

I~'(B) = E!. + E:"~_ 
1 • 

F.(H) = "2 k n>; + MgyJJ 
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E(C) = E;. +~ ,_ 

E(C) = .!.MPd + Mgye '" .!.M&ti 
2 2 

por otro lado tenemos, 

f e = 0 , Y, = r - rcose '" r(l - cos8) = 0.4575 

1 1 
MGY .. = - NI!!; + Mgr(l - cose) = - MlId 

2 2 

Mgy , = 0.57(9.8)(2.14) = 119541 

Por lo tanto las velocidades en los puntos e y B son: 

'Pe = j 2(11954) = j 2(1 1954) = J41944 
M 0.57 

Vc=6.47~ , 
1 
iM&t; = Mgy" - Mgr(l - cose) 

V, = 5,74~ , 

Punto e 
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~' ,1 ~') NI': = P+ Mar; = Mg+ M-;- = N1l g+-:-

N, 0 057(.8+ (647)' ) 
092 

Análogamente para el p+unto B~:e encuentra: 

8 x 

¡; 

Punto B 

( O) +( p""O I = (Ma;) 
N, ~Pcos(l) Mae 

Psell(J = a, 

~' N - Pcos(} = Ma'= M....L. , " 

/I.-M! MZ' l 
N, = Pcos(J+--' = Mgcos8+--' , , 

NIJ = 0.5 

N, = A{ gCOS8+~) 
(574)') 98cos60· ... --

092 

N,= 2321 N 
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16.- Los bloques que se muestran en la figura están inicialmente en 
reposo. Despreciando las masas de las poleas y el efecto del 
rozamiento, encuentre la velocidad del bloque A, después de recorrer 
una distancia d. 

MA = 90.8 kg, Me = 136.2 kg, d = 1.83 m, ~ I (A) = O = ~ I ( B) 

Por el principio del trabajo y la energía se tiene: 
I~ ,/ = AE_ = E_I( , 

donde, E~. = o por lo tanto 
I 1 I . 

It;_/ = Ef.., = 2 M Al'", + '2 M .V'¡ 

11',_/ = ~ (MA + M. )V~ 
el trabajo para cada uno de los cuerpos es 

w = l/(r.'.i)~ . l/ (~·~·~)~ , _/ , A A A , 

donde se cumple que : f.' ÑA .diA = 0= f.' Ñ, . di, 
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I~., = T,1' d.,-7;f.' dI. +1' -P,dy + f.,( 0).( dx ) , , , ' - P, - dy 

Por lo tanto tenemos: 

.. ' 2gd(MII cos () - M .. sel/O) 
=> .v M ,, + M , 

.. " 2gd(M, c058 - M .. sellfJ) 

M A + M . 

.. " -
2(98XL83XI 36.2 cos 20' - 9O.8sen20· ) 

m 
1'~= 191 -., 

1]6.2+90.8 
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i 

I ~~~,~~":, y el riel lizo. Calcular I ( entre los puntos A y B 
= 50°, P =35°, M = 2 kg, F = 18 N, L, = 7 m, L2 = 5 m. 

Por el principio del trabajo y la energia se tiene: 

donde, 

"'.t_/ = 11': .... + 11'; .• + IV: ., 
se sabe que el trabajo de la fuerza normal es 

Por lo tanto; 

11''' =0 A_.' 

wL. = r PdF =Jt :J(:l = e - Mg«y = -Mg¡I: = - Mg(y, - y,) 

WL. = -Ugy ... = - MgL, tanp 

dividiendo el camino en dos partes [A -> e y e -> B }. se tiene 

w: ,,= j ' ¡ .di =rc ¡ .dj'+!·¡. (ú" 
... A JA e 

para la primera parte del recorrido A -¡. e 

'" 



l .d/:' =(- FcosalJ(Jxl - ¡:cOS(HJx +I'~'ellady l ,.~\'j'na l dy 

para la segunda parte (' -~ 11 

[ / .. -'"'"l-["xl ¡: d'-" 
1·~.'lIa o 

F tOS cub: 

W; .H f> ,. cosad,,,, ~ l<w.'IIady) 1- ¡:- Fcosadx 

11 ': , H / . coscal't f I .. w"a~ : F coscal: 

11':.8 "; ¡: (osarA,_ I /':\('lIaYAr - /. COSU\" If(' 

donde 
l ' " 7/11 

'.- Sm 

y " 71an )~ 

I S ens 50 (7) • 18.\í'I/S0 (7 lan 35 ) - 18 cos 50' (5) - 2(98X7 tan] S· ) 

j,f:".I ~ = - IS ' 7 cos~O + 18 1< 7,\'/'1150 lan 35 - 18 • 5C0550' - 2 )( 7 x 98 tan 35" 
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18.- Se sujeta una masa M a un resorte ligero de constante k a través 
de una cuerda sin masa que pasa por una polea de masa despreciable. 
La masa se libera del reposo cuando el resorte no está estirado. Si la 
masa cae una distancia d antes de quedar en reposo. Determinar la 
constante k del resorte. 

M = 3 kg, d = 10 cm 

Puesto que el sistema está sometido a fuerzas conservativas se 
cumple que: E = constante. 

donde 

EA o: t;. 
A = punto inicia l, B = punto final. 

EA o: E~. + E~._ + F.~'-r = f7' :: E'!. + E!..,,~ + E!._"","" 
E! "' 0 :: E!. 

E~._ = 0 . E;.. .... , =0 

igulando las energías en los puntos A y B (ya que YAB =ó.y=d). se tiene, 
. I ( ) ' 

E:'" + Mgóy + E:.. .• a.. o:: E! + E;",... +2 k óy · 

por lo tanto: 
I , 

Mgd = 2kd 
2Mgd 2Mg ,.--.-

d ' d 

k = 5SS!!.. 
m 
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19.- El carro y el proyectil parten del punto A, al mismo tiempo. Si el 
carro mantiene una velocidad constante v y el proyectil se lanza en la 
dirección indicada, encontrar la velocidad inicial 110 del proyectil para 
atinar al carro en el punto B, así como la distancia de A a B. 

ti = 20°, 11 = 3 mIs, 1'0 = ?, XAB =? 

v. 

Ir 
A 

v 
= 
R 

¡o--------:---:--- - --

5 

La posición está descrita para el proyectil . en el instante lv , por 
(tv = tiempo de vuelo) . 

( X(' . )I (01 (1\ ""11) 1 (0 1 ' 
Y(/.») = O) + 'tosenO/' +2 - g " 

X (I.) = 'V¡,cos8 /. 

Y(l . ) = 'Z¡,5e"OI , - ~gl ~ 

.. ...... .... ( , ) 
.( 2 ) 

Para el automóvil, 
d 

11 =-

'. 
d = .... = X('. ) .......... ( 3 ) 

igualando (1 ) y (3) 
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Sustituimos 1' 0 en (2) Y además sabemos que Y(f.) = o 

1" = 0.2228 s 

Sustituyendo en ( 3) el tiempo (1.1. 

d = 1'1. = 3{O.222S) = 067m 

Solución: 

a) Vo proyectil = 3.2 !!!.. , 
b) d : dislancia A-B = 0.67 m 

11' 

2(3. 192S)sef/20· 

9.8 



20.- Para el sistema mostrado y suponiendo que la fuerza que se aplica 
al bloque B está en dirección horizontal, determine la aceleración de 
cada bloque. 

MA = 10 kg, Me = 3 kg, F = 10 N, ~ = OA , e = 30·, a A =? , 
ag =? 

A ,1 
La dinámica para cada bloque está descrita por: 

ir 
ae 

y 

N;, 

M, ' 

P..... aA 
F-

O,C,l , M, O.C .L. M 8 

Ñ. + J + P, + j":' ... T, = M i itJ 

Para la polea (sin masa) 

(0) (0) (0) ... = ,\,{ A 

T~ -p~ - (l i 
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(0) (/) ( p,,,nOi (-Feo'Oi (-' ) (-O ) 
N II + o + - p,cosO)+ - FsenO)+ 0

11 

=MII o· 

T~ - PA '" - MA. (1 ) 
!-TII+P, sen8 - Fcos8 =- M,a, (2) 
N, -Pll cosB - Fsen(J = O (3) 

Por otro lado se 

donde Ix, -1,1 o x, - L, Ix.1 o - x •. 
por lo tanto, derivando respecto al tiempo dos veces L, se tiene: 

O=2X,- XA 

Así que el sistema de ecuaciones por resolver es; 

.. ( 1 ') 

.. ( 2) 
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Despejando NI< de (3) Y 7~ de la ( 1' 

N~ heliO. M"KCOSO 

sustituyendo estas en (2) , tenemos, 

resolviendo la ecuación para as, se encuentran, 

u. 

/ . CO~I 2M~K M " g.\"IIO JI{l-seIl O+ M"gcosO) 

41.1 , .. M " 

/. cos O I 2 '\ / 11: - II /" KWIIO - ¡J: ,('"O - }1M s KCOSO 

.IM ,t A/" 

/ - cosO ¡J" t'IIO t 2/11 • Jo: - /l/ /lg.".' II () - jJ.J,.,t BKCOSO 

4A1 . ~ M I< 

.. . .. .. .... . ( 3 ) 

IOO c0530 0 -'(1 00)''''1130 12{ lOyJ8 3(9S)-"f'IIJO - 0 4(3X98)cosJO' 

) . 4(1 0) 

u. 

por lO tanto, para aA se tiene: 

m 
(1 , _ , lOó 
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i de masa M está sujeta, a una 
¡¡de longitud L, a un punto fijo O situado a una altura h sobre 
una mesa horizontal lisa. La particula describe una circunferencia sobre 
la mesa, con rapidéz uniforme 11. Hallar la fuerza ejercida por la mesa y 
la tensión en la cuerda. 

M =0.2 g, L = 5 m, h = 4 m, '/1 = 2 mis 

La dinámica de la partieula está deterl~ada por: 

'4: 
(-r,o,o\ +(0,) +(_0) = M(-a,) 

Tse"B ) 1\ p o 
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I cosO -= Mo 

!.I'('II(J I N 1' :=0 O 

Por otro lado. sabemos que 
h 'Il 

\1'1/11 " fJ =e Are .1t'1/( ~) 
L' 

", ' H.. ",11 V 

" V ~ w -- ~ a, 
11 

Ala ¡\,ft¡ ' 

(OsO /(ws() 

02(2L 
Jws5313 

(¡.u N 

por lo tanto 

." T O Ml! ' 8 . /' - .\'t'1I = ""g ---.I"t'1/ 
UcosO 

( V ' IKO) .\' \\ )! -
H 

.\' (02)l ?> ~ IK~3U J 
.\ I b N 
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22.· I masa el resorte de constante 
longitud neutra l , la gravedad, y la fuerza constante F. l a velocidad 
M en el punto A es cero. 
Encontrar la velocidad de M en el punto B, suponiendo que no 
fricción. 

F~ 100 N , M~20kg , L~1 .5m , 

UA=O, tb=? ' ,u =o, 9=30° 

Por conservación de la energía, se tiene: 

k ~ 500 N/m 

E = constante 

f;(A) = E(B) 

E(A) = E". (A) + E~~, (A) + E~ ,_ (A) + E~, (A) 

E(B) = E_ (B) + E~ .~, (8) + F.~~ (B) + F.~ •. (B) 

igualando las energías en los puntos A y B , se tiene 

.!. ~l + .!. k(óL)l + Mgy. _ Fsen;.6 x. - F cos'.6y. 
2 11 2 11 

\2\ 



=> h = fiL. 

donde la deformación del resorte en los puntos A y 8 es, 

M •• = O. 

las alturas de la partícula en A y B son: 

" Y .. = ~, y ,::: " 

y los correspondientes desplazamientos son: 

..\.1'1,= 0, .l.I1. o, .lxl~= lst'll4 5 · , ~>1, = Lcos 4 5· . 

asi tenemos que; 

fina lmente la velocidad es, 

'= '~ [¡ .Ji - I)L )'- h_ ' H oo, e 
~ \1.\/ ~,\/ 

, (:OO [¡.Ji 1)1<)' - 9,¡.Ji)I5 _ :( 100~I5 ) oo,J O 
.• \:!O 20 

m 
= ó~9 

122 



23.- La esfera de masa M está unida a una cuerda que pasa por 
encima de un clavo colocado en e , y atado al punto O por su otro 
extremo. Inicialmente está en reposo comprimiendo el resorte en ~ en 
la posición indicada. Encontrar el valor mínimo de la constante del 
resorte k, que permita que la esfera llegue al punto B, 

M = 2 kg, d = 0.3 m, L = 0.6 m, óX = 0.03 m 

B 

L 

A 

Por la conservación de la energía, se tiene: 

E = Constante. 

Para los puntos importantes de la trayectoria se cumple: 

F.( A) = c(8) 
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".(...1) = .!. ,\fP,: + .!. k( ,.\.\' ,): -+ ""gy , 
2 2 

I . I ( j ' qH) ,., '2 ,\,fP,; + '2 /1. A-c ll • + Mgy, 

ya que: 1IA =0 , 'Pe =0, .lxe=O, YA = d , Y Ye = L, se tiene 

Por lo tanto 

,. 
k ~9200 ':'" 

m 

k = 2.Mg(L " el) 
(,,-, ,j' 
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24.· El bloque de masa M está en reposo en el punto A, cuando el 
resorte de constante k está comprimido t:.X. Suponiendo que no hay 
fricción y despreciando las dimensiones del bloque, determinar: 
a) La rapidéz del bloque en B, 'Vs = ? 
b) La altura máxima H que sube el bloque, Hmu = ? 

M = 3 kg , 
'tiA ::;:; O, 

k = 2000 N/m, R = 0.20 m 
óX = XA = 0.1 m, f..I = O, 

.~ --­

BE =0 
R pot . ~ 

Por la conservación de la energia: 

E = Constante 

Para los puntos importantes de la trayectoria se cumple: 

E(A) = E(B) = E(c) 
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se tIene, por conservación, 

Entre los puntos A y B se cumple que: 

I . I . 
~ .\I!!; = ~ kx ~ - ,\ II!I< 

por lo tanto, 

% :; 166
111 
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25.· Un collarfn de masa M y carga eléctrica q, está sujeto a un resorte 
de constante k, cuya longitud neutra es ·a~ y a una fuerza constante F. 
M va de A a B desde el reposo; Q es una carga eléctrica puntual fija . 
Determine la velocidad en el punto S, 't'. "'? . 

M = 0.15 kg, k = 500 N/m, a = 0.15 m, F = 100 N, q = 10" e , 
Q=2xl0~ e 

F [hk ... a •• ~q , " ., 
B 
;~ • • 

Q 
o-

Por el principio de conservación de la energia, se cumple que: 

E(A) = E(8) 

E(A) = E.,(A) + E~ ,~(A) + I'~, (A) + I'~_, (A) 

E(B) = E. ,(B) + E~ ,~(B) + E~,(B) + E~,*, (B) 

Por lo tanto 

~ M&'A1 + qV(A) _ F cos~arL + ~~(ó.t"S = ~ Afe!; +qV(B) - F cos~tlt) .... ~ (óxS 

ya que v, = o, (<Ix), = O, (<Ix), = a. 

y las deformaciones del resorte son 

ar .. = 0, óx. = 0 

donde los potenciales eléctricos son: 



así que: 

_ KV 
1(,11=-· 

a 

l . (1 1 qº 1 . tlZ' - ",- I- cose ~\r -,·- K - + - i.a-
:: ' 2 ti 2 

_' _F_'"'-":,:".c!o_" ",I • • _Kq_Q I ~ll -
.\1 Ma M 

entonces la velocidad resultante es. 



26.· Dos materiales de resistividades '11 y '12 respectivamente, se 
encuentran conectados como se muestra en la figura . Determinar la 
resistencia en cada material y la diferencia de potencial en cada uno. 

E 

Debido a que las resistencias están definidas como: 

1 
R, = 711..:L 

A, 

R, = '1 ,!L 
. . A~ 

entonces las caídas de potencial. son respectivamente: 
IR, = ó¡;; 
IR" = AV: 

por otro lado tenemos; 
R,+R,, =Rr 



27.· En el circuito mostrado en la figura , encontrar: 
a) La corriente en cada resistencia, i1. ¡2. i3. i4. ¡s 
b) La diferencia de potencial de A a B, tN AS . 

c) la potencia total disipada por las resistencias, P to,-I Disip. 

E, = 2 V, E, = EJ = 4 V, R, = R, = R. = 1 n, R, = Rs = 2 n 

A 

Aplicando las leyes de Kirchhoff, se tiene: 

Nodo A: 

Nodo S 

donde I ¡ =', 

IJO 



Malla I 

Malla 11 

por lo tanto se reduce a (usando b): 

¡IR, - (is - II)!?, + ¡¡ R. = E , - El 

¡sR¡ +ijR, + (1) -i¡}R, = El- e, 

i, (R, + ~ + R. )- ¡j R, = &1 - El 

ij(R,. + R, + I~ ) - VI.¡ = C l - e l 

11(1 + 2 + 1) - 1,(2) :0 2 - 4 = - 2 

I\{ I + 2 + 2) - f¡(2) = O 

5 
5Ij - 21,=0 ::::) I¡=í /j 

4(%1¡) -2iJ =-2 

2 1 
101,- 2;,=-2 ::::) 81¡= - 2 ::::) 1'= -8 =- 4 =-025 

i =~(_ !.)=~=-06J , 2 4 8 

iJ = iJ - 1, = -0.25 - (- 063) = -0 25 + 063 = 0 38 

ji = - 0.63 

i¡ = - 0.25 

iJ = 0.3 8 

i. = - 0.63 

DI 



i, = - 0.25 

V(E) +&, - 1,1<, = V(A) 

V(B) - V(A) -= - e l + i)R, = -4 + OJ8(2) = -4 + 0.76 = -124V 

n R, (.' , .') 1' (·' .') r_= ,] +I¡ + I. + '2 ')+11 

p _ = 2(-0.63)' + (-0.25)' + * 038)' + (- 0.25)'1 

, '..,. = 0.79 + 0.06 + 2(0.14 + 0.06) = 0.79+ 0.06 +0.4\ 

p _ = 1.26lYatts. 
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28.- El bloque se lanza con una velocidad "Vo en el punto A. Si el 
coeficiente de fricción entre el bloque y el piso es ~ , encontrar la 
longitud L que recorre sobre el plano inclinado hasta detenerse. 
Suponer que el coeficiente de fricción es el mismo en el plano 
horizontal y en el plano inclinado. 

Por el principio del trabajo y la energía tenemos 

11'10« = w.r- ... 11'10« = llE1'" = E(C) - H(A) 
~_r ~_. ....c ~ 

donde las energías estan dadas por, 

se tiene, por lo tanto, 

E(C) = M~h = M¡:/sen9 

F.( A) = ~ AI/I,' 

Así que ; 
I . 

f:( e) - F.{ A) = /I-lg/.sen9 - "2 AtrI; 

el trabajo realizado por la fricción es, 

III 



, 
wt:; ::: -f f.dx = -~gJ) 

" , 
wt; = -J f.dr = - flNL = -¡Mgcos(JL 

" 
wt; = - jMg(D + 1. cos O) 

usando el principio del trabajo-energía 
1 

- ¡.Mg(D + LcosO) = MgLsenfJ - - N!t'o' 
2 

- 2¡.i g(D + Leos) = 2gLsen8 - 'V¡/ 

- 2J1 gD - 2/1 gLcosO - 2gLsenB= - 1101 

1101 = 2J1 gV + (2p gcos()+ 2gset/O)L 

por lo tanto la longitud sobre el plano Les: 

Val - 2118D 
J, - ;;-~--;;",!=c-;; 

2pgcosO + 19sel/ O 

L = 110
1 

- 2J.igD 
2g(sel/O + f.J cos 8) 

s' - 2(OJX9.8)2 
I~ = 2(9. 8)(~'('n30' + OJ cos 30' ) 

L =O.89m 
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29.- La esfera de masa M se une a la cuerda de longitud L y el otro 
extremo de ésta se fija al punto O. Se suelta la esfera a partir del 
reposo en el punto A, y al llegar al punto mas bajo la cuerda se 
encuentra con un clavo fijo en el punto C, de manera que la esfera deja 
de girar alrededor de O y empieza a girar alrededor de C. Determine la 
tensión de la cuerda cuando la esfera llega al punto B. 

'VA= O, M = 2 kg, L = 2 m, H = 0.3 m, p = 60' , Te = ? 

- - - - - - - - - -- - - - - -- ~. 
O L VA=O I 

e 
R " ~ , 

, H 

Puesto que las fuerzas son conservativas: 

E{A) = E{B) 

ya que 1', =; o 

E(A) = MgYA =; MgL 
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E(B)=~MP,l+ Mgy, 
2 

H 
donde, YII=R- H =--- H y Rcos{J = H 

cos{J 

Aplicando la conservación se tiene: 

MgL = ~ /vIlI; + MgH(-' - - 1) 
2 cosf3 

1 , ( , ) - !vIrI, = MgL - MgH --- , 
2 cos{J 

siendo la velocidad, 

V,:::: 2gL - 2gH(-' - - 1) 
cosf3 

v, = 2(9.8)2 - 2(98X031-' - -1) 
". cos 60 

V' 
T,- Pcosf3=Ma~= M ; 

R = ~, 
cos{J 

v,l v,l 
TII = Pcosf3+ M.-L :::: Mgcosf3+ M-Lcos{J 

7~ :::: 120.86 

R H 
«' 

T,= Mgcosf3+Mcosf3 ~ 

T, '" 2(9.8) cos 60" + 2 cos 60' (5.77)l 
03 
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30.- La figura muestra dos cargas en reposo, calcular: 

a) La diferencia de potencial entre los puntos A y B, V(A), V(8), ÓVd . 

b) El trabajo necesario para romper esa configuración, IV",..,., ') . 

q 1 = -5 X 10-6 C, q 2 = 2 X 10-6 C, a = 5 x 10-2 m, b = 15 x 10-2 m, 
K = 9 X 109 N m21C2 

A 

q , 

a 

B 

Primeramente se determinan los potenciales eléctricos en los puntos A 

y B, 

por lo .tanto la diferencia de potencial es: 

óV" = V(A) - V(8)= K[ ~- ~ +: -t 1 
"v" = +,(H )+q,(H )] 

", v .. =9. 10'[-' ,¡O·C, .\0-' -":0 ') +2' 10·(,. :0-' -" .\0 ,)] 
óV "' 9)( IO.[_J..!.._!) .• 1 0~ ~ I O : +2(! _ ..!..) .I O""' .I O; ] 

d \ 15 5 S 15 

ll7 



[ .(1 -3) J3 -')] ( 45 36) .6.V.4,= -4\ """'15 + 1,"""'15 x IO'= - 15(- 2)+15 x lO' 

w_ ..... e 0.57) 

90 )1 10-1 
l< 101 

J 25 + 225 
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31.- Un collarín de masa M y cargado, está sujeto a la acción de su 
peso y va del punto A al B desde el reposo (ver figura) . 
Calcular la velocidad del collarin en B, (Las otras cargas están fijas). 

a;: 3x10" m, q::; 10.7 e, M = 10.2 kg , 1'p.,=0 

a 
- q 

v 
P E 

L R VARILLA 
A T 

N 
, a 

o e 
A 

.- - -E~. lIrav = O 

L 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

.q 

Puesto que las fuerza s son conservativas, se cumple: 

E(A) = F.(B) -= f: = Constante 

E(A) = E_(A). F.~ .," (A). E~,~ (A) 

E(A) '" .!.. N~; + MgyA + ql ·(A) 
2 

'-:(8) = F..,(8) . F.~ ' " (8) + ':,.,~ (8) 

E(B) = .!.. "'~i + MgYII + ql' (R) 
2 

donde los potenciales eléctricos en los puntos A y B son: 

"(A) = K(- q) + K(q) = KQ ( ,!" _1) = KQ (~ -1) 
a Ji ( 1 (1 ..; 2 ,, -
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V(B) = ..,...:.~'--,. 
K(q) 

Por la conservación de la energía se tiene, 

, K ' 
V; = ga+ ;(J2-2) 

entonces la velocidad es, 

K ' ",, +---.L(J2-2) 
al< 

9 10'(W-')' 
9.8(0.3)+ t) , (J2 - 2) =J2.94+~.IO,.10'.1O "(J2 -2) 

03 11 10-· ) 

V, = J294 +3 . 10"(J2 - 2) = J2ii2 

V,= 17 1 ~ .• 
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32.- En el circuito mostrado en la figura , calcular: 

a) La corriente en cada resistencia . 
b) La diferencia de potencial entre los puntos A y B. 
e) La potencia disipada en la resistencia R3 

R, = 10 n, R, = R. = 30 n, R, = 60 n, 
R, A 

R, 

E 

B + -
R. 

Aplicando las leyes de Kirchhoff, se tiene: 
R, A 

R. B 

Nodo A /, + i) "" i¡ 

Nodo S i¡= i )+ i.= I,+iJ ... (1) 
donde se cumple que 11 = i4 . 

i¡}{, + i. R. - 'IR¡ = 0 ..... (2) Malla I 
Malla 11 ¡¡ R¡ + ¡IR¡ = ¡; ..... (3) 

+ -

E =4V 

Sustituyendo (1) en (3) . se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones, 

para las corrientes: 

il R, + iI R. - i/~ = O ::::) 

(j, +iJ)~ + i¡R¡ = ¡; ::::) 

el cual nos da: 

i,(R, + R. ) - I¡R¡ = o 
¡I R¡ + i¡(R¡ + R, ) = ¡; 

40i, - 601) = o 
30/, +90,) = 4 
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Resolviendo el sistema de ecuaciones por determinantes, 

[
O -60 

i = 4 90 = 240 ~= ~ )( IO-1 =0.Q44A 
I 40 - 60 3600+ 1800 5400 9 

JO 90 

r 40 01 
i¡ =~=~=.!X IO-1 =O.029A 

5400 5400 27 
;1 ='1 + iJ =0074A 
i. = O.044A 

Para la diferencia de potenciales, iniciamos la trayectoria en A y 
seguimos a través de R3 para llegar a B, así que 

V(8) - I, R, = V(A) => V(A) - V(B) = - 1,11, = - 0.029(60) 

V(A)- V(B) = - 1.777Vol" 
o 
V(B) - V(A ) = 1.777 VOI/l' 

Para la potencia disipada por la resistencia R3 tenemos, 

Pjt = ii R, = (0.02%)2(60) = O.OS26!... . , 
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33.- Una cuenta esférica tiene masa m y esta cargada eléctricamente con una 
carga q, dicha cuenta se desplazara desde el punto A hasta el punto B a lo largo de 
una varilla vertical fija. El movimiento se real iza en la vecindad de la superficie 
terrestre, la velocidad del collarín en el punto A es de 1.0 mis. Determine la 
velocidad que tendrá fa cuenta esférica al llegar al punto B. 

m= 50 g, a= 20 cm, b= 50 cm. q=10" C. Q=4x10·~ c . 

0 0 T 

b 

q 
m A 

a 

lB 

Debido a que las fuerzas sobre la cuenta esférica son de tipo conservativo 
se tiene que se conserva la energ ía del sistema: 

E=cte. 
En particular para los puntos de interés A y B se tiene 

;;(A)- E(8) . 
Donde la energía se compone de tres partes: energía cinética, energía potencial 
de gravedad y energ la potencial eléctrica. 

E(A) ~ E, .. {A) + E,...",. (A)+ E,.._ (A) , 

E(B) _ E,. (8) + E~ r' (8)+ E~.,. (8) . 

Por lo tanto la energía en el punto A es: 

E(A) = ~m(J; + mgy" + qV(A) 

similarmente para el punto B tenemos: 

1:."(8) ~ ~m(J! + mgy. +qV(B) . 

Igualando dichas energías tenemos 
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1 1 '2m(.1! + mgy .. +qV(A) = 2m(.l~ + mgy. +qV(B) 

De la relación anterior podemos determinar la velocidad en el punto B. 

1 1 1 l 
'2m() w ='2 m(.1,¡ +mKY,j - mgy. +qV(A)-qV(B ) 

1 1 '2 mQ; :: 2" m¿I! + mg(y .. - Y, )+q(V(A)- Ve S)) 

(.1; :: ti! +2g(y .. - y.)+~(V(A)- V(D» 
m 

(J..= " ! +2g(y,,-y. )+ 2q(V(A) - V(B» 
m 

En el resultado encontrado solo falta identificar cada término dentro del radical 
para dar el resultado numérico del problema. 

CJA es la velocidad inicial en el punto A, y", es la distancia a, Ys es igual a cero, 
VeA) es el potencial eléctrico generado por la carga a en el punto A, y VeS) es el 
potencial eléctrico generado por la carga Q en el punto B. 

Los potenciales eléctricos están dados por: 

V(A). KQ 
b 

1'(8). Kl 
a+b 

de tal manera entonces la diferencia de potenciales (V(A)-V(B» resulta ser: 

V(A)-I'( B). K Q _Kl . KJ~ __ I_) E KJ _ a_ ) 
b a+b ~b a+b ~b(a+ b) 

sustituyendo este resultado en Ct •• 
r---'----::-c--::-¡---, 
tI! +2ga + 2KQq(~b) 

m b(a + ) 

2X9X I0'X 4XJO-1 XJO-6
( 02 ) 

I + 2(9.8XO.2) + 50x l0-1 0..5(02+05) 

Ct, • 1 + 9.8(0.4) + 14 . .r ~) . .JI + 3.92 + 8.22 " .Ji1i4 
'\0.5(0.7) 
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34.- Un collarín de masa M y cargado está sujeto a la acción de dos 
cargas en reposo y a su peso. Si el callarin parte del reposo en el punto 
A como se muestra en la figura . Calcular la velocidad que lleva en el 
punto B. 

h; 10-' m, M; 10-' kg , 

. -q 
f 

Puesto que las fuerzas son conservativas se tiene: 

E = Constante. 

En particular en los puntos A y B tenemos, 

E(A) " E(8) 

E(A) = Eo.(A)+ E .. ,,~ (A) + E ..• ,.. (A) 
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1 E(B) = - MIl; + (-O)V(B) + Mgy, 
2 

¡guiando las energias en los puntos A y B 

1 1 
- MIl; +( - q)V(A) + Mg¡', = - M7I; + (- q)V(B) + Mgy, 
2 2 

1 '2 MIl; = - Mgy. + Mgy, - (-q)V(B) + (-q)V(A) 

Donde los potenciales eléctricos en los puntos A y B son: 

Kq ( 1) 2Kq( 1) Kq( 1 2) V(A) - V(B)= h 1-12 - -.- 1-7' =h 1- 12 - 2+7' 

donde se tiene, YA = h , 

Por lo tanto, 

• Y1I =2' . 
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11. :0 2gh + 2Kql [1_ 2$ + Ji) = gh+ 2Kql[ l _ 245 + J2) 
6 2Mh 52 Mh 52 

_,[ 2.Js 12) 11. = 0.98+162 )( 10 1--+ ­, 5 2 
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35.- En la figura se muestra un sistema de cargas eléctricas en reposo, calcular: 
a) La diferencia de potencial eléctrica que existe entre los puntos A y B, 
b) la energ ra eléctrica para formar dicho sistema. 

B 

+0 rl----::-;;;-~ 
012 

+20 

a) Para determinar los potenciales eléctricos en los puntos A y B empleamos la 
expresión del potencial generado por una carga puntual y el principio de 
superposici6n del potencial eléctrico. 

Primero determinaremos el potencial eléctrico en el punto A. 

I'(A) = X!!L+ K!h..+K!!l. 
' 1 '¡ rJ 

V( A). K('" +'" +"'l '1 '1 r) 

V( A). K[- 4Q +~+ +qj 
a Ji a 

2" T a 
2 

V( A)<q( - 8+2+*) 

V(A) . 2KQ (_3+2.). 
a .ÍJ 

De manera similar el potencial eléctrico en el punto Bes: 

V(B) = K~+K~+K~ 
'1 '¡ r) 
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V(8)' K[-;/ + +:q + +:] 

2 0 2" 2" 

V(R) ", :q(2+4- 8
3

) 

Vea) : 2:q(3_ ~) 
Por lo tanto la diferencia de potencial entre los puntos A y B está dada por 

IlV~, '" Vea) - VeA) 

ÓV., , 2~q (3 _*)_ 2~q (_ 3+*) 

2Kq ( 4 2) 
ÓY"' '''-;-l3- Jj+3- ..fj 

óVM = 2~q (6 _*) 

6V '" 12Kq [¡_ .J3) 
M o 3 

óV .... 1 2x9X\O'X IO~1( 1 _ ~),", 108(O.42 ) X 10 l 

av ... = 4.5646 x 10l Volls 
b) la energia de formación del sistema se determina por medio de: 

E = -K(L q~qJ) con ' ''' 1 
>eJ '1 

donde r " son las distancias relat ivas entre las cargas eléctricas localizadas en los 
vértices del tiángulo equilátero. 

E __ =-K( (- 4q~+2q) + (-4q!+q) + (+2q!+q)) 
Kl K ql 

E =--(-8 - 4+2) =10-
10--- a a 

E.-.-.- = 10 x 9 le 10' x(IO-·)1 '" 9" 10 ' J 
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36.- En el circuito mostrado en la figura, calcular: 
a) La corriente en cada resistencia i" i2, iJ , i • . 
b) La resistencia equivalente del circuito R,quiv. 
c) La potencia disipada por la resistencia R4, P R4 . 

R, 8 e 

Aplicando las leyes de Kirchhoff: WJwv_Bl!.. 
- i, . ®. 

CD " R,~ ¡ R. 
@ i 

e 

Nodo A: 

Nodo B: 1, + I¡ - IO =0 Malla 11 

Nodo C: 10+ 1. - i)= 0 MallalH i,R, + i.R.=c ... (1) 
Reescribiendo las ecuaciones de Nodos y Mallas se tiene, 

1, + 1: = /,- i. i,R, = i¡R¡ = i. R. 

1) = 11 + i¡ + i. . ... . (2) 
así que el sistema de ecuaciones se reduce a resolver 
(sustituyendo (2) en (1» : 
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. 6 6 6 

'. = 50+75 + S«75( 1 +~) = 125 + 50(75)(3) 125+~(3) 
100 50 100 2 

así que la corriente que pasa por la resistencia R. es; 
. 6 12 12 
l. = 125+ 225 -= 250+225 = 475 = 0 025Amp 

2 
la corriente en R2 es, 

;1 = i. R.. = O.025(~) = ~(O_025)= 1.5(0025) = 00375Amp 
R, SO 2 

la corriente en R, es, 

j i = i. R.. = 002J ~) = ~(0025):o 075(0025) = OO l875Amp 
R, ~ I OO 4 

la corriente en R3 es, 
i} = ;1 + ;: +i. = 008 125Amp 

Reduciendo el circuito, agrupando en serie o en paralelo de acuerdo a 
las resistencias, tenemos: 

R R , 1 ~ para 1 y 2 ; R,. = -'--1 = I~ + I~ 

para R. Y Rp ' 

+ -
1\ R, 

R 1 _ R~ J(. 
,,- R~ + R. 

(
_II,R, )11 7.( 100(SO)) 

¡ R, + /t¡ ' 1. 150 
R,,,,,, = I~ +R,. = R¡ + R,R¡ - 50+ 100(50) 

+ /1 --+7l 
l~ t /S' 150 

así la resistencia equivalente es, 
75(100) 7loo 

= 50+ __ 3_- = 50+----L- = 50 .. 7500 = 50"' 2307= 730760 
R_ , 100 + 75 100 + 22 5 325 

3 3 

R.- = 730760 . 

Para la potencia disipada por R. se tiene, 

PI!.. '=' R,.i; = 75(0025)1 = 00468Walu 
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37.- En la figura se muestra un sistema de cargas en reposo, calcular: 

a) La diferencia de potencial entre los puntos A y B, o.VAB . 

b) El trabajo necesario para romper dicha configuración, W romper 

q1 = 2q, q2 = q. q3 = -q, q = 6 x 10 -6 C. a = 10-1 m 

3/2 a x 
2q B 

'. 

El trabajo para romper la configuracion es el mismo trabajo para formar 
la configuracion, salvo que son de signos contrarios. 

w ..... ,.., =-wJb<-

el trabajo para formar esta configuración está expresado por 

donde las distancias están dadas por, 
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IV = K[(2QXQ) + (2qX-q) + (Qx- q) ] 
¡-. JI] JI] la 

~(I a 
2 , 

1fI_,.."" 162 x I0 1 

el trabajo para romper la configuración es, 

Por otro lado, los potenciales eléctricos son, 

V(A) =K('l! +'l1.+'l1.J= K[,q +~+ -q] ~K'L 
'í r¡ r, ~ (/ a a '" J (1 

2 

V(8) =K('ll+'iL+ 'iLJ= K[,q +-4-+~] :K
q 

R, R¡ R, ~(I ,,2a ,,2a = 5 a 
2 

por lo tanto la diferencia de potencial es, 

óV
d 

= - 288 x lO" I'olts 
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38.·Un collarín de masa M y cargado está sujeto a la acción de dos 
cargas en reposo y a su peso. Si el collarín parte del reposo en el punto 
A como se muestra en la figura . Calcular la velocidad que lleva en el 
punto B. 

M=O.lkg, a=O.2m, q=10~ C , 1', = 0, % = ? 

-q 

~E<----_-__ ~~ ___ ___ . 
a 

/ 

• +4q 

/ 

Por conservación de la energía se tiene: 
E o:: constante. 

En los puntos A y B 
E(A) = E(B) 

Eeo . .., = o 

E(A) = ~""'.' + Mgy, -qV(A) = o + Mg(i) -qV(A) 

E(B) = ± ""'; + Mgy. -qV(B) = ± MV; + o - qV(B) 

igualando las energías en los puntos A y B, se tiene: 

M~ i) -qV( A) = ± ""'; -qV(B) 
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1', = 

( ~)[~ Mga + q(r(B)- V(A)) 1 

ga + 2. IV(B) _ V(A )I 
M 

Los potenciales eléctricos en los puntos A y B son 

entonces, la velocidad está dada por: 

v. = 20329~ , 

1', = 

v, = 

ga +::'l-.i(JJl) -- (2 Jl - I) , [K Kq 1 
Al u el 

'" 



39.- En el circuito mostrado en la figura , calcular: 

a) La corriente en cada resistencia , ¡l , i2 ,iJ i4. 
b) La potencia disipada por la res istencia R" PRl . 

c) La diferencia de potencial entre los puntos A y S, 6.VAS• 

R, = 60 n, R, = R. = 30 n, R, = 10 n, E = 6 V 
R4 R4 

~----',¡w..--'_---r B 

i 

8 
_ 8 ¡ 11 

+ R, R, 
+ R 

A - i , A 

R, R, 

Aplicando las leyes de Kirchhoff se tiene: 

Nodo A: 

Malla I ...... ( 1 ) 

Malla 11 

I ¡ : ' ) ~ 
Sustituyendo ,~ por '1 en ( 1 ), se tiene el sistema de ecuaciones para 
las corrientes en el circuito : 

'IR, -+- i ¡R¡ + /1 R~ : e 
'¡ Rz - (II - il ) ~""O 

i\ ( R,+ R~ ) +ll~=C 

- ;I R,+ll (R¡+~) = o 

.. ( l ' ) 
......... ( 2' ) 

Resolviendo el sistema por el iminación, (de la eco ( 2' ) tenemos): 

", 



Sustituyendo en ( l ' ) encontramos: 

, 
" 11. + (R, + R.XI/, + 1/,) 

• 1/, 

por lo tanto la corriente en la resistencia R2 es, 

; 6 
1 30 + (60 + 30X30 + 10) 

10 

6 ~ _6_=~=00IS3S;l 
30+~OX40) ]0+]60 390 

10 

la corriente en la resistencia R1 es, 

I¡ = 0.0 1 S]SCOI: lO) = 001 S]8(~) = 001 538 )< 4 '" 0061 5A 

así que las corrientes b e i4 son 

I¡ = 00461A. 

i. = 0.06 1 SA o 

la potencia disipada en la resistencia R1 es, 

PI!, = i¡l R, = 60(00615) ' =0 2269W 

la diferencia de potencial entre los puntos A y B es igual a: 

JI(A) - ;,11, o 1'(8) 

.11'", = I'(A) - 1'(8) = I,R, = 10(004614) 

1" 



40.- En el sistema de cargas fijas mostrado en la figura , calcular: 

a) El potencial eléctrico en los puntos A y B, V (A), V (B). 
b) El trabajo efectuado por la fuerza eléctrica sobre una carga q. al 
pasar del punto A al B, WA_B. 

c) La energía potencial eléctrica del sistema, Es,st. 

a = 0.5 m, b = 0.3 m, q = 3 x 10~ e, q' =4.5 x 10.5 e 

Por el principio del trabajo y la energia se tiene: 

donde, el potencial eléctrico en el punto A es 

V( A) = K!!J... + K !h.. + K ~ 
a, a; al 

qj o:;_q 

q¡ o:; 2q 

q¡ :::. - q 

a, = b 

al o:; J a 1 + b1 

a l'" a 
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V(A) "" K - q + K - '-q-+ K - q 
b J a1+ h1 a 

V(A) = Kq{- ~ + -,-,:..-.. -~) 
b va l + b1 a 

V(A) = (9 ' 1 0' XJ ' IO~L-,-+ ' -,-} 1 0.3 J(o.s), + (0.3)' 0.5 

V(A) = - 27 x 10)(1.94) = -5238 )( IO' VolIs 

Para el potencial eléctrico en el punto B tenemos, 

V(B)=K~+K !h.+ K !!J.. 
hl b¡ h¡ 

h¡= h¡= b¡= }.. J a 1 + hl , , 
1'(8) = K - q + K 2q + K - q 

~ Ja l + b1 ! Ja1 +b1 ~Ja l +h 1 

2 2 2 

V( B) =xq{ t - 1 + 2 + I - 1 } 
- N + h' 1 Jo> + b' Ja' +h' 
2 2 2 

V(H) = o 
por lo tanto, 

w,_. = - q'óV = - '1' [1'(8) - I' (A) [ = - (- 'I'/'(A)) = q' I' (A) 

entonces, 

IV" " = - 235 711 

Por otro lado para la energía potencial del sistema. se encuentra 

", ... = (''1)1' • + (-q~V_. + 1" I = 2{ K ~q ] + (- ,,{ K Ja~: h' + K ~ 1 
E __ 2Kl + Kq l _ 2Kql 
'",!uI- a J a 1+ h1 b 

E = Kq'{- ~ +,...,.!......,. - ~) = 9 .10' (9.10 ' )[l-4 - ~ - -'-] =SIl -'2. 5 
" .. ,... {J .Ja ' +b1 h 3058 J J i 

E"",sur = - ~(81 0) 
E,._ =-(895X81 0) 
E,,,, _ = - 7250 86J 



41 .- Dos conductores de resistividad Tl1 y Tl 2 respectivamente , se 
conectan a una fem E como se muestra en la figura . Calcu lar: 

a) La resistencia de cada conductor. 
b) La corriente en cada resistencia. 
c) La potencia disipada por el circuito. 

'1 \ = 5.3 X 10-5 O-m, A l = 6.2 X 10-7 m2
, 

11 \ = 6.8 X 10-5 O-m, A l = 2.7 X 10-6 m2
, 

+ 

Para cada uno de los conductores se tiene: 

R, = '1, -'=- = (S3 . 10 'X09l -.!...) . 10' 0 
Al '\6.2 

R'l = '1: ~'l = (68 )( 10-I XO.9(217) " 10' 0 

477 _ 
I~ = """6""2)( 10- = 7693n 

}{, = 6 12 :o. 10= 22.66n 
. l7 

por lo tanto la resistencia total es, 
R, =R,.R, 

C= 'Rr i =.!.. = ~ = 0 l OO4 Amp 
I~ 99.S9 

así la potencia resulta ser: 

P = CI = C: = (IOf = 100 =IOO4{ 
Rt 9959 9959 .~ 
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42.- Considere el circuito de la figura : 

a) Aplicar las Leyes de Kirchhoff al nodo ~A~ y a las trayectorias I y I1 Y 
plantear las ecuaciones correspondientes. 
b) Resolver el sistema de ecuaciones obtenido en (a) y calcular la 
corriente en cada resistencia . 
c) Encuentre la diferencia de potencial entre A y B 

0, 

,," B , 
Por las leyes de Klrchhoff . 
Para el nodo A se tiene, 
;1 - 1) + I¡ = 0 =!> 1) = 11 + 1: 

Para las mallas 1 y 11 tenemos, 
Malla I 

Malla 11 

sustituyendo la eco del nodo A en las ecs de mallas, se tiene. 
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CI = il(H¡ + R¡ ) +11R¡ 

Cl = iJi, + i1 (~ + R¡) 
6 = 11(6 + 15)+i16 

8 = ;16+i¡(1 2 + 6) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones para las corrientes ( por 
determinantes), 

6 = 2lil +6;¡ 

8 = 6;1+ 18i1 

1: ,:1 6('8H(8) , ----
'-121 61- 21(18) - 6(6) 

6 18 

1
2

6' ~ 21(8) - 6(6) 
" =-121 61= 21(18)-6(6) 

6 18 
siendo las corrientes, 

11 = O.l7S..¡A 

1: = 0.3859 A 

/1= 05613A 

0.175A 

0.3 86A 

para la diferencia de potenciales tenemos. 

óV = J'(8) ~ V(A) = - IIR, = - 3.3 678 JI 

o 
(..\1') = VíA) - 1'(8) = '1R¡ = 3.3678 JI 
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43.- Un collarín , de masa M y carga eléctrica q, se es plaza del punto A 
al punto B. El movimiento del collarín ocurre cerca de la superficie de la 
tierra . La velocidad del collarín , en el punto A es cero 'tiA = O. Calcular la 
velocidad de dicha carga en el punto B, 1'8 . Q es una carga eléctrica 
puntual y fija en el riel. No hay fricción. 

M ~O . 1 5kg , a~O. 1m , b~O .2m , q~10~ C , Q~4 x 10~ C , 

Por la conservacion de la energía se tiene: 
E(A) = E(8) 

E(A) = ' o,(A) + E,.r. ' (A) + ' ... ~ (A) 

"(8) = Em(8) + E,. ,. (8) + E,.",~ (8) 

E(A) = ~ M(I; .¡. lvfgy,. + ql"{A) 

donde el potencial eléctrico en A es 

I'(A ) = K Q 
a 

163 

a 

b 



E{B) ==..!.. /l'ftI; + Mgys + qV(H) 
2 

donde el potencial eléctrico en B es 

por lo tanto tenemos, 

1 , , o( I 1 ) - MVIJ== Mf(b + Kq ---
2 CI CI + b 

V;=~(M,b + KQJ-( b )]) 
M 'f( all + h 

así que la velocidad está dada como: 

1: - 2gb'" 2KqQh 
B - lI(a + h)M 
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44.- La f.e.m. con vOltaje E se conecta al resistor, cuya resistencia es r 
y al conductor que tiene la forma de paralelepipedo rectangular, las 

dimensiones del conductor son (1" ~ y t Si la corriente eléctrica 

proporcionada por la f.e.m. es i determinar el valor de la resistividad 
del conductor. 

p=?, E=12V, r=20, ¡=SA, a, = 3x10·J m, ~ =4x1Q'J m, 

1 =1Q"m 

Para el circuito, se tiene: 
Rr~r + R 

& = /4; => c=(r+R)1 

r +R=~ => R = E - r , 
además por otro lado sabemos que: 

( NA 
R =PA => P = -,--

por lo tanto la resistividad es, 

(7-+ ( ~ - ,l(a') 
P = ( -

( ~ - 2)¡) ' 4) ' IO ' 
r 

p = 48 x IO ..... O - m 
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45.· Se colocan cuatro cargas en la posición que se muestra en la 
figura . Calcular: 

a) El trabajo necesario para lograr esa configuración , W lormacion 

b) La diferencia de potencial entre los puntos A y B. 6 VAS 

q = 1 X 10"' e, a = 15 cm, 
2q . , 

• - q 

- q • 
B 

a 

A 

Sabemos que el trabajo para configurar un sistema de cargas está 
dado por: 

w ... ....-- := ± K 9,Q, 

", " 
IV ... := Kf qlq¡ + ql9J + qlqo + q:q) + q¡qo + 9\q,} 

1 ' I¡ 'i l '1' ' ll ' :0 ' .. 

donde las distancias entre las cargas son r'2, r13 ....... r)4 : 

'1' = a 
{/.fi un 

q, =-'1 '¡)=2 ' JO =-2-' 
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las distancias de las cargas a los puntos A y 8 son·. 
R 

r,. r2, r), r. y 
" R2, R), R 4 respectivamente. 

r. = (1 , 

R..='.!.. . , 

IV, = K{(2Qx-q) + ('qXq) + ('qX- q) + (-qk!l. + (-qX-q) + (qx-q) ) 
a .Ji a Ji Jiu Ji 

a - (1 - (1 -, , , 

IV, = Kq l L4+-'!"") = Kql1 Ji -s) 
a l .Ji a :2 

IV _ -~ _ (9. ,o·xw-'J'I Jl -s) 
l' 0.1 5 :2 

"', = - 198 )( 10 J
) 

los potenciales eléctricos en los puntos A y B están dados por; 
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V(A) = lKq(Ji" - 1) 
" 

se encuentra que la diferencia de potencial es, 

..ll',u = 00]9 lo( 10' l' 
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46.+ Se tienen partículas en reposo de la misma carga q y masa M en la 
configuración inicial A Posteriormente, debido a la fuerza eléctrica 
entre ellas se desplazan a la configuración final B ( ver figura ). 
a) Calcular la velocidad de éstas cargas en la configuración B, Ve =? 

q = 5 X 10"' e, a = 10-2 m, 

Por la conservación de la energía, se tiene: 
E "" constante 

Para la situación inicial y final se tiene: 

é(A) = '.(x) 

¡,(A) = ¡,,,,(A)' /C" •• (A) 

+ 1 : +K(1...;. q) ~ i..~i... q: .... i..l 
E(A) = -l('2 '\WA ) 1I -;;:ji ( j 11 -;;Ji ¡¡ 

E(A¡ = Ki (, • .fi¡ 

" 
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E(8)~4(-MZ,j ) + K - ~+~ =E(A) = KL(4 +.fi) 1 . q' ( ' 2) , 
2 a .l v 18 a 

Por lo tanto. 

2MV¡ + K!L... -+~ = K~(4 +J2) '(' ' ) , 
a 3 v l8 a 

" q' r. 4 2 HW, = .k - (4+ ,, 2 ---~) 
a J v l8 

as¡ que la velocidad resulta ser, 

v, = Kq' (8 _ 2.J2) 
oo.\-! 

m 
't' ... = 285 -., 
Otra solución alternativa sería analizar lo que le ocurre a una sola 
part icula cargada en presencia de las otras tres y usar el teorema de 
conservación de la energía. 

E(A) = .!. ,\-W~ - ql ' (A) 
2 

[( A) = - ql'(A ) 
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Por lo tanto, 

E(B)== E ... (B) + E,.. ,,'«, (B ) 

H(B) = ~ Mrt: -qV(IJ) 

1 
- qV{ A) ='2 MZ{ -l/V(B) 

1 '2 A1rI: = qV(B) - qV(A) 

v: = ~~(V(8) - V(A») 
donde los potenciales eléctricos están dados por, 

(-q -q -q ) Kq ( Ji) V(A)=K _+ _4-_, __ . ::- __ "'-_ 
« a JU" -+- (1 " {/ 2 2 

así que la velocidad resulta ser, 

11, = 28.5 ~ , 
Por ambos procedimientos se encuentra el mismo resultado 
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47,- En el circuito que se muestra en la figura , calcular: 

a) La corriente en cada resistencia , i" i2, i), i4 
b) La resistencia equivalente del circuito, REqUlv . 

c) La potencia disipada por la resistencia R3. ' PR3 

R, = 30 n, R, = 60 n, RJ = R, = 20 n, E = 8 V 

I~,J. f<±t ~ 
I.~ 

-~. _,~ J El ~N-"II~",,----, 

Por las leyes de Kirchhoff, se tiene: 

NodoS ,, +': +,. - ,)=0 ......... ( 1 ) 

Malla I ,)~: - I,R, = o ::::o '11<1 = 'IR¡ 
Malla 11 ,,U, - ',R. = o ::::o ' I /~ = '. R. 
Malla 111 ,¡R) -;- ,. R, = e ..... ... ( 2 ) 

':R: = I,R, = I. U • .. ...... ( 3 ) 

De ( 1 ) tenemos '; = 1) +1: +1 .......... . ( 1' ) 
Sust ( l ' ) en ( 2 ) l: = (,\ -<- ' : + ,,}R¡ + ',R. = 'IR, + ':ES + 'J~, + I,R. ... ( 2' ) 
Resolviendo el sistema de ecuaciones para las corrientes: 

Sust( 3 ) en ( 2' ) 
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" = 0 13 A 

I = / ~ = ~(O ' J) 
1 ' R, JO 

" = 00866 A 

R. 20 
', = '. R, = 60(013) 

'¡ = 0 0433 A 

IJ= 026A 

8 8 S 

20+ 20+( 20+ 2°)20 - 40+( 2+!)ZO-6O 
30 60 3 3 

La resistencia equivalente se determina haciendo las correspondientes 
reducciones serie-paralelo. 

R - _ '_ - ...!i!L 
1\- 1 + 1 - R, + 14 

I R, R,. 
R =--- =--'-

~, 1 I R .... Rr, 

1\ I~ 

R • .,. .. = ]00 

La potencia disipada por la resistenCia RJ es, 

l7l 
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