Héctor Martin Luna Garcia
Tomas David Navarrete Gonzalez







Notas de energias
mecdnica y eléctrica
con problemario



bado para su publicacie

porol Consejo Emlotilloeln Division de Ciencias Basicas |
Ingenieria de la Unidad Azcapotzalco de la UAM. en su |

mudmommnuussa

‘ Nom de euruu mecinica y am:mta con problmdo 1

M. en C, Héctor Martin Luna Garcia
M. en C, Tomas David Navarrete Gonzalez



"Notas de energias
mecanica y eléctrica
con problemario

Héctor Martin @gﬁ Garcia
Tomas David Navarrete Gonzalez

mAZCAPOTZALCB

COSEl BIBLIOTECA

Divisién de Ciencias Basicas e Ingenieria
Departamento de Ciencias Basicas

2894193



UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD AZCAPOTZALCO

RECTOR
DR. ADRIAN GERARDO DE GARAY SANCHEZ

SECRETARIA
DRA SYLVIE JEANNE TURPIN MARION

COORDINADORA GENERAL DE DESARROLLO ACADEMICO
DRA. NORMA RONDERO LOPEZ

COORDINADOR DE EXTENSION UNIVERSITARIA
D | JORGE ARMANDO MORALES ACEVES

JEFE DE LA SECCION DE PRODUCCION ¥ DISTRIBUCION EDITORIALES
Lic. FRANCISCO JAVIER RAMIREZ TREVING

DISENC DE PORTADA
MODESTO SERRANG RAMIREZ

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD AZCAPOTZALCO

Av. SaN PABLO 1BO

CoL. REYNOSA TAMAULIPAS

DEL. AZCAPOTZALCO

€ P.02200

Mexico D F

£ UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD AZCAPOTZALCO

HECTOR MARTIN LUNA GARCIA
TOMAS DAVID NAVARRETE GONZALEZ

NOTAS DE ENERGIAS MECANICA ¥ ELECTRICA CON PROBLEMARIO
ISBN' 970-31-0093-7

.EDICION, 1998
EDICION, 2002
EDICION, 2006
*. EDICION, 2009

IMPRESO EN MEXICO



INDICE
Unidad I. Movimiento de una particula.

1.1 Introduccidn.

1.2 Leyes del Movimiento.

1.3 Ecuaciones cinematicas para el movimiento
en dos dimensiones.

1.3.1 Definiciones cinematicas.

I.3.2 Movimiento uniformemente acelerado. MUA.

|.4 Ejemplos de movimientos en dos dimensiones.

|.4.1 Tiro parabélico.
|.4.2 Movimiento circular.

Unidad |l. Trabajo y Energia Mecanica.

11.1 Introduccion.

11.2 Trabajo y Energia Cinética.

11.3 Trabajos realizados por fuerzas importantes.
11.3.1 Fuerza constante.

I1.3.2 Fuerza de un resorte.

11.3.3 Fuerza de Coulomb.

11.3.4 Fuerza de friccion.

11.4 Conservacion de la Energia Mecanica.

11.4.1 Fuerzas conservativas y no conservativas.
11.4.2 Energia potencial.

I1.4.3 Conservacion de la Energia Mecénica.

Unidad Ill. Potencial Eléctrico.

1.1 Introduccién.

I11.2 Ley de Coulomb.

1.3 El Campo Electrostatico.

1.4 Energia Potencial Electrostatica.
1.5 Potencial Electrostatico.



Unidad IV. Fuerza electromotriz y Circuitos

IV.I Introduccién.

V.2 Conductores y dieléctricos.

I\V.3 Corriente Eléctrica.

I\VV.4 Vector densidad de corriente.

IV.5 Ley de Ohm.

V.6 Potencia.

I\V.7 Circuitos eléctricos con resistencias.
IV.7.1 Ley de voltajes de Kirchhoff LVK
IV.7.2 Ley de corrientes de Kirchhoff. LCK
I\V.8 Circuitos de varias mallas.
Problemario.



INTRODUCCION

Estas notas representan el resultado de varios trimestres de dar el
curso de energias mecanica y eléctrica y se pretendié darle un
lenguaje sencillo como se ensefia en el aula de clase; esto sin dejar a
un lado la explicacién formal de los conceptos fundamentales, los
cuales se incluyen en estas notas. Al final se ha incluido un gran
numero de problemas resueltos utilizando el algebra simple de
matrices que se ensefia en el curso de Complementos de
Matematicas. Sin embargo, el profesorado interesado en la utilizacién
de estas notas puede de dedicar una sola clase para ensefiar la forma
de resolver de esta manera los ejercicios, o en su defecto, indicar la
similitud de esta forma de resolver los ejercicios con la habitual que no
requiere las matrices. Estamos concientes que la forma de ensefar la
fisica varia de profesor a profesor y esperamos que quienes utilizen
estas notas nos hagan saber todas las sugerencias a este manuscrito,
las cuales agradecemos de antemano y tomaremos en cuenta para
siguientes revisiones. También queremos agradecer la ayuda en la
revision de estas notas a los profesores Abelardo Rodriguez, Salvador
Arellano Peraza y Sergio Becerril Hernandez del Area de Fisica, asi
como al profesor Rubén Mares Gallardo de la ESFM del IPN.

Héctor Luna Garcia
David Navarrete Gonzalez.






Unidad I. Movimiento de una particula.
1.1 Introduccién.

Los fenémenos de la naturaleza relacionados con el movimiento de los
cuerpos se estudian dentro de una de las ramas de la fisica clasica
llamada mecanica. A su vez la mecanica se subdivide en tres ramas
para su estudio: cinematica, dinamica y estatica. La cinematica
estudia el movimiento de los cuerpos sin considerar en lo absoluto las
interacciones que generan dichos movimientos. Para estudiar el
movimiento es necesario establecer ciertos conceptos
fundamentales que sean el punto de partida para poder realizar
descripciones cuantitativas. Los principios fundamentales en los
cuales se basa toda la teoria del movimiento fueron establecidos por
Newton en sus Principia Mathematica. Los resultados mas relevantes
en sus estudios de la mecanica se establecen mediante tres leyes
fundamentales conocidas como las leyes de Newton. Estas leyes
son la culminacién de muchos siglos de desarrollo filoséfico y de
pensamiento racional. Estructuralmente, éstas leyes se construyen
como se indica en el diagrama de flujo de la figura 1:

Inercia Ec. de Mov. Accion-Reaccion

Figura 1

1.2 Leyes del Movimiento.
El movimiento de los cuerpos se rige mediante las tres leyes de
Newton que se establecen de la siguiente manera:



Primera ley de Newton 6 Ley de la inercia.

Todo cuerpo permanece en su estado de reposo o movimiento
rectilineo uniforme, a menos que se le aplique un agente extemo que
le cambie dicho estado.

En su primera ley, Newton pretende que se entienda que el
movimiento es relativo a quien lo observa y de aqui nacen los
conceptos de sistemas inerciales y la inercia de los cuerpos. Para
entender estos conceptos, comenzaremos con:

(a) Sistemas inerciales.

Como dicha primera ley nos infiere que el movimiento de un cuerpo es
relativo a quien lo observa, por estado de movimiento se debe
entender su "movimiento” relativo a quien realiza dicha observacion.
Luego, es importante escoger un marco(s) de referencia(s) respecto
del cual un observador al pretender describir el movimiento de un
cuerpo, si lo observa en reposo, entonces concluya que esta libre de
agentes externos. De_la misma forma, si se elige otro marco de
referencia desde el cual otro observador describe el movimiento del
cuerpo moviéndose en linea recta y recorriendo distancias iguales en
tiempos iguales, éste concluya lo mismo que el primer observador: e/
cuerpo esta libre de agentes externos. Obviamente, en dichos dos
marcos de referencia, los observadores deben de utilizar sistemas de
coordenadas cartesianos tridimensionales, orientados y derechos que
ya fueron utilizados en sus cursos de matematicas elementales. Para
Newton, estos marcos de referencia y sus respectivos sistemas de
coordenadas, se denominan sistemas inerciales, y deben de estar
asi mismos libres de todo agente externo. Por lo tanto, estrictamente
hablando no existen dichos sistemas, pero es posible segun la
escala de los fenémenos fisicos a tratar, elegir uno (y por lo tanto
muchos) que sea lo mas inercial posible. Esto es, para fenémenos que
se llevan a cabo en una region pequefa cerca de la superficie (la cual
se puede considerar plana) de la tierra, un sistema de coordenadas
anclado a un punto (marco de referencia) sobre la superficie en dicha
region, es un muy buen sistema inercial (la rotacién de la tierra influye
muy poco en el movimiento de los cuerpos en dicha region), y todos
los sistemas que se muevan (en dicha region) en movimiento rectilineo
uniforme respecto al primero, son a su vez inerciales. De esto se



concluye que desde dichos sistemas inerciales la observacién del
reposo o movimiento rectilineo uniforme es equivalente: no hay
agentes externos sobre el cuerpo bajo observacién. También, el
movimiento de un cuerpo es méds simple observado desde estos
sistemas. Ademds, debemos estar en posibilidad de definir una
cantidad fisica que nos permita medir "el reposo” y " el movimiento
rectilineo uniforme” y efectivamente, se podra hacer y dicha cantidad
es la velocidad del cuerpo y representa el estado de movimiento de él.

(b) Inercia.

Cuando se pretende cambiar el estado de movimiento de un cuerpo
(experimenta cambios de velocidad), o se le observa dicho cambio,
entonces existe al menos un agente externo actuando sobre el cuerpo.
Si se aplica el mismo agente externo a dos bloques de las mismas
dimensiones (uno de madera y uno de acero), la intuicién nos dice que
el de "acero" experimenta un menor cambio en su estado de
movimiento. Entonces se dice que los cuerpos poseen una oposicion
natural a que se les cambie su estado de movimiento; esta oposicién
se denomina inercia del cuerpo y una medida de ella es mediante
el concepto masa, que es una propiedad universal de todos los
cuerpos. Obviamente, también debemos poder definir una
cantidad fisica que nos permita medir los cambios de movimiento
de un cuerpo. Dicha cantidad sera definida posteriormente y se
denomina la aceleracion del cuerpo.

Como puede observarse, lo que en pocas palabras dice Newton en su
primera ley, implica una serie de reflexiones de tipo filoséfico que nos
conducen a los dos conceptos ya tratados.

Segunda ley de Newton o Ecuacién de Movimiento.
En esta ley, Newton pretende establecernos una relacion entre la
caracteristica de un cuerpo (su masa) cuyo movimiento pretendgmos
describir (cambios de su estado de movimiento) y el medio ambiente
que lo rodea (agentes externos). Dicha relacion nos la ofrece Newton
(y no sabemos como se le ocurrid) como
_  dp
R=% (1.1)
donde p es el impetu del cuerpo, v su velocidad Y, F, es la "fuerza"
resultante sobre el cuerpo.



Aqui es necesario hacer un paréntesis para explicar el concepto de
impetu y el de fuerza.
(a) Impetu de un cuerpo.

El concepto de impetu fue introducido por Newton (con el nombre de
cantidad de movimiento lineal) en su segunda ley y es una variable
(dinamica) mas importante que la velocidad: Suponga el movimiento
rectilineo uniforme (velocidad constante) de dos bloques de las
mismas dimensiones pero de distinta masa; si los dos estan pintados
de negro, es imposible decir, sin tocarlos, quién es quién. Sin
embargo, si dichos blogques se lanzan hacia resortes idénticos, el
cuerpo cuyo impetu es mayor, deformara mas al resorte. Si usted
piensa que se debe "obviamente" a la diferencia de masa que tienen,
considere el mismo experimento con los bloques de distinta masa,
distinta velocidad constante, pero con el mismo impetu. Es claro que
los resortes se comprimen lo mismo. Luego, la combinacién inercia-
estado de movimiento es mas importante que simplemente el
estado de movimiento.
En el caso de que la masa del cuerpo se pueda considerar constante
(en un avion la masa va cambiando), la segunda ley toma la forma
mas familiar conocida en textos de menor nivel:

F, LI (1.2a)
o

F, =ma (1.2b)
donde a@ se conoce como la aceleracion del cuerpo y nos mide los
cambios de estado de movimiento que experimenta el cuerpo respecto
al tiempo.

(b) Fuerza.

Hasta antes de enunciar la segunda ley, se habia omitido hablar del
concepto de fuerza; esto se debe a los siguientes motivos:

El concepto fisico importante que se relaciona con agente externo es
el de interaccién. Se dice que el movimiento de un cuerpo se debe a
la interaccion que tiene con su medio ambiente. Es importante
matematicamente definir una cantidad (vectorial) que nos permita
medir cuantitativamente a las interacciones que se pueden dar en la
naturaleza. Estas cantidades matematicas se conocen como fuerzas,



tienen un caracter vectorial y por lo tanto cumplen la regla de adicién
de Jos vectores conocida como ley del paralelogramo o principio de
superposicion. Desde tiempos pasados, los fisicos se han dedicado
ha encontrar expresiones matematicas (fuerzas) que representen las
interacciones que se observan en la naturaleza, que reproduzcan los
fenémenos ya observados y que puedan predecir en muchos casos,
otros fenémenos no observados adn. Sin embargo, surge la pregunta
¢cuantos tipos de interacciones (y por lo tanto de fuerzas) existen en la
naturaleza que conforman al universo tal y como lo observamos
actualmente?. La respuesta es cuatro: La primera se denomina
interaccion gravitacional y que aln siendo la mas débil de las cuatro,
es la mas reconocida puesto que se manifiesta por una atraccion entre
toda [a materia. Es responsable de la existencia de planetas, estrellas
y estructuras mas grandes en el universo; se debe a la caracteristica
de los cuerpos llamada masa; como se indico antes es importante a
escala planetaria, pero también cerca de la superficie de un planeta en
cuyo caso se le renombra como el peso del cuerpo. La segunda
denominada interaccion electromagnética es la mas importante
tecnolégicamente hablando, puesto que la escala a la que es
dominante corresponde a lo atémico y a los cuerpos que formados por
millones de atomos se encuentren cargados, esto es, con la
caracteristica de los cuerpos llamada la carga eléctrica, sin llegar a
cuerpos voluminosos como los planetas, donde la interaccion
gravitacional es dominante. La tercera se denomina interaccion débil
se manifiesta a través de ciertos procesos, tales como algunas clases
de desintegracion o decaimiento radioactivo; esta interaccion se
relaciona a la caracteristica denominada carga "débil". Finalmente, la
cuarta es llamada la interaccién nuclear que mantiene juntos a los
protones y neutrones en el nucleo atémico asi como también a los
quarks dentro de protones, neutrones y piones; esta se relaciona a la
caracteristica de la materia denominada color de carga.

Hasta ahora, parece ser que dichas cuatro interacciones gobiernan
nuestro universo, pero nada nos asegura que al evolucionar el
universo, pudiesen haber fenoémenos nuevos cuya explicacién
estuviera fuera del alcance de la interpretacion dada con dichas
interacciones. Debido al concepto fisico de interaccion, la segunda ley
de Newton es conocida como la ley de las interacciones.



Tercera ley de Newton

En esta ley, Newton pretende mostrarnos una ley universal de la
materia. a toda accién corresponde una reaccion de la misma
magnitud pero de sentido contrario Es decir, si un cuerpo
interactua con otro, ejerciéndole una fuerza, entonces el segundo
responde sobre el primero ejerciendole el mismo valor de la fuerza
pero de sentido contrario. Por lo tanto. es importante que al analizar
las fuerzas que actuan sobre un cuerpo cuyo movimiento nos interesa
describir. no se omita alguna interaccion importante sobre el (al menos
que sea despreciable su efecto) La figura 2, muestra
esquematicamente esta ley

Fas
-— P Fea
Fas= -Fea
Figura 2

En los textos modernos de fisica se hace mencion de una segunda
version de la tercera ley a la que se le agrega la frase en su forma
"fuerte”, que agrega a la anterior la consideracion de que las fuerzas
son centrales, esto es, actuan segun |a linea recta imaginana que une
las posiciones de los cuerpos como se muestra en la figura 3

Fap
. ,,,,,,,
s
Fea

Figura 3



La mayor parte de las fuerzas cumplen la tercera ley en su forma
fuerte, pero la fuerza magnética es un ejemplo de fuerza que no la
cumple. Es importante mencionar que es indistinto a que fuerza se le
denomina la accién y a cual la reaccién, a la tercera ley se le conoce
como la ley de las acciones reciprocas.

1.3 Ecuaciones cinematicas para el movimiento en dos
dimensiones.
1.3.1 Definiciones cinematicas.

Como ya mencionamos anteriormente, es necesario definir las
cantidades matematicas que nos midan cuantitativamente los
conceptos estado de movimiento y cambios de estado que puede sufrir
un cuerpo. Para esto, es importante definir los siguientes conceptos.
(a) Traslacion y Rotacidn.

Consideremos el blogue gque se mueve sobre una mesa horizontal y
que se muestra en la figura 4. Como se observa, distintos puntos del
cuerpo describen trayectorias equivalentes de él; esto nos permite
elegir uno de dichos puntos (generalmente el llamado centro de masa)
y asignarle la masa del cuerpo para describirle su movimiento, esto es
lo que se conoce como particula o punto material y el cual fué
definido anteriormente pero sin justificacion.

Y

Figura 4

Este concepto de particula es util cuando un cuerpo tiene un
movimiento como el mencionado y que se denomina traslacion.

La figura 5 muestra el giro de una lamina alrededor de un eje
perpendicular a su plano, este movimiento que efectdan los distintos
puntos del cuerpo se denomina rofacién.



sy

[ —
=

“ \h“rz"“
WO V0 WL,

Je de rataclon—— .

Figura 5

En esta rotacion los distintos puntos del cuerpo realizan distintas
trayectorias (distintos circulos) y por ello no se puede elegir un unico
punto que represente este movimiento del cuerpo. Por lo tanto no tiene
sentido hablar de particula.

En la figura 6 se muestra el movimiento general de un cuerpo rigido
bajo la accién de su peso. Si se mira dicho movimiento desde muy
lejos por medio de un observador inercial, anclado en la tierra, este
dira que observa el movimiento de una "particula" efectuando una
trayectoria parabdlica.

YA

Figura 6

Si este observador se acerca lo mas posible para distinguir las
dimensiones del cuerpo, dird que el Unico punto que sigue la
trayectoria parabdlica, es el centro de masa del cuerpo; al movimiento
del centro de masa se le denomina el movimiento de traslacion del
cuerpo. Como la descripcién del movimiento del cuerpo no esta aun
completo (falta describir el "giro" que se observa en el), se elige un
sistema de referencia (el cual es no inercial) anclado al centro de masa



del cuerpo y se describe dicho "giro" el cual corresponde solo a una
rotacién alrededor de un eje que pasa por dicho punto; a este
movimiento de las partes que componen al cuerpo, relativo al centro
de masa se le denomina movimiento de rotacién del cuerpo. Por lo
tanto, el movimiento general de un cuerpo es un movimiento
combinado de traslacién y rotacion.

(b) Definiciones de cantidades cinematicas.

Definicién 1. Vector de posicién y desplazamiento.

La figura 7 nos muestra la trayectoria que sigue una particula y dos
puntos de interés, pero arbitrarios, en la misma curva.

I}y /

cuerda

Figura 7

La posicion de la particula en dichos puntos y que corresponden a los

tiempos t, y t se determina por dos coordenadas cada uno; y a los

vectores que podemos asociarles a dichos pares de coordenadas se

les denomina vectores de posicion. Estos vectores son
R=(xon)=xi+ni vy F=(xy)=x+y (1.3)

y se muestran en dicha figura.

El desplazamiento de la particula corresponde al vector de posicion

de un punto relativo a otro (que no es el origen del sistema de

coordenadas); para los dos vectores de posicion mencionados

anteriormente, el desplazamientode 7, a ¥ es

AF:F—F.,=(x—x,y—yo]=(x—xn)f+(y—yﬂ)f (1.4)

y gue se muestra en la figura. Como puede notarse el desplazamiento

no tiene que ver con la trayectoria sino con el segmento de linea recta

entre dichos puntos; es mas ‘



A = ylx—x) +(r=p) (1.5)

es la longitud de dicho segmento de recta; en el sistema internacional
de unidades (denotado por Sl), las unidades del vector de posicion,
desplazamiento y sus magnitudes es el metro que se denota como m.
Definicion 2.Velocidad media e instantanea.

La figura 8 nos muestra la trayectoria de la particula y el vector
desplazamiento entre los dos puntos arbitrarios # y 7 que
denominaremos posicion inicial y final respectivamente. Ademas, los
tiempos en los cuales la particula pasa por dichos puntos seran t, y t,
y seran denominados los tiempos inicial y final respectivamente.

A
Y

to /' cuerda
Vm

Figura 8

Una primera medida del estado de movimiento de una particula, es Ja
velocidad media que se define como el desplazamiento
experimentado por ella entre dichos puntos dividido con el intervalo de
tiempo invertido, esto es

Gl Vi A
Como puede observarse, dicha definicion implica que la velocidad
media no nos proporciona informaciéon acerca de lo que ocurre en
puntos intermedios entre los puntos inicial y final, esto es, es
precisamente un promedio entre dichos dos puntos. Por lo tanto
requerimos una cantidad vectorial que nos diga que ocurre con los
cambios de posicién en todo punto. Para este objetivo, definimos la

10



velocidad instantdanea en t, como un proceso limite de la velocidad
media:

< el b ong i o[
%, =l1t,) = lim, = ;gm=(7:)_ (1.7)

Es importante mencionar que fué precisamente Newton el que inici6 el
célculo diferencial por la necesidad que acabamos de observar. Este
vector velocidad es tangente a la trayectoria en dicho punto como
puede observarse al representar en la figura varias cuerdas que
tienden en el limite mencionado al valor instantaneo de la velocidad
evaluado en to; pero como el tiempo to es arbitrario, la velocidad
instantanea en cualquier punto es

(1) = % (1.8)
y de la definicion de la derivada, el vector velocidad es tangente a la
trayectoria en todo punto de ella; en el Sl la unidad del tiempo es el
segundo, denotado como s. Para la velocidad media e instantanea las
unidades son m/s en el SI. Como 7 =xi +j, la ecuacion (1.8) que es

vectorial se puede escribir como dos ecuaciones escalares para el
movimiento en dos dimensiones:

s pooa o dy s oy dr. dis
Wt =vi+v,j =E(x1 +j) =i+ a]
dx
== 1.9a
v=5 (1.9
Y
v,=2 (1.9b)

Es importante recalcar que este concepto de velocidad instantanea
nos mide el estado de movimiento de la particula

Definicion 3. Aceleracion media e instantanea. ‘
La figura 9 nos muestra la trayectoria de la particula y las velocidades
instantaneas que puede tener en nuestros dos puntos de interés.
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Figura 9

Una primera medida del cambio de estado de movimiento gque
experimenta la particula tiene que ver con la aceleracion media, que
se define como el cambio de la velocidad en dichos puntos entre el
intervalo de tiempo invertido, esto es

- AV vy

e Vil (1.10)
la cual apunta en general hacia la parte concava de la trayectoria
como se muestra en la figura. Al igual que con la velocidad media, la
aceleracion media es un promedio entre los dos puntos de interés y no
nos permite saber lo que ocurre en los puntos intermedios. Por ello, es
necesario definir el concepto instantaneo de ella y que se denomina la
aceleracion instantanea. Esta es

AV (dv

a,=alt,) = lima, = lim—- =[\E],” (1.11)

calculada en el punto inicial, como el punto es arbitrario, la
aceleracion instantanea en cualquier punto de la trayectoria es

: e

an=2 (1.12)

Esta es la cantidad que nos mide cuantitativamente el cambio de
estado instantaneo de la particula; las unidades de la aceleracion
media e instantanea son m/s® . La ecuacién (1.12) se puede escribir
como dos ecuaciones escalares de la siguiente forma:
dv, o dv» -

~ 2 s dy o ) 3
alty=ai+a,j= Z[V‘r +v,J)= it



av,
Q=g (1.13a)
dv,
4S="a (1.13b)

No se necesita seguir definiendo mas cantidades cinematicas, puesto
que para la descripcion cinematica de la particula, la segunda ley nos
pide soélo hasta el concepto de aceleracién instantdnea. Cabe

mencionar que la cantldad —— se denomina en la biologia como

sensacién, y los seres wvos experimentan dichos cambios de
aceleracion en sus sentidos, pero no es necesaria conocerla para
describir el movimiento de, por ejemplo usted. En los parques de
diversiones "juegan” con nuestros sentidos haciéndonos experimentar
cambios de aceleracion.

1.3.2 Movimiento uniformemente acelerado. MUA.

El caso mas simple de movimiento de una particula corresponde a una
fuerza resultante constante (por el momento distinta de cero), si este
es el caso, de la ecuaciéon de movimiento se despeja la aceleracion

av  _
=) =—r
la que resulta ahora conocida y es obviamente constante. La ecuacién
(1.14) se puede despejar e |ntegrar para la variable velocidad

J.f a _{dt
de donde
(1) =7, +alt—1,) (1.15)
y corresponde a las dos ecuaciones escalares siguientes
v,(0)=v, +a(t-1,) (1.16a)
v,(z) =v,, +a,(t—1,) (1.16b)

Posteriormente, sustituyendo la ecuacion (1.15) para la velocidad en la
ecuacion (1.8) de su definicion, se tiene

%:\70 +5{I—!n)

e integrando, tenemos



Td; =, ]d: +d ][r —1,)dr

de donde
Faf+Rft-t)+aat—t) (1.17)
y que corresponde al siguiente par de ecuaciones escalares
1 :
x=x,+v,(t=t,)+5alt-1,) (1.18a)
_‘L’=yc,+an(f—f[,)+%ﬂ‘(f—lfu]: (11Bb)

Note que en las anteriores ecuaciones tenemos al tiempo como un
parametro a conocer para poder determinar la velocidad y la posicion
de la particula. Podemos encontrar otra pareja de ecuaciones (en dos
dimensiones) que no involucren el tiempo. Para esto, consideremos la
primera ecuacion de (1.13) y la regla de la cadena del calculo
dv, dx dv,

S dr TV A
de donde

jv,a'v| =a, Idr
obteniendo la ecuacién

vix)=v +2a(x-x,) (1.19a)
y por analogia

viy)=vi+2aly-y) (1.19b)
Si @=0,(F,=0) tenemos el tan conocido movimiento rectilineo
uniforme, que nos menciona Newton en su primera ley. Note que
aparentemente se puede deducir la primera ley a partir de la segunda;
pero esto no es asi ya que la primera ley nos condiciona la descripcion
del movimiento en sistemas inerciales donde la segunda ley de
movimiento adquiere la forma tan simple mostrada en su definicion.

Graficas del movimiento uniformemente acelerado.

Puesto que este es el movimiento mas simple de una particula, es
importante que a través de graficas veamos su comportamiento;
ademas estas graficas las podemos relacionar mediante las
operaciones de derivacion e integracion del calculo. La figura 10 le
muestra en una dimension las graficas x vst, v, vstya, vst



alt)

x(t) /

Figura 10

Note que derivando la primera grafica (un polinomio de grado 2) se
obtiene la segunda grafica (un polinomio de grado 1); luego, si se
deriva la segunda grafica se obtiene la tercera y ltima grafica (un
polinomio de grado 0). De regreso, es suficiente tener en cuenta que si
se integra un polinomio de grado 0 se obtiene un polinomio de grado 1
y finalmente, al integrar el polinomio de grado 1 se obtiene un
polinomio de grado 2. Ademas, la segunda grafica (v, vs t) nos permite
obtener de otra forma la velocidad media (exclusiva para el MUA).

La velocidad media se define en general como

v, = l J-v,(t)dr
t,

pero, si la velocidad varia linealmente con el tiempo (MUA) se tiene
2

x

(v“‘t + 2 Vot (vm + a,r)

Vo =%J{vﬂ, +a,r)d = i = 3
de donde
v, =2 (1.21a)
y por analogia
v, =2 (1.21b)
las cuales se pueden resumir en I_a s[g;uiente ecuacion vectorial
7=t (122)

Con esta ecuacion concluimos el conjunto de ecuaciones cinematicas
que nos dan la descripcion del movimiento.

Para concluir con este subtema es importante mencionar que fa
ecuacion de la trayectoria se determina por las ecuaciones
paramétricas (1.18) para valores del parametro tiempo, o por la
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expresién y=y(x) que se obtiene de las ecuaciones (1.18) eliminando el
tiempo como parametro.

|.4 Ejemplos de movimientos en dos dimensiones.

En la descripcion del movimiento de una particula, merecen una
atencion especial dos tipos de movimiento: el tiro parabdlico y el
movimiento circular.

1.4.1 Tiro parabélico.

El tiro parabdlico se puede definir como el movimiento de una particula
que resulta de aplicarsele una fuerza constante y que se lanza con una
velocidad que forma un angulo con respecto a la fuerza (angulo
distinto de 0 y 6/2).

La figura 11 muestra este movimiento respecto a la superficie de la
tierra y con el origen de coordenadas en donde se lanza la particula.

Figura 11

La fuerza constante que actua sobre la particula es su peso y se
encuentra dada por la expresion

F=-mg (1.23)
y de la segunda ley se tiene

&=£=—mg7=a,f+aj
m
o]
a, =0 (1.24a)
a,=-g (1.24b)



esto es, en el gje-x su comportamiento es uniforme y en el eje-y es

uniformemente acelerado.

Sustituyendo (1.24) en las ecuaciones (1.16,1.18 y 1.19) se obtiene
v(t)=v, + a,(r - to) =v,, =V, c0sf = constante (1.25a)
vi(x)=vi, +2a(x— xa) =2 =(v, (:us&?)z = constante’  (1.25b)
x=x,+v,l1 ~1,) +%a,(! —r‘,)2 =vot=(v, cosb)t (1.25¢c)

para el eje-x (note que se toma el tiempo inicial como cero).

Nétese que sobre el eje-x podemos decir solo dos cosas importantes:

la primera se refiere a que la componente-x de la velocidad en

cualquier punto de la trayectoria es constante (ver la figura 11); la
segunda nos dice que la posicién horizontal varia linealmente con el
tiempo (movimiento rectilineo uniforme).

En el caso del eje-y tenemos

v(0)=v, +a,(t—1,)=v, —gt=v,5en0- gt (1.26a)

vi(y) =vi +2a,(y-y,) = v} - 2gy=(v,5en6) ~2gy (1.26b)

Y=¥ +V0y(t —Io) +%Gy(f— ID)I =Vt = %grl ‘A:(vu senG)t _%grz (1 ZGC)
Asi se tiene que el movimiento en el eje-y es uniformemente
acelerado, con la aceleracién de la gravedad.

En este tipo de movimiento parabdlico hay algunas cantidades de
interés como son: el tiempo de vuelo, rango o alcance, altura maxima y
el tiempo en el que se alcanza la altura maxima. Procederemos a
calcular dichas cantidades.

(a) Alcance y tiempo de vuelo. .
Como el rango es la distancia total horizontal recorrida por el proyectil,
entonces y=0, y de la ecuacion (1.26c) se tiene

0= (v0 senf)r, - —zl-grf

de donde
; =2vnsen9 (1.27)
! g



y que corresponde al tiempo de vuelo (el tiempo que invierte el
proyectil en recorrer el rango). El rango o alcance se obtiene
sustituyendo (1.27) en (1.25c):
R= 2v; senfcosf vy sen2d
- g g
y el cual se muestra en la figura 11.

(1.28)

(b) Altura maxima y tiempo para la altura maxima.

Solo existe un punto en la trayectoria donde la componente-y de la

velocidad es cero, y corresponde al vértice de la parabola (ver la figura

11). Haciendo v, =0 en (1.26a) y (1.26b) se tiene
; v, senf

1.29

= (129)

T L (1.30)
2g

para el tiempo en el que se alcanza H que corresponde a la altura
maxima (ver la figura 11).
Cabe mencionar que.en los ejercicios se debe tener cuidado si
x,=y,#0 ya que entonces no se pueden aplicar los resultados
anteriores; pero las condiciones impuestas y=0 y v,=0 son
totalmente generales para encontrar dichos resultados.
Por ultimo, es necesario calcular la ecuacién de la trayectoria para
quedar convencidos de que efectivamente se tiene una parabola.
Despejando t de (1.25c) y sustituyendo en (1.26¢) y después de un
poco de algebra, tenemos

visen' 0 visen26

YT g )=_2v§(i3510(x_ olg ] (1.31)

la cual corresponde a la ecuacion de una parabola vertical convexa
hacia arriba.

1.4.2 Movimiento circular.

En el movimiento circular no podemos, al igual que se hizo en el tiro
parabodlico, suponer la fuerza que actla sobre la particula y que la
obliga a tener dicha trayectoria. De otra forma, existen muchas
maneras de actuar sobre una particula para que realize un movimiento
circular. Por ello, supondremos que la trayectoria que realiza la



particula es circular y posteriormente investigaremos las fuerzas
que ocasionaron dicho movimiento.

La figura 12 muestra el movimiento circular de una particula. Como
puede observarse en términos de coordenadas cartesianas (x,y) el
movimiento es bidimensional; pero si se eligen las coordenadas y r
(constante) llamadas coordenadas polares, el movimiento es en una
dimension. Por lo anterior, consideraremos primeramente el estudio de
este movimiento en términos de las dltimas coordenadas y
posteriormente se regresara a las cartesianas; también se encontraran
las relaciones que guardan ambas variables en los dos enfoques del
mismo problema. Podemos adelantar que las variables polares 6 y r
seran muy importantes en el estudio del movimiento combinado de
traslacion y rotacion del cuerpo rigido.

Figura 12

(a) Movimiento circular en términos de las variables angulares.
La figura 13 nos muestra a una particula en dos "posiciones angulares
8y 8, y definimos el desplazamiento angular A en radianes como

AD :% (1.32)



Figura 13

En particular, si la particula se desplaza As = 2xr, que corresponde al
perimetro del circulo, entonces el angulo subtendido por la particula es
de 260 rad; es muy conocido que el angulo subtendido por un punto en
el plano es de 180% 0 20 rad e independiente del radio del circulo. Es
importante mencionar que los radianes como los grados son una
escala y no unidades fisicas del Sl; esto queda claro si se observa que
en la definicidén del angulo, este es igual al cociente de dos longitudes
y por lo cual no tiene unidades. Entre dichas dos posiciones angulares,
podemos definir, por analogia al movimiento en una dimension, la
velocidad angular media como

A 0-6,

=%~ I=t, (1.33)
Yy que nos representa un promedm entre dichas dos posiciones
angulares. Por esto, es importante definir el concepto de velocidad
angular instantanea como

ohe) =t =) (130

deflmda en t,, pero como el punto es arbitrario, Ia velocidad angular
en cualquier punto o instante es
d
w= ‘T? (1.35)
La figura 14 muestra nuevamente las dos posiciones angulares de la
particula, donde las velocidades angulares son oy y .



Figura 14
Las unidades de la velocidad angular media e instantanea sonrad/s en
el Sl
Definimos la aceleracién angular media entre dichas posiciones

como

Ao w-a,
LR i (1.36a)
En el caso de la aceleracion angular instantanea tenemos
. Ao (dw
o) = fim 3y = Tr),n (1.36b)

en la posicién inicial. Para cualguier punto y por lo mismo para todo
tiempo, la funcién aceleracion angular instantanea es

a= ‘3—“_” (1.37)
Las unidades de la aceleracion angular media e instantanea son rad/s”
enel Sl.
En el movimiento circular, un caso particular y simple resulta cuando
a=cte y es llamado movimiento circular uniformemente acelerado
(MCUA). Puesto que nuestras variables angulares guardan una
estrecha relacién con las variables cartesianas en una dimensién
(llamadas también variables lineales):

- x

@V (1.38)

a—ra
nos resultan ecuaciones similares a las ecs.(1.17)-(1.22):

9=00+wer+%ar’
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@=w, +at

o' =} +2a(6-6,) (1.39)
e+,
@, = 2

(b) Movimiento circular en variables cartesianas. Relacion entre

ambos conjuntos de variables.

La figura 15 muestra el movimiento circular de una particula, al cual se
le ha anclado un sistema de vectores unitarios ortogonales:é, y &, .

Figura 15

El vector de posicién de la particula es

F=ré =r({ cost + jsend) (1.40)
en donde se ha utilizado la relacion entre los dos conjuntos de
vectores unitarios:

 é,=icos0+ jsenf (1.41a)

é,=—isen@ + jcosf (1.41b)

como se observa en la figura 16.

Figura 16
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La velocidad se obtiene, como se sabe, derivando respecto al tiempo
la ecuacion (1.40) obteniéndose

F:%f—:r(—fsen9+fcosﬂ]%g=rméa (1.42a)
Como puede observarse de esta ecuacion, en forma natural hemos
obtenido que la velocidad es tangente a la trayectoria. También, la
relacion entre la rapidez lineal y la velocidad angular es
v=ar (1.42b)
Derivando nuevamente respecto al tiempo ia ecuacion (1.42a) se tiene

a= %f—=-rw’é, +raé,=-aé, +aé, (1.43)
donde
T, . (1.44)
a=ra= dt_ :
.
a=ro'=-, (1.45)

son las componentes tangencial y radial (o centripeta) de la
aceleracion (ver la figura 17).

a=ae
51=3n ér

Figura 17

Si multiplicamos la ecuacién (1.43) por la masa de Ia_particuia, se
obtiene la segunda ley de Newton en la direccion y sentido del nuevo
conjunto de vectores unitarios

F=md=-ra‘mé, +ramé,=-Fé, +Fg, (1.46)
donde p
=mra=m=, 1.47
F=mra=m di ( )

E_:mrwz =mv7 (1.48)

23



son las componentes tangencial y radial (o centripeta) que la
fuerza resultante ejerce sobre la particula y que, aunque se
desconozca, produce el movimiento circular de ella. En particular,
para el MCUA, la condicion ya dada (a=cte es equivalente a a=cte o
Ft=cte). Un tipo de movimiento todavia mas simple es el movimiento
circular uniforme (MCU) que significa que w=cte, v=cte, a=0 o F=0.
Como podemos ver de las ecuaciones (1.47) y (1.48), la fuerza
tangencial (que es la responsable de que la velocidad cambie de
magnitud) puede ser cero como es el caso en el MCU; pero la
fuerza centripeta (que es la responsable de que la velocidad
cambie de direccién y sentido) nunca puede ser cero.

Por altimo volvemos a insistir que en cada ejercicio a resolver, se debe
investigar quienes son las fuerzas tangencial y centripeta (y por lo
mismo la fuerza resultante) que hacen que el movimiento de la
particula sea un circulo.
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Unidad Il. Trabajo y Energia Mecanica.
111 Introduccién.

Antes de comenzar esta unidad es importante mencionar dos hechos
que nos motivan a incluirla en este curso. Probablemente no sean los
Unicos, pero nos permiten ver la relevancia de su ensenanza.

En primer lugar, se tiene que en algunas ocasiones |a fuerza resultante
sobre una particula (o alguna de las fuerzas componentes) depende
de la posicion en lugar del tiempo (y en otros casos de velocidad).
Un ejeqpplo de esto corresponde a la fuerza ejercida por un resorte
ideal, F=-ki, sobre un blogue que se mueve en una superficie
horizontal y que se muestra en la figura 1.

posicion de equilibrio

mg
Figura 1

Si se sustituye dicha expresion de fuerza en la segunda ley de Newton,
se llega a la siguiente "ecuacion diferencial” de la incognita x (ya que
no nos es posible integrar como se hizo en el caso de que la fuerza
resultante era constante):
2
‘ m% +hx=0 (2.1)

de la cual surgen las siguientes preguntas ;cémo se resuelve dicha
ecuacion? ;qué hacemos si no lo sabemos? ;sera importante que se
conoce la trayectoria del bloque? (por conocimiento de la trayectoria
no se debe entender la solucion x de dicha ecuacién, sino saber que el
bloque se mueve en el eje-x). La figura 2 muestra el tan llamado
péndulo simple que corresponde a una cuerda en cuyo extremo esta
unida una particula y se pone en movimiento en un plano vertical.
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Figura 2

Aqui se encuentra que la ecuacion diferencial de la incognita 6 es
de
L-‘—{Tz+g5en9=0 (2.2a)
que es parecida a la ecuacion del resorte, pero resulta que es mucho
mas complicada. Si se suponen desplazamientos angulares pequerios,
sinf=0, y la ecuacion nos queda como

Lga,[—?+g€=0 (2.2b)
que es una ecuacion similar a la del resorte. Aqui se tienen las mismas
preguntas que se hicieron para el sistema masa-resorte, y ademas
podemos decir que /a trayectoria es un arco de la circunferencia x*
+y? =2, Este tipo de problemas son tan importantes que no podemos
dejarlos a un lado por nuestra falta del conocimiento en ecuaciones
diferenciales. Por ello es importante resolver dichos problemas (y otros
miles mas) mediante una técnica distinta a la utilizada en la unidad I.
En segundo lugar, tenemos los problemas que ya se han resuelto en la
unidad | directamente utilizando la segunda ley de Newton, y que
como el mostrado en la figura 3, se puede notar que la trayectoria del
bloque se conoce (parte del eje-x). Seria un gran logro si con la
técnica por ver en esta unidad, este tipo de problemas se pueden
incluir.
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Figura 3

Sobre la base de que los dos tipos de problemas mencionados tienen
un denominador comun: se conoce la trayectoria del movimiento;
esto nos permitira reescribir la segunda ley de Newton con otras
cantidades fisicas por definir y que efectivamente nos permitirdn
resolver las dos clases de problemas mencionados.

Es importante decir en este momento que a pesar de utilizar una
técnica distinta en la solucion de los problemas, siempre es posible
hecha mano de lo ya visto con anterioridad, y que generalmente
este es el caso.

1.2 Trabajo y Energia Cinética.

En el movimiento de una particula cuya trayectoria (en general
curvilinea) se conoce y se muestra en la figura 4, por lo visto en el
movimiento circular, sélo la componente tangencial de la fuerza
resultante, Fgry, puede cambiar de magnitud al vector velocidad. Su
direccién y sentido ya se conoce de antemano puesto que es tangente
a la trayectoria en todo punto. Necesitamos por lo tanto, fa
proyeccién de la fuerza en la direccion de la velocidad.
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Trayectoria

> v

Figura 4

De esto Ultimo, nace el concepto del trabajo realizado sobre la
particula en un desplazamiento dr (el cual es obviamente paralelo
a la velocidad) como

oW =F, - dF (2.3)
pero, lo mas importante es el trabajo que realiza la fuerza resultante
entre dos puntos A y B de la trayectoria

(4 aB)z’]-ﬁ,,-dF (2.4)
de donde, las unidades, del trabajo son Newton-metro, gue se
denomina Joule y se denota en el S| como J.

De la definicion anterior es posible enunciar varias caracteristicas
importantes del trabajo realizado por una fuerza o la fuerza resultante.

Caracteristicas del trabajo.

(a) (4 - B)>0. El trabajo realizado por la fuerza es positivo, si esta
forma un angulo agudo con el desplazamiento.

(b) (4— B)<0. El trabajo realizado por la fuerza es negativo, si esta
forma un angulo obtuso con el desplazamiento.

(c) (4 — B)=0. El trabajo realizado por la fuerza es cero, si esta forma
un angulo recto con el desplazamiento. Esto es, si son
perpendiculares.

La figura 5 muestra estas caracteristicas.



a
5 = N
T2 \\‘\/ NI—D T

mg

Figura 5

(d) (4->B= iW,{A — B). El trabajo es aditivo. Esto significa que
i=l
podemos calcular los trabajos realizados por las fuerzas componentes,
utilizando para ellas las caracteristicas (a), (b) y (c), y luegosumando
algebraicamente dichos trabajos. La demostracién de esto es facil y
se muestra a continuacién
N - y -
(4> B)=13(F) =3 ]F - =SW(a>B (25)
=l 4 i=1

A=l

en donde se utilizé el principio de superposicion: la fuerza resultante
es igual a la suma vectorial de las fuerzas individuales.

(e) Para cualquier fuerza F que forma un angulo © con el
desplazamiento 4r (y por lo mismo con la velocidad v), siempre es
posible descomponerla en una componente perpendicular a la
velocidad (y por ello no hace trabajo) y otra paralela a ella (y que si
hace trabajo) como se muestra en la figura 6.

A

v

Figura 6

Si se sustituye la segunda ley en la expresion del trabajo, se tiene
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(4— B)= Tﬁn -dr = Tmé -dr = ij,—f -dr = Tm\? -d¥=‘]d(%mv1}
en donde la ::antidad ) 4 ’ ’
K=3m (2.6)
se le define como la energia cinética de la particula. Su valor al igual
que la velocidad (rapidez), depende del sistema inercial de referencia

que se utilice para medirla; esto es, su valor es relativo. Sus
unidades son obviamente J. De esta definicion tenemos

R, K,

(A— B)= Jd(%mv’): .IdK: K,-K,

y finalmente

AK=W(A4A— B) (2.7)
La ecuacion (2.7) se conoce como el teorema del trabajo y la
energia cinética y establece que: e/l cambio de energia cinética que
experimenta una particula entre dos puntos de su trayectoria, es igual
al trabajo fotal realizado sobre ella entre esos dos puntos. Esta
ecuacién es otra forma de reescribir la segunda ley de Newton, pero
en términos de otras variables. Esta es la ecuacion (una primera
forma) a la que pretendiamos llegar. Resulta indispensable remarcar
que el concepto de energia cinética sélo depende de la magnitud de la
velocidad por la suposicién del conocimiento de la trayectoria.
Puesto que en los ejercicios manejaremos ciertas fuerzas importantes
como: el peso, la fuerza de un resorte, la fuerza de friccion y la ley de
Coulomb (para la siguiente unidad), calcularemos el trabajo realizado
por cada una de dichas fuerzas.

1.3 Trabajos realizados por fuerzas importantes.

En este tema calcularemos algunos trabajos correspondientes a
fuerzas conocidas.

1.3.1 Fuerza constante.

La figura 7 muestra el movimiento de una particula bajo la influencia
de una fuerza constante.
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4

X
Figura 7
El trabajo que realiza dicha fuerza entre los puntos Ay B es
(A— B)= TFd‘ F- Td' F-(F)2 =F(F,-7) (2.8)

de donde se observa que este trabajo es equivalente al obtenido sobre
la particula como si esta se hubiera desplazado en la linea recta entre
los puntos Ay B.

Es importante en este momento resaltar tres aspectos importantes de
este trabajo:

(i) Este trabajo no depende de la trayectoria que pasa por los puntos A
y B. Solo depende de las coordenadas de dichos puntos
(ii) El trabajo de regreso es el negativo del trabajo de ida.
Esto es facil de probar puesto que el trabajo de regreso se obtiene con
la misma ecuacién (2.8) pero con los limites intercambiados, entonces
(B—> A)=F-(F,—F,)=-W(4— B) (2.9)
con lo cual queda demostrado. Es importante hacer notar que el
trabajo de regreso puede ser calculado por otra trayectoria que vaya
del punto B al A y lo anterior se sigue cumpliendo; esto se debe a lo
expuesto en (i).
(iii) El trabajo realizado por dicha fuerza en una trayectoria cerrada es
cero. De la ecuacion (2.9) se tiene
(B—> A)+W(A—B)=0 (2.10)
La figura 8 nos servira para tratar tres casos de fuerzas constantes:
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aY

[F=Fu
A
uf.p B
AAFIC /
n = \-r-/
e
F=-mg)
,}
Figura 8
(@) Si F=-mgj, ycomo 7, -7, =(x,-x,)i +(y,-»,)] se tiene
(B— A)=-mgy, +mgy, (2.11)
(b) Si F=Fi, se tiene
(B—> Ay==Fx, + Fx, (2.12)

(c) Si F=ri, donde & es un vector unitario constante tenemos
(A— B)= TFdrcosB F cosﬂTa’r— F(r,—r,)cosf (2.13)

donde 6 es el angulo fuo entre la fuerza y eI vector desplazamiento.
I1.3.2 Fuerza de un resorte. 7 = —jxi

La figura 9 muestra el sistema bloque-resorte en donde el resorte se
alarga y el bloque se mueve de izquierda a derecha.

Figura 9
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El trabajo realizado por la fuerza del resorte sobre el bloque entre los
puntos Ay Bes

(4 B)= j'(-im") (ded) = o= 1 + ke (2.14)

Note que si se considera compresion en lugar de alargamiento, el
resultado no cambia debido al exponente al cuadrado de la posicion x.
Puede observarse claramente, que las tres observaciones hechas
para la fuerza constante son vilidas para Ia fuerza del resorte.

11.3.3 Fuerza de Coulomb. 7 = K%.

La figura 10 muestra el movimiento de una carga prueba q dentro del
campo producido por la carga Q.

?Y

Figura 10

Para calcular el trabajo realizado por la fuerza que Q ejerce sobre q
para moverla del punto A al punto B, procederemos como sigue: si en
el calculo integral se aproxima uno a la grafica de una funcién por
pedazos horizontales y verticales, nosotros nos aproximaremos a la
trayectoria dibujada entre A y B en la figura, por medio de pedazos
radiales y circulares. Note que el trabajo realizado por la fuerza en los
tramos circulares es cero, mientras que en los tramos radiales el
trabajo es distinto de cero. De esto se tiene
Oq .94

(4 B)=JkLs). @ra)= Tk Lar= k2 - (2.15)
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Debe quedar claro que este trabajo es equivalente calcularlo de A a B'
o de A a B; es decir, este trabajo es entre cualesquiera dos puntos de
las circunferencias de radio ry y rg.

Al igual que la fuerza constante y la fuerza de un resorte, esta fuerza
también cumple las tres observaciones ya mencionadas-

1.3.4 Fuerza de friccién. f =—uNi .

Para la fuerza de friccion se tiene gue v es un vector unitario en la
direccidn y sentido del vector velocidad, como se muestra en la figura
11. En el caso de la figura 11 se nota que la normal va cambiando de
magnitud, direccidn y sentido y, por lo tanto no se puede calcular el
trabajo si no se conoce como varia la normal; equivalentemente, se
requiere la ecuacion de la trayectoria.

?l v X

mg mg

Figura 11

El trabajo realizado por esta fuerza es
(A—)B):l];aV(ﬁ-dF)=—p)]‘N(9)dr (2.16)

de donde se ve claro que la integral no se puede resolver sin el
conocimiento de la trayectoria. En el caso en que la magnitud de la
normal es constante (6=cte) como se muestra en la figura 12, la
integral ya se puede resolver.
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Figura 12

Para este caso, el trabajo es

(A— B)=-uN(L,) (2.17)
donde L,g es la longitud de la trayectoria entre los puntos A y B.
De lo anterior podemos resumir que: (i) la fuerza de friccion depende
de la trayectoria, (ii)el trabajo de regreso no es igual al trabajo de ida
aln en la misma trayectoria, puesto que esta fuerza cambia de sentido
y también el desplazamiento dando lugar a un trabajo siempre
negativo; (i) por lo dicho en (ii), el trabajo realizado por la friccion
en una trayectoria cerrada no es cero.
Aunque es imposible analizar todas las fuerzas que cumplen las tres
observaciones mencionadas y todas las que no las cumplen, debe
quedar claro que nos encontramos ante la antesala de clasificar a las
fuerzas en términos de si cumplen las tres observaciones o no.
Esta clasificacién sera de suma importancia para reescribir el teorema
del trabajo y la energia cinética en términos de otros conceptos de
suma importancia en la ciencia e ingenieria: /a energia potencial y la
energia mecanica.

1.4 Conservacion de la Energia Mecanica.
En este tema nuestra meta es llegar a establecer un principio general

de la naturaleza: el principio de conservacion de la energia
mecanica: el cual resulta, como ya se indico, de reescribir el teorema
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del trabajo y de la energia cinética en términos de otras variables
fisicas.

11.4.1 Fuerzas conservativas y no conservativas.

Estamos en la posicién de hacer una clasificacién de las fuerzas de la
naturaleza. Diremos que una fuerza es conservativa si se cumple
cualquiera de las siguientes aseveraciones:

(i) El trabajo que realiza es independiente de la trayectoria.

(ii) El trabajo que realiza en una trayectoria cerrada es cero.

(iii) El trabajo que realiza se puede recuperar (el trabajo de regreso).
(iv) Existe una funcién escalar  (x,y,z) talque F=-VU(x,y,z).
(WMSIiVxE=0.

De lo anterior, se tiene que una fuerza es no-conservativa si no
cumple cualquiera de dichas aseveraciones.

Notemos que en el caso de los tres primeros trabajos, las fuerzas que
los realizan son fuerzas conservativas y el lltimo trabajo (el realizado
por la friccién) corresponde a una fuerza no conservativa. Para el
subtema que sigue es necesario hacer notar que de las aseveraciones
(ii) y (iii), se tiene

(B—> A)=-W(4—> B) (2.18)
1.4.2 Energia potencial.

En la fisica se define el cambio de energia potencial de una
particula, como el trabajo que puede recuperarse, y este es por lo
tanto el trabajo de regreso:

AUEW(B%A}:—W(A—-)B):TF-.:{F (2.19)

en donde se utilizo la ecuacion (2.18).

Puesto que los trabajos de ida ya fueron calculados para cuatro
fuerzas, para cada una de ellas se puede definir un cambio de energia
potencial. Procederemos a hablar de cada una de ellas.

(a) Cambio de Energia Potencial Gravitacional.

Este cambio se encuentra asociado a la fuerza que se denomino el
peso de un cuerpo. Se tiene que dicho cambio es
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AU =(mgy,) - (mgy,) (2.20)

cuya unidad es obviamente el Joule, J en el SI.
De esta ecuacion, se observa que existe una funcién candidato (ver la
aseveracion (iv)) para llamarle la energia potencial gravitacional:

(¥)=mgy (2.21)
la cual si se evalla en el punto final B y en el punto inicial A y se
restan, se obtiene la ecuacion (2.20). Notemos también, que la funcién

(¥)=mgy+c (2.22)
también reproduce la ecuacién(2.20) si se evallia en los mismos
puntos y se resta. Todo esto nos indica que la funcién que nos permite
definir el concepto abstracto de energia potencial gravitacional esta
definida salvo una constante; esto es, la constante nos es indiferente
puesto que lo que es fisicamente importante son los cambios de
energia potencial. Por lo cual quitaremos la constante eligiendo
adecuadamente un nivel de referencia donde se pueda definir el cero
de energia potencial gravitacional, y desde dicho nivel de referencia se
debe medir la energia potencial gravitacional. De la ecuacién (2.22) se
tiene que

(y=0)=0+c=c (2.23)
lo que indica que en y =0 el valor de la energia potencial gravitacional
es el valor de la constante. Precisamente es en y =0 donde se define
el nivel O0J de dicha energia. De esta manera, la funcién energia
potencial gravitacional, se define como

(y)=mgy (2.24)
en donde se supone que el nivel de 0J esta en la superficie de la tierra.
Es importante mencionar que se acostumbra suponer almacenada
dicha energia; en este caso se le asigna al objeto sujeto a la fuerza de
atraccion de la tierra.

(b) Cambio de Energia Potencial del Resorte.
En este caso se tiene

AU:G&;]-G;@) (2.25)
en donde la funcién energia potencial mas general es
ke 4o (2.26)

De la ecuacion (2.26) se observa que en x= 0 que corresponde a !a
posicién no deformada del resorte, la constante es igual a la energia
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potencial en dicho lugar; por lo que si se define el 0J en dicha posicion,
entonces la energia potencial asociada al resorte es
= %kx’ (2.27)

y dicha energia potencial se supone almacenada en el resorte.

(c) Cambio de Energia Potencial Electrostatica.
En este caso tenemos

AU:(k%}-[kq—fAJ (2.28)
y la funcion energia potencial electrostatica mas general es
(N=k3e ¢ (2.29)

De esta ecuacion se puede observar que cuando las dos cargas se
encuentran separadas una distancia infinita ( » -« ), la constante es
igual a la energia potencial en dicho lugar, por lo que si se define el 0J
en dicha situacion, entonces Ja energia potencial electrostdtica de
dichas cargas es

()= k22 (2.30)

y dicha energia potencial se supone almacenada en las cargas
eléctricas.

Podemos generalizar diciendo que la energia potencial de
cualquier especie depende de la configuracion del sistema que
esta uno tratando (entendiéndose por configuracién, las coordenadas
relativas de las particulas que constituyen el sistema), y recuerde que
la energia cinética depende del estado de movimiento de las particulas
del sistema a tratar. Por Ultimo, debemos mencionar que el concepto
de energia potencial no se puede asociar a las fuerzas no-
conservativas, como es el caso de la fuerza de friccion.

1.4.3 Conservacion de la Energia Mecanica.
Con el nuevo concepto de energia potencial procederemos a reescribir
el teorema del trabajo y la energia cinética. De la ecuacion (2.7) se

tiene
AK=W(A— B)) (2.31)
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M:Zm(,qﬁ»a))Jr'Zwmt.‘t—»B) (2.32)

donde la ¢ y nc corresponden a las palabras conservativo y no
conservativo respectivamente. Por lo cual, el primer término de (2.32)
corresponde a la suma de los trabajos que son realizados por fuerzas
conservativas y, el segundo término corresponde a la suma de los
trabajos realizados por fuerzas no-conservativas.

Luego, se tiene que

AK =2 (4~ B)+XW, (4 B) (2.33)
de lo cual, la ecuacion (2.32) nos queda como
AK+ Y AU, =2 W (A — B) (2.34)

y reescribiendo la parte izquiérda de'la ecuacion anterior se tiene
K,+ZU,)—(KA+Z‘:U,)=W,N(A—>B) (2.35)

en donde el indice T, indica que el lado derecho de la ecuacion (2.35)
corresponde al frabajo fotal realizado por las fuerzas no-
conservativas. También, de dicha ecuacion se observa en forma
natural una cantidad que merece ser definida. Esta cantidad
denominada /a energia mecanica de una particula y denotada con
la letra E se define como

E=K+2U, (2.36)

y que es igual a la suma de su energia cinética y todas las formas de
energia potencial.
Con esta definicién la ecuacion (2.35) se puede finalmente reescribir
como

AE=W, (4— B) (2.37)
y que es la ecuacion a la que se pretendia llegar. Esta establece que:
el cambio de la energia mecéanica de una particula entre los
puntos A y B es igual al trabajo total realizado por las fuerzas no-
conservativas. También, de esta ecuacion surge el principio de
conservacion de la energia mecanica que establece que : en
ausencia de fuerzas no-conservativas, la energia mecénica de una
particula permanece constante.
Este principio se puede establecer matematicamente como

E,=E, (2.38)
Finalmente cabe aclarar dos cosas; la primera se refiere a que la
ecuacion (2.38) es un caso particular de la ecuacion (2.37); la segunda
tiene que ver con la explicacion clara y precisa de que al decir que la
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energia mecanica es constante, se refiere a que su valor es el mismo
en dichos dos puntos independientemente del tiempo y que ademas la
forma matematica de ella puede ser muy distinta en ambas posiciones.
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Unidad lll. Potencial Eléctrico.

lll.1 Introduccién.

En esta unidad continuaremos el estudio de la electrostatica para
cargas puntuales que se comenzd en el curso anterior de fisica
(Fuerza y Equilibrio). Para centrar nuestra discusién, comenzaremos
con un pequefio resumen de lo visto en dicho curso y que corresponde
a la Ley de Coulomb y el Campo Electrostatico; y posteriormente
veremos los conceptos nuevos de potencial electrostatico y energia
potencial electrostatica.

1Il.2 Ley de Coulomb.

La figura 1 muestra dos cargas puntuales denotadas por Q y q que se
encuentran interactuando

Figura 1

La fuerza que siente la carga q llamada la carga prueba, se encuentra
dada por la expresién

F= K%&R (3.1)
en donde se deben sustituir los valores con todo y signo de. las cargas
eléctricas. Para generalizar lo anterior, considere el conjunto de N
cargas: Q;, Q, ..., Qy actuando sobre la carga prueba como se
muestra en la figura 2.
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Figura 2

La fuerza que siente la carga prueba se encuentra dada por la
expresion

= A N Qq_

F=2F=2K233, (32)

i=] i=1 y

que nos indica que la fuerza total es la suma vectorial de las fuerzas
individuales gue le ejercen cada una de las cargas a la carga prueba.
La ecuacién (3.2) nos representa el ya bien conocido principio de
superposicion. También es importante recordar que en la unidad Il se
demostré que la fuerza electrostatica es conservativa.

11l.3 El Campo Electrostatico.

Recordemos que en la mayoria de los fenomenos de caracter
electrostatico se puede suponer que la interaccién es instantanea.
Sin embargo y para fenémenos mas complejos, es importante que se
considere el hecho de que todas las interacciones no se propagan
en forma instantanea. Se requiere de un tiempo finito para que en
nuestro caso, una carga se informe que la fuerza que le ejerce otra
carga ha cambiado en virtud de que, digamos, la posicién de
cualquiera de ellas ha cambiado. Para esto se introduce el concepto
del campo electrostatico como intermediario de la interaccién: una
carga produce en su alrededor un campo electrostatico el cual
cuando se ve perturbado produce una onda electromagnética que
se propaga con la velocidad de la luz en el medio y es esta onda la
que le informa a la otra carga de que la interaccion entre ellas ha
cambiado.

La figura 3 nos muestra una carga Q que crea en el espacio que la
rodea un campo electrostatico (se ha caracterizado dicho campo con
un sombreado alrededor de ella).
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X

Figura 3

Se define el vector intensidad de campo electrostatico (o por
brevedad simplemente campo electrostatico), £ , como
_ F _
-7~ K%QR (3.3)
en donde se ha sustituido la fuerza que siente la carga prueba
(ecuacién 3.1). Este es el campo electrostatico que produce Q en el
punto del espacio donde estaba la carga prueba.
Para generalizar a muchas cargas, considere las N cargas mostradas
en la figura 4.

Y Q=1 eQ,

Figura 4
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En este caso se tiene que el campo en el punto del espacio donde
estaba la carga prueba esta dado por

- F o . P
=E=2KR_';CJ,_, =§E (34)

donde nuevamente vemos el principio de superposicion, pero para el
caso de los vectores campos electrostéticos.

La figura 5 muestra las lineas de fuerza o de campo para el caso de
una y dos particulas cargadas.

' /
\ } & 7
., V4
e _—
o L » N
/ . p ™,
1 .
/ ‘ \ \

Figura 5

Para terminar este resumen, daremos las propiedades que tienen las
lineas de fuerza.

(a) El vector E es tangente en todo punto a las lineas de campo.

(b) La magnitud del campo eléctrico es proporcional a la densidad de
lineas de fuerza (No. de lineas/m?). Esto es equivalente ha decir que
en las regiones donde las lineas de fuerza estén muy juntas, ahi se
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r:_ene un campo intenso; asimismo, en donde estén muy separadas se
tiene un campo débil. Finalmente, es importante recalcar que la
naturaleza conservativa de la fuerza electrostatica nos permitir definir
los conceptos de este tema.

lll.4 Energia Potencial Electrostatica.
La figura 6 nos muestra a una carga prueba que se mueve por una

trayectoria I' bajo la accién de un campo electrostatico cuya fuente por
el momento no nos interesa.

Figura 6

Se define el cambio de energia potencial electrostatica como el trabajo
que puede ser recuperado. Esto es equivalente a suponer que
aplicamos una fuerza externa, F , de la misma magnitud y direccién
que la fuerza eléctrica, F , que siente la carga prueba pero de sentido
contrario. Esto nos permite asegurar que al llevar a la particula
cargada desde A hasta B en equilibrio durante todo el trayecto, la
energia que se mide es Unicamente de caracter electrostatico (por
ejemplo, no hay energia cinética). De esto, se tiene

AU:W,(B—»A)z—TF:-dF:W(A—)B):IF‘-dF

Ahora si es importante saber la fuente que produce el campo
electrostatico que se supuso. La fuente puede ser:

(a) una carga puntual.

(b) un conjunto de N cargas puntuales.

(c) cuerpo(s) cargado(s).
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Sélo nos interesaremos con los casos (a) y (b). La figura 7 muestra el
caso de una carga fuente y la carga prueba.

Figura 7

En este caso el cambio de energia potencial entre los puntos Ay B es

AU= K%- x%i (3.6)
expresion ya encontrada en la unidad anterior. Recordemos que el
concepto energia potencial y en nuestro caso de origen electrostético
se puede definir salvo una constante en la forma

n=k% @7
en donde el valor de la constante aditivo se elige cero tomando el cero
de energfa potencial en el infinito ( r -« ). También, es importante
recordar que en la resolucion de problemas la eleccién de este nivel de
referencia es indiferente, puesto que lo que es fisicamente importante
es el cambio de energia potencial.
Para generalizar el resultado anterior, consideremos el sistema de
cargas de la figura 8.
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Figura 8

Para calcular el cambio de energia potencial entere A y B y la energia
potencial, aprovechamos la propiedad aditiva del trabajo ya vista en la
unidad anterior. De esta propiedad se tiene

AU:Z:K%E-gK%—q (3.8)
de donde ‘
=S (39)

=l n
con el cero de energia potencial electrostatica nuevamente en el
infinito. Si se nos preguntara ;cual es la energia potencial
electrostatica almacenada por las N cargas mostradas en la figura 87,
cometeriamos un error al pretender utilizar la ecuacién (3.9) ya que en
dicha expresiébn no se toma en cuenta la energia potencial
electrostatica entre las parejas Q; y Q; Para encontrar la energia
electrostatica almacenada por un sistema de N cargas: Q,, Q;, ..., Qy,
se procede de la siguiente forma:

Consideremos el sistema de dos cargas que se muestra en la figura 9.
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Figura 9

Existen dos maneras de formar dicha configuracién, cada una de las
cuales depende del orden en que se traigan las cargas desde el
infinito.

Si suponemos que traemos primero la carga 1 desde el infinito hasta el
lugar deseado, esto se puede hacer sin realizar ningun trabajo de
origen electrostatico (puesto que todavia no existe ningun campo
electrostatico en el espacio); luego, se trae la carga 2 bajo la influencia
del campo producida por la carga 1 en el espacio. De esta forma y
usando la ecuacion (3.7), la energia almacenada por las dos cargas es

a=K % (3.10)
12
y si invertimos el orden en que se traen, se tiene
nzKQéQI:Un (3.11)
21

debido a lo conservativo de la fuerza electrostatica.

Ahora bien, ya que sabemos que el orden en que se traigan las cargas
no importa, procedemos a calcular la energia electrostatica
almacenada en un sistema de tres cargas que se muestra en la figura
10.

48



Q: .k

’ \\‘\\Bu

Riz \\,Q Qs

P
// ]
r /""‘ Rz
Q:

Figura 10

Para nuestro fin, traeremos las cargas segun su numeracién. Cuando
se trae la carga 1 y se coloca en su lugar, no se requiere hacer ningun
trabajo de origen electrostatico, cuando traemos la carga 2, se
requiere hacer un trabajo debido al campo producido por la primera
carga, luego la energia almacenada por las dos cargas es

00,

n =K~ (3.12)
como era de esperarse. Cuando se trae la carga 3, esta se vé bajo la
influencia de los dos campos producidos por las dos primeras cargas.
Utilizando el principio de superposicion podemos suponer que
traemos la carga 3 bajo la influencia individual de la carga 1y luego de
la carga 2 y posteriormente sumar los efectos individuales. Es decir,
bajo la influencia de la carga 1, el trabajo para traer la carga 3 y
colocarla en su lugar es

90,
K*
. RIJ
y bajo la influencia de la carga 2 se tiene
_ 920

n = K RZ)

de donde, la energia almacenada por estas dos cargas es
00, , 20

'3+UH=K_RT+ -Rn

y, finaimente obtenemos la energia almacenada por las tres cargas:

LTI
2894198
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7U:2+U|1+U [{'Q‘Q2 Q_'QJ,+KQé_Ql

% % (3.13)

Si se generaliza a N cargas como es nuestro objetivo, podemos
escribir la energia almacenada por este sistema como

k29

2 2.2, R-, (3.14)
en donde el factor 1/2 se debe a que la doble sumatoria contiene el
doble de términos de la energia; también, debe quedar claro que los
términos i=j se deben descartar ya que no tienen sentido fisico.

Es conveniente aclarar la ecuacién (3.14) respecto a la ecuacion (3.9):
(a) la ultima expresién representa la energia necesaria para construir
la configuracion de N cargas deseadas, (-) la energia necesaria para
destruir dicha configuracién ¢ la energia electrostatica almacenada por
dicha configuracion.

(b) la ecuacion (3.9) representa la energia potencial electrostatica de la
carga prueba respecto al sistema de las N cargas

111.5 Potencial Electrostatico.

Asi como el campo electrostatico tiene entre otras virtudes no
depender de la carga prueba, es posible asociar con la energia
potencial electrostatica un nuevo concepto independiente de la carga
prueba, este es la diferencia de potencial electrostatico (abreviado
ddp) entre los puntos A y B de la trayectoria que sigue la carga
puntual. La ddp electrostatico se define como la diferencia de energia
potencial electrostatica por unidad de carga entre los puntos A y B de
la trayectoria I de la figura 7 y figura 8.

Por lo tanto, la ddp electrostatico es
A e |
AV = = _KR,,_KJL (3.15)

y la cual es producida por la fuente Q como se muestra en la figura 7.
Asimismo, se tiene que

AV*——iKQ ZK (3.16)

que corresponde a la d.d.p. electrostatlco cuya fuente es el sistema de
N cargas de la figura 8. Las unidades de la ddp es el Joule /coulomb
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que se denomina volt y se denota como V en el S| de unidades. De la
ecuacion(3.5) se tiene

AU _ *F, .
AV=T=—77;-d?=TEAdF (3.17)
A

A

la cual nos permite conocer la ddp en términos directamente del
campo electrostatico. Luego, si la fuerza se relaciona con la energia
potencial, entonces el campo se relaciona con la ddp.

También, de la ecuacion (3.17) se observa que otra unidad para el
campo es V/m la cual es mas utilizada en la ingenieria. Con el
concepto ddp electrostatico se puede definir e/ concepto denominado
potencial electrostético el cual esta definido salvo una constante
al igual que el concepto de energia pofencial. El potencial
electrostatico en el caso en el cual la fuente es una carga puntual Q es

WL (3.18)
q r
como se muestra en la figura 11.

4

Figura 11

Si la fuente corresponde a N cargas puntuales se tiene que el
potencial electrostatico tiene la forma
. )EK % (3.19)
g =7 _
que se ilustra en la figura 12. Note que para el potencial se elige su
valor de OV en el infinito al igual que con la energia como era de

esperarse por la relacién existente entre ellas.
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Es importante mencionar que por ser el potencial una funcion escalar,
en lugar de vectorial, este simplemente se suma algebraicamente. De
la definicion de la energia mecanica vista en la unidad Il

E=K+2U, (3.20)
si deseamos incluir la carga como una propiedad que pueden tener los
cuerpos, entonces simplemente debemos agregar un término de
energia potencial electrostatica en la ecuacioén anterior.
Asimismo, la ecuacion de balance de energia mecanica permanece
inalterable y por su utilidad en esta unidad repetimos su expresion

AE=W__(A— B) (3.21)
Para finalizar la unidad consideramos importante mencionar que los
problemas que podemos resolver son muy parecidos a los de la
anterior unidad, salvo que incluiremos una energia potencial extra,
esta es, la energia potencial electrostatica.
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Unidad IV. Fuerza electromotriz y Circuitos.
IV.I Introduccién,

En esta unidad clasificaremos a los materiales en una forma simple y
que corresponde a dos tipos. Luego estudiaremos las propiedades de
transporte de carga a través de aquellos materiales del tipo
denominados conductores y que nos ayudan en la vida cotidiana a
tener corrientes eléctricas en ellos, Hablaremos de la propiedad de los
conductores denominada resistencia y de varios tipos de fuentes que
no son de origen electrostatico. Finalizaremos resolviendo circuitos
cuyos elementos son resistivos exclusivamente.

IV.2 Conductores y dieléctricos.
La figura 1 muestra un bosquejo del movimiento azaroso que tienen

los electrones libres dentro de un material de los llamados conductores
(en la figura se muestra solo a un electrén).

Figura 1

Estos materiales al conformarse mediante la unién de atomos por
medio del enlace denominado idnico, permiten que cada atomo
contribuya con un electron que no queda enlazado al atomo en
cuestién ni a ningun otro por lo que se les denomina electrones
libres o portadores de carga. Este flujo de portadores por ser
azaroso no da lugar a un flujo neto de carga a través de la superficie
transversal del conductor; es decir, en promedio es igual el nimero de
portadores que atraviesan la superficie transversal de derecha a
izquierda que los que la atraviesan de izquierda a derecha. Si se
quiere que exista un flujo neto de carga hacia un sentido preferencial,
es necesario darles un movimiento extra a los portadores. Este
movimiento extra podemos darlo diciendo que les daremos energia,
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les aplicaremos un campo, una fuerza o les aplicaremos un potencial
ya que todos estos conceptos se encuentran relacionados. Nos
interesa pensar en términos energéticos (energia potencial o
potencial). Para darles energia a estos portadores se requieren
dispositivos que pueden proveer en forma permanente de energia a
dichos portadores para que circulen por el circuito formado por el
conductor y los alambres del cableado, a este tipo de dispositivos (ver
la figura 2) se le denomina fuerza electromotriz, fuente de voltaje o
electromotancia. Cuando el material no es conductor se le denomina
dieléctrico o aislante y debido al enlace covalente que es el que los
forma, no posee las caracteristicas ya mencionadas de los
conductores.

portador negativo portador positivo

[ y
| “alambre I alambre )1
— B

Figura 2

Esta fuente realmente no produce energia en forma permanente
(recuerde la segunda ley de la termodinamica), pero supondremos que
cuando la fuente se "agote", entonces simplemente se cambia por otra.
Por agotar entendemos que el voltaje que suministra ya no es el
suficiente para que los portadores continten su movimiento que
necesitamos de ellos. El voltaje que suministran estas fuentes se
mide en volts pero su origen no puede ser de origen
electrostatico. Esto puede quedar claro si consideramos dos placas
de conductor cargadas en igual cantidad pero de signos contrarios; si
se conecta esta fuente electrostatica en el circuito ya mencionado, se
establece un flujo de carga en un tiempo tan pequefio que
posteriormente a dicho tiempo ya no se tiene ningun flujo de carga en
el circuito. Entre las distintas fuentes que podemos mencionar,
preferimos darle énfasis a la mas conocida de todas por su utilizacion
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cotidiana por la gente; estas fuentes son las pilas, baterias o
acumuladores que proveen de energia a los portadores mediante
reacciones quimicas que se realizan en su interior y que convierten
esta energia quimica en energia eléctrica. En un curso posterior y mas
formal de electromagnetismo pueden ver otros tipos de fuentes.

IV.3 Corriente Eléctrica.
La figura 3 muestra un circuito formado por un conductor cilindrico,
alambres y una bateria.

B
— o—
—r o—»

__,74l0
)

Figura 3

Se define la corriente eléctrica en un conductor como el flujo de
carga neta que atraviesa la seccién transversal por unidad de tiempo

1=52 @.1)
cuyas unidades son coulomb entre segundos a lo que se le da el
nombre de amperes y se denota como A en el Sl. Esta definicion es
sélo valida en el caso en el cual la corriente eléctrica es continua,
constante o directa lo cual ocurre cuando el cociente en la ecuacién
(4.1) es el mismo para cantidades proporcionales de carga en tiempos
proporcionales.
Si la corriente depende del tiempo, es necesario hablar del concepto
corriente eléctrica instanea (note la similitud con los conceptos
promedio e instantaneo de la velocidad en una dimensién). En este
caso, la definicion es

AQ_d0 42)

En lo que sigue nos dedicaremos al caso de corriente directa, por lo
que las ecuaciones anteriores son la misma. También es importante
remarcar que supondremos que los portadores de carga son
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positivos y por convencion diremos que la corriente va en el sentido
en el cual se mueven ellos. En el siguiente tema se justificara esta
suposicion.

IV.4 Vector densidad de corriente.

La figura 4 muestra un corte oblicuo de un pedazo de conductor
cilindrico.

g . —
,r. e :ST J
I} Vd 1
,. B — —r
', Va i, Vd ds
L

Figura 4

Se acostumbra en los libros de circuitos eléctricos para ingenieria y en
algunos libros de fisica representar a las corrientes eléctricas mediante
"flechas" y asignarles "direccion y sentido". Esto da la impresiéon de
que la corriente es un "vector" lo cual no es verdad, puesto que se
trata de un escalar. En todo caso esta "notacion" permite resolver en
forma simple los circuitos eléctricos y después de resolverlos,
podemos mediante esta notacion indicar el sentido de la corriente en
algunas partes del circuito en donde a priori no podemos asegurarlo.
Como vamos a observar, formalmente la flecha que se dibuja
representa el vector densidad de corriente.

Definamos las siguientes cantidades

n=No. de portadores/volumen.
At=tiempo en el cual, cualquier portador viaja una distancia L.

Puesto que el movimiento de los portadores de carga no es tan libre
por todas las colisiones que tienen con las demas particulas del
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material en su interior, estos portadores desde el punto de vista
macroscopico se mueven con una velocidad efectiva practicamente
constante denominada velocidad de arrastre que denotaremos como
v,.Esta situacion es parecida al movimiento de una piedra dentro de un
fluido.

Con esto, el No. de portadores que atraviesan la seccion transversal
en el tiempo At es nLA cosb y la cantidad de carga que atraviesa
dicha superficie se encuentra multiplicando la anterior cantidad por la
carga, q, de los portadores, obteniendo
AQ =gnLacosf = gnv,AtAcosd
De donde el flujo de carga en el tiempo At, o corriente eléctrica es
=%=(qnv,,)u)cose=3- i (4.3)

donde

J =qnv, (4.4)
es el denominado vector densidad de corriente. Note que si se
consideran los portadores de carga como negativos, se tiene que
hacer dos cambios de signo en la ecuacién (4.4), uno en la velocidad y
otro en la carga. Esto da lugar a que independientemente del signo
del portador, el vector densidad de corriente sefala hacia el
mismo lugar, lo que justifica que se considerara a los portadores, por
convencion, de signo positivo; ademas, vemos que es éste vector el
que realmente dibujamos en los circuitos eléctricos y que el
asignarselos a las corrientes eléctricas es un artificio matematico muy
atil para resolver circuitos eléctricos. Es importante mencionar que si
este vector es independiente del signo del portador, esto permite que
un tercer tipo de material denominado semiconductor presente
propiedades muy interesantes cuando se le contamina con otro tipo de
atomos de tal forma que exhiben dos tipos de portadores de carga con
vectores densidad de corriente en la misma direccion y sentido. En el
caso que el vector densidad de corriente (que no depende del tiempo
en nuestro caso) varie espacialmente en cada punto dentro del
material, la ecuacién(4.3) se debe reescribir como

1=17.di (4.5)

i
Cabe recordar que seguiremos considerando a los portadores como
positivos.
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IV.5 Ley de Ohm.

De los experimentos realizados con conductores, estos presentan el
siguiente comportamiento:

(a) n es independiente de las coordenadas. Esto es no varia dentro
del material.

(b) J es proporcional a la primera potencia del campo eléctrico (no
electrostatico), E , que crea la bateria colocada en el circuito mostrado
en la figura 5.

Figura 5

El anterior comportamiento se puede demostrar que se cumple para
campos eléctricos no muy intensos, del orden de 10® V/m. Este valor
de campo eléctrico permite una gran aplicacion del modelo del
conductor en distintas ramas de la ciencia e ingenieria. Escrita como
una igualdad, el modelo descrito se expresa matematicamente como

J=ok (4.6)
donde o es llamada la conductividad del conductor y a dicha
ecuacién se le conoce como la Ley de Ohm microscépica. Esta
cantidad nos dice que tan buen conductor es el material. Si aplicamos
la relacion voltaje-campo y densidad de corriente-corriente se tiene

I

V
49L
de la cual se obtiene
=IR (4.7)
que corresponde a la Ley de Ohm macroscopica y en donde
R=ti-pL 48)
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se conoce como la resistencia R del conductor y p la resistividad. Las
unidades de la resistencia son volts entre ampere que recibe el
nombre Qe ohm y se denota como £2 en el Sl. De las unidades de |a
resistencia daremos las unidades de la resistividad del conductor
1
p=y (49)

que son 2m. Finalmente, las unidades de la conductividad son 1/2m
=8/m, donde S es la notacién de las unidades llamadas siemens y que
corresponde al inverso de las unidades de resistencia (ohms)en el SI.

IV.6 Potencia.

Es importante desde los cursos de mecénica definir el concepto de
potencia como la rapidez con la cual se suministra o absorbe energia.
En el caso de una fuente, cuando un portador es atraido por su
terminal negativa, absorbe energia y es repelido por su terminal
positiva, la rapidez con la cual la fuente suministra energia al portador
es

dU _d

dq

En el caso en el cual el portador pasa por la resistencia (por el
conductor), el portador cede energia la cual se transforma en energia
calorifica del conductor (fenémeno que se conoce como efecto Joule).
Esta energia que absorbe la resistencia, y mas aun la rapidez con la
cual la absorbe se encuentra con la misma ecuacion (4.10); esto es, /a
ecuaciéon mencionada es general. En el caso de que las resistencias
tengan el comportamiento 6hmico se puede sustituir la ley de Ohm en
la ecuacion (4.10) y obtener para la potencia absorbida por las
resistencias 6hmicas

2

V
PR=VI=‘”R=T (4.11)
Para cualquier otro elemento de circuitos se utiliza la ecuacion (4.10)

para calcular la potencia que suministra o absorbe.

IV.7 Circuitos eléctricos con resistencias.

En lo que sigue estudiaremos los circuitos mas simples, que son los
que contienen fuentes de voltaje (baterias) y resistencias. Sin

embargo, las reglas para resolver cualquier tipo de circuito son
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generales y son las que veremos en este tipo particular de
circuitos.

IV.7.1 Ley de voltajes de Kirchhoff. LVK.

Consideremos el circuito de la figura 6 el cual es conocido como el
circuito de una malla(este término se detallara con mas profundidad
posteriormente).

|

=
v;_ R
|

Figura 6

En este circuito se ha utilizado los simbolos circuitales para
representar a la fuente y a la resistencia del conductor. También es
importante mencionar que aunque el cableado de un circuito lo
componen conductores y por lo mismo tienen resistencia, se
considerara que dichos conductores tienen resistencia cero. De otra
forma, se debe considerar que la resistencia del cableado es
despreciable respecto a la resistencia mas pequefia que se halla en el
circuito.
Si consideramos la conservacion de la energia en el circuito
mostrado, se tiene que /a potencia suministrada por la fuente es igual
a la potencia que se disipa por efecto Joule en la resistencia, esto es
P= I=I'R=P, (4.12)

de donde se obtiene

+V -IR=0 <] -V +IR=0 (4.13)
Como las dos ecuaciones (4.13) son la misma, podemos enunciar una
regla denominada Ley de Voltajes de Kirchhoff (denotada por LVK)
cuyo enunciado dice:
La suma algebraica de voltajes en una trayectoria cerrada es cero.
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Esta ley es independiente de donde comenzamos y terminemos (el
mismo punto); también, la trayectoria puede ser real (coincidir con el
cableado) o imaginaria (pedazos de ella pueden no formar parte de la
trayectoria elegida).

Para que el uso de esta regla nos permita no cometer errores, es
indispensable agregar a su uso las siguientes convenciones:

(a) elige un recorrido arbitrario para tu trayectoria, que por el momento
es el circuito de nuestra figura. Sélo hay dos posibilidades: horario o
antihorario.

(b) se elige la "direccion" de la corriente en forma arbitraria en el
circuito, ya que solo hay una corriente en el.

(c) respecto a la fuente, si esta se atraviesa respecto al recorrido
elegido de - a + se escribe +V y se le denomina subida de voltaje.
En el caso contrario se escribe -V y se dice que corresponde a una
caida de voltaje. Para la resistencia, si se atraviesa respecto al
recorrido elegido en la misma direccion gue la corriente elegida se
escribe - IR y se dice nuevamente que hay una cada de voltaje. En el
caso contrario se tiene la subida de voltaje + IR.

Si aplicamos LVK para el circuito de la figura 7 con todas las
posibilidades de eleccién de recorrido y sentido de la corriente, se
pueden construir cuatro "distintos casos" para obtener el valor de la
corriente en el circuito si se supone conocido el valor de la fuente y de
la resistencia.
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© (d)

Figura 7

Las ecuaciones obtenidas obtenidas en los casos (a) y (¢) son + V - IR
=0y-V+IR =0 lo que da como resultado
V

En cambio, para los casos (b) y (d)setiene+V+IR=0y-V-IR=0
obteniendo para la corriente

Para conciliar los dos resultados obtenidos, llegamos a la siguiente
conclusion: la magnitud de la corriente es unica, pero el signo
menos en el segundo resultado nos indica que la corriente tiene la
"direccién" contraria a la correcta. Por correcta se entiende lo que
se obtiene en el primer resultado pues si los portadores los debemos
suponer positivos como ya se menciond, entonces estos portadores
circulan en el circuito obviamente en el sentido horario. Es también
importante resaltar el hecho de que en los casos (b) y (d) no se tendria
la necesidad de volver a resolver el problema puesto que por lo Gltimo
sefialado en la conclusién, todos los casos son equivalentes.

Junto con la LVK es comun considerar el circuito anterior pero con
varias resistencias y tener el arreglo de resistencias llamado en
serie.

Resistencias en serie.
Consideremos el circuito de una malla que se muestra en la figura 8.
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Figura 8

Se dice que las resistencias se encuentran conectadas en serie
porque se conectan a través de una terminal, una resistencia después
de la otra. Esto da lugar a que la corriente que pasa por cada una de
ellas sea la misma como en el caso del circuito mas simple ya visto.
Resolviendo nuestro circuito mediante LVK se tiene

- !(:ZIRJ =0
de donde

Fairge— (4.14)
R,
K=l

Podemos definir el circuito equivalente a nuestro circuito original,
como aquél circuito que produce el mismo efecto fisico que el
original. Esto es, el circuito equivalente tiene la misma fuente de
voltaje que el circuito original y suministra la misma corriente. Como
debe suministrar la misma corriente, entonces podemos preguntarnos
Zqué resistencia podemos colocar en dicho circuito equivalente? para
tener el mismo efecto fisico mencionado. En la figura 9 se muestra el
circuito que pretendemos que sea el equivalente del circuito original,
para que esto sea correcto debemos calcular el valor de la resistencia,
Rgq, que debemos colocar en el.
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Figura 9
Aplicando LVK al circuito de la figura 9 se tiene
Vv
= "Tw (4.15)
De las ecuaciones (4.14) y (4.15), los circuitos son equivalentes si
R,=XR, (4.16)

K=l
Esta resistencia llamada la resistencia equivalente del arreglo en serie
de resistencias es simplemente la suma de las resistencias del arreglo.

IV.7.2 Ley de corrientes de Kirchhoff. LCK.

Consideremos el circuito de la figura 10 el cual es conocido como el
circuito de un par de nodos (este término se detallara con mas
profundidad posteriormente), denotados en la figura como los puntos a
yb.

[ ¢ ¥

J_ -11 ese l|~
V"‘ =R

En este circuito puede no quedar claro que se tiene un par de nodos,
pero por el momento podemos justificar esto diciendo que los puntos
a, a, a", etc son el mismo punto ya que el cableado tiene resistencia

L
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-
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b b b*

Figura 10
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cero. Asimismo, los puntos b, b', b", etc son el mismo por la misma
ra_zén ya expuesta. Aln asi, el circuito mostrado en la figura 11, es el
mismo que el de la figura 10, pero sin cableado extra; pero en este
ultimo se observa lo dicho: es un circuito de un par de nodos.

&

lze,

G
AAA

Rn

LAASARA RS

Figura 11

Notemos que en el nodo llamado a, al llegar una carga q por unidad de
tiempo procedente de la fuente, se divide hacia cada resistencia con
valores que denotaremos por g, G, ..., Qy, etc., y cuyos indices
coinciden con los de las resistencias.

De la conservacion de la carga eléctrica se tiene

4= a (@.17)
Si derivamos respecto al tiempo la ecuacion (4.17)se tiene
y N
1—2“:0 6 -1+X):1(ro (4.18)
K= =1
De la ecuacion (4.18) nace la Ley de corrientes de Kirchhoff
(denotada LCK) cuyo enunciado dice:
La suma algebraica de las corrientes en un nodo es cero.

Para que se pueda utilizar LCK en forma aislada o en circuitos mas
complejos que los vistos hasta ahora y donde se requiere la utilizacion
conjunta de LCK y LVK es importante agregar una convencién
extra a las ya mencionadas. (d) a las corrientes ya tomadas
arbitrariamente en LVK, ahora para el uso de LCK se les da un signo a
las que entran a un nodo y el signo contrario a las que salen de el.

Recuerde que aun cuando la eleccion arbitraria de corrientes en un
nodo sea tal que la suma (sin signos negativos) de ellas debe ser cero,
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aun sin resolver el sistema de ecuaciones que se tenga, algunas de
ellas deben ser (6 al menos una) negativas.

Junto con la LCK es comun considerar el circuito anterior pero cuyo
arreglo de resistencias es llamado en paralelo.

Resistencias en paralelo.

Consideremos el circuito del par de nodos anterior (figura 10 0 11). Se
dice que las resistencias se encuentran conectadas en paralelo porque
se conectan a través de sus parejas de terminales. Esto da lugar a que
el voltaje en cada una de ellas sea el mismo como el de la fuente.
Resolviendo nuestro circuito mediante LCK en el nodo a se tiene

+/ - V[gk}—x)z 0

en donde se ha utilizado la Ley de Ohm para cada resistencia.
Resolviendo para el voltaje tenemos
! =_V1_ (4.19)

=Ry
Podemos definir e/ circuito equivalente a nuestro circuito, como aquél
circuito que produce el mismo efecto fisico que el original. Esto es, el
circuito equivalente tiene la misma fuente de voltaje que el
circuito original y suministra la misma corriente. Como debe
suministrar la misma corriente, entonces podemos preguntarnos ;qué
resistencia podemos colocar en dicho circuito equivalente? para tener
el mismo efecto fisico mencionado. En la figura 12 se muestra el
circuito que pretendemos que sea el equivalente del circuito original,
para que esto sea correcto debemos calcular el valor de la resistencia,
Req. que debemos colocar en el.

| —
Y Req
b
Figura 12

Aplicando LCK al circuito de la figura 12 se tiene
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I=V

R,
De las ecuaciones (4.19) y (4.20), los circuitos son equivalentes si
1 1
R—“ “&R, (4.21)
Esta ecuacién indica que el inverso de la llamada la resistencia
equivalente del arreglo en paralelo de resistencias es simplemente la
suma de los inversos de las resistencias del arreglo. En particular,
cuando se tiene dos resistencias en paralelo se tiene que la resistencia
equivalente del arreglo es

RR,
R, = R +R,
Con todo lo visto en esta unidad ya puedo proceder a resolver
circuitos mas complejos a los mostrados en la teoria, pero nos
limitaremos a aquellos que contienen fuentes de voltaje y
resistencias.

IV.8 Circuitos de varias mallas.

Para que podamos distinguir en el nimero de veces que se deben de
usar las reglas de Kirchhoff en un circuito, es importante definir con
mas claridad unos conceptos de los que ya hablamos: nodo y malla.
Ademas se requiere de los conceptos de rama y lazo. Para esto,
consideremos el circuito que se muestra en la figura 13 y que se
denomina circuito de dos mallas.

. b ¢\

" A?R‘ELBJ VBC
V'] . Va2

@ d

Figura 13
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Entenderemos por lazo cualquier trayectoria cerrada en el circuito; en
el circuifo anterior se tiene un lazo que corresponde a la trayectoria
abcdefa.

Posteriormente definimos la malla como el lazo elemental o trayectoria
que no contiene en su interior otras trayectorias cerradas. En el circuito
se tienen dos mallas: abefa y bcdeb.

Por otro lado, el nodo es un punto del circuito donde convergen méas
de dos alambres del cableado, en el circuito se tienen dos nodos: b y
e. También, es importante definir la rama como trayectoria abierta
entre un par de nodos; esto se debe a que en una rama solo puede
haber una corriente, en el circuito se tienen tres ramas: efab, be,
bede. Por lo tanto, se tienen tres corrientes que corresponden a
las incégnitas del problema.

Utilizando la LVK para las mallas A y B y para el lazo C se tienen
las ecuaciones siguientes:

A LR, +1R, +1R -V, + 1R +V,=0 (4.23)
B: + LR LR +V,- LR, =0 (4.24)
C: ~ILR—-IR,—LR+V,-I,R, - LR, =0 (4.25)

Note que si se suman las ecuaciones (4.23) y (4.24) se obtiene (-) la
ecuacion (4.25). Esto indica que las anteriores tres ecuaciones no son
linealmente independientes, y solo podemos escoger dos de ellas;
estas corresponderan a las de las dos mallas. La ecuacion que falta
para que el sistema tenga solucién, se debe de encontrar de la LCK.
Utilizando LCK a los dos nodos del circuito, se tiene
b: IL-1,-1,=0 (4.26)
e: -I,+1,+1,=0 (4.27)
de donde es claro que son realmente la misma ecuacién por lo que se
utilizara solo la del nodo superior. Las ecuaciones (4.23), (4.24) y
(4.26) conforman el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas que
resultan de un circuito de un par de mallas. Para los valores
R,=R=Rs=3:2 R,=R:=Rg=42 V,=3V, V,=10V y V,=2V se tiene el
siguiente sistemas de ecuaciones simultaneas:
U, +31, + 01, ==7

0f, +3L,-71,==12 (4.28)

IL-1,-1I,=0
El sistema de ecuaciones (4.28) tiene las soluciones siguientes
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1, =-0259 A

I,=-138A

=112 A
Finalmente, como puede observarse de esto, las dos primeras
corrientes van en "sentido" contrario a lo que se supuso.
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PROBLEMARIO






1.-Para el sistema mostrado y suponiendo que la fuerza que se aplica
al bloque B esta en direccion horizontal. Determine la distancia que ha
recorrido el bloque B, cuando el bloque A tiene una velocidad de #=1

m/s, si ambos parten del reposo.

n=04 My=10kg, Mg=3kg, F=10N, 6=30°

' 0y (0 [0 -
= _ ~ = 1, -P,=—Ma,..... (1)
T, +P=Ma, — (TAJ+(*P4J M,.LG“J = 1, 4

- - = ~ 0Y [ Pseng ”f) —F cos ¢ (*TH\‘ M (—an“!
Ny+ 5, +f+F+Ta”Mﬂa"q[NaJ+LAPacos¢J+{0 +[-Fsen¢J+' 0 J o

f—T, + Pyseng — F cos¢ = —Ma
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u(Fseng+ M,gcosg)— 2M g +4M a, + M gseng - F cos¢ = -M,a,

Reduciendo y despejando ag encontramos:

o Fcosg — puFseng +2M g — M gseng — uM g cos ¢
5 =

M, +4M,
_ 10cos 30°-0.4(10)sen30°+2(10)9.8 — 3(9.8)sen30°~04(3)(9.8)cos 30°
i 3+4(10)
m
a, =413 3
a, =2ay
a,=8262

A
Si

Por la situacion cinematica del sistema se tiene,
,6,4
7' =0, ¥7=0, v/ =12 =L -05"
s 2 5
ademas se sabe que, (para el cuerpo B):

d*=d” + 9" + %a},ri

1,{!
v =9 va, — t,=-L
S

y para el cuerpo A se tiene,
‘z,ri
=3

v =9 ta,, — =
9y

ya que el tiempo de recorrido es el mismo para los 2 cuerpos se
encuentra

A

2113
a a

=0 e o 2]

ag g 8

A

7/ =297 , sustituyendo el tiempo t ¢, encontramos

AN2 Al
dhmmga{&] =1( ay ],,, _17

a, 2\ 4a,’ "8 a,
a4l
udl o 1 b
8 a, 8x413
d* =0030m
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Ny = P, cosg— Fseng = 0

considerando la polea sin masa se tiene,
T -
@
Ta
. = - (=2T) (T, i .
2T, + :0—)( & ]+[;J:[D] =50 AT (2).

Como las longitudes de las cuerdas son constantes se tiene:

w

L= Lo + 2|X] + |Xa|
L=Lo+2|Xs-L1|+ |Xa|
L=LONGITUD DE LA CUERDA

L=Ly+2x|+]x,|=L, +2x; - L|+|x,|
Derivando dos veces con respecto al tiempo, la longitud L de la cuerda,
se tiene que la relacion entre aceleraciones esta dada por,

Usando las ecuaciones (1), (2) y (3) tenemos:

%?}—MAg:—M‘(ZaB) = -2M,g+dMa, =T, ... (1

UN, =T, + M gsenp - Fcos¢ = —M,a,
N, - M,gcos¢— Fseng =0 , entonces,
N, = Fseng + M gcos¢

u(Fseng + Mygcosg)—T, + Mygsenp— Feosg=—Mya,......(4)

Simplificando la ec.(4) [sust.(1) en (4)], se tiene:
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2.- La particula de masa M estd sujeta, através de una cuerda
inextensible de longitud L, a un punto fijo O, situado a una altura h
sobre una mesa horizontal fija y lisa. La particula describe una
circunferencia sobre la mesa, con rapidéz uniforme . Hallar el intervalo
de valores de %, que permiten que M esté en contacto con la mesa, asi
como el valor de la tensién en funcién de# en este intervalo.

M=2kg, L=4m, h=3m,

La dinamica de la particula M esta descrita por:
(Cront)o(3-(5)-o(3)
Tsene ) T\N) \2p) T M 0
por lo tanto

Tcos = Ma,
Tsen@+N =P

ademas sabemos que;

Y 2
R
R Lcos#
donde
R=Lcosf
h= Lsenfl

asi que
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T= Ma, My
cos@ Lcos* @

para la fuerza normal se tiene

N =P-Tsenf = Mg -

MyzsenB_M _A@i[:enﬁ)[ 1 J

Lcost 8 87T \cosd/\cos

N= M[g—%tfm Bse(:BJ

Para que la particula esté en contacto, la fuerza normal, debe cumplir la
condicion critica de que;

Nz0
es decir:

2

2 2
gf%tanﬂsecﬂzo = g&%ta.n&sec&

i Lg
¥ E—
tan fsec @
por lo tanto
o<v<|— - lavelocidad critica es,
tan & sec &
g = , Lg _ |giw+L
“* "\ tan Asec h
2., =4082
5

para esta velocidad se tiene la correspondiente tension critica,

. g My MEL

7 senf h h

~

T, =2613N
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3.-El blogue de masa M comprime al resorte en &. Si se suelta desde el
reposo, encuentre el intervalo de valores de la constante del resorte k
para que M pase por el hueco entre A y B. Suponer que no hay friccion.
M=3kg, a=b=03m, L=05m, §=02m

k I
Iﬁ“v‘v‘r‘v‘v‘v‘vw )
i . \y A
,,,,,,,, BF\\V'
q \

Se analiza la situacion cinematica y energética del problema:
La cinematica del tiro r;arabético esté descrita por:
=R+ m+ gf
T=7,+8

Para que pase por el punto A, se debe cumplir que:

0=(5) 2= ¢ (G835

F(1) = g = . 14— t

— 0 -a 0 2\-g

por lo tanto

]

~

|
L=t (=— , —-a=-=gt*
i, 1= &t

y para la velocidad se tiene
L/ 2
_ 0 _ o /3
‘&‘4=(%J+( )£ = U= Ll 9=\% +[3L) @:Jr@]
0) \-g/% &y % 7,
(]
Como no hay friccion, se conserva la energia mecanica, es decir,

E = constante.
f Sae®
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E =B, +E= + Er™

E :%m’ +Mm=,+%h‘f

el blogue inicialmente se localiza en el punto O, siendo su energia,
E°=0+0+ % ké*

suponiendo primero un resorte de constante k, ( > k; ), entonces
E = %&,5’ .

para el punto intermedio O’ la energia es

E® =%WD +0+0

en el punto A la energia esta dada como:
= %J’vfl/f - Mga +0
por la conservacion de la energia
1, o 1 1
5&,5' = EMV: = Ewﬁ - Mga

entonces ,
e
= ==—k5= 7' =—L¢&
MI/ = L v;
sustituyendo el valor de 70’ (en la velocidad encontrada por la

cinematica para el punto A) tenemos,

LS L (e) 1

w}AM bl
\ M/

Para el otro resorte k; .
Cuando pasa por el punto B, se tiene

)= (-(aﬂhJ (f(aibl} :%]'Jr%(—l)':

por lo tanto
L=1t, ;:% -(a+b}=r%gr‘

e

y también se tiene

o
N 0 - S
N N

0 -8/ % goy

9



considerando ahora al resorte de constante k;, entonces
1

E*=-k3s".
para el punto intermedio O’ la energia es
E° = %Mb’; +0+0
en el punto B la energia esta dada como:
N .
E* rEMZ(; ~ Mg(a+b)
Por conservacion de la energia se tiene
%kﬁ’ B % My - % My - Mgla+5) entonces
I -ley = kg
2 2 M
sustituyendo el valor de 70’ (en la velocidad encontrada por la
cinematica para el punto B) tenemos,

v = k—=r5" + _(gl.)
M k. 5

M

usando los resultados cinematicos, se encuentra que para el resorte ki,

iy i‘—é‘l + (el) Mga
2 | M [

\ M

y analogamente para el resorte k;

Lot =
2

M L53+LS£L Mg(a +b)
M k: 8| - :

M
simplificando encontramos ( para el resorte k- )

M[(:‘? .5=): + (gz.}‘J

ks — Mg
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& %y
(5]

e N of & 2 .
1%7; =k 77 +M(gL) - 2gak,&

M(gL)' = 2gak 5°

similarmente (para el resorte k; )

k5t = M[["—*JZ)I + gL):] - 2Mgl(a + b)(k—’é"]

K& ks’
M

M(gL)’ =2Mg(a+ b)ﬁ&’

S Mgl -2Mga+b}{ )

b - Mel®
P 2a+ b5
definiendo una constante c como:
Mgl?
257
setiene k=5 & &k = _ﬁ asi el intervalo esta dado por:
a a

c c
hs=, k2=
a a+b

ya que & >,

€ _<k<

N

a+
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4.-El blogue de masa M y carga Q, se suelta desde el reposo después
de comprimir el resorte en 8. Encontrar el trabajo realizado por cada
fuerza que actia sobre M, desde A hasta B, asi como la velocidad que
tiene al llegar a B.

M=02kg Q=2x10°C, n=03, k=10N/m, h=1m, §=0.3m

Las fuerzas que acttan sobre el cuerpo son:

Foime. + Flie

+P+N+f=Ma

Por lo tanto el trabajo elastico es:
a
;s Bog  laca
W = | e = P} == + b
1y
W, =+—k&
wlast 2

el trabajo eléctrico es,

. (x F . (ax) L o
dOﬂdEr:{hJ r=H' a'F:(OJ F-dr'=xdx r'=(x*+h)
% dx 1 1
W o= 3 x _ J[__
wa = KO ;[( Ty ¢ re Py
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W,

- ng[_lﬁ, _1_]
NN
el trabajo del peso es,
o }ﬁ,df =0
el trabajo de la fuerza nérrnal es,
W = fﬁr.d? =0

(ya que son perpendiculares el peso y la normal con el desplazamiento)

El trabajo efectuado por la fuerza de rozamiento es,
W prcoim = ff,d; =~ f(L+8)=—pN(L+08)=—puP(L+6)
‘ W[nmm = ‘Wg(‘[ +8)
Por el principio del trabajo y la energia se tiene:
W = 08, [t B2, - Ef = - MO = L ]

1 1 o
2 My = > My + W
Por lo tanto

‘p; = .z,: "o %Www =

2 201 N S '
%ﬂ]””ﬁ{i"” wi(1+) K0 m”

ya que 7 =0,

21

N

1
R =l B 2= 2)(98)(03+2)+9x10°(2x107)°
%, \/02{210(03} 03(02)(98)( )+9x x ){ \/17(03)’

7, = 10(045 - 13524+ 167)

m
Y =243 —
2 s
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5.-En el circuito mostrado, encontrar:

b) La diferencia de potencial de A a B, Avag = 7.

c) La potencia disipada por las resistencias, Pr1, Pr2, Prs, Pra, Prs.
d) La potencia entregada por las fuentes, Pgs, Pea.

E;=10V, E;=5V, Ry=10Q, R;=4Q, R:=8Q, Rs=50Q,
Rs=30Q

Aplicando las leyes de Kirchhoff se tiene,
Para las mallas:

Malla | iR-iR -iR =0

Malla Il iR~ iR, + LR, =—¢,

Malla 1l LR, +i,R = ¢,

Para los nodos:

Nodo 1 i=i +i

Nodo 2 h—hy=ig=0 o =i+
Nodo 3 R B A A
Nodo b h+i—iy=0 o Q=i+

Sustituyendo los valores de las resistencias en las ecuaciones de
mallas, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones para las corrientes

10i, - 4i, - 8i, =0 104, —4i, —8i, + 0, + 0, =0 ... (1)
Si, — 3i; +8i, =5 0i, +0i, +8i, +5i, -3, =-5 ... (2)
4i, +3i, =10 Of, +4i, +0i, + 0i, +3i, =10 ... (3)
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L4000+ 50, +0i =0
O +i —i, +0i, —i;=0 ... (5)

L= 4 (5)

R F T S (4)

sustituyendo las ecuaciones (5') y (4') (de nodos) en las ecs’(1,2 y 3)
el sistema se reduce a:

10, —4(i; +i5) -85, =0 104, =121, - 4i, =0
53, +i,) = 3i; +8i, = -5 54, +13i, - 3i; = -5
Al +1;)+3ig =10 4i, +7i, =10
simplificando el sistema,

_10-7i

4i, +7i, =10 = i

! 4
10i, - 12(M) —4i,=0
4

sy 11278 3, = s

se reduce a:
40i, -12(10-7i;) =164, = 0
20i, +13(10 - 7i;) - 12 = =20

404, + 68i; =120
20i, —103i, = ~150
resolviendo por determinantes

120 68
150 —103. 10200~ 12360 _ -2160
20 68 |  —4120-1360 5480
20 -103‘

=039 A

L=

‘40 120

20 —iSO' _ —6000—2400 _ -8400 _ 1533 4

5480 -5480

5=10 e8|
20 103

10 -7(1532846)

h=—— -

-0182 4
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iy =i, +ig = ~0182+1533 = 1350 4
i, =i+ =0394-0182=0212 4

las potencias disipadas por las resistencias son:

P, = iR =(0394)"10 = 155 Watts
Py, = i° R, = (1350)*4 = 729 Watts
Py, =i R, = (~01824)°8 = 0.27 Waits
P, =i R, =(0212)’5= 022 Wans
P, =i 'R, =(1533)"3 = 7.05 Watts

Po=Po + P+ By + P+ Py =1639 Watts

Py, = E (i, +1,) = 100394 + 1350) = 17.445 Watts

P, , = —E,i, = =5(0212) = 1058 Watts

Py =Py, + Py, =17445-1058 = 1639 Watts
la diferencia de potencial entre los puntos Ay B es,

V(B)=V(A)+E, iR
V(B)-V(Ad)=E, —iR
V(B)-V(4)=10-(0394)10=10-394

AV, =606V,
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6.-Las masas M, y M, estan en movimiento acelerado. Calcular las
aceleraciones de dichas masas y las tensiones en las cuerdas, a; = ?
a="?, Ty=72, T,=7. ' '
M, =100 kg. , Mo = 20 kg.

Nota: ni las poleas ni las cuerdas tienen masa.

L yi+y longitud de la cuerda *1" (constante)
yz=yi+y+y L2=longiid da la cuerds "2" (constante).
La=2y+y" L= Altura constante entre el pisa y el soport
Li=y+y+y'+y" La=Li+4L2-y2-2y1

- 2y - y= = Constante

La dinamica de los cuerpos esta dada por:
Para los bloques,

M; [+F=Mg

M; T.+B=Ma,

para las poleas,

Polea2 T +27,=m,.d,,, m,_m 0T +2f,=0 = I=2T.
Polea1 R +2%, =m,d,, Gy =0T 20

Por otro lado, ya que Ls = Ly+ 4L, - [ya] - 2]y4| es constante (como se
muestra en la fig.),

Ls- Li-4Ly =-[y2| - 2 lyil
derivando respecto al tiempo dos veces, ¥ de la constancia de las
longitudes de las cuerdas se encuentra que,

2y, = = a,=2a
Asi tenemos que,
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Ma,

T -Mg=-Ma, = 213—M,g=——i— ..... (1)
T,-M,g=Ma, s (2)

multiplicando la ec. (2) por -2,
-27, +2M,g = -2M,a, <))

sumando (1) y (3) se tiene, que la aceleracion de M; es:
Mg - Mg =-2Ma, - %ﬂ:
(2M, - M,)g= -(% + ZMEJGZ
(M, -2M,)
1 = —M*g
[ 14+ ZM,]
3 :

00~
g, - 100-2(20) 60 . om
1750440 90 s

a

a,= 066"
s

para el bloque M, se encuentra,
_ (M, -2M,)

a =
2(ﬂ + 2M,)
: A
a,=0332
5

sustituyendo en (1) , 7; por 27, y el valor de a,, se tiene:

M -2M. -
2[—‘+2M"j bty
2 .
7;=1ML371M. Ml-zM,_J:l 1 | M, -2M, _m, 6M,
2 2 M, +4M,) 2 M, +4M, M, +4M,
6(20)
T, = 100(9.8)[——
: O8N5
7, =65333N
T =21,
1, =130666 N



7.- Determinar las aceleraciones de M, y M, respectivamente.

M;=60kg., M;=100kg., F=800N, =02 p;=04

[T

Aplicando la segunda ley de Newton a los cuerpos M;y M :

Cuerpo M,

por otro lado, sabemos que f,, =u N, asi entonces
wN, =P =Ma, uMg=Ma,

por lo tanto
mg=a

2,=(0.2)(9.8)=1.96 "/s
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Cuerpo M,

(L)l (3-8 (0) (3]

F—uN, - N, = Ma,, (1
N, N;-B =0 @

donde Jfoa =Ny Y o=, N
N,=B+N/=F+A
sustituyendo (2) en (1), se tiene

Ma, =F—FIM18"/"2(M1 +M,)g

por lo tanto

PR . %g_ [M,+M=]g

* =M, H M, J”z. M,

0, =30 029 95 041%9s
100 100 100

a,=0.55mls



8.- Un collarin de masa M y carga eléctrica g, esta sujeto a un resorte
de constante k cuya longitud neutra es a, este collarin se mueve a lo
largo de un riel, en el punto A su velocidad es cero. Calcular la
velocidad de dicho collarin en el punto B. Q es una carga eléctrica
puntual fija en el riel. No hay friccion.

M=0.15kg., k=500 N/m..a=0.15m., q-10 C..Q=2x10°C.

Por conservacién de energia se tiene:
E(4)= E(B)
E(A)=EL+Ep s
E(B)= Eq, + Epu i +F,..,,,,
EL=0 Frﬂnlm =gV (A) F;«-lu = 1&3‘- = l'ﬂ‘-‘a’
=S M, Bl =0V (B) Elawa =3 wa Thioy' =0
Siendo los potenciales eléctricos,
AT ¢ ra—
F(A]uKa. V(B)=K -
asi que, por la conservacion de la energia; se tiene,
av(4)+ lﬂm = qr(B)+1 S

1 * 4 g(V(4)-V(B))

:-l
g T
ko,

%= i 2—1‘3[3”(,4}— v(B)]

1, 90

%\ " ha
_ [s00(015) _ 2x107 x10% x9x10" _ [550015), 18
’_\Fms T (015)015) \’ (015)°

9, =12.45"
5
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9.- La fuente de voltaje E se conecta al resistor de resistencia r y al
conductor cilindrico de radio a y longitud L. Si la corriente eléctrica
proporcionada por la fuente es y. Determinar el valor de la resistividad
del conductor.

=30, i=5A, a=2x10%m, L=10%m
=m

E=12 r
A=nrf=ra’=n(2x10%?

i
—
TB

Aplicando las leyes de Kirchhoff :

Nodo B P=i, 4y

Malla | ir=¢

Malla Il iyR—ir=0 = i R=ir
==t o (1)
(i—iyr=¢ ... (2)
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ir
- 7 r=¢ = i—
—+r A
pA LAl
il- !r =£ = 1- [r .._i'
4 r ir
PA pA+r
1—5: 1’ > pi+r=
ir ptsr A 1-£
A ir
_(1 £
| O 2
4 ,_£ g Iy / £
i ir ir

ar
Por lo tanto la resistividad es:

&
Sl e
P (.’ 1-£ 1 \ir-¢
ir
na’ 1 ]
p:—r =
! ir-s

. (314)(2 10"): (3)(12)[5(3)]_ 12] =(12.56)(1 2)[%) x107

107

Ed kel

p=(12)(1256) x 10~ =15072 x 107

p=15072x10" L
m
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10.-Supdéngase que se conocen los valores de E, Ry,R2,R3, ¥ Ry se
desea encontrar la corriente que circula en cada resistencia, plantear
las ecuaciones independientes que se necesitan para encontrar dichas
corrientes.

R,

I B
R,

Nodos.

A: b +i,— 1, =0

B: B+i, =i =0

C: iy =i, —i"=0

Mallas.

I: -LR, -4, R =-¢

II: LR +i,R, =&

IR iR, ~iR =0

b =i +i,

i, =i, +i, sustituyendo i, en la ec. anterior, se tiene

L= +i+I

=iy =iy =) obsérvese que, =i,




resolviendo el sistema de ecuaciones , se tiene:
4 = % sustituyendo en la ec. (1), nos da

i,=1,+i4%+r‘::,+:,(%+l) ....... (1)

reemplazando (1') en (2) y (3), tenemos;
LR, +(1, +;‘,[l +%DR. =g
(:1 +14[l+&DR: +1, R £
R U8
Simplificando:

(R +R,)+r.ft.(i+%}=s

LR, +i,[[] +%:JR: +%] =&

resolviendo por determinantes,

. n,(u%_]
L) I
"_VRQR,) R{H%J r+R) &[H%—‘J\
o (b | (el
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11.- Una particula es proyectada verticalmente hacia arriba y al mismo
tiempo otra particula se deja caer a su encuentro. Demuestre que si las
particulas llevan la misma velocidad (en magnitud) cuando se
encuentran, una de ellas ha viajado tres veces la distancia que ha

viajado la ofra.
&

Y

(o5 - (e

Hl = yl(") = HI = l::Er - %g':
Para la particula “2" tenemos,

E(n)=7' +f’;‘r+%g;=

{:.‘:ll] ) [g] {,?ﬂ]’ + %(\_Uf‘
»a(t) =041 - %g,:

Para la velocidad de “1" se tiene:
V(n)=V"+g

EAREARM]




W)=V +gt
Para la velocidad de “2" tenemos;

)=V +&
[V:Er)J -

0 0
[VZUJ 5 [—g}

Vz(’) = V:D —8
para t,=1,=1 (tiempo en el cual se alcanzan)

V(T)=V'+gr

V(T)=V2-gT
como se libera en caida la particula “1", ¥’ =0
para que la particula “2” suba se tiene que, ¥, =0.
puesto que ambas llevan la misma velocidad se cumple que:

V(T)=w(T) = ¥+gl=v-gT
por lo tanto,
vy =2gT
empleando estos resultados en las ecuaciones de posicion para el
instante T:
para “1” tenemos,

H, - y(T)=H, -V T - %g?':
Bsm=B-Ler = a0-ler
para “2" tenemos,
W(T)=ViT -2
por lo tanto:
AVE 2g‘1‘—%gi": = %gi" y nin)= %g'f"

-4 A0

Asi tenemos que;

»(1)=3n,(1)

97



12.- Encontrar la aceleracion del sistema de tres bloques de la figura,
conectados por medio de dos cuerdas; el coeficiente de friccion es u .
Encuentre la tension en los cables.

M;=10kg, Ma=5kg, Ma=3kg, 6=37°,u=0.1, a=7? T=7
T2=?

|
|
|

Las ecuaciones de movimiento para los cuerpos son:

ﬁ" s
P’z1
D.C.L M1 DCL M2 D.C.L. M3
T +PB=Ma
I,+P =Ma,

f\.’* f':’i’ﬁ': +f; + '52 =M.,
(las cuerdas son inextensibles) por lo tanto

a=a,=a,=a
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ademads , se sabe que,

para el bloque “1” se tiene;

0 0 0 )
T,' + —R ::M'1 = ]'lf.({:-M‘g = M:":P;'ﬁ

para el bloque “2"

()C)-G)0)- (G =m3) =

~T+T,+f, +Psenf=-M,a

N-Pcosf=0
para el bloque “3"

(:) +(-?°.] ‘M*@ = L-B=Ma

R-T,=Ma (1)
L-P=Ma 2
1, -T,- uP.cos@- Psenf=Ma .. (3)

Resolviendo el sistema de ecuaciones , se encuentra;
B —P, - pP,cos@— Psenf= (M, + M, + M Ja
para la aceleracion:

Mg - Mg~ uM, g cos 8 - M, gsent
M, + M, + M,

a=



. M, — M, — M,(sen6 + pcos 6)
N M, + M, + M, 2

103 5{sen37" +01 (:0537')98 B 7 5(sen37" +01 00537')93

a=
10+5+3 18
7-5(068
a= 5(7)9.8
18
a=195"7
5

Para la tension T:

I =h-Ma=Mg-Ma
h=M(g-a)

7, =10(98 - 195)

T, =7844N

Para la tension T,:

T.=Ma+P, =M/(a+g)=398+195)

T. =3525N



13.- Una barra delgada y ligera CB de longitud L esta pivoteada
libremente en su extremo C que esta fijo y lleva en B una masa M. La
barra se mantiene en posicion horizontal por medio de un hilo atado a B
y a un punto fijo a A verticalmente arriba de C a una distancia h del
mismo. Encuentre la fuerza en la barra CB en magnitud y direccion
cuando CB gira alrededor de la vertical con velocidad angular constante
o.
h=20cm, L=40cm, M=40g, o =6rad/s

—

.
TA | -V \

h

g

De acuerdo a la dinamica de la pilr;icula se tiene:

—
v \

~
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(—Tcosd)) +L 0 ) *(FNJ L M[—%)

Tsen® -P 0 0
~Tcos®+ F, =-Ma,
Tsenb-P=0

Por lo tanto,
Teos®~ Fop = Ma, = Mo’
y la tension es;,

. M
Fop = -Mo*L+ m’-; = kﬁ-m}f_)
tan®=—  porlo tanto:

-3 2 98 -
Fop=(40x107 40 %10 )(E—3sj=2osooxlo’

F., =0208N

Siendo su direccion hacia el punto C (centro de la circunferencia).
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14.- Un bloque de M, esta en reposo sobre un resorte de constante k.
se le pone encima otro blogue M; de de manera que lo toque
justamente y luego se suelta. Determinese la velocidad maxima lograda
por los bloques. My=1.0 kg, M:=2.0 kg , k=100 N/m.

Sug_e_rencia: Recordar que la velocidad es maxima cuando pasa por la
posicién de equilibrio.

A = posicion inicial, B = posicion de equilibrio,
C = posicion de maxima compresion.

y = altura respecto al nivel cero de energia potencial de gravedad,

Y = deformacién experimentada por el resorte, respecto al nivel cero de
energia potencial elastica.

Para el punto A, se tiene: 7, =0 ¥, = 0(no hay deformacién), y, =0
Para el punto C, se tiene: 2. =0 y_ = 0(altura nula para la energia de
gravedad), ¥. =0

Para el punto B, se tiene: y, =0, ¥, =0.

Donde se cumple que: y, =¥..

La energia mecanica total se conserva, es decir:

E = Constante
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E=EBop 4 E g + E ot st

entonces,
E(4) = E(B) = E(C)
donde:
E(A)= Ef + Epy yros + E

s

E(4) = %(M 2M)T + (M +2M)gy, +%n;=

E(4)=(3M)gy,. yaque 7,=0 y ¥, =0.
E(B)=EL +E%, o +E o,

E(B) = %{3.&4)-45 +(3M)gy, + %nf;

E(C)= ES, + ES, o + ESy i

vl 2 A,
E(C) = é(wwg +(3M)gy. + ‘5 kY
E(C)= %H{.’, yaque 2.=0 y.=0.
Por lo tanto, se tiene:
IMgy, = %(3.&4)1/; +3Mgy, +%kY,,’ = %k}’g

empleando la primer igualdad, encontramos;
; _ bMg

Mo, =3hi > y=

en equilibrio se cumple que:

B=k, = Y==1=2%F rﬂ:l’f

donde Y es la compresion del resorte.
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Sustituyendo las deformaciones en la conservacién de la energia,

3IMgy, = %Mﬂ‘, + JMg(i'z‘l) +%k()—il)

3 - VIS §'5 /W VI 8
MO =3Mgy, —Z Mgy, — S kb= Mgy, - by

3 3 ]
S MY =2 My~ 2

2 (3 1
% =l Mo~ %)

2
2 k 2
% =R P
k
Uy =D TIAL

empleando el valor de y, se tiene, que la velocidad en B es:

o {52

%W Tk Ml F )
_ [oMg® 3Mg” _ [3Mg”
%" k k
1)(98)°
7, - 3(1)(98)
100
m
%=17—
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15.- Un objeto de masa M se suelta desde el reposo en A, y resbala sin
rozamiento a lo largo de la superficie mostrada. Determinar la fuerza
ejercida por la superficie sobre el objeto cuando éste pasa por:
a)elpuntoB y

b) el punto C.

M=057kg, 2.=0 r=092m, pu=0, ya=214m, 0=60°
Fe =72, FB=?

Puesto que el sistema de fuerzas es conservativo se cumple:
F(A)= E(B) = E(C)
donde,
E(A)=FEL +E, ...

E(A)= é,\rzf;' + Mgy, = Mgy,

E(B)=EL +EL

pot grav

F(B) = l My + Mgy,



E(C)=ES, + ES

ol grav

1
E(C)=2 MP2 + Mgy, = IEM”:

por otro lado tenemos,
Ye=0,  yy=r-rcosfB=r(l-cosf)=04575
Mgy, = %m;, + Mgr(1-cos8) = %MPL
Mgy, =057(98)(214) = 11954/

Por lo tanto las velocidades en los puntos C y B son:

_[2(11954)  [2(11954)
%o={—ar S

m
% =647

%Mff; = Mgy, — Mgr(1- cosf)

% = 28(v. - vs) =289, - 28r(1 - cosf)
2, = 32977

m
% =574

Analizando las fuerzas para el punto C, se tieneg;




() ()= (oe)
+ =
N,,J -P, Ma,.
2 1
N,=P+Maf=Mg+M7—C:M[g+£]
r r

N, =057 08+ (647},
092

N.=3152N

Analogamente para el punto B se encuentra;
Ty

Punto B

N,+P=Ma

[’ 0 \ ( Psend ] - 'Ma,}
\N,) \-Pcos#) ~\Ma®

Psenf = a,

N, - Pcosf=Ma® = M2
Tr

N, =Pcos@+ L) = Mgcoséf + My
r r

Ny =M] geosé+ %}

p syt
N, = 057!l 98cos60" + 1%74) \
; 092 |

N, =232IN
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16.- Los bloques que se muestran en la figura estan inicialmente en
reposo. Despreciando las masas de las poleas y el efecto del
rozamiento, encuentre la velocidad del bloque A, después de recorrer
una distancia d.

Ma=90.8kg, Ms=136.2kg, d=1.83m, 7,(A)=0=7(B)

Por el principio del trabajo y la energia se tiene:
W, . =AE,=E.|l,

donde, £ =0 porlotanto
1 yi = 4 3
W_, = E:n = M"ﬁ',’, + e f\fﬁflﬁ',

1 2
W, = E(M, + M, ),
el trabajo para cada uno de los cuerpos es

W =W, + W,

i=f 1=
W o :f(f +f"-r.’\_"4)'ﬁf,+'[}(n ‘ﬁ"'qd ‘ﬁn
.., :IITAJA'*FE‘F'+j.(f“‘ﬁ’+l,f)5f”

' 5 &
donde se cumpleque: [ N, o, =0=[ N, &,
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w.,=1.[ dr,~1,[ d, +J"’-P4dy+_[’(_‘;J .(_ZJ

W_, =Td-Td-Py,+Py, YaqueTs=Tg entonces,
W_, ==Py,+Fyy=—M, gdsenf+ M,gdcosf

W._,, = gd(M, cos8— M senb)

Por lo tanto tenemos:

gd(M, cos8— M senf) = %(M,, + M, )7,

. 2gd(M, cosé - M sené)

Vi =
M, + M,
e 2gd(M, cos6 ~ M send)
o M, +M,
% \/ 2(98)(183)(136.2.cos 20° ~ 908sen20°)
¥ 1362+908
7, =/15316
7, =3917
¥ §

110



17.- Sobre el collarin de masa M actuan la fuerza constante F, la
gravedad y el riel lizo. Calcular el cambio de energia cinética del
collarin entre los puntos Ay B

a=50° P=35°, M=2kg, F=18N, Ly=7m,L;=5m.

Por el principio del trabajo y la energia se tiene:

T _ A |
Wi =AL, |4

donde,
AE,, =E_(B)-E,(4)

;y T _qF P N
"4,., 7“4—-5“”4 lﬂ‘”d 8

se sabe que el trabajo de la fuerza normal es

Wy, =0
Por lo tanto;
. B s 0 dix) a - T o
W =LP'“'F:L[_Mg] [@J:J"ﬁMgd‘-—Mg}“- Me(y, -~ ¥,)

A—E

W, =-Mgyy, =-Mgl anf

W! ., =-2(98)(7tan35")

dividiendo el camino en dos partes [A->C y C->B] se tiene
Wi =I:F'-dF <[ F.a [ Foar

para la primera parte del recorrido 4 —C
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f
) J ~ I cos adx + Psenady
Fsena | \dy. .

. . [ Fceosa)
.f-‘d'r‘-—L

para la segunda parte ' » 5

odr
" [ Fsene )

Feosa)) (dx .
' g - I cos adx

Wi I‘{ I cos ady + Fsenady) + I?—Fcusmfr

W = = cusmf|‘_; [ I-Zvumz_y|'; Feosex|”

W, ., =-Fcosax,. + Fsenay,. - I cosax,,.

donde

Ko =T
X, =5m
¥o=Ttan 3§

M| 18e0s30°(T) 4 18senS0 (T1an 357) - 18 cos S0°(S) - 2(98)(7tan 357)
AF m|",' = =18 x Tcos S0 + 18 » Taen50 tan35 - 18 « ScosS50° -2 x 7 x 98 tan 35°

AL ing—ﬁ)ﬂhnli
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constante k del resorte.

M=3kg, d=10cm

ﬁf ———
" *
E:m .1..1—0 |yas
K .
Epnt,g':v =0

18.- Se sujeta una masa M a un resorte ligero de constante k a través
de una cuerda sin masa que pasa por una polea de masa despreciable.
La masa se libera del reposo cuando el resorte no esta estirado. Si la
masa cae una distancia d antes de quedar en reposo. Determinar la

i

Puesto que el sistema esta sometido a fuerzas conservativas se

cumple que: E = constante
E'=E"
A = punto inicial, B = punto final.

E* = BA + Bl + Efuan E" = B B + [
donde EL =0=FF
Bl =0 0 Epan =0

igulando las energias en los puntos A y B {ya que yae =Ay=d), se tiene,

E& + Mgy + Epyus = Eoe 4 Ep m *—’ffi“)

por lo tanto:
Mgd =Sk = k=

k= 2(3)(93) =6x98

2Mgd _ 2Mg
d’ d

k =588 —
m
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19.- El carro y el proyectil parten del punto A, al mismo tiempo. Si el
carro mantiene una velocidad constante v y el proyectil se lanza en la
direccion indicada, encontrar la velocidad inicial 7, del proyectil para

atinar al carro en el punto B, asi como la distancia de A a B.

B=20° 2=3mis, 7%,="7 Xa=?

La posicion esta descrita para el proyectil , en el instante t, , por
(t, = tiempo de vuelo)
Flt,)=F +%t, + l&.'_

X(r)) 0 |1/cosf?] L

‘ ¥(r, )l \ 9 send,
X(1,) =7 cosfr, v (1)
Y(t)) = wsend 1, - ég.': ...... |

Para el automovil,
7=% . dwm =X(t) . (3)
A

igualando (1) y (3)

v 3

v, =% cos1, = Y=—-=
' : ’ cosf cos20

m
% =31925—

5
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Sustituimos 7, en ( 2 ) y ademas sabemos que Y{,)=0
1 .y
0=7senf 1, - — gt
hsend 1, - gt}

- 2%send _ 2(31925)sen20°

%gff =Ysenf1, = . =

1, =02228s

Sustituyendo en ( 3 ) el tiempo (t,),

d=m,=302228)=067m
Solucién:

a) 7, proyectil = 3.2 i}
b) d=distancia A-B =067 m
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20 .- Para el sistema mostrado y suponiendo que la fuerza que se aplica
al bloque B esta en direccion horizontal, determine la aceleracion de
cada bloque.

M.=10kg, Mg=3kg, F=10N, n=04, 6=30°, a,=?,

D.C.L. Ma DCL. Me

I,+P, =M,

RN+ obB+FoT,= Mg,
Para la polea (sin masa)
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0 f] ( Pasenaj [—Fcosﬁ' -7, (—a,)
+ - ol s
[NH) (0 —Fy cos ) N —FsenBJ +( 0 J_Mﬂ{. 0 J

T;«‘R!:-M,ca.q (1)
S =Ty +Pysenf - Fcosf= -M,a, (2)
Ny =P, cos@— Fsenf =0 (3)

Por otro lado se tiene que:

L= Lo +2/X| + |Xa|
L=L0+2|X8-L1|+|Xa|
L= LONGITUD DE LA CUERDA

L=l + X[+ [X,|= 24X, - L+ L, +[X,];

donde |X,-L|=X,-L |X,|=-X,.
por lo tanto, derivando respecto al tiempo dos veces L, se tiene:

0=2X,-X, . ‘a,=7%a,
%-P‘ + M (2a,)=0
MN, =T, + Pysenf - Fcos@=-Ma,
N, —P,cos@~ Fsend =0
Asi que el sistema de ecuaciones por resolver es;
T,-2M,g+4Ma, =0 (1)

N, — T, + M,gsenf - Fcos@=-M,a, ... (2)

17



N

Lo}

M gcos@-Fsen=0 ... (3)
Despejando ~,de (3 )y 7, dela(1")

N

e

I'send + M gcosf

1 =2M,g-4M a,
sustituyendo estas en (2) , tenemos,
p(Fsent + M gcost) - (2M g 4M a, )+ M gsenfl - F cosf = -M,a,
u(Fsenth ¢+ M gcost) - 2M g +4M a, + M, gsenfl — ['cos = - M a,
u(Fsenfl+ M gcost) - 2M g+ M, gsent - ["cosf = -4M a, - M,a,
(4N, 0 M Ja,  Fcostw2M g~ M, gsent — y( Fsenf + M, g cos6)
resolviendo la ecuacion para ag, se encuentran,

Feosfh+ 2M g~ M gsenf — u(Fsen® + Mg cos #)
4M, + M,

g, = LERBAIHLE - gent - jdiend - jib, g pord

kK AM M,
; I cost — whsent + 2.‘\[4;1 —A{!g\wrﬁ - mlf,g cos
" aM,+ M,
100 cos30° -~ 04(100)sen30 + 2(10)98 - 3(98)sen30” - 04(3)(98)cos30°
. 4l AT
‘ 3+ 4(10)
dy = 5530

por lo tanto, para a, se tiene:

a, lu,

m
a, =1106
\
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21.- Una particula de masa M esta sujeta, a través de una cuerda
inextensible de longitud L, a un punto fijo O situado a una altura h sobre
una mesa horizontal lisa. La particula describe una circunferencia sobre
la mesa, con rapidéz uniforme 7. Hallar la fuerza ejercida por la mesa y
la tensién en la cuerda.

M=0.2g, L=5m, h=4m, 2=2m/s

La dinamica de la particula esta determinada por:
y
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1 cos® = Ma
Isenf+ N - P=0

Por otro lado, sabemos que
Ik s K= R =3m

sentl = . 0= Are \'t’n( h]
L N

4

t 'R T wh > [ = a
€ ¥ L) R |
| Ma MY -
cosf!  Kcosf
02(2
1'=—— —’—
JcosS313

I 044N

por lo tanto

My
N =P =Tsentl = Mg I(’E 7 senf
cos

N=Mg- -;;"' .'gﬁ|

5.

5313
)

N (02) 08

N 16N
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22.- Sobre el collarin de masa M actuan el resorte de constante k y
longitud neutra L, la gravedad, y la fuerza constante F. La velocidad de

M en el punto A es cero.
Encontrar la velocidad de M en el punto B, suponiendo que no hay

friccion.

F=100N, M=20kg, L=15m, k =500 N/m
v, =0, W=7, u=0, 6=30°

Por conservacion de la energia, se tiene:
E = constante
E(A) = E(B)
E(A) = E, (A) % Eppy s (A) 4 E o g (A) + E i (A)
E(B) = E.(B)+ E s a (B) + E s o (B)+F,.r(B)
igualando las energias en los puntos Ay B, se tiene

lm} +%g(,ﬂ,); + Mgy, - Fseng Ax, ~Fcosgpdy, =
2

lm; +1 K(AL), + Mgy, — Fseng Ax, - I cos¢ Ay,
2 2
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=0+ = h=42L,
donde la deformacion del resorte en los puntos Ay B es,
A =2 - L= (V2 AL, =0,

las alturas de la particula en Ay B son:
I

Yy =

ye=h

Fet]

y los correspondientes desplazamientos son:

Wi, =0, Ay, =0, Ax|,=/lsendS", Ay, = Lcosd45 .
asi tenemos que;

;-k[{\-’f - |]J'] + Mgh = %Mﬁj + Mgg ~ Fseng(lsenas’) - I cos ¢ (L cos45’)

Lot = {k[{ JZ- |)1.]" o Me 2+ Fsenas + 0)(Lsends') + Fcos(45 + B)(1.cos 45')

Larg = .&[H: l]x.]' —M;:g-l-i[cosl-lﬁ - B)cos(45) - sen(45 + B)sen(43)]

ra | —

finalmente la velocidad es.

2FL cos#

# \_fr [(”Ié_' '“']‘ “gh

SO0

ORI = 2(100)(15)cos 30
T Eead (V2 §| -o8{J2hs+ 22—
-y (2 ] o83 20
_b“)m

5
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23.- La esfera de masa M estd unida a una cuerda que pasa por
encima de un clavo colocado en C, y atado al punto O por su otro
extremo. Inicialmente esta en reposo comprimiendo el resorte en Ax en
la posicion indicada. Encontrar el valor minimo de la constante del
resorte k, que permita que la esfera llegue al punto B,

M=2kg, d=03m, L=06m, Ax=0.03m

B

Py

Por la conservacion de la energia, se tiene:

E = Constante.
Para los puntos importantes de |a trayectoria se cumple,

ElA4) = E(B)
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F(A)=E (A E,, 0 (A +E,, ..(4)
E(A) = }.-wf +%k(_\x4]: + Mgy,

E(B)=E ABY+ F e (B)+ B)

|
s 1 !
k(B)= i MY+ k(Ax, ) + Mgy,

| : . 3
My« —k(Ax,) + Mgy, = ;A’H/‘; +%k(m5)' + Mgy,

yaque, 7.=0, 75=0, Axe=0, ya=d, y ya=L, setiene

| :
SHAx,) Mg = Mgl

} k(Ax ) = Mg(L +d)
Por lo tanto

¢ < 2ME(L+d)
(ar,)

4 - 22 08N 006+ 03)
' 003

- 4(98) < 10°

N
k = 39200~
m



24 - El blogue de masa M esta en reposo en el punto A, cuando el
resorte de constante k estd comprimido AX. Suponiendo que no hay
friccion y despreciando las dimensiones del bloque, determinar:

a) La rapidéz del bloque en B, 75 =7

b) La altura maxima H que sube el bloque, Hqya = 7.

M = 3 kg, k=2000N/m, R=020m
=0, AX=x,=0.1m, u=0,

V=0

k
i |
Al J

Por la conservacion de la energia;

E = Constante
Para los puntos importantes de la trayectoria se cumple:
E(A) = E(B) = E(C)

E(4) = E o (A) + E py e (A)+ E s (A)

5 I 2
E(A)= L M7 + Lh(ax, ) + Mgy,

E(B)=E_,(B)+ E pot sta (B) + E pet g (B)




E(BY= 2 g + L a(ax, ) + Mgy,
KO = E (C)+ £, AC)+E,, .. (C)

1) 1.\@-‘ + -lk(_u_ )+ Mey.

ya que: 7:=0, 7c=0, AXa=Xa, Axe=0, Axc=0, ya=R, yg=0, yc=H.

se tiene, por conservacion,

{kx - MgR=— MYy = MgH_, .

1
Entre los puntos A y B se cumple que:

Lamg = i - g

por lo tanto,
k k -
% = —x, -2gR % = |—x,-2gR
TR = (VAR

2000 o
2, =, /= (01) - 2(98){02) =275
3

\
n

7ﬁ ;lbc"
N

Y < eh

495
gt 2T

g 298)
H_ =0ldm
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25.- Un collarin de masa M y carga eléctrica q, esta sujeto a un resorte
de constante k, cuya longitud neutra es “a” y a una fuerza constante F.

M va de A a B desde el reposo; Q es una carga eléctrica puntual fija.
Determine la velocidad en el punto B, 7, =7.

M=0.15l§g, k=500 N/m, a=0.15m, F=100N, gq=10°C,
Q=2x10"C

Por el principio de conservacion de la energia, se cumple que:
E(4)=E(B)
E(A) = E,(A)+ E e (A) + E i (A) + i (A)
E(B)= E,,(B)+ F 1 ea(B) + Ep(B) + E i | B)
Por lo tanto
%W: +qV(A) - F cosg(Ax), + %E(An): - ' My, +qV(B) - Feosg(Ax), + ;i(n,)‘

yaque 7, =0, (AX)a=0, (AX)g= 0
y las deformaciones del resorte son

Ax,=a, Ax,=0
; 1
% Mt; = Fcosg(ax), +g{V'(4) - V(B)) + Sha
donde los potenciales eléctricos son.
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l'(A);E‘.-.). V'(B)= "‘Q
u
asi que;
v(4)-r(p)- X2 _KQ _1 KO
a 2a 2 a
i\ﬁ' = Feosg(Ax), + ; ‘{L +%m

"rcmq‘( h} IS_qQ li

M Ma M
entonces la velocidad resultante es,

n-nu_ Aq(_’ 2F C()s¢(At]

VA Ma M

qu ) PR
\ 018 015

2, = /800 » 75+ 17321 = 104821

m
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26.- Dos materiales de resistividades n; y n. respectivamente, se
encuentran conectados como se muestra en la figura. Determinar la
resistencia en cada material y la diferencia de potencial en cada uno.

I
R =n ‘jl‘
1
R =n,-2
., 3
entonces las caidas de potencial, son respectivamente
iR, = AV
iR, = AV,
por otro lado tenemos;
R +R =R,
5
e=iR, = I R_<H
[ ml \
R ] A
" '”(m&. 1 ki |
LA A
© mh
AV, = [ R, ] = 4 |
:7€R|“R1‘ Ir,vlll .l
L4 A

129



27 - En el circuito mostrado en la ﬁgura encontrar:

a) La corriente en cada resistencia, i, is, is,

f4‘ is .

b) La diferencia de potencial de A a B, AVag .
c) La potencia total disipada por las resistencias, Pistal pisip-

Ei=2V, E:=E;=4V, R,

3
>

£
m
ol
L aaanaa

@

pl
S

F YVYYYY

=R2=R4=1Q, R3=R5=ZQ

E:z

Aplicando las leyes de Kirchhoff,

se tiene:

Nodo A:

+i,=1, donde j =

1 ]

Nodo B

b+l =1

donde i =i

I

T!:.l,‘-ll=ls—ll




Malla |
WR -iR +iR, =¢ -&,
Malla Il
LR +iR +iR =€, - ¢,
iR -LR +iR =¢ &,
iR +iR +iR =&, ¢,
por lo tanto se reduce a (usando is):

iR, '(is _':)Ra +4R =8 -,
iR, +iR +(ic—i)R =€, ¢,

‘1{}?1 +R3 +R.:)_i\R\ =& 6
if(R+ R+ R)-iR = ¢, - ¢,

G(1+2+1)-i(2)=2-4=-2
i(1+2+2)-i(2)=0

4, =24, =~2

5i, -2 =0 = ==

4[5;} — =20
2

10, - 2 = -2 = 8,=-2 = ==

i= é(—l—j =—-—§= -063
2\ 4 8

i, =i, -1, =025~ (-063) = -025+063 = 038

i, =-063
i, =025
i, =038

i, =063
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iy =-025

V(B)+ &, — iR, =V(A)

V(B)-V(A)= &, + R, = ~4+038(2) = -4+ 0.76 = ~324F"
P = Pp + Py + Py + Py + Py

Pow = R+ + i)+ R +2)

P = R(28F + 1)+ Ry(if +17)

P = 1[2(-063)" +(-025)'] +2{(038)' +(-025)]

P = 2(-063)" +(-025)" +7[(038)" + (-o_zs)’]

P =079 +006+2(014+006) = 079+ 0.06 + 041

P, = 126Watts.
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28.- El blogue se lanza con una velocidad %, en el punto A. Si el
coeficiente de friccion entre el bloque y el piso es u, encontrar la
longitud L que recorre sobre el plano inclinado hasta detenerse.
Suponer que el coeficiente de friccion es el mismo en el plano
horizontal y en el plano inclinado.

M=3kg, D=2m, 6=30° %=5m/s, p=03, L=7?

»

e "
l C A ‘
T | N h 4

L ] 7 77_‘;7 _-‘_1.-". Epomrav.=0

1

Por el principio del trabajo y la energia tenemos
Wi = Wi + W = AE| = E(C)- £(4)
donde las energias estan dadas por,

E(C)=E, (C)+ Ep par \C) = My + Mgy, = Mgh

= | ==

1y
E(A)=E_ (A)+E,, e (A) = = MU+ Mgy, = Mz,

se tiene, por lo tanto,

E(C) = Mgh = Mgl.sentl
1, e
F(4)= 3 MY
Asi que ;
| ey
E(C) - F(A) = Mgl.senf - My
el trabajo realizado por la friccion es,
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o
Wiy == fude =—uMgD
" L '
Whe = *_‘- fodr == uNL = - Mg cos L

Wi = —uMg(D + Lcosé)

A=l

usando el principio del trabajo-energia
—uMg(D + Lcosé) = Mglsent - % My

-2ug(D+ Lcos) = 2glsent — 7}
-2ugD-2uglcosf-2glsenf= -7
7 =2ugh+(2u gcosd +2gsend)L

por lo tanto la longitud sobre el plano L es:

o W -2mD
" 2ugcosf+ 2gsend

_ % -2ugD
2g(sen@ + pcosf)

5* — 2(03)(98)2
. 2(98)(sen30" +03cos30°)

L=089m
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29.- La esfera de masa M se une a la cuerda de longitud L y el otro
extremo de ésta se fija al punto O. Se suelta la esfera a partir del
reposo en el punto A, y al llegar al punto mas bajo la cuerda se
encuentra con un clavo fijo en el punto C, de manera que la esfera deja
de girar alrededor de O y empieza a girar alrededor de C. Determine la
tensioén de la cuerda cuando la esfera llega al punto B.

7=0, M=2kg, L=2m, H=03m, p=60° Tg=7?

Puesto que las fuerzas son conservativas;

F(4)= E(8B)

E(A) = E,(A)+ i g (A)
.E(A):'ij+ng, yaque 7, =0

E(A)= Mgy, = MgL

E(B) = E_(B)+ E i o (B)
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E(B) = %Mf/; + Mgy,

H
cosf '

donde, y, =R-H = & -H Yy Rcosfp=H , R=
cos g
Aplicando la conservacion se tiene:

“Lam s
WL_EW MgH[cosﬁ 1]

o (=57
— MY, = Mgl - MgH| —— -
g & & cos ff

siendo la velocidad,

2glL-2gH
& g(cosﬁ)

%= \/2(9.3)2 P SXOJ)(ﬁ'sE . 1)

La dinamica de la particula en el punto B esta descrita por:
Y

7 =57712
s

N 0 Psenp J M[a,)
,+P=Ma =
& “ [TJ A [—Pcosﬁ a,
w?
T,-Pcosfi=Ma_= M%

2

T= Pcos,B+M1 = MgoosﬂJrM%cosﬂ

= Mgcosﬂ+M:osﬁ'—"

2cos 60

7, = 2(98) cos 60" + ————(577)’

1, =12086

136



30.- La figura muestra dos cargas en reposo, calcular:

a) La diferencia de potencial entre los puntos A y B, 7(4), :'{3) AV 5
b) El trabajo necesario para romper esa configuracién, w,

mmper *

g:=-5x10°C, @=2x10°C, a=5x10"m, b=15x10%m,
K=9x10°Nm?C?

A

|

Primeramente se determinan los potenciales eléctricos en los puntos A
yB,

V(4)= Kq‘-v-K KI"L
a ﬂ'/

. [T - 4 2
[% el f_p|h B2
(B) K“ R b Ll\(r h/‘
por lo tanto la diferencia de potencial es:

AV, =V(4)-V(B)=K [Li—i+—"-f’}

AV, = KM% R oL H

1]
15107 §x107

po |1 ') T LUNLI TS 11
AIAR~9xlO{—S[i—S-; <107 X107 +2 - 1) |

(4 ]
LS« 107 15%1077)

AV, =9x 109[—5 # 10"’[



11 11
AV, =9[_5(E—§) '"2(3’1—5)]“10’ x107 x 107

AV = —45(ﬁ)+1 ﬂ} -lO‘:(—E(—2)+§Jx!O’
15 15 15 15

36
v, =(6+—] 10°
AV s 15 "

AV, =84 x10°Volts

W e =K£& = Wnnyn :“Kﬁl
ha fa

W, =-k2%  donde r,=Ja' + ¥

o ha
- 44;
B <rv

(-sx10*)2x10¢)

W, ey = =9 %107 -
;}25 x107™ +(15)" <107

w _9x5x2x10" x10™ _90x107 x10° _ 90 10" =20 107
T se(s) <10 J25+25 250 1581

Wipapee = 05T
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31.- Un collarin de masa M y cargado, esta sujeto a la accion de su
peso y va del punto A al B desde el reposo (ver figura).
Calcular la velocidad del collarin en B, (Las otras cargas estan fijas).

a=3x10"m, q=107C, M=107kg, 7.=0

oZ»r o
rreo——Sam<

+q

Puesto que las fuerzas son conservativas, se cumple:
E(A) = E(B) = E = Constante
E(A) = E_(A)+ E ot g (A) + B (A)
E(A)= - MY + Mgy, + gV (4)
E(B) = E(B)+ Eppon (B)+ E i |B)

E(B)=+ Mi; + Mgy, + 9V (B)

donde los potenciales eléctricos en los puntos A y B son:

"]

K(ia) Kla) Ko 1 || Ka[d

a J2a a\2 a2

V(d)= —l.!
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(8)= Kz(‘t;) i f(q) .
(9@ 0@

Por la conservacion de la energia se tiene,

%Mﬂ'.’ + Mgy, +qV(4)= %W; + Mgy, +qV(B)

%m,;‘ - Mg[f] + q[&(% - IJ]

1W2 Mgﬂ Aq ( 2)
2 2

% ga+—( 2)

entonces la velocidad es,

Y%= "ga+%(«f5.—2)

%= Jq,s(osp W(;-—(—T)o—(f 2)= J;a4+% x10° x 10" x107*(v2 - 2)

7, =[294+3x107(V2 - 2) = 292

m
% =13
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32.- En el circuito mostrado en la figura, calcular:
a) La corriente en cada resistencia.

b) La diferencia de potencial entre los puntos Ay B.
c) La potencia disipada en la resistencia R

Ri=10Q, R:=R4=30Q, R3=60Q, E=4V

Ri
AAAAA A
WY
3
R3Z
< Rz
E
AARAAL L
YYYYYY ™ L
Ra

Aplicando las leyes de Kircrli{mff, se tiene:
1
A

Nodo A i +i=1i
Nodo B  L=i+i,=4+1 .o (1)
donde se cumple que iy = is .

Malla | PR iR iR =0 .....(2)
Mallall LR +iR=¢ ..o (3)

Sustituyendo (1) en (3), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,
para las corrientes:

WR LR -iR =0 = (R +R)-LR =0
(‘1+13)&*'3R3:£ = ’\"{:4"1(!"):*"{1):5

el cual nos da:
40i, - 60i, = 0
301 + 90i, =4
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Resolviendo el sistema de ecuaciones por determinantes,

0 -60
(4 9% 240 240

7740 60| 3600+1800 5400
30 90

(40 0
30 4/ 160 8

bk = = %107 =00294
5400 5400 27

iy =i +i, = 00744
i, = 00444

= g %107 = 00444

Para la diferencia de potenciales, iniciamos la trayectoriaen Ay
seguimos a través de Rz para llegar a B, asi que

V(B)-i,R, =V(4) =  V(A)-V(B)=-iR, =-0029(60)
V(A)-V(B)=-177olis

o

V(B)-V(A)=1777 Volts

Para la potencia disipada por la resistencia R; tenemos,

P, = %R, =(00296)(60) = o,osza{
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33.- Una F:uenta esférica tiene masa m y esta cargada eléctricamente con una
carga q, dicha cuenta se desplazara desde el punto A hasta el punto B a lo largo de
una varilla vertical fija. EI movimiento se realiza en la vecindad de la superficie
terrestre, la velocidad del collarin en el punto A es de 1.0 m/s. Determine la
velocidad que tendra la cuenta esférica al llegar al punto B.

m=50g, a=20cm, b=50cm, q=10°C, Q=4x10°C.

o @ T_g.

b

|
q |
mPA X

a

Debido a que las fuerzas sobre la cuenta esférica son de tipo conservativo
se tiene que se conserva la energia del sistema:
E=cte.
En particular para los puntos de interés Ay B se tiene
E(A)=E(B).
Donde la energia se compone de tres partes: energia cinética, energia potencial
de gravedad y energia potencial eléctrica.

E(A) = E (A)+E,, ., (A+E, aeer ().

E(B)=E_ (B +E

em pot gra v

Por lo tanto la energia en el punto A es:

(B)+ E poy tecs ( B) -

E(A) = —l_;muj +mgy, +qV'(A4)
similarmente para el punto B tenemos:
E(B)= ];ma,, +mgy, +qV(B)

Igualando dichas energias tenemos
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1 1
Emaj. +mgy, +qV(A)=§ma: +mgyy +qV(B)
De la relacién anterior podemos determinar la velocidad en el punto B.

%ma,ﬁ =%mi +mgy, —mgy, +qV(A)—gV(B)

1 1
ey =S met +mg(y ,— yy) +a(V (4)-V(B)

al=0l+2g(y, -)'.)+%(V(.4)»V(B))

¢, =Jaj +2g(y,~y.)+%:5~(V(A)—V(B))
En el resultado encontrado solo falta identificar cada término dentro del radical
para dar el resultado numérico del problema.

¢, es la velocidad inicial en el punto A, y, es la distancia a, y, es igual a cero,
V(A) es el potencial eléctrico generado por la carga Q en el punto A, y V(B) es el
potencial eléctrico generado por la carga Q en el punto B.

Los potenciales eléctricos estan dados por:

_x2
Vid)y=K b

_x 2
V(B)"Ka-c-b

de tal manera entonces la diferencia de potenciales (V(A)-V(B)) resulta ser:

vk 2 _pofl_ 1 ). Q{TLJ
Via=HByeks "a+b‘KQ(b ad»bJ_K ba+b)

sustituyendo este resultado en «,,

ZKQq( a
al=Jﬂj+2ga+ - “4_b(a+b)

2x9x10° x4x107 xl()"[ 02 J
o, = JI +2(98)(02) + L 0502+05)

a,=\(l+9.8(0.4)+14.4( a2 ]-\414-3.924-3.22:\}13.14

05(0.7)

@, =362 %
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34.- Un collarin de masa M y cargado esta sujeto a la accién de dos
cargas en reposo y a su peso. Si el collarin parte del reposo en el punto
A como se muestra en la figura. Calcular la velocidad que lleva en el
punto B.

h=10"m, M=10"kg, U =7

-q - !
.L - . + q. Epal;ra- =0

h

Puesto que las fuerzas son conservativas se tiene:
E = Constante.

En particular en los puntos A y B tenemos,

E(A) = E(B)
EA) = (A E e (4) + Er g (4)

E(B) = E_(B)+ E e (B) + E ot o (F)

E(d) =3 MU} +(-a) (4) + My,
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E(B) = 3 M8 +(~q)V () + My,
igulando las energias en los puntos Ay B

3 MO (a () + Mey, = S M0+ (q (B) + Moy,
3 MU = Mgy, + Mgy, - () (B)+ (-q(4)

MG = Me(y, - y2) +(-a)V(4) -V (8)

= e~ 2)+ 2 alv(a)-v(8)
Donde los potenciales eléctricos en los puntos A y B son:

- Kol K2kl 1)

J5h h Js
2 2
P(d)= K\,(r“:) Kg _Kq {, ~ %)

i1 3) ()23

v(4)-v(5)= X2 [ n%_%J

donde se tiene, y,=h, ¥y, =

A

Por lo tanto,

SR e
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7, =

JZgh Zqu[ 2J§+”E)=Jgh+2}"_qz(l-ﬁ+£1
s 2

—_—— | | — e —
2 Mh s 2) Mh

i zxgxlo'axm")’( PN
”a=\f“"’(‘°])+—T&—'—"“*T+ﬂ

2 245
7E=J;93+2xslx|0°x]O‘”ilO‘(]-—\Sf_—+g]

% = [098+162 x |0"[t—¥+‘j—}]

7, =.[098 + 0"52(10‘ 45 +52)

10

m
%, =105
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35.- En la figura se muestra un sistema de cargas eléctricas en reposo, calcular:
a) La diferencia de potencial eléctrica que existe entre los puntos A y B,
b) La energia eléctrica para formar dicho sistema.

a=1m, q,;=-4q, q,;= +2q, g,:=+q, g=10"C.

\\
\ %
// \\_.\‘ \ \\ @
/ \
Vo N\
o 7 |
/ ‘ B : N }’/
<
9o — ~ 9

a) Para determinar los potenciales eléctricos en los puntos A y B empleamos la
expresion del potencial generado por una carga puntual y el principio de
superposicion del potencial eléctrico.

Primero determinaremos el potenciai eléctrico en el punto A,

) =kL kB, gD
n n n

Vid)= x[ﬁ»rﬁ»,q—’J
n r

o5

—4,
V(d) =K q X% *q

Jﬁ a
2 29 3
V(d)= —[ 8+2+
%)
ZKq( 2 J
V(Ad)= -3+—=.
De manera similar el potenmal eléctrico en el punto B es:
vig)=kd+ £ %, gh

h '
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&

V(B)= K +fi‘i++a—"
2

u|ﬁ,—1|
o

L
2

V(B) =-€i(2+4—%}

2Kgq 4
V(B) = ——(3 - -)
a NG
Por lo tanto la diferencia de potencial entre los puntos A y B esta dada por
AV, =V(B)-V(4)

2K, 4 2K P X
=283 2)- 290 )

S N
m",:zTK“'[J-jju-v%J
o2 4)

e 2]
12x9x10" x107

AV, = (1 —é] =108(0.42) x 10°

1

AV, = 45646 % 10" Volts
b) La energia de formacion del sistema se determina por medio de:
E= —K[Eﬂ] con¢#y

Ty
donde r,, son las distancias relativas entre las cargas eléctricas localizadas en los
vertices del tiangulo equilatero.

kN9 99 M}
E e = K(- 4! ’ Ny ' LY
(-4gf+2g) (-4gN+q) (+2qN+q)
Emmz_K[ e * a + a
Kt Kq
Eh_m=_-;—(-s—4+2)=|n-—a~
E jomecen = 109 10" x(107) =9x10 4.
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36.- En el circuito mostrado en la figura, calcular:
a) La corriente en cada resistencia iy, iy, i3, ia.

b) La resistencia equivalente del circuito Requiv.

¢) La potencia disipada por la resistencia R4, Pra .

R;=100Q, R;=R3=50Q, R;=75Q, E=6V

: ”\?\'ﬂf = C
< VYWY
A
R2§ ;:"; g R,
< 3"'-;R‘
™~ /
‘AJ/ - ]
Aplicando las leyes de Kirﬁhhoff:
" 1 B _io C
VAW =
—i L,/
. t\lj IéRZ/:X §R
ST
A
e —
£
Nodo A: L4+ -,=0  Mallal iR -i,R =0
Nodo B: i +i =i, =0 Malla Il LR —iR, =0

Nodo C: iy +i,—i, =0 Malla Il LR 4ILR =€ ...
Reescribiendo las ecuaciones de Nodos y Mallas se tiene,
LR A N iR =0LR = iR,
=i+t . (2)
asi que el sistema de ecuaciones se reduce a resolver
(sustituyendo (2) en (1)):

(i, +i, +i )R, +i,R = ¢ = [1.%1—:’_,%44‘}& +iR,=¢

R=R‘+-R;{—&+R‘+R4J:z = f= )

1y

\ R



6 6

= 5 =
A 50(75) .. 75

50+ 75+ 5 75( - e - SERiYy 2 I=
o 1oo+soJ 125+ =50 () 18+20)

i

asi que la corriente que pasa por la resistencia R, es:

[ e B’ o= 0025Amp
= =—" _=_%2 _
1254 225 250+225 475

la corriente en R; es,
b=, R oozs( E) =z 1(0.025) =15(0.025) = 00375 Amp
TR \50/ 2
la corriente en R, es,

R, (75) _3
=i, — = 0025 — | = =(0.025) = 0.75(0.025) = 0.01875.
i "R, [100] 4( 25) = 0.75(0.025) 1875 Amp

la corriente en R; es,
Iy =1 +i, +i, = 008125Amp

Reduciendo el circuito, agrupando en serie o en paralelo de acuerdo a
las resistencias, tenemos:

1 RR,
araRiy R, | R = = ke,
p 1Y Rz P 1 *,],, R+ R
R R
RLR,
ara R:y Re' | :  _RR
Pva R e PTRR,
G, )
2 i _ 2 _ ol +iy/ B ) .
para Ry ¥R R =lorBe=R+3g e 100(30) 75
e o4 )
R+ 150
asi la resistencia equivalente es,
75(100) 7500
_ 3 - 3 —50+ 2% _ 942307 =7307
R""_SO+100 “‘50»,]00;(225_.0 325 S0+ 230 307602
3 3
R... =7307602.

Para la potencia disipada por R, se tiene,

P, = R =75(0025)" = 00468 ars



37.- En la figura se muestra un sistema de cargas en reposo, calcular:

a) La diferencia de potencial entre los puntos Ay B, AV .
b) El trabajo necesario para romper dicha configuracion, Womper
9:=2q, g2=q, q3=-9, q=6x10°C, a=10"m

El trabajo para romper la configuracion es el mismo trabajo para formar
la configuracion, salvo que son de signos contrarios.
W, =W

romper formar
el trabajo para formar esta configuracién esta expresado por

a4,
#

Wone =T K ? 22y
1<y !

i e

. - K[ﬁm L4, ﬂ}

r}: rll rli

donde las distancias estan dadas por,

r. :Va: +[%a): = |a? +%a: = J?a:?a

ME]
Ky =——a, r,=2a .
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W x| Caka)  Ca)-q) | (a)(-q)
fomer J_ J— 2a

W _ (9x10°)(6x10 ) 9!36

l 0 ~11
o = o= g * 10" x10

W, =162x10°°

enper
el trabajo para romper la configuracion es,

W, =162/

g—
Por otro lado, los potenciales eléctricos son,

3 2 _ ;
F"(A}=K[i*&+ﬁJ:K = I, P | -E‘Ki

LI R

2 -4 :qu

2a -\/5[1 2

vg) =k L4 &]—K
(&) [R,Uﬁkv

por lo tanto |a diferencia de potencual es,

1

A ; , 4.9 4.4 g1 1
e it s i

8
Apcsms, 2 pd
Ve 15 a

AV, = -288 « 10*Volts
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@fUn collarin de masa M y cargado esta sujeto a la accién de dos
cargas en reposo y a su peso. Si el collarin parte del reposo en el punto

A como se muestra en la figura. Calcular la velocidad que lleva en el
punto B.

M=01kg, a=02m, q=10°C, 2,=0, 7%=7?

PLANO VERTICAL

Por conservacion de la energia se tiene:

E = constante.
En los puntos Ay B

F(A)= F(B)

E(4) = EL(A)+ £,y e (A)+ E e (4)

por.grav

E(B) = E,(B) + E oy (B) + E pric (B)

E(A) = 3 M0} + Mgy, -V (4) =0+ Mg| 5| - ¥ (4)

; [ ;7 1 ,
E(B) = - My; ~ Mgy, —qV () = 2 +0-qV(B)
igualando las energias en los puntos A y B, se tiene:

Mg(%:‘ -qV(4)= éﬁffﬂ; - qV(B)
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-MP ‘*Mgwqi (B)-gqV(4)

: )
7, - J(ﬁj[% Mga + ofV'(B) - ru))}
%, = [ga+ —[l (B)-v(4)]

Los potenciales eléctricos en los puntos A y B son

|
J

V() =k{-2
() {d-*\',ia

ray=%2 {2\;’5 1)

-q tig_'_ﬁz_ \ Aqs 242
gt )
2 |
t'(B]:T(Lf-)

entonces, la velocidad esta dada por:

29[ Kgi. =y Kapa s ol
“’ng‘“H[:P“)’f('“C"]

%= [ra 250
=\l(98x02) '{ ]10 d, L ] ~(v2

2 = 196 +9 10" x10 (V2 +1)
7, = /196 + 092 -1)
7, ::2.03193r
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39.- En el circuito mostrado en la figura, calcular:

a) La corriente en cada resistencia, is, iz i3 la.

b) La potencia disipada por la resistencia R;, Pg;.

c) La diferencia de potencial entre los puntos Ay B, AVag.

R;=60Q, RR2=R4=BOQ. R—_;=‘I0Q,R E=6V

Aplicando las leyes de Kirchhoff se tiene:

Nodo A: =i, +i, donde =i

Malla | iR +iLR+i R =€ ... (1)

Malla 11 LR -LR =0 R =hR .(2)
h=1 F

Sustituyendo , por i, en ( 1), se tiene el sistema de ecuaciones para
las corrientes en el circuito:

iR+iLR +iR = = i(R+R)+i.R=¢ .....(1)
LR (i -H)R =0 = -iR+i(R+R)=0 ... (2')

Resolviendo el sistema por eliminacion, (de la ec. ( 2" ) tenemos):
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=

Sustituyendo en ( 1') encontramos:

&

(R +R) e o =
f:T(RﬁR‘)”a@-b . ’:—;—jm
: IR

]

por lo tanto la corriente en la resistencia R; es,

6 6 6 6
- = =—=0015384
0+3

30+ (_6__1_01)(030_*”_}2 0+ (?01)5)40! 30+360 390

=

la corriente en la resistencia R es,

”
i= 0.0!538(30:)10) - 0_01533(‘:—0] = 001538 « 4= 006154

\ L

asi que las corrientes iz e iy son

i, = 004614,
i, = 006154

la potencia disipada en la resistencia R, es,

P, = i'R =60(0.0615) = 022691

la diferencia de potencial entre los puntos Ay B es igual a:
V(A4)- iR, =V(B)

AV, = V(A)-V(B) = i,R, =10(004614)

AV, = 046141
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40.- En el sistema de cargas fijas mostrado en la figura, calcular:

a) El potencial eléctrico en los puntos Ay B, V (A), V (B). ‘
b) El trabajo efectuado por la fuerza eléctrica sobre una carga q al
pasar del punto A al B, Was.

c) La energia potencial eléctrica del sistema, Esis:.

a=05m, b=03m, g=3x10"C, q=45x10°C

.-q +2q

Por el principio del trabajo y la energia se tiene:
W, .s= _A"me = _(HPA.'[B) - E.‘“.r("i}.]
donde, el potencial eléctrico en el punto A es

rA)=kd kE g%
a, a, a,

4=-9 % =7
g, =2 a, =vJa’ + b’
q,=-9 a,=a
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V(A) = K—+xﬁ‘f—+xﬁ
b a’ + b a
’ 2 |
I(A):Kq{-—+ .
b Jat+p a
2 1

[
Fidy=(9x10")3 <10 ———
( X ‘{ 03" (035)° +(03)

V(A)=-27 x10°(194) = -5238 x 10° Volts

—}

T 0s

Para el potencial eléctrico en el punto B tenemos,

ﬂﬂ:x%+x%+x%
( 2 3
b o=b =b, =%Ja:+b’ .
V(g =k—L—+k x 4 e
o + 5 ~Jat +° ~Ja? + K
2 2 2
; -1 2 -
V(B)= Kq W ik )
E\fa'm’r _’Ju‘7+b: quﬂﬁ-h"‘
V(B)=
por lo tanto,
Wow=—q'aV = -qV(B)-V(4)]= (-aV(4) =g V(A
entonces,

W, 5 =-23571/

Por otro lado para la energia potenmal del sistema. se encuentra

J - =(2‘1')4 7 + -q)[}—q 3]7 ‘-lI 'R m= *( ‘i‘){
£ 2Kq° Kg 3A'q-'
Pot Sust a m h
2 1 2] s '
or Sist K‘?* o - =92 10°(9 < 10
e P | R
28
L = —T(SIO)
Ep s =—(895)(810)
Epp o =-725086.]
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41.- Dos conductores de resistividad n, y n. respectivamente, se
conectan a una fem E como se muestra en la figura. Calcular:

a) La resistencia de cada conductor.
b) La corriente en cada resistencia.
c) La potencia disipada por el circuito.

m=53x10°0-m, A, =62x10"m’, L=09m
N =68x10°Q-m, A;=27x10°m?, E=10V

Para cada uno de los conductores se tiene:
R=n :— = (53 %10 *)09) 6'_1'\ <100

L synel 1Y s
R =n,—=(68x10")09) —| x10'Q
=R ( Koo} 57)
R—_-i
62

1
2
R - “_,‘ <10=2266Q

x 107 = 76930

-

por lo tanto la resistencia total es,
R =R+R
£ 10

e=IR, = | = —=——=01004Amp
' R, 9959

asi la potencia resulta ser:
()
e _(0 _100 _ o0

P=gi=—=——= =
R, 9959 9959 s




42 .- Considere el circuito de la figura:

a) Aplicar las Leyes de Kirchhoff al nodo "A" y a las trayectorias | y Il y
plantear las ecuaciones correspondientes.

b) Resolver el sistema de ecuaciones obtenido en (a) y calcular la
corriente en cada resistencia.

c) Encuentre la diferencia de potencial entre Ay B

E=6V, E;=8V, R;=15Q, R;=12Q, R3:=6Q

Por las leyes de Kirchhoff :
Para el nodo A se tiene,

h—l+i,=0 = I =i, +1,

Para las mallas | y Il tenemos,
Malla |

& -LR -LR =0 = & =HLR +1,R,
Malla Il

&, -LR -LR =0 = £, = LR + LR,

sustituyendo la ec. del nodo A en las ecs de mallas, se tiene,
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£ =i(R +R)+iR, 6=4(6+15)+i,6
e, =i R +i,(R. +R) B=i6+i(12+6)

Resolviendo el sistema de ecuaciones para las corrientes ( por
determinantes),

6= 21i, +6i,
8 = 6i, +18i,
6 6
- gl 18 _ S08-8E) _,iasy
Y21 6] 21(18)-6(6)
6 |s[
21 6
6 s‘ _2®)-6(6) _,

i = - =0386A4
¥ lm 6' 21(18) - 6(6)

|6 18
siendo las corrientes,

i =01754 4
i, = 03859 A
i, =05613 4

para la diferencia de potenciales tenemos.

AV =V(B)-V(4) = -iR, = -33678 1
o

(AV) =V(A) -V (B) = i,R, = 336781
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43.- Un collarin, de masa M y carga eléctrica g, se esplaza del punto A
al punto B. El movimiento del collarin ocurre cerca de la superficie de la
tierra. La velocidad del collarin, en el punto A es cero %, = 0. Calcular la
velocidad de dicha carga en el punto B, 7 . Q es una carga eléctrica
puntual y fija en el riel. No hay friccion.

M=015kg, a=01m, b=02m, g=10°C, Q=4x10°C,

carga fija
. Ay
a
SC IS
'g"\
é}] b

B ¥y
I I Epotgav =0

Por la conservacion de la energia se tiene:
E(A) = E(B)

E(A) = Eo(A)+ E o (A) + E i (A)

E(B) = E_(B)+ E s (B) + E v (B)

E(A4) =~ M7 + Mgy, +qV(A)

L

donde el potencial eléctrico en A es
)
v(a)=k<
a
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E(B)= —;-M.’/; + Mgy, +qV(B)

donde el potencial eléctrico en B es

(8 =k
V(B)=K =

por lo tanto tenemos,

( 1
Mgb+q[\K%J == My +qK-£g

i 3 (] 1
— My, = Mgh+ KqQ| —— )
2 g & qQL) a+h

G o2 h
v = -—| Mgh + KQ [
"M [ e 'q\a(u + h)JJ

asi que la velocidad esta dada como:

0~ [ogh - _2Ka0P_
ala+bh)M

L 9x10°(107 f107 (0 2)2
%= Jﬂ"ﬂ(”a]* (03)(01)(015)

Y =~392+32
7 =202
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44 - La f.e.m. con voltaje E se conecta al resistor, cuya resistencia es r
y al conductor que tiene la forma de paralelepipedo rectangular, las

dimensiones del conductor son «, . y [ Si la corriente eléctrica

proporcionada por la fe.m. es i determinar el valor de la resistividad
del conductor.

p=? E=12V, r=2Q, i=5A 0=3x10"m, [ =4x107m,
[ =10%m

Para el circuito, se tiene:
R =r+R
e=R i = e=(r+R)i
r+R=E = R:f—r
1 !

ademas por otro lado sabemos que;

R=p< L
B - _ R4
p.‘! P ¢

por lo tanto |a resistividad es,
ti—rJA l = frl‘.[uh}
I / =%l J
¢ ¢
12 ) i
- 2|(3x4)x10
0

p= 10°°

2 2
"72J-10*‘» ~x12x10

P:‘z[?

p:d,BHO*Q-m
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45.- Se colocan cuatro cargas en la posicion que se muestra en la
figura. Calcular:

a) El trabajo necesario para lograr esa configuracion, Wigmacion
b) La diferencia de potencial entre los puntos Ay B. A Vag

g=1x10"C, a=15cm,
2q -q

-q

Sabemos que el trabajo para configurar un sistema de cargas esta
dado por:

W, = Z K ‘iri

;;vf=Av<|‘f;‘f;+ﬁ+ﬂ+‘f_:‘t“f:‘?‘+qlqa}

| n fis ha s P Ty

donde las distancias entre las cargas son iz, fa, ..... M
4 = 2q K, =a

o N Ny X O
= Wi ) VATV TR T2
4. =9 r,=a

£l 2

q,=-q r:-’:(fv_ r,=vNa +a =\Iriﬂ y ru*u‘\/_.<




las distancias de las cargas a los puntos Ay B son: s, 15, 1a, 14
Ri1, Rz, Rs, Ry respectivamente.

n =2, R=fos . [,
4 Vs
n=a k=2
©2
.o R -1
3 5 - 2

o il 5
= - L — =
n=a, R, = |a 7\

W, = K [(Zq)(-q) L (2aN)  (2a)-q)  (-aM) , (-9)-4) (a)-9) ‘
a

2 a V2 J2a V2
a 2~ arz— “T
K J 4 2 1 2L
We=""i24-mem2 b= -
a2 V2 V2 2]
2 ] 2 *8
H;=L{—4+Lf:LJ‘E_’ l
a 2] a | 2 |
(9:-]0”)(!0 ) [J2-8]
S 015 2 |
R I L.jJi—gL:g_l(,i;«*i;s\\:“b.m“l_m
Wy =2 x10° x10° 10 TRt =

W, =-198x10"J

los potenciales eléctricos en los puntos A y B estan dados por;
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. : 29 -9, .9 4
PiA)= K 4_-+9;+51A_a}:,< 24 ,4,.9 .4
) *r, r r | J2a a "‘_E’ a
\ 2

]

r(4)= k| 2- 2_q] -%(2v2-9)

2a a

. m:AJL_A&}-x 2 , -9 9,9
( [R R R, Jsa Jsa a a
2 2 22
PP e q"|
V(B)= K| =+
(8) Jsa/
e . [ ;‘
vemy=2K9( %)
a \ §)

se encuentra que |a diferencia de potencial es,

/

PRTREC

a

AV, =0039 % 10°



46.- Se tienen particulas en reposo de la misma cargaqy masa Men la
configuracion inicial A. Posteriormente, debido a la fuerza eléctrica
entre ellas se desplazan a la configuracion final B ( ver figura )

a) Calcular la velocidad de éstas cargas en la configuracion B, vg = 7.

g=5x107C, a=10"m, M=10%kg

_ Configuracion
Inicial
A

_ Configuracion
Final
B

Por la conservacion de la energia, se tiene:
E = constante
Para la situacion inicial y final se tiene:

E(A) = E(B)

E(AY= £ (A) v E, (A)

k€, 9 9.9, 49 _.9] yaque =0

| :
E(A)y =4 M)+ a aJ2 a a aJ2 «a
E(A) =KL 4+42)
[
E(B) = ke B)+ E- . (B)
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. - l . "q.' .' q: q_' a3 q‘]
F(B)=4-M')+ K| = depdopolo
k) (: v) [3a a\f_+3¢l +r.h/—_ 3a

va.u—w ek L L—+—] f(4)-h;(4+ﬁ)
Por lo tanto,

k(2 ) gL
M0 '\al‘3+\/|TzJ kL2

My t4+u‘"——-—
38

- B 2
K 8 23

Y 2aM3 3

asi que la velocidad resulta ser,

|Kg" 8 22
] (—+
Vaarr 'z 3

7= "“? Pyl 2J/2)

7, - 285"
A}

Otra solucion alternativa seria analizar lo que le ocurre a una sola
particula cargada en presencia de las otras tres y usar el teorema de
conservacion de la energia.

EA) = E_(A)+ E, .. (A)

E(A)= =My +qV(A)

E(A)= —gql"( A)
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E(B)=E_ (B)+E,, .. (B)

E(B)= -qV(8)
Por lo tanto,
—?V(A)— -qV(H)
zlw; =qV(B)-qV(4)
A s o
= M(J (B)-V(4))
donde los potenciales eléctricos estan dados por,

—q

V(B :K(;q+;q+1j: !
) da  3a \Jog' Log° a\l 3 32

V(B) = _ﬁ[z.,.ﬁ} = 72‘44.‘/5)
3a 2 ba

= = = A - f
1-’(,4):)([—"'»,--34.*‘7\: _fﬂ" 1ﬂ‘T‘J!

a a Jg'+q' ) a |
r-'(.4;--_{4+J°)

asi que la velocidad resulta ser,

i3] 5 5

%= 4150, ) - |50 )

M Viars

7, =285"
J .
Por ambos procedimientos se encuentra el mismo resultado
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47 - En el circuito que se muestra en la figura, calcular:

a) La corriente en cada resistencia, iy, iz, i, is
b) La resistencia equivalente del circuito, Requy.
c) La potencia disipada por la resistencia Rs , Pgrs

R;=300Q, R;=604Q, R3=R:=ZOQ, E=8V

N — R

R ~ |
+ wW———y o
- -
E|
R
VAVAAA

Por las leyes de Kirchhoff, se tiene:
Nodo A ~f = +iy=0 — iy =i +1

NodoB ¢ +4,+i,-i,=0 ... (1) L=k =0 —
NodoC 1 -i,-i =0 = i =i-1

Mallal iR -iR=0 = LR =iR

Mallall R -4,R, =0 = iR =R,
Mallalll o & +i R = ... (2)
LR miR =R o (3)
De (1) tenemos A= U R A (1)
Sust(1')en(2) e=(,+r+0)R +i R =iR+iR+iR+iLR ... (2)

Resolviendo el sistema de ecuaciones para las corrientes:

Sust(3)en(2)
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5:!.[%}[( +J(R&]R‘+“R1+‘R-‘\R *f\'w R‘R,\
S s s s
R;'*R.i-[R‘ +%-JR_, 20+20+ ‘13 20]"(\ 40+(§*%j30 L

=013 4

R, 20
1 =1,—=—(013

‘R 30013
1, = 00866 A

R, 20
iy =i —+=—(013
1 ’J Rl 60( )
1, =00433 4
ih,=0264

La resistencia equivalente se determina haciendo las correspondientes
reducciones serie-paralelo.

P . : RF,.,‘.._'HF:_R'R_‘
{ l+l R+ R s 1,1 R+R
RR R, R,
| |
R =R = R, +R PPLL RE,
equivalants s, # g ' i R R.
‘"R+R
R, =300

La potencia disipada por la resistencia R;es,

P, = iiR =20(026) = 1353W
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