becapud sl o

bBasicas




ELEMENTOS
DE ALGEBRA VECTORIAL
Y ESTATICA EN EL PLANO



ELEMENTOS
DE ALGEBRA VECTORIAL
Y ESTATICA EN EL PLANO

Este matsrial fue aprobado para su publicacién por sl
Consejo Editorial de la Division de Ciencias Basicas
e Ingenleria de la Unidad Azcapotzalco de ta UAM, en
su sesion del dia 24 de marzo del 2004.




ELEMENTOS
DE ALGEBRA VECTORIAL
'Y ESTATICA EN EL PLANO

Hugo Sergio Becerril Hernandez
José Luis Fernandez Chapou
Nicolas Falcon Hernandez
Alejandro Pérez Ricardez
Abelardo Rodriguez Soria

R R

A\ MCAPOTZALCO

MrYRe, o &
L35 SIEOTECA

2832813

UNIVERSIDAD
METROPOLITARA
Caza abierla al liempo Mmpnlulm

Divisi6én de Clencias Basicas e Ingenieria
Departamento de Ciencias Basicas



UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD AZCAPOTZALCO

RECTOR
DR. ADRIAN GERARDO DE GARAY SANCHEZ

SECRETARIA
DRA. SYLVIE JEANNE TURPIN MARION

COORDINADORA GENERAL DE DESARROLLO ACADEMICO
DRA. NORMA RONDERO LOPEZ

COORDINADOR DE EXTENSION UNIVERSITARIA
D. 1. JORGE ARMANDO MORALES ACEVES

JEFE DE LA SECCION DE PRODUCCION Y DISTRIBUCION EDITORIALES
Lic. FRANCISCO JAVIER RAMIREZ TREVING

ILUSTRACION DE DE PORTADA:
CONSUELO QUIROZ REYES
DISENO DE PORTADA:
MODESTO SERRANO RAMIREZ

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD AZCAPOTZALCO

AV.SAN PABLO {80

CoOL. REYNOSA TAMAULIPAS

DEL. AZCAPOTZALCO

C.P. 02200

MEXxico, D. F.

© UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD AZCAPOTZALCO

HUGO SERGIO BECERRIL HERNANDEZ
JOSE Luls FERNANDEZ CHAPOU
NICOLAS FALCON HERNANDEZ
ALEJANDRO PEREZ RICARDEZ
ABELARDO RODRIGUEZ SORIA

FLEMENTOS DE AL GEBRA YECTORIAL Y ESTATICA EN EL PLANC
ISBN: 970-31-0374-X

12, EDICION, 2005
2° REIMPRESION, 2007
39%. REIMPRESION, 2009

IMPRESO EN MEXICO



RESUMEN DE CONTENIDO

PROLOGO

iv

CONVENCIONES NOTACIONALES

iv

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICA

vi

MODULO L. ALGEBRA VECTORIAL EN EL PLANO

CAPITULO 1. VECTORES Y FLECHAS. REPRESENTACIONES ANALITICAS <o

CAPITULO 2. EJEMPLOS DE VECTORES FISICOS wtvovv oo eeseeeeseeee st eee et ste s et st e st eeeses e seesess s sasssan
CAPITULO 3. OPERACIONES VECTORLALES .. ...oeoe oo smsseeeoesssssssesessesmsos oo e soe s cssesss s oo
CAPITULO 4. TRANSFORMACION DE LOS VECTORES. BASES VECTORIALES .. .oo.ooooo oo ecrsnssneoe

CAPITULQ 5. PRODUCTOS ESCALAR Y EXTERNQ DE VECTORES -.ovvvtvoveceeerrsseeeeeeescesssamsoneessass sossssessesssssssaneasoenesceens o

MODULO II. ESTATICA DE LA PARTICULA EN EL PLANO

CAPITULO 1. FUERZAS, LEYES DE NEWTON DE LA MECAINTCA -.--oroooceoore e csevee e enoe s oo e
CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS DE LA ESTATICA oooooeeu oo cemerereees s s sss st ssessssesssaeserecens

CAPITULO 3. MODELOS BASICOS DE LA ESTATICA. SISTEMAS DE POLEAS ........cooormereoeee oo seesesssmeenesse e
CAPITULO 4. DIAGRAMAS DE CUERPQ LIBRE ... oo oo ooeo oo eotts ceresescsss e sessess e aesst s aesss oot ss st s s re s
CAPITULO 5. SISTEMAS EN EQUILIBRIQ. FUERZAS COPLANARIAS ... revenroveresses sssas s serescsssesee s seene s ssessnsssos

MODULO III. ESTATICA DEL CUERPO RiGIDO EN EL PLANO

CAPITULO 1. MOMENTO DE UNA FUERZA. SISTEMAS DE FUERZAS
CAPITULO 2. ECUACIONES DE EQUILIBRIO DEL CUERPO RIGIDO. RESULTANTE LOCALIZADA. ...........
CAPITULO 3. REACCIONES EN APOYOS. PROBLEMAS SOBRE EQUILIBRIO .....oooeoo oo seeesrnennesanaseeens

APENDICE. CALCULQ DE RESULTANTES ... oo oo ceeremee e eems e seese s vaseeseseesessseseesseeemssesosssoee s sest e senronsereo

-23
144

162

IO-15

II-27

043

0-58

i-76

--3

m-16

Ii-26

148






PROLOGO

El propésito de este libro es auxiliar al estudiante en el curso de FUERZA Y EQUILIBRIO, materia que se imparte a
todos los alumnos de ingenier{a de primer ingreso en la Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Azcapotzalco.

El libro trata los siguientes temas generales:

Algebra vectorial en el plano
Estética de particulas en el piano

Estética de cuerpos rigides en el plano

El tema de dlgebra vectorial se trata aquf con mayor extensién que la sefialada en el programa de la materia, con el fin de
que el libro sirva de consulta en frimestres posteriores. ‘

En cuanto a la estatica de particulas hemos presentado los conceptos con mucho detalle, y atendido con igual importancia
el aspecto aplicativo del tema.

En la estdtica del cuerpo rigido nos hemos limitado a los temas mds bésicos. Sin embargo, hemos anadido otros temas,
fuera del programa oficial, con el objeto de que el estudiante ligue bien esta matera introductoria con su curso mis completo de
Estitica que llevard en un trimestre posterior. Las secciones que abordan estos temas adicionales se marcan con un asterisco y
pueden ser omitidas,
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CONVENCIONES NOTACIONALES

e. Cantidades positivas por definicién se escriben en tipo normal (Palatino Linotype, % puntos).
" Caracteres normales:

abedefghijklmnopgrstuvwxyz ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
Ejemplos: masa “m”; longitud “L"; constante eldstica “k”; iempo “t”; magnitud de fuerza “F”, peso W, etc.

¢ (Cantidades algebraicas (0 signadas, esto es, que pueden ser positivas, negativas o nulas) se escriben en tipo
cursivo.
Caracteres en tipo cursiver
abcdefgh-r'jklmnopqrsfuvwi‘yz ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Ejemplos: coordenadas “(x, ¥)”; componentes de fuerzas F,, Fy; trabajo W, etc.

Se exceptiian de las reglas anteriores las letras griegas o, (3, %, O, € &, ..., etc. y las diferencias formadas con la letra
griega “A”, como “"AL”, "A8", etc., que son cantidades algebraicas.

* Cantidades vectoriales se escriben en negrita. Ejemplos: F, v, Ar, F;, a, b, etc.
Las magnitudes de estos vectores se designan como sigue: F, v, IArl, Fj;, a, b, etc. Si estos vectores estuvieran
todos a lo large de un “eje X”, sus compoenentes {tinicas) segun este eje se escribirian: F, v, Ax, Fy, a, b, ete.

El vector de posicidén se dencta con £ = (x, ¥).
El vector separacién entre los puntos A y B se escribe AB. S5u magnitud se escribe | AB| o bien AB.

*  Las unidades fisicas se escriben en tipo Courier New de 10 puntos. Ejemplos:
N=20N (Fuerza normal igual a 20 newtons}

N-m?
k92

G=6673x 1071 (Constante de gravitacién universal)

» Como es usual en fisica, los simbolos algebraicos usados para las cantidades fisicas representan el producto dei
valor numérico de la cantidad y sus unidades fisicas. Por ejemplo:

d=15m Fy=—-234N

En los cédlculos muchas veces suprimiremos las unidades fisicas, teniendo cuidade, por supuesto, de expresar
previamente todas las cantidades en el Sistema Internacional de Unidades o sistema “SI”. En el resultado del
calculo si anadiremos las unidades fisicas.

Ejemplo. Dados k =2000 = y x=0.08 m, calcular F de larelacién F=k x,
m

Calculo que incluye unidades: ~ F=2000 2 - 0.08m=160 N
m

Calculo sin incluir unidades excepto al final: F=2000- 0.08 =160 (r).
(Note que en este Ultimo caso la unidad la escribimos entre paréntesis).

+ Lanumeracion de las férmulas, ecuaciones, figuras, ejemplos, etc., empieza desde “1” en cada Mddulo. Al hacer
referencia a una férmula o resultado se da solamente el niimero de la férmula si ésta se encuentra en la misma o
anterior pagina a la que contiene la referencia. Ejemplo: “ecuacién (15)”. Si la férmula se encuentra “lejos”, se
afiade al paréntesis la pdgina donde se encuentra. Ejemplo: “ecuacién (48)-p43”, que indica la ecuadén nitmero
48 sita en la pagina 43.
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CAPITULO 1

VECTORES Y FLECHAS. REPRESENTACIONES ANALITICAS

1.1. Introduccion

La definicién mas general de vector se da en
las matematicas, donde se introduce el concepto de
espacio vectorial real. Estos espacios son conjuntos
cuyos elementos, denominados vectores, obedecen un
sistema de axiomas que incorpora una relacién de
igualdad de vectores y regula dos operaciones
vectoriales basicas: la suma vectorial y el producto de
un vector por un numero real.

El concepto matematico de vector es abstracto,
No concierne esencialmente a las matematicas la
cuestion de qué son los vectores, sino cémo se
comportan, es decir, cudl es el algebra que los
gobierna. Corresponde ya a las diversas disciplinas,
aplicadas o no, el crear o identificar las especies de
vectores que les sean utiles y naturales.

Esto ultimo es lo que haremos en la fisica.
Vamos a introdudir una especie de vectores concretos
que, por darles un nombre, denominaremos vectores
fisicos. Esta clase de vectores son parejas ordenadas de
nameros reales, a las que podemos hacerles corres-
ponder propiedades de magnitud y direccién. El
estudiante interesado en profundizar en el aspecto
légico y formal de los vectores abstractes hara bien en
consultar ios libros de matematicas dedicados.

- Nos limitaremos a vectores bidimensicnales,
basindonos en un espacio plano euclideo donde
estableceremos sistemas de coordenadas cartesianas.

1.2. ;Qué es un vector fisico?

En la fisica hay muchas cantidades con
propiedades de magnitud y direccién. La velocidad es
una de ellas: para muchos fines practicos no bastaria
decir, por ejemplo, que la velocidad de un avién fuera
de, digamos, 300 km/h; seria menester especificar
ademas en qué direccion se estd moviendo el avién,
Lo mismo podemos decir acerca de las fuerzas. El
efecto de un jalén o empujén depende no solamente
de qué tan fuerte lo demos, sino también de hacia
dénde jalemos o empujemos. Otras cantidades fisicas
come el desplazamiento, la aceleracién, el impetu o
momento lineal, el campo eléctrico, magnético o
gravitatorio, etc, pertenecen a este género de
cantidades, las cuales se denominan vectores o
cantidades vectoriales.

(1)  Un wvector fisico es una cantidad con
propiedades de magnitud y direccion.

Nota. De ahora en adelante abreviaremos “vector
fisico” por “vector”, a secas.

Pasemos de la fisica a la geometria. Hay
objetos geométricos simples a los que también
podemos atribuirles propiedades de magnitud y
direccién. Son los segmentos rectos dirigidos o flechas.

Fig. 1. Flecha.

A todo vector fisico le podemos asociar una
flecha. La longitud de la flecha corresponderia a la
magnitud de la cantidad fisica vectorial considerada, y
la direccidon de la flecha en el papel o pizarrén
corresponderia a la direccion de la cantidad fisica en
el espacio fisico {mas sobre este asunto en la seccién
4.5). Claro esta, habria que definir una escala de
conversidn entre las unidades de longitud de la flecha
y las unidades fisicas del wvector. Por ejemplo,
podriamos convenir en que un segmento de 10 mm
representara 100 km/h; entonces una velocidad de
500 km/h vendria representada por una flecha de 50
mm. Necesitarfamos definir una escala convenjente
para cada clase de cantidad vectorial fisica examinada,
seghn las unidades que tenga. Todas estas escalas
coexistirian junto con la escala de longitud de los ejes
Xy Y del sistema adoptado.

La correspondencia vector ¢ flecha va mas
all4 de la mera representacion grafica de magnitud y
direccidén. Las operaciones algebraicas con vectores
tienen sus analogas con flechas (citemos, por ejemplo,
la ley del paralelogramo). Las leyes de transformacién
de los vectores frente a traslaciones v rotaciones del
sistema de coordenadas son muy comprensibles si
echamos mano de las flechas. Finalmente, en la fisica
se usan muchas clases de diagramas con base en
flechas, las cuales nos permiten reconocer
inmediatamente las interdependencias direccionales
de las cantidades fisicas que representan.
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5i bien el vector es una cantidad fisica y la
flecha un objeto geométrico, conviene fundir ambos
conceptos en uno s6lo, asi que usaremos los términos
“vector”. y “flecha” indistintamente desde aqui cn
adelante,

En la notacidn simbélica, un vector o flecha se
representa por una literal en negrita (como A, w, i, V,
P, etc). L2 magnitud del vector se denota con la
misma literal en fuente normal (como A, u, i, V, P,
etc.), o bien encerrando ¢l simbolo vectorial en barras
de valor absoluto {como (A1, lul, 1, IVH, IPI, etc.).
Se suele llamar también mddulo o tamafo a la
magnitud de un vector.

Podemnos decir también que una cantidad fisica
vectorial es una pareja de numeros reales denomi-
nados magnitud y direccidn.

La magnitud de un vector se obtiene en el
laboratorio o emplazamiento observacional mediante
un procedimiento de medicidn pertinente a la clase de
cantidad fisica considerada. También puede obtenerse
indirectamente empleande alguna ley fisica que la
relacione con otras cantidades fisicas conocidas. La
magnitud de un wveclor es un numere positive
multiplicado por una unidad fisica.

La direccidn de un vector es una relacién
espacial determinada por dos puntos del espacio
fisico. Estos puntos pertenecen a los cuerpos
materiales que circundan al fendémeno fisico consi-
derado (al llamado “marco de referencia”, concepto
que precisaremos mas adelante, en la Seccién 4.1).

Arbol

Fig.2

Asl, en la Fig. 2 la pareja de puntos “A” y “B", en ese
orden, determinan una direccidén espacial, la cual
consideramos distinta de la direccién determinada por
"B” y “A”, en ese orden.

Cuantitativamente: la direccidén de un vector cs
un angulo que se define con ayuda de un sistema de
coordenadas, como explicamos a continuacién.

(2) La direccién de un vector es el angule 9
que forma el vector con la direccidn positiva del eje
X, medido en sentido antihorario (Fig. 3).

Y 4
Vector
oflecha A
____________________ 3
Direccidn positiva
del eje X
X
5 >

Fig. 3

Note que este concepto de direccién engloba
amnbas cosas que en los cursos elementales se nombran
“direccion” y “sentido”. Corresponde ademaés al uso
cotidiano: uno dice “camine Ud en esta direccion”, y
sefala hacia una direccion y sentido bien definidos.

Asi por ejemplo, los vectores A y B de la Fig. 4
tierien direcciones opuestas, que son angulos que se
diferencian en 180°.

' 8%
180° + 30° = 210°

v

Fig. 4, Vectores con direcciones opuestas.

De acuerdo con esta nocidn, el eje X define dos
direcciones. La direccién hacia donde «<rece la
coordenada x es la direccidn positiva del eje X (o
direccidn +X); la opuesta es la direccidn negativa del
eje X (o direccion =X). Véase la Fig. 5. Andlogamente
con respecto al eje Y.
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Eje Y1 Direceidn positiva
delEje ¥

Direccidn negativa
«——— delEje X

Direccién positive
delEje { >

Eje X

Direccidn negativa
delEje ¥

Fig. 5

No  abandonaremos  definitivamente el
concepto de “sentido”, que seguiremos usando
ocasionalmente. Asi, con respecto a los vectores de la
Fig. 4, podemos decir también que poseen sentidos
Opuestos.

La direccién 6 se expresa en radianes o grados
y puede tomar valores en el intervalo [0, «). Ahora
bien, en este escrito emplearemos los angulos casi
siempre como argumentos de funciones trigono-
métricas, que repiten sus valores cada 2n radianes.
Ello nos permitird limitar & al intervalo [0, 2n] {en
radianes) o al intervalo [0, 360°] (en grados). Mas aun,
acordaremos medir el angulo optativamente en
sentido horario, en cuyo caso deberemos tomarlo como
negativo. Esta ultima convencién proviene de
identidades trigonométricas como las siguientes:

sen 290° = sen (290° — 360°) = sen{- 70°)
¢0s 290° = cos (290° - 360°) = cos (- 70°)

200°

-70°

Fig. 6

De esta manera, por ejemplo, las direcciones “290° y
“-70°" se consideraran equivalentes (Fig. 6).
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1.3, Igualdad de vectores

Aparte de magnitud y direccion, toda flecha
posee otra propiedad importante: su “ubicacién” o
“localizaciéon” en el plano. Definiremos el punto de
aplicacién de una flecha como el punto desde donde
se traza la misma. Por ejemplo, los puntos de
aplicacion de las flechas P, Q, R y § mostradas en la
Fig. 7 son respectivamente a, b, ¢ y d.

'/P'
a
c
S d
g
1/

Fig. 7. a, b, ¢, d: puntos de aplicacion,

Al punto de aplicacién le llamaremos también punto
inicial o pluma del vector. Al otro extremo, punta o
punto final.

Ahora bien, en los calculos con vectores fisicos
muchas veces no figuran los puntos de aplicacién. Por
ejemplo, el vector velocidad de un moévil no esta
ligado a ningin punte dei movil; su flecha
representativa se suele trazar cerca del movil, en
cualguier lugar.

La Fig. 8 muestra un automdvil que sube por
una pendiente. Las lineas paralelas indican lluvia. El
automavil y la lluvia tienen velocidades vectoriales v
y U, respectivamente. Estos vectores se han trazado
libremente, sin atribuirles un respective punto de

aplicacion.
v u /
20°
7
o
’©
30° X

v

Fig. 8
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Asimismo, generalmente no hay necesidad de dibujar
a escala los vectores de magnilud conccida excepto,
naturalmente, cuando queremos efectuar alguna
operacion vectorial por métodos graficos.

Aquellos vectores a los gue no es necesario
atribuirles puntos de aplicacion se denominan
vectores libres o no-localizados. La flecha que
representa geométricamente un vector libre puede
trazarse en cualquier lugar del plano. Dicho de otra
manera, la flecha puede {rasladarse a cualquier lugar
del plano y sigue representando el mismo vector.

Nota. La traslaciorn de una flecha es un movimiento

en el que la flecha se desplaza “paralelamente a s
misma” y conservando su tamario.

Por otra parte existen clases de vectores, como
las fuerzas que achian sobre cuerpos rigidos
extendides, cuyos puntos de aplicacion si juegan un
papel determinante. En estos casos, tales puntos se
manejan malemdticamente por separade  de las
propiedades de magnitud y direccién. Esta clase de
vectores los llamaremos localizados. Los usaremos en
el Moédulo 11,

En el dlgebra wvectoriai conviene dar la
siguiente definicién de ignaldad vectorial, la cual hace
referencia solamente a las propiedades de magnitud y
direccién de los vectores:

(3) Dos vectores son iguales si y solo si poseen
la misma magnitud y la misma direccién {aunque
posean puntos de aplicacion diferentes).

Asi por ejemplo, en la Fig. 9 tenemos 4 flechas, todas
ellas con la misma direccion y tamano, pero puntos de
aplicacion distintos. Cualquiera de estas flechas
representa el mismo vector, denotado con "V,

T
A=

Fig. 9

1.4. Representaciones analiticas de
los vectores

(4) En la representacion por magnitud y
direccion, un vector cualquiera A se escribe

A=(AZ0)

donde A es la magnitud y O la direccion del
vector.

Por ejemplo, si la magnitud del vector de la
Fig. 6 es igual a “25” unidades, entonces este vector es:

(23 £ -70°)
o, equivalentemente,
(25 £ 290°)

Representaremes por magnitud y direc-

cion los vectores mostrados en la Tig. 10. El numero
junto & cada vector es su magnitud, y los ejes se
colocan del modo estandar {Eje X “horizontalmente
hacia |la derecha” del papel, Eje Y “verticalmente hacia
arriba”).

.—pX

Fig. 10

Notemos que ninguno de los angulos
mostrados en la Fig. 10 es propiamente lo que hemos
definido como 1a “direccion” del vector respectivo,

Antes que nada debemos indicar en ef punto
inicial de cada vector la direccién positiva del eje X,
desde donde mediremos la direccién 8. Esto ya lo
hemos hecho en la figura, en dende hemos trazado
una pequena flecha horizontal hacia la direccién +X en
el punto inicial de cada vector. Luego, con el pivete en
la pluma del vector, rotamos la direccién +X hasta que



coincida con la direccion del vector. Esto lo hacemos a
través del menor angulo posible, valiéndones ya sea
de rotacion antihoraria u horaria.

Hallamos estas direcciones:

(a) 6 =-30° {(by ©=160°
(@  B=-90° (d) 6=-135°

Las representaciones que buscamos son entonges
(@) (232-30 (b) (121607

(c) (148 2 - 90°) (d)

(12.34 £ 135°%)

Existe ofra representacion analitica de los
vectores, la cual se revelard mas conveniente a la hora
de introducir las operaciones vectoriales. Es la
representacion por componentes.

(5) Las componentes Xy Y de un vector
A =(A £9), denotadas con "Ay" y ”A_V“, 50N SUS

proyecciones ortogonales algebraicas sobre los ejes X
y Y, respectivamente. Se tiene

(a) Ay =A cos €
(b) Ay =Asen0
I Y Y

Asenf

Acos B

Fig. 11

En la representacidn por componentes, un vector

A con componentes Ay y Ay se escribe

(o A= (Ay Ay)
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Proyecciones “algebraicas” significa que
poseen signo algebraico, segin hacia donde apunte el
vector. Al respecto, he aqui lo que se desprende de las
definiciones {5a,b):

No importa en qué lugar del plano esté el
vector,

* 5i el vecter apunta hacia el semiplano derechs {0
sea hacia valores crecientes de x), su componente
X es positiva (Fig. 12a). Si apunta hacia el
semiplano izquierdo es negativa (hacia valores
decrecienles de x, Fig. 12b).

() (b)

Componente X positiva Componente X negativa

(c) (d)

Componente Y positiva | Componente Y negativa.

Fig. 12

e Si el vector apunta hacia el semiplano superior
(hacia valores crecientes de v, Fig. 1Za), su
compenente Y es positiva. 5i apunta hacia el
semiplano inferior (hacia valores decrecientes de
y, Fig. 12b), es negativa.

¢ Flechas atineadas con el Eje X tienen nula compo-
nente Y. Flechas alineadas con el eje Y tienen nula
componente X. Ejemplos en la Fig. 13.

Y 4
© 5
G0
_—
lco, 19
(_21 U) hd

Fig. 13




Dado que los vectores son libremente trasla-
dables, pueden trazarse en cualquier cuadrante del
plano sin afectar los signus de sus componentes, las
cuales no dependen de la posicion del origen de
coordenadas O, sino solainente de la orientacién de
los ejes coordenados X y Y. Esto es a diferencia de los
puntos del plano, cuyas coordenadas tienen signos
que dependen del cuadrante del plano en que se
encuentren.

Calcular las componentes de los vectores

P-(4£123°) vy  M-=(46 £ -36°

Fig. 14

Estan dadas las direcciones (123° y -36%), asi
que podemos aplicar directamnente las férmulas (5a,b).

Obtenemaos
Vector Componente X Componente Y
P={(4 £123%) 4 cos123°= 4s5en123°=
-2.178 3.355

M= (46 £ - 36°) | 46 cos(- 36°)= | 46 sen(- 36%) =
37.215 —27.038

Note que el signo correcto de cada componente lo da
automaticamente la funcién seno o coseno.

Calcular las componentes del veclor U

mostrade en la Fig. 15. La magnitud es U =200.

llY

VH

32°

Fig. 15

Para usar las formulas (Sab) primeramente
debermos obiener la direccion del veclor.

Para que la direccidn +X coincida con la del
vector debemos girar el Eje X en un angulo de

- (90° + 32%) = -122° = direccién de U
Entonces

U=(200 £ -122°)
= U, =200 cos (- 122%) = - 105.984

U, =200 sen (- 122°) = - 169.610

0 Sea

U = (-105.984, ~169.610)

1.5. Calculo de componentes

El cilculo de componentes es una tarea que
estaremos haciendo con bastante frecuencia, A este
respecto es importante evitar el error comun de usar
la funcion seno cuando debe ser coseno, o viceversa.

Por otra parte, en muchas ccasiones usaremos
ejes X y Y que no estan colocados del modo estdndar
(0 sea e] Eje X “horizontal hacia la derecha” y el Eje Y
“vertical hacia arriba”), sino firclinados. En este
escenario algunos estudiantes suelen girar los ejes,
junto con los vectores, para “lograr” que los ejes
queden horizontal y vertical. Esta practica no cs
eficiente y no se recomienda. Debemos aprender a
calcular componentes con respecto a cualquier sistema
de ejes, estén como cstén.

Las férmulas (5a,b) nos dan un método para
calcular componentes. Segun estas formulas la
componente X de un veclor se calcula con el coserto de
In direccion (Ay = A cos 0) y la compenente Y con el
seno de la direccion (Ay = A sen 0). Obviamente, este
modo de calcular las componentes exige que se '
determine previamente la direccién del vector {(si es
que no estd dada ya, como fue el caso en el Ejemplo 2).

Sin embarge, muchas veces la orientacidn de
los vectores en el plano se da mediante dngulos que
no son propiamente las direcciones de estos vectores,
como ocurrio con el vector U en el Ejemplo 2.
Representa una pérdida de tiempo valioso el tener que
obtener previamente la direccién 8. Es mejor aprender
a calcular componentes usande directamente los
angulos dados en las figuras.

El calculo se basa en el siguiente teorema de
trigonometria:



©) En un triangulo rectangulo:
Un cateto es igual a la hipotenusa
multiplicada per el seno del angule opuesto o por
el coseno del angulo adyacente.

Fig. 16

En la Fig. 16:

E! angulo opuesto al cateto "a” es “a”, y el
angulo adyacente es “3”.

Ll angulo opuesto al cateto "b” es "7, y el
angulo adyacente es “a”.

Se tiene

a=csena=ccosfd

b=csenf=ccoscx

En la aplicacién de este teorema la hipotenusa
seré el vector y los catetos seran las componentes,

Considerermnos un ejemplo.

Digamos que queremos calcular las
componentes X v Y del vector A de la Fig. 17.

Fig. 17

Lo primerc que hacemos es completar (o
imaginar completo) un trianguio rectangule cuya
hipotenusa sea el vector A dado y cuyos catetos sean
paralelos a los ejes X y Y. Este triangulo se muestra en
la Fig. 18.

5i conocemos el argulo a en la Fig. 18,

entonces calculamos las componentes Ay y Ay en la
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forma
Ay=-Asena

Ay=—Acosa

Por otra parte, si el angulo que conocemos es [3,
tendriamos

Ag=-Acosf

Ay=-Asen[3

Fig. 18

Echele un vistazo a la Fig. 19, que muestra
unos vectores, junto con los respectivos triangulos
rectangulos formados con catetos paralelos a los ejes
XY de algun sisterna, distinto en cada caso. Para cada
vector se indica cual es la componente que se forma
con el seno. La otra componente se forma automati-
carnente con el coseno

/\ 120
36 sen 40°
36 45°
~7
' 120 sen 45°
2
=
‘ 72 sen 35
72
<

22 sen 20°

Fig. 19
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En términos del angulo mostrado para cada
vector, oblener sus componentes X ¥ Y. Las lincas a rayas
son lineas axiales (paralelas a algin eje).

A
400 ¥
36.87°
015
45° X
' 750
D
Fig. 20

En la Fig. 21 hemos completado los tridngulos
rectingulos. En cada caso el cateto opuesto @ 4ngulo dado
es el que se forma con e! seno de este dngulo, como se
muestra en la figura.

400 sen 387 1 _
' 36 8T

Fig. 21

Entonces Jos veciores son los siguientes:
(— 400 cos 36.87°, 400 sen 36.87°)
(10 sen 42°, ~ 10 cos 42°)
(0.15 cos 45°, 0.15 sen 45%)

(88 sen 75°, 88 cos 75°)

En la Fig. 22 se muestra un bloque colocado

sobre up plano inclinado a 35°. Sobre el blogue existen
varos veclorcs—fuerza denotados con P, W N, T ¥ F, en
las direccioues indicadas (la figura muestra las respectivas
magnitudes P, W, N, Ty F).

Fig. 22

El eje X se ha definido a lo largo del plano
inclinade, y el eje Y perpendicularmente. Calcular las
componentes de cada fuerza alo largode X y Y.

Daremos los resullades. La componente subrayada
en cada uno es 1a que estd frente al dngulo respectivo dado
en la figura.

P =(-Pcos 48°, P sen 48°)

F = (F sen 50°, F cos 50°)

W = (=W sen 35°, — W cos 35°)
En cuando a las fuerzas T y N tenemos simplemente

T=(T.0

1.6. Paso de la representacién per compo-
nentes a la de magnitud y direccién
Consideremos el siguiente problema:
“Dadas las compooeuntes X y Y. ;cémo
enconmamos la magnitud y la direccién?” '
Explicaremes a través de un ejemplo concreto, el de
la Fig. 23. Tenemos allf el vector V = (-12, 5}, y deseamos
caleubar la magnitud V y el Angulo _ mostrade.

Y




La magnitud V es inmediata. Del triangulo
rectangulo que forma el vector V con sus proyecciones
© componentes tenemos

V= J(-12)? +5% = /69 =13

En cuanto al angulo 8 conviene calcular
primeramente e angulo agudo positivo ¢ mostrade, y
luego obtener 6 a partir de ¢. Esto lo podemos hacer
sin constderar los signos de las componentes, en la forma

$ = arctan ( -—?—2!) = arctan(0.4166) = 22.62°

. i/

Luego ajustamos 8. Como vemos en la Fig. 23,
existe la relacion © = 180° ~ ¢. Entonces,

0 =180°~22.62°=157.38°

La representacion por maghitud y direccion del vector
V =(-12, 5) es asi

V= (13 £ 157.38°)

He aqui las férmulas:

(7) Dado el vector A = (A, Ay), su magnitud

viene dada por

a) A= AL+ AL

y su direccién por

(b) 0 = atan2(Ay, Ay)
donde
(c)
¢ St ALA >0
180°-¢ Si A, <0, Ay >0

AN2{A A ) =1 150044 S A Ay <0

-4 Si A >0.A, <0

con

Ay
(d) ¢ = arctan
A

X

} y ¢eI[0,90]
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Las cuatro opciones de la férmula (7c) corresponden a
los casos en que el vector A apunla hacia el primer,
segundo, tercer y cuarto cuadrante, respectivamente
(suponiendo que el punto inicial de A estuviese en el
origen O}. Para convencerse de ellu estudie la Fig, 24.

."Ay A g
SATALEY S S
Ay Ay
g=¢ §=180° - ¢
Ax Ay
ey
Ay A
g=-180°+ ¢ 6=-4¢
Fig. 24

Calcular la magnitud y direccion del

vector §= (60, - &0).

Usando (7a), la magnitud es

S =/60? +80* = 10000 =100

Calculemos ahora la “¢” de Ja férmula (7d):

PEFREN

80
$ = arctan 0 arctan(1.333) = 53.13°

Como 5, >0y 5), < 0 tenemos el cuarto caso de la

formula (7¢), de modo que O = - ¢ = - 53.13° y
finalmente

5={100 £ -53.13°)

1.7. Problemas
1. Senalar el error en las siguientes expresiones para el
vector A:

A=4,-5
A=(12 £56)
A = (20; -33)
A=[3 6]

A =9 £236°

A =(/23,79%)
A=(-30.212%



[-12

2. Convierta las sjguientes direcciones a otras
equivalentes comprendidas entre -- 180° y 180°:

(a)  230° b)  350°
(¢ -270° (dy -210°

3. Establezca un sistema de ejes XY en ¢l plano. Trace
Mechas que representen los vectores siguientes.

A=(8 68 B = (/152 ~10%)

C = (23 £ 250°) D=(9.5 2 ~120°)

E=(12 £90%) F=(0.124 £ 180°)

4. D¢ cn cada caso el vector quc tiene la misma
magnitud que el vector dado pero direccién opuesla:

{a) (6 £ 45%) (b) (32 £ - 38%
{c) (120 £ 90%  (d} (0.24 £170°)

5. Representar por magnitud y direccién los vectores
de la figura.

10° v
112

110°

6. Representar los vectores de la figura por magnitud
y direcciédn, y calcular sus componentes mediante las
formulas (Sa,b)-p7.

v >

28°
14

7. Usando el éngulo dado en la figura para cada
vector, calcular las componentes X y Y de cada uno.
Las lineas a rayas sgn paralelas a un eje.

032

X y
120

8. Un collarin, que puede deslizarse a lo largo de una
guia recta lisa, sulre las fuerzas R, F, N, W v T
mostradas en la figura. El Eje X se ha definido a lo
largo de la guia recta del collarin. La fuerza F es
harizontal, ¥ la fuerza N es perpendicular al eje X, lo
mismo que la linea a rayas. Calcular las componentes
Xy Y de cada fuerza.




9. Una esferilla esta atada a un hilo inclinado a 40° con
la vertical. La esferilla se apoya en una superficie
semiesferica. Dadas las fuerzas:

T, alo largo del hile, hacia arriba,

N, dirigida desde el centro de la semiesfera al
centro de la esferilla,

W, peso de la esferilla, dirigido verticalmente
hacia abajo,

de magnitudes T, N y W, respectivamente, obtener las
componentes de estas fuerzas (a) a lo largo de Jos ejes
X, Y; (b)alolargo de X"y Y, donde X’ tiene la misma
direccion que N,

A
1
y
4 by
I
A ! X

10. Empleando las formulas (7a,b,c.d)-pll calcular la
magnitud y direccion de los siguientes vectores:

A=(-88) B=(5 -24)
C=({-310) D = (- 120, -- 160)

Dibuje los vectores en un plano.

11. Calcular las componentes X y Y de los veciores
dados en el problema 5.

12. Calcular las componentes X y Y de los vectores
dados en la siguiente figura.
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13. Calcular las componentes X y Y de los vectores
dados en la siguiente figura.

4

Y

135°
30° X

20°

[

14, Calcular las componentes X y Y de los vectores
dados en la siguiente figura.
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CAPITULO 2

EJEMPLOS DE VECTORES FISICOS

2.1 Introduccidn

Los vectores que hemos venido considerando
hasta el momento representaban alguna cantidad
fisica cuya naturaleza no se especificaba. Todo lo que
hemos dicho acerca de los vectores era aplicable a
cualquier clase de vector fisico, independientemente
de su significado.

En esta seccidn introduciremos unos vectores
fisicos concretos.

Para definir una cantidad vectorial en fisica es
preciso hacer una de dos cosas:

- Dar el significado de su inagnitud y
direccidn, o bien
- Dar el significado de sus componentes.

Generalmente se prefiere hacer lo primero, aunque en
nuestro primer ejemplo haremos lo segundo.

2.2. El vector separacion

Sean A y B dus puntos cualesquiera del plano,
con coordenadas {xa, ¥a) vy (¥p. ¥g), respectivamente,
relativas a un sistema cartesiano XY.

Traslademos ¢l sistema XY hasta el punto A,
obteniendo asi el sistema XY’ (Fig. 25).

¥e ~

Fig. 25

Las coordenadas del punto B, relativas al
sistema trasladado hasta A (0 sean Xg - Xa ¥ Y5 - Yah

se denominan brevemente coordenadas de B relativas
a A",

(8)  Se define el vector separacién entre los
puntos Alxa, ¥a) v B(xg, yg), denatado con “AB”,

como el vector cuyas compenentes son las
coordenadas de B relativas a A (propiamente,
relativas a un sistema trasladado hasta A).

Este vector se representa por la flecha con
punto injcial en A y final en B, como en las Figs.
25y 26. Se tiene

AB=(Xp- Xa. Y- ¥A)

yafy,a

L 241

Ap~A&pn

Fig. 26

Las componentes se indican asi:

(AB)x=xp—-Xu (AB)y:yB‘b’A
Si se define una escala de lengitud, digamos “metros”,
sobre los ejes X y Y, entonces las coordenadas y las
componentes de AB tienen unidades de metros.

La magnitud de AB es la distancia entre los
puntos A y B, o longitud de la flecha AB:

AB=|AB|= J(xB —xa )t +(ys ’b’A)Z
La direccidn de AB se calcula de

6 =atan2(xp - x5, ¥ - Ya)



Obtener el vector separacién RS entre los
puntos R(-2, 3) y 5(8, -3).

Las componentes de RS son, por (8), las
diferencias de las coordenadas del punto final S y el
punte inicial R, o sea,

RS = (xg— xR, Y5 - Yr)
= RS =(8~(-2), -3 -3)

= RS=(10, ~6)

Podemos verificar estas componentes en la
Fig. 27.

Y
R
RS <
Q N o
]
S
Fig. 27

Es de notarse muy especialmente que:

(9) Las compeonentes de los  vectores
separacion no dependen de la ubicacién del
origen de coordenadas.

jemplo 8, Censideremos varios puntos A, B, Cy D
del planc, situados como vemos en la Fig. 28.
Digamos que la cuadricula mostrada conste de
cuadrados de lados unitarios, alineados con los ejes X
y Y de un sistema cartesiano OXY.

D

Y
(L X

Fig. 28

Ojo: no especificaremos dénde se encuentra el
origen de coordenadas O. No es necesario hacerlo en
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relacién con el concepto de vector separacién. Por lo
mismo no podemos dax las coordenadas cartesianas
de ninguno de {os puntos mostrados.

No obstante, lo que si podemos hacer es
localizar todos estos puntos relativamente a uno
cualquiera de ellos. Esto lo hacemos mediante
vectores separacién. Tomemos por caso la tarea de
localizar los puntos B, C y D relativamente al punto A,
Entonces, sabiendo ddénde se encuentra A, los
siguientes vectores localizan a los demas puntos:

AB=(64), AC=(-45), AD=(0, 6}

Para obtener estos valores simplemente (maginamos
que el origen de cocrdenadas O estuviese en el puntc
A, y luego obtenemos las coordenadas de B, Cy D
segin este “nuevo” origen, usande el meétodo
estandar de geometria analitica.

En los problemas de estatica, scbre todo los
que trataremos en ¢l Modulo 111, se nos presenta con
frecuencia la tarea de calcular triangulos. A este
respecto debemos saber aplicar:

- Las proporciones entre lados de tridngulos
semejantes.

- Las igualdades entre dngulos correspon-
dientes, opuestos por el vértice, alternos intemos y
externos, y comprendidos entre lados perpendicu-
lares.

- Laley de los senos.

- Laley de los cosenos.

A continuacién daremos un par de ejemplos,
relacionandonos con el calcule de componentes de
vectores separacion.

Refiriéndonos al triangulo de la Fig. 29,

digamos que queremos obtener las componentes de la
flecha AC. Conocemos dos lados del triangule, de 7 y
9 unidades, asi como el dngulo de 15° en el vértice B.

]LY
. B
C 152
Y
b 9
a3 280

W

Fig. 29
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Denotemos con a v y los angulos internos en
los vértices A v C, respectivamente, y pongamos
AC=bh.

Apliguemos la ley de los cosenos para obtener
b

b =72+ 92 -2 (7 x 9) cos 15° = §.293
= b=y8.293 =2.879

Ahora apliquemos la ley de los scnos para obtener ac

7 2879
sena  senl5®

=1 & = 38.985°

Por lo tanto, AC forma con el gje X un angulo igual a
o+ 28% = 38.985° + 28° = 66.985°

Entonces, AC = (2.879 £ 66.98°). Las componentes sen:

{AC), =2.879 cos 66.985° = 1.126
(AC)}, =2.87% sen 66.985° = 2,651

=  AC=(1.126,2.651)

Ejemplo 10, Una barra AB de 6 m de longitud,

inclinada 20° con respecto a la horizontal, descansa
scbre dos superficies, una de inclinacién conocida de
50° y 1a otra de inclinacion desconocida a, como sc ve
en la Fig. 30. Desde los extremos A y B se trazan
sendas perpendiculares a las superficics, quc se
intarsecan en e} punto C. La linea CM es vertical y
pasa justamente por ¢l punto medio M de la barra AD.
Obtener el angulo a y el vector BC.

C

Fig. 30

En la Fig. 31 hemos anadido los angulos de 50°
y ajunto al vértice C, usando la igualdad de angulos
de lados respectivamente perpendiculares. Se
deducen luego los valores de los angulos de 40° y 110°
mostrados en esa figura.

C

Ahora podemos resolver el tridngulo ACM,
puesto que conccemos el lado AM, de 3 unidades, y
dos de sus ingulos (de 60° y 50°). Resulta (¢n metros)

h=3.392 AC=3.680
Con este valor de "h” va podemos obtener BC. La

componente X de BC es la misma que la del vector
BM, a saber,

(BC)y = (BM), = - 3 cos 20° =- 2819

Por otra parte, la componente Y de BC es la suma de
“h” y de la componente Y de BM, o sea

{BC)y =h+(BM), = 3392 +35en 20°=4.418

= BC =(-2.819,4.418) o bien

BC={5.241 £ 122.541°)

Para obtener el dngulo a resolvemos ahora el
triangulo CMB, del que conocemos los lados "h” y

BM, y el dngulo de 110°. Hallamos finalmente

a=32541" BC=5241 ZCBM = 37.45%°



2.3. El vector desplazamiento

(10) En un contexto cinemdtico el vector
© separacién  se denomina también  vector
desplazamiento.

Al moverse, una particula (o “punto material”}
genera una curva. Refiriéndonos a la Fig. 32,
imaginemos que la curva mostrada es la trayectoria {o
“camino”) de una particula mévil. La forma de esta
trayectoria no viene al caso ahora, es arbitraria.
Definamos sobre los ejes una escala en "metros”. Al
moverse la particula entre los puntos
A{-4m I m)y B(5m 5m), decimos que ha efectuado
un desplazamienic vectorial cuy'o valor es

AB=(9m 4 m)

En la cinematica, “desplazamiento” cs
sindnimo de “cambic de posicién”. Que un mévil se
desplace durante un intervalo de tiempc [t t2]
significa que la posicién del movil en ¢l instante t; ya
no sera la misma que en t.

Carrune

Fig. 32

(11)  Se define el desplazamiento nulo como
aquel cuyas componentes son ambas nulas. Se
designa con el simbolo 0™

0=(0w, 0m)
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¢ La particula, partiendo en t;, recorrié un camino
que la llevé de regreso en tp al mismo punto de
partida.

Como vemos, el valor de un desplazamiento,
como el desplazamiento (9 m, 4 m) en la Fig. 32, no lienc
que ver con la forma del caniing recorride. Se define en
términos solamente de los puntos terminales A y B.
Podemos pensar en muchas trayectorias distintas que
pasen por A y B; sin embargo, no importa cual de ellas
se verifique en realidad, el vector desplazamiento AB
tendra el mismo valor (9 m, 4 m). Ademas, el Hempc
que le tome a la particula viajar de A a B tampoco
interviene en la definicién del desplazamiento AB.

Note asimismo que la magnitud de un vector
desplazamiento AB ro es la distancia recorrida por la
particula en su traslado de A a B, porque esta
distancia habria que medirla evidentemente a lo large
del camino, no en linea recta desde A hasta B. No por
ello, sin embargo, el concepto de desplazamiento deja
de tener utilidad en cinemélica.

(12)  Diremos quc el desplazamiento de una
particula entre dos puntos A y B es directo (o
recto) si la particula se desplaza en linea recia de A
aB.

Un desplazamientc nulo puede resultar de dos
maneras:

¢ La particula no se movid en absofuto durante el
intervalo [ty. t2], o bien

Para desplazamientos directos la distancia
recorrida por el mévil si es igual a la magnitud del
vector desplazamiento (Fig, 33). Pero sélo en este caso.

+Y
Vector desplazamiento B
AB > S Camino recto
A X
5 »

Fig. 33. Desplazamiento directo (o sea en linea recta).

Mas adelante ilustraremos el uso del vector
desplazamiento en la cinematica.

2.4. El vector velocidad del movimiento
uniforme
Consideremos una particula que se mueve en
un espacio plano, por ejemplo una canica en
movimiento scbre una mesa horizontal.



{13} El movimiento de la canica se denomina
uniforme si

s Se mueve en linca recta.
«  Recorre siempre la misma distancie “d" cada

mismo tiempo “1”, independientemente de
donde se encuentre,

Por simplicidad supondremos que el movimiento de
la canica es uniforme. En este tipo de movimiento
todos los desplazamientos son directos.

Tal como sucede con el vector separacién y con
todo vector fisico, el vector velocidad posee dos
representaciones analiticas. En la representacién por
componentes se escribe

donde vy es la componente X del vector velocidad v, y
Uy es su componente Y. En la representacion por

magnitud y direccion,
v=(v £0)

donde v es la magnitud del vector v y 8 su direccion.

(14) La magnitud del wvector velocidad es la
razon de la distancia recorrida al tiempo
empleado en elo. La dircceién del wvector
velocidad es la  del desplazamiento (o
movimiento) de la particula.

De acuerdo con ello debemos medir cual es
la distancia & que recorre la canica en un tiempo
arbitrario “t”, tras lo cual calcutamos la magnitud
de la velocidad en la forma

v distancia _ &
tiempo 1

La direccién de v esta determinada por dos puntos
fisicos My y M; de la mesa (Fig. 34). Con objetc de
expresarla numeéricamente adoptamos un sistema
cartesiano XY como se muestra, y definimos la
direccidn de v, como lo hemos hecho anteriormente
para cualquier clase de vector, como el angulo 0 que
forma la trayectoria (mas prepiamente, la direccién de
movimiento) con la direccion +X, medido en sentido
antiheraric.

Trayectoria recta

4v  Mesa (d A _
e la
\ CAriCcE
» M,
X

Fig. 3¢

(15)  El vector velocidad se puede poner en la
forma

3
(a) v = (é £ QJ
T
Las componentes X y Y de v son las proyecciones

ortogonales de la flecha v sobre los ejes X y Y
(medidas en la escala de velccidades):

{b) v,=vcosh vy=vseue

En la representacion por componentes,
(c) v=(vcosf vsend)

Obviamente se cumplen las relaciones

(d) V= JUE +v§

(e) O =atan2(vy, vy)

La magnitud del vector velocidad, como la de
todo vector fisico, no es un nlmero puro, sino que
posee unidades fisicas. Lo mismo podemos decir de
las componentes X y Y.

He aqui el significado fisico de las
componentes: proyectemos la canica/I’ ortogonal- -
mente sobre los ejes coordenados, obteniendo asi los
puntos Py y P; (Fig. 35). Conforme la canica P se

desplaza a Jo largo de su trayectoria, sus proyecciones
Py Py se desplazan cada cual a lo largo de un eje de

coordenadas. Entonces:



El movimiento de Py es uniforme con velocidad

{Uy, 0), lo mismo que el de Py, este con velocidad

(0, Uy).

ILY

/
VYT 5

¥

Fig. 35

Una particula en movimiento uniforme
se traslada entre los puntos P(-3, 8) y Q(10, =2) en un
tiempeo de 5 segundos. Calcular su vector velocidad.
Las ccordenadas estdn dadas en metros.

La distancia “d” recorrida por la particula entre

PyQes

§=PQ= J(xg - xp) +(yg - vp)?

= J10-(=3)7 + (<2 -8) = 132+ (-10)?

=J269 =164 (W

de modo que la magnitud de la velocidad es

5 164dm
V==
T 5s

=328%
=

Por otra parte, la direccion de v es la misma
que la direccidn del vector desplazamicnto PQ, es
decir,

8 =atan2(xg - Xp, ¥q - ¥p)
= atan2(13, - 10) = - 37.57°

Entonces,

v= [3283/_’ - 37.57°)
s
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Las componentes de la velocidad son

m m
Uy =3.28 = cos (- 37.57%) =26 =

vy, =328 D en(-3757=-2 &
5 5

de modo que también

m m
v=(26—,-27)

2.5. El vector de posicidon

La posicién de una particula mévil en el plano
XY es la pareja de sus coordenadas cartesianas
{x, y). Ahora bien, en la mecanica conviene tratar a la
posicion como veclor, de acuverdo con la siguiente
definicion:

(16)  El wector de posicién de una particula,
denotado con “r”, es aquel vector separacién
cuvas componentes son iguales a las coordenadas
cartesianas de la particula, o sean x y y.

Es decir,

r=(x,y)

Este vector no es otra cosa que el wvector
separacién OP entre el origen de coordenadas O
y la particula P (Fig. 36). La flecha que representa
al vector r se traza partiendo siempre del crigen
de coordenadas O. Estd “anclada” en este punto.

v

Fig. 36
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jemplo 12 Localice e ¢l plane XY los puntos P, (Q,

M y N, cuyos vectores de posicion son respectiva-
mente

Ip=1(9, 3) Io=(0,-5)

Iy=(-2,4) Iy=(2,-7)

Los puntos dados son las puntas de los
vectores de la Fig. 37.

JkY

En las secciones anteriores hemos introducido
dos clases de vectores: el vector separacion v el vector
velocidad del movimiento uniforme. Los otros dos, el
vector desplazamiento y el vector de posicién, son
esencialmente vectores del tipo separacion.

No podemes hacer mucho hasta ahora con las
definiciones de estos vectores. Es necesario echar
manoc de las operaciones wvectoriales, que ecstudia-
remos en el siguiente capitulo.

2.6. Problemas

1. La cuadricula de la figura consta de cuadrados de
lado unitario. Los ejes X y Y estdn alineados con la
cuadricula. Obtener las componentes de los siguientes
veclores: AB, CD, FE, GH, 1], PR, PS, KN, UL,

F 3
/ EallS 3[ L

2. Asocie cada unc de los casos (1) a (4} con la

correspondiente pareja en (i)-(vi)

Componentes de Relativas a los ejes
(1} AB XY
(2) AB XY’
3y  BC XY
4y  BC XY’
(i) (AB,0) () (AD,-BD)
(iii) (0, BC) (iv) (DC, BD)
(v) (AD,BD) vi)  (AC, 0}
Y
"\ .
Y
_AC
D
X
A B

3. Dados los puntos Pi(- 2, 1), P2(9, 3), Q5. - ) y
5(0, 12), obtener las componentes de los vectores
separacion siguientes:

PP, 5Q, QS, P,Q v SP,

4. Los vectores A, B, C y D mostrados en la figura
forman una cruceta a angulos rectos. La cuadricula
tiene lados unitarios. Dar las componentes de los 4
vectores.




i
\
\ Y
1 C = \
be
\ ¥

5. Una particula en movimiento uniforme recorre la
distancia entre los puntos M(8, 1) y N{- 3, 15) en un
tiempo de 4 segundes. Calcular su veclor velocidad
{suponer unidades en metros para las coordenadas).

Nota. Los problemas 6-14 se refieren a vectores
separacion. El objetivo es repasar algunos teoremas
sobre igualdad de angulos, asi como el célculo de
triangulos. Pueden pasarse por alto si se desea. Tome
los ejes del modo estandar en todos ellos.

6. El semicirculo de la figura tiene radic de 8
unidades. Obtener el angulo £CDP y las componentes
de la flecha DP. Obtener también su longitud y
direccion,

Resp. DP=(14.93,4), DP={(15.45 £ 15°)

7. En la figura, las barras AB y BC tienen la misma
longitud. La linea QA es vertical y 1a OC es horizontal.
La proyeccion de AB sobre la direccion horizental (Eje
X) vale 2 metros. El punto M es el punto medio de la
barra BC. Calcular la flecha AM.

[-21

Resp. AM = (2.752 £ -0.511°)

8. En la figura, ABC es un triangulo equilatero de lado
S5 metros. Las lineas AM, MP y PN son
perpendiculares respectivamente a los lades BC, AC y
alalinea AM. Obtener la flecha PN.

Resp. PN = (1.875 £ 120°)

A - C

9. En la figura, la linea RH es horizontal. El segmento
RS mide 12 unidades de longitud. P es el punto medio
de dicho segmento, y la linea PU es perpendicular a
RS. La linea SU forma angulo de 10° con la vertical.
Obtener la flecha UP.

Resp. UP = (- 8.243, 14.276)

10°
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10. En la figura, las rectas Ly y Ly son paralelas. Los
segmentos CD y BA miden 2 m y 5375 m, respectiva-
mente. Obtener la flecha AC.
Resp. AC = (4.02, 5.051) obien

AC = (6.155 £ 51.486°%)

-

2m

c—ip

L

B
\70e

5.375m

11. Desde dos puntos A y B se trazan scgmentos rectos
ACE, y BCE,, a dangulos de 45° y 15° con la horizontal,

respectivamente. Desde E; y E; se Irazan rectas

perpendiculares a AC y BC, respectivamente; estas
rectas sc intersecan en el punto C'. Dados los
segmentos CE, =0.45 CE; =0.20, obtener la flecha
ccn

Sugerencia. Resclver primeramente ¢l triangulo
CE,E;.

Resp. CC'=(0.0499, 0.5865)

12. En la figura, las rectas L y Ly son perpendiculares.

Calcular la longitud y direccién de la flecha QR.
Resp. QR = (4.493 £ 145.1°)

13. En la figura, los segmentos DB y EC son paralelos.
Se dan las medidas ED =2m DA =3my BC=3m
Calcular las componentes dc la flecha EB.

Resp. EB = (3.283 £ - 28.2258%)

F 3 Y
C

E

2m 3m
B

D,

3m
50°
A >

14. M es el punto medio del segmento AC, cuya
longitud es 7.5 m. AB es vertical, AD horizontal y TOM
vertical. El segmento CD es perpendicular  al
segmento BC. Obtener la flecha CD.

ALI 2875m | D

3.75m

M
375m
C

60°
Bl
-

Resp., CD =(5.637 £ 120") o bien
CD={-2.818, 4.882)
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CAPITULO 3

OPERACIONES VECTORIALES

3.1. Introduccion

El dlgebra vectorial se basa en:
s Unarelacién de igualdad de vectores.
¢« Una operacion de suma vectorial.
*+ Una operaciéon de producto de un vector y un

numero real.

En términos de la suma y el producto se definen
también las operaciones de resta o diferencia vectorial
y division de un vector por un niamero real.

Podemos manipular algebraicamente un vector
ya sea a través de su magnitud y direccion o bien a
través de sus componentes. Sin embargo las
operaciones vectoriales, que mtroduciremos en este
capitulo, teman su forma mas simple cuando se
expresan en términos de las componentes de los
vectores. De acuerde con ello, trabajaremos con esta
definjcién de vector, equivalenle a la ya dada:

{17y Un wvector es una pareja ordenada de
numercs reales denominados las componentes del
vector.

Nota. Como ya hemos visto, dado un vector

A=(A,, Ay), su magnitud y direccién se calculan

de
A= [Al+A]

0 = atan2(A,, Ay)

Las definiciones de suma vectorial y producto
de vector por nimero real que daremos generan un
algebra vectorial que tiene muchas similitudes con el
algebra de los numeros reales. Debemos tener
presente, sin embargo, que no estd delinido el
producto de dos vectores {algo como AB) ni la

A
divisién de vectores (algo como E ).

3.2. Relacion de igualdad de vectores

Sabemos que dos vectores son iguales si tienen
la misma magnitud y direccidn. Equivalentemente
tenemos que dos vectores son iguales si tienen las
mismas componentes:

(18)  Dos vectores, A = (A, Ay) y B = (8, By),

son iguales si y solo si

Para indicar que dos vectores A y B son iguales se

2 _er

usa el signo de igualdad en la forma

(Ax Ay) = (By By)

Nota. Es importante observar que, si bien el signo de
igualdad vectorial, =", es el mismo signo usado para
la igualdad de nameros reales (* 3 = 6/2 "}, los signifi-
cades son distintes. Como vemos en el cuadre (18},
una igualdad vectorial como (Ay, Ay) = (Bx, By)
equivale a dos igualdades entre numeros reales, que
son las igualdades A= By y Ay =B,.

Por otra parte, en las representaciones
analiticas de los vectores, que escribimos en la forma

A={AZ0O)y A=(Ay Ay), hemos venido usando el

signo de igualdad con una funcién que no es
propiamente indicar una relacion de igualdad
vectorial. Tal signo indicaba en estos casos meramente
una relacidn de equivalencia entre las notaciones "A”
y “(A £0)" 0 "{Ax Ay)".

Mas adelante introduciremos expresiones
vectoriales como seria por ejemplo esta:

A+3B+C=-22D

Si se tiene que B = (B,, By), entonces es valido escribir

la expresién anterior en la forma

A+3(By By)+C=-2D

Analogamente podriamos sustituir en esta ecuacion
los simbolos vectoriales A, C y D por sus represen-
taciones por componentes, o viceversa.

En la dltima expresion estamos mezclando dos
notaciones: la notacién simbélica, en la que un vector
se denota con una literal en negrita (A, C, D), y la
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notacion estdndar, en la que un vector se escribe
como una pareja de componentes ({8, By)). En el

algebra vectorial resulta muy conveniente utilizar
ambos tipos de notaciones cn una misma expresién o
ecuacion. Para ser consistentes en el uso de ambas
notaciones en lo que toca a la igualdad vectorial
acordaremos entonces Jo siguiente:

{(19)  Larelacion (Ay, Ay) = (By, By) se escribird

en la notacidon simbdlica en la forma

A=1B

Nota. 5i A = (A, Ay) vy B=(E,, By) y A esigual a B,

son validas las relaciones

A=(B, B,) vy B=(4, A

La igualdad de wvectores, expresada en
términos de magnitudes v direcciones, va asi:

Los vectores A = (A Z x)y B=(B £ B) son
iguales si y solo si

A=B y & =[3+360°x n

donde “n” es un namero entero positivo.
No se permite usar el signo de igualdad entre
representaciones distintas:

NO: (Ay Ay)=(A £ @)

Dados los puntos
M(5,1), N(-L 86 ¥ P(9.7)

encontrar el punto Q tal que MN =PQ.
Tenemos primeramente

MN = (xn - 2, YN~ Yn) =
={-1-56-1)=(-65)
Sean (x, y) las coordenadas de ; entonces
PQ={xq - xp, Yo - Yp)
=(x-%y-7)

Laigualdad MN = PQQ nos ca

(‘@5):(3’—9,];'*7)

de donde se obtienen dos ecuaciones entre
componentes cotrespondientes, a saber,

Tgualdad de componentes X: -6=x-9

lgualdad de componentes Y: S=y-7

De aqui obtenemos

x=3, y=12
o sea que el punto pedido es
Q(3,12)

3.3. Suma vectorial

Dos vectores pueden sumarse solamente si son
de la misma naturaleza fisica. Asi por ejemplo, no
podemos sumar un veclor separacidn a un vector
velocidad, ni cualquiera de ellos a un vector fuerza.

De sus cursos elementales de vectores
seguramente Ud recuerda que la suma de dos
vectores se efectiia graficamente mediante la ley del
paralelogramo. En términos analiticos, dicha ley es
equivalente a la siguiente definicion:

(200 Sean A = (Ay, Ay) y B = (Bx By) dos
vectores de la misma naturaleza fisica. Se define la
suma vectorial de A v B como otro vector cuyas
componentes se obtienen sumando componentes
homénimas de A y B. Estoes,

(a) (A A_v) + (Bx' By) =(Ax+ er A_v + By)

Sucintamente: “Para sumar dos vectores se
suman sus componentes”.

En la notacién simbélica la suma de Ay B
se escribe

(b A+B

Como vemos, la suma vectorial se indica con el
mismo $igno
reales. En la ecuacidn (20a), el signo “+” en el miembro

I

+" usade para la suma de numeros

izquierdo indica suma vectorial, y ambos signos “+”
en el miembro derecho indican suma de nimeros
reales. No habrd lugar a confusion puesto que la
funcién del “+” se puede inferir a partir de la clase de
operandos que enlace, vectores ¢ nameres (no existe
la suma de un numeroe real y un vector).



Nota. La magnitud del vector suma “A + B” se escribe

enlaforma “| A+B )",

Ejemplo 14| Tracemos los vectores separacién

a=(2,3)yb=(6 -1), asi como su suma vectorial a + b,
en una cuadricula. Comprobaremos visualmente que
la operacién algebraica de suma es equivalente a la
construccion geométrica del paralelogramo. Asimismo
calcularemos la magnitud y direccién de] vector suma.

Lasumadeaybes
at+b=(2,3)+{(6-1)=(2+6 3+{-1))
=(8,2)
En la Fig. 38 estan los tres vectores, trazados desde un

mismo puntc. Yemos que el vector a + b es la diagonal
del paralejogramo cuyos lados sona y b.

a a + b d_‘_’_,__—"’"' ) e
.,-'-""N—F- !
»-ﬁ.._,w___‘\ .

b ———
Fig. 38

La magnitud del vector suma es
|a+b|=8? +2? = /68 =8.246
¥ su direccion es

0 = atan2(8, 2) = 14.036°

= a+b=(8246 £ 14.036°)

Existe una construccidn geométrica que es
esencialmente la misma que la ley del paralelogramo.
Se denomina la regla del poligono. Consiste, como
vemos en la Fig. 39, en trazar los vecteres-sumandos a
y b de tal modo que b empiece donde termina a.
Entonces el vector suma es el que va de la pluma del
primero a la punta del segundc. Los tres vectores
forman un tridngulo.
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=1

a+b |1

Fig. 39

La opcracién de suma de vectores se conoce
también con el nombre de superposicidn de vectores.
Todos los vectores fisicos salisfacen la ley del
paralelogramae, si bien la interpretacién fisica de la
suma vectorial es distinta segun la clase de vectores
fisicas considerados. De hecho la regla para sumar dos
vectores fisicos corresponde en cada caso a una ley
fisica aplicable al tipo de vectores sumados. Por
ejemplo, es un principio fisico gue cl efecto conjunto
de dos fuerzas es el mismo que el de una sola fuerza
oblenida conforme a la ley del paralelogramo.

3.4. Ejemplos relativos a la suma
de dos vectores

5i los vectores a sumar estan dados en la
representacion por componentes, para hacer la suma
simplemente sumamos separadamente componentes
X y Y. Por otra parte, si lo que se da son las
representaciones por magnitud y direccién, debemos
primeramente obtener las componentes, como en el
siguiente ejermnplo.

Eijemplo 15| Calcular la suma de los vectores

P=(12 £ 32 y Q=(9 2£-28)

Para obtener Ja suma debemos primeramente

calcular las componentes de P y Q y luego sumar
componentes homaénimas. Tenemos

P, =12 cos 32° = 10.176
P, =12 sen 32° = 6.359
Oy = 9 cos(-28°) = 7.946

Qy =9 sen(-28%) =-4.225

= P+Q={PX+QX11UY+Q)’):

=(10.176 + 7.946, 6.359 — 4.225)
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El resuliado es
P+Q=(18122, 2.134)

La magnitud del vector P+ () es

P+ Q= (18.122) +(2.134) =18.247
y su direccidn,

atan2(18.122, 2.134) = 6.716°
= P+Q=(18.247 £ 6716

jemplo 16, En este ejemplo vamos a considerar una
superposicion {o suma) especial de velocidades: la del
aire atmosférico y la de un avién cn vuelo.
Supongamos que el empuje de las turbinas del
avion es tal que en aire quieto enfilaria el avidn hacia
la direccidn norte con una velocidad de 200 kildometros
por hora, y que el avién vuela dentro en un viento de
50 kilémetros por hora que sopla en direccidn noreste
(Tig. 40). Bl efecto del viento consiste en desviar el
avion de la direccion norte en un pequerio angulo 4, el
cual se obtiene geométricamente superponiendo los
vectores velocidad de avidn y viento segin la
construccion de swma vectorial, tal como se muestra en
la Fig. 41.

AL

Fig. 40

N

La velocidad del avion con respecto a Tierra (la
modificada por el viento) se calcula graficamente
midiendo la longitud de la flecha que va del inicio de
la primera {lecha a la punta de la segunda (flecha
punteada en la Fig. 41).

r[]_l{'_m
J h/i
e 238 KB

h
Jp K .ZF\ =854

F

" Y
11\8‘1 46
¥
I R L’X
Fig. 41

Por supuesto, también se puede calcular
analiticamente aplicando la regla para sumar vectores,
como haremos a continuacidn.

Sean v la velocidad del avidén y U la velocidad
del viento. Colocando el eje Y paralelamente al eje
longitudinal del avién tendriamos (en unidades de
kilémetras por hora}):

v = (0, 200)

U = (50 cos 45°, 50 sen 45°) = (35.35, 35.35)
Superposicion de velocidades:

v+ U = {0, 200) + (35.35, 35.35) = (35.35, 235.35)
Por lo tanto, la magnitud y direccién de la suma son

v+ Ul =1(35.35, 235.35)1 =238

0 = atan2(35.35, 235.35) = 81.46°

con lo que la desviacion pedida es

& =90° - 81 .46° = §8.54°

Consideremos dos vectores A y B de
magnitudes fijas. Queremos dirigir estos vectores de
tal manera que el vector suma A + B:

Tenga magnitud maxima.

Tenga magnitud minima. B
Queremos ademas calcular la magnitud de A + B
dado que estos vectores forman un dngulo dado “x".

Es evidente que para obtener el maximo valor
de la magnitud de A + B hay que colocar A y B
paralelamente y en la misma direccion, como vemos



en la Fig. 42. En este caso tendremos que

IA+Bl=A4+3

A+E

¥y

hJ

Fig. 42

Para que la magnitud | A + Bl sea minima debemos
colocarios en direcciones opuestas (Fig. 43). Se tiene
aqui que

IA+Bl=1A-Bl!

A+B E

>
»

-
-

k4

A
Fig. 43
Si los colocamos perpendicularmente tendremos que

|A+B|=vA®+B?

(Véase la Fig. 44).

Fig. 44

Supongamos ahora que A y B forman un
angulo x (Fig. 45)
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Construyamos el paralelogramo formado por

los vectores A y B. Apliquemos la ley de los cosenos al
tridngulo formado por A, By A +B:

A + B = A2 + B2 - 2AB cos(180° - )

Pero cos(180° - x) =—cos x y entonces

{21) La magnitud de la suma A + B de dos
vectores A v B cuyas direcciones forman un
angulo x viene dada por

jA+B|= A7+ B2 +2AB cosy

De la expresidn (21) se ve claramente que el
valor maximo de 1A + B se da cuando cos ¥ = 1, es
decir, ¥ = 0. Por otra parte, el valor minimo
corresponde a cos ¥ = - 1, ¢ sea x = 180. Tenemos

enlonces que

(22)  La magnitud de }a suma de dos vectores A
y B no puede ser menor que 1A - Bl ni mayor que
A+ B:

IA-BI<IA+BI<A+B

Por ejemplo, la suma de dos vectores de magnitudes 8
¥ 3 no puede ser menor que 3 ni mayor que 13

La desigualdad |A + Bl < A + B se conoce
como desigualdad del tridngulo. Consideremos los
lados de un tridngule como vectores. Dirigiendo estos
vectores apropiadamente, cualquiera de los lados se
puede escribir como la suma vectorial de los otros dos
(Fig. 46). Entonces La desiguaidad expresa que un
lado (cualquiera) del tridngulo no puede ser mayor
que la suma de los otros dos lados.

|A+B|
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Tres vectores tienen la misma magnitud

“M"” y uno de ellos es la suma de los otros dos.

Calcular el angulo x gue forman estos Gltimos.
Designemos los tres vectores con A, By

A+ B, con los datos

A=B=1A+Bl=M

De acuerdo con la férmula (21) tenemos

M:\/M2 +M? +2-M -Mcosy
0 bien
M2 =2M% +2M? cosy,

de donde

COs X =~ = x=120°

k| —

Los vectores determinan un rombo, como vemos en la
Fig. 47. E] vector suma bisecta el Angulo entre A v B.

Fig. 47

3.5. Vector nulo. Negativo de un vector

{23}  El vecfor nulo, simbolizade por "0, se
define como

0=1(0, d)

El vector nulo no posee representacion
geomeétrica, pues corresponderia a una “flecha”
de longitud nula. 5i bien la magnitud del vector 0
£s un numero bien definido (cero), su direccién es
indeterminada: puede tomarse como cualquier
direccion del plano (Asi tendriamos, pues, que los
vectores (0 £ 23%), (0 £ -35%), {0 £ 157%), etc.
representan por igual al vector 0},

La interpretacion del vector nulo varia segin la
clase de cantidad fisica considerada. Un vector
velocidad nulo (v = (0, 0)) significa que e] movil esta
en reposo; un vector fuerza igual al vector nulo
significa “ausencia de fuerzas” o “fuerza neta nula”,
etc.

{24} Todo vector A = (A, Ay} tiene su vector

negativo, simbolizado por “ - A " y definido por
_A=(_Ax:_Ay)

El negativo de A tiene la misma magnitud que A
pero la direccion contraria (Fig. 48).

A
A \

' Y
Fig. 48

Esta claro que para cualquier vector A tenemos:

(25a) A+(-A)=0

(25b) A+0=A

3.6. Propiedades de la suma vectorial
La suma vectorial ticne las siguientes
propiedades:

{26a) Conmutatividad:
A+B=B+A
(26b) Asodatividad:

(A+B)+C=A+(B+QO

La propiedad de asociatividad expresa que
para sumar 3 vectores da lo mismo sumar primero los
dos primeros sumandos que sumar primero los dos
ultimos. Por lo tanto, la suma de los 3 vectores se
puede escribir sin paréntesis (y. por induccion, Jo



mismo para mas de 3 vectores):
A+B+C

Para sumar graficamente mds de dos vectores
podemos irlos sumando de dos en dos usando la ley
del paralelogramo reiteradamente o, mejor, podernos
usar la ley del poligono.

(27)  Para sumar vectores grificamente:

Se colocan los vectores en cadena, de modo
que cada vector empiece donde termina el
anterior. Entonces la suma de todos los vectores es
el vector que va de la pluma del primer vector
hasta la punta del altimo.

La Fig. 49 ilustra Ja suma vectorial grifica de
los vectores

A=(92), B=45), C=6.1) y D=(-6,7)
que vale
S=A+B+C+D=(12,15)

Silos vectores sumandos son tales que, puestos
en cadena, la punta del Gltimo vector coincide con la
pluma del primero, entonces la suma vectorial es el
vector nulo. En este caso los wvectores sumandos
forman un poligono.

| 12 [ 6 !
| | 1
Pl
//
1/ D 7
Qv N
15 //' _.~—~"’E 1!
By 5
pd L
7 A )
..a-""_‘#
| [ | |
I ) 1 4 I 5 1
Fig. 49

La Fig. 50 muestra un conjunto de vectores
cuya suma es nula,
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G
Fig.50. A+B+C+D+E+F+G=0

Calcular la suma vectorial de los tres
vectores mostrados en la Fig. 51. Calcular el vector V
que habria que afadir a estos tres para que la suma
vectorjal de los 4 vectores fuese 0.

JLY
120\ o
55
45° X
15¢ g
80
Fig. 51

Obtengarnos las compenentes X y Y de cada
vector, usando directamente los angulos dados en la
figura:

Cormponentes X Cornponentes Y

55 cos 45° = 38.89 55 sen 45° = 38.89

- 120 sen 20° = - 41.04 120 cos 20°=112.76

80 cos 15°=77.27 80 sen 15°=20.71

Entonces la suma vectorial de los 3 vectores
dados, que denotaremos con “R”, es

R = (38.89, 38.89) + (- 41.04, 112.76) + (77.27, 20.71) =

= (38.89 - 41.04 + 77.27, 38.89 + 112.76 + 20.71)
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= R =(75.12, 172.36)
o bien
R = (188.02 / 66.45°)

El vector V que habria que afiadir para que tos
3 vectores dades, junto con el vector V, sumaran cero,
es evidentemente — R, o sea

V=-R=(-75.12, ~172.36)
Nota, Para cbtener las componentes también
podriamos haber expresade los vectores por
magnitud y direccion, o sea:

(55 £ 45%),

(120 £ 110, (80 £ 15%)

y luego aplicado las [drmutas (5a,b)-p7, que darian

1A=-A

Por otra parte, el producte del nimere “1” y
cualquier vector es ese mismo vector, y al multipiicar
un vector por el nimero "0~ se obtiene el vector 0.

(25a) 1A=A

(25b) 0A=0

Asimismo,

{29¢) AQ=0 (A arbitrario)

Componentes X Componentes Y

55 cos 45° = 38.89 55 sen 45° = 38.89

120 cos 110 = - 41.04 120 5en 110°=112.76

80 cos 15°=77.27 80 sen 15°=20.71

3.7. Producto de un vector y un
numero real

(28)  Sea A =(Ax Ay)un vector y A un numero

real. Se define el producto del vector A y el
numere A como ¢lro vector cuyas companentes se
obtienen multiplicando las componentes de A por
A, es decir,

(@ AlAg Ay} =(A Ay, A Ay)

Sucintamente: “Para multiplicar un vector
por un  numero se multiplican ambas
componentes del vector por el niimero”.

En la notacién simbdlica el producto de A
y A se escribe

by AA

Notemos que cl producte del nimero "~ 17 y el
vector A es el negativo de A:

Las relaciones {29a,b,c} se demuestran facilmente.
Hagamoslo para la relacion (29b}. De (28a) tenemos

0A=0(Ay Ay)=(0- Ay 0 Ay)=(0,0) =0

Nota. En lo sucesivo acordaremos que A A es lo
mismo que A A,

Veremos la interpretacion grafica del producto
utilizando de nuevo un veclor separacién, conforme al
siguiente gjemplo.

Ei’emélo 19. Sea el vecter separacién a = (2, 1) (Véase
la Fig. 52).

i'd a ]
l/"/-
> Za

Fig. 52

Formemos los preductos 3a y (-2) a:
Ja=3(21)=(623)
(Da={-2){21)=(4-2)

(Note que en el producte de un nimero negativo por

un vector, el numero debe encerrarse entre paréntesis,
por ahora.)



Trazando las flechas correspondientes vemaos
que la flecha 3a tiene la misma direccion que la flecha
a, pero es 3 veces mas larga que ésta. Por otra parte, la
flecha (-2ja es 2 veces mas larga que a y tiene
direccidn opuesta a ésta.

La interpretacion geométrica del producto es
pues la siguiente:

(30)  La longitud del vector producto Aaes tAl
veces lade a.

Si A > 1lalongitud de Aa es mayor que la
dea.

Si A <1, lalongitud de Aa es menor que la
de a.

Si A > 0 el vector Aa tiene la misma
direccidn que a, y si A <0, Aa tiene la direccion
cpuesta a la de a.

AA
y %A -AA
-
A1 HES T A»Q
Fig. 53

Las propiedades anteriores son evidentes al
examinar la expresién para la magnitud del vector
general A A. En primer lugar tenemos que

A= J0AD + (14,0 =0l AT+ A2 =] A

O sea

(31}  La magnitud del vector AA es e] producto
del valor absolutc de A y de la magnitud de A:

IAAI=[A]A

Por otra parte tenemos que siA > 0,
atan2({A,, Ay)=atan2(-A Ay, - A Ay) +180°

la cual expresa que los vectores A y - AA tienen
direcciones opuestas.

Abundan en la fisica los casos en gue un vector
se obtiene como el producto de un numerc y otro
vector. Demos unos ejemplos,

I-31

La expresidn matemdtica de la segunda

ley de Newton tiene la forma
F=ma {Fuerza = Masa » Aceleracion)

donde F es el vector fucrza, m es la masa y a es el
vector aceleracidn.
Supongamos que

m

7 =)

m=5kg yque a=(-2

L]

Entonces el vector fuerza viene dado por

F=ma=5kg-(-2 7

v,l3

m
82 ’
=(~10 kgslz‘,35 kg;“;]

m
El producto de unidades “kg— " se abrevia "N y se
=)

denomina "newton”, asi que podemos escribir la

fuerza tambien en la forna
F=(-10N, 35 N)

Es importante observar que los simbolos de las
unidades se manejan como simbolos algebraicos. De
acuerdo con la regla (28a)-p30, la expresién anterior
para la fuerza F podemos escribirta también como

F-(-10,35)N

Andlogamente podriamos haber escrite

2=(-27)5

S

De acuerdo con (30) y dado que la masa “m” siempre
es positiva, los vectores fuerza y aceleracién tiencn la
misma direccidn en todo nomento.

El momento lineal o impetu de una

particula de masa ¥ m " que se mueve con velocidad
o

v “, es un vector denotado con.” p ”, definido camo
el producto de la masa y el vector velocidad:

p=mv



1-32

Las unidades del momento lineal son el
producte de la unidad de masa y la unidad de

: o W .
velocidad, o sea "kg 5 L.os vectores p y v tienen

siempre la misma direccion.

El producto de wvector por real tiene las
siguientes propicdades:

(32a) Distributividad 1:
AA+B)=AA+AB
(32b) Distributividad 2:
(A+u)A=AA+uA
(32¢) Asocialividad:

ARA)=(A ) A

Consideremos las expresiones
-5A v ~(5A)

La primera es e] producto del niimero "~ 3" y cl vector
A, y la segunda es ¢l negativo de} vector “5A”. Con los
axiomas dados se demuestra facilmente que ambas
expresiones valen lo mismo, de medo que se pueden
cscribir en la forma sin paréntesis:

-5A

3.8. Resta de vectores y division de
un vector por un nimero real

(33)  Laresta o diferencia de dos vectores

A = (A, Ay)y B =(By By) cs otro vector
denotado con “A - B”. que se define econdmica-
mente como la'suma de A y el negativo de B:

A-B=A+(-B)=
= (A Ay)+(_ BXf*B_v)
={Ax - By A}"‘By)

Sucintamente:
“Para restar dos vectores se restan sus
componentes”.

Utilizando  una  cuadricula y  vectores
separacion, podemos convencernos de la siguiente
construccidn grafica:

Tracense los vectores A y B desdc un mismo
punto inicial. Entonces el vector diferencia A - B,
trazado desde la punta de B (el sustracndo) es tal que
su punla ceincide con la punta de A (el minuendc),
como vernos en la Fig. 54.

A-RB

Fig. 54

Segun csta construccion, el vector B -~ A iria en
direccion opuesta a A - B, v tendria Ja misma
magnilud que éste, de tal manera que, recordando la
definicion del negativo de un vector tendremos la

relacidn
A-B=—(B-A)

Por otra parte, aplicando la regla del poligone a los
vectores de la Fig. 54 se obtienc la relacion

B+(A-Bj=A

Estas dos dltimas relaciones muestran la
scmejanza que ticne ¢l algebra vectorial von el algebra
ordinaria de los numeros reales. Segun la primera
podemos  “quitar  paréntesis” a una  expresion
precedida de un signo "~ cambiando el signo a todos
los términos de la expresidn, Segin la segunda
relacion podemos cancelar en el miembro izquierdo
los wvectores B y -B. IHay mds semejanzas, que
expondremos posterjormente.



(34)  La divisidén de un vector A por un nimero
A se define econdmicamente en términos del
.‘producto, en la forma

Sucintamente: para dividir un vector por un
numero se dividen ambas componentes del vector
por el nimero.

En notacidon simbdlica,

A

=

1
»

. A
Si A es positivo, la direccion de T es la misma

que la de A. Esto se suele expresar también asi: al
dividir (o multiplicar) un vector por un nimero
positivo, "la direccidn del vector no sc altera”.

Si A es negativo si hay una inversion de la
direccion.

Existe la siguiente relacién, analoga a la {31) de
la pdgina 31:

Al A

35
) [A 1Al

' i3

3.9.Ejemplos

Supongamos que una particula en

movimiento uniforme describe una trayectoria come
la mostrada en la Fig. 55, en la que “Posicién 17 y
“Posicion 27 son dos posicicnes arbifrarias de la
particula. Sea & el vector desplazamiento entre ambas
posiciones, y 1 el tiempo empleado para pasar de una
a otra, como antes. Entonces el vector velocidad se
obtiene dividiendo el vector & por el tiempo 1 en la
forma

v=2 2832813

1.33

A Y
K‘v“ - Posicidn |
Trayecloria v
\\A Posicidn 2
0 x '!(j
SN \
O X

Fig. 55

Esto lo pudemos demostrar haciendo ver que la
magnitud y direccion del vector velocidad, tal como se
definié en los cuadros (14) y (15) de la pagina 18, son
las mismas que las del vector —. Veamos.

T
— Usande (35) tenemos para la magnitud de v:

)

T

_[3l & _distancia

Ivl= ,
1 T hempo

o d
- Por ofra parle, la direccién del vector — es clara-
T

mente la misma que la del desplazamiento, puesto
que al dividir & por el numero positivo 1 se obtiene
otro vector con la misma direccién que d, QED.

Por ejemplo, si la trayectoria (recta) forma un
angulo de -22° con el eje X y el movil recorre una
distancia de 12 metros en 1.5 segundos, entonces su
vector desplazamiento correspondiente a este lapso es

5=(12m £-221=(11.126 m,—4.495 m)

y st vector velocidad es

& (11.126 m,~4.495 m)
T 15s

V=

=[7.417 o 299 ﬂ]
S S

La diferencia de vectores es muy usada en la
fisica para expresar cambios o varigciones de cantidades
vectoriales. Veamoslo por analogia con cambios de
cantidades numéricas.

5i la temperatura media Ty de un dia fue de 23

°Cy la temperatura media T del dia siguiente fue de

26 °C, entonces el cambio o wvariacién de temiperatura
media es la diferencia
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AT=T,-Ty=26°C-23°C=3°C

Existe una definicion analoga para el cambio o
vatiacion de una cantidad vectorial:

(36) Se define el cambio o variacién de un
vector u, al pasar de un valor 1 a otro valor uy,

como la diferencia vecterial

(a) Au=u; -1

El valor final de u es igual al valor inicial 1) mas

el cambio Au:

(b} U =u; + Au

Fig. 56

Para ilustrar el uso de la diferencia de vectores,
volvamos al vecter wvelocidad del movimiento
uniferme.

En el ejemplo 22 en la pagina precedente dimos
la siguiente expresion para el vecter velocidad del
movimiento uniforme:

)

v=—

T
donde ©® es el vector desplazamiento entre dos
posiciones arbitrarias “1” y “2”, y 1 es el tiempo
invertido por la particula entre ambas posiciones.
Daremos todavia otra forma vectorial, mas

converiente, para este vector.
Tracemos los vectores de posicién 1 v rp

correspondientes a las posiciones “1" y 27,
respectivamente  (Fig. 57). Denotemos el vector
desplazamiento entre ambas posiciones con “Ar” en
lugar del simbole “&” usado anteriormente. La razon
de este nuevo simbeolo para el desplazamiento
proviene (como puede versc en la Fig. 57) de la

relacién
Ar=r1p-1 (=8)
ty
//‘r* .. Posiciénl
Trayectoria EJ

L4
\,_ Posicitn 2
ry Ar .-.“'(J
._'\-‘ 3

~

r, e

O pe

P
o

Fig. 57

Si la particula pasa por “1” en t; y por “2" en ty,

entonces el desplazamiento Ar se lleva a cabo en un
tiempo

At=t'2'l] (=T)

Por lo tanto, la velocidad puede ponerse
alternativamente en la forma

Ar
(37} v=—
At

Ar es el vector desplazamiento entre dos
posiciones arbitrarias, y At es el Hempo invertido
en viajar de una a otra posicién.

Naturalmente, (37} expresa lo mismo que }a relacion
v = & / 1, pero es mas converiente a la hora de
aplicarla. '

jemplo 23/ Supongamos que una particula en

movimiento uniforme se desplace entre los puntos
(2m -5my (&m 1m)en2segundos. Calcularemos su
velocidad usando la formula (37).
Los vectores de posicién de los puntos dados
son
.

r=2m-5m y I;={(6m 1m)

El desplazamiento entre ambos puntos es



Ar=r-ny={6m lm-(2m -5m)=

={dm, 6 m)

Por consiguiente el vector velocidad es
=£= (dm, 6m) -2 E,S m
At 2s 5 8

El momente lineal de una particula,

P

denotado con “p”, se define como el producto de la
masa m y la velocidad v de la particula, oseap=mv.

Una particula de masa m = 0.4 kg choca conun
piso viniendo con una velocidad vy de magnitud 5

m/s. La particula rebota con una velocidad v, de

magnitud 3.6 m/ 5. Las direcciones de las velocidades
son las mostradas en la Fig. 58.

Calcular el cambio del momento lineal en el
choque.

1
H
b
=~ ™~ ~ ~ ~ =

Fig. 58

En magnitud y direccién tenemos (Ojo con los angulos
que forman las velocidades con la direccidn +X)

vy =(5 % Z-5313°)  vy=(3.6 = £33.69%)

|3

Para operar algebraicamente con estos vectores
debemos expresarlos en compenentes:

m m
=G4 o =027

El momento lineal antes del choque es

pr=mv;=04kg (3 —4) =

=(1.2,-1.6) kgg

El momento lineal después del choque es
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0|3z

pz=mvy=04kg(3,2)

- (1.2,0.8) kg—
5
Por 1o tanto, el cambio del momento lineal es
Ap=py-p1=

=(12,0.8) kg—E—(].Z,—l.é} kg%

m
= Ap={0,2.4) kg—
5

En este tipo de calculos se suele suprimir las

unidades durante el desarrcllo, teniendo cuidado de

expresar todos los valores en el Sistema Internacional

de Unidades (u otro sistema que se emplee). Asi lo

haremos en lo sucesivo. En los resultados finales si

anadircmos las unidades.
@ 25) Dados los vectores
A=(8-3., B=(79
C=(4,7) y D=(-5,2)
efectuar las siguientes operaciones vectoriales:
(a) A+B+(-D)
(b) AC+(D-B)B

(© (3)A+5CI(D+2B)

(a) Ya que
-D={.-2)
tenemos
A+B+(-D)=(8-3)+(0,9)+(5 - 2=
=(8+0+5-3+9-2)={13,4)
(b} En el calculo de toda” expresion veétorial
debemnos tener cuidado de separar aquellas partes que

son nameros reales de las partes que son vectores.

La expresion “(b)” dada es la suma de dos
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vectores: el primer sumande se forma come el
producto del numero “A” (o sea la magnitud del
vector A) y ¢l vector C; el segundo sumando es el
products del nimero “D - BY y el vector B.
Calculemos los numeros por separado:

A= 8 +(-3)7 =73 28544

D-B=.J(-5) +2 0% +9?

=V29 -9 =-3615
Entonces
AC+({D-B)B=
=8544 - (4, 7} + (- 3.615)- (0, 9) =
=(34.176, 59.808) + (0, - 32.535)
=(34.176, 27.273)
(c) La expresion dada es un vector, formado come

el producto del namero “1{- 3) A +5 CI” y el vector
“D+2B"

Calculemos el vector “(- 3) A + 5 C" y luego
obtengamos su magnitud “[(- 3) A +5CI":

(-3) A+5C=(-3)(8-3)+5(4,7) =

=(-24,9) + (20, 35) = (- 4, 44)

|(=3A)+5C| = J(~4)? +44°
= /1940 = 44.181
For otra parte,
D+ZB=‘(—5, 2)+2(0,9=(-520)
Entonces,
H-3)A+5CI(D+2B)=
=44.181 - (- 5,20) =

= (--220.905, 883.620)

jemplo 26. Centro de masa.

(38)  Consideremos un conjunte de N particulas

de masas my, My, ..., My, ubicadas en los puntos
(cuyos vectores de posicidn son) £y, Iz, ..., T

respectivamente (Fig. 59).

.IIY

v

Fig. 59

El centro de masa del conjunto es un punto
G del plane cuyo veclor de posicién, denotado
con “15", se define por

MR MG 4o T

17
© M+ +okm

T

N
m;t, Zmiri

i=1

M

ZEMZ

[

donde M = ¥m; esla masa total del conjunto.

Calcularemos el centro de masa del conjunte de
particulas de Ja Fig. 60.
Numeremos las particulas como sigue:

my=2kg n=(50ym
m; =3kg rp=(4,3)m
my=3kg 3=(-1,6m
my=1kg Iy=(-52)m
mg =2 kg t5=(~2,-2)m



2
Sk
G 3lkg
kg *
kg -'?f
5 &
Zkg
Fig. 60

Sustituyendo en la expresion (38) para rc,

L= 2(5,00+3(4,3)+5(-1,6)+1{~5,2) + 2(-2,-2)
“ 2+3+5+1+2

(10,0} +(12,9) +(=5,30) +(=5,2) + (-4, 4)
13

B3 061,284
13

El resultado estd en “metros”: (0.61 m, 2.84 m). El
centro de masa es el punto G que vemos en Ja Fig.60.

3.10. Combinaciones lineales de vectores

(39}  Una combinacién lineal de vectores es una
expresion de la forma general

AA+uB+.. . +xU

donde A, W, ..., X son numeros reales y A, B, ...,
U son vectores.

Una ecwacién vectorial es una relacidon de
igualdad entre dos combinaciones lineales. La forma
general de una ecuacién vectorial es

AA+uB+. . +xU=SaM+BN+...+n5
De toda ecuacion vectorial se deducen dos ecuaciones

entre nimeros reales. Asi, “sacando componentes X
en ambos miembros de la ecuacion” anterior tenemos

AAg+pBe+ Lt x Ug=aM+ BN+ o+ 5y
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y "sacando componentes Y,

AAytp Byt ot xUy=aMy+BNy+ .. +n5y

Ejemplo 27.|5ea la ecuacion vectorial

Fi-T+pN=ma

[pualande componentes correspondientes de cada
miembro de la ecuacién se obtienen las ecuaciones

Fiu-Ty+uNy=ma,
Foy-Ty+p Ny=may

Notemos que las ecuaciones entre componentes tienen
la misma estructura que la ecuacién vectorial dada.

En una ecuacion vectorial se puede pasar
cualquier término de un miembro a otro mediante un
cambio de signo. Por ejemplo, la ecuacion

2a-3b+7c=~6d+u
es equivalente a
2a-u+7c=-6d+3b

Un factor numérico se pasa de un miembro a
otro como divisor. Por ejemplo, despejando al vector
m de

4m-9p=-6q
llegainos a

—6g+9% 2 9
= eme———— T — - +‘_
meTy 317P

Sin embarpo, no es posible despejar el nimero x de la
igualdad

Aat+pb=yxc+vu

mediante un procedimiento ({similar a uno con
numeros reales) que llevara a

ha+pub-vu
r= T

(iNOY)
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L A ,
porque la divisién de vectores {(algo coma E ) no esta

definida {como tampaco Ja multiplicacion de vectores,
algo camo A B). La cosa se hace como en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 28] Calcular cl factor numérico x de la

ecuacion
1
2a- E b+xyc=(-3 65
donde a=(-523),b=(4 -10)yc=(1, 6}

Despejemos el término xc y sustitiyamos a, b y
€ por sus representaciones por componentes:

xc=(~-3,65)-2a+ %b
= x(1,6):(~3,65)—2(—5,6]+?12-(4,—10)
Hagameas ias operaciones indicadas:

(. 6 x)=(=365)+(10.-6)+ (2, -5)
= (x6x)={-3+10+2,65-6-5)={9,54)

de donde, igualando compenentes X y Y de (x, 6X) y
(9, 54),

x=% y 6x=54

Ambas dan x = 9. 5i dieran valores dislintos no existiria
un nimero x que satisficiera la ecuacion dada, la cual

seria invalida.

3.11. Independencia lineal de vectores

Las operaciones basicas de suma veclorial y
producto de un wvector por un numero real nos
permiten relacionar cualquier vector A del plano con
otros dos vectores dados B y C. Para investigar este
asunto introduciremos unos términos:

(40} Generar un vector A a partir de otros dos
vectores B y C significa encontrar numeros A y [
tales que

A=AB+uC

En otras palabras significa, de acverdo con (39),
escribir A como una combinacion lineal de B y C.

No cualquier pareja {B, C} permite generar
cualquier vector. Asi tenemos que si B y C son
paralelos o antiparalelos (direcciones iguales o que
difieren en *180° respectivamente}, enfonces
cualquier combinacidn lineal de la forma “A B+ u C”
produce un vector que es paralelo o antiparaleloa B o
a C. La Fig. 57 muestra un ejemplo numérico: los
vectores B (de magnitud 2) y C {de magnitud 1) son
antiparalelos. La combmacion lineal 5B + 6C produce
un vector de magnitud 4 que es paralelo a B.

y ‘91/ 5B +6C
2

Fig. 57

Cualquier vector que sea paralelo (o antiparalelo) a B
o a C puede escribirse cn cualquiera de las formas

AB pC ¢ xB+vC
donde A, p, X v v sen numeros apropiados que
siem pre podremos calcular.

Abora bien, si B y C no son paralelos ni

antiparalelos, ya podemos generar a partir de elios
cualquicr otro vector del plano.

41)  Teoremua.

Todus los vectores del plano se pueden
generar a partir de dos vectores cualesquiera
{excepto si estos son paralelos o antiparalelos),
mediante  las operaciones basicas de suma
vectorial y producto por un namero real.

Sean B y C vectores dados, no paralelos ni
antiparalelos. Entonces el teorema afirma que
para cualquier vector A existen numeros A y [
tales que

A=AB+puC

La interpretacion grafica del teoremna es simple.
Consideremos tres vectores arbitrarios A, B v Cy
tracemoslos a partir de]l mismo punto, como los
mostrados en la Fig. 58, Supongamos que queremos
expresar A como una combinacion lineal de B y C.

Desde la punta de A tracemos una linea
paralela a B y otra linea paralela a C. De esta manera
formainos un paralelogramo cuya diagonal es A. Los



lados de este paralelogramo se pueden expresar como
“AB” y "pC”, donde A y p son nameros apropiados
{en la Fig. 58 tendriamos aproximadamente A =16y
i = (.45). Presto.

Fig. 58

Existe un método analitico simple para calcular
Ay f. Lo ilustramos en el sigujente ejemplo.

Escribir el vector U = (2, 9) como una

combinacidn lineal de los vectores V=(5,-3)y
W=1041).

De acuerdo con (41), el problema es encontrar
los nimeros A y [ tales que

U=AV+pW

Sustituyamos en la relacién anterior cada
vector por su representacion por componentes:

2,9=A(,-3+p4 1}

Efectuemos las operacicnes de producto de real por
vector, y luego suma vectorial, indicadas en el
miembro derecho:

(2,9=(5A -3+ ) =GA+dp-3A+w

Laigualdad de los vectores (2, 9y y (5A +4 p, -3 A+ )
conduce a dos igualdades entre componentes a lo
largo de un mismo eje, a saber:

2=5A+4p

=-3A+U

Este es un sistema de ecuaciones para A y W, cuya
solucidn es

A==2, p=3

1-39
Se tiene entonces que

=-2V+3W

La interpretacion grafica de esta relacion la
tenemos en la Fig. 59.

% T
b { .
1y -
™ N
“2V 7 [
] 3\«&;__,,..
- ! W —1"]
—J_‘/
~J
VI
1
Fig. 59

Lados 5 vectores A, B y C, deduciremos una
férmula para caleular los numerns A y W tales que

A=AB+uC

Pongamos en esta relacién las representaciones

A=(Ax Ay). B=(ByBy) vy C={CuCy

Obtenemos

(A Ay) =A (By, By + (G, C)
Haciende las operaciones en el miembro derecho:

(Ax Ay)= (A By A By} + (1 C 11 Cy) =

=(ABx+uCs ABy+pCy)

de donde se obtienen

Ay =A B +uCy

Ay=ABy+uCy

Este es un sistema de ecuaciones simultaneas para A y
. Resolviéndolo tenemos
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(42)  Dados los vectores A = (A, Ay),
B = (By, By) y C={Cy Cy), los coeficientes A y
de larelacion A=A B+ Cson

A, G, B, C,
- Ay CY W= B) C)’
B, & B G
B, C, B, C,

En la extension del algebra veciorial a espacios
de tres o mas dimensiones es atil la siguiente
terminologla:

{43} Dos o mas vectores A, B, C, .., M son
tinealmente independientes si la dnica forma
como se puede cumplir la ecuacion

(a) AA+pB+vC+  +xM=0

es que todos los coeficientes scan iguales a ceror
(b} A=su=v=..=x=0

Por otra parte, se dice que los vectores son
linealinente dependientes si existe una relacion

como “{a}’, en ta que no todos los cocficientes son
iguales a cero.

En ¢l espacio de dos dimensiones que estamos
usando, el decir que dos vectores son “linealmente
independientes” es simplemente otro modo de decir
que eslos dos vectores “no son paralelos ni
antiparaleles”. Por otra parte, tres vectores A, B, C
cualesquiera del plano {ninguna pareja de ellos
paralelos ni antiparalelos) siempre son linealmente
dependientes, puesto que como expresa ol cuadro
(41), siempre existe una relacién del tipo

A=AB+uC
0, puesta cn Ja forma def cuadro (43),
aA+BB+yC=0

dondea=1p=-Ayy=-u

3.12. Problemas

1. Los simboles “8” y “{” son parametros reales.
;Cuénto deben valer para que se cumpla la ecuacién
vecterial

(5,~ 1) + (25 - 3t, 55} = (0, ~ 5 + 91)

Resp. 0.6, - 1.6.

2. “t" e5 una variable real. Dados los vectores r=(x, y),
ry = {xg ¥l Vo= (Vox Voy) ¥ 2 = (0, -g), escriba las dos
ecuaciones entre componentes a que da lugar la
ecuacion vectorial

L
=rptvpt+ -2~ at

3. La figura muestra un mecanismo de 4 eslabones.
Tres de los eslabones son las barras articuladas BC,
CD y DA; el cuarto eslabdn es el soporte horizontai
fijo.

Sacando componentes de la ecuacion vectorial
AB+BC+CD+DA =0
obtener las relacivnes
Ly +Lycos 03 -Lycos83-Lycos87=0
Lpsen 83 -Lysen 83-Lysen ;=0

4. Calcular la suma vectorial de los siguientes
vectores:

P=(82-3687%), Q=(12.£59°), R=(5-7)

Resp. (17.58,-1514) & (17.646 £ -4.922°)



5. Los vectores U y V tienen magnitudes iguales de 12
unidades. El vector suma U + V tiene magnitud 6.
Calcular el anguloentre Uy V,

Resp. 151°,

6. La suma de dos vectores de magnitudes 6 y 10
unidades fiene magnitud 14. Calcular el angulo B
entre el vector de magnitud 10 y el vector suma.

Resp. p =21.79°

7. (Qué angulo deben formar los wectores de
magnitudes 6 y 10 del problema anterior para que su
suma vectorial tenga magnitud igual a 107

Resp. 107.46°.

8. Obtener la suma vectorial de los tres vectores
mostrados en la figura. ;Qué vector F habria quc

anadir para que la suma de los 4 vectores fuese igual a
0?

135°
30°

»

0° 3

Resp. La suma es (0.954, 2.71) o bien (2.879 £ 70.64°)
9. Una particula estd sometida a las tres fuerzas

F1=(0,-120), Fy=(34,78), Fy=(-12,45)

¢Qué fuerza adicional F = (Fy, Fy) debe aplicrsele

para que se verifique la ecuacién

F1+E2+F3+F=0 ?

[-41

10.  Superpomer (swmar  vectoriaimente) las
velocidades V de un avidon y u del viento, como se
muestran en la figura. Tomar

K K
u=120 <8 V=480 =1
h h
Y
u X
a5oNY

X K
Resp. (40415 Tm £ -32.88°) 0 (339.41, - 219.41)

11. Una particula que pesa 62 newton estd
suspendida de dos hilos con las inclinaciones dadas
en la figura. Las tensiones T y T, en estos hilos

equilibran el peso de 62 1.
Calcular las magnitudes de T, y T; a partir de

la condicién de equilibrio

T, +T2+(0,-62)=0

Sugerencia. Escriba ¥y = (- T) cos 70°, T sen 70°), etc,

en la ecuacion de equilibrio, aplique la relacidn de
igualdad vy resuclve el sistemna  de  ecuaciones
simu'taneas para T v T».

Resp. Ty =52.56 T,=21.95.

20°
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12, Enuna cuadricula dibuje los vectores
E={(10,2) F={0,-6), G=(39 y H={45

Sume estos vectores graficamente usando el método
del poligono. Obtenga la magnitud v direccion del
vector-suma aproximadamente usando regla vy
transportador.

Resp. (14.8 £ 42.2%)

13. Los vectores mostrados en la figura forman un
poligono. Sustituya en la relacién

m*ntqipiristu=0

cada signo “+” apropiadamente por un signo "+” o un
signo “~ de modo que la relacion sea valida.

m

14. Para cada una de las ternas de vectores mostradas
en la figura, escriba una relacidn que exprese el vector
A en términos de una suma o resta de los vectores B y
C.

C

15. Un movil realiza un movimiento uniforme entre
las posiciones mostradas en la figura. Dado que tarda
0.5 s en pasar de una a otra, calcular su (vector)
velocidad.

Posicién en ty

Posiciénent,

Resp. v =(-14,-12) g— .

16. Sobre un movimiento uniforme se sabe queent=0
la particula se haila en el punto ry = (-4 m, 15 m}, y que
ent =6 s se halla en ry = (0 m, -7 m). Obtener el vector

velocidad “v".
17. Un sistema consta de 4 particulas de masas

m; =4 kg m; =8kg

my=1kg my =3 kg

ubicadas respectivamente en los puntos

~L8m  (50m (9 -10)m (-3,-6)m
Obtener el vector separacion que va desde el centro de
masa hasta la primera particula. Haga una figura.
Resp. (5/4 m, 31/4 m)

18. Los vértices de un tridngulo son A = (-5, 1},
B = (3 6y C=1(5 —4) Obtener su baricentro G
aplicando la formula .

1
e =§(TA +Tg + 1)

donde las r's son vectores de posicién de los vértices.
Obtener el vector GC.

(El baricentro o centroide es el centro de gravedad de la
placa triangular ABC, supuesta homggénea. Es el '
punto de interseccién de las medianas del triangula).
Resp. tg=(1, )m, GC={4,-5m



¥

19. Efectuar las siguientes operaciones vectoriales:
(al  (3,-2)-589

(20,30)
5

1
by -=(-12,6
®) 3( +

“ (10,2) - 3(-5,-6)
}(3,-4)|
(d)  2[(0-9)|(4,-2)-(4,-2)

20. Dados los vectores a=(8,0), b=(-9,2), c={-5 1)y
d = (6, 0), caleular

(a) —a+%b+|cld
c—-3d a
{b) -
4 |(—2,3)‘

21. El vector S se obtiene dividiende el vector (4, -8)
por 2 y luego restandole el vector (2, 5). El vector T se
obtiene multiplicando el vector (- 1, &) por 5 y luego
restindole el vector (1, 22). Calcular la diferencia
5-T.

Resp. (6, - 17}

22. Una particula golpea una superficie con una

velocidad v; como la indicada en la figura, y rebota

con velocidad vy, Calcular el cambio de su velocidad.

Tomar fvjl =12 o y vl -0
s S

Resp. &v = (4.55, 16.27) — .

=)

1-43



1-44

CAPITULO 4

TRANSFORMACION DE LOS VECTORES. BASES VECTORIALES |

4.1. Matco de referencia o referencial

Los conceptos cinematicos poseen una
cualidad de relatividad muy evidente. Por ejemplo,
todos nos percatamos de que la velocidad de un
autemovit con respecto a un tren que viaje paralela-
mente a él no es la misma que con Tespecto a un
observador apostado juntc a las vias. El concepto de
velocidad es, pues, “relativo al observador”.

Todo movimiento constituye una relacidn entre
al menos dos cuerpos. Uno de ellos es el mévil, cuyo
movimiento queremos describir u observar, v el otro
cuerpo es el llamado “marco de referencia”, desde
donde hacemos las mediciones que caracterizan

numeéricamente el movimiento observado.

El marco de referencia o referencial es
aquel cuerpo rigido, o conjunto de cucrpos rigidos
en reposo relativo mutuo, en dende se fijan los
instrumentos para Ja medicién de toda cantidad
fisica pertinente al fendmeno en observacidn.

El marco de referencia es nuestra “plataforma” de
observacién de los fenémenos fisicos. El marco de
referencia mas comun en ingenieria cs una porcion de
la superficie terrestre. Le llamaremos el refercncial
Tierra. Cuando no se especilique explicitamente el
marco de referencia, supondreinos que es éste.

Dos marcos de referencia que estén en reposo
relativo mutuo son equivalentes. Constituyen de
hecho un mismo referencial. Asi, un laboratorio, un
edificio, etc., fijos a Tierra, son equivalentes al
referencial Tierra.

Por definicion, dos referenciales son distintos si
estan en movimiento relative mutuo, es decir, si uno
de ellos se esta moviendo, segin se observa desde el
otro.

El concepto de marco de referencia os
fundamental en fisica. Todas las cantidades fisicas, en
particular las usadas cn cinematica y dinamica para la
descripcidn y explicacién de los movimientos, ticnen
un sentide preciso solamente si se especifica el
referencial que les subyace.

El términe observador se suele tomar en fisica
como sindnimo de referencial. La expresién “segun el
observador X significa lo mismo que “segin las
mediciones efectuadas con base en el referencial X”. El

término se aplica también cuando las mediciones se
registran automalicamente, sin intervencién humana.
Por ejemplo, si el referencial es un satélite artificial,
éste o sus instrumentos hacen las wveces de
“observadores” (de  fendmenos  atmosféricos,
astrofisicos, meteorologicos, etc.).

La distincion entre refercnciales tiene un
contenido fisico fundamental: los valores experimen-
tales de las cantidades fisicas siempre cstdn asociados
a un referencial, en el sentido de que no se puede
afirmar a priori que tales medidas resulten las mismas
dc scr efectuadas con base en un referencial distinto.

La teoria fisica permite traducir valores
experimentales de un referencial a otro. Podemos
medir una cantidad con base en un referencial A y
luego calcular el valor gue le corresponderia en otro
referencial B. Por ejemplo, si las velocidades dei
automovil v el tren citados, con respecto a Tierra, son
respectivamente de 90 km/h y 50 km/h, ambas en la
misma direccidn, entonces la velocidad del automévil
con respecto al tren es de 40 km/h. Por esta razén no
es necesario mantener instrumentos de medicion en
lodos los referenciales considerados. Mas aun, muchas
veces conviene definir como referencial un objeto
pequcrio incapaz de albergar aparatos de medida,
como por ejemplo un elemento de un mecanismo.

Demos viros ejemplos de referenciales.

El Sol se usa como marco de referencia para
describir los movimientos de los planetas del sistema
solar.

Un avidn en vuelo.

Cierto conjunto de estrellas, de las mas lejanas
de la Tierra, sirve come¢ marco para estudiar los
movimientos de cuerpos celestes. A éste se le
denomina el referencial de las estrellas fijas.

Un elevador en caida libre.

Una cabina centrifuga (para experimentos de
fisiologjia).

La Via Lactea, nuestra galaxia (para el
movimiento del Sol y otras estrellas).

Un vehiculo acelerade en linea recta.

Un Carrusel.

La pluma de una grita durante una maniobra.

Etc. Etc.



4.2, Sistema de coordenadas

Es necesario distinguir bien entre “marco de
referencia” (un cuerpo rigido} y “sistema de
coordenadas”. Un sistema de coordenadas consta
generalmente de algunos puntos especiales {origen,
polo), unas direcciones de referencia (ejes) o curvas
caracteristicas, y un procedimiento para asignar
coordenadas a los puntos del espacio.

Una vez estipulado el marce de referencia que
se utilizara en el analisis de un movimiento, hay que
fijar en él un sistema de coordenadas, o varios, segun
convenga. Los puntos especiales del sistema, y las
rectas que constituyen sus ejes, se definen valiéndose
de puntos fijos y distinguibles del referencial. Asi por
ejemplo, si el referencial es digames una mesa de
billar, podriamos definir en ¢l un sistema cartesiano
bidimensional cuyo origen O fuese una de las
esquinas de la mesa, y cuyos ejes X y Y fuesen los filos
de dos bandas. Para el referencial Sol lomariamos ¢l
origen en el centro del Sol y definirtamos los ejes
como rectas que parten del Sol hacia estrellas fjas
determinadas.

Todos conocemos el sistema de coordenadas
geograficas “latitud” y “longitud”, usado para
localizar puntos sobre la superficie terrestre. Este es
un sistema de coordenadas fijado en el referencial
Tierra.

4.3. Velocidad relativa

Sean A y B dos particulas en movimiento con
velocidades v, y vp medidas desde el referencial
Tierra. Fijemos en las particulas sendos sistemas de

coordenadas, cuyos ejes se trasladan junto con ellas
(Fig. 60).

[Méwvil o Referencial A
Vg

s

&5 Movil o Referencial B

SR T TR T :
Referencial Tierra

Fig. 60
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44y  Férmula de la velocidad relativa.

Se define la velocidad relativa de la
particula B con respectc a la particula A
(propiamente, con respectc al referencial A)
mediante {a expresién

VA= Ve~ Va

Notemos que en la Fig. 60 hay tres cuerpos
implicados: la Tierra, la particula A y la particuia B
Cualquiera de ellos puede verse como “mévil” o como
“referencial”, dependiende del observador que se
considere. Fijgmonos también que los ejes de cada
sistema no estan rotando unos relativamente a ctros,
sino trasladandose {podemos suponer que los tres ejes
Xy Y se conservan respectivamente paralelos).

El simbolo “vg;a” s¢ lee “velocidad de B con

respecto a A”. T.a diagonal /" en “g;4" signitica “con
respecto a”.

La velocidad dec un movil M con respecto a
Tierra sc podria escribir en la forma “ vy7 7, donde la

literal “T" indicaria “Tierra”. Sin embargo, en este
caso se suele suprimir el indicador “f1" y escribirla
simplemente como  “vyy”. Las veclocidades con

respecio a Ticrra, aparte de no llevar indicador. se
denominan absolutas (con las reservas del caso, ya
que de hecho toda velocidad es relativa ~depende del
marco de referencia subyacente).

jemplo 30, Un camién viaja con velocidad horizontal

v (con respecto a Tierra). Cae lluvia con velocidad v,

vertical (con respecto a Tierra). Calcular la velocidad
de la fluvia con respecto al camion, suponiendo los

km
siguientes valores para las magnitudes: v = 60 BN

km
Vi =40 .
A h
Lluvia
I
Y Camidn Ve
—
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Denotemos con v la velocidad de la lluvia

con respecto al camidn. De acuerdo con la formula de
la velocidad relativa tenemaos

Vae=Va- Ve

Usando el sistema XY fijo a Tierra mostrado en la
figura tenemos (en unidades de km/h):

ve = (60, 0) vy = (0, - 40)
Entonces

Vs = (0, - 40) - {60, 0) = ( - 60, - 40)

Equivalentemente,
km
Vaic= 721 T £~ 146310)

Ll conductor del camidn ve caer la lluvia con una
velocidad de 72,11 km/h a un dngulo de 56.31° con la
vertical, como se muestra en la construccion grafica de
la Fig. 62.

Hay un par de férmulas concernientes a
velocidades relativas. Son las siguientes:

(45a) Vapp=-Vga

{45b) Vaic=Vam + Vo

A, By Cson méviles/referenciales arbitrarios.

De hecho la formula (45b) es equivalente a la férmula
de la velocidad relativa. Para demostrarlo sustitu-
yamos en (45b) el referencial B por Tierra (T):

ValC=Vart Ve
PeTO Vo = Vy Y, usando (45a), vrie=—- Vo = - Ve

=  vac=va-ve o _QED

La férmula (45b) se puede generalizar a mas de
tres moviles. Para 5 mdoviles A, B, C, D y M
tendriamos

(46)
VaM=Vam ¥ Veict Vo + VoM

Observe ¢émo se encadenan los indices B, C y D en el
miembro derecho de (46).

Enla Fig. 63, cada una de las velocidades

anctadas es relativa al cuerpe sobre el que se apoya el
movit respectivo. Calcular la velocidad del concjo C
con respecto a Tierra. Suponer ejes igualmente
orientados en cada marco de referencia considerado.

0042

03% .

(& i

o,

Fig. 63

Ninguna de las velocidades posee compenente
Y, asi que los datos del problema son (en metros por
segundo):

var={20)  vpa=(-030) vgp=(-0.040)

(E} camion es “A”, el carrito sobre ¢l es “B”, el conejo
es "C" y Tierraes "T").
Aplicando {46),

Ve =veB T VBIA T VAT S
= (- 0.04, 0)+ (- 0.3, 0)+ (2, 0
=(1.66, 0)

Relativamente a Tierra, pues, el conejo C se mueve
con una velocidad de 1.66 metros por segundo hacia
la derecha.

Nota. En este ejemplo todos los vectores gque

intervienen tienen solamente componente X. Sus
representaciones por componentes son todas de la -
forma “(Cy. 0", con nula componente Y. En las
aplicaciones del algebra wvectorial a la fisica
encontraremos frecuentemente este escenario, asi que
daremos a continuacidn un metodo conveniente para
mancjarlo.



4.4. Manejo de los vectores

en una dimension
Muchas leyes fisicas se expresan matematica-
mente en forma de una ecuacidén vectorial. Asi
tenemos por ejemplo la expresidn matematica de la
segunda ley de Newton, "F=m a”, o la formula de la
velocidad relativa, “vam = v - V", etc. Explicaremos

en el siguiente ejemplo cémo manejar tales relaciones
en una dimensién.

Tres bolas tienen las velocidades indi-

cadas en la Fig. 64, todas con respecto a Tierra.
Calcular (a) La velocidad de la bola C con respecto ala
bola A; {b) La velocidad de la bola B con respecto a la
bola C. '

B 52

3
A © >
—@ —®
2= 5 ©

S

T Epe X
Fig. 64

He aqui los paso; del método:
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Paso # 3. Expresar cada componente en la forma

Componente = + Magnitud

o dejarla indicada, si s desconocida.

Antes de hacer el paso # 3, notermos que este
gjernplo introduce una pequena “complicacion”: el eje
X se ha definido hacia la izquferda del papel. Por
consiguiente, tas componentes de velocidades son
positivas si apuntan hacia la izquierda, negativas si
hacia la derecha. Por tanto, los valores son, en “m/s”,

Up=2, vg=-5 Uc=3

( Paso #4. Sustituir en la ecuacién de componentes. —‘

Sustituyendo los valores antericres en las
ecuaciones (iii) y (1v) tenemos

Vea=Uc~Ua=3-2=1
Ugc=Up-Vr=-5-3=-8

Con esto e] problema queda resuelto.
En las Figs. 65a y 65b se indica ¢l movimiento

visto desde tos marcos de referencia “A” y “C” (en los
que las beolas A y C, respectivamente, estin en

Paso #1. Escribir en forma vectoria! las relaciones o reposo):
leyes fisicas aplicables al problema.
. . . (a)
Este ejemplo se resolvera con la formula de la A
velocidad relativa, aplicada dos veces, a saber, @ —@
i) Vga=ve-Va (Fya) 1= C

i)  vpc=vp-v¢

Paso # 2. Escribir las relaciones o leyes fisicas vecto-
riales en términos de las componentes a lo largo del eje
adoptado.

Las ecuaciones (i) y (ii), escritas en términos de
las componentes X de los vectores que figuran en
ellas, son

(i) vera=VC-va
(iv)  vpc=V8-Vc

Note que (iii} y (iv) tienen la misma estructura que (i)
y (i}, y que 128 componentes de v, Vg, Vo, Voya ¥ VB

se han-denotado con Ua, U Ve, Ugya Y Usje.

{(Visto desde labola A, vcys =1 m/ 8. Eje X« )

(&)
B 8
]y, -
:
®
(Fya)

m
M

(Visto desdelabola C. vgc=-8m/s Ee X «)

Fig. 65
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Como ejercicio, calcule la velocidad de la bola
A con respecto al referencial “C”. Debe encontrar que
UVapc=— 1 m/s.

Une se puede ahorrar el Paso # 1 dado en el
ejemple anterior, debido a que las leyes fisicas
aplicables al equilibrio y a movimientos en una
dimension se suelen expresar ya en términos de las
componentes de los vectores implicados. Veamos.

En el denominado “movimiento rectilineo”
que, como su nombre Jo indica, tiene Jugar a lo largo
de una recta, todos los vectores de interés poseen
solamente una compenente. Observe los vectores de
posicion r, velocidad v y aceleracién a, mostrados en
la Fig. 68; todos ellos apuntan bien en la direccidn +X,
bien en la direccion -X. Dado gque no poseen
componente Y, su forma matematica general es

r=(x,0), v=(0.,0., a={a,.,0)

Y
a
-— v
—_—
e | x
r 1
Fig. 66

Analogamente, las fuerzas de interés (las que estan a
lo largo del movimicnto) a quc esta sometido el movil
tienen la forma general

F=(F, 0)

Las cantidades de interés son pues las
componentes {Unicas} x, ¥, 4y ¥ £ En virtud de que

las componentes Y son nulas, convencionalmente se
suprime el subindice "x” y se escriben las compo-
nentes antericres en la formax, v, ay F.

Ahora bien, consideremos alguna ley fisica que
se exprese Como una ocuacién vectorial, como per
ejemplo la segunda ley dc Newton, F = ma. Especia-
lizada al movimiento rectilineo podemos formularla
ast:

F=ma

Esto equivale a igualar las componentes X de cada
lado de la ecuacién F = ma. Demos otros ejemplos,
todos ellos concernientes al movimiento rectilineo:

« lLaférmula de la velocidad relativa,
Vam = Va — Vg se escribe alternativamente en la

forma vpp =Ta — Up.
¢ [Laecuacion gue expresa gue la suma vectorial de
varios vectores, digamos ¢, B, py y V., es cero, se

escribe

c+Brpa+ V=0

enlugarde c+B+py+ V=0
¢ Simy y my son numeros reales y uy, up vy ¥ v

son vectores, la ecuacién
muy + MUy = mMyvy + Myvy
adopta en una dimensién la forma
Myliy -+ Moty = My + Mo Vs

Es sumamente importante advertir que todas las
cantidades intreducidas arriba, x, v, a. F, Uasm, Va, VB €

B, pa. ¥, 1y, us vy, Uy, pOT seT componentes de vectores

(no magnitudes), pucden ser positivas, negativas o cero.
Valores positives de estas cantidades significan que
los vectores respectivos apuntan hacia la direccién
positiva del eje X; valeres negativos, que apuntan hacia
la direccién negativa del eje X.

Recopilemos. En el movimiento rectilineo, y en
otras situacicnes en que todos los vectores tengan
solamente una componente, podemos prescindir de la
notacion vectorial y trabajar algebraicamente con las
componentes (inicas) de los vectores. A dichas

[Za

componentes se Jes suprime el indice “x” o “y”.

Ejemélo 33) En los “diagramas de cuerpo libre”

(graficos donde se muestra la totalidad de las fuerzas
que solicitan a un cuerpo) es convencional porer junto
a cada vector-fucrza un simbolo que representa su
magnilud. La Fig. €7, supuestamente el diagrama de
cuerpo libre de una particula, incluye cuatro fuerzas
de magnitudes W, N, R y T, con las direcciones
mostradas. '

'Y

Fig. 67 .



La ecuacién de equilibric de una particula
sometida a fuerzas F|, F), ..., Fy, todas ellas a lo largo

digamos del eje X, se escribe en una forma que se
refiere ya las componentes X de las fuerzas, asi:

{donde Fj es la componente X de la fuerza Fj).

Aplicande la ecuacidén de equilibrio al
diagrama de la Fig. 67 tendriamos entonces:

“W+N-R+T=0

Esta ultima ecuacion es la suma de las componentes
"W, "N", “=R” y “T" de los vectores del diagrama.

En un choque elistico entre dos

particulas de masas m; = 2 kg y mg = 6 kg, que se

mueven a lo large de la misma recla, las velocidades
antes del choque (uy y wus) tienen los valores

mostrados en la Fig. 68a. Se sabe que después del
choque la velocidad de la particula 1 es 12.8 m/s,
como se ve en la Fig. 68b.

Calcular la velocidad de la particula 2 despudés
del choque empleando Ja ecuacién

(rl)  myup+myz=my ¥ +myth

donde v y v, son las velocidades después del choque

(mas bien son las componentes de las velocidades
después del choque).

{a) Antes:

\\\\\\l\\l\\ll\,!\l{l\\!\!\l\!\\ﬁ\\\!\\\\\l\\

ke 4T BT kg
o e

u, u;
{b) Después:
vy Ve ()

—® ®----+
]2.8?

Fig. 68

La ecuacién (rl) es la ley fisica que nos ha sido
proporcionada para resolver el problema. Como
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hemos dicho, esta ley se ha expresado ya en términos
de las compenentes de los vectores de interés.

Tomando los ejes del modo estandar (Eje X
hacia la derecha, Eje Y hacia arriba) tenemos los
siguientes datos (en unidades de m/ g):

U]=4, H2='~8, U] =-12.8

De la ecuacion (rl) obtenemos, conmy =3y my=7:

_ Mgy +]Tl-21,(2 ~m,Y

4]
m,

3.4+7(-8)-3(-12.8) _
7

U?_ = —08

El signo negativo de U3 indica que el vector velocidad
v; estd dirigido opuestamente al Eje X, es decir, hacia

Jaizquierda.

4.5. Traslaciones y rotaciones del sistema
de coordenadas
Consideremos dos sistemas cartesianos OXY y
QXY cuyos ejes son paralelos entre si. Figurémonos
que el sistema CO'X'Y" se obtiene sometiendo al sistema
OXY a una traslacidn, esto es, a un desplazamiento
que conserva las direcciones de los ejes Xy Y {Fig. 69).

ILY & Y.l

L BaS

X

Fig. 69

Sca v = (7, Uy) un vector arbitrario. Como

vemos en la Fig. 69, las proyecciones ortogonales
(componentes) del vector v sobre los ejes X y Y son las
mismas que sobre X' y Y'. Esta es una propiedad
comin a todos los vectores:
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(47)  lLas componentes de un vector no se
alteran frente a una traslacion del sistema de
coordenadas. Matemadticamente,

ro_ [
Uy = Uy vy =0y

Consideremos ahora dos sistemas con origen
comun, une de aquellos retado con respecto al otro.
Observe la Fig. 70; los ejes X' y Y se han obtenido
girando los ejes X y Y en su propio plano en un angulo
o alrededor del origen O.

De la Fig. 70 podemos sacar la relacion entre
las componentes de v en ambos sistemas: la
componente Uy es la diferencia de dos scgmentos: el
primero de ellos es la proyeccion del segmento v’y
sobre el gje X (que vale v’y cos i), el segundo la
proyeccion de Uy sobre este mismo eje (que vale

v’y sen ). Obtenemos asi las ecuaciones de trans-

formacién.

}w—i

¥ Cos o

Fig. 70

(48)  Lecuaciones de transformacion de las
componentes de vectores ante una rotacion del
sistema de coordenadas.

(a) Uy =V COS Q- Ty sen &
(b) Uy = Uk SN A+ VY cos &

Resolviendo (a) y (b) para vy v v’y tenemos las

relaciones reciprocas

(c) ¥y = Uy COS QU+ Uy, 50N X

{d) U’y == Uy SeN X + Dy COS &

Dado que en la traslacién las componentes no
se alteran, las ecuaciones (48a,b) v (48c,d) son otras
tantas formas de expresar la ley de transformacion de
todo vector frenle a traslaciones y rotaciones del sistema de
coordenadas.

Las propiedades de transformacion son muy
simples dadas en términos de la magnitud y direccidn
dei vector (Véase la Fig. 71). 5j en el sistema OXY el
vector tiene la expresién v = (v £ 8), entonces en otro
sistema O'X'Y' trasladado y rotade un angulo a con
respecto a aquel la expresion del vector sera
v=(v./0-a)

YI 4Y

20° X

¥

0,0

Fig. 71
Asi, el vector v mostrado en la Fig. 71 es

v=(v £50% en OXY

y v={(v 307 oen OV XY

Como vemos, la magnitud no se altera, v la direccidn
se reduce en “a”, que es el angulo que se gira el eje X
para obtener el eje X' (el valor de este angulo o se
obtiene con la misma regla de signos que atafie a la
direccién de un veclor: varia entre —=180° v 180°).

(49)  En la notacion simbolica se¢ usa &l mismo
simbolo para denotar a un mismo vector en dos
sistemas de coordenadas distintos. De esta
manera, 5i un vector A se expresa en la forma

A= Ay Ag)

en algun sistema OXY, entonces en otro sistema
O'X'Y' sera -

A= (Al A'y)

Elsimbolo “A” no cambia, las componentes si.




La razdn de este convenio notacicnat estriba en
una propiedad fundamental de invariabilidad {o
invarianza) de los vectores fisicos frente a traslaciones
y rotaciones del sistema de ccordenadas. Esta
propiedad significa esencialmente que un vector fisico
posee el mismo significado en tode sistema de
coordenadas, lo cual se expresa matematicamente
mediante las leyes de transformacién de los vectores,
o sea las ecuaciones (48a,b) ¢ (48¢,d).

[lustremos este importante punto cen un
ejemplo simple.

Imaginemos gue una catarina se mueve en
linea recta sobre este papel, con una velocidad de
7.071 mm/s {valor igual a J50 =7.071), dirigida
hacia cierto punto fijo P de la hoja (Fig. 72).

Fig. 72

Podriamos tomar esta hoja de papel como marco de
referencia para el movimiento de Ja catarma. Tenemos

En el sistema XY mostrado,

v={7, )% obien v={J50 %813
] ]
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En el sistema X"Y’,

v=(55"" obien v=(50 —45°
g g .

Supongamos que rotamos el sistema XY en un
angulo de - 36.87°, obleniendo asi otro sistema XY’
La velocidad de la catarina en este nuevo sistema tiene
componentes que se calculan de (48¢,d):

v =v,COsU+V, sena =
=7-c08(~36.87%)+1-sen(-36.87°) =
=7.08+1.(-0.6)=5

Uy = -v Senc+ v, COSE =

y
= -7 -5en(—36.87°)+1- cos(-36.87°) =

=-7-(~0.6)+1-(0.8) = 5

{Otro medo mas simple de calcularlas es a partir de la
representacién v = (\f5—0145°) en el sistema XY

vy =7.071 cos 45° =5, v’y =7.071 sen 45° = 5).

Ahora bien, aunque las dos representaciones analiticas
dadas (las encerradas en los cuadros de la columna
precedente) son distintas, ambas se traducen en el
mismo movimiento de la catarina con respecto al
papel (o sea, en el caso general, con respecto a los
demas objetos [isicos dei marco de referencia).

Las magnitudes de ambos vectores velocidad,
v=(7, 1y enXY y v=(55) en XY

son iguales, a saber, |vl= J50, y ambas direcciones
(8.13% v 45%) describen un movimiento hacia el punto
P dela hoja (Véase la Fig. 72).

Esto es una ventaja mas de Ja representacidn de
los vectores fisicos por medjo de flechas. Al trasladar
y/o rotar un sistema de coordenadas la flecha
permanece inmovil con respecto al papel (no se
traslada y rota junto con el sistema de coordenadas).
El papel representa, por analogia, los cuerpos
circundantes al movil (el Namado marco de referencia
del movimiente), y la ironovilidad de Ja flecha con
respecto al papel representa la relacion inmutable del
vector fisico con el marco de referencia. Esta relacién
se expresa matematicamente mediante las férmulas de
transformacion dadas.

Las leyes fisicas cuya expresion matematica es
una ecuacion vectorial son covariantes, esto es, tienen
la misma forma matematica en tode sistema de
coordenadas. Por ejemnplo, la segunda ley de Newton
se expresa siempre en la forma anica

F=ma

imdependienternente  del sistema de coordenadas
empleado para operar con los vectores F y a. Para
diversos sistemas OXY, QXY O'X"Y”, etc, la
segunda ley se resuelve en



1.52

Fy=may Fy=may en OXY
Fo=may F’y =may en O'X"Y’
F”J( =m a”}( Fuy =m ﬂ:ry en OnxtrYrr

Etc.

4.6. Transformacion del vector de posicion

El "vector” de posicidn no cumple la ley de
transformacion de todo vector (Ecs. 48a,b o 48¢,d).
Expliquemos.

En la Fig. 73 imaginemos que los sistemas OXY
y OX'Y’ coinciden inicialmente: O y O’ son un misme
punto, X es paralelo a X"y Y lo es a Y. En este caso
tendremos que el vector de posicidn del punto
arbitrario P es el mismo en ambos sistemas, o sea
r = r. Ahora dejemos fije el sistema OXY vy
traslademos e] sistema O'X'Y"; entonces la flecha
permanecera fija, pero la flecha ' variara, puesto que
su punto inicial siempre debe estar anclado en el
origen (O, por definicién. Esto es, el sistema O'XY’
arrastra consigo la flecha . En este sentido los vectores
de posicidn son  dependientes  del sistema de
coordenadas; no obedecen la ley de transformacion
(48a,b). R

(500 La relacién entre los vectores de posicion t
y ', referidos a dos sistemas OXY y O'X'Y’, es

r=r-b

donde b = Q0 es e] vector de posicidn del origen
O’ relativo al sisterna OXY.

Y J\“ Y P
r
r.l
0 X
0’ X
Fig. 73

Por esta razdn los vectores de posicion se
designan con simbolos distintos (r y 1) en sistemas
coordenados distintos (esto es una excepcion a la regla
(49)-p31).

ﬂ
/
t
'“’><‘

Fig. 74

Sin embargo, si limitamos las transformaciones
de! sistema de coordenadas a puras rotaciones
(excluyende las traslaciones, o sea, haciendo que los
origenes O y O siempre coincidan), entonces el vector
de posicion «i obedece la ley de transformacién
{48a,b).

Un wector propio es el que cumple {48a,b) bajo
cualquier movimiento rigido (traslacién + rotacion)
del sistema; el vector de posicidn nc es un vector
propic; decimes que es un wvector solamente ante
rotacignes. Esta particularidad del vector de posicion
debe tomarse en consideracidn al formar “invariantes”

o “escalares”.

Y A P PQ
\ Q
Tr
!}
I"Q \ 1L Y
, g
I'e
5 —-f—= X
il » XJ
0
Fig. 75

Los vectores separacion, formados por
diferencias de vectores de posicion, si son vectores
propios. La razén es que los vectores separacion
enlazan dos puntos inntutables del planc (o del marco
de referencia). En la Fig. 75 vemos que, si bien los
vectores de posicion de P y Q son flechas distintas en
los sistemas OXY y O'X'Y’, la flecha PQ es la misma en
ambos  sistemas. Matematicamente, usando (50)

tenemos

I'rQﬁI"p=(I'Q—b)v-(I'p—b):I'Qfl'p



Como vemos, se cancela el efecto “- b” de la traslacidn
al formar la diferencia.

4.7* ;Qué es la aceleracion?
Relativamente a un marco de referencia
prefijado, un movil puede estar:

En reposo.
En movimiento uniforme.
En movimiento acelerado.

Ya hemos estudiado el movimiento uniforme,
en el que el movil se desplaza en linea recta,
recorriendo siempre la misma distancia cada mismo
tiempo. Si el movil se desvia de la linea recta, y/o
empieza a recorrer cada vez mayor o menor distancia
por unidad de tiempo, entonces “esta acelerado”.

En términos generales existe aceleracion cuando
la velocidad del movil estd cambiando. Ahora bien, en
virtud de que la velocidad es un zecior, determinado
por sus dos propiedades de magnitud y direccion, un
cambio de la velocidad puede significar cambios
solamente de magnitud, o solamente de direccion, o
cambios de ambos magnitud y direccién.

Ejemplos de movimientos acelerados:

¢  Un automdvil se mueve en linea recta de tal
modo que en tiempos iguales sucesivos va
recorriendo cada vez mas distancia. En este caso
la velocidad va aumentando en magnitud
solamente (Fig. 76a).

*  Una particula describe un circulo de tal medo que
recorre distancias iguales en tiempos iguales. En
este caso la direccion de la velocidad es su \inica
propiedad que va cambiando (Fig. 76b).

e Un mévil se desplaza a lo largo de una curva
recorriendo  distancias distintas en tiempos
iguales sucesivos. En este caso tanto la magnitud
como la direccidn de la velocidad varian. Es el
caso general,

(@)

vy v
—» - _—
n S
LO- O
- e Yt T T T T T P e = T R N e S 2y

La velocidad varfa en magnitud

(b)

Vi

vz

La velocidad varda en direccidn

(il =Mal)
Fig. 76

La gran mayoria de los movimientos que
observamos cotidianamente son acelerados. En esta
categoria se cuenta wuna clase muy especial, la
siguiente:

(51)  El movimiento rectitineo uniformemente
acelerado (MRLA) es aquel en el que:

¢ Ll movil se desplaza en linea recta.

¢ La magnitud de la velocidad del movil
va variando a una tasa constante en el
transcurso del iempo.

Sean vy v Vv, las velocidades del mévil en

dos tiempos arbitrarios t; vy ty. Se define la

aceleracidon del MRUA en la forma

Vy-Vv, Ay

q4=—n=
t, =t At
a
_—r
T Y v, V2
B—> B—————*
Ent Ent,
Fig. 77

Recuerde que estamos tratando con un
movimiento rectilineo, de modo que los vectores
velocidad vy y v estan a lo largo del Eje X (Fig. 77). Su

cambio Av estd a lo largo de X, de mede que la
aceleracién (a = Av/At) también es un vector a lo largo
de X (Fig. 78).

¥y Av
—
.
V2

Fig. 78
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Nota. Las unidades fisicas de la aceleracidén se sacan
de su definicién (51): son las unidades de velocidad
divididas por las unjdades de tiempo, o sea

El ejemplo mas importante de movimiento
uniformemente  acelerado  es ¢l denominado
movimiento de caida libre. Este movimiento lo ejecuta
todo cuerpo que se deja caer libremente cerca de la
superficie terrestre (Fig. 79)

Fig. 79

TL.a aceleracién del cuerpo es un vector que se denota
con “g". S5u magnitud es aproximadamente

g=98 2
y su direccién es vertical hacia el centro de Ja Tierra en
la localidad supuesta. Esta se denomina aceleracion de
caida libre o aceleracion de la gravedad. Es un hecho
notable que todos los cuerpos, independientemente de
su forma, tamafic y composicion, caen con la misma
aceleracién g.

En el movimiento de caida libre la magnitud

. . , m
de la velocidad va creciendo a razdn de 9.8 5 cada

segundo. Por tanto, en los primeros 4 segundos de
caida la velocidad del movil vale:

Ent=1s v=98m/s
Ent=2s v=196m/s
Ent=3s v=294m/s
Ent=4s v=392m/s

A los 4 segundos el cuerpo ha adquirido una

) km
velocidad de 141.12 T

Demos otro ejemplo de movimiento rectilinec
uniformemente acelerado.

Supongamos que un automovil se desplaza en
linea recta, partiendo del reposo con una aceleracién
constante de magnitud 2 m/s? Este valor de
aceleracion significa que la velocidad del mévil se esta
incrementando (en magnitud) a razén de 2 m/s cada
segundo (Fig. 80).

m m
=7= v=4 -
v=0 v 25 g
] — _—
[y [ [y
e 7N
~ N s N
t=0s t=1s t=2s

Fig. 80

Entonces durante los primeros 4 segundos del
movimiento las velocidades del automadvil seran:

Ent=1s: \J=D—Hl
s
m
Ent=2s: v=2 —
5!
m
Ent=3s: v=4 —
s
Ent=4s: v=6£n4
s

Como vernes, la magnitud de la velocidad crece en
m
2 = cada segundo.

En cuanto a la distancia recorrida por el
automovil, resulta que es proporcional al cuadrado
del tiemnpo:

de £

4.8, Vectores unitarios

Un vector unitario, o versor, es un vector de
magnitud igual a la unidad.

Los vectores unitarios se suelen distinguir
superponiéndoles un acento circunflejo o “capucha”,
como en “a “. Asi lo haremos cuando se requiera por
claridad. Lo interesante de los vectores unitarios son
obviamente sus direcciones. Son muy usados para
definir direcciones en el plano; incluso podemos usar

la frase “!a direccion & , con un significado obvio.



(52)  Dado un vector cualquiera, A ={Ay, Ay), el

vector unitario a que fiene la misma direccién
que A es (Fig. 81):

A

(@) a=— A=1A)
a a N {con )

e

Fig. 81

Puesta larelacion (a) en Ja forma
(b} A=Aa
podemes leerla en una forma muy sugestiva:

[Vector A) = [Magnitud A] - {Direccién a)
En palabras: todoe vector se puede escribir comao el
producto de su magnitud y un vector unitario en
su misma direccidn.

Notemos que la componenfe de A a lo

largo del unitario a es A"

Nota. Las cemponentes de un vector unitario son
nameros puros (no tienen unidades fisicas). Esto lo
vemos de (52a), ya que al dividir el vector A por su
magnitud A las unidades fisicas se cancelan.

Dado un vector A en la representacién por
magnitud y direccidn, o sea A = (A £ 0), es inmediato
ponerlo en la forma (52b):

A=A (cos 0, sen B}

ya que el vector unitario cuya direccién es O, la misma
quelade A, es

a =(cos 8, sen 0)

Si G es un vector unitario antiparalelo a A
{Fig. 82), entonces tendriamos obviamente que
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s
Fig. 82

En este caso la componente de A a lo large del
unitario U es “— A"

Una fuerza F tiene magnitud 80 N y actua

segun la linea que va del punto A{(-2 m, 8 m) al punte
B{10 m, 1 m). Escribir el vector fuerza como el producto
de su magnitud y un vector unitario en su misma
direccion.

Calculernos el vector separacién AB:

AB=(10-(-2),1-8)
=(12,-7)

La magnitud de este vector es

AB =122 +7% = /189 =13.89
El vector unitario en la direccién de AB es

a=AB_(2°7) g7 05y
AB 1389

La expresion de la fuerza es
F=Fu =80 u =80(087 -G51)N

4.9, Bases vectoriales

(53)  Una base vectorial en el plano es una pareja
de vectores (b, V] linealmente independientes.

Los vectores B y Vv se llaman wvectores
bdsicos.

Cualquier otro vector A del plano se
puede escribir como una combinacién lineal de u
y V.

Representar un vector A en la base (B, V) es
escribirlo enla forma A =lu+pv,

En el cuadro (42), pagina 40, dimos las
férmulas para calcular los coeficientes A y {4 de la
relacién A = A B + p C. Trasladando aqui el resultado
obtenido tenemos:
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{54) La expresion de un vector A = (A,, Ay) en
la base formada por los vectores U = (uy, uy}y

v = (Vy, Vy), es deir A=Au+pv, viene dada
por los coeficientes

| Ax vy ‘”x Axi
LAy vy iy Ayl
A= i o, ._‘ e p_ = 7|
My ¥y My Vx
flea e |4y Yy

Representar el vector A =(-11, -10) enla

base vectorial formada por los vectoresu = (1, 2) y
v={(~30).

Queremos encontrar valores de A y (L tales que
A=A u+ pv. Apliquemos las formulas del cuadro
{54):

A, v, -11 -3
A = =-30
v Yy ~10 0
u, A 1 -1
X b : -12
Uy Ay 2 -10
U, Uy 1 3
_ =6
Wy, v, 2 0
Entonces
}»—'_\3—(]:—5, },12252
6 6

= A=-5u+t2v
Observe la construccién grafica en la Fig. 83.

JLY

&
Y

(55) Una base ortonormal es aquella cuyos
vectores basicos son wunflarigs v mutuamente
perpendiculares.

Toda base ortonormal {u,V} se puede

escribir en Ja forma

(a) 1 =(cos0),sen )

ity v=(-senB, cos0)

donde O es el angulo que forma el vector 1 con el
eje X, y V se obtiene girando el vector 4 en 90°

en el sentido de rotacidn antihorario. Se verifica
que los veclores basicos son unitarios,

|u|=|v|=vsen20 +cos? 9 =1
yque 1 y ¥V forman un dngulo recto {Fig. 84).

JIY

<

c>
<

Fig. 84. Bases ortonormales.

Ls facil obtener una base ortonormal, a partir
de cualquier vector U dado, usandc el siguiente
teorema:

(56) Dado cualquier vector U = {s, t}, el vector
V = (- L, §) es perpendicular a U. Ademas, V se
obtiene girando U en 90° en el sentido de rotacién
antihorario (Fig. 85).




Obtener una base ortonormal a partir del
vector U=(12, 5).

De acuerdo con (56), el vector perpendicular a
Ues V = (- 5, 12). Por otra parte, la magnitud comiin
deUyVes B

U=V=4y122+5% = /169 =13

La base ortonormal se compone entonces de los
siguientes vectores unitarios:

l.]l_g_(12,5 _[E 3]
U 13 13713
‘«,_x_m_(_gg
v 13 13713

En la forma (55a,b) tendriamaos
Ui = (cos 22.62°, sen 22.62°)
v = (- sen 22.62°, cos 22.62°)

porque el dngulo que forma u con ¢l eje X es
atan2(12, 5) = 22.62°.

4.10. Base ortonormal cartesiana

En las aplicaciones a la fisica son muy usadas
des bases ortonormales especiales denominadas la
base ortonormal cartesiana y la base ortonormal polar.
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El vector i apunta en la direccién +X, el vector j en la
direccion +Y.

<Nota. Por ser tan usados, a estos vectores i, j nc les

pondremos el acento ”*” >

La representacion por componentes de un
veclor A = (A, Ay) es de hecho una representacién en

la base cartesiana { 1, j } correspondiente a un sistema
cartesiano OXY, como se deduce de:

A=(A, A (Ax 0)+{0, Ay)=

y) =

= A (1, 0)+ Ay (0,1) = Ag i+ Ay

(58} Todo vector se puede escribir como la
suma de dos vectores, uno a lo Jargo del Eje X y el
otro a lo largo del Eje Y, en la ferma

A=A + A,
donde los vectores

Ac=Asi y  Ay=Ayj

se denominan las componentes vectoriales de A a
lolargo de los ejes X v Y, respectivamente,

{57}  La base ortonarmal cartesiana se compone
de los vectores

i=(10) y j=0.1)

Fig. 86

Observe en la Fig. 87 comeo la suma vectorial de

Ayy Ay dael vector A,

Fig. 87

Favor de distinguir claramente las componentes

numéricas Ay y Ay de las componentes vectoriales

Axy Ay
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Tenemos ahora dos notaciones equivalentes
para todo vector A, a saber,
A=(Ay Ay Yy A=Agi+Ayj
ambas asociadas con una base ortonormal [ 1 f }, o con
un sistema de ejes XY.

La igualdad y las operaciones de suma y
producto por real, en la segunda notacion, lucen asi:

Axi+Agj-Byi+Byj > Ax-By y A, =B,
(Act+ Ay )+ (Byit By ) =(Ax+ B i+ (Ay + By)j
)\(Axi+ij)=)\/lxi+)\ij

4.11. Relacion entre las bases cartesianas
correspondientes a dos sistemas
distintos

La expresiocn de un vector como  una
combinacidn lineal de los vectores basicos de una base
ortonormal tiene sus ventajas. Expliquemos.

En muchos preblemas se ofrece introducir mas

de un sistema de coordenadas. Consideremos los

sistemas cartesianos OXY y OX'Y” ilustrados en la Fig,.
88.

Fig. 88

Como ya hemos indicado, en la notacién de paréntesis
un mismo vector A se escribe

k2

Dado que hemces acerdado usar el mismeo simbolo
“A” en en esta
paréntesis” es preciso aclarar cudl es el sistema coordenado

A=(A, A),) en el sistema OXY

A=Ay, A en el sistema OX'Y’

los dos sistemas, “notacion  de

subyacente, tal como hemos apuntade-a la-derecha de-.

ambas representaciones (el) y {e2). Ahocra bien,

definiendo en estos sistemas sendas bases

ortonormales | i, j} e {1} } pondriamos

3
ed

A diferencia de las expresiones (el) y (e2), en (e3) y

A=Ay i+ Ay

A=A T+ A

(e4} no hay necesidad de especificar a qué sistema
coordenado se refiere cada expresion de A, ya que la
base vecterial empleada lo pone de manifiesto.

Advirtamos que en la notacion de paréntesis

no se permite igualar vectores referidos a sistemas
coordenados distintos, como en

iNO! (Ay, Ay) = (A A'y)
pero si es valido hacerlo con (e3) v (e4):

5

Observemos que en esta relaciéon intervienen las

Ayi+Ayj= Al + Ay

componentes Ay, Ay, A’y y A’y de un mismo vecto,

referidos a dos sistemas de coordenadas distintos.
Anteriormente, en la seccién 4.5, pag. 50, encon-
las  relaciones satisfacen  estas

tramos que

componentes. Podemos llegar a estas mismas
relaciones como se explica a continuacién.
[ara empezar tenemos que {Véase la Fig. 88):

i’ ={cos B, sen 0) en el sisterna OXY

J'={-sen B, cos B) en el sistema OXY

0 bien, equivalentemente,

kd

Insertando éstas en {e5),

i"'=cosOQi+sen 0]

j'=-senQi+cos0}

AxitAyj=A i+ A =
=A'x{cosOi+sen Q)+ A'y(-senBi+cosOj)=

=(A'x cos B - A’y sen B i+(Axsen O+ A'y cos R}



De la igualdad vectorial
Axitdyg=

=(A'xcosB-A'ysen B i)+ (A sen O+ Ay cos B )
se sigue ahora, igualando coeficientes de iy j,
E}I Ax=AxcosB-A'ysen B
@] Ay =A'ysen )+ A’y cos
Hemes recuperado asi la ley de transformacion de los
vectores frente a rotaciones del sistema de
coordenadas.

También se puede proceder a la inversa en (e5),
expresando i y j en términos de i v §, o sea,
invirtiendo las relaciones (e6) y (7},

I=cosBi -sen gy

j=senB1 +cosBj

Arribariamos a las expresiones de A’y y A’y en

términos de Ay y Ay (Ecs. (48c,d)-pSI).

(59)  Usaremos la notacidn de paréntesis
A= {AXf Ay)

(mas comoda) siempre que tratemos con un sélo
sistema cartesiano.

Si hay necesidad de utilizar dos o mas
sistemas, emplearemos la notacién

A=Agi+Ay]

Esta 1iitima notacion también se usa para vectores
muy simples que tienen sclamente wuna
componente. Asi, los vectores V= (2, 0) y

M = (0, ~4) se pondrian simpleniente en las formas

V=2i, M=-4j

jemplo 38 La aceleracion de un cuerpo en caida

libre es un vector que apunta hacia el centro de la
Tierra (verticalmente hacia abajo en la localidad
supuesta). La magnitud de la aceleracion es
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m . . .

g =98 — . Tomando los ejes X y Y en las direcciones
s

horizontal y vertical, respectivamente, como vemos en

la Fig. 89, podriamos escribir el vector aceleracién “a
en cualquiera de estas formas:

a=(0,-g) o bien a=-gj

tx  §

Fig. 8%

4.12.Base ortonormal polar

Aparte de la base cartesiana, que emplearemos
mayormente, haremos use de la flamada base polar.

Como hemos dicho, un uso frecuente de los
vectores unitarios consiste en definir direcciones en el
plano XY. Los vectores basicos cartesianos { i, j |
definen en cada punto del plano sendas direcciones
que, por darles un nombre, podriamos denominar
direccion “horizontal” (la de i) v direccion “vertical”
{la de j). Naturalmente, estas direcciones son las
mismas en tode punto. En cada punto del planc existe
una infinidad de direcdones, v las bases vectoriales se
usan para distinguir ciertas direcciones especiales
muy utiles en las aplicaciones.

La conveniencia de la base polar se aprecia
mejor en €] contexto del movimiento de una particula.

En la Fig. 90, imaginemos que el pequeno
circulo sombreade representa una particula que se
mueve a lo largo de la trayectoria mosirada. En el
sistema de coordenadas polares, los puntos del plano
son parejas de coordenadas definidas como sigue:

o Lacoordenada radial “r” es la distancia del punto
al origen Q.

* La coordenada angular "8” es el angulo que
forma ccn el eje X la linea radial que va desde el
origen hasta el punto considerado. {Este angulo
se mide en sentido antijiorario. Si se mide en el
sentido horario se considera negativo.)

Se usa ta notacién P(r, B) para denolar que P es
aquel punto del plano cuyas coordenadas polares son
ry 6.
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Fig. 90. Base ortonormal polar.

Ahora bien, supongamos que la particula se
encuentre en el punto P(r, ) de su trayectoria.

(60)  La base ortonormal polar establecida en el
punto P se compone de dos vectores unitarios
mutuamente ortogonales, definidos como sigue:

s El wvector unilario radial e, apunta en la

direccion de la linea radial OP.

o El vector unitario transversal o azimutal eg se
obtiene girando el vector ep un angulo de 90°

en el sentido antihorario.

A diferencia de la base cartesiana, ta base polar es
variable, porque las direcciones radial y transversal son
distinias segin el punto que se considere del plano.
Cornpare la base polar en P con }a base polar en Q en
la Fig. 90.

En la Fig. 91 se muestran las bases polares
correspondientes a diversos puntos del plano.
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Fig, 91

Los vectores ep y e definen en cada punte del

plano dos direcciones locales que son la direccidn
radial, la del primero, v la direecidn transversal o
azimutal, la del segundo.

(61) Expresion de los vectores bdsicos polares en
términos de iy .

er=cosOi+sendj

ep=-sen Bi+cos@j

Para puntos con B = 0 (come el punte P en la Fig. 91}
el vector e, correspondiente coincide con el cartesiano
i, y el vector eg coincide con j. Cuando 8 = 90° (como
para el punte Q en la misma figura) tendremos que
er=j yep=-1

La representacién de un vector A en la base
polar tiene la forma

A=Are +Ageg

dende A; y Ag son las componentes de A a lo largo de
los vectores unitarios radial e; y transversal eg,

respectivamente (Figs. 92 y 93).
F 3 Y

+Y

v

Fig. 93. Mismo vector que arriba,
ubicado en otro punto.



Como vemos claramente en las Figs. 92 y 93,
un mismo vector A tiene distintas componentes radial

Ar y angular Ag segdn el lugar del plano donde se

ubique el vector. Esto se debe naturalmente a que la
base polar cambia de punto a punto. Por consiguiente,
la representacién de un vector en dicha base sera til
para vectores localizados, esto es, vectores asociados
con puntos especificos del plano.

Dadas las componentes de un vector en la base

cartesiana, A = (A, Ay) = A i+ Ay j. ¢como calcula-
mos sus componentes en la base polar | er, eg ) erigida

en P(r, )7

Observando la Fig. 92, vemos que ¢! problema
es el mismo que el de obtener las componentes de un
vector en un sistema que se ha obtenido girando un
angulo 0 el sistema OXY. Las formulas (48a,b)-p51 dan
entonces

Ar=Axcos O + Ay sen 8

Ag=-Aysen8+ Ay cos O

Recfprocamente,
Ay =Arcos O~ Agsen 8

Ay =Arsen 8+ Agcos

¥

Vemos que estas conversiones no dependen de la
coordenada radial r, sino del anguto 0, v también del
punto donde esté localizado el vector A,

4.13. Problemas

1. El vagén V, el carro C y la bola B estan en
movimiento con las velocidades en las direcciones
indicadas en la figura.

Dados vy =3 w/s, vy = 1.2 m/s ¥ vy = 04 /s,
calcular la velocidad de la bola B con respecto a
Tierra.

2. La velocidad del plano P con respecto a Tierra es de
1.4 wm/s, y la velocidad del bloque B con respecto a P
es de 0.5 m/s. Calcular la velocidad del bloque B con
respecto a Tierra.
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3. Las bolas A, B y C tienen las velocidades indicadas,
con respecto a Tierra. Calcular:
{a) La velocidad v

(b) La velocidad [4:Yel

t
v | 8

A E M

4. Calcular las compoenentes del vector de magnitud
15 mostrado, con respecto a fos ejes XY y X' Y.

P 4 Y

5. Calcular el vector unitario que va desde el punto
A(12, - 8) al punto B(9, - 5).

6. Una particula en movimiento uniformemente
acelerado tiene a dos instantes t; =3 s y t; =8 s las

velocidades vy = (8, 4) m/s y v; = (- 3, 5) m/s. Calcular

su aceleracion.
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CAPITULO 5

PRODUCTOS ESCALAR Y EXTERNO DE VECTORES

5.1. Producto escalar
Consideremos el problema de calcular el

dngulo 8 que forman dos vectores A =(A,, Ay)y
B = (B, By). Definamos el vector C = A - By apli-
quemos la ley de los cosenos al tridngulo cuyos lados
son A, ByC

C?=A?+B?-2ABcos®

C

A

Fig. 94
Ahora bien,

A2+B2“C2=AXQ+AYZ+BK2+BY2
- [(Ax - Bx)2 + (Ay - By)2 =
=2(A, B, + Ay By)

= ABcos B=A, By + Ay By

De aqui ya podemos obtener el angulo .
La combinacién de componentes

AxBy + AyBy

aparece frecucntemente en las aplicaciones; ticne un
nombre especial:

(62)  Producto escalar de dos vectores.
El producto escalar de los vectores

A=(A, Ay) yB=(B,, By), operacién indicada

con el signo “ = “, se define por
AeB=A,By+A,By=ABcos

donde 8 es el menor angulo entre Ay B.

Notemos que el producto escalar de vectores
ne es un vector, sinc un rimero real.

Se deducen de (62) las siguientes propiedades
del producto escalar:

AeB=BeA

(AA)s (UB)=A (A «B)

Ae(B+(C)=AeB+AC

Los productos escalares de los vectores de la
base cartesiana {1, j | son

isi=1 jej=1

isj=0

5.2. Usos del producto escalar
He agui un par de usos frecuentes del
preducto escalar:
» Podemos expresar que dos veclores A y B
(distintos de 0} son perpendiculares mediante la
relacion

AeB=0

puesto que el producto cscalar es AB cos 0, v sies
cero, entonces cos & = 0y por tanto 8 = 90°.

*  Para obtener la componente de un vector A a lo
largo de un vector unitario u (Fig. 95), formamos
el producto escalar

Ay=Ael =AcosB=

= componente de A a lo largo de 1.




Hallar e} &ngulo entre los vectores
S=(7,2yy M=(4, - 6) (Vease la Fig. 96)
De acuerdo con la {drmula (62),

SeM=5SMcos9

Calculemos las magnitudes S y M y el producto
escalar S « M:

S L

M
\
N

Fig. 96

S=y72+22 =728

M =4% +62 =7.21
SeM={(7,2)e(4,-6)=7(@)+2(-6)=16

SeM 16 - 0305

= cosB = = =
SM 7.28.(7.21)

8 = ang cos (0.305) = 72.24°

Ejemplo 40, Calcular el numero “p” de tal mancra

que los vectores S = (7, 2} y N = (4, p) sean perpen-
diculares.

Para que S y N sean perpendiculares, el
producto escalar S ® N debe ser cero:

SeN=(7,2)e(4,p)=74)+2p=0

= p=-14

Demostrar que las diagonales de un

rombo son perpendiculares.

Sean los vectores a y b los lados del rombo
(Fig. 97). Entonces las diagonales son los vectores
b -a y a+ b. Formemos el producto escalar de
estos vectores diagonates:
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Fig. 97
(b-a)s(a+b)=

~bea+beb-asa-—aeb

Como a = b tenemos que el producto escalar de los
vectares b — ay a + b es cero, lo cual significa que son
perpendiculares, QED.

E'iemEIo 42| Calcular la componente del vector

V=(-5 2)alelargo de la direccidn del vector
P=(3 -8

Otengamos primeramente el vector unitario en
la direccién del vector P:

p=L_ C8) _i0351,-0936)
P 3?4 8?

Ahora provectemos el vector V sobre p, a través del

producto escalar:
Vp = lcomponente de V a lo largo de P}
=Vep
=(-5,2)(0.351,-0.936}) =
=—5(0.351) + 2(- 0.936)

= VP =-3.627

Ejemplo 43| Calcular el producto escalar de los

vectoress=—-3j y t=21+].

Método 1. Expresemos los vectores en la notacidn de
paréntesis,

s=(0,-3) y t=(2,1)
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Entonces
set=s,fy+syfy=0{2)+(-3)1=-3

Método 2. Usandoiei=1,jej=11iej=0ylas
propiedades de! producto escalar tenemos

set=(-3j)e(2i+j)=-3je2i)+(-3j)]=
=(-3)2)jei-3jej=-6{0)-3(1)=-3

¢De la relacion a2 ¢ b =2 ¢ ¢ se puede

deducir que b =¢?

No, porque al vector b o ¢ podrjamos anadirle
cualquier vector perpendicular a a y se seguiria
cumpliendo la igualdad inicial:

aesb=aesc=aeictas)=aec
yaque aea; =0

donde a, es perpendicular a a.
Lo que se puede deducir de la iguaidad 2 b =
a e ¢ esenfonces que

b=c+a,

donde a| es cunlquier vector perpendicular a a.
Note que de a=bsisesiguequeasc=bec

E[e;&fﬁ] Desde dos puntos A v B sc trazan
segmentos rectos ACE; y BCE,, a dngulos de 45° y

15 con la herizontal, respectivamente. Desde By y Ea
se trazan rectas perpendiculares a AC vy BC
respectivamente; estas rectas se intersecan en el punto
. Dados los segmentos CEy = 045 y CE; = 020,
oblencr el vector CC’. (Véase 1a Fig. 98).

Tomemos un sistema de ejes X hacia la desrecha
y Y hacia arriba. Definamos dos vectores unitarios: el

versor a en la direccion de AC, y el versor b en la
direccion de BC.
Esta claro que

a =(cos 45°, sen 45°), b =(cos 15°, sen 15°)

0 bien

~

a=(0707,0.707),  b=(0.966,0.259)

Fig. 98

Ahora podemos expresar los datos CEy y CE; en Ja

forma:
CC'ea =045 CC'eb =0.20

Abreviando ¢ = CC’ e indicando cxplicitamente los
productos,

{cy, Cy) » (0.707, 0.707)=0.45

(¢ ¢y) * (0.966, 0.259) = 0.20
Desarrollando los productos escalares,

0.707 cx +0.707 ¢, = 045

0.966 ¢, +0.259 ¢, = 0.20

Resolviendo este sistema simultdncamente para ¢y ¥

Cyr

€= 0050, ¢y =0.587
= CC’=(0.050, 0.587)

o bien

cer = (0.589 £ 85.13°)



5.3. Invariantes o escalares

Existen funciones de las componentes de uno o
mas vectores que poseen el mismo valor no importa el
sistema de coordenadas en que se expresen. Tales
funciones o cantidades se denominan invariantes o
escalares.

Por ejemplo, he aqui tres de esta clase de
funciones:

fAx Ay) = sz + Ay2
8(Ax Ay, By, By) = Ay By + Ay By
h(AXf Ayr Bx: By) = Ax By ‘Ay BX

La funcion “f" es simplemente cl cuadrado de
la magnitud del vector A:

2
[AF:[,}A3+A§, ) = A+ A2

Esta cantidad es obviamente un invariante.

La funcion "¢” es el producto escatar de los
vectores A y B. El producto escalar es un invariante.
Esto es, al calcular el producto escalar de A v B se
obtiene el mismo valor ya sea que se expresen Ay B
en en la forma

A = (sz Ay) B = {Bx, B)’)

o bien, en otro sistema de coordenadas distinto,
A=(A' A'y) B=(By By
En otras palabras, se encuentra que
Ax By+ Ay By= A B+ Ay By
La razdn es evidente geométricamente: el producto
escalar de A y B es igual tambiér al producto de las
magnitudes A y B y el coseno del angulo 6 que
forman ambos vectores:
ABcos B
Como las magnitudes y el angulo entre los vectores

son los mismos en todo sistema de coordenadas, el
producto escalar debe ser también el mismo.
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Para demostrar que Jla funcidn h es un

invariante habria que sustituir Ay y Ay como
funciones de A’y y A'y, segun las formulas (48a,b)-p51.

Lo mismo con respeclo a By y By. Se encontraria que

AxBy—A}, B,=AY% B’Y—A’YB’X
lo cual demuestra que "h” cs un invariante, Esta
funcién tienc una interpretacion geométrica simple,
como veremos mas adelante.

El calificativo de “invariante” o “escalar” se
exticnde a todas las cantidades fisicas invariables por
naturaleza, o cuyo valor queda determinado per un
salo valor numeérico (multiplicado en general por una
unidad fisica), como por ejemplo la temperatura, la
masa, la energia, el trabajo, la potencia, la cantidad de
calor, el namero de electrones en un atomo de helio,
eftc.

Hay expresiones compuestas de magnitudes
de vectores yfo productos escalares de vectores, que
poseen invarianza manifiesta, es decir, su caracter de
invariante se reconoce inmediatamente con s0lo ver la
expresion. Este es el caso, por cjeinplo, de las

expresioncs

AeC
D

A(B+C), B-

~3B}B-C)eD

las cuales estan formadas con combinaciones de
invariantes, come magnitudes de vectores y productos
escalares.

Las cantidades fisicas descritas por un sélo
namero real son invariantes. He aqui algunas
cantidades fisicas invariantes:

s El trabajo W efectuado por una fuerza constante F
en un desplazamiento Ar se define por

W=F» Ar

*  La encrgia cinética de una particula de masam y
velocidad v se define por

Estas cantidades son ostensiblemente invariantes.
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Una observacion:

El producto escalar A » B es un invariante
frente a trasiaciones y rotaciones del sistema de
coordenadas. Ello presupone que A y B son vectores
propios, esto es, que se transforman de acuerdo con
{48a,b)-p51.
posicién no son vectores propios, de tal manera que

Como hemos visto, los vectores de

por ejemplo un producto escalar de dos vectores de
posicion,

8T
no g5 un inearignte. 5in embargo, si se excluyen las
trastaciones (o sea si los origenes O y O’ coinciden), el

prUdUCtO anterior si es invariante.

5.4, Producto externo

{63)  El producto externc de dos vectores Ay B,
denotado con A * B, se define por

A, A,

B, B,

A"B=A B~ Ay B, =

E]l producto externo es un invatiante o escalar, como
ecuaciones de
Debido
invariancia, podemos evaluarle en cualguier sistema

puede demosirarse usando las

transformacion  de  los  vectores. a esla
de coordenadas y obtener el mismo valor. Hagamoslo
para un sistema como el de la Fig. 99, en el que los

vectores se expresan asi:

A=(A,0) y B=(BcosH Bsen)
AY
B
0 X
-
A
Fig. 99
A"B= A o 1. AB 8
Bcos8 Bsen® sen

Ahora bien, la expresion “AB sen €7 es un

invariante geométrico porque las magnitudes A, B y el
danguto 8 son los mismos en todo sistema de
coordenadas.

Es importante enfatizar que el angulo O se
obtiene colocando los vectores desde un mismo punto
inicial, luego girando el primer factor, A, en sentido
antihoraric hasta hacerle coincidir con el segundo
factor B. Por tanto, 8 estd comprendido entre 0° y
360°. La Fig. 100 muestra un par de ejemplos de la
obtencion de 0.

A g

A"B=ABsenG>0

A"B=:ABsen8<0

Fig. 100

Si los vectores A y B son paralelos o antiparalelos
(Fig. 101), entonces el producto externo es nulo.

El producto externo se puede escribir también
en la forma

A" B=1 ABsen Oy,

donde By, es el minimo dngulo que forman los vectores

Ay B, y el signo se escoge asi:

El producto es positivo {negativo) si, colocados
los dos vectores desde un mismo punto inicial, la .
rotacidn de A hacia B, a través del #inime angulo
entre ambos vectores, es una rotacién antihoraria
(horaria). Por ejemplo, en la Fig. 100b, ¢l minime
angulo entre Ay B es 360° - 0, y la rotacién de A hacia
B a través de este angulo es horaria, de modo que el
producto externo es negativo.




La magnitud de A * B tiene una interpretacién
geométrica muy simple: es el area del paralelogramo
determinado por A y B, como vemos en la Fig. 102.

Area = (Base] - [Altura} = A (B sen @)

e
:Bsenﬁ -
¢ L
A
Fig. 102

Los vectores A y B determinan tambien un
triangulo (Fig. 103). El area A" de este triangulo es la
mitad del area del paralelogramo formado por Ay B

JLY

¥

Fig. 103

A==1A"BI

1
2

5.5. Usos del producto externo
El producto externo tiene estas propiedades:

A“B=-B"A
(AA) " (uB)=(Ap)A "B
ANB+C)=A B+AC

Note muy especialmente que este producto, a
diferencia del producto escalar, no es conmutativo.

Calcular el area del paralelogramo
determinado por los puntos F, Q@ y R mostrados en la

figura.
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Fig. 104

Primeramente calculemos los vectores RQ) ¥

RQ=1g-1g={5-4)-{(~3,-1)=(8,-3)

RP =rp-r1p=(2,3) = (~3,-1)=(5,4)

Para obtener un drea positiva, hagamos el
producto en el orden RQ » RP,

8
RQ“RP:‘

=2—— =7
s 4‘3 (=15) = 4

El drea del triangulo POR es la mitad, 23.5.

El area de un poligono se puede calcular
dividiéndolo en triangulos. Por cjemplo, calculemos el
area " del poligono PABC sombreado de la Fig. 105.

Fig. 105

Es igual a la diferencia de las areas de los triangulos
FAB y PBC, o sea

A= — (PA*PB+TB"PC)

L
2
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i
Note gue el término ;PB ~ PC saldrd negativo,

porque al rotar el vector PB hacia el vector PC el
sentido: de la rotacién es el horario. Entonces la
expresion para el area /A es de hecho la diferencia de
las areas de dos tridngulos.

Ceneralicemos para un poligono de un namero
arbitrario de vértices, He aqui el procedimienio:

»  Fscoger uno de los vértices como “pivote”
(Llamémosle “P”).

* A partir de P, recorrer el contorno del poligono er

senlide antikorario, nombrando los vértices, conlor-

sc ine vayan encontrando. con Py, Py, .., Py
Entences el area del poligeno es

A= (PP~ PP, + PP, *PPy+ ... + PPy ;" PP 1)

P,

Fig. 106

Poniendo Py(Xg. Vo) ¥ Pi= (x;, i) parai=1.2, ..., N-1,

¢ puede demostrar que el &rea del poligono es

A=t
2{

lo cual podemos poner en una forma mas préctica

XX

Yo o5 i
Y1 Yz,

Yo Wi

IN—] .T“! |

Yo Yol

+ o+

para el calculo ast:

1o x x 0 xno Xgl)
A=— |
2w 1 ¥2 o Yna1 Yol

donde e] arreglo de 2 renglones y N columnas que
aparece aqui es la suma de los N determinantes 2 x 2
que aparecen en la expresion anterior.

Calcular el 4area del cuadrildtero

mostrado en ta Fig. 107

D

! 1]

/ ]

[ c
]
)’ 9

/
AT Vi
F—1
B
Fig. 107

Tomemos como  pivote (y origen de
coordenadas) el punto A. Entonces,

o 8 13 2 0

210 -3 6 10 0

=05 [8 (6) ~(-3) 13 + 13(10)=6(2)} = 102.5

Veamuos otra aplicacion del produclo externo.

e ..
Eiemglo 48, Para obtencr la representacion de un

vectar A en una base veclorial arbitraria [u, v}, 0 sea

ios nimeros A v 1 en la relacion
(el) A=Au+pv
podemos proceder como sigue:
Premultiplicando (el} cn ambos miembros
externamente por u tenemos

utA=Autu+tputy

Usando u™u=0 y despejando p obtenemos

My o Uy
us A Ay 4_vl
(€2) p= =T
uAY le Hy
v, U).

Analogamente se calcula A. {Compare (cl) con la
ecuacion (42)-p40).



5.6*. Aplicaciones a la geometria clasica

Con ¢l fin de mostrar el poder del algebra
vectorial veremos en esta seccién unas aplicaciores a
la geometria clasica. Empezaremos por definir una
notacion conveniente para los vectores separacion.

Consideremos un poligono determinado por,
digamos, 5 puntos. Escojamos uno cualquiera de cstos
puntos como origen “0”, y denolemos los restantes
con “A”, "B”, "C" y "D (Fig. 108).

ry

Fig. 108

Los vectores separacion que van desde el
punto O basta cada uno de los puntos A, B, Cv D se
denotaran con la letra que designa el punlo final, cs
decir, con A, B, C y D, respectivamente, como se ve
en la Fig. 109. En la notacion anteriormente usada
para vectores separacion lendriamos entonces que

A=0A, B=0OB

C=0C, D=0D

A

D

Fig. 109

Esto es por lo que toca a los vectores que parten de O,
Por otra parte, el vector separacién entre A y B se
denotard como originalmente con "AB”, v asi para los
demas vectores que no implican al punto O.
Considere ahora los siguientes teoremas:
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164)  El vector que va del punto A al punto B es
AB=B-A

(65)  Todo vector que parta de O y cuya punta [
esté sobre la recta determinada por los puntos Ay
B se puede poner en la forma

P-(1-A)A+AB

donde 0 < A <1,

Fig. 110

IDemostremos la relacion (65). En la Fig. 110
observamos que I es la suma de A v AP:

P=A+AP

pero el vector AP. por ser paralelo a AB, se puede
poner en la forma

AP=AAB (conA<1i)
Poniendc en esta altima relacion
AB=B-A
tenemos que
AP=A(B-A)
de donde la relacién P= A + AP nos da
P=A+A(B-A)
0 sea
P=(1-A)A+AB QED.

Un caso particular de {44) cs cuando el punto P
llega justamente al punto medio del segmento AB.
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(66)  S5iel punto P cae justamente a la mitad del
segmento AB, entonces se tiene que

1
P=—(A+B
2( )

P divide AB en
v dos parles iguales

Fig. 111

Es mucho lo que podemos hacer con los
resuttados (64), (65) y (66).

El emélo 49 Demostrar que los puntos medics de los

lados de un cuadrilatero arbitrario son los vertices de
un paralelogramo (Fig.112).

Habra que demostrar una de las siguientes
igualdades vectoriales:

(r1) M M; = MyM;

(r2) MM, = M;M;

Fig. 112

La ecuacidn (rl) significa que el segmento MM, tiene
la misma longitud que el segmento M;M,y, y ademas

que ambos segmentos son paralelos. Cosa andloga
significa la (r2).

Empecemos por expresar {os “datos” en forma
vecterial. Las siguientes relaciones identifican a M,

M., etc. como los puntos medios de fos segmentos OB,

BC, etc. Hemos tomada como origen el vértice O.

1 i
{r3) M™M;=—B {rd) My=—(B+Q)
2 2
1 1
(r5) M:;: 5 (C+D) (r6) M4= 5 D
Ahora bien,

| ] 1
MMy=M>-M;=— (B+C)-— B=—=C
1M, 2 1= ) 5 3

Del mismo modo obtenemos

M4M3=% (C+D)—%D=;—C

1
Tanto M;M; como MyM; son iguales a 3 C,

por lo que MM; = MyM3. Lo mismo hacemos para

demostrar la relacién (r2).

Sean OA y OB dos segmentos rectos que

emanan del mismo punto O. Tiremos desde los
extrernos A y B sendas lineas hasta el punto medio del
segmento ajeno respectivo (Fig. 113). Demostraremos
que el punto de interseccion G de estas lineas divide
las mismas en una relacion de uno a dos.

Fig. 113

Sean M, y M los puntos medios, de OB y QA,

respectivamente. Debemos demostrar una de las
siguientes relaciones:

1 1
(c) MG= CB () MiG= - Ga



Escojamos el punto O como el origen de los
vectores de posicién de todos los puntos {o sea
A=0A G=0G, etc)

Exprescmos primeramente los “datos” en
forma vectorial:

M, es el punto medio de OB:

t3) M;=—B

Mo | —

M es el punto medio de OA:

(rd) M=~ A

!
2
Ei punto G esta en la linea AM;:
(r5)  G=(1-AYA+AM,
El punto G estd en la linea BMy:
(r6) G=0Q-p)B+uM;
{Con respecto a las dos ultimas relaciones consulte el
cuadro (65)-p70.}

Lo que sigue esta claro, pues viene sugerido

por la estructura de los datos.
[gualamos las expresiones (15) y (16) de G:

A-AA+AM;=(1-WB+p M,

Luegoe sustituimos aqui M; y M por sus

valores en términos de A y B, dados por (13) y (r4):
[ 1
(1-MA+A =B =01-pB+u —-A
2 2
Simplificando llegamos a
(1-A- 1 YA+ (=14 A+ wB=0
2 H 2 H

Como A y B son linealmente independientes
(no paralelos), la unica forma de -que se cumpla la
ecuacion anterior es que los coeficientes de A y B sean
iguales a cero:

171
1-A | =10
3 H
I+ l A+u=0
7 H
Resolviendo este sistema se encuenira que

A:“:

[SSR

Entences, de (r3) y (rd):

,
C-taiium, -1pi2pm,
33T 3Ry

Usando esta expresion para G tenemos ahora

M,G =G-M, :%(B—M,)=~M2B

De aqui se sigue {r1). Lo mismo hacemos pora
demoslrar (r2).

5.7. Problemas
1. Calcular el producto escalar de los vectores
{a) M=(-4. 9y N=(27)
{b) §=51-4j y Q=12i+]
Resp. 55; 56
2. Hallar ¢} angule que torman los vectores

a=(L9 y c=(-31)
Resp. 77.9°
3. Considere la ecuacion trigonométrica

acos B+bsenO=c

donde 4, b y ¢ son nimeros dados y la incognita es 8.
Resuélvala por métodos vectoriales del siguiente
modo: exprese el miembro izquierdo de la ecuacion en
forma de un producte escalar de los vectores A = (g, )

vy u = (cos O, sen 8). ;Qué condicién debe cumplirse
para que exista solucion? Defina el vector unitario
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a=A/Ayponga s/A=cos 8 y B/A =sen O. Luego
use la identidad cos(x - 3) = cos a cos 3 + sen ¢ sen 3,
elc

Resp.

¢

a
|+ cosTH ==
Va? +b3J Va? +b?

O=cos™!
Interprete graficamente la ccuacion. ;Es tnica la
solucion?

4. C es un punto cualquiera del arculo de radieo r ¥
centro en el origen del sisiema cartesiano XY.

Demostrar que los vectores AC y BC son
perpendiculares, partiendo de que las coordenadas de

Cson C(x, NI }.

h'e
<L

A o ' B
5. Dada la base ortonormal { u, v } en un plano,
demostrar quc la representacion del vector A en dicha
basc es

A=(Asun)u+{Asv)v

Hallar la representacion del vector A=6i~2jenia
base ortonormal formada por

u =cos 20°i—sen 20° j
v=scen 20%i +cos 20°§.
Resp. A=632u+(173v

6. Obtenga algebraicamente las representaciones de
los vectores de la base polar e, egl en la basc

cartesiana { i, j ], a saber,
e,=cosDivsend]
eg=-senBi+cosBj

partiendo de las relaciones

er={e;oi)i+(e;ej)j

eg=(egei)i+t{egej)ij

y evaluando los productos escalares en la forma
AeB=ABcos 0.

7. Calcular el area del tridngulo cuyos vértices son los
puntos

A, 1) B(2, 8) C(-3,3)
Resp. 18.

9. Cajcular el area del poligono mostrado en la figura
abajo.

"‘—n-._‘dr‘_‘_‘_‘-.-
WAY
Y /
p.
| prr]

Resp. 40.5 unidades de la cuadricula.

10. Un algoritmo eficiente para averiguar si un punto
P se encuentra dentro del triangulo formado por los
puntos A, B y C se basa cn cxaminar el signo
algebraico de los productos externos

AB " AP BC ~ BP CA~CP

;Coémo deben ser estos signos para que el punto I esté
cuntenido en dicho triangulo?

C C

ko.



11. En la dindmica se define el “momento angular L”
de una particula P, con respecto a cierto punto fijo A,
como el producto externo

L=AP~{mv)

donde AP es el vector de posicidn de la particula con
respecto a A, m es [a masa de la particula, y v su

velocidad.
F 8 Y
PO, 4
Particula s
de masa 5 kg E
v/ 120°
X
A(-2, -3)

Calcular el momento angular en la configuracién
mostrada en la figura. La magnitud de la velocidad es

m
v=10 —.
s

Resp. 209.18 kg-m/s.

12. En la estatica del cuerpo rigido se define el
momente de una fuerza F con respecto a un punto P
fijo del espacio como el producto externe

Mp=PA"F
donde A es el punto de aplicacion de la fuerza F.

Calcular ¢l momento de la fuerza F de 230 N mostrada
en la figura, con respecto al punto P.
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Resp. Mp=-1729 N-m.
13. Calcular el producto externo M ~ N de los vectores
M=-21+3j

N=5i+9]j

usando los productos

14. Calcular el producto externo a * b de los vectores
a={cos 8, sen B} b = {-sen 8, cos Q)

donde  es un dngulo arbitrario.

15. ;Qué puede decir sobre el producto externo A ~ B
si A y B son perpendicuiares?
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CAPITULO 1

FUERZAS. LEYES DE NEWTON DE LA MECANICA

1.1. El vector fuerza y la tercera
ley de Newton
La nocidn basica de fuerza se remonta a la
accion de nuestros musculos: al jalar o empujar un
objeto estamos ejerciéndole una fuerza.
Las fuerzas se caracterizan por dos ¢lases de
efectos:

- Pueden deformar cuerpos restringidos
a no moverse.

- Pueden acelerar cuerpos libres de moverse
(es decir, modificarles su velocidad).

El efecto de un jaldén o empujén depende no
solamente de qué tan fuerte lo demos, sino también de
la direccién en que le apliquemos. Las fuerzas son
vectores, con propiedades de magnitud y direccion.

Al jalar un resorte sujeto a una pared (Fig. 1), cl
resorte se deforma, aumentando de longitud. El efecto
de la fuerza ejercida por el brazo es deformative.

ez

Fig.1

No es el resorte el unico cuerpo que se deforma;
también la pared sufre una delormacion (casi
imperceptible, pero mensurable), asi como los dedos
de la persona que jala el resorte. Los tres cuerpos
encerrados en la Fig. 1 se ejercen fuerzas mutuamente.

;Coémo estan las fuerzas que deforman cada
uno de los cuerpos “pared”, “resorte” y “mano”?

La respuesta viene dada por la tercera ley de
Newton, cuyo enundiado original, que data del afo
1687, es este:

50 Tercera ley de Newton

(ley de Accion-Reaccion)

A toda accion siempre se le opone una
reaccién igual, o: las acciones mutuas de dos
cuerpos son siempre iguales y dirigidas en
sentidos opuestos.

Unas observacicnes con respecto ala 3a. ley:

e La "accidn” y la “reaccién” a que hace referencia
esta ley son fuerzns.

e La expresidn matemdtica general de la tercera ley
es la siguiente:

Fag=-Fpa

donde Fap es la fuerza que ejerce el cuerpo A
sobre ol B, v Fpa es la fuerza reciproca, la que

ejerce B sobre A (Fig. 2).

a
(@) Fag
Cuerpo B
@FE'/' i
Cuerpo &
FAB ¥
J’_""- Cuerpo B
Fea
Cuemo A
Fig. 2

* La accidon y la reaccién actian siempre sobre
cuerpos distintos.

¢ las fuerzas Fgan v Fag cstan dirigidas segin la

linea que une ambos cuerpos {esta afirmacidn no
se cumple para todo tipo de fuerzas, por lo que cl
enunciado dado se denomina “tercera ley en su
Jorma restringida”). Las fuerzas de accion y
reaccion pueden apuntar de una particula hacia
la otra (Fig. 2a) 0 en direcciones antiparticula (Fig.
2b).

e Cualquiera de las fuerzas F g 0 Fya se denomina

la accidn, y la otra recibe automaticamente el
nombre de reaccidn. No se implica aqui una
relacion causa—efecto: la “accién” no es la causa
de la “reaccidn”; son meramente nombres.

¢ Toda fuerza proviene de la accién mutua (o
“interaccion”) de dos cuetpos. Las fuerzas no
surgen de la nada: si un cuerpo experimenta una
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fuerza {es decir, una deformacidon o una
aceleracion), debe exjstir en algin lugar otro
cuerpo responsable de esta fuerza, el cual
experimenta a su vez una fuerza igual y de
senlido contrario. Las fuerzas nacen siempre por
parejas accion-reaccion.

A la luz de la tercera ley de Newlon podemos
afirmar, con respecto a las acciones mutuas de los 3

cuerpos ilustrados en la Fig. 3, lo siguiente:

AWML

Fig. 3. Esta es la Fig. 1, repetida aqui.

[.a mano ejerce cierla fuerza sobre el resorte (el
cual suponemos muy ligero ¢ “ingravido”). Recipro-
camente, el resorte ejerce sobre la mano la misma
fuerza, con sentido contrario.

El resorte ejerce fuerza sobre la pared. A la
inversa, la pared ejerce sobre el resorte la misma
fuerza, con sentido contrario.

Con objeto de mostrar las direcciones de cstas
fuerzas, asi como el cuerpo scbre ¢l que actua cada
una, es necesario “desmembrar” el comjunto “Pared-
Resorte-Mano”. Semejante desmembramiento no
significa, por supuesto, una separacion fisica que
rompa los enfaces moleculares entre 19s cuerpos, sino
una segmentacidn mental o imaginada.

El desmembramiento se hace de la siguiente
manera:

¢ Se identifican los cuerpos “distintos” que figuran
en el dispositivo considerado, a saber, “Pared”,
“Resorte” y “Mano”.

«  Se buscan los puntos de contacto o union entre
los diversos cuerpos, como se ve en la Fig. 4.

Punto de contacto
Mano-Resorte

Punto de contacto
Pared-Resorie

Fig. 4

¢ Se dibujan los cuerpos separados unos de otros
por sus puntos de contacto. Esto lo hemos hecho

-—— en-la Fig—5; en donde—ademds hemos denotado ——

o

con “a” y “b” los puntos de contacto entre
cuerpos. Por conveniencia, admitimos que cada
punto, a & b, pertenece a ambos cuerpos
contactantes.

s WA, 0

Fig. 5

* En los puntos de contacto se trazan las fuerzas
accion-reaccién que se ejercen alli los dos cuerpos
en contacto.

Veamos cdmo la tercera ley de Newion nos
permite entender las relaciones entre las direcciones
de las diversas fuerzas y sus efectos sobre los
respectivos cuerpos pacientes.

Enla Fig. 6 vemos que:

Fig. 6

¢ La mano es jalada por el resorte con cierta fuerza
hacia la izquierda, cuya magnitud denotaremos
con "F”, Esta es |a fuerza que tiende a deformar la
mano.

* Ll resorte es jalado opuestamente por Ja mano en
su extremo derecho y por la pared en su extremo
izquierdo. La fuerza debida a la mano vale F, por
la tercera ley de Newton. En cuanio a la fuerza
debida a la pared, denotaremos su magnitud con
“ F' ", El efecto de las fuerzas sobre el resorte es
ponerlo tirante y producirle una elongacion.

¢« Por la tercera ley, la pared es jalada hacia la
derecha por el resorte con fuerza F'. Esta fuecrza
tiende a deformar la pared.

Debido a la reciprocidad de acciones dictada
por la tercera lcy, a las fuerzas sc les llama también
interacciones. Decimos que la mano y el resorte (o
viceversa) imteraccionan con una fuerza de magnitud F;
por otra parie, el resorte y la pared rmieraccionan con
una fuerza de magnitud F'. La parefa de fuerzas
encontradas que actian en el punto “b”, una sobre la
mano y la otra sobre el resorte, forman una pareja
accion-reaccién (Fig. 7a). Lo mismo podemos decir

I

del par de fuerzas que actian en el punto “a” sobre la

pared y el resorte (Fig. 7b).



Las fuerzas F' v F sobre el resorte, sin embargo,
no forman una pareja accion-reaccion, sea por la
sencilla razon de que tales parejas nunca pueden estar
actuando sobre el mismo cuerpo.

(8 Peareja Accion-Resccion
YU F Q\
b b
(b) Pareja Accién-Reaccion

F I

Fig. 7

Nuestra intuicién dicta que las fuerzas F y F
que solicitan al resorte (Fig. 7c) son iguales. Esta es
una consecuencia de la primera ley de Newton. A
reserva de dar el enunciade eriginal y completo un
poco méas adelante, la primera ley establece la
condicion necesaria para que un cuerpo esté en
equilibrio estatico:

(2) Ley del equilibrio estdtico.

Si un cuerpo estd en equilibrio estitico (o
brevemente: “en equilibrio”), entonces la suma
vectorial de todas las fuerzas que actiuan sobre él
es igual a cero.

Aplicando esta ley al resorte deducimos que las
fuerzas en sus extremos tienen la misma magnitud,
como se muestra en la Fig. 8. Repitamos la Fig. 6
incluyendo esta informacion (Fig. 9).

a b
Fig. 8
1 F F F F v
] 2 b b
Fig. 9

Si se incrementa la fuerza F de la mano sobre el
resorte, automaticamente se incrementa en la misma
cuantia la fuerza del resorte sobre la pared. En este
sentido podemos decir que “la_fuerza ejercida por la

I1-5

mano sobre el resorte se transmite a la pared (con el mismo
valor}”.

En una situacion de equilibrio estatico, fuerzas
que actlan sobre cuerpos conectados en serie
horizontal por cuerdas y/o resortes en tension se
transmitén de cuerpo a cuerpo. Para reconocer esta
transmision de fuerzas podemos hacer el experimento
indicade en la Fig. 10: al jalar el resorte derecho
observamos que el resorte izqujerde (que escogemos
idéntico al anterior) se deforma lo mismo que el
derecho una verz que el bloque se mantiene en reposo.
La fuerza de la mano aplicada sobre el resorte derecho
se transmite al bloque, y de este cuerpo al resorte
izquicrdo y finalmente a la pared.

Fig. 10

Vamos a poner en un cuadro lo que hemos
aprendido en los parrafos anteriores, y a introducir

LNoS tErminos que nos seran muy utiles.

{3)  Supongamos que dos cuerpos A y B estin
en contacto mutuo, y sea “P” el punto de contacto,
el cual marcamos en ambos cuerpos. [Por la frase
abrir ¢l contacte entrc los cuerpos A y B
entenderemos el hecho de separar conceptual-
mente ambos cuerpos, con objeto de exponer la
fuerza de interaccion A «» B.

Al abrir un punto de contacto entre dos
cuerpos A y B, “brota” en dicho punto una pareja
de fuerzas accidn-reaccidon, que son las fuerzas
Fap vy Fpa con que interaccionan los cuerpos en

contacto. Fap actiia sobre el cuerpo B, y Fpa actua

sobre el cuerpo A.

La tarea de “abrir el contacto” entre dos
cuerpos la estaremos haciendo frecuentemente en lo
sucesivo. Demoes un ejemplo.

En ta Fig. 11 hemos “abierto el contacto” entre
el bloque y el resorte derecho de la Fig. 10, y hemos
denotado con la misma letra “P” el punto de contacto
sobre ambos cuerpos, y con “F" la fuerza de
interaccion Bleque «» Resorte Derecho.

Fig. 11
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Notemos que en dicho punte I surge una pareja de
fuerzas accién-reaccion: una de ellas actua sobre el
resorte, la otra sobre el bloque. Podemos decir que “la
accion y'la reaccidn actuan en un mismo punto pero
sobre distintos cucrpos”.

<Nota. [ecimos que un cuerpo Hene un estado de
tension simple cuando sufre dos fuerzas iguales y
colineales que tienden a elongarlo. Este concepto se
aplica generalmente a cuerpos largos y delgados
(cuerpos filamentarios o filiformes) como resortes,
cuerdas, barras delgadas, etc. El resorte y la cuerda de
la Fig. 12 estan sometidos a tensién simple.

Resorte en tension
F o A ARAAARA A F

Fedazo de cuerda
gn lension

&
H
v

Fig. 12

Para poner un pedazo de cuerda en tension
hay que tirarlo de sus extremos con sendas fuerzas F,
come se muestra en la Fig. 12.

La fuerza F sc denomina en ambos casos la
tension del resorte o cable.

Considere la situacién mostrada en la Fig. 13a:
una cucrda fija a un techo sostiene una caja. Al abrir
los contactos Cuerda-Techo y Cuerda—Caja (en los
puntos “a” y “b”, vespechivamente} brotan las 4
fuerzas mostradas en la figura 13b, todas cllas iguales
a la tension “T" de la cuerda.

: .
T
T
a
b
T
TT
b

Fig. 13 >

En los parrafos anteriores hablamos acerca del
efecto deformativo de las fuerzas. Existe también un
efecto aceierador, que podemos reconoger mediante la
siguiente experiencia.

Coloquemos un blogue sobre una mesa
horizontal bien lubricada' y sujetémoslo a un resorte
muy ligero, como se indica en la Fig. 14.

P

Fig. 14

Jalemos el blogque aplicando una fuerza scbre el
resorte, controlando que en todo momento la
deformacion del resorte sea la misma, es decir, que la
fuerza I aplicada sea constante. Observamos que para
mantener la deformaciéon constante debemos ir
jalando el blogue cada vez mas rdpidamente, El
blogue ejecuta de hecho un movimiento con aceleracion
constante (su velocidad va aumentando a la misma
tasa en el transcurso del Hempo, vy la distancia reco-
rrida por el blogue es proporcional al cuadrade del
ticmpo). Este es ¢l efecto acelerador de la fuerza.
Cualquiera de tos dos efectos, el deformative o
el acclerader, puede usarse para dar una medida
cuantitativa de las fuerzas. Pero para ello convicne
echar mano de la primera y segunda leyes de Newton.

1.2. La primera ley de Newton
I1e aqui el enunciado eriginal de la primera ley
de Newton:

{4) Primera ley de Newton

(Ley de inercia)

Todo cuerpo material persiste en su estado
de reposo o de movimiento uniforme en linea
recta, a menos que sea obligado a cambiar gste
estado por la aplicacidén de una fuerza externa no
balanceada.

Cabe mencionar que las leyes de Newton son
aplicables a particulas, es decir, a cuerpos tan
diminutos, en comparacion con el ambito en el que se
desarrolla su movimiento (real o potencial), que su
posicion en ¢l cspacic se puede establecer mediante
un punto. Las particulas no tenen estructura, ni
partes “intermas”; son “cuerpoes” quc no pueden rotar,

! En el laboratorio se usan “mesas de aire” para esta
experiencia. El bloque se desliza sobre un colchén de aire
practcamente sin experimentar rozamiento.



solo pueden trasladarse. Un cuerpo se modela como
“particula” cuando en el analisis mecanico no inleresa
conocer la ubicacién exacta de Jos puntos de
aplicacién de las fuerzas que sufre. Mas adclante
hablaremos mas sobre esto. En la teoria fisica se
gencralizan luege las leyes de Newton a cuerpos
extendidos, més complejos.

Empecemos la discusion de la primera ley
hablando de “fuerza externa no balanceada”.

Consideremos un resorte en tension. Cada
cspira del resorte ejerce fuerzas sobre las espiras
vecinas. 5in embargo, estas fuerzas, denominadas
fuerzas internas, no se toman en consideracion en el
analisis del equilibric del resorte como un tedo. En
cambio, las fuerzas en los extremos del resorte,
debidas a cuerpos afenos al mismo, denominadas
fuerzas externas, son las que determinan el equilibrio
del resorte. En general:

(5) Las fuerzas internas de un cuerpo son las
fuerzas que se ejercen cntre si las partes o
elementos que forman el propio cuerpo.

Las fuerzas externas sobre un cuerpo son
las fuerzas que experimenta el cuerpo debidas a

los demas cuerpos en los alrededores.

Un cuerpo considerado como “particula” no
tiene partes y por ello todas las fuerzas que lo solicitan
son necesariamente externas.

Consideremos un cuerpo-particula sometdo a
varias fuerzas Fy, Fy, Fa, ... etc. (Fig. 15). Es un hecho

experimental que el efecto estatico o dindmice de
cualquier subconjunte de tales fuerzas, actuando
simultanearnente, es el mismo que el que produciria
una sola fuerza cuyo valor fuera la suma vedlorial de
todas las fuerzas del subconjunto.

Particula

Fig. 15

Asl por ejemplo, supengamos que la particula
de la Fig. 15 estuviera en equilibrio bajo la accidn de
las 5 fuerzas mostradas; si susttuyéramos digamos las
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fuerzas F), F2 v Fs por una s¢la fuerza igual a la suma
vectorial Fy + F; + Fs, entonces la particula seguiria

estando en equilibrio. Tomaremos esto como un
postulado  (consistente con las  observaciones
experimentales), que recibe ¢l nombre de principio de
SUperposicion:

(6} Principio de superposicicn

de las furrzas.

La accion de dos o mas fuerzas que actian
conjuntamente sobre una particula, es la misma
que la que produciria una séla fuerza igual a la
suma vectorial de las fuerzas conjuntadas.

(7) Llamarcmos fuerza total o fuerza nela
sobre un cuerpo a la suma vectorial de fodas las
fuerzas que lo solicitan,

<Nota. Por el momenlo evitaremos llamarle
"resultante” a la fuerza neta, pues el concepto de
resultante implica otras cosas, como veremos.>

Decimos que las fuerzas Fy, Fy, ..., Fyy sobre un

cuerpo estan balanceadas si su suma vectorial es nula,
es decir, 51 la fuerza total sobre el cuerpo es igual a
cero. Si este es el caso tendremos, de acuerdo con Ja
primera ley, que ¢l cuerpo esti ya sea un movimiento
uniforme o bien en reposo. Vemos pues que la ley de
equilibrio estatico (Cuadro (2)-p5) es una conse-
cucncia directa de la primera ley de Newlon.
Reformulemos la ley de equilibrio en estos términos:

(8) Ley del equilibrio estdtico
Si una particula estd en equilibric bajo la
accién de varias fuerzas Fy, Fy, ..., Fu, entonces

debe ser

Esta se denomina ecuacién de equilibrio de la
particula.

De acuerdo con la primera ley, los cuerpos
oponen una resistencia a cambiar su estado de reposo
o de movimienic uniforme en linea recta (o sea a ser
acelerados), en el sentido de que es necesaria una
influencia externa (una fuerza no balanceada) para
sacarlos de diche estado. Esta propiedad de
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“resistencia a la aceleracion” de los cuerpos se
denomina inercia. Se dice que el estado “natural” de
los cucrpos es ol estado de reposo o de movimiento
uniforme, por lo que sc entiende que los cuerpos
mantendrian tal estado indefinidamente si no hubiera
ninguna causa externa que lo alterara.

La primecra ley de Newton proporciona un
criterio para reconocer cualitativamente la presencia de
una fuerza no balanceada, a saber:

Si se observa que, en un momento dado, una
particula que se venia moviendo en linea recta con
velocidad constante experimenta una variacion en su
rapidez ¢ una desviacién de la linea recta, entonces se
puede concluir que en dicho mnomento entrd en
operacion una fuerza no balanceada sobre la particula.
La fuerza no balanceada es pues la “causa” del cambio
de magnilud v/o direccion de la velocidad, o sea de la
aceleracion que experimenta la particula.

La primera ley de Newton expresa asimismo
que foda aceleracidn es debida a una fuerza. Uno
puede acelerar un cuerpo jaldndolo o empujindolo
mediante otro cuerpo (por ejemplo el resorte usado en
la experiencia de la Fig. 14-p6). Pero hay otras
maneras, que no requieren contacto entre cuerpos: por
ejemplo, simplemente dejamos caer el objeto
iibremente cerca de Ja superficie lerrestre.
Observamos que e! objeto cae con una aceleracion de
9.8 m/s? (aproximadamente). Esta “accleracion de la
gravedad”, que nos es muy familiar, debe ser
motivada por una fuerza, y esta [uerza debe prevenir
de otro cuerpo ajeno al objeto.

Efectivamente, la Tierra es la responsable, y la
fuerza ejercida por la Tierra sobre el objeto se
denomina fuerza gravitatoria, o peso del objeto.

1.3. La segunda ley de Newton

Todos tenemos una necion intuitiva de lo que
es la “masa” de un ruerpo. En nuestras primeras
experiencias con las propiedades de aquello que
entendemos por “masa” quizas no reparamos en el
hecho de que existen dos percepciones distintas del
concepto: una piedra muy ligera que descanse en el
piso es muy facil de levantar, y a la vez es muy facil de
lanzar como proyectil.

Con la accidon de levantar la piedra estamos
venciendo la fuerza gravitatoria que la Tierra ejerce
sobre aquella. Podriamos decir que:

La masa de un cuerpo es la medida de la fuerza de
airaccion gravitatoria que otro cuerpo ejerce sobre él. Esta
es lu “masa gravitatoria” del cuerpo.

Con la accion de lanzar la piedra estamos

venciendo la resistencia que ésta opone contra
cualquier cambio de su velocidad. Ahora podriamos
decir que:

La masa de un cuerpo es la medida de su inercia,
esto s, de la capacidad del cuerpo para resistir cambios de
su velocidad. Esta es la “masa inercial” del cuerpo.

Ahora bien, es un hecho sorprendente que
ambas medidas (“pesantez” e “inercia“) coinciden.
Esto ha sido verificado experimentalmente con una
precision extraordinaria:

Masa gravitatoria = Masa inercial

Semejante igualdad no es accidental; tiene un
significado muy profundo, pero ne nos corresponde
en este curso introductorio ir mas alla de lo que hemos
expuesto.

No habra necesidad, pues, de distinguir entre
masa inercial v masa gravitatoria; ambos conceptos
los fundimos en uno solo: la masa del objeto, a secas.

La segunda ley de Newton rejaciona la masa
cort la fuerza. Hé agui su enunciado original:

(9) Segunda ley de Newlon

La fuerza externa neta que actua sobre un
cuerpo material es directamente proporcional a la
aceleracion del cuerpo, y esta en la misma
direccidn que ésta.

Matematicamente,

Freax a

donde Fren es la fuerza no balanceada y a es la

aceleracion. Evidentemente, el factor de proporcio-
nalidad debe ser constante, y wuna propiedad
exclusivamente del cuerpe considerado. Se le llama a
este factor la nasa inercial del cuerpo {0 simplemente
la “masa”, por lo explicado arrba), y se denota con

“m”. La relacién entre Fpeta y a se escribe entonces:

(10y  Expresion matemdtica de la 2a. ley

Frera=ma

La masa inercial “m” de un cuerpo es una
medida cuantitativa de su inercia puesto que, por (10),
si consideramos dos cuerpos A y B, el segundo con el
doble de masa inercial que el primero, entonces para
producir una misma aceleracion a ambos cuerpos es



necesario aplicar el doble de fuerza al cuerpo con la
doble masa. Este ultimo cuerpo “ticne mas inercia”
que cl primero, se resiste mas a ser acelerado.

La segunda ley introduce dos conceptos
nuevos: el de fuerza y el de masa. Para poder obtener
una medida cuantitativa de cualquiera de estas
cantidades es menester contar previamente con un
método para determinar la otra. Lo que se hace ¢s lo
siguiente:

Se escoge un cuerpo especial, (nico, como el
esldndar universal de masa. A este cuerpo, denominado
el kilogramo patron, se le asigna asi una masa unitaria
cuyo valor se define como un kilogramo (1 kg). El
kilogramo patron es un cilindre compuesta de una
aleacion de 90% de platino y 10% de iridio, que se
conserva en la Oficina Intermacional de Pesas y
Medidas en Sévres, un suburbio de Paris?.

Ya con esta referencia podemos medir fuerzas.
Et procedimiento consistiria en aplicar la fuerza
desconocida al kilogramo patrén, medir la accleracion
que ¢ste adquiere, y calcular la fucrza mediante la
ecuacidn {10). Un modo de hacerio es valiéndonos del
dispositivo de la Fig. 14 de Ja pag, 6.

Colocamos el kilogramo patron sobre una
superficie horizontal lisa {esto es, friccién insigni-
ficante). Sujetamos este cuerpo a un resorte muy
ligero, y jalamos el cuerpo horizontalmente, como
vemos en fa Fig. 16. En este escenario la unica fuerza
no balanceada es la fuerza del resorle (va que si
damos un impulso al cuerpo estando solo, se movera
con velecidad constante a lo largo de ta mesa lisa).

1kg
F
AW —
Superficie lisa

Fig. 16

5i el jalén se controla de modo que la
configuracion del resorte se mantenga invariable,
entonces la fuerza es constante, y la aceteracion es por
lo tanto también constante. La medida de la
aceleracion nos da la medida de la fuerza. Por ejem-
plo, si se observa que el cuerpo adquiere una acelera-

cién de 2 m/ s, entonces la fuerza del resorte es
m
F=ma=1 kg-2—2 =2N
s

donde hemos definido la unidad de fuerza

2g| patron de masa medemo se define de otro modo.

I-9

1kg =i N=1nawton

m
7
Haciendo réplicas del kilogramo-patréon podemos de
esta manera calibrar un resorte para medir fuerzas en
algun rango de valores, construyendo asi un
dinamémetro.

El dinamometro nos permite luego medir
masas. Para ello aplicamos una fuerza conocida,
medimos la aceleracién resultante, y aplicamos la
relacién “m = F / @”. De esta mancra la segunda ley de
Newton y la eleccidn arbitraria del estandar de masa
determinan la unidad de fuerza, y nos facilitan

/

asimismo un metodo operacional®* para medir masas.

Hay otre mélodo mucho mas simple para
medir masas: coloquumos  un  kilogramo-patrdn
suspendido de un dinamometra, ¢! cual hemos
calibrado previamente como va explicamos (Fig. 17).
El peso del kilogramo-patrén es compensado por la
fucrza ascendente del dinamometro, de tal manera
que la lectura del dinamdmetro nos da el valor del
peso, en newtons. Sea "W cste peso.

[P

Fig. 17

Ahora dividimos la fuerza W, delectada por el
dinamometro, por el valor de la aceleracidn de la

gravedad “g" en el lugar donde se realiza la
experiencia, Obtenemos asi la masa

Ambos métodos dan el mismo valor de la masa
gracias a la igualdad de masa gravitatoria y masa
inercial. Tomemos en consideraciébn que en el
“método dindmico” esquematizado en la Fig. 16 el
cuerpo es acclerado por la fuerza del resorte, v la
propiedad material determinante es aqui la masa
inercial del cuerpo. Aqui no entra para nada la fuerza

* Un método operacional para determinar una cantidad es
una serie de instrucciones que deben realizarse en el
laboratorio para obtener la medida cuantitativa.
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de atraccidn gravitatoria Tierra-Cuerpo. De hecho ¢l
experimento podria realizarse en un iugar del espacio
exterior donde Jas {fuerzas gravitatorias fuesen
practicafmnente inexistentes. Por otra parle, en el
“método  estatico” de la Tig. 17 intervicne otra
propiedad de los cuerpos materiales, denominada
niasa gravitatoria, que es la que determina la mtensidad
de la fuerza gravitatoria (o sea el peso del cuerpo).
Aqui la propiedad de inercia no interviene: el cuerpo
no estd siendo acelercrado.

1.4. Fuerza gravitatoria o peso

(11)  Ley de gravitacion universal de Newton.
Esta ley establece que entre fodo par de

particulas, de masas My y m, y scparadas una

distancia “d”, existe una fucrza gravilatoria de

alraccion mutua cuya magnitud es

~ Grmym,

E e

y cuya linea de accion es la recta determinada por
ambas particulas (Fig. 18).

Fig. 18

Esta fuerza se denomina tambien peso.

G es la “constante de gravitacidn universal”,
una de las constantes fundamentales de la naturaleza.
Su valor experimental es aproximadamente

2
N-m
G=6673x 10" ——-
kg

Por métodos del calculo integral se puede
demostrar que la expresion (11) se aplica tal cual al
caso en gue una de las dos particulas es una esfera

e

homogénea (como en la Fig. 19a). “d” es aqui la
distancia desde el centro de la esfera hasta la
particula.

A partir de este resultado se induce que (11)

también da la fuerza de atraccion entre dos esferas

homogéneas, con “d = distancia de centro a centro”
(Fig. 19b).

En virtud del valor tan pequefic de G, se
requiere de métodos muy refinados para lograr medir
la fuerza dJe atraccién cuando las masas implicadas
son del orden de la escala humana.

i

Fig.19

Por ejemplo, si ambas masas valen 1 kg y cstan
separadas 1 m, se atraen con una fuerza

2
. 1 ka1l k
F=g672xi0 i N0 LRI 4G

ka® (1mf
= (.000 000 0CO 066 720 N

bastante fuera del alcance de nuestro “sentido del
peso”. S5in embargo, la fucrza gravitatoria es
perceplible cuando al menos uno de los dos cuerpos
es muy masive. [Esle es el caso de la fuerza
gravitatoria entre la Tierra y los objetos situados en su
superficie (Fig. 20).

Objeto

Fig. 20



El peso del objeto es una fuerza dirigida hacia el
centro de la Tierra (verticalmente hacia abajo en la
localidad terrestre presente).

Pongamos en la férmula (11} les siguientes

valores:
m; = Mt =Masa terrestre = = 5.97 x 10 kg
My = m = masa del objeto (valor paramétrico)

d =R = Radio terrestre = 6,37 x 108 m

Denotando el peso con “W”, la ecuacidn (11) se
convierte en

GM,m GM
W= ; :( ZT)m
R LR

(12)  El pesc de un cuerpo de masa “m” cerca de
la superficie terrestre es

W=mg

donde “g” es la aceleracién de la gravedad o
aceleracién de caida libre. Su valor esta en
términos de la masa y el radio del plancta Tierra:

GMy _6.672x107"".597x10% m
R (637x10°) &

m
Z
S

= 9.8

<Nota. El peso es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia del objeto al centro de la
Tierra. Si el objeto estd a altura “h” sobre la superficie
terrestre, o sea a distancia “R + h” del centro, su pesc
yano es "W =mg" sino

GMrm R YV mg
W:(R-I-—;)zzmg [R+h] = h 3
[HE]

Simplifiquemos esta expresidn, aproximandola para
cuando el objeto estd muy cerca de la superficie
terrestre, 0 sea h << R o bien h/R << 1. Usando el
desarrollo binomial (vélido para x << 1}

n -1
(1+x) =1+nx+¥x2+...zl+nx

0-11

en el que despreciamos potencias cuadraticas y
superiores de “x”, tenemos

A la altura de 32 km (correspondiente a h = 0.005 R), el
pesc del objeto ha disminuido en una fraccion 2h/R »
0.01 = 1%.>

En la tabla que siguc damos los valores de la
aceleracion de la gravedad para algunos cuerpos del
sistema solar. Todos los valores son relativos a los

terrestres.

Cuerpo Masa Radio g
[.una terrestre 0.0123 0.25 0.19
Mercurio 0.05 0.38 0.35
Jupiter 379 11.23 2.58
Sol 332,831.3 109.2 279

En la Tierra, el peso de un cuerpo cuya masa es
1kges

W=mg=1kgx98 -3 = 9.8N
=1

En Jupiter, un cuerpo de masa 1 kg tendria un
peso 2.58 veces mayor que en la Tierra, o sea 2528 N.

Es conveniente definir una unidad de fuerza
que sea precisamente igual al peso del kiogramo-
patron. Se le llama el “kilogramo-fuerza” y se
abrevia “kgf£"”. Por definicion,

1kgf = 98N

Esta unidad es muy comodamente reproducible en el
laboraterio. Alli radica su eminente uso practico en la
téenica y la ingenieria.

Favor de no confundir el kilogramo (unidad de
mmasa), con el kitogramo-fuerza (unidad de fuerza)'. La
masa de un cuerpo es la misma en {odo lugar del
sisterna solar y mas atla. En cambio, 1 kgf ya no vale
9.8 N digamos en la Luna, porque Ja aceleracion de la
gravedad lunar es distinta de la terrestre,

4 Es correcto decir que un cuerpo “pesa” equis kilogramos o
que “pesa” equis newlpns. En el primer caso estamos
refiriéndonos a la masa, en el segundo al peso.
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m=1kq
Superficie terresire W=1 kgf
N

Fig. 21

1.5. La ley de Hooke

Cuando una varilla, que supondremos recta y
homogénea, se somete a lensién, experimenta una
elongacion. 5i se somete a compresion, experimenta
un acertamicnto.

Vanlla en tensidn

Varilla en compresidn

Fig. 22

Decimos que la varilla se comporta eldsticamente si
recupera sus dimensiones originales al ser retirada la
fuerza F.

(13)  Ley de Hooke
En ¢l rango de comportamiento clastico la
elongacién “&” es proporcional a la fuerza “F”

segun Ja relacién

donde:
L = longitud de la varilla
A = area de la seccion fransversal de la varilla
E = moédulo de elasticidad de la varilla.

Ei module de elasticidad “E” (o “médulo de Young™)
es una propiedad que depende de la composicién
guimica de la varilla. En la siguiente tabla se dan
algunos valores tipicos de “E”. Sus unidades en el
sistema internacional son las mismas que las de
presion:

N
— =Pa= pascal
m2

El “gigapascal”, abreviado “GPa”, es 10° Pa.

i\daterial l-\d(’)‘dulo dé elasticida'd
Acero 200 GPa
Aluminio 70 GPa
Bronce 100 GPa
Madcra 11 GPa

Calculemos la elongacion de una varilla

de acero de 1 m de longitud, bajo una carga igual al
peso de una tonelada. El drea transversal de la varilla

es de 500 rm?,
La masa de una tonelada (1000 kg} equivale en

newlons a

W=mg=1000kg x 9.8 — = 9800 N
5

Ponjendo en la férmula (13) los valores
L=1m
A =500 mm? = 500 (10 m)? =
=500 % 104 m? =5 x 1074 w?

L =200 % 10° Pa

obtenemos
sy
AE
- L 9800 ¥
5-107'm?-200-10° —;
™m

=0.000 098 m = 0.1 mm

(14)  Se suele escribir {13) en la forma

F=kd p

donde se define ¢l coeficiente de rigidez de la
varilla como




El acortamiento “®” de una wvarilla bajo
compresién obedece la misma expresién (13) o (14).

1.6. Resortes lineales

Un resorte eldsfico es aquel que después de ser
deformado recupera su forma y dimensiones
criginales al suprimirse la fuerza deformativa. Los
resortes se comportan eldsticamente siempre que su

tensién R no exceda de cierto valor R, denominado el

limite eldstico. S5i la tension sobrepasa este limite, el
resorte queda con cierta deformacién permanente al
liberar la carga. Esta clase de deformacién
irrecuperable se denomina “pldstica”.

5

=
Lad

1
1
1
L
r
¥
]

Elastico Plastico

Fig. 23

Graficando la tension R contra la elongacién &
en un espacio cartestano abstracto de ejes b, R
obtenemos la curva caracteristica del resorte (Fig. 23).

(15)  Ley de Hooke para resortes

Un resorfe lineal es uno elastico cuya
“curva” caracteristica es una recta, esto es, la
tension (o compresién) R es proporcional a la

elongacién (o compresién) &:

R=kd

La constante de proporcionalidad k es la constante
eldstica o rigidez del resorte. El resorte lineal es un
modelo de los resortes reales; muy bueno para
pequenas deformaciones.

Como vemos, la expresién (15) tiene la misma
forma que la (14) considerada en la seccidén
precedente. Una varilla se puede visualizar como si
fuera un resorte muy rigido.

La constante elastica “k” de un resorte
helicoidal depende de varios parametros (Fig. 24):

-- el material de fabricacion.

- el ntunero de espiras.

"_

- la lengitud de paso “p” entre espiras.
- el radio de la espira.

- el radio del alambre.

5i la longitud de pase es pequena en comparacién con
el radio, el resorte se comporta linealmente con muy
buena aproximacién, dentro de su rango elastico.

En este médulo trabajaremos exclusivamente
con resortes lineales, cuya constante elastica se
preporcicnard o podra calcularse a partir de la tensién
y la elongacién.

Fig. 24

1.7. Problemas

1. Se le ordena a un caballo jalar una caja, bastante
pesada por cierto.

G AR S R (PSS

El caballo no habia dormido bien, pues habia
tenido un suefioc muy “reparador”, asi que intenta
zafarse de su cometido esgrimiendo el siguiente
argumento:

“No tiene caso que me ponga a jalar esta caja,
porque si reparamos en la tercera ley de Newton, la
fuerza que yo ejerza sobre la caja sera contrarrestada
por una fuerza igual y opuesta que la susodicha
ejercera scbre mi mero. Y mientras yo jalo para el este
la caja jala pal’oceste y aqui nos quedamos”.

A lo cual respondié el mal amo:
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“Palo este que te daremos sin no jalas esa caja,
50 pena que necesites reparar tu cara”.

Fin de [a historia.

El problema es resolver esta falacia equina.

2. Calcular la aceleracign de la gravedad en el planeta
Marte, que tiene un radio de 3,395 km y una masa de
0.107 veces la masa terrestre.

1
3, La masa de Plutdn es %— de la masa de Ja Tierra,

y su radio es la fraccion 0.23 del radio de la Tierra.
Calcular la aceleracidn de la gravedad plutoniana.
Resp. gp=0.02¢g

4. Un hombre salta verticalmente hacia arriba desde el
suelo con cierta velocidad vy, ¥ alcanza a subir 0.6 m.
;Cuanto subiria en Saturno si saltara con la misma
velocidad? La masa de Satumo es de 95.1 veces la
masa terrestre, y su radio es de 60,000 km.
(Sugerencia. La distancia “d” de subida es inversa-
mente proporcional a la aceleracion de la gravedad.)

5. Exprese la aceleracidn de la gravedad g = GM/R? en
términos del radio R y la densidad de masa p del
planeta. La relacién de densidades de masa entre la
Tierra y Japiter es o1/Q) = 4.231, y la relacién entre sus

radios es Rp/R; = 0.089. Caleular la aceleracion de la

gravedad de Jupiter relativa a la terrestre.
Resp. g; =2.58g

6. ;Cual seria la elongacién de una varilla de aluminio
de longitud 0.5 m, cuya seccion transversal es un
cuadrado de 10 mm de lado, si se le aplicara una
fuerza de tension equivalente al peso de 1000 kg?
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CAPITULO 2

CONCEPTOS BASICOS DE LA ESTATICA

2.1. Equilibrio. Sistema fisico (I)

El estade de inmovilidad o reposo de los
objetos materfales se conoce técnicamente con el
nombre de estado de equilibrio [estdtico]. Constituye
el tema medular de la estatica, una de las grandes
divisiones de la mecanica.

Muchos de los conceptos principales de la
estatica figuran ya en los problemas mas simples de
equilibrio. Los introduciremes e ilustraremos
valiéndonos del conjunto en equilibrio mostrado en la
Fig. 25. Estd formado por un amigo que jala una
cuerda atada a un bloque. El bloque descansa sobre
una tabla, que a su vez presiona un resorte, compri-
miéndolo contra el piso.

Fig. 25

El equilibrio de los cuerpos fisicos se rige por
unas “leyes de equilibrio estatico”, derivables de las
leyes de Newton de la mecanica.

He aqui un enunciado bastante obvio acerca
del equilibric:

Si.un conjunto de cuerpos estd en equilibrio,
entonces cada cuerpo 0 subconjurto de cuerpos del conjunio
dado estd en equilibrio separadamente.

De esta manera, sea que consideremos el conjunto
completo de la Fig. 25, o solamente uno de sus
cuerpos, o cualquier combinacién de ellos, las leyes
del equilibrio se aplicaran per igual a cada una de
tales construcciones. En este contexto aplicativo, el
cuerpo o0 agregado de cuerpos a considerar se
denomina el “sistema fisico”, conforme a la siguiente
definicién general (usada también en otras ramas de
la mecanica):

(16) El sistema ([fisicol es aquel cuerpo o
conjunto de cuerpos estipulado expresamente para
aplicarle ias leyes de la mecdnica. (En particular,
las leyes del equilibrio,)

Cuando los cuerpos a analizar son facilmente
distinguibles y delimitables, como sucede con los de la
Fig. 25, podemos definir el sistema por el método de
enumeracién, esto es, haciendo una lista de los cuerpos
que lo constituirdn®.

Entenderemos por sistema global el formado
por la totalidad de los cuerpos de interés. Para el
conjunto de la Fig. 25 lo escribiremos asi:

Sistema global =
{Amigo, Cuerda, Bloque, Tabla, Resorte}

Hemos dejado el Piso fuera del sistema global.
Este cuerpo es un apoyo fijo del sistema, es decir, un
cuerpo masivo unido firmemente a Tierra (como
también lo serfa una Pared, un Techo, una Mesa fija,
etc.). Los apoyos fjos regularmente no se incluyen en
el sistema; pertenecen a los alrededores del mismo.

Podemos construir otros sistemas tomando
cada cuerpo separadamente, o en combinaciones de
dos a dos, tres a tres, etc. En la Fig. 2 se muestran 2
posibles sistemas mas.

[Amigo,_Cuerda, Blocitie} {Bloque, Tabla, Resorte)

Fig. 26

<Nota. De N cuerpos podemos construir un total de
2M-1 sistemas distintos. Serfan 16 para el sistema

global citado, compuesto de 5 cuerpos.>

* El sistema fisico puede incluir también fragmenlos de
cuerpos. Este caso se discute en la seccién 3.6.




Tales combinaciones de cuerpos se denominan,
para efectos puramente de visualizadon, subsistemas
del sistena global. S5in embargo, no habra distincién
fisica esencial entre sistema y subsistema en cuanto a
sus propiedades de equilibric y leyes aplicables.

{17)  En todo problema de estatica el primer
paso consiste en definir un sistema fisico (o varios,
segun convenga). Este es un requisito
indispensable previo al anilisis de fuerzas y
planteamiento de las ecuaciones de equilibrio.

Segiin la estatica y nuestra experiencia
cotidiana, el equilibrio de los cuerpos es un estado
condicionado por las fuerzas que achian sobre ellos. En
el sisterna global entran en juego diversas fuerzas que
mantienen en equilibrio a cada cuerpo del sistema y
por ende al sistema entero o cualquiera de sus
subsistemas. Las mas de las veces, el analisis del
equilibrio de un sistema comprende el analisis del
equilibrio de algunas de sus partes.

Nuestra primera tarea consistira precisamente
en identificar todas las fuerzas relevantes en el
sistema global, como etapa previa para determinar
numéricamente su estado de equilibrio, asi como el de
sus elementos. Para facilitar en el caso general este
cometido se clasifica a las fuerzas en dos categorias:
fuerzas de accién por campo y fuerzas de accién por
contacto.

2.2, Fuerzas de accién por campo

Estas fuerzas se manifiestan sin necesidad de
cercania ni contacto fisico entre los cuerpos. También
se llaman fuerzas de accién a distancia. En ingenieria
las fuerzas mas comunes de esta categoria son la
fuerza gravitatoria, la eléctrica y la magnética. Menos
familiares son la fuerza nuclear y la fuerza débils.

Como sabemos, todo objeto material terrestre
experimenta la fuerza de atraccion gravitatoria debida
al planeta Tierra. Esta fuerza, denominada el peso del
objeto, es el producto de la masa del objeto y la
aceleracién de caida libre (o aceleracion de la
gravedad), cuyo valor es g = 9.8 m/s?, con una
variacién de méaximo + 0.3% sobre toda la superficie
terrestre.

Para denotar los pesos usaremos convencio-
nalmente la literal basica “W*”. En la Fig. 27 hemos
denotado con W,, W, y W; los pesos de la Tabla, el
Bloque y el Amigo, respectivamente. Supondremos
que la Cuerda y el Resorte son muy ligeros

*Hasta 1a fecha se disiinguen 3 fuerzas fundamentales: la

gravitacional, la electrodébil y la fuerza de color.

(“ingravidos”) y despreciaremos sus pesos.

Fig. 27. Fuerzas de accidén por campo.

En este médulo no trataremos con fuerzas
eléctricas ni magnéticas. Nuestra fuerza de accion por
campo por excelencia sera el peso,

En la estatica invariablemente se excluye a la
Tierra de los sisternas fisicos. No asi en dinamica,
donde es frecuente tomarla como parte del sistema en
los analisis de energia.

Pasemos a la otra categoria de fuerzas.

2.3, Fuerzas de contacto

Las fuerzas de contacto (también conocidas
como fuerzas mecdnicas o macroscpicas), como su
nombre lo indica, son fuerzas que surgen en los
puntos o regiones de contacto o unién entre cuerpos
“distintos”. Ejemplos de esta categoria son las fuerzas
ejercidas por cables y resortes, por presion mutua de
dos cuerpos, por apoyos fijos, por friccidn, etc. Toda
Juerza que no es de accion por campo es de contaclo.

A nivel aldémico no tiene sentido la distincidn
entre fuerzas de acdon por campo y de contacto. De
hecho las fuerzas de contacto se explican, en la escala
atémica, con base en las fuerzas intermoleculares
entre los cuerpos contactantes, las cuales son
predeminantemente eléctricas.

Para descubrir f[as fuerzas de contacto
primeramente hay que detectar todos los puntos de
contacto entre los diversos cuerpos integrantes del
sistema. Hallamos los 6 que se resaltan en la Fig. 28
con drculillos negros (por simplicidad, los pies del
Amigo contaran como un sélo contacto). Rotulemos
los contactos con las letras a, b, ¢, d, e y £.



Amigo—Cuerda —a

Cuerda—Bloque —

Bloque-Tabla b
Tabla-Resorte

Resorte-Pigo Amigo-Piso
Fig. 28. Contactos.

Es en estos contactos que se generan las demds
fuerzas de interés (controlables) que determinan el
equilibrio del sistema y sus elementos.

También los contactos tienen su clasificacién
(Fig. 29):

El contacto en “a” es un contacto con cuerda,
lo mismo que el contacto en “b”.

Los contactos en “c” y “f” son contactos entre
superficies o contactos simples.

Los contactos en “d” y “e” son contactos con
resorte.

Con cuerda

Conresorie

Fig. 29

En el contacto simple los cuerpos solamente se
“tocan”. No estin unidos fisicamente por pegamento,
soldadura, pernos, etc. Dos cuerpos en contacto
simple estan presionados uno contra el otro; oponen
resistencia a compenetrarse, pero ne a ser separados el
uno del otro.

Un poco mas adelante hablaremos también de
contactos internos y externos.

Veamos ahora como son las fuerzas que surgen
en cada tipo de contacto.

2.4. Abrir los contactos con cuerda.

Nuestro plan ahora es abrir los 6 contactos
identificados arriba, conforme a lo explicado en el
cuadro (3)-p5 del capitulo 1.

Cuando un sistema fisico se desmiembra
{(conceptualmente) en sus elementos, con objeto de

—arralizar su estado de "equilibrio, la tercera ley de
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Newton juega un papel importantisimo. Nos permite
entender c6mo las partes del sistema se enlazan entre
si, y como se “transmiten” las fuerzas a través de los
elementos del sistema.

La cuerda de nuestro sistema global estd en
tension simple. Los cuerpos responsables del estado
de tensidn de una cuerda son siempre aquellos que
estdn sujetos a sus extremos, que son los cuerpos que
tiran directamenfe de ella. En nuestro sistema son el
Amigo y el Bloque los que ponen a la Cuerda en
tension.

La Fig. 30 muesira lo que obtenemos al abrir
les contactos con la cuerda en los puntos “a” y “b”. La
tensidn de la cuerda se ha denotado con “T”. Compare
la Fig. 30 con la Fig. 13b de ]a pagina 6.

FUERZA:

a

Cuerds>Amige T

Amigo-» Cuerde T
a
b

Bloque—» Cuerda — - T
Cuerda— Blogue - — T b

Fig. 30

Recuerde que las fuerzas accidn-reaccion de contacto
puntual actlan en un mismo punto. Asf, en el mismo

I

punto “a” (que se considera perteneciente tanto a la
Cuerda como al Amigo} brotan las fuerzas
Cuerda—Amigo y Amigo—sCuerda, que son de
accion—reaccion. Lo andlogo ocurre en “b”.

La descripcién de los efectos de las fuerzas de
tensi6n depende drasticamente del cuerpo o sistemna
considerado, pero por lo demds es bastante intuitiva.
Por una parte, la Cuerda sufre dos fuerzas que la
tensan, imputables al Amigo y al Bloque. Por la otra,
el Amigo y el Bloque son jalados por la Cuerda, el

primere hacia abajo y €l segundo hacia arriba.

2.5. Abrir los contactos con resorte

Los resortes son capaces de soportar estados de
tensién simple, como las cuerdas, pero también
estados de compresién simple. La Fig. 31 muestra
cémo debemos aplicar las fuerzas para poner a un
resorte en tensién o en compresion. Designaremos la
tensién de resortes con la litera] “R” y la compresién
con “C”.



Resorle en tension

c c
-
Resorte en compresion

Fig. 31. (Resortes ingravidos.)

En lo que respecta a las fuerzas que un resorte
estirado ejerce sobre los cuerpos unidos a él,
claramente se comporta del mismo modo que una
cuerda tirante. E} resorte elongado tiende a encogerse
hacia su estado natural indeformado, y con ello a jalar
hacia si los cuerpos en sus extremos’.

En el estado de compresién se “invierten” las
propiedades: el resorte sufre dos fuerzas encontradas
que lo comprimen. Por su tendencia natural a
descomprimirse, el resorte empuja lejos de si a los
cuerpos pacientes (los “repele”, por asi decirlo). Mire
la mancuerna de la Fig. 32, imaginando que es parte
de un conjunto mas amplio en equilibrio. En la parte
inferior de la figura se muestran abiertos los contactos
con el resorte comprimido, y las parejas
accién-reaccidon que brotan en ellos.

Resorie comprimido

S
Fig. 32

El resorte perteneciente a nuestro sistema
global obviamente se halla en compresién. Al abrir los
contactos Resorte-Tabla en “d” y Resorte-Piso en "e”
brotan las 4 fuerzas de compresién “C” mostradas en

la Fig. 33.

7 Una cuerda en tensién tiene cierta elongacién y se
comporta de forma parecida a un resorte. Usualmente la
elongacién de una cuerda es pequena y se puede despreciar.

c d
C
d

a

C
¥
e
Fig. 33

Para completar el andlisis de las fuerzas nos
falta solamente un tipo de fuerzas por considerar: las
que se generan en los contactos de tipo simple.

2.6. Fuerzas en el contacto simple

Del contacto de tipo simple tenemos dos casos
en nuestro sisterna: Bloque-Tabla y Amigo-Piso.

El razonamiento es analogo al empleado con la
Cuerda y el Resorte: al abrir el contacto Bloque-Tabla
en “c”, brota una pareja de fuerzas de magnitud
denctada con “Ny”, que son de accidn-reaccion (Fig.

34a). Es un tipo de fuerza que se denomina normal (en
su acepcién de “perpendicular”). Se suele denotar
genéricamente con ja literal “N”, aunque ocasional-
mente usaremos otras letras como Sy P.

N C
|
N, .
T
Ny
N, .
{f

Fig. 34

En el contacto simple “f” entre el Amigo y el
Piso tiene [ugar otra interaccién normal, denotada con
N (Fig. 34b).

En general, en el contacto simple se genera
ademas de la fuerza “normal” otra fuerza
denominada “friccién” o “rozamiento”. Postergaremos
el estudio de la friccion hasta el capitulo 6. Mientras
tanto, cuando digamos que alguna superficie es lisa
querremos significar que alli se genera puramente



fuerza normal, como en el ejemplo presente.

En cuanto a los efectos de las fuerzas normales,
compruebe que concuerdan con nuestra idea intuitiva:
la Tabla y el Bloque se oponen a su mutua compe-
netracién, oprimiéndose (repeliéndose) mutuamente
con la misma fuerza N;. El Amigo presions al Piso con

fuerza Nj, y el Piso sostiene al Amigo con la misma

fuerza.

2.7. Descomposicion del sistema global

Las fuerzas reurudas en la Fig. 35b son ya todas
tas existentes en el sistema global.

‘Esta figura presenta la descomposicion del
sistema global en sus elementos. Con ello hemos
cumplido nuestro primer objetivo, el de identificar
completamente las fuerzas que mantienen el sistema
global y sus cuerpos en equilibrio. Observe en la Fig.
35b como todos los cuerpos de nuestro sistema global
coexisten en equilibrio.

A continuacién atenderemos el asunto de las
ecuaciones de equilibrio, pero antes introduciremos
unas definiciones clave.

T lws
r

Wol ]
N, :
N1
WQ#I
C
C |

cf "

NN SN SN S KN NN

Fig, 35

2.8. Diagramas de cuerpo libre

Estudie la Fig. 36. Cada cuerpo del sistema se
muestra aislado de los restantes. Ademas, para cada
cuerpo se indican todas las fuerzas que lo solicitan.
Cada uno de los cuadros mostrados se Hama el
diagrama de cuerpo libre del cuerpo respectivo.
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Amigo Cuerda
T
T lwa
T
Ny
Bloque Tabla
T N,
W
Wo l 7] t$ I"_“‘*:I
N, ¢
Resorte
c
C

Fig. 36. Diagramas de cuerpo libre.

(18) El diagrama de cuerpo libre (abreviado
DCL) de un cuerpo es un grafico compuesto de un
bosquejo del cuerpo, abstraido de los demas
cuerpos a su alrededor, junto con la totalidad de
las fuerzas que actdan sobre él.

El DCL de un cuerpo constituye una ayuda
visual enorme para plantear sus ecuaciones de
equilibrio.

2.9. Ecuaciones de equilibrio
La expresién matematica de la ley de equilibrio
es la siguiente, derivable de las leyes de Newton:

(19)  Es condicién necesaria para que un cuerpo
{0 en general, sistema fisico) esté en equilibrio que
la suma vectorial de todas las fuerzas que actiien
sobre ¢l sea igual a cero:

N
ZFi =0

i=1

donde Fy, Fy, ..., Fyy son las fuerzas existentes sobre el

cuerpo {sistema) considerado. La condicién no es
suficiente, pues también seria aplicable al caso en que
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el cuerpo se moviera con velocidad constante.

<Nota. Esta condicién de equilibrio es valida para
cuerpos-particulas. Para cuerpos extendidos habria
que agregar otra condicidn, acerca de los “momentos”
de las fuerzas, como veremos en el Médulo II1.>

Ahora bien, en vista de que las fuerzas sobre el
sistema global y sus subsistemas son todas verticales,
podemos simplificar Ja ecuacién de equilibrio a

2Fi=0

que se entiende como sigue:

La suma de las componentes verticales
de todas las fuerzas es igual a cero.

Aplicando esta condicién a la Cuerda y el
Resorte obtenemos las relaciones T-T=0y C-C=0,
grandes verdades, pero inservibles. Por esta razdn, en
lo sucesivo ne plantearemos las ecuaciones para cuerpos en
tensidn o compresion simples, como cuerdas, resortes,
varillas, ete.

En cuanto a los demdas cuerpos tenemos,
suponiendo un eje hacia arriba:

Amigo:
T l“‘g
Np-T-W3=0
)
Bloque: .
v m%
N] +T - Wz =0 N,
Tabla: "
s
C - N] - W1 - O <

En estas 3 ecuaciones aparecen 7 cantidades
que son Ns, T, Wy, Nj, Ws, Cy Wy, Como el ntimero
de incégnitas debe ser igual al numero de ecuaciones
disponibles mds el niimero de datos, se necesitan
7 — 3 = 4 datos consistentes para poder conocer todas
las fuerzas.

En problemnas no tan complejos como el
presente es facil discernir fisicamente si es que se
tienen datos suficientes para determinar la solucion.

Analicemos  intuitivamente ¢! problema,
empezando de la sifuacién mostrada en la Fig. 37, en
que el Amigo todavia no usa la Cuerda. Los datos mas
naturales que se antoja dar son los pesos de ta Tabla,

el Bloque y el Amigo, digamaos_ 40,100 y 700,

respectivamente (en newtons}), Quedan como
incdgnitas C, Ny y Na.

Fig. 37

Viendo que e] Resorte sostiene por si solo al
conjunto “Tabia + Bloque”, se deduce que su compre-
sidn es igual al peso de este conjunto, o sea
C=40+100=140,

Por otra parte, la Tabla sostiene al Bloque, por
lo que la normal Nj es igual al peso del Bloque, o sea

N; = 100. Finalmente, el Piso soporta el peso del
Amigo mediante la fuerza normal Ny, por lo que
Ny = 700. Estos valores puede obtenerlos también

directamente de las ecuaciones anteriores poniendo
T =0, entrada equivalente a eliminar la Cuerda,

Como ve, esta situacién se pudo resolver con
los 3 datos propuestos. Se sospecha que cuando el
Amigo ata ¥ jala la Cuerda sera necesaric otro dato
mis para precisar el problema. El dato adicional
puede ser la fuerza con que se tira de la Cuerda {esto
es, la tension T) o bien la compresion C del Resorte, o
bien la fuerza normal Nj.

Volviendo a la situacién original y basandonos
en el razonamiento anterior, propongamos cuatro
datos como sigue:

W] = 40, Wz = 100, W3 = 700

juntocon T=30

Usando las ecuaciones de equilibro
calculamos

Amigo: Np-T-W;3=0
= N, =30 + 700 = 730
Blogue: Ny+T-W;=0
= Nj=-30+100=70
Tabla: C-N;j-W;=0

= C=70+40=110



Compare estos valores con los
correspondientes a la Fig. 37, o0 sean C = 140, N; = 100

y N, = 700. Al jalar el Amigo la Cuerda con una fuerza

de 30, la carga del Resorte (su compresion C) se
aligera desde 140 hasta 110; también disminuye la
fuerza de contacto Ny entre la Tabla y el Bloque,

pasando de 100 a 70. En cambio, la accién de jalar la
Cuerda produce mayor presién del Amigo sobre el
Piso: el valor de N, pasa de 700 a 730. Es instructive

qué compare ambas situaciones, sin cuerda y con ella,
y que intuya fisicamente como se diferencian los
valores de las fuerzas en una y otra.

5i el Amigo jala con la fuerza justamente
suficiente para levantar el Bloque, o sea si aplica
T =100 (igual al peso del Blogque), se anula la fuerza
Bloque-Tabla (Ny = 0); por otra parte la compresién

del resorte se iguala con el peso de la Tabla (C=40) y
la presion del Amigo sobre el Piso se vuelve la
maxima, Ny = 800 (Esta es reciprocamente la fuerza

que siente el Amigo en sus pies).

Hemos analizade asi completamente el
equilibro de! sistema global propuesto. Hemos
presentado un buen namero de conceptos e ideas
importantes. La mayoria de estas nociones figuran sin
modificaciones esenciales en problemas de equilibrio
mas complejos, concernientes a cuerpos “extendidos”,
cuyas dimensiones geométricas deben tomarse en
consideracién (en la “estatica de cuerpos rigidos”).

Cabe hacer una recomendacion.

Una parte importante de su educacion en el
tema de la estdtica consiste en conseguirse cierta
"Intuicion estatica”, esto es, una percepcion natural de
lo que es el equilibrio y las fuerzas detrds del mismo,
la cual no exija demasiados razonamientos. Igualmente
importantie es desterrar ideas preconcebidas falsas.

Ahora aprovecharemos el problema de estatica
que hemos venido estudiando para introducir otros
conceptos basicos, encaminados a facilitar aun mas el
analisis del equilibrio.

2.10. Diagramas de cuerpo libre de
sistemas compuestos.

Todo sistema fisico, por complejo que sea,
posee su diagrama de cuerpo libre. En la seccién
precedente hemos resuelto el problema utilizando los
DCL’s de cada cuerpo individual del sistema global.
Pero también podriamos haberlo resuelto empleando
DCL’s correspondientes a parejas o ternas de cuerpos.
En esta seccién explicaremos como obtener esta clase
de DCL’s, ilustrando el método para el sistema

——{Amigo, Cuerda, Bleque}, uno de los subsistemas del
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sistema global.

Fig. 38

El DCL de un sistema compuesto se¢ puede
visualizar como la “superposicion vectorial” de los
DCL’'s de sus cuerpos constifuyentes. Integremos en
una sola figura los DCL’s de los tres cuerpos que
forman nuestro subsistema (mire la Fig. 38a),
incluyendo las tres fuerzas existentes sobre el Bloque,
las dos sobre la Cuerda, y las tres sobre el Amigo.

Al sumar vectorialmente las ocho fuerzas que
aparecen en la Fig. 38a, habrd unas cancelaciones
triviales: las fuerzas de accidn-reaccién en los
contactos Amigo—Cuerda y Bloque—Cuerda (fuerzas
tachadas con signos “f/” en esa figuia) se cancelan.
Por consiguiente, desde el principio no es necesario
tomarlas en cuenta. El DCL del subsistema se
simplifica al de la Fig. 38b.

Llegamos asi a wuna regla sumamente
importante:

(20) Al hacer el diagrama de cuerpo libre de un
sistema compuestb por varios cuerpos, excluya
las parejas de fuerzas accién-reaccién que surgen
en los contactos entre cuerpos pertenecientes al
sistema.

A manera de comprobacién, la ecuacién de
equilibrio del subsistema es, del DCL de la Fig. 38b,

Np+ Nz -W;,-W3=0
0 sea

70+730-100-700=0 V'

Hay una manera alternativa de expresar la idea
principal de esta seccién. La explicaremos seguida-

mente, con ayuda de unos cuantos términos técnicos
ms.
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2.11. Fuerzas internas y externas

Para cualquier sistema o subsistema
llamaremos los contactos internos del sistema a
aquellos'que tienen lugar entre los propios cuerpos que
lo componen. Los contactos externos seran los que los
cuerpos constituyentes del sistema hacen con los
cuerpos ajertes al mismo. Ejemplos: en las Figs. 39 y 40
estdn marcados los contactos internos y externos del
sistema global [Amigo, Cuerda, Bloque, Tabla,
Resorte] y del subsistema {Amigo, Cuerda, Bloque).

extamo axarno

Sistema global

Fig. 39

Subsistema {Amigo, Cuerda, Bloque}
Fig. 40

Para el sistema global los contactos externos
ocurren con el Piso, unico cuerpo fuera del sistema.
Para el subsistema, el contacto Bloque-Tabla es
externo, puesto que la Tabla quedd, por construccidn,
fuera del subsistema.

Las fuerzas accién-reaccidn que surgen en los
contactos intemos de un sistema son las fuerzas
internas del sistema. Por otra parte, las fuerzas
externas sobre el sistema son las que experimentan
sus cuerpos integrantes, como consecuencia de los
cuerpos ajenos (o externos) al sistema.

En todo sistema existen dos clases de fuerzas
externas: los pesos, debidos a la Tierra (supuesta-
mente excluida del sistema), y las fuerzas de contacto
que aparecen en los contactes externos del sistema.

En el sistema global las fuerzas internas son
por lo tanto las interaccones

Resorte «» Tabla Tabla < Bloque

Bloque «» Cuerda  Cuerda <> Amigo

y las fuerzas externas son las fuerzas debidas a la
Tierra y al Piso:

Tierra— Tabla  Tierra — Bloque

Tierra— Amigo  Piso — Resorte
Piso — Amigo

Hemos dicho con anterioridad que las fuerzas
internas surgen siempre por parejas accién-reaccién,
cuya suma vectorial es nula, por 1o que no se incluyen
en el DCL de un sistema. Esta regla, dada en el cuadro
{20) en la pagina anterior, puede enunciarse alterna-
tivamente ast:

(21) El DCL de wun sistema contiene
exclusivamente las fuerzas externas sobre el
sistema.

El concepto de fuerzas internas es aplicable a
sistemas que consten de dos o mds cuerpos. En el caso
de un elemento individual no cabe usar el concepto de
fuerzas internas® -todas las fuerzas sobre &l son
externas.

Notemos ademds que el cardcter inferno o externo
de una fuerza es relativo al sistema constderado. Una
misma fuerza puede ser interna de un sistema y externa de
otro.

€ Podriamos ver las fuerzas intermoleculares de un cuerpo
como “fuerzas internas”. Sin embargo, en la acepddn usada
aqui, las fuerzas internas son las que existen entre los
cuerpos macroscopicos, identificables y delimitables que
forman un sistema compuesto.




Para calcular la compresion del resorte, C,

consideremos el sistema {Tabla, Bloque} y usemos los
mismos datos que antes: Wy =40, W, =100, W3 =700 y
T =30.

Para hacer el DCL de este sistema
primeramente identificamos sus contactos externgs.
Son los que vemos en la Fig. 4la. Olvidémonos del
contacto interno Tabla-Bloque; allf no debemos lrazar
Sfuerzas en el DCL.

Las fuerzas exiernas son los pesos Wy =40y

W, =100, y las que ejercen la cuerda y el resorte sobre

el bloque y la tabla, respectivamente, que son la
tensiéon T =230y la compresién C a determinar. E1 DCL
queda como en la Fig. 41b.

irterno & externo

™~ externo

Fig. 41
De la ecuacién de equilibrio,
C+30-100-40=0

obtenemos C =110, como antes.

En la Fig. 42a estd el DCL del sistema

global. Los cuerpos externos del sistema global son la
Tierra y el PPiso. De hecho podemos considerar a estos
dos ultimos ‘cuerpos come si fuesen uno solo, cuyas
interacciones con el sistema global serian las que
vemos en la Fig. 42b.

R S N N N S NN

t 11

Wy W, Wi

Fig. 42
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He aqui la procedencia de cada fuerza de la Fig. 42b:
C es la fuerza Resorte — Piso

N, es la fuerza Amigo — Piso

Wi, Wy, W3 son las fuerzas con que la Tabla,

el Bloque y el Amigo atraen a la Tierra
(0 sean las reacciones de sus respectivos

pesos).
Se verifica también la cancelacidn de fuerzas,
como se muestra a continuacién:

W] +W2+W3-C—N2=

= 40+100+700-110-730=0

En la Fig. 43 se muestra el DCL del

sistemna [Cuerda, Blogue, Tabla, Resortel.

Fig. 43

Este sisterna tHene solamente dos contactos externos,
arriba con el Amigo y abajo con el Piso. La ecuacién
de equilibrio es

C+T-W;-W;=0
En numeros,

110+30-40-100=0 v
2.12. Problemas

1. Defina los siguientes términos:

(a) Sistema fisico.

(b)  Diagrama de cuerpo libre.

(c) Contactos intermos y externos.
(d) Fuerzas internas y externas.

2. Mencione las clases de fuerzas de accién por campo
y de contacto que conozca.
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3. ;Qué es "abrir un contacto” entre dos cuerpos y qué
“ocurre” al hacerlo?

4. Una caja pende de una soga como se muestra en la
figura a la izquierda. A la derecha se ha descompuesto
el conjunto en sus tres elementos: Techo, Soga y Caja.
Trace alli las 4 fuerzas de valor T que aparecen entre
los mismos. ;Cuales son los cuerpos que ponen en
tension la soga? jCuales parejas de fuerzas son
accidn-reaccion?

.Y b
al
4

.y

1]%

I=]

1=

5. Una varilla recta y rigida es capaz de soportar
estados de tensidn y de compresion. Haga sendas
figuras que muestren la varilla en cada estado.
Llamele V a la tensidn y K a la compresidn.

6. Un bloque de peso W descansa sobre una mesa.
Abrir el contacto Bloque-Mesa en “a” y trazar la
fuerza de contacto sobre cada cuerpo. ;Cémo se llama
este tipo de fuerza?

Completar el DCL del blogque y aplicarle la ecuacion

de equilibrio.

7. Un nino quiere izar un veliz que pesa 200 newton.
Si le aplica una fuerza de 50 newton, ;cuanto vale la
fuerza normal que el nifo siente en sus pies? (Haga el
DCL del nifio.}

8. El hombre, que pesa 600 newton, trata de levantar
(infructucsamente) una mesa fija al piso, con el fin de
aliviar una comezén en el pie. La fuerza que aplica a
la mesa vale 120 newton. ;Cudnto vale la fuerza
normal hombre <> piso antes de aplicar dicha fuerza y
después de aplicarla? Explique con ayuda del DCL del
hombre y de las ecuaciones de eguilibrio. Haga el
experimento.

Hombre-Piso

Ahora el hombre presiona sobre la mesa hacia abajo
con sus manos, con una fuerza de 80 newtorn, con ¢l
fin de aliviar el dolor en un callo. Analizar este caso.

O et R o TP TR WA =
Resp. 600 N, 720 N; 520 N.

9. Descomponer el sistema en sus elementos
mostrando todas las interacciones, a la manera de la
Fig. 35 de la péagina II-19. Las fuerzas conocidas son,
en newtons: el peso del muchacho, 580, la tension de
la cuerda, 60, y la fuerza normal bloque < piso, 140.
Calcular la fuerza normal muchache < piso y el peso
del bloque.

Resp. 640 N, 200 N.

10. Malu Mora sube a la bascula con un bastén de
peso despreciable. Digamos que Mald atrae a la Tierra
con 800 newtons, y que el plate de la bascula no pesa
nada. ;Cual es la lectura de la bascula si Mald
presiona el baston contra el plato con una fuerza de 50
newtons?

Sugerencia. Haga el DCL de los sistemas {Mald] y
{Plato, Resorte}.

Resp. 800 N.



11. En la figura se muestra un sistema en reposo,
compuesto por los 5 elementos denominados.

(a) Defina el sistema global.

{b) ;Cuantos contactos de tipo simple hay y cudles
son? Considere los contactos con la varilla como de
tipo simple, y cuente ambos pies de Alan como un
sdlo contacto.

(c) Defina 4 subsistemas del sistema global.

= <——— Alan Tiglita

Varilla
Rigida

e

&
NN NN N \\ N NN
Caja

(d) El sistema se ha descompuestc en elementos

individuales y se han marcado todos los contactos con
a, b, ..., £ Trace las fuerzas que aparecen en cada unc
de ellos, asignandoles simbolos matematicos
apropiados. Suponga que la varilla y la cuerda son de
masa insignificante.

e
a
c H
f
f

'g-._

{e) ;Cudntas simbolos de fuerzas distintos intervienen
en total? Déle valores a un niunero suficiente de
fuerzas y calcule las restantes de las ecuaciones de
equilibrio de los sistemas {Alan}, {Caja} y {Bloque).

(f) Considere los dos subsistemas mostrados a
continuacion.

— -—{Varilla, Alin, Caja} — —{Caja,; Cuerda, Blogque)
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Para cada sistema senale los puntos donde hay
contacto interno o contacto externo. Trace el DCL de
cada subsistema.

12. En el conjunto en equilibric mostrado en la figura
abajo se distinguen dos bloques, A y B, dos resortes,
R1y R2, y una cuerda, C, apoyados en el techo T y el
piso P.

.L_.L.A.._\\T NN N

- NSNS N NN NN ~

El resorte R1 estd comprimido y el R2 estirado.
Descomponer el sistema global {A, B, C, R1, R2} en
sus elementos y trazar todas las fuerzas existentes. (La
tensién de la cuerda C es menor que el peso del
bloque A).

13. Manuel Patifio jala una cuerda atada al techo. En
su manc izquierda sostiene un resorte en cuyo
extremo pende una bola. Con su piemna derecha,
Manuel sostiene un bloque por medio de una cuerda.

L N Y N W N N, W N, . .

NN NNV ENNNTN AR
Haga el diagrama de cuerpo libre de los sistemas

{Manuel, Cuerda inferior, Bloque}
{Manuel, Resorte, Bola)
{Manuel}

Para cada sistema marque los contactos internos y
externos. ;Estd determinadas todas las fuerzas si se
proporcionan los pesos de Manuel, ¢l bloque y la
bola?
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14. En la figura se muestra un sistema compuesto por
un resorte comprimido “R” y tres bloques “B1”, "B2”
y “B3” puestos uno encima del otro. Haga la
descomposicién del sistema global. ;Cuantas fuerzas
intervienen? Proporcione un numero suficiente de
datos y calcule las fuerzas desconocidas. Supenga que
el resorte esta elongado.

Techo

Bl
B2
B3

NN ~ RN
Piso

(Cuanto debe valer la tensién del resorte para que se
anule la fuerza de contacto entre los bloques B1 y B2?

15. Pancho se sostiene de dos cables jalandolos con
sendas fuerzas de 100 newtons. Estd parado sobre una
plataforma de S0 newtons de peso, la cual descansa
sobre un muelle sujeto a un bail de 400 newtons de
pesa. El peso de Pancho es de 600 newtons.

Intente deducir mentalmente los valores de las
siguientes fuerzas:
—La fuerza de contacto entre Pancho y la Plataforma.
- La compresidn del resorte.
- La fuerza de contacto Ball - Piso.

Techo v v v v vy s

Piso

Resp. 400; 450; 850.
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CAPITULO 3

MODELOS BASICOS DE LA ESTATICA.
SISTEMAS DE POLEAS

3.1. Modelos basicos

El modelo primario de la estdtica consiste en
despreciar el efecto deformativo de las fuerzas. Los
cuerpos se suponen rigidos, sean cuales sean las
fuerzas que soporten (salvo por unos colados obvios
que son las cuerdas flexibles, los resortes, los fluidos,
efc.).

En el disefio de un sisterna estatico, el analisis
del equilibrio debe complementarse con el de las
deformaciones y esfuerzos en los materiales usados.
Pero el tema de las deformaciones pertenece a otras
disciplinas como la mecanica de sélidos, la resistencia
de materiales, las teorias de elasticidad y plasticidad,
etc.

Otro modelo muy util es el de fuerza
localizada. Esta es aquella fuerza cuya accién recae en
un “punto” (una regién muy pequena) denominado el
punto de aplicacion de la fuerza. Una fuerza
localizada se representa matematicamente por un
vector con las siguientes propiedades:

- Magnitud
— Direccion
— Punto de aplicacion

La fuerza se representa analiticamente ya sea
por magnitud y direccién “F = (F £ 8)”, o bien por
componentes “F = (Fy, Fy}". Para el punto de aplica-
cién “P” se dan sus coordenadas “P(xp, yp)” 0 equiva-
lentemente su vector de posicién rp = {Xp, Yp).

El 'punto de aplicaciéon y Ila direccién
determinan una recta denominada la lfnea de accidn
de la fuerza (Fig. 44).

Direcclan de F

Purto da apicacidn . L -

Linea de accidn oe F

\H-"‘b‘
-
-

Fig. 44. Fuerza localizada “F”

Ejemplos tipicos de fuerzas localizadas son:

— Las debidas a cuerdas y resortes, siempre que
sus dreas de sujecidén o atadura (drea de su seccion
transversal) sean pequenas.

- Las fuerzas de reaccidn que se generan en
apoyos modelados como de punto, como p. ¢j. la
reaccién en un apoyo de articulacién o redillo, o en un
contacto simple muy reducido.

Las fuerzas localizadas se emplean a menudo
tanbién para representar otro tipe de fuerzas
llamadas distribuciones continuas de fuerza, a través
del concepto de fuerza equivalente (o resultante),
como explicaremos en los pdrrafos siguientes.

3.2, Distribuciones continuas de fuerza

Es evidente que algunas de las fuerzas que
hemos manejado anteriormente ne son fuerzas
localizadas. Pensemos en la fuerza gravitacional de la
Tierra sobre un cuerpo.

Fig. 45

Esta fuerza ejerce su accidn en todos los puntos del
cuerpo, cada una de cuyas moléculas experimenta su
respectivo peso. En la Fig. 45 se esquematiza el
conjunto de los pesos de las moléculas de un bloque.

El peso es una distribucién voldmica continua
de fuerzas. No posee un “punto” de aplicacién, sino
una regién de aplicacién tridimensional, que es la
regién espacial ocupada por el cuerpo. Hay otros dos
tipos de distribuciones continuas de fuerza, que se
denominan distribucion lineal, o superficial, segiin que
su region de aplicacién se represente matematica-
mente por una curva o una superficie.

La distribucién lineal se aplica sobre todo a los
cuerpos filiformes como cuerdas, hilos, alambres,
cadenas, barras delgadas, etc. Es una fuerza que actia
conbinuamente a lo largo del cuerpo-filamento.
Ejemplos de este tipo son:
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¢ La fuerza magnética que experimenta un hilo
conductor de corriente eléctrica en el seno de un
campo magnético.

¢« Lafuerza de una pila de sacos de arena sobre una

viga delgada (Fig. 46a)}.
o La fuerza gravitatoria que ejerce la Tierra sobre
un cabie colgante (Fig. 46b).

La distribucién superficial de fuerzas actia,
como se adivina, a través de una regidén superficial del
cuerpo (generalmente la superficie exterior). Tipica-
mente se trata de fuerzas de presién, como en los dos
ejemplos siguientes.

i
e
e S A

Fig. 47. Fuerza de presion del viento
contra un anuncio rectangular.

Fig. 48, Fuerza de presion hidrostatica
sobre un cuerpo sumergido en un liquido.

Una especie de distribucién superficial muy
comun es la que surge en el confacto simple
extendido, como por ejemplo el de un bloque que
descansa sobre una mesa o piso (Véase la Fig. 49). Es
la fuerza que ya conocemos con el nombre de
“normal”. La base entera del bloque estd sometida a
esta fuerza.

VR AT T e P Sl

ey = ‘Pz

<F e g
<
M .
-

Fig. 49. Fuerza normal de contacto N.

La distribucion de fuerza normal en este caso
es muy simple: cada milimetro cuadrado (digamos)
del bloque capta la misma fuerza de soporte, es decir,
la distribucidn es wumiforme. Las distribuciones
superficiales se describen matematicamente por una
densidad de fuerza que tiene unidades de fuerza entre
area. Para el bloque presente, supongamos que pese
100 newton y que su base sea un cuadrado de 100

mm de lado {(drea 10,000 mm?). Entonces la densidad de

fuerza normal, expresada en newtons por milimetro
cuadrado, seria

N
100 — 0.01 N

10000 mm? om?

Podemos imaginar esta distribucion continua comoe
un conjunto de 10,000 fuercillas o “fuerzas
elementales”, cada una de 0.01 newton, repartidas
uniformemente sobre la base.

R e B | EET————Tr)

E[mm( s
[}
LI E

. s

V 100 N
10 000 fuercillas
da 0.01 newtan ciu

Fig. 50

En  este médulo  manejaremos  las
distribuciones de fuerza a través del concepto de
resultante o equivalente. Ta idea de equivalente es
simple: se sustituye el conjunto numeroso de fuerzas
elementales por wna unica fuerza localizada,
denominada la resultante o eguivelente de la
distribucién, cuyo efecto es el mismo que el que
produce la distribucién dada.

En el caso del bleque de la Fig. 50, se intuye
que la distribucién de fuerzas normales elementales
Hene por resultante o equivalente una fuerza de 100 N,
que actia en el centro de la base. De hecho es la
equivalente la que hemos venido manejando en los
DCL’s de cuerpos en contacto simple. En la seccidn
siguiente daremos una definicién formal de esta
importante y atil nocidn.



3.3. Fuerza resultante o equivalente.

Toda distribucion continua de fuerza, sea
lineal, superficial o volimica, se puede sustituir por
una sdla fuerza localizada®, denominada la fuerza
resultante o eguivalente de la distribucién dada, sin que
se perturbe el estado de equilibrio.

El valor de la fuerza equivalente o resultante
de una distribucién (discreta o continua) de fuerzas es
igual a Ja fuerza total de la distribucion, es decir, a la
suma vectorial de las fuerzas elementales que
componen la distribucion. La equivalente posee un
punto de aplicacidn bien definido, cuya ubicacion
puede calcularse imponiendo la condicion de que la
fuerza equivalente “produzca el mismo efecto
estatico” (no altere las ecuaciones de equilibrio) que la
distribucién de fuerzas dada. No daremos en este
médulo el método para calcular el punto de aplicacién
de la equivalente.

Un caso muy frecuente de aplicacién de este
concepto consiste en trazar el peso de un cbjeto como
una fuerza localizada en el “centro de gravedad” del
objeto. El peso es una distribucién continua de fuerzas
cuya equivalente hemos denctado antes con la letra
basica “W” (Fig. 51).

Centro de gravedad

Pesos elementalas
Fig. 51

3.4. Principio de Arquimedes

Usaremos este familiar principio para ilustrar
la gran simplicidad que nos ofrece el concepto de
equivalente en relacién con el trazado de los DCL's.

El principic de Arquimedes establece que:

Todo cuerpo sumergido lotal o parcialmente en un
liguido experimenta wuna fuerza ascencional llamada
empuje, cuyo valor es igual al peso del liguido desplazado
por el cuerpo.

Este prindpio se refiere de hecho a una fuerza
equivalente. Lo explicaremos resolviendo el problema
iflustrado en la Fig. 52. Se trata de un “papoide”

homogéneo de masa 3 kg y volumen 109 m? {igual al

* En general junto con un “par”, como se ve en la esttica del
cuerpo rigido.
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volumen de un cubo de 100 mm de lado o sea un litro),
sumergido enteramente en agua y suspendido de un
resorte {en funciones de “dinamémetro” o medidor de
fuerzas).

Se desea calcular el “peso aparente” del
cuerpo, esto es, la fuerza que marca el dinamometro
(misma cosa que la tensidn del resorte}.

{Cuerpo sumergido)
Tierra W
Resorte R
Liquido E

Fig. 52

Observe el recuadro junto a la Fig. 52. En la
parte superior estd el nombre del sistema considerado,
esto es, el “cuerpo sumergido”. Debajo se relacionan
los cuerpos que ejercen fuerzas sobre el sistema, junto
con los simbolos adoptados para dichas fuerzas.
Vemos alli que el cuerpo sumergido sufre fuerzas
debidas a la Tierra (el peso W) y a los cuerpos que
estan en contacto con él, que son el Resorte {tensién R)
y el Liquido (empuje E). El simbolo E denota la fuerza
equivalente de la distribucién superficial de fuerzas
debida al Liquido, que no es ofra cosa que la presion
hidrostatica que oprime al cuerpo por todos lades. La
presién aumenta con la profundidad y es en todas
partes localmente perpendicular a la superficie del
cuerpo, como se indica en la Fig. 53.

Centroide

Fig. 53
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Las componentes horizontales de las fuerzas
de.presion elementales se anulan, y las verticales dan
como resultado una fuerza E hacia arriba, que actia
en el “céntroide” del cuerpo (centro de gravedad de
un cuerpe homegéneo en un campo gravitatorio
uniforme). Ahora podemos hacer un DCL muy simple
del cuerpo sumergido: es el que vemos en la Fig. 54.

Fig. 54

La ecuacién de equilibric es

R+E-W=0
de donde
R=W-E

Como vemos, la fuerza R que marca el resorte es
menor que el peso W. Calculemos el valor numérico.
El peso del cuerpo es

W=3kgx98m/s?=294N

Por otra parte, la densidad del agua es
kg L
p= 1000?, por lo que el peso del liquido desalo~
jado es
Wd=mg=pVg=IOOO—3-x10 m><9.8—2
. m s

=98N=E

(Se usd aqui farelacionm =p V),

Por lo tanto,
R=W-E=294N-98N=19.6N

3.5. El modelo de “particula”

En la dinamica se entiende por parficula un
cuerpo cuyas dimensiones geométricas son tan
pequefas, en comparacidn con la regién espacial en

que se desarrolla su movimiento, que la posiddén
espacial del cuerpo-particula corresponde prictica-
mente a tan s6lo un punto del espacio. Asi por
ejemplo, un barco puede considerarse una particula
cuando e} objetivo es describir su curso de navegacidén
en alta mar. Obviamente no cabria hacerlo asi cuando
lo que se desea es describir sus maniobras cerca de un
muelle.

En la estitica, en cambio, decimos que
tratamos a un cuerpo como particula cuando
reunimos en un sélo punto todas las fuerzas que lo
solicitan. Al hacerlo asi estamos renunciando a
obtener cualquier informacion relacionada con los
puntos de aplicacién de las fuerzas implicadas, para lo
cual de todas formas seria menester aplicar los
principios mas generales de la estitica del cuerpo
rigido. Tipicamente el cuerpo—particula es diminuto,
de suerte que el hecho de manejar las fuerzas como si
concurriesen en un punto no afecta apreciablemente
sus valores.

Sin embargo, dado que la mayoria de las veces
es preciso conocer dichos puntos de aplicacion para
poder calcular las fuerzas desconocidas y, de mayor
importancia, para comprender cabaimente el
comportamiento fisico del sistema, la estdtica de
particulas aborda unos tipos de problemas de
equilibrio muy particulares y restringidos, de los
cuales e] presente mddulo proporciona una muestra
representativa.

En el DCL de un cuerpo tomado como
particula, el cuerpo puede representarse por un
punto, lo cual ayuda a simplificar el DCL y a calcular
las componentes de las fuerzas. Ejemplo de ello es el
collarin en equilibrio dibujado en la Fig. 55, cuyo DCL
es la Fig. 56.

guia recta fija

] 20l ¥ collarin

Fig. 55



{Collarin)
Tierra W
Cuerda T
Resorte R
Guia recta N
Fig. 56

En todos los diagramas de cuerpo libre de
blogques que hemos presentado podriamos haber
representado a los bloques por puntos, como se ilustra
en la Fig. 57.

.|

o

¥

w,l "
Ny

Fig. 57

En todos ellos hemos podido tratarlos como
particulas puesto que sus dimensiones geométricas no
entran en el calculo de las fuerzas.

En muchos casos la ubicadén de los puntos de
aplicacion es un factor determinante. Estos casos se
tratan en la estatica del cuerpo rigido. No obstante,
convendrd dar aqui un ejemplo de los problemas
implicados. Eche un vistazo a la Fig, 58a,

40

anv N

TS

60

100
Fig. 58

Un bloque que pesa 100 newton se jala por una orilla
hacia arriba mediante una cuerda a la que se aplica
una tensidn de 40 newton. En el DCL de la Fig. 58a
usamos dos fuerzas equivalentes: una es el peso de

-3t

100 newton, aplicado en el centroide del bloque; la
otra es la fuerza normal de 60 newton, cuyo punto
de aplicacion ya no es el centro de la base, sino que
esta desplazado hacia la derecha como se ve.
Suponiendo que el lado horizontal frontal del bloque
mide 240 mm, resulta que la normal actda a 80 mm de la
linea central vertical (se verifica la relacién 40 x 120 =
60 x 80). 5i la tensién se aumenta a 50, Ja normal se
concentra en la orilla derecha. 5i se sigue aumentando
ta tensidn, el blogue empieza a deslizar o rotar sobre
esta orilla. [ste analisis corresponde a la estatica del
cuerpo rigido.

Con los métodos de la estatica de particulas,
hariamos un diagrama como el de la Fig. 58b, en que
las tres fuerzas concurren en un punto. Dado el peso
de 100 y la tensién de 40, calcularfamos trivialmente
que N = 60. Evidentemente, aqui el modelo de
particula no da una idea cabal del fendmeno, pues no
se logra captar el fendmeno de deslizamiento o
rotacién del bloque sobre su esquina derecha.

3.6. Fuerzas de tension en cables

Existe un modo de definir un sistema fisico,
alternative o complementario al modo de enume-
racién o “lista de cuerpos” introducido en el capitulo
2. He aqui cdémo: se especifica una superficie
matematica fija y cerrada, y simplemente se estipula
que el sistema es toda la materia que queda encerrada
en dicha superficie. La Fig. 5%a lo muestra
esquematicamente. El sistema comprende el cuerpo
entero A y las partes estilizadas de los cuerpos B y C.
La superficie que delimita al sistema se denomina [a
frontera sistémtica.

Frontera sistémica

Secciones sistéricas

Fig. 59
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Los segmentos de la frontera sistémica que
intersecan a los cuerpes se llaman “secciones
imaginarigs (o sistémicas)” {Fig. 59b). Como vemnos, este
modo de definicién es 1til cuando deseamos que el
sistema comprenda parte de un cuerpo.

Muchas -veces no es necesario especificar por
completo la frontera del sistema. Es valido limitar el
sistema mediante una 0 méas secciones sistémicas, sin
que por ello se pierda precisién sobre la constitucién
del sistema. Por ejemplo, observe cémo se han
definido los sistemas de las Figs. 60a,b.

J

=

Sistema = [porcion de la barra a la zquierda de la

seccion a-al

Sistema = [segmento de cuerda comprendido entre las
secciones a~a y b-b}

Fig. 60

Las secciones sistémicas son de gran utilidad
para estudiar las fuerzas existentes en el seno de un
material.

3.7. Tension simple, mas en detalle
Ya conocemos el DCL de una cuerda o cable
sometido a tension simple, reproducido en Ja Fig. 61.

Fig, 61

Con el fin de familiarizarnos con el uso de las
seccones sistémicas y los sistemas fisicos definidos
por ellas, demostraremos el siguiente tecrema:

Si un cable se halla bajo tension T, entonces
cualquier segmento del mismo se halla fambién bajo la
misma tension T

En términos graficos, el teorema dice que el
DCL de un segmento arbitrario a-b del cable es
similar al del cable completo (Fig. 62):

T 48 P T

R e VAV A P A A B I A A AT AT A AT A e

BCL del cable cornpleta

T T T T —b—b

BCL del segmento a-b
Fig. 62

El segmento a-b se obtuvo haciendo secciones
sistémicas del cable en los puntos “a” y “b".

Veamos primeramente qué sucede al efectuar
una séla seccién a través del punto “a”. Esta seccion
divide al cable en dos tramos o subsistemas que
designaremos {e;-al y {a—ey}, donde e; y e; son los
extremos izquierdo y derecho, respectivamente.
Diremos con esto que estamos “abriendo” el cable en el
punto “a” {Fig. 63).

a
| WA A A A AT A
81 Ez
3
v arar-ar a7 v i v i 5
€4
a
V-t ar - o 2 i
e,
Fig. 63

Vayamos afiadiendo las fuerzas sobre ambos
segmentos, tomando en consideracién dos cosas:

1. El cable esta sometido a tension T.

Ello implica que en los extremos ey y e existen
fuerzas tensoras de valor T (Fig. 64). Estas fuerzas son
debidas a agentes externos (cuerpos) no mostrados en
la figura.



- EL1
8 T
P v
g2
{No son DCL's)
Fig. 64

2. Cada segmento se halla separadamente en
equilibrio,

Por consiguiente, en el extremo “a” de cada
segmento debe haber una fuerza que produzca el
equilibrio del segmento, o sea una fuerza de valor T.
Llegamos asi a los DCL’s completos de la Fig. 65.

T al
T b
By
T |8 T
B - 272 ot D N
€2
(Si son DCL's)
Fig. 65

Para terminar la demostracién del tecrema
habria que repetir el procedimiento para el segmento
{a, ey}, partiéndolo en los subsegmentos {a, b} y (b, e;}.

Se llegaria a la Fig. 66.

T a bT T b

N TP

Fig. 66. DCL del segmento a-b

Se deduce de la Fig. 66 que el segmento a-b
estd bajo tensién T, QED.

Lea las siguientes lineas y compare con lo que
discutimos en el capitulo 1:

Al abrir el cable en el punto “a” aparece alli
una pareja de fuerzas accién-reacc'én:
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Se 1

- En el extremo “a” del segmento izquierdo

ler-al actua una fuerza T debida al segmento derecho
{a—e;] (Véase la Fig. 65).

- En el extremo “a” del segmento derecho
la~e;) actGa una fuerza T debida al segmento fzquierdo
{e;-a) (Fig. 65).

Lo analogo podemos decir con respecto al punto “b” o
cualquier otro punto del cable.

Con un significado obvio, se deduce entonces
que

(22) AJ practicar a un cable una seccidn
imaginaria en uno cualquiera de sus puntos, brota
alli la fuerza de tensién sobre cada uno de los dos
segmentos de cable producidos.

3.8. Tension como funcién de punto

Cuando un cable soporta cargas concentradas
en algunos de sus puntos, o bien distribuidas
continuamente a todo lo largo del mismo, ya no
podemos decir que su estado de tension es simple. En
estos casos es util definir la tensiéon como furcion de
la posicion a lo largo del cable.

Nos fuerzas
concentradas. Estudiaremos el cable cargado tal como
vemos en la Fig. 67 (fuerzas en unidades arbitrarias).

limitaremes al caso de

20 100 40
100 “ ) pidl 60
B, a h C e,
Fig. 67

En los puntos a, b y c existen fuerzas aplicadas
longitudinalmente al cable.

Para empezar observemos que el cable esta en
equilibrio, ya que la fuerza total hacia la izquierda,
160, es la misma que hacia la derecha. Hagamos ahora
una seccién sistémica a través de algin punto P
situado entre el extremo ey y €l punto “a”. Resultan

dos subsistemas (e;-F} y [(P-ep} cuyos DCL's se

muestran en la Fig. 68.

100 T 100 40 50
o777 <3 ix/////f/////////////g///?///za——b
& p @ b C e,

Fig. 68
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La interaccidn que brota en el punto P entre
ambos subsistemas es lo que definimos como la
tension en el punto P, denotada con T(P). Su valor se
encuenira imponiendo la condicion de equilibrio a
cualquiera de ambos segmentos.

Esta claro que T(P) = 100, y que este valor es el
mismo para todo punto P situado justamente después
de e; y antes de “a”.

Procediendo similarmente hallamos la tensidn
en los puntos interiores de los intervalos abiertos
(a, b), (b, ) ¥ {c, e2). En la Fig. 69 esta el caso en que

P e (b, c).

100 0 100 W 40 80
4—@&5&@» A
€ i b p p ¢ 8
Fig. 69

Se encuentra que T(P) = 20 s5i P € (b, ¢). Puede
calcular facilmente el valor de la tensién en los demas
intervalos.

La tensidén no esta definida en los puntos de
aplicacién de las fuerzas, o sean a, b y c¢. En estos
puntos sufre discontinuidades. Adicionalmente,

(23) La tension en el extremo de una cuerda se
define igual a la fuerza (necesariamente externa)
aplicada alli.

De aqui tenemos que T(e1) = 100 y T{ez} = 60.

La lista completa de valores es:

T(P) =100 para T € [e, a)
T(P}=120 para P e{ab)
T(P)=20 para Pe(b )
T(Py=60 para P e{c e;]

La Fig. 70 es el grafico de la variacién de la
tension a lo largo del cable.

F 3
T 120
we T

— 1
! |
; 60
| 1 1 1
: | 20 l |
I L : i .

e, a b C e, 4

Fig. 70

Un poco més adelante usaremos este resultado:

(24) La tensiéon de un cable aumenta o
disminuye al pasar por puntos donde existan
fuerzas aplicadas paralelamente al cable.

3.9. Un ejemplo de variacién continua
de Ia tension.

Considere un cable cuyc peso no se desprecia,
fijo en su extremo superior E {mire la Fig. 71a}. Por
{23), la tensidn en ese extremo debe ser igual al peso
total del cable, como se deduce examinando el DCL
del cable completo en la Fig. 71b.

®

EI

Fig.71

Por otra parte, también por (23), la tension en
el extremo libre E” vale cero, puesto que no hay fuerza
extemna aplicada aili. Finalmente, si el cable es
homogeéneo, la tension varia linealmente entre ambos
extremos E y E', desde su valor T(E) =W en el punto E
hasta e} valor T(E'} = 0 en el punto E' (Fig. 71c). En este
ejemplo el cable experimenta fuerzas aplicadas
continua y paralelamente en toda su longitud. '

3.10%. Accion de superficie lisa

sobre cuerda, y viceversa

Este tema nos permitird resolver los
dispositivos a base de poleas. 5i esta escaso de tiempo
puede pasar por alto la discusidn que presentaremos
en esta seccidén. Pero lea los cuadros (25), (26) y (27).

Consideremes la sihuacién representada en la
Fig. 72: se tiende una cuerda sobre una superfide lisa
y fja; luego se jala de los extremos e; y e; de la

cuerda, de suerte que se genere sobre la superficie una
presion a lo largo del arco de contacto a-b.



Purto de salida

N

\
Superficie fia

Fig. 72

Favor de aceptar sin demostracién este
teorema, base de toda la discusidn:

Si la superficie es lisa (es decir, no hay friccion)
entonces la cuerda se mantiene en equilibrio bajo la
accién de dos fuerzas iguales (de valer T) en sus
extremos, junto con la fuerza de apoyo proporcionada
por la superficie.

Examinemos el diagrama de cuerpo libre de la cuerda.
Suponiendo que ia cuerda no tiene peso, solamente
hay que identificar sus contactos. Son los que se
muestran en el recuadro de la Fig. 73.

.e‘ / o
(.—v——s-.,_‘__/'"\._,_/ e

{Cuerda e;—ez}
Agente externo en ¢ T -
Agente externo en ¢ T
Superficie lisa en a-b A

Fig. 73. DCL de la cuerda.

La fuerza sobre la cuerda, debida a la

superficie, es una distribucién lineal continua de.

fuerzas normales, simbolizada por Z. Las fuerzas
elementales de esta distribucién son perpendiculares a
la cuerda en todos los puntos de! arco a-b.

Ahora bien, ;cdmo se modificaria el DCL si
existiera friccidn entre la cuerda y la superficie {(es
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decir, si ta superficte fuera dspera)? Pues habria que
anadir otra distribucién lineal de fuerzas de fricdidn

“ ¢ alolargo del arco a-b, tal como vemos en la

Fig. 74.

{Cuerda e;~e;}
Agente exferno en e, T
Agente externo en ez T,
Superficie aspera en a-b 2 4
Fig. 74

Hemos trazado las fuerzas elementales de
friccion hacia la izquierda, bajo el supuesto que la
cuerda tiende a moverse hacia la derecha.

Note esta diferencia entre el recuadro anterior
y el actual: las tensiones en los extremos ya no son
iguales. La justificacion esta en un resultado anterior
(Cuadro (24), pag. 34), que reescribiremos aqui en
estos términos:

(25)  Latension a lo largo de una cuerda varia si
en puntos intericres de la cuerda existen fuerzas
aplicadas paralelamente a la misma.

Precisamente las fuerzas de fricdon aparecen
paralelamente a la cuerda, y producen por tanto una
variacién (continua) de la tension, desde el valor Ty en

el punto de entrada “a”, hasta el valor T en el punto

de salida “b”.

Hasta aqui lo referente a las fuerzas sobre la
cuerda debidas a la superficie fija sobre ja que se
apoya. Para uso futuro, guardemos este resultado:

(26) Al pasar una cuerda por superficies,
poleas, anillos, pernos, etc, lisos, la tensién de la
cuerda no se altera.




II-36

ACCION DE CUERDA SOBRE POLEA.
En esta seccidn vamos a cambiar el punto de

vista: ahora nos interesa examinar las fuerzas que la
cuerda ejerce sobre la superficie en que esta apoyada.
Como “superficie lisa” tomaremos una polea fija y
lisa, con el fin de aplicar los resultados a los sisternas
de poleas. Es importante que tenga muy en claro los
diversos sistemas que iremos definiendo.

Fig. 75. (No es DCL)

Mire ia Fig. 75. Suponga que la polea estd fija
en su centro a un apoyo fijo masivo (p. ej. una pared).
Se pasa por su periferia acanalada una cuerda que se
pone en tension T como se muestra.

El sistema {Polea, Cable completo e;—ey} estd

en equilibric bajo la pareja de fuerzas T en ey y e, el

peso de la polea, y otra fuerza debida al apoyo central
fijo.

Enfoquemos inicialmente la interaccion Cuerda
< Polea. Ya conocemos cédmo es la accion Polea —
Cuerda (Fig. 76). De la tercera ley de Newton se sigue
que la reaccién Cuerda — Polea es exactamente la
misma distribucién de fuerzas normales, pero con las
direcciones invertidas, como vemos en fa Fig. 77.

Fig. 77. Fuerzas Cuerda — Polea

Ahora bien, al trazar el DCL de la Polea seria
muy engorroso tener que dibujar la distribucion de
fuerzas indicada en la Fig. 77. Para simplificarla
echamos mano del concepto de fuerza resultante. La
cuestion es: ;no habria manera de trazar, en lugar de
la distribucién mencionada, alguna fuerza localizada
que produjera el mismo efecto estdtico que toda la
distribucién? 5f hay manera, pero habré que usar dos
fuerzas localizadas.

Nuestro plan sera obtener primero la fuerza
equivalente de la distribucion de la Fig. 76. Luego la
invertiremos y tendremos Ja que nos interesa, la que
corresponde a la distribucion de la Fig. 77.

Consideremos el sistema {Segmento de cuerda
a-b}, o sea el pedazo de cuerda que esta en contacto
con la polea.. Lo obtenemos practicando sendas
secciones sistémicas de la cuerda en los puntos “a” y
“b”. Recordemos que al abrir la cuerda en los puntos
“a” y "b" debe figurar alli la fuerza de tensidn de la
cuerda; de ahi el DCL mostrado en la Fig. 78.

[Segmento de cuerda a-h)
Segmento 8-€, T
Segmento b-e; T
Polea 4

Fig. 78. DCL. del sistema {Segmento de-cuerda a-b}

En vista de que el sistema {Segmento de
cuerda a-b} esta en equilibrio, la distribucién 7 debe
compensar {cancelar) las fuerzas T en “a” y “b", es
decir, 7 debe ser equivalente a estas dos fuerzas T,
pero invertidas (Fig. 79).



Fig. 79. Accion Polea —» Cuerda,

Compruébelo poniendo en la Fig. 78 en lugar de la
distribucién ¥ las dos fuerzas T tal como estan en la
Fig. 79. Obtendrd un DCL en el que el equilibrio del
sistema es evidente.

Segin el plan, simplemente invertimos las
fuerzas de la Fig. 79 para obtener lo que deseamos:

T

Fig. 80. Accién Cuerda — Polea,

En conclusion,

(27)  Una cuerda bajo tensién T, que pasa por el
canal periférico de una polea lisa, produce scbre
ésta una accién equivalente a dos fuerzas de
magnitudes iguales a T, aplicadas tangencial-
mente a la polea en los puntos donde la cuerda
deja de hacer contacto con aquella.

Fig. 81
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3.11. Sistemas de poleas. Ejemplos

Suponer que todas las poleas son lisas y

de masa despreciable. Calcular el peso W que
equilibra al sistema,

Fig. 82

He aqui dos buenos tips:

- Dé nombre a cada cuerpo relevante del
sistema.

- Cuente las cuerdas existentes en el sistema.
Numérelas segin 1, 2, 3, ..., etc. vy designe las
tensiones respectivas con Ty, T, Ty, ..., etc.

En la Fig. 82 tenemos tres cuerdas (1, 2 ¥ 3),
dos poleas méviles {A y B) y una polea fija (C}).
Conviene marcar los tramos de cuerda a ambos lados
de cada polea, como se hace en la Fig. 83.

SN NN W W L N

Blogue

Fig. 83

En general no es necesario hacer los DCL's de
las poleas fijas, a menos que se desee calcular las
reacciones en sus soportes centrales, asi que
excluiremos de consideracién la polea C.

Los DCL's de los bloques son inmediatos. En
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cuanto a las poleas méviles, observe en la Fig. 84
como achian las cuerdas que las bordean, de acuerdo
con el resultado del cuadro (27) de la péagina

precedente.
Blogue1 BloqueZ Polea A Poles B
T
3 T2 TI T1 T2 T2
W i
400 T, i T,

Fig. 84

Las ecuaciones de equilibrio son

T3=400  T=W
2T1 = T3 2T2 = T1
1
de donde obtenemos que W = 1(400) =100.

:Qué valor del peso W equilibra el sistema

mostrado en la Fig. 857 Suponer que todas las poleas
son lisas y de peso SO N.

% B - Y NN N SN SN

200 N 100N

w
Fig. 85

Empecemos por asignar nombres y marcar los
diversos tramos de cuerdas, como vemos en la Fig. 86:

AL NN O N . N N

Blogue2
Blogue1
Fig. 86

(Aclaracion: en el centro de la polea B se anudan las

cuerdas 2 v 3).
Excluyende las poleas fijas, tenemos los
siguientes DCL’s:

Polea maivil B Blogue Blogue2
Ty
T, T TTG 4 Ty
g0
50
. v W 100
3
Fig. 87

La fuerza de 50 N en el primero de estos DCL's es ¢l
peso de la polea. A propoésito, aunque las fuerzas de
50 y T3 sobre la polea son colineales, por claridad

conviene trazarlas con cierta separacién entre eltas.
Las ecuaciones de equilibrio son

Tp+2T; =50 -T3=0

T3=W
T, =100

Notando que la tensién de la cuerda 1 es igual a la
fuerza de 200 N aplicada en su extremo, hallamos

W=450N (en newtons)

Determinar la fuerza con que debe jalar la

cuerda el obrero para sostenerse a si mismo. El obrero
pesa 700 N y el andamijo 100 N. Suponer poleas ideales
(lisas, masa nula}.

NN NN N AN




Nombres de cuerdas y poleas en la Fig. 89.
Haremos los DCL’s de los sisternas {Polea A},
{Polea B} y {Obrero, Andamio}. Los dos primeros son
inmediatos (Fig. 90). Con respecto al tercero mire el
recuadro correspondiente junto a la Fig. 91.

o N N WU e, W N N, N

Fig. 85

Advierta que el contacto Obrero-Andamic es interno
al sistema, por lo que la interaccion Obrero
Andamio alli (fuerza de tipo normal) no aparece en el
DCL.

Polea A Polea 8

T, T T T

1 2 2

700

{Obrero, Andamio}
Tierra 100, 700

Cuerda 2 T
Cuerda 3 T,

Fig. 91
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Ecuaciones de equilibrio:
2Ty =T
2T, =T
T, +T3=100+700

La fuerza con que se soporta el Obrero, 0 sea
Ty, resulta igual a

T :%(100+700)=160

= Tl =320 T3 = 640

Aprovechemos este problema para introducir
una regla util:

(28) Para poder calcular una fuerza debemos
definir un sistema en el que esta fuerza sea
externa, de modo que aparezca en su DCL.

Para ilustrar esta regla, supongamos que
deseamos calcular la interaccidén Obrero—Andamio.
No podemos valemnos del sistema {Obrero, Andamio}
ya que la fuerza a calcular es inlerna a ese sisterna
(Mire en la Fig. 92 los tres contactos existentes).

Podemos usar cualquiera de los dos sistemas
simples {Obrera} o {Andamio}, cuyos DCL's son las
Figs. 93 y 94, respectivamente.

Andamio-Cuerda3
o

Obrero-Cuerdaz

Obrero-Andamio

Fig. 92

El sistema {Obrero} tiene contacto solamente
con la Cuerda 2 y con el Andamio.
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{Obrero}
Tierra 700
Cuerda 2 Ta
Andamio N
Fig. 93

Por otra parte, el sistema {Andamio} tiene
contacto solamente con la Cuerda 3 y con el Obrero.

3
1 DOl
{Andamio}
Tierra 100
Cuerda 3 T,
Obrero N
Fig. 94

Las ecuaciones de equilibrio de (Obrero} y
{Andamioe} son respectivamente

T, + N =700
T3=N+100

=  N=700-160= 540
Ty =540 + 100 = 640

mismo resultado que antes,

jemplo 8, ;Cual es la minima fuerza P necesaria para

izar la pesa usando el dispositivo mestrado en la Fig.
95a? Suponer por simplicidad que las poleas son lisas
y sin masa, y que todas las cuerdas son verticales.

Hay dos cuerdas en el sistema. La cuerda 1
bordea las tres poleas, y la cuerda 2 esta atada a la
pesa. La tension de la cuerda 1 es la fuerza I aplicada
en su extremo libre. Definiremos un sistema
conveniente mediante una seccidn sistémica del
dispositivo, que corte la cuerda 1 en tres puntos, como
vemnos en la Fig, 95b.

o - T T T

Seccion

QI’ sistémica

Fig. 95

Esta seccion define el sistema que se encuentra por
debajo de ella y que comprende la polea inferior, el
bloque de peso W, la cuerda que une a éste con la
polea inferior y los tres tramos de cuerda seccionados.
Note que en los puntos donde seccionamos las
cuerdas brota la tension respectiva. El DCL de este
sisterna es la Fig. 95b, de donde

T-lw
3

3.12. Problemas

1. Demostrar el principio de Arquimedes para el caso
particular de un bloque con forma de prisma
rectangular de altura h y 4rea de la cara superior A.

Usar lo siguiente:



framos.

- La presidén hidrostatica P a profundidad “x” viene
dada por

P=Py+tpgx

donde Py es la presién en la superficie del liquide
(digamos la presidn atmosférica), pp es la densidad

del liquido y “g” es la aceleracién de la gravedad.

- La fuerza sobre las caras superior e inferior del
prisma se calcula como el producto de la presion al
nivel de la cara por el area de la misma.

- Las fuerzas horizontales se cancelan. Plantee
solamente Ja ecuacidn de equilibrio en la direccién
vertical. La masa del bloque es M y su densidad es pg.

Resp. Empuje = p. A h g, hacia arriba.

2. En el sistema mostrado, los bloques superior e
inferier tenen volGmenes de 10 y 20 litros,
respectivamente.

Dados:

- La tensidn de la cuerda, 200 N,

— El pesc del bloque superior, 200 N,

— La tension del resorte, 78.4 N,

calcular la densidad del liquide y el peso del bloque
inferior.

Resp. p| = 800](—?— ;o W,=216N
m

3. Graficar la variacién de la tensién a lo largo de la
cuerda mostrada.

800 160 300 80 420
Q—QEW—P

Resp. 800; 540; 340; 420

5. En una competencia de estira y afloja, dos equipos
tiran de una cuerda con las fuerzas que se indican.

4. Una carga de 300 N es sostenida per cuerdas y
poleas como se muestra, Determinar las tensiones de
las cuerdas. Sugerencia: escoja un sistema y una
seccidn sistémica apropiados que le permitan hallar
facilmente T.

Resp. 100; 200

5. Tres personas con los pesos indicados en la figura
(en newtons) cuelgan de una cuerda vertical.
Encuentre el valor de la tensién en el punto mas alto
P, y en un punto arbitrario de los intervalos A-B, B-C
y C-D. Suponga que la cuerda es de peso

insignificante.

Resp. 1500; 900; 400; 0

6. ;Cuédnto valen los pesos W, y W; para los cuales el

sistema estd en equilibrio? Resuelva mentalmente,
calculando primerc la tension en la cuerda a la
extrerna izquierda y prosiguiendo hada la derecha
con [as tensiones de las demas cuerdas.
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12ky

Resp. 3kg: 1.5kg

7. Determinar la tensién en todas las cuerdas del
colgadijo mostrado en la figura. El peso del bloque es
de 600 N. La polea grande pesa 100 N, y las pequenas
pesan 40 N cada una.

N B N W, . . WO

Resp. 480, 126.6, 213.3, 213.3, 386.6

8. El bloque A tiene una masa de 15 kg. Determinar la
inasa del bloque B para que haya equilibrio. Suponer
poleas lisas y de peso insignificante.

Resp. 10 kg.

9. Calcular la fuerza que debe aplicar Elmer Homero
para sostenerse a si mismo. Elmer pesa 800 N y el
andamio 200 N. Calcular también la fuerza con que
pisa el andamio.

600N

200N

Resp. 100; 700

10. Calcular la fuerza necesaria para sostener el
bloque de peso W mediante los dispositivos
mostrados en la figura. Para el primer dispositive
desprecie las masas de las poleas. Para el segundo
dispositivo suponga que el peso del conjunto inferior
de poleas y soporte es de 0.2 W. Considere que las
cuerdas son verticales.

Al

Sugerencia. Haga una seccién sistémica conveniente, a
la manera del Ejemplo 8 de la pagina 40.
Resp. (1/3)W, 03 W.

11. Calcule la masa M que equilibra al sistema.
Considere poleas lisas y sin peso.

AR Nh N N NN NN N

N

30kg
Resp. 7.5 kg.
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CAPITULO 4

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE

4.1. Problema y método generales
de la estitica de particulas.
El problema general de la estdtica de particulas
se enuncia asi:

F3

Calcular las fuerzas desconocidas presentes en
el sistema en equilibrio considerado.

Como se vislumbra de lo tratado en los
capitulos precedentes, el método general para resotver
este problema comprende tres pasos principales que
sor:

— Definir el sistema [fisicol.
— Hacer el DCL del sistema.
— Aplicar al sistema las ecuaciones de equilibrio.

El equilibrio de un sistema global complejo se analiza
dividiendo el sistemna en partes o subsistemas. Luego
se aplican repetidamente los pasos segundo y tercero
del método, al sistema global y a cada uno de los
subsistemas, escogidos a modo de obtener tantas
ecuaciones independientes como incégnitas haya en el
problema.

Los dos primeros pasos del método llevan
implicito el aspecte esencial de modelacién del sistema
(es decir, la idealizacién o simplificacién del mismo}.
Ya hemos hablado en el capitulo 3 sobre los modeles
basicos de la estatica.

El método descrito es aplicable a una gran
variedad de problemas de mecanica. Bastaria sustituir
el tercer paso por “Aplicar al sistema las ecuaciones
de movimiento” y tendriamos el método general
propio de la dinamica.

Resalta en importancia el segundo paso,
referente a los DCL's. Muchas de las ecuaciones de la
mecanica ora contienen directamerie las fuerzas, ora
se refieren a unas cantidades o condiciones de validez
relacionadas con la clase de fuerzas existentes.

Hacer e} DCL del sistema es el paso previo para:

*  Analizar el estado de equilibrio del sistema
(particulas, edificios, puentes, ammaduras,
marcos, palancas, sistemas a base de cables o
friccion, fluides, mecanismos, maquinas, castillos

de naipes, esqueletos, etc.).

e  Analizar el estado de movimiento del sistema
(proyectiles, sistemas oscilatorios, planetas y
satélites, trompos, vehiculos, mecanismos, bolas
de billar, canicas, paramecios, etc}.

* Decidir sobre la aplicabilidad de las leyes de
conservacion de momento lineal, momento
angular y energia mecanica.

¢ Hacer calculos de trabajo, potencia, etc.

*  Analizar el estado de deformaciones y esfuerzos
en un cuerpo deformable.

Etc.

Saber hacer correctamente los DCL's le
allanara el caminc en muchas asignaturas de su
carrera. Es recomendable estudiar con cuidado los
ejemplos dados y resclver todos los problemas de este
capitulo.

Para resolver problemas de estdtica no es
necesario desmembrar el sistema global en todos sus
elementos, como lo hicimos en el capitulo 2 con el
sistema {Amigo, Cuerda, Bloque, Tabla, Reserte}. En
especial, no habra necesidad de considerar los
siguientes cuerpos, “irrelevantes” por cuanto no
proporcionan ecuaciones utiles:

— Cuerdas.
— Resortes (y Varillas).
- Apoyos fijos masivos.

Es nuestro propésito en este capitulo reunir
unas reglas para agilizar el trazado de los DCL's de
los cuerpos relevantes de un sistema global. Servira
también como repaso de conceptos ya presentados.

Las reglas, convenios, notaciones, modos de
expresién y sugerencias (de uso convencional general)
que propondremos en relacién con los DCL's van
encaminadas no solamente hacia la confeccidn
correcta de los mismos sino también, igualmente
importante, hacia la comunicacién clara de su andlisis
de fuerzas a otras personas.

4.2, Reglas bésicas

Con respecto a la etapa de definicidon del
sistema podemos dar dos reglas ahora. La primera
regla es particularmente Gtil cuando el sistema consta
de muchos cuerpos:
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Regla 1.
Dé nombre o asigne un simbolo a cada
cuerpo del sistema considerado.

La asignacién de nombres facilita el definir el
sistema. Este puede constar de un sélo cuerpo o de
varios cuerpos. En este udltimo caso conviene incluir
cualesquiera cuerdas o resortes que enlacen los cuerpos.

La segunda regla es:

Regla 2.
Asegirese de haber estipulado con
precision el sistema fisico cuyo DCL va a trazar.
(Exactamente cuales cuerpos incluye?
;Estd bien clara la naturaleza de Ios

contactos del sistema con los cuerpos a su
alrededor?

Una vez definido un sistema podemos pasar a
la etapa de hacer su DCL. A este respecto, dos
cuesticnes son las que mds importan:
¢ ;Como podemos estar seguros de que no faltan

ni sobran fuerzas enel DCL?

¢ ;Estdn trazadas correctamente todas las fuerzas

existentes?

En relacién con la primera cuestion, tenga
presente que toda fuerza sobre algin cuerpo tiene su
origen ent algiin otro cuerpo vecine. Las fuerzas sobre un
sistema provienen de los cuerpos fuera del sistema
(cuerpos “externos”). Entre los cuerpos que
influencian al sistema tenemos por supueste la Tierra,
que produce una fuerza de accién por campo.
Adicionalmente tenemos aquellos que estén en
contacto con cuerpos del sistemna.

Para identificar estos contactos no se necesita ir mis
alld de la vedndad inmediata del cuerpo considerado.

Para comprender mejor esta afirmacidn,
consideremos el engendro mostrado en la Fig. 96.
Tiene garantia de no aparecer nunca en las
aplicaciones, pero serd muy util para nuestros
propdsitos. Para los diversos cuerpos hemos escogido
los peculiares nombres de Bloquel, Bloque2, ...,
Bloque6, Resortel, Resorte2, Cuerdal, Cuerda2,
Soporte y Piso, abreviades de manera obvia como
vemnos en la figura. Supondremos que los resortes R1
y R2 estdn en compresion.

Fig. 96

Digamos que queremos hacer el DCL del
Bloque3. Imaginemos una superficie que circunde al
Bloque3, muchc muy cefiida a la frontera de este
bloque (el rectingulo dibujado a rayas en la Fig. 97).
Solamente los cuerpos extermos que quedan
confinados dentro de esta superficie son los que
producen fuerza de contacto sobre el Bloque3. Los
nombres de estos cuerpos se dan en la Fig. 98.

B1
B2
s s S : —
R 1 o B4
it B AR iils
__________ i
B5 |§ 3
C2
B6 |& P
.
Fig. 97
Resoriel B]_oq‘uez
I e
;,ﬁ B |3
Soporte  Blogqued
Fig. 98

Por consiguiente, sabremos con c/erteza que en
el DCL del Bloque3 no hemos omitido fuerzas, ni
anadido fuerzas superfluas, si hemos tomado en
cuenta unica y exclusivamente las fuerzas debidas a



los siguientes cuerpos: Tierra, Resortel, Bloque2,
Bloqued y Soporte.

<Nota: Como lo hemos venido haciendo, anexaremos
a algunos DCL's un recuadro explicativo con el
formato de la-Fig. 99b. En la parte superior escribimos
el nombre del sistema que estemos considerando. En
la columna izquierda relacionamos todos los cuerpos
que actien sobre el sistema, empezando por la Tierra
y contnuando con los cuerpos externos en contacto
con el sistema. En la columna derecha escribimos el
simbolo asignado a la fuerza causada por cada cuerpo
de la columna izquierda. Asi por ejemplo, el recuadro
correspondiente al DCL del Bloque3 es el que vemos
en la Fig. 99b:

N
R, _zl__ N, {Blogue3)}
—-—-bg ‘ .- Tierra W,
Wsl Resortel Ry
S, Bloque? N,
Bloqued N,
Soporte S,

DCL del Bloque3

Fig. 99

En los recuadros apartaremos el peso, fuerza
de accidén por campo, de las demas fuerzas, que son
de contacto. En caso de existir fuerzas eléctricas o
magnéticas, las asentarfamos después del peso.>

Los simbolos y caracteristicas de las fuerzas
indicadas en el DCL en la Fig. 99b se explicaran mds
adelante. Expresaremos la idea anterior en esta forma:

Regla 3.

Para trazar el DCL de un sistema:

- Trace primeramente ¢l peso del sistema,
debido a la Tierra.

- Recorra visualmente el sistema por todo
su interior y su contorno, hadendo una lista
(mentalmente o por escrito) de todos sus
contactos con cuerpos externos al mismo. En cada
contacto existe fuerza que se debe incluir en el
DCL del sistema.

Volvamos al conjunto de la Fig. 96, repetido en
la Fig. 100.
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Fig. 100

Breve seccidn de preguntas y respuestas:

1. ;Qué cuerpos producen fuerzas sobre el
Bloque4?
B3, R2, C1, §, Tierra.
2. ;Sobre el Bloque5?
Cl1, C2, Tierra.
3. ;Produce el Resortel fuerza sobre el
Bloque4?
No.
4. ;Ejerce fuerza el Bloquet sobre el Bloque4?
No.
5. ;Sobre qué cuerpos ejerce fuerzas el
Bloque2?
B1, B3, Tierra.

Con respecto a la cuestién sobre si fas fuerzas
incluidas en un DCL estan trazadas correctamente, la
respuesta proviene de nuestro conocimiento acerca de
las propiedades de las fuerzas o, en algunos casos, de
las ecuaciones de equilibrio. Debemos conocer bien las
propiedades de las fuerzas con objeto de trazar DCL's
correctos.

En las siguientes secciones explicaremos ¢émo
trazar correctamente las fuerzas mas comunes que
figuran en las aplicaciones. Asimismo veremos cémo
es que las ecuaciones de equilibrio pueden revelar si
alguna fuerza estd trazada erréneamente.

4.3. Como trazar las fuerzas de tension

en cables
Observe el conjunto en equilibrio mostrado en
la Fig. 101. La Bola estad atada a los tres cables y el

. Bloque estd atado sclamente al Cable-3.
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Techao

S N . N . M. N N N N,

Cahble-1 Cable-2

Thr
;? Blogue
Fig. 101

Para hacer el DCL de la Bola la “extraemos”
del conjunte, esto es, definimos el sisterna {Bola} y
hacemos una figura de la Bola por separado. A esta
figura conviene afadir parte de los cables, como
vemos en la Fig. 102a.

& ol

Fig. 104, ;Nol)

Aprovechemos este ejemplo para reiterar que
las fuerzas “T3” que actian sobre la Bola y el Bloque
no son accién-reaccién. Dos fuerzas que actian en
puntos distintos o pueden formar una pareja tal.
(Una de las fuerzas T3 acta en el centro de la Bola, la

otra en la orilla del bloque).

La siguiente regla resume cémo debe trazarge
la fuerza de tensién:

Fig. 102

En primer lugar trazamos el peso “W;” de la

Bola. Para trazar las tensiones de las cuerdas tomamos
en cuenta que son vectores que van a lo largo de las
cuerdas, asi que simplemente afiadimos a los pedazos
de cable sendas puntas de flecha que apunten a lo
largo de cada cable y cuyos sentidos tiendan a alejarse
del punto de atadura a la Bola, como en la Fig. 102b.
En la misma forma, el DCL del sistema
{Bloque} se obtiene conforme vemos en la Fig. 103,

Regla 4.

La fuerza de tensidn producida por una
cuerda es un vector que emana del punto de
atadura de la cuerda y corre a lo largo de la
cuerda, apuntando hacia lo lejos de dicho punto,
independientemente de cual sea la orientacién de
la cuerda.
<Nota. La misma regla es aplicable a la fuerza de
tensidn producida por un resorte efongado o por
una varilla en tensién.>

wel

Fig. 103

En algunos textos se usa la figura del problema
para trazar alli los DCL's, resultando lo que vemos en
la Fig. 104. No lo haga Ud. Mejor haga figuras por
separado para cada sistema definido.

En un problema figuraran tantas fuerzas de
tensién como cables haya en el sistema global. Asi por
ejemplo, en la Fig. 101 existen tres cables y por tante
tres tensiones distintas.

4.4, Como trazar las fuerzas de compresion
en resortes
Las fuerzas de compresién debidas a resortes o
varillas rigidas tienen propiedades “contrarias” a las
de las fuerzas de tensién:

- Sabemos que los vectores que representan
fuerzas de tensidén emanan del cuerpo paciente y
apuntan hacia lo lejos del cuerpo.



- Contrariamente, los vectores que represen-
tan fuerzas de compresion debidas a resortes (o
varillas) se trazardn viniendo desde el resorte (o
varilla) e incidiendo en el cuerpo, es decir, con su punta
precisamente en el punto de sujecién del resorte (o
varilla).

Por ejemplo, observe la piedra de la Fig. 105a,
la cual estd soportada por dos resortes en compresién
y por un resorte en tensién.

Compresitn |1

Fig. 105

Los resortes en compresion empujan a la
piedra y el resorte en tensidn la jala. Note que los
vectores que representan las fuerzas de compresién de
los resortes los hemos trazado hacia el cuerpo. Las
puntas de estos vectores las ponemos en los puntos
donde se fijan los resortes a la piedra (Fig. 105b).

Regla 5.

La fuerza de compresién que ejerce un
resorte comprimido es un vector que, viniendo
desde y con la direccién del resorte, incide en el
punto de contacto con el cuerpo paciente,
independientemente de la orientacidn del resorte.

<Nota. Las fuerzas que emanan son fuerzas que
asociamos con la accién de “falar’; las fuerzas que
inciden, con las acciones de “empujar’, “comprimir”,
“oprimir’, “presionar’ o “sostener”. Entre las fuerzas
que jalan tememos las fuerzas de tensidn (cables,
resortes, varillas); entre las jue empujan (o
comprimen, etc.) tenemos las fuerzas de compresidn
(resortes, varillas) y las fuerzas normales que surgen
en el contacto simple.

Demos un ejemplo. La Fig. 106a muestra un
bloque sometido a 5 fuerzas, entre las cuales estd el
peso W del bloque. El peso lo poedemos trazar en
cualquier lugar, ya sea dentro o bien fuera pero cerca
del bloque. En cuanto a las demds fuerzas, estamos
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suponiendo que actitan en puntos a, b, ¢, d.
Ahora bien, las fuerzas Fy y Fy emanan de los
puntos a y ¢, respectivamente, y las fuerzas F; y Fy

inciden en los puntos b y d, respectivamente.

F2 N 4

2 b/ Fa ”,‘ c®

¥ ; T N
c...._L_’, / d

Fig.ﬁﬁ_

Cabe senialar que este uso es convencional,
dado que existe un principio en estatica denominado
“principio de transmisibilidad de las fuerzas”, segiin
el cual toda fuerza se puede trasladar a lo largo de la
recta que la contiene sin que se alteren las ecuaciones
de equilibrio. De esta manera, las fuerzas existentes
sobre el bloque de la Fig. 106a podrian haberse
trazado también como se muestra en Ja Fig. 106b:

Compare estas figuras. En ambos casos las
fuerzas son las mismas, y las ecuaciones de equilibrio
seran las mismas. En la Fig. 106a, segin nuestra
convencidn adoptada, las fuerzas Fy y Fj jalan, y la

fuerza F; empuja. En la Fig. 106b, en la que estas tres

fuerzas se han trasladado a otros puntos, las fuerzas
F; y F3 ahora empujan, y la fuerza F; ahora jala.

Estrictamente, los DCL's de dichas figuras son
uno mismo, son igualmente validos. Sin embargo, por
razones de claridad, nosotros observaremos la
convencién ya propuesta. No serd incorrecto, no
obstante, desplazar alguna fuerza si eso ayuda a
visualizar mejor un DCL.
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En la Fig. 107 se muestra un conjunto de
bolas unidas por 4 cuerdas, dos resortes y una varilta
ligera y rigida. Hemos asignado los nombres B1, B2,
B3 y B4 para las bolas, C1, C2, C3 y C4 para las
cuerdas, R1 y R2 para los resortes y V para la varilla.
Suponemos que el resorte R1 estd en tension y el R2
en compresion, y que la varilla V esta en compresidn.

En ia Fig. 108 se muestran los DCL's de cada
una de las 4 bolas.

De acuerde con nuestra convencién, es facil
distinguir en cada DCL cudles son las fuerzas que
jalan (tensiones) o empujan (compresiones). A cada
una de las 4 cuerdas se Je asocia una tensién distinta
(T}, T, T3 y Ty), al resorte R1 una tensidn Ry, al

rescrte R2 una compresién C;, y a la varilla una

compresion K.

Fig, 107

Ty
R B2

Wz T:J

T,
K i B3
B4 ()

C, Wy

Fig. 108

4.5, Cémo trazar la fuerza normal
en el contacto simple.

Cuando un bloque descansa libremente sobre
una superficie horizontal, como en la Fig. 109a, la
fuerza normal sobre el bloque, debida a la superficie,
tiene un valor igual al peso del bloque: N = W, Sin
embargo, esto no significa que la fuerza normal
siempre sea igual al peso, La igualdad N = W, valida en
la situacién de la Fig. 109a, viene de la ecuacién de
equilibrio del bloque, que se saca del DCL mostrado
en la Fig. 109b.

N =80
W =80 / i
\\\\\\[\\ﬁ\ W TN
Fig. 109

Considere ahora la situacién de la Fig. 110a, en
la que se jala el bloque hacia arriba por medio de una
cuerda, cuya tension es 30 newton. En este caso el
bloque ya no descansa “libremente” sobre la
superficie. La fuerza normal N disminuye de 80 a 50
newtons, como se deduce del DCL mostrado en la Fig.
110b. Esto es, al jalar la cuerda se alivia un poco la
presién del bloque sobre la superficie.

|
w T |
W =20 N=350 l N |

AN Sl N SN N

Fig. 110

Esta claro que la normal se volveria nula si la
cuerda se jalara justamente con una fuerza de 80 N,
igual al peso del bloque.

En lugar de la cuerda, coloquemos ahora otro
bloque de peso 60 N sobre el bloque de 80 N, como en
la Fig. 11la. Entonces la normal ejércida por la
superficie sobre el bloque de 80 N vale 140 N . Este
valor lo calculamos con ayuda del DCL del conjunto
{Bloque de 60 N, Bloque de 80 N} en la Fig. 111b.
Notemos que ahora hay mas presion sobre la
superficie.
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De hecho mtervienen aqui dos fuerzas
normales. Si hacemos los DCL's de los blogques
tomados individualmente obtenemos las Figs. 112a,b.

N

N1;] 4 60 : TN

lso |

Fig. 112

La fuerza normal N; es la interaccion en el

contacto {simple) blogue-bloque. La normal N es la
interaccién del bloque inferior y la superficie. De los
DClL's se saca que Np =60 y que N = Ny + 80 =140.

Las fuerzas normales que surgen en los
contactos de tipo simple son fuerzas que siempre
oprimen a los cuerpos interactivos. Por esta razdn
nosotros siempre trazaremos estas fuerzas de modo
que incidan en el cuerpo paciente.

En relacién con las Figs. 112a y 112b advierta
que la fuerza Ny de la Fig. 112a y la fuerza Nj de la

Fig. 112b son una pareja accién-reaccién. La primera
es la fuerza del bloque inferior sobre el superior, la
segunda es la del bloque superior sobre el inferior.
Observe que ambas fuerzas N; actaan en el mismo

punto (la cara de contacto de ambos bloques), pero
sobre distintos cuerpos.

Hé aqui una regla relativa a la aplicacién de la
3a. ley de Newton en los DCL's:

Regla 6.

Al hacer los DCL’s separados de dos
cuerpos A y B en interaccion, se incluye en el DCL
del cuerpo A una fuerza debida al cuerpo B, a
cuya magnitud se asigna un simbolo conveniente.
Luego, al hacer el DCL del cuerpo B debemos
aplicar la 3a. ley de Newton, denotando la fuerza
de A sobre B con el mismo simbolo introducido
antes (puesto que tienen la misma magnitud). Las
direcciones de estas fuerzas B - Ay A — B son
contrarias.
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Observe los recuadros mostrados en la Fig.
113. En el primer recuadro, el bioque superior es el
cuerpo paciente de la fuerza N; debida al bloque
inferior. Los papeles se invierten en el segundo
recuadro, en el que el bloque superior es ahcra el
cuerpo agente y el bloque inferior el padente. Fijese
que en ambos recuadros aparece la misma fuerza Ny,

comwo dicta la tercera ley de Newton.

E' ro > {Bloque superior}
i Tierra 60
N1 Tt _|
1
Le—» Bloque inferior N,
F——— [Bloque inferior} |
' Tierra 80

= L--— |Bloque superior |N,

Fig. 113

Enunciemos ahora la regla para trazar una
fuerza normal:

Regla 7.

La fuerza “normal” N sobre un cuerpo,
debida a alguna superficie sobre la que se apoya o
descansa, 0 que lo empuja, presiona u oprime a
través de contacte simple (mesa, techo, pared,
piso, otro cuerpo del sistema, etc.), es un vector
perpendicular al plano tangente comun a ambas
superficies en contacto simple. Esta fuerza la
trazaremos viniendo desde el cuerpo agente e
incidiendo en el cuerpo paciente en el punto o
region de contacto.

Cuando un bloque se apoya en uno de sus
vértices (aristas) sobre una superfide (Fig. 114a), no
podemos trazar una perpendicular al “pico” o vértice,
pero si a la superficie. En este caso la normal es
perpendicular a la superficie (Fig. 114b).
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Fig. 114

La Fig. 115 muestra ofro ejemplo de fuerza
normal. Es la que existe en el contacto simple entre
una bola y un hemisferio. En este caso la fuerza
normal sobre la bola es perpendicular al plano
tangente comiin a ambos cuerpos en el punto de
contacto. El plano tangente es perpendicular a la
direccién radial que va desde e} centro del hemisferio
hasta el centro de la bola, de tal modo que si la
direccion de N se prolonga, pasa por los centros de
estos cuerpos.

Techo

Henusferio

A N W s N « << <%
Piso

Fig. 115 (DCL de la bola)

Para dar otro ejemplo, volvamos al conjunto de
cuerpos introducido inicialmente, repetido en la Fig.
116a. Consideremos el sistema formado por los
bloques B1, B2, B3 y B4. Las fuerzas externas sobre
este sisterna se deben a los resortes R1 y R2, a la
cuerda C1 y al soporte 5. Notemos que entre los
bloques y el soporte hay 5 contactos simples (B1 «» B2,
B2 & B3, B3 & B4, B3 & Sy B4 & §5). Observe ahora
en la Fig. 116b las cinco interacciones de tipo normal
encerradas en estcs contactos, que aflorarian al hacer
los DCL’s individuales de los bloques.

Recuerde: cuando “abre un contacto” entre dos
bloques, surge alli [a fuerza normal sobre uno y otro
bloque.

a5 !_i.—] g
C2
B8 P

Fig. 116. (No son DCL’s)

Regla 8. )

Los simbolos que se ponen junto a los
vectores-fuerza en los DCL's representan las
magnitudes de las fuerzas. No les ponga la flechita
de vector a estos simbolos.

Por otra parte, el simbole que denota una
fuerza debe indicar qué clase de fuerza es. Para
indicar un peso use la letra “W"; para una fuerza
de tensién use la letra “T"; para una fuerza
normal use “N”; para tensién o compresién de
resortes use “R” o “C”, respectivamente, etc. De
ser necesaric use subindices o primas para
distinguir dos fuerzas de la misma clase.

4.6. Asuntos de lenguaje.

En esta seccion discutiremos uncs modos de
expresién que son muy comunes pero que tienen sus
bemoles.

Consideremos un sistema de tres bloques
puestos uno sobre otro, como vemos en la Fig. 117a.
Sean W), Wy y W3 Jos pesos de los bloques.

Hagamos el DCL de cada bloque. Llegamos a
las Figs. 117b,c.d.



Blogue-1
Blogue-2
L Blogue-3
e DRI P T SR S g 0 o7 o,
Mesa
{Bloque-1}

Wy {Bloque-1}

l Tierra W,
T Bloque-2 N,
Ny

{Bloque-2}

w N1l {Bloque-2}
2 Tierra W,
l Bloque-1 N,

Bloque-2 N,
P
{Blogque-3}
N,
Wy fBloque-3}
Tierra W,
Bloque-2 N
Mesa N,
Ny
Fig. 117

Cada recuadro muestra cuales son los cuerpos
responsables de las fuerzas que figuran en el DCL del
bloque a la izquierda.

Por ejemplo, el recuadro del Blogque-3 sefiala
que este cuerpo sufre fuerzas debidas a la Tierra, al
Bloque-2 y a la Mesa. En este recuadro no figura
fuerza alguna debida al Bloque-l. Ahora bien, en
virtud de que el Bloque-1 no ejerce fuerza sobre el
Bloque-3, se justificaria decir entonces que el Bloque-1
no actia sobre el Bloque-3 (!). No obstante, este
asunto choca con nuestros modos usuales de
expresion. Dado que el Bloque-1 esta “encima” de los
Bloques 2 y 3, ;cémo podemos afirmar que no “actia”
sobre el Bloque-37

El asunto se podria resclver al decir que el
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Bloque-1 actia “indirectamente” sobre el Bloque-3,
por intermedio del Bloque-2. Alternativamente: que el
Bloque2 transmite al Bloque-3 la fuerza que sobre
aquél ejerce el Bloque-1. 5in embargo, nosctros no
hablaremos de “accicnes indirectas”, porque esta clase
de acciones no figuran en los DCL’'s de los cuerpos
que las padecen.

En otros términos, nosotros reservaremos el
uso del verbo “actuar” en un sentide directo: diremos
que un cuerpo A achia sobre un cuerpo B si y sélo si
en el DCL del cuerpo B existe una fuerza debida al
cuerpo A. Por consiguiente, con respecto a los bloques
de la Fig. 117a, es valido decir que el Bloque-1 no
actila sobre el Bloque-3. En los DCL's figuran solamente
Suerzas de accion divecta. No hay infermediarios.

Pasemos a otro uso de términos, menos sutil.
Consideremos el mismo sistema de bloques de la Fig.
117a (Véase la Fig. 118).

Wy

W,

Wy
. AL B I

Fig. 118

(Podriamos decir que el Bloque-1 “ejerce su
peso” W, sobre el Bloque-2? jNo! Porque no son los
bloques los que estan ejerciendo [os pesos Wy, Wy y
W, sinc la Tierra. Lo correcto es decir que el Bloque-1
ejerce sobre el Bloque-2 una fuerza normal N;. El hecho
de que el valor de la normal Nj sea en este caso igual
al peso Wy es otro asunto que no tiene que ver con el

trazado de los DCL's. Es algo que se deduce de Ia
ecuacion de equilibrio del Bloque-1.

Debemos separar bien la etapa del trazado de
DCL's de la etapa de plantear y resolver las
ecuaciones de equilibrio. En los DCL’s no se vale usar
resultados o calculos sacados de las ecuaciones de
equilibrio.

El punto se reconoce mds claramente al
hacernos esta otra pregunta: ;ejerce el Bloque-2 su
peso Wj sobre el Bloque-37 Obviamente no. El Bloque-

2 ejerce sobre el 3 una fuerza normal N; (cuyo valor,

sacado de las ecuaciones de equilibric de los blogues 1
y 2, es la suma de los pesos de los bloques 1 y 2).
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Pasemos a otro asunto, en relacion con el
conjunto de la Fig. 119a. El bloque Bé cuelga
libremente de la cuerda C2. La cuerda C2 sostiene al
bloque B6 y su tensién To, por equilibric, resultard ser
igual al peso We. Digamos que esto lo advierte al estar
trazando los DCL's y “de una vez” hace el DCL del
bloque B5 cormno se rmuestra bajo la carita triste en la
figura 119b, designando la tension de la cuerda C2 con
el simbolo “W" (con ello estd “transmitiendo” la
accién de la Tierra sobre el bloque B6 directamente
hasta el bloque B5).

B4 {. 1
% —{
[0 B g
B5 |
c2
B6- |
C1 C1-
B5 lws B5 - [

Fig. 119

Es una practica que debe evitar. Viendo el DCL
de la Fig. 119b izquierda jpareceria que el bloque BS
tiene dos pesos: Ws y Wy! Ademas, estas transmisiones
de fuerzas no son vdlidas en los DCL's de parficulas que no
estdn en equilibrio (usados en dinamica). Mejor hagalo
como se muestra bajo la carita feliz.

4.7. Sistemas compuestos
Esta regla es un repaso de algo que ya
conogemos:

Regla 10.

Para hacer el DCL de un sistema que
consta de dos o mas cuerpos,

- Trace el peso de cada elemente del
sistema.

- ldentifique los contactos externos del
sistemna, es decir, los puntos o superficies donde
los cuerpos del sistema se acoplan a cuerpos
ajenos al sistema.

— Trace la fuerza asociada a cada uno de
estos contactos externos (No trace fuerzas en los
contactos internos del sistema).

Regla 9.

Use el simbolo base “W” exclusivamente
para denotar pesos. No lo ponga junto a un vector
que no represente un pesod, cOmo Sserian una
tensidn, compresién, fuerza normal, ete., aunque
esta tltima fuerza sea {circunstancialmente} igual
en magnitud a algin peso.

En otras palabras, no incorpore calculos
{resultados de las ecuaciones de equilibrio) en los
DCL's. Tampoco haga hipétesis innecesarias
sobre los valotes de las fuerzas, por ciertas que
sean o parezcan. Separe bien las etapas de los
DCL's y ecuaciones.

En las Figs. 120 y 121 tenemos dos ejemplos de DCL’s
de sistemas compuestos, extraidos del sistema de la
Fig. 96 de la pagina 44.

{Bloque2, Bloque3, Bloque4}

B3
N
o i
Ry g R,
gt
R
WalTsa W, TISZ B4
Fig.120

[Bloque2, Bloque3, Bloque4}

B4

o
i

Fig. 121

-

En este curso introductorio tendremos pocas
ocasiones de considerar sistemas compuestos.
Generalmente habra que hacer los DCL's de todos los
cuerpos del sistema global, tomados uno por uno,
excluyendo cuerdas, resortes y varillas.



4.8. Fuerzas de direccién a determinar
Introduciremos una regla mas, en el contexto
de unos problemas concretos de equilibrio. Resolve-
remos primeramente el problema representado en la
Fig. 122.
He aqui los datos del problema:
— La tensidn de la cuerda vale 40 newton.
- El peso del Bloquel es de 60 newton.
- La fuerza del Resorte no se conoce ni en magnitud
ni en direccién (no se sabe si esta en tension o en
compresién).
-- El peso del Bloque2, W), es otra incdgnita.
- La normal Bloque2-Bloque3, Nj, también es
incégnita. .
- La normal Bloque3-Piso vale 200 newton.
— El peso del Bloque3 vale 80 newton.

Techo
ENENENENENEN
40 Cuerda
Blogue1
Resone
Bloquez
Bloque3

Fig. 122

Las cantidades a determmar son tres: la fuerza
del resorte, Ny y W,

2Qué hacer en un problema como éste en que
interviene un resorte cuyo estado (tensidn o
compresién) no se conoce de antemano? He aqui la
regla al respecto:

Regla 11.

Si no conoce a priori el estado de un
resorte:
~ Haga una hipétesis de trabajo: trace la fuerza
del resorte hacia alguna direccién supuesia.
Designela con “R” o “C”, segun Ja haya supuesto
de tensidn o compresion.
- Resuelva el problema bajo semejante hipdtesis.
Si obtiene un valor positive de R 6 C, acerté a la
direccién correcta. Si obtiene un valor negativo
{absurdo) de R 6 C, entonces la hipdtesis queda
invalidada y la direccién de R & C es en realidad
la contraria de la supuesta al comienzo (la tensién
era realmente compresion, o viceversa, asi que
hay que modificar el DCL}.
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Supongamos que el Resorte esté en tension.
Tendriamos los DCL's de la Fig, 123.

60

:

W R
L0 g

Il
¢R TN1
80 lN1

T 200

Fig. 123

Las ecuaciones de equilibrio son inmediatas:

40-60-R= 0
N1+R—WZ=0
200-N; - 80=0

Su solucion es

R=-20
Ny =200 - 80 =120

W =Nj + R =120+ (-20) = 100.

El valor negativo absurdo de R significa que el
resorte realmente esta en compresién, cuyo valor es C
= R[] =20.

La regla 11 es de utilidad no solamente con
resortes. Existen otros tipos de fuerzas (friccidn,
fuerzas en una varilla, fuerza normal, etc) cuyas
direccienes no siempre son conocidas de partida, para
las que también habra que hacer una hipdtesis acerca
de su direccidn.

Resolvamos ahora un caso en que aparece una
fuerza normal de direccién desconodda a priori.

En la Fig. 124a tenemos un collarin (cilindro
acanalado) que encaja dentro de una guia cilindrica
recta, El peso del collarin es de 50 newtons, la tensién
de la cuerda se ha prefijado al valor de 100 newtons, y
el resorte tene una tension de 300 newtons. Se trata
de calcular la fuerza normal en el contacto
collarin-guia.
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L W, V. L W, W,

/ Collarin

Cuerda

o

Resorte Guia cilindrica
Cortacto arriba (7)) -+ - :Z:FZZ
I'ny
[ M
Contacto abajo (?) - :i: -

Fig. 124

En la Fig. 124b puede ver el contacto con mas
detalle. Imagine que el collarin no ajusta perfecta-
mente en la gulia, sino que hay cierta holgura o juego
en el canal. 5i el contacto canal-collarin fiene lugar en
la parte de arriba del collarin, la normal N apuntaria
hacia arriba ({a normal incide en el punto de contacto
con el cuerpo considerado -el collarin-, viniendeo
desde el cuerpo extermo o actuante -la guia-). La
direccién de N se invierte si el contacto es en la
superficie inferior del collarin.

Hagamos el DCL del collarin, bajo la hipdtesis
de que N apunta hacia arriba (Fig. 125).

Si el resorte estuviera en compresion, la fuerza
de 300 en el DCL estaria dirigida hacia arriba. El valor
resultante para N seria N = -350, que corresponderia a
un contacto en la parte inferior del canal def collarin.

4.9. Fuerzas negativas
De las fuerzas que hemos introducido las
siguientes tienen direccidn conocida de antemano:

- El peso W {vector siempre vertical hacia
abajo)

- La tension de cables, resortes o varillas,
T 6 R 6 V (vector que siempre “emana” del
cuerpoy}

- La compresién de resortes ¢ varillas, C 6 K
{vector que siempre “incide” en el cuerpe}.

Entre ellas se contaria la normal N a condicion de que se
conozca el punto de contacto, en cuyo casc incide en el
cuerpo pasivo en este punto, viniendo desde el cuerpo
activo.

Ahora bien, una fuerza cuya direccidén ya es
conocida antes de resolver el problema siempre debe
resultar positiva. Un resultado negativo significa que
existe un error en la resolucion, o que los datos usados
no son consistentes con la situacién fisica.

T 100 {Collarin}
Tierra 50
50 l _"‘F_ Cuerda 100
ll N Guia N
300 Resorte 300
Fig. 125

De la ecuacién de equilibrio,
N +100 50 -300 =0

obtenemos N = 250. El hecho de que N haya salido
positiva indica que efecivamente apunta hacia arriba,
es decir, que el contacto collarin—guia tiene lugar en la
parte superior del canal.

Ilustremos con un ejemplo muy simple.

En el conjunto en equilibrio de la Fig. 126a, el
resorte superior tene tensién de 120 y el inferior Hene
compresién de 80, La fuerza normal entre el Bloque2 y
el Piso vale 380. Queremos calcular los pesos de los
bloques. Digamos que hiciéramos los DCL's come
vemos en la Fig, 126b, donde la fuerza de tensién del
resorte superior no estd trazada correctamente.

120
WI
80
80
Wzl
360




L.as ecuaciones serian
B0-120-W;=0
380-W,-80=0

de donde obtendriamos
Wy =-40 W, =300

El signo negativo de W seriala un error en el

problema, pues indicarfa que jel peso del Bloquel
actia verticalmente hacia arriba! Corrigiendo la
fuerza de 120 del resorte superior en el DCL del
Bloquel (trazandola hacia arriba) y volviendo a
plantear las ecuaciones y a hacer los calculos
obtenemos los valores correctos

W] = 200 W2 = 300

4.10. Problemas

1. Para los dos resortes del sistema mostrado,
considere las cuatro combinaciones de estados
relacionadas en la tabla (T indica tensién, C
compresion)

Resortel: T T C C
Resorte2: T C T C

¢Cudl de los cuatro estados no es compatible
con el equilibrio? Justifique algebraicamente.

2. Para cada uno de los conjuntos en equilibrio
mostrados en las Figs. (i) — (vi), dé nombre a cada
cuerpo y haga el DCL de cada bloque {“t” indica
tensién en el resorte; “c” compresién; ninguna letra
junto al resorte indica que su estado es obvio o bien

indeterminado a priori).
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(i) (i)

~ NN NN

(1) {iv)

C
1
C
o
TNS NS

(v) (vi)
NENENENEN
c
t

3. ;Es posible e] equilibrio del sistema si el resorte esta

—~

comprimido? Justifique numéricamente, asignando
valores a las fuerzas.
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4. El sisterna esta sometido a las fuerzas indicadas. Sin
usar lapiz ¥ papel, compruebe gue esta en equilibrio.

NENENENENENEN
14

N NE

66
. 50

NN NN

5. Calcule la fuerza normal guia-collarin. El resorte
superior estd en compresién (200 Nj, el inferior en
tenision (300 N). El peso del collarin es 100 N.

200

100 |

300

Resp. 600 N

6. Resuelva los sistemas (i) y (ii) (encuentre todas las
fuerzas desconocidas). Haga una figura donde se
muestren todos los cuerpos separadamente,
incluyende cuerdas y resortes, junto con todas las
fuerzas en el sistema.

Nota. El dato numérico a la derecha de cada bloque es
su peso. El dato junto a una cuerda es su tension, y el
seffalado por una flecha quebrada es la interaccién
normal en ese contacto.

(i)

Resp. 140; 200; 300

(it)

Resp. 40; 160

7. Resuelva el sistema global mostrade, usando los
DCL’s de los subsisternas propuestos bajo la figura
principal. El dato 40 {c} significa que el resorte tiene
una compresion de 40.

(Antes de emprender estos diagramas marque con
“e" los contactos externos de cada subsistema, con
objeto de no incurrir en el error de trazar fuerzas en
los contactos intermos).

Resp. 360; 240; 110; 470

8. Hay en total 9 fuerzas sobre ¢l cuerpo A mostrado
abajo. ;Cuales son?

i N . . . N




9. Haga el DCL de cada bloque de los conjuntos
mostrados.

=

~ N A S U AR AT ATV RNRYNNRNEYRN

VAN

(Resortes en tension.)

[

LA e

o1

| & g

¥ &

E i A il ;F.»F‘-E;E

{Resorte superior en tensidn, inferior en compresion)

— -

_E

{Resorte izquierdo en compresion, derecho en tension)

AT

{Resorte en compresion, cuerda en tensién,)
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CAPITULO5

SISTEMAS EN EQUILIBRIO. FUERZAS COPLANARIAS

5.1. Fuerzas inclinadas

Consideremos una particula en equilibrio,
sujeta a “N” fuerzas coplanarias Fy, Fp, Fy, ..., Fp,.
Representemos la particula por un punto situado en el
origen de un sistema cartesianoc de ejes X y Y. En la
Fig. 127 tenemos el caso de cinco fuerzas (N = 5).

Y
Fy

rF3

Fig. 127

Sabemos que la suma de las 5 fuerzas es igual a
cero. Por tanto, ¢colocando estas fuerzas una después
de la otra formaremos un poligono, el mostrado en la
Fig. 128. Alli vemos las componentes de las cinco
fuerzas a lo largo de cierto eje arbitrario designado

“Eje U”. La suma algebraica de las cinco componentes
es igual a cero, sea cual sea la direccion del Eje U.

Es decir, se cumpie la ecuacion

5
Flu +F2u +F3u +F4u +F5u =ZFiu =0
i=1

Como el Eje U es arbitrario, existe una
infinidad de ecuaciones come la anterior. Sin
embargo, solamente dos de tales ecuaciones son
independientes (suponiendo que los ejes subyacentes
no sean paralelos). Habitualmente se expresan las
ecuaciones de equilibrio en términos de las
compoenentes de las fuerzas segun los ejes X y ¥ de un
sisterna cartesiano XY, quedandc en la forma

LF=0 XF-0

Se sobreentendiende que la suma abarca todas las
fuerzas presentes sobre la particula considerada.

Ocasionalmente conviene usar dos ejes no
ortogonales, por ejemplo uno de los ejes coordenados
X, Y, y algdn otro “eje U” distinto, es decir, aplicar
unas ecuaciones de la forma

2 E =0, 2 F,=0
o bien

L Fy=0, ZFy=0

En un problema en que figuren varias
particulas, no necesariamente habra que definir el
mismo sistema de ejes X y Y para todas ellas. Tenemos
la libertad de adoptar un sistema de ejes distinto 'para
cada particula, segiin convenga. Generalmente se
procura que el mayor namero de fuerzas queden
alineadas con uno de los ejes coordenados.

La practica de usar ejes X y Y siempre
horizontal y vertical, a costa de girar las fuerzas, no es
eficiente y no se recomienda.

5.2. Equilibrio bajo tres fuerzas
El caso de un cuerpo en equilibric bajo la
accion de tres fuerzas, digamos Fy, Fy v F3 se presenta

frecuentemente. Existe un métedo trigonométrico




directo para resolver este caso.

Fig. 129

Dado que la suma vectorial de las tres fuerzas
debe ser igual a cero, estas fuerzas forman un
triangulo (Fig. 129). Entonces, por la ley de los senos,

FE __B _ §K
sen®, senB, senb,

Ni siquiera hay necesidad de trazar este triangulo si
los angulos 91, 82 y 943 pueden obtenerse facilmente
del DCL. Notemos que cada fuerza se divide por el seno del
dngulo que forman las lineas de accion de las otras dos.
Dicho angulo se toma siempre menor que 180°.

PPor ejemplo, en la Fig. 130 tenemos una fuerza
vertical de 500 y dos fuerzas Fy P a calcular.

L

Y

35°

40° | 500

Fig. 130

He aqui los dngulos requeridos:
Entre F y 500: 40°
Enfre 500y P:  145°

Entre Fy I 105°

<Nota. Son utiles en estos calculos las siguientes
identidades trigonométricas:

sen (180° -6 ) =sen B sen (90° + 0) = cos B
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Si el dngulo esta cercano a'180°, podemos tomar su
suplemento; por ejemplo,

sen 145° = sen (180° - 145°) = sen 35°

[or otra parte, si excede poco de 90°, podemos tomar
el coseno del! excedente; por ejemplo,

sen 110° = cos (110° - 90°) = cos 20° >

Obtenemos asi ias ecuaciones

F 500 P

senl45° senl05° sen40°

o bien

E 500 P

sen35° cos15°  sen40°

Evaluando

500
cos15°

=517.64

obtenemos
F=517.64 sen 35°=296.9

P =517.64 sen 40° =332.7

5.3. Ejemplos varios

Calcular ias tensiones en las cuerdas que

soportan la esfera de masa 15 kg mostrada en la Fig.
131

SONCNCN N N N N N N N N N N NN N N

250 500

Fig. 131

El peso de la esfera es

W=15kgx98m/s2=147N
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Observe el DCL en la Fig.
132, particularmente los
angulos que forman las
fuerzas.

Z(Tq, Tp) = angulo entre
Ty y T, =75°

Z(Ty, W) =angulo entre

T,y W =155°
W
Z(Ty, W) = angulo entre
v T,y W =130°
Fig. 132

Las ecuaciones de equilibrio toman la forma

T - T, _ W
sen LTy, W} sen Z(Ty, W) sen 2£(Ty,T;)

_ T . T _ 147
$enl130° sen155° sen75°
de donde
T = N~ o =
1= en75e sen’130° =116.58
T, = . ° =
2 o750 sen155° = 64.312

Dos bloques unidos por cuerdas

descansan sobre un planc inclinado. Dados el angulo
0 y las masas m; y my, calcular las normales y las

tensiones de las cuerdas.

SNN NN W N S N N R NNNTRTYN

Fig. 133

Teremos dos cuerdas que hemos numerado 1
y 2; sus tensiones se denotaran correspondientemente
con Ty y Ty Los pesos de los bloques son myg ¥ mag.

Para resolver plantearemos las ecuaciones de
equilibrio de cada blogue. En los DCL's conviene
representar los bloques por puntos, para facilitar el
calculo de las componentes de las diversas fuerzas.
Los DCL's estan en las Figs. 134a y 134b.

/_/
T
Bloguetl - —~ ., L™
=
-
//
ma|[ovN
AR
-
T 4
Blogue2 - ~ _ -
=
LR
..r'/ 8 NZ
- m.g
Fig. 134

Note que el d4ngulo entre la normal N; y el
peso myg es igual al angule de inclinacién del plano.
Lo mismo ocurre con N; y msg. Usaremos esta

igualdad a menudo en problemas donde figuren
bloques sobre planos inclinados.

Definiremos los ejes X y Y tal como se muestra
en la Fig. 112. Las ecuaciones de equilibrio son

2 F =0
Bloguel: Ty -mgsenb=0
BloqueZ: Ty -Ty-mygsenB=0
2 Fy=0:
Bloguel: Ni-mjgcos8=0
Blogue?: Ny ~mygcos§=0

Aparecen en ellas las 4 incognitas Ty, Ty, Ny y Nj. La

solucidn es inmediata:
Ty =mygsent T2=(m1+m,_)/gsen8

N;=mgcosb Nz =msygcos §



Se entiende que debia
resultar T; > Ty, ;Podria dar la

solucién para el caso que

tuviésemos tres bloques en vez

de dos, sin necesidad de hacer
calculos? m,

5i B vale 90° (Fig. 135) las
soluciones se reducen a 1

Ty =mg

Fig. 135
Ty = (m; + my)g

Dos esferas, la mayor de masa8 kg y la

menor de 4 kg, descansan sobre una esquina como en
la Fig. 136. Hallar las fuerzas de contacto entre todas
las superficies.

Fig. 136

Observe los DCL’s individuales de las esferas
en la Fig. 137. Los pesos valen

Esferamayor: 8kgx9.8 12 =784N
8

Esfera menor: 4kgx 9.8 - =39.2N
=3

Existen en total 4 fuerzas normales entre todas
las superficies. La interaccion entre las esferas es la
fuerza normal Na.

Conviene trabajar con los angulos agudos
mostrados.

Fig. 137

Usando los ejes mostrados, las ecuaciones de
equilibrio de la esfera mayor son:

2 F =0

Ny - Np cos 53° - N3 cos 18°=0
ZFy=O:

-78.4 + Ny sen 53° - N3 sen 18° =0

Para las ecuaciones de la esfera menor, apliquemos el
método del tridngulo dado anteriormente. Los
angulos entre las fuerzas se ven en la Fig. 138.

N,
N,
392
Fig. 138. Esfera menor
Ny Ny 392

sen 37° sen 72° sen 109°

de donde (en newtons)

N3=2495 y N, =39.43

Sustituyendo Nj en las ecuaciones de la esfera mayor

hallamos

N,=107.82 y  N;=8862
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Las constantes de los resortes lineales son
k; = 1000 N/m y k; = 500 N/m. Determinar sus

longitudes naturales.

Fig. 139

Primeramente calcularemos con [as ecuactones
de equilibrio las fuerzas de tensidén de los resortes.
Después usaremos la ley de Hooke R = kd para
calcular sus elongaciones y de alli sus longitudes
naturales.

Drefinamos estos dos sistemas:

- el nudo donde se unen los dos resortes y la
cuerda.

- la pesa colgante.

Denctemos los angulos de inclinacién de los
resortes con 87 y 0. Tenemos los DCL's mostrados en

la Fig. 140.
i T
a Y
2 -
7% X
T W

Fig. 140

Ecuaciones del nudo:

~Rycos8{+R;c058,=0
Rysen 6;+R;5en 6,—T=0

Ecuacién de la pesa:

T-W=0

Reescribamos las ecuaciones del nudo como un

sistema de ecuaciones simultdneas para las incognitas
R1 Yy Rz:

—R1C0591+R2C0502=0
R]SED91+R2581182=W

Resolviendo por el método de determinantes
tenemos

-cos; cosH,

sen6; sen®,
=—cos0; sen B, —senb; cosd,
=-~sen (8 +05)

(Se usé la identdad trigonométrica

sen (0 + ) = sen & cos 3 + sen P cos &t )

A 0 cosb, Weost
LZIw seng,|” T 9%
_|—cost, O W eostl
27 sen0, W/~ o5
= R _4 _coshy
A sen(0, +6;)
R, _48y cos0,

A sen(6, +6,)

Estos resultados podrian haberse encontrado
practicamente por inspeccion de la Fig. 140, si
hubiésemos usado el método del triangulo. _

Calculemos los valores numéricos de 84, 85, R,

y Ry
B = arc tan (4) = 76°

B, =arctan (0.5) = 26.6°

26.6°
R, =2 %% 496-1796
sen 102.6°
76°
,=—2270 196 =486
sen 102.6°



Ya podemos calcular las elongaciones de [os
resortes:

R 018m 52=%=0.10m

1 2

8]=

Las longitudes naturales de los resortes estan
relacionadas con las longitudes “deformadas” y las
elongaciones por

&=Ly -Ly =Ly Ly

donde L, y Ly son las longitudes en la configuracion
deformada y Lp ¥ Lag son las longitudes naturales.
De la Fig. 139 obtenemos

L, =v100% +400? =412.31 mm=0.41 m

L, =v150% + 300% = 335.41 mm=0.33 m

Por lo tanto, finalmente,
L']Q = L1 - 81 =0.41-0.18=023m

Ly=L,—8,=033-0.10=023m

En general, los problemas de equilibrio con
resortes de elongacion o compresion desconocida se
resuelven considerando tres etapas:

- La etapa del equilibrio, en que se relacionan
las fuerzas mediante las ecuaciones de equilibrio.

— El uso de la “relacidn constitutiva” del
resorte, o sea R =k &.

- La etapa geométrica en que se relacionan las
longitudes naturales y las deformadas con la
elongaci6n, mediante la relacion L =Ly + 8. (donde L

es la longitud actual, Ly la longitud natural, y & la

elongacion del resorte).

Dos esferillas de masa M = 0.5 kg estan

unidas por un resorte de masa despreciable y
constante k = 50 N/m Se ponen sobre una superficie
dlindrica lisa de radio r = 0.3 m, como se ilustra.
Obtener la ecuacidn que satisface el angulo © en la
situacion de equilibrio. Suponger que la longitud
natural del resorte coincide con el radio r y despreciar

las dimensiones de las esferillas.

{Esferilla}
Tierra Mg
Resorte R
Cilindro N

Fig. 142

Dada la simetria de la configuracidn, los DCL's
de las esferillas son muy similares. En la Fig, 142 se
muestra el de la esferilla izquierda.

Las ecuaciones de equilibrio son:

(i) R-Ncosb=0
(iy Nsen®-Mg=0

Por otra parte, la fuerza del resorte es
R =k &, donde & es la elongacidn. La longitud natural
del resorte es Ly = r y la deformada la sacamos de la

Fig. 143: L = 2r cos ©. Entonces
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() R=k(L-Lg=k2Zrcost)-kr=
=kr{2cosf-1)

Despejando N de (ii), poniéndola en (i) y usando (iii)

tenemos

M
kr{2cos8-1)= 8 o056
sen®

Poniendo valores numéricos de k, r y M,
cot8-306(2cos8-1)=0

Esta es la ecuacién (trascendente) que satisface 6.
Sustituyendo varios valores de 8 vemos que hay dos
soluciones: 0=20.52°y 8 =50.65 Examinelas.

Plantear las ecuaciones de equilibrio del

“tendedero” mostrado en la Fig. 144 y discutir su
resolucion segun diversos conjuntos de datos.
Tenemos en total 5 cuerdas numeradas del 1 al

w1t

5 como se muestra, y dos nudos designados “a” y “b".

Fig. 144

Los DCL’s de los nudos {o nodos) “a” y “b"
estan en la Fig. 145. De los diagramas de las pesas, que
no trazaremos, obtenemos que T4=W; y Ts=Wy, lo
cual traspasaremos ya a las ecuaciones de equilibrio
de los nodos.

Es instructivo hacer notar que podriamos
haber definido unos sistemas circundando los nodos

T

a” y "b"” con sendas superficies sistémicas cerradas,
como se muestra para el node “a” en la Fig. 146a. La
superficie que encierra al nodo “a” contiene también
unos pedazos de las cuerdas 1, 2 y 4. Como sabemos,
al seccionar las cuerdas brotan en los puntos de corte
sus respectivas tensiones, de tal modo que el DCL del
sistema asi definido es el mostrado en la Fig. 146b.

"

Viene siendo esencialmente igual al DCL. del nodo “a
de la Fig. 145a.

- b W W . N, Y N

Fig. 146

He aqui las ecuaciones de equilibrio de los
nodos:

Nodo "a”

(i) -Tycosa,+T,cosa,=0

(11) Tl sen oy + TZ sen aq ~ W] ={

Nodo "b”

(iii) -Tocosa;+T3cos a;=0
{iv) -Tysenoy+Tysenaz—W;=0

e
En ellas figuran en total 8 cantidades: Ty, To, Ty, g, 2y,
a3 Wy y W, Como tenemos 4 ecuaciones, necesi-

tamos proporcionar 8 - 4 = 4 datos para resclver e}
problema.



Los datos mas simples serfan oy, oy, a3 ¥y Wy,
quedando por calcular las tensiones Ty, Ty, T3 y el
peso W,. Este caso no encierra nada nuevo y se deja

como ejercicio.

Si damos «), oy, Wy y Wy, podemos obtener T
y Ty de las ecuaciones (i) y (i) y luego resolver (iii) y
(iv) para a3 y Ts. Procedamos con semejante conjunto
de datos, suponiendo que ¢ =60°, ¢y =20°,
W) =300 y Wy = 200 (en newtons). Las ecuaciones del

M

nodo “a” se vuelven

—T; cos 60° + T, cos 20°=0
T; sen 60° + T, sen 20° = 300

cuya solucién es

cos 20°

Ty = 300 = 286.2
sen 80°
60°

=% 300-1523
sen 80°

SusHtuyendo en las ecuaciones (iii) y (iv) tenemos

-1523 cos20°+ Ty cos o3 =0
~152.3sen 20°+ Ty sen a3 — 200 =0

de donde

(V) T3 sen oy = 252.1
fvi) Tycosas=143.1

Dividiendo miembre a miembro se cancela T3 y

obtenemos

tano, =% =176

=  a;=604°

Finalmente, de la ecuacién (v},

252.1

=————— =290
sen 60.4°

3
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Para el sistena en equilibric mostrado

en la Fig. 147a, expresar la altura h en términos de la
masa M. Suponer poleas jdeales sin masa.

Fig. 147

Esta claro que cuanto mayor sea M menor sera
la altura h. Cuando M tiende a infinito, h debe tender
a cero. Si M = 75 kg, debemos obtener la
configuracion de la Fig. 147b. Notemos que existe una
sola tensién T a lo largo de la Gnica cuerda presente.
Los DCL's son:

Fig. 148

Ecuaciones:

TcosO—Tcos02=0
T=Mg

Tsen 8+ Tsen8,-147=0
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Se reducen a

6,=6,=6
2T gen 6 = 147 T=98M
Entonces
sen( = W7 75 R
196M M Jogd+h2
—~ ho__%
M? -56.25

Existe solucién para M > 56.25 =75 kg, valor que
corresponde al caso de la figura 147b.

Ejemplo 17 Calcular el radio r del disco en equilibrio,
dados F =120 N, k = 3000 N/m, Ly = 450 mm, h = 400 mm,
d = 400 mm.

|t

Fig. 149

La Fig. 150 es el DCL de la esfera.

{Esfera}

Tierra

| €

Resorte

Agente externo 120
Superficie N

Fig. 150

Hemos puesto las longitudes en metros, y
hemos introducido estas cantidades:

L =longitud actual del resorte.

€ = angulo que forma la fuerza del resorte
con fa horizontal.

Las ecuaciones de equilibrio son
(i) 120-Rcos 8 =0
(i) RsenB+N-W=0

A estas hay que agregar la relacién R = k &, que se
convierte en

(iii)  R=3000 (L - 0.45})

En las ecuaciones (i), (i) y (iii) aparecen las incégnitas
R, 6, N, W y L Sin embargo, tenemos esta otra
relacién:

(iv) <cosf= 04
L

Como R y cos § vienen expresadas, por (iii) y (iv), en
términos de L, la ecuacion (i) contiene solamente la
incognita L. Procedamos a resclverla, poniéndola en
la forma R cos 8 = 120 y sustituyendo R y cos 8 por lo
que nos dan (iii) y {iv):

3000(L - 0.45) % =120

Se obtiene de aqui
L=05m

de donde se obtiene luego el radio de la esfera:
r=0.1 m=100 mm

En vista de que no conocemos el peso W, no podemos
calcular la normal N.

Note que la clave para resolver este problema
consisti¢ en trabajar con la longitud actual L. Se
hubiera complicado innecesariamente si hubiésemos
escogido trabajar con el radio “r” directamente.



Dos collarines estdn insertados en
varillas lisas, una vertical y la otra horizontal, como se
muestra en la Fig. 151. Los pesos de los collarines son
110 N y 80 N, y la tensién de la cuerda vale 110 N.
Calcular las fuerzas normales que ejercen las varilias
scbre los collarines, y la tension del resorte.

Cuerda
80N { }

1ON |_“6 ....... '

Fig. 151
Las Figs. 152 y 153 son los DCL’s de los collarines.

110
—»

R T

30Y N,

{Collarin de 80 N}
Tierra 80
Cuerda 110
Guia horizontal | Nj

Resorte R

Fig. 152

1 )R

A

|
N
o d

Ny

(Collarin de 110 N
Tierra 110
Guia vertical N,
Resorte R

Fig. 153
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Ecuaciones de equilibrio para el collarin de 80 N:
(i) 110-Rcos =0

(i) Ny-80-Rsenf=0

Ecuadiones de equilibric para el collarin de 110 N:
{iiiy RcosB@-Ny=0

{ivi RsenB-110=0

Sumando miembro a miembro (ii) ¥ (iv) se cancela el
término “R sen 8 y se obtiene

Ny =190
De aqui es facil obtener las restantes:

N,=110N, R=15556N, O=45°

Un modo mas sencitlo de resolver el problema
hubiera sido a partir del DCL del sistema formado por
los 2 collarines y el resorte. Este DCL se muestra en la
Fig. 154.

110

[Collarin de 80 N, Collarin de 110 N, Resorte}
Tierra 80y 110
Cuerda 110
Guia horizontal N
Guia vertical N,

Fig. 154

Se obtendria inmediatamente Ny = 110 N y Ny = 190 N.
Luego calculariamos R = 11042 N =15556 N.
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5.4. Problemas

Nota. Todas las superficies son lisas.

1. En cada uno de los casos (i) - (iii) se supone que la
suma vectorial de las tres fuerzas es cero. Calcule las
magnitudes de las fuerzas desconocidas mediante el
método de] tridngulo (ley de los senos).

' C
_____ e
18°
800 N 1000
Resp. N =606.4; ge_s;[l)’; Bz
C=2915 )
. 4
15%
) Fz 46
i 200 .
! 32 |
\ 250 F
Resp. Q= 188.6;
V=I;34 5 Resp. Fy=55.25

F,=14.02

Use el método del tridngulo
para resolver los problemas 2, 3 y 4.

2. ;Qué fuerza F es necesaria para mantener a la
esferita de masa 6 kg en equilibrio? La esferita
descansa sobre una superficie cilindrica lisa.

Resp. 40.22 N.

3. La esfera de peso 46 N pende de una varilla rigida
ligera y recta, y descansa sobre una superficie lisa.
Calcular la tension de la varilla, “K”.

Resp. K =33.38 N.

4. ;Qué fuerza F es necesaria para que la esfera de
masa 5 kg pierda el contacto con la superficie
inclinada a su izquierda?

F

Fl
.
'
]
t
]
"
L}

Resp. 48.35 N.

5. Calcular las fuerzas normales sobre el cilindro de
peso 600 newton.

Resp. 319.2; 628.8.

6. La esferilla de peso 50 N se apoya sobre la superficie
parabélica. El resorte forma un dngulo de 20° con la
vertical. Calcular su tension, asi come la normal scbre
la esfera.
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Resp. R=446; N=17.3.

7. Calcular las fuerzas normales entre todas las
superficies. Pesos: esfera menor, 200 N; esfera mayor,
500 N.

Resp. 666.66; 700; 833.33; 666.66.

8. Calcular la tension del cable y la fuerza normal con
el plano inclinado.

Resp. 29.8;45.7.

9. ;Qué fuerza aplicada (a) horizontalmente, (b) a lo
largo del plano, es necesaria para mantener al bloque
en equilibrio? Suponer superficies lisas.

5kg
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10. El peso de la esfera es 300 N, la tension del resorte
es 500 N. Calcular la normal y la fuerza F.

Resp. 182; 376.

11. Calcular las fuerzas normales sobre la esfera de
peso 100 N, El resorte tiene una compresion de 50 N.

Resp. 812N, 111.1N.

12. Un bloque de 200 N se mantiene en equilibrio
sobre un plano inclinado liso mediante la fuerza P.
Calcular P y ]a reaccién normal del plano.

Resp. P=89.9N, N =1505N.

13. Sobre tres pasadores lisos, fijos a una pared, pasa
una cuerda que sostiene en sus extremos libres dos
pesas idénticas, de masa 5 kg. Calcular la magnitud y
direccion de la fuerza sobre cada pasador.

Resp. (375 N £ -22.5%; (69.3N £-90°);
(37.5 N £ -157.5%).
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14. Se pasa una cuerda por un anillo liso de peso W.
Se aplica al anillo una fuerza horizontal P de modo
que esté en equilibrio en la configuracién mostrada.
Calcular la tensién de fa cuerda v el valer de la fuerza
F en términos del peso W.

Resp. T=0.732W,; F=0.268W.

15. Calcular el peso W que produce ¢l equilibrio en el
sistema mostrado. Todas las superficies son lisas.
Calcular la reaccién en el apoyo de articulacién de la
polea, supuesta de masa despreciable.

Resp. 32.6 N; 64.2 a 80°.

16. Calcular las tensiones en las cuerdas y el angulo a.

Resp. 532.9; 294; 260; 50°,

17. Un pesc de 485 N cuelga de dos cuerdas de 1.7 m y
1.2 m de largo, como se muestra. Caicular las tensicnes
en las cuerdas.

Resp. T; =456 N, T, =385 N.

18. Calcular las tensicnes en todas las cuerdas. El peso
del bloque es 120 newton.

Resp. 121.8; 21.1; 138.5; 90.4; 120.

19. Dados m; = 4 kg y m; = 6 kg, calcular las

tensiones en las cuerdas del sistema mostrado, asi
como el dngulo a, de la siguiente manera:

Considere el DCL del segmento de cuerda
comprendido entre el nodo “a” y el nodo “b”, y
calcule a partir de ¢l las tensiones en las cuerdas

inclinadas laterales. Luego haga el DCL del nodo “a
para calculer la tension en la cuerda a angulo «a.

S i b o RN T i 0 SR N

Resp. 71.13 N, 47.35 N, 40.33 N, -36.8°.

20. Un aparato para levantar pesos consiste de una
barra ligera rigida AB de 100 ¢m de largo, que esta
atada al punto C por un cable BC de 60 ¢m de largo.
Un peso de 600 N estd suspendido por otro cable en B.
Calcular las fuerzas en la cuerda BC y la barra AB,
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N

600 N

N

NN NN

Resp. 500 N, 300 N.

21, Se aplica una fuerza F en un punto de una cuerda
que sostiene un bloque de 20 N-de peso. Calcular la
fuerza F que equilibra al bloque, y la tension en la
parte superior de la cuerda.

Resp. F=18N, T=273 N.

22, El sistema estd compuesto de dos poleas fijas lisas
de radio 10 cm. Calcular la fuerza total sobre cada
polea.

tr=10cm

2k
8kg gD

Resp. (77.25 N £ —29.52°), (136.45 N £ - 119.52°)

23. Un peso de 45.6 N cuelga de dos cuerdas. Calcular
la tensidn en [a cuerda mas corta.

n-71

B N N . " O N O VO WO WO . . N L

Resp. 49N

24, Dos fuerzas forman un angulo de 60° una con otra,
y su swma tiene magnitud 14 N. Una de las fuerzas es
4 N mayor que la otra. Calcular las magnitudes de las
dos fuerzas y el angulo que su suma hace con la
fuerza mayor.

25, Un peso W cuelga de dos cuerdas como se
muestra. Dada la tensién en la cuerda derecha, 450 N,
calcular el peso W.

- NN N NN BN N W . . N

29°

Resp. W =493 N.

26. Dos cuerpos de masas 6 kg y B kg estdn en
equilibrio sobre un cilindro liso, conectados por una
cuerda que pasa per una polea fija. Los segmentos de
la cuerda son tangentes al cilindro en los puntos
donde estan los cuerpos. Calcular la tensién en la
cuerda y la fuerza normal sobre cada cuerpo.

poles lisa fija

8kg
6 kg

<90 L
N -
\_/‘\’/
s .

N NN WY LY N N N RN

Resp. 48 kgf, 3.6 kgf, 6.4 kgf.

27. Un pequenic collarin de peso W, que puede
deslizarse 2 lo largo de un anillo vertical liso, se
mantiene fijo mediante una cuerda atada al punto mas
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alto de] anillo. Calcular la reaccién del anillo sobre el
collarin.

Resp. W.

28. Una cuerda de longitud L tiene sus extremos
atados a dos puntos separados una distancia “c”, que
se hallan sobre una superficie inclinada a-6 grados
con la vertical. La cuerda pasa por un anillo liso de

peso W. Calcular la tensién de la cuerda.

Longitud L

WL

212 —c?sen? ©

Resp.

Sugerencia. Introduzca los segmentos “a” y “b”
mostrados abajo {de tal modo queL =2 a +b).

Use las relaciones
2a+b=L
AC=2asen®

AC=AD-CD=csenf-bsen¢
De fa condicién de equilibrio del anillo obtenga

nsen (pu.

29. Tres cuerdas, con las inclinaciones mostradas en [a
figura, soportan un bloque de peso W. Las tensiones
en las dos primeras cuerdas valen 130 N y 90 N.
Calcular la tensién en la tercera y el peso W del
bloque.

PN, N N L LY N O, O . N N, W % N . W N NI

Resp. 1944 N, 835 N.

30. La barra rigida AD soporta un bloque de 5000 N
medijante una polea lisaen D y un cable fijoen Cy D.
Calcular la fuerza en la barra y en el cable CD.

Resp. T=4090N, C=12100 M.

31. En el sistema de la figura, suponer que las poleas
son lisas y sin masa. Demostrar que para que exista
equilibrio debe cumplirse que & < 30°.

Perno
flso fio

32. La esfera de masa M estd sujeta 3 una cuerda
inclinada a 6 grados y fija a una pared. ;Para qué
valor de la fuerza F se perderd el contacto entre la
esfera y la superficie horizontal?
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Resp. F = Mg cot 8.

33. Una esferilla de masa m estd atada a una cuerda de
longitud L como se muestra. La esferilla descansa
sobre una superficie semiesférica de radio R. Expresar
la tensién T de la cuerda en funciénde m, L, h y R.

Hemisferio
deradioR

&

Resp. T = mgL/(R + h)

34. Dados 8 = 30° « = 40° y W = 500 N, calcular la
tensién en la cuerda y la normat en el plano.

Resp. T=266 N, N =342 N.

35. Un bloque de masa m = 28 kg estd suspendido de
un sistema de cuerdas como se muestra. Las cuerdas
C3 y C4 estan verhical y horizontal, respectivamente.
Dados a = 39° y B =28° calcular las tensiones en todas
las cuerdas.
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NN AN N N NN NN N hY
C3 v
L
cl o c4
B
B/ . #
C3 f
s
m 4
s

Resp. T) =263.2 N, T, = 231.7 N.

36. Con los datos m, =28 kg, m; =22 kg, 8, =30%y
8, = 32° calcular la fuerza F necesaria para mantener

el equilibrio de tos dos cuerpos.

A T T VW

~

Resp. F=148.2 N.

37. Para e] sistemna de dos bloques en equilibrio,
calcular la tensidn en la cuerda y el angulo a.

A0k,
30 kg €

@ 30°

N NN N W N TN N N NN NN N NSNS

38. La cuerda, inclinada a 55°, puede soportar una
tensién maxima de 40 kN. La caja sobre la que
descansa el bloque de masa 5 Mg es lisa. ;Cudl es el
valor maximo que puede tener el dngulo « sin que la
cuerda se rompa?
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Cuerda

Resp. a = 48°.

39. La cuerda que une a los dos bloques es horizontal.
Con los datos 6 = 40°, 8, = 20° y m; = 80 kg, calcular

la masa m;.

40. Para el sistema en equilibrio ilustrado, calcular la
constante del resorte, k, la tensién en la cuerda
superior, Ty, y el peso de) bloque 2, W. Se conocen la
fuerza normal entre el bloque 2 y el plano, N = 120 K,
el dngulo € = 53.13°, el peso del bloque 1, W; = 200

newton, y la elongacién del reserte, & = 125 mm.

Lot

Lk

Resp. 2000 N/m; 410 N; 200 N .

41. Un cuerpo de masa 400 N estd sostenido por tres
resortes de iguales longitudes naturales. Los resortes
Ay Cson idénticos, de constante k, = ko =800 N/cm,

v el resorte B es de constante kg = 600 N/cm. Calcular

las tensiones en los tres resortes.

A§ éz&?c

42, En el sistema en equilibrio mostrado calcular d;
sabiendo que, k; = B0OO N/m, kp = 1500 N/m, & = &, =

120 mm, m = 8 kg y d; = 600 mm.

Resp. 735 mm.

43. Un bloque de masa m se sostiene en equilibrio
mediante dos resortes de los tres modos mostrados.
Los resortes son de iguales longitudes naturales, Ly

de constantes elasticas distintas, k; y kp. Para cada

caso, (a) haga una figura de la situacién en que los
resortes no estan deformados; (b) juntc a la figura
anterior, haga otra de la situacién deformada; (c) haga
los DCL's de los sistemas {Resortel], {Resorte2] y
{Bloque}; (d) calcule en cada caso el desplazamiento
vertical D del bloque, medido desde la configuracion
no deformada del sistema.




44, Dados: R=1m; 8=30° Ly =075 m Ly =1.9m;
k; = 400 N/m; k; = 500 N/m, calcular el peso de la

esferilla y la fuerza normal.

Resp.14.8; 27.8.

45. El collarin de peso 20 N es guiado por una barra
circular vertical. El resorte tiene eonstante elastica

k =1000 N/m y su efongacién es & =22 mm. Calcular el
angulo o que forma el resorte con la vertical.

i T s

Resp. 25°.

46. Un bloque se mantiene en equilibric sobre un
plano lise de inclinacién © mediante dos resortes de
longitudes naturales iguales, Ly y constantes elasticas

ki ¥ ky, como se muestra en la figura. Calcular las

tensiones de los resortes en términos de k;, k», Wy 8.

Resp. Fy = (ky/(k; + k)W sen 6.
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47. Un peso W estd suspendido en un cable como se
muestra en la figura. ;Qué peso P es necesario para
mantener el equilibrio en la situacién dada?
Expresarlo en términos de s, L y W,

2
L
Resp. P=3 W }l+[gj

48. Calcular el valor de la masa M para que exista
equilibrio en el sistema mostrado.

Polea fija

Resp. M =324.7 kq.
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CAPITULO 6

FUERZA DE FRICCION O ROZAMIENTO

6.1. Una experiencia

En general, la interaccidn entre dos superficies
en contacto simple es mas complicada de [o que
hemos descrito hasta ahora. En realidad consta no
solamente de la conocida fuerza normal “N” -que
como sabemos actla perpendicularmente a las
superficies contactantes—-, sino adicionalmente de una
componente que es tangencial a dichas superficies: la
llamada fuerza de friccion o rozamiento.

Las propiedades principales de la fuerza de
friccién pueden deducirse a partir de una experiencia
muy simple. Coloquemos una caja pesada sobre una
superficie horizontal (Mire la Fig. 153) y tratemos de
ponerla en movimiento aplicandole cierta fuerza
horizontal F. Por ahora apartemos de la discusidn las
fuerzas verticales del peso y la nommal, que se
cancelan.

f

Fig. 155

Sabemos por experiencia que si F es muy
pequefta Ja caja no se movera. De la condicién de
equilibrio se deduce entonces que, al mismo tiempo
que se aplica F, se genera otra fuerza igual y opuesta,
“f”, que contrarresta su efecto. Esta es la fuerza de
Sriccién.

Incrementemos poco a poce la fuerza aplicada
F (mire la Fig. 156}, todavia sin que la caja se mueva.
Debe ocurrir que la friccién f se incremente en la
misma proporcidn que F, a modo de mantener la
igualdad f = F que garantice el equilibrio observado.

T T ST

e T TR
f i 1

Fig. 156. La friccién aumenta con F hasta legar

a su valor maximo fry,.

Sin embarge, sabemos que si es posible mover
la caja empujandola con una fuerza F suficientemente

*

grande. Esto significa que se llega a una sitnacién en
que la fricddn ya no puede compensar la fuerza
aplicada F, de tal manera que el equilibrio se rompe.
La friccién es la resistencia que oponen las
superficies al deslizamiento relativo mutuo. Pero las
superficies no pueden desarrollar esta oposicién mas
alld de cierto valor maximo fq,. En tanto F es menor

que fm, hay equilibrio. 5i F es justamente igual a fr, la

caja esta a punto de moverse {(su movimiento es
inminente), esto es, cualquier cosa que aumente ¥ por

encima de fp, motivard que la caja se mueva (“se

deglice” o “resbale”}, por leve que sea su movimjento.
5i F sobrepasa et valor fy, la caja se movera acelerada-

mente.

Relacionemos lo anterior con €] DCL completo
de la caja, supuesta en equilibrio.

El contacto de ia caja con la superficie
horizontal genera sobre aquella una fuerza inclinada
S (Fig. 157a). La componente vertical de S es la
familiar fuerza normal N que equilibra al peso; la
componente horizontal es la fuerza de friccion f que
equilibra a la fuerza aplicada F (Fig. 157c). Es practico
trazar en los DCL’s la fuerza 5 ya descompuesta en
sus dos componentes N y f, como vemos en las Figs.
157b,c.

) A F,
Wy \g N W
f
Fig. 157

En general,

(29)  El contacto simple entre superficies da
lugar a una interacdén 5 con dos compenentes
que son la normal N y la friccién f,

P

Recordemos entonces que toda normal N viene
acomnparniada en general de una fuerza de friccién £,



6.2. Propiedades de la friccion maxima
De nuevo hay que recurrir al experimento a fin

de obtener las caracteristicas de la friccién mdxima £,

Esta vez investigamos cémo depende el estado de
movimiento inminente con la normal N, las dimensiones
y los materiales de fabricacion de la caja. He aqui las
observadones experimentales:

» f es proporcional a su normal asociada N:
frn=uN

El factor de proporcionalidad p se denomina el
coeficiente de friccidn. Es un nOmero puro (sin
dimensiones fisicas) que depende de la
naturaleza de las superficies en contacto y del
estado de dichas superficies (puleritud,
lubricacién, pulimento, corrosién, oxidacién,
humedad, etc.).

¢ {y no depende del 4rea de contacto.

El contacto simple puede ser de punto, como en
los casos representados en las Figs. 158a y 158b.
La friccidn méaxima que se desarrolla en estos

contactos también obedece la relacién f; = p N.

D™
o ¥

Fig. 158

La friccién es una fuerza muy compleja. Los
modelos atomicos de la friccién no explican dento por
ciento las observaciones macroscopicas. Incluso la
friccién macroscépica puede depender de la “historia”
del contacto, es decir, del modo como ambos cuerpes
hayan llegado al equilibrio.

En la tabla que sigue s¢ muestran valores
tipicos del coeficiente de friccion.
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Materiales Condiciones | Coeficiente
de superficies | de friccién
Metal sobre Metal Limpias 04-1.0

Bien
lubricadas 02-04

No-metal sobre No-|No lubricadas [0.4-09
metaj

Bien

lubricadas 0.1-02
Metal sobre No-metal | No lubricadas [0.4- 0.6

Bien

lubricadas 0.05-0.12

Las tablas de valores de coeficientes de friccién
no son muy confiables. Los 6xidos e impurezas
presentes en las superficies afectan apreciablemente el
valor de p. Es mejor determinar esie coeficiente
experimentalmente en cada escenario, para lo cual el
procedimiento mas simple es el dado en el Ejemplo 20
en la pagina siguiente.

Una superfidie lisa es aquella cuyo coeficiente
de friccién relativo a cualquiera otra superficie vale
cero. Se trata obviamente de un caso ideal (muy
utilizade en la préctica).

En la situacién de movimianto inminente, la
fuerza de friccién scbre el cuerpo es la maxima, dada
por fr, = uN. Apenas el cuerpo empieza a moverse, la
friccibn disminuye abruptamente desde su valor

maximo f; hasta otro valor fi denominado la friccidn
cinética (Fig. 159). Esta obedece siempre la relacién fy =
pe N, donde uy es el coeficiente de friccién cinética.
Grosso modo tenemos que py =0.75 1L

En los problemas donde intervienen fuerzas de
friccién debe tomar en consideracion que la friccién
posee un rango de wvalores, desde 0 hasta su valor
maximo puN. Solamente en la situacion de movimiento
inminenle puede usarse la relacion f = f; = p N; en

cualquiera ofra situacién no existe relacién empirica
alguna entre la fuerza de friccién f y la normal N.

F=f Fof
I
a = o mm
f f, <t

movimiento inminente moviéndose

Fig. 159
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6.3. Ejemplos

Se presiona un bloque de 50 N de peso

conira una pared (Fig. 160a). El coeficiente de friccién
pared - bloque vale p = 04. (a) ;Con qué fuerza
minima F debe presionarse para que el bloque no se
mueva ? (b) Si se presiona con el doble de la fuerza
anterior, ;cudnto vale la fuerza de friccién?

soN | #=04

RS

280 N

Fig. 160

La Fig. 160b muestra el DCL del bloque
correspondiente al inciso (a). Si deseamos que el
bloque no se mueva, la friccidon debe soportar el peso
de 50 newton. Supongamos que aplicaramos una
fuerza F bastante grande; entonces la fricddn se
ajustaria facilmente al valor requerido de 50. Vayamos
disminuyendo esa fuerza. Lo podemos hacer hasta la
situacién de movimiento inminente del bloque, es
decir, la minima fuerza F requerida correspondera al

valor mdximo de f, o sea fr, =p N.

Tenemos asi que

N=£=£=125=F
g 04

En el inciso (b), si F = 250 la friccién maxima
seria foy = 0 N = 04 x 250 =100. Esta friccidn seria

suficiente para mantener un bloque de 100 newton.
En este caso la friccidn no alcanza a llegar a su valor
maximo, sino que toma el valor necesario para
sostener el bloque de 50 N, es decir, f = 50 newton
(Fig. 160c).

Un procedimiente muy simple para

determinar el coeficiente de friccién enfre dos
superficies 1 y 2 consiste en utilizar un blogque del
material 1 y una barra giratoria del material 2. Luego
se colocan como se muestra en la Fig. 16la y se va
aumentando el dngulo 8 hasta que se observe un leve
movimiento del bloque. Esto correspondera aproxi-
madamente a la sttuacién de movimiento inminente «
sea de friccién mdxima.

meterial 1

DS | e T S R LR T e P )

mg
Fig. 161

De las ecuaciones de equilibrio del bloque,

frn=mgsen 0

N=mg cos B
junto con
fm=uN

se deduce que
p=tan B

Midiendo & obtenemos p.



El sistema de tres bloques y dos cuerdas

de la Fig. 162a se halla en equilibrio para los
siguientes valores de los pesos: Wy =90 N, W, =140 N
y W3 =500N.

(a) Calcular la fuerza de friccion sobre el bloque W.

(b) Se observa que al aumentar en 60 N el pesc del
bleque W, el movimiento del sistema es inminente;

calcular el coeficiente de friccién.

(a) De los DCL’s de los bloques colgantes, dados en la
Fig. 162b, sacarmnos que las tensiones de las cuerdas
valen Ty = Wy =90 y T, = W, = 140. Traspasemos estos

valores al DCL del bloque central, como se muestra en
la Fig. 162c.

a0 140

Fig. 162

Imponiende la condicién de equilibrio en la
direccién horizontal obtenemos que la friccién debe
valer f = 50. ;Por qué no se aplicd aqui la relacion
fm=pN?

(b} En esta otra situacion, el peso que cuelga a la
derecha vale 140 + 60 = 200 y el sistema estd a punto
de moverse. El DCL del bloque W es similar al de la
Fig. 162¢, con dos modificaciones:

- La fuerza de 140 hacia la derecha debe
reemplazarse por una de 200.

— La friccién esta vez es la maxima, asi que la
indicamos con f, en lugar de f.

0 200

500 N m

Fig. 163
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Queda el DCL que vemos en la Fig. 163. De aqui
obtenemos

N =500 y fm =110.
Usando la relacion f, = u N resulta

ol 110
N 500

El pony puede jalar a lo mas con fuerza

de 2000 N. El peso de la caja es 5000 N y su coeficiente
de friccion con el suelo es u=0.5.

{a) ;Qué fuerza vertical mindima debe ejercer el
hombre en la situacion de la Fig. 164 para que la caja

=022

esté a punto de deslizarse?
(b) ;Cudnto valdria esta fuerza si se aplicara
horizontalmente?

Fig. 164

{a) Para poder mover la caja, el pony debe vencer la
maxima fuerza de friccién caja-suelo. Si el hombre ne
jalara la cuerda, la normal sobre la caja seria igual al
peso de la misma, o sea N = 5000, y la friccién méaxima
seria

fm = i N = 0.5 x 5000 = 2500

Como el pony puede aplicar a lo mas 2000 newton,
no logra mover la caja en esta situacion.

El hombre coopera jalando la caja hacia arriba,
de modo que disminuya la normal y con ello también
la friceidén méxima. Deseamos que la friccion maxima
sea de 2000, valor al que corresponde una normal de
N = fi,/u = 2000/0.5 = 4000. Para que la normal se

reduzca a este valor el hombre debe jalar con una
fuerza de 1000.
(b) Hacer las cosas como en la Fig. 164 no es eficiente.
Es mejor que el hombre empuje horizontalmente la
caja con una fuerza de 500. Entonces entre el pony y el
hombre produciran una fuerza de 2000 + 500 = 2500,
que iguala la friccién maxima a vencer.

A continuacion estan los  DCLs
correspondientes a (a) y (b} junto con la resclucién
matematica detallada del problema.
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Inciso (a) Inciso (b)
T
» 2000 F .——‘—" 2000
'-"!l f
o0 BT fm 5000 +T m
N N
fm_2000=0 F+2000—fm=0
N +T - 5000 =0 N -5000=0
N = 4000 fm = 2500
T =1000 F =500

Fig. 165

Dados Wy =40 Ny W; = 160 N, calcular el

valor de Wy para el cual el sistema estard en

movimiento inminente. El coeficiente de friccidn
Bloquel «» Bloque2 es p =0.3, y el coeficiente Bloque2
< Mesa es 1’ = 0.4. Suponer que las poleas son lisas.

Fig. 166

Numeremos las dos cuerdas como se muestra
en la Fig. 166. Dado que el Bloquel tiende a moverse
hacia la izquierda, la friccién sobre €l estara hacia la
derecha. La reaccién de esta [riccién, que achia sobre
el Bloque2 en su cara superior, estard hacia la
izquierda. Observe estas dos fuerzas en los DCL's
mostrados abajo.

El recuadro correspondiente al Bloque3 es
evidente y lo hemos suprimido. Observe en los dos
recuadros cémo estdn las fuerzas normales y de
friccién Bloquel ¢ Bloque2.

El bleque inferior tiende a moverse hacia la
derecha, y tanto el bloque superior como la mesa se
oponen a este movimiento mediante fuerzas de
friccidn dirigidas hacia la izquierda.

2
W3

(Bloguel)
Tierra W,
Cuerdal T,
Bloque2 N, f

{Blogue2}
Tierra W
Cuerdal T,
Cuerda2 T,
Bloquel Ny, [l
Mesa Ny, fr2

Fig. 167

Escogiendo el mismo sistema de ejes X y Y
para los tres cuerpos, tenemos las siguientes
ecuaciones de equilibrio:

—T1+fm1=0, N'l—W1=0
—T1+T2—fm7]—fmg_=0, —N1+N2—W2=0
T;-W3=0
Estas ecuaciones se complementan con las que
expresan la condicidn de movimiento inminente, que
son
fra=uN;  fro=p'Np
Resolviendo,

Wiy=(2u+u) Wi+ p Wy

Wi =(2x 0.3 +0.4) 40 + 0.4 x 160 =104



jemplo 24, Se desea aplicar a una caja de masa “m”

la minima fuerza F que logre empezar a moverla (Fig.
168). ;Cuénto vale F y a qué dngulo § debe aplicarse?
La minima fuerza F serd aquella que motive
que la caja esté a punto de deslizarse. Sea O el angulo
que forma F con la horizontal (Fig. 168a). El DCL de la
caja en la situacion que nos interesa es la Fig. 168b.

X mg ‘IPT
N

Fig. 168
Las ecuaciones de equilibrio son
(rly Feos@-f5,=0
(r2) Fsen8+N-mg=0
junto con la condicion de movimiento inminente
(r3) fnp=nuN

Combinando las tres ecuaciones obtenemos F como
funcidon de 6 en la forma

F—__ MO8
cosB+ usen®d

Para hallar el valor de § que corresponde al
valor minimo de F, derivamos F(8) con respecto a8 e
igualamos a cero:

dF  pmg(-sen@+pcosB)
de (cos.B-!-],uv,enB)2

0

de donde obtenemos que el dngulo & buscado
satisface la relacién

tan O=p

El wvalor correspondiente de F lo obtenemos
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sustituyendo este valor de 6 en la expresion de la
fuerza F. Usando

1
sen 6= —— y  cosl=—
,/ I+ uz 1+ ;.12
encontramos
F =ng

.}1+;.l2

Para |1 = 1 tenemos un angulo de 45° v una
fuerza necesaria F = 0.7 mg.

Note que si la fuerza se aplicara
horizontalmente el valor minimo seria F = u mg. Para
u=1seria F=mg.

El coeficiente de friccidn entre el bloque

de peso W y el plano inclinado es u = 0.5, Este bloque
esta unido a otro de peso 120 N mediante cuerdas que
pasan por poleas fijas. Calcular el intervalo de valores
de W dentro del cual existe equilibrio.

Fig. 169

Dividiremos el problema en dos partes:
primeramente calcularemos la tensién en la cuerda
que corre a lo largo del plano inclinado. Esto lo
haremos con las ecuaciones de equilibrio del bloque
colgante. Luego -analizaremos el equilibrio del bloque
W. Este bloque puede deslizarse hacia abajo o hada
arriba del plano, y estas situaciones limites nos daran
el intervalo de valores permisible de W.

El DCL del bloque colgante se muestra en la
Fig. 170.
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Aplicando el método del tridangulo obtenemos

T, T, 120

sen135° senl45° sen80°

de donde

T1=8616 ¥ Ty =69.89

Para el bloque W debemos hacer dos DCL's, corres-
pondientes a las situaciones en que estd a punto de
resbalar hacia abajo o hacia arriba. La Gnica diferencia
entre ambos DCL’s (Véase la Fig. 171) es la direccién

de la friccién maxima fp,.

6989 69.89
fn
fn -
N N /g0 -
34° 34
S 34° >
w- > wetl
Fig. 171

Tomando el Eje X a Jo.largo del plano inclinado, hacia
arriba, tenemos las siguientes ecuaciones para el
deslizamiento inminente hacia abajo:

(i) 6389+ fr, ~ Wsen34°=0

(ii) N-Wcos34°=0

(i) fn=05N

Poniendo (ii) en (iii) tenemos
fm=05Wcos34°=04145 W

Poniendo esto en (i),
69.89 +0.4145 W — W sen 34°=0

de donde
wa_ 098 e
sen34°-0.4145

Las ecuaciones para el casc de deslizamiento hacia
abajo son similares a (i), (ii) y (iii); lo unico que hay
que hacer es cambiar el término “fry” en (i) por ”- fm”-

Se llega a la solucién

69.89

= =71.79
sen34°+0.4145

El intervalo de valores es entonces

7179 N < W <483.02 N

Hay situaciones en que la existencia del
equilibrio depende de que exista fuerza de friccién
suficiente para evitar el deslizamiento del sistema
sobre alguna superficde que lo constrifie. En este caso
debemos calcular la friccidn necesaria para garantizar
el equilibrio, f, y compararla con el valor méaxime
disponible uN. Existira equilibrio o no segin que
f < uN 6 f > uN, respectivamente. Nlustraremos en el
siguiente ejemplo.

jemplo 26/ Un bloque chico de masa “m” se
presiona contra un bloque grande de masa “M” que
puede deslizarse a lo large de un plano horizontal. Se
aplica al bloque chico la minima fuerza horizontal F
que lo mantiene en reposo relativamente al bloque
grande. ;Cudl es el minimo coeficiente de friccién iy
que garantice que el sistema esté en equilibrio en esta

situacion?

M

~ NN NN NN W UNN NN

243

Fig. 172

Puede suceder que se requiera una fuerza F tan
grande que provoque que todo el sistema se deslice, si
M2 no es lo suficientemente grande. Primeramente

calcularemos tal fuerza; luego examinaremos el
equilibric del bloque grande.

F N
—» | —
¢ .
mg
fm
Fig. 173



Del DCL del bloque chico, mostrado en la Fig. 173,
obtenemos

F=N, fm1=mg

junto con fm1 = Kg N. De aqui obtenemos Fy N:

F=N=2&
Hq

Pasemos a analizar el bloque grande. Su DCL
estd en la Fig. 174.

f

B

{Bloque grande}
Tierra Mg

Bloque chico N, fau

Superficie N, f

Fig. 174

Note que hemos denotado la friccién sobre el blogue
grande, debida a la superficie, por “f”. Estamos

suponiendo, pues, que no es la maxima posible.
L.as ecuaciones de equilibrio son:

N=f2
N’—Mg—fm1=0

de donde obtenemos

£, =28
M
N’=Mg+—n-£

My

La friccidn “f;” debe ser suficiente para evitar que el
sistema se deslice. Si el valor requerido, mg/H;, es
mayoer que el méximo fm3, habré deslizamiento:

Condicidon de no deslizamiento:
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m L
= . fna = 12N
H

Esta condicién se traduce en

m

> —_—
H2 M+ m

6.4*. Angulo de friccién
Cuando las condiciones de un problema
establecen que algin cuerpo estd a punto de

deslizarse sobre una superficie sabemos que se

verifica Ja relacion f, = p N. Por otra parte, las fuerzas
fm y N son las componentes de la fuerza S entre las

superficies en contacto, tal como vemos en la Fig. 172.

b

Como “=ﬁ’ en tal condicién de deslizamiento

inminente la fuerza S formard un angulo constante
“e£” dado por la relacién tan € = p. Este angulo se
denomina el angulo de friccién correspondiente a
ambas superficies en contacto.

f

m

{jSi el cuerpo estd a punto de resbalar!)
Fig. 175

Muchas veces la resolucién y el andlisis fisico
del problema se facilitan si en lugar de trabajar con las

dos componentes £, y N lo hacemos con la magnitud y

direccién S y g, sobre todo si se conoce el coeficiente .
Resolvameos de nueva cuenta el ejemplo 24,
utilizando ahora el concepte de angule de friccién,

el

X mng\S

‘e

Fig. 176
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En la Fig. 176 tenemos el DCL de la caja,
correspondiente a la situacion en que esta a punto de
deslizarse, para la cual la fuerza S forma un angulo
g=tan 7 pcon la direccién normal.

Ecuaciones de equilibrio:

Fecos8-Sseng=0
Fsen8-5cose-—mg=0
Eliminando 5,

_mg sen ¢
cos(B-¢)

Derivando F con respecto a 8 ¢ igualando a cero,

dF  mgsene-sen(d—¢) _0
de cos? (6-¢)

= sen(B-¢)=0
= B=¢

Es decir, la minima fuerza F requerida se da cuando se
aplica a un angulo 8 igual al angulo de friccion caja-
piso. El valor de F es mg sen g que se reduce al
obtenido antes.

El éngulo de friccidn aparece también en
situaciones donde un bloque descansa sobre un plano
inclinado. Ya vimos en el Ejemplo 17 de la pag. 75
que, puesto un blogque de masa arbitraria sobre un
plano de inclinacién €, con el que existe friccién de
coeficiente [, habra deslizamiento inminente si se
cumple que tan & = W (Véase la Fig. 174a).

# T
£ Wyl
S

A punto de resbalar: tan p = ¢

Fig. 177

En este caso el peso del bloque es compensado por la
reaccion S debida al plano, cuyas compoenentes son la

normal N y la friccion fry, (Fig. 174b).

(Cudl es el intervalo de valores permi-

tido para la fuerza F aplicada a lo largo del plano
inclinado como vemos en la Fig. 174, de tal manera
que el bloque no se mueva? Usar los valores 8 = 60°,
m=5kg, pu=1

Los wvalores minimo o maximo de F
corresponden a los casos en que el bloque estd a punto
de deslizarse hacia abajo ¢ hacia arriba, respectiva-
mente. Debemos hacer los DCL's y resolver para F en
cada uno de los dos casos.

Fig. 178

El peso del bloque es 5 x 9.8 =49 y el dngulo de
friccién ese=tan 1 (1) =45°

Los DCL’s estan en la Fig. 175ab. Es
importante recordar que el angulo € se mide a partir
de la direccidén normal al plano.

Inminente hacia abajo

49

Fig. 179

Las ecuaciones de equilibrio son



Para el caso de movimiento inminente hacia abajo:

F s 4
senl5” sen30® send5

Obtenemos
$=3465 F=18

Para el caso de movimiento inminente hacia arriba:

F S 49
cos 15° sen 30° sen 45

Obtenemos
$=3465 F=67

= El bloque esta en equilibrio para 18 < F < 67.

El conjunto de la Fig. 180 consta de un

bloque grande de masa M que reposa sobre un plano
inclinado a O grados, con el que existe friccién de
coeficiente u. Mediante una polea el bloque M se
acopla a otro bloque pequeno de masa m, con €l que
no existe friccién. Suponiendo que hay deslizamiento
inminente hacia abajo, calcular la masa del bloque
grande con los datos 6, [, y m.

Fig. 180

Supondremos que el angulo de friccién del
bloque M con respecto al ptano es mayor que 9, pues
de otra forma el bloque M tenderia a deslizarse de por
si, sin “ayuda” del bloque pequeno y la cuerda, que
tienden a empujarlo hacia abajo.

En la Fig. 178 tenemos los diagramas de cuerpo
libre de los sistemas {Bloque M y Polea} v
{Bloque m}. 5e muestra el recuadro correspondiente
al primero.

Tomando el Eje X a lo largo del plano hacia
arrtba tenemos las siguientes ecuaciones de equilibrio:
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(i) —T-N'+fyn-Mgsen8=0
(iiy -T+N-MgcosB=0
(i) N'-mgsenB=0
(iv) T-mgcosO=0

junto con (v} fp=HN.

{Blaque M y Polea}
Tierra Mg
Cuerda T, TN
Bloque pequefio N’
Plano inclinado N, f;,
Fig. 181

Resolviendo el sistema para “M” en términos de “m”
llegamos a

_ (l—p)cose+sen9_m

vi) M
pcosd-send

la cual es valida para tan © < 1.
Ejemplo numérico: pongamos

m=1kg, u=08 0=3687°
Obtenemos

_(1-08)08+06 _ - 076
"~ 08-08-06  0.04

=19 (kq}

5i u > 1 es posible que el numerador de (vi) se vuelva
negativo. Examine este caso.
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Tony Ficante se pregunta cual es la caja

mas pesada que puede jalar mediante el cable a 37°?
El coeficiente de friccion caja—piso es ug = 0.3, y el

correspondiente Tony-piso es pp = 0.6. La masa de

Tony es de 80 kg,
M
NS .
y

Fig. 182

La médxima fuerza que Tony puede ejercer
sobre la caja corresponde al estado de deslizamiento
inminente de Tony. Podemos calcular tal fuerza, esto
es, la tensién T de la cuerda, analizando el equilibrio
del sistema {Tony} en este estado.

Fig. 183
Su peso vale, en newtons,
mg=80x9.8=784
y su angulo de friccién e; es
£ =tan Ty = tan ! (0.6) = 31°

Resulta el DCL de la Fig. 175.

" Las ecuaciones de equilibrio son, por el método
del tridngulo,
T _ 5, _ 784
sen 31° sen 53° sen 22°

de donde

T==1078 5, =1671

Tenemos asi que Tony puede ejercer una
fuerza a lo mds de 1078 newtons sin resbalar. La masa
M de la caja estara determinada por la condicién de
que al aplicar esta fuerza de 1078 newtons a la caja,
ésta llegara al estado de movimiento inminente.

El angulo de friccion de la caja es

g =tan 'p, =tan ! (0.3)=167°

T
_/.é:
Mgy, S,
|
18.7° —
{Caja}
Tierra Mg
Cuerda T
Piso S]
Fig. 185

Obtenemos el DCL de la Fig. 176, con las siguientes
ecuaciones de equilibrio:

Mg S, T

cos 20.3° cos 37° sen 16.7°

Poniendeo T = 1078 obtenemos
S1=2996 M =359

En términos de cantidades simbolicas, la
solucién seria

_ Mg sen g mg sen g
~ cos(0-¢) cos(B+€,)




S - Mgcos® mg sen 0
17 cos(0-g) cos(B+e,)

_sen g, cos(B-¢)

M
sen g cos{B+¢,)

donde 0 es el angulo de la cuerda y “m” es la masa de
Tony.

En la expresion de M vemos que M — «
cuando @ + g — 90° Junto con M fHienden a infinito

también 5y, S y T. ;Cudl es la interpretacion fisica?
Supongamos que 8 + g; se mantiene menor que

90°. Entonces M puede aumentar tanto como se
quiera, siempre que Tony aumente la fuerza T que
aplica a la cuerda. Aqui no hay nada raro, pues
estamos suponjendo que Tony puede ejercer una
fuerza T arbitradiamente grande sin resbalar. Si
especificamos alguna cota superior para T, M se
acotara consiguientemente.

Fig. 186

Observe la Fig. 177. Cerca del valor limite
6 =90° - g =59° T y 5, estaran casi antiparalelas, y
para poder cancelar el peso de 784 tanto T como 5;

deberan aumentar desmedidamente. Antes ocurre que
la caja se balancea sobre su esquina izquierda, y su
deslizamiento seria sobre esta esquina.

6.5. Problemas

1. Se presiona un bloque de 60 N de peso contra una
pared vertical con una fuerza de 200 N. El coeficiente
de friccién bloque—pared es 0.4. (a) jCuanto vale la
fuerza de friccién? ;Qué tanto puede disminuirse la
fuerza de 200 N sin que el bloque resbale?
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Resp. 60 N; 50 N

2. Para el sistema mostrado en la figura, supongamos
los siguientes valores:

W]-‘-IOON, W2=20N, W3=10N, |J.=03

(a) ;Esta el sisterna en equilibrio?
(b) Manteniéndose W3 en el valor de 10 N, ;cuanto

puede aurnentarse W; sin que se pierda el equilibrio?
(¢) Manteniéndose W, en ¢l valor maximo obtenido en
(b), ;cudnto puede aumentarse W, sin que se pierda el

equilibdo?

Resp. (b) 20 N; (c) 60 N

3. Existe friccién de coeficiente u entre el blogque de
peso Wy =100 Ny el plano inclinado de angulo
8=37°.

{a) Hallar la magnitud y direccion de la fuerza de
friccién en los casos W, = 20 N y W, = 120 N,
suponiendo que en ambos casos el sistema permanece
estatco.

(b) ¢Existe algtin valor de W, para el cual la fuerza de

friccion se vuelva cero?

R N AN NNTNYRY X R

Resp. (2) 40 N ; 60 N; (b) 60 N
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4. La fuerza F es perpendicular al plano inclinado,
W=300N, a=45°y p =02 ;Cuil es el minimo valor
de F que mantiene al sistema en equilibrio?

NN NN NNRNR NN NN N
Resp. F =8485

5. Rozagante puede ejercer a Jo mas 1500 N. La caja
pesa 200 N y contiene 100 cajitas de 40 N de peso cada
una. El coeficiente de friccién caja-suelo es 0.4.
¢Cuéntas cajitas hay que sacar para que pueda mover
la caja?

Resp. 12 cajitas.

6. Encuentre la fuerza de friccion sobre el bloque
superior, bajo la hipotesis de que el bloque inferior
estd a punto de deslizarse.

m;

My
#

e

Resp.

7. El angulo del plano es 8 = 32°. La longitud natural
del resorte es Ly = 200 mm, su longitud actual es L =180

mm, ¥ su constante elastica es k = 25000 ¥/m. Calcular
la fuerza de friccion sobre el bloque. ’

Resp. 2923 N.

8. Una caja de peso 450 N descansa sobre la plataforma
(ligera) de una balanza de resorte y esta siendo jalada
por una fuerza de 156 N a 43° con la horizontal. El
coeficiente de friccién caja-plataforma es 0.36. (a)
;Cuanto registra la balanza? (b) ;Permanecera la caja
sobre la plataforma o empezara a deslizarse?

156N
450N

NN N N NN RN NN TN R
Resp. 344 N; Permanece.

9. Una barra rigida y ligera se acopla mediante
pasadores lisos a dos bloques de pesos 50 N y 36 N
como se muestra en la figura. El coefidente de fricadn
entre los bloques y la superficie es 0.325. Calcular la
fuerza P que motivara que el sistema esté a punto de
resbalar hacia la derecha.

SON

F
—H 9

NN NN NN N N N N N NN
Resp. 57 N.

10. El coeficiente de fricciéon entre los bloques y sus
respectivas superficies cs de 0.325. Calcular el menor
valor del peso W que preservard el equilibrio, y la
correspondiente tension en la cuerda.



Resp. 66.4 N, 3.65 N.

11. Calcular los valores méaximo y minimo de W para
los cuales el bloque de 16 N estara a punto de resbalar.
El coeficiente de friccidn de este bloque con el plano es
de 0.28. La pequena polea es lisa.

37

Resp. 16.07 N, 5.86 N.

12, Un bloque que pesa 200 N descansa sobre un
plano inclinado a 20° y esta sujeto a una fuerza de 100
N dirigida a 14° con el plano. (a) Calcular la fuerza de
friccion; (b) Suponiende que el bloque estd a punto de
moverse, calcular el coeficiente de friccién.

100N

Resp. (a) 28.6 hacia abajo del plano; (b) 0.175.

13. Un bloque de 80 N de peso esta a punto de
moverse hacia arriba de un plano inclinado con el que
existe friccion de coeficiente (I = 0.32. Calcular la
fuerza P’ y la fuerza normal sobre el blogque.

13

26N
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Resp. P=682N; N=39.8N.

14. Los coeficientes de friccion bloquel-bloque2 y
bloque2-planc son 1 ¥ Yo, respectivamente. Demos-

trar que habra deslizamiento si

MW +u, (W1 + Wz)
W,

0 > arctan

{Trabaje con las componentes f y N).

15. El bloque de masa M tiene soldada una polea lisa
en su cara anterior, por la que pasa la cuerda. Este
bloque esta a punto de resbalar hacia arriba del plano.

Demostrar que

_1-senB-pcosh
senf+pcosd

w

16. Supcniendo que el sistema estd en equilibrio,
calcular las fuerzas de friccidn sobre los bloques 1 y 2.
Se conocen los valores W, =20 N, W, =40 N.

JCudles son los minimos coeficientes de friccion
-

permisibles para que el sistema se mantenga en

equilibrio?
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W2
i == f -&;ﬁ'_
. 15°
w, [t '
" F 90°

Resp. 20 N; 53.6 N; .37, 0.17

17. e colocan juntos dos bloques A y B como se
muestra en la figura. Los dngulos de friccidn gy =357 y

g3 = 20° son tales que, separados A y B y soltados, B
deslizaria y A no. Supongamos que W, =200 N; ;cual
es e minimo peso de B que provocard el
deslizamiento del conjunto?

Resp. 115.1 N

18. ;Cuanto debe valer la relaciéon W,/W; para que el

sisterna esté a punto de deslizar (a) hacia la izquierda?
(b} hacia la derecha?
Especializar para puy =0.2, u3 =08 y pn; =08,

Mz = 0.2.

._st-

N W S T W U s

Resp. 2.238; 0.549

19. Dos collarines de la misma masa 5 kg estan unidos
por una cuerda horizental como se muestra. Calcular
el valor minimo del coeficiente de friccion entre el
collarin izquierdo y la gufa, para que pueda haber
equilibrio. No hay friccidn con el collarin derecho.

Resp. ~ 0.0%

20. Para el sistema mostrado, suponer conocidas las
cantidades M, m, y q. ;Cudnto vale el coeficiente de
friccién m si el bloque grande esta a punto de resbalar
{a) hacia abajo; (b) hacia arriba?

(1-pu)cosB—send ‘m

M=
pcosB+senb

21. Estudiar el sistema mostrado en la figura, en
cuanto a condiciones de deslizamientoe inminente.

iy

mp 2
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CAPITULO 1

MOMENTO DE UNA FUERZA.
SISTEMAS DE FUERZAS

1.1. La estatica del cuerpo rigido

En la estdtica se estudian ias condiciones bajo
las cuales un cuerpo material, no importa qué tan
complejo sea, pueda permanecer en un estado de
equilibrio. Es una dencia que, con fundarentos
tedricos muy simples, goza de una amplia gama de
aplicaciones.

Los protagonistas principales de la estatica
son: '

- Las fuerzas.

- Las dimensiones geométricas de
los cuerpos.

Este lo podemos constatar ya en la palanca mostrada
en la Fig. 1, en la que un peso W es equilibrado por
una fuerza F que es la fraccién “a/b” de la fuerza W.

F

= a —
Yo A b

—
JOT 1

- 3

Fig.1

Un conjunto de cuerpos en equilibrio, que
cumplen una funcién practica como un todo, es un
sistema estdtico. Ejemplos de tales sistemas son:
palancas, aparejos, pelipastos, bastidores, armaduras,
mecanismos, maguinas, sistemas a base de friccidn,
sistemnas de cables, edificios, puentes, etc.

Existen sistemas estdticos para manipular las
fuerzas de muchas maneras: controlarlas, redirigirlas,
desviarlas, graduarlas, amplificarlas, reducirlas,
transmitirlas, concentrarlas, distribuirlas, atenuarlas,
eliminarlas, compensarlas, etc. La palanca de la Fig. 1
es un amplificador de fuerzas (o reductor, segun el
uso contemplado). Todo esto lo hace el ingeniero
barajando los elementos de fuerza y dimensiones.

El modelo basico de la estatica del cuerpo
rigide es, como el nombre lo indica, el de cuerpo
rigido, que es aquel cuerpo cuya forma y dimensiones
no se alteran sean cuales sean las fuerzas ( o “cargas”)
que sopofte.

El andlisis del equilibric de un sistema
estitico con los métodos de la estatica es un primer
paso en su construccién y disefic. Debe comple-
mentarse con el andlisis de los esfuerzos vy
deformaciones del sistema, lo cual estd a cargo de
otras disciplinas como la mecanica de solidos, la teoria
de la elasticidad y plasticidad, la resistencia de
materiales, el analisis de estructuras, etc.

Nuestro estudio de la estdtica se limitard a
cuerpos en equilibrio bajo fuerzas coplanarias.

1.2. Momento de una fuerza

En el concepto de “momento de una fuerza
con respectc a un punto” entran de manera
importante estas propiedades:

El punto de aplicacién de la fuerza (punto A
en la Fig. 2). La notacién “F(A)” significard que A es el
punto de aplicacion de la fuerza F.

La linea de accidén de la fuerza, que es la recta
que contiene al punto de aplicacion A y tiene la
misma pendiente que el vector F (Véase la Fig. 2). La
linea de accion de F se indicara con “L(F)".

,-° Punto de
aplicacidén

A Linea de accidn de F
Fig. 2

El “momento de una fuerza con respecto a un
punto P dado es una medida del efecto de rotacién
que produciria la fuerza alrededor de un eje que
pasara por el punto P considerado.

Por ejemplo, la fuerza F de la Fig. 1 produce
un efecto de rotacion de la palanca alrededor de la
articulacién fija. El momento de F con respecto a la
articulacién es el producto “~ F b”. En equilibrio, este
momento debe ser cancelado por un momento
positivo producido por la fuerza normal sobre la
palanca debida al contacto con la caja de peso W.
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Este tltimo viene medido por el producto "W a”, de
tal modo que

-Fb+Wa=0

de donde se obtiene que F= (a/b) W.

En la estatica de las particulas ¢l concepto de
momento de las fuerzas no intervino. La razén es que
para los cuerpos-particulas no se consideran las
rotaciones. En cuanto tratamos con cuerpos rigidos o
extensos, sin embargo, debemos tomar en
consideracion que el equilibrio exige dos cosas: que €l
centro de masa del cuerpo se conserve en reposc
(equilibrio fraslacional), y que el cuerpo no rote
{equilibrio rotacional). Es en este segundo tipo de
equilibrio que el concepto de momento entra de medo
determinante.

Definicién del momento de una fuerza.
Sea F una fuerza aplicada en el punto A de

un cuerpo rigido, y sea P un punto fijo cualquiera del
espacio, dentro o fuera del cuerpo (Fig. 3).

Fig.3
Q ..
’,.
F
A
. Linea de accionde ¥

(1) Momento de una fuerza.
Se define el momento Mp de la fuerza F

con respecto al punto P como el producto externo
del vector separacion PA y el vector fuerza F, o
sea

(a) Mp=PAAF

Para calcular el momento de la fuerza
F = (Fy, Fy), aplicada en el punto A(xy, ¥4), con
respecto al punto P(xp, Yp), primero se obtiene el

vector separacion PA en la forma
PA ={xa-Xp, Ya-Yp)

y luego hacemos el producto externo

Xp—Xp Ya—VYp

F, F,

(b) MP=PA><F=

El punto P, con respecto al cual se calcula el
momento de F, se denomina el punto de referencia de
este momento.

Esto es algo que aplicaremos con frecuencia:

(2) El momento de una fuerza es igual a cero
si la linea de accidn de la fuerza F contiene al
punto de referencia P. For ejemplo, en la Fig. 4 el
momento de F es cero con respecto a los puntos P
y {Q y también con respecto a su propio punte de
aplicacién A.

Saber calcular momentos de fuerzas es una
tarea basica en los problemas de equilibrio. Dado que
el momento es un producto exteno de vectores, se
recomienda encarecidamente al lector revisar las
propiedades de este producto en la seccién 5.4 del
Médulo L

<Nota. En lo sucesivo usaremos el texto “c/r” como .
abreviatura de “con respecto”.> 4



Se tiene una fuerza F = (8 N, — 40 N} aplica-

da en el punto A2 m, 5 m). Calcularemos el momento
de F ¢/r a los puntos P, Q v R mostrados en la Fig. 5.

AY
I
P 5
R -
2 § 1 o X
Fig.5

Necesitamos los vectores separacion que van
desde los puntos de referencia P, Q y R al punto de
aplicacién A; son los siguientes (en unidades de
metros):

PA=(7,3) QA =(-4,5)
RA = (-2, 10)

Entonces los momentos ¢/fr aP, Q ¥ R son:

7 3
- PA"F= = -280-24 =30
My ‘8 _40\ 0-24=-304

-4 5
MQ=QA"F=\ }=160—40=120

8 —40
me=RAE=| > 0| g0_g0=0
RT “ls —40|” -

Las unidades de estos momentos son
newton-metrc ¢ Nm
Note que como el momento con respecto a R

es cero, entonces la linea de accén de F contiene a {0
“pasa por”) dicho punto.

-5

1.3. Otros modos de calcular el momento

Usando la formula (Ib) siempre podremos
calcular el momento de una fuerza F, aplicada en
clerto punto A, con respecto a cualquier punto de
referencia P dado.

Sin  embargo, existen otras férmulas
equivalentes para calcular momentos, las cuales
aprovechan relaciones geométricas simples entre los
vectores PA y F. Veamos.

Caso 1. PA es perpendiculara F.

Supongamos que el vector PA es perpendi-
cular al vector F. Dado que el producio externo
Mp = PA ~ F es un invariante, podemos evaluarlo en
el sistema cartesiano XY en el que el vector PA estd a
lo largo del eje X, como se muestra en la Fig. 6.

Fig. 6

Tendremos que
PA =(PA,0) y F-(0F

con lo que

Mp = PAAF =

PA
F

0
‘=PA-F

Si la fuerza F apuntara en la direccion -Y, entonces el
mormento tendria el valor Mp=-PA - F.

3) Si PA y F son perpendiculares, entonces
el momento de F con respecto a P es el producto
simple

Mp=+F-PA

donde el signo “+” vale si la fuerza F tiende a
producir rotacidén en sentido antihorario
alrededor de P, y el signo negative en caso
contrario.
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Veamos un ejemplo de aplicacién de la
férmula (3).

Calcular el momento total con respectoa I

de las fuerzas sobre la barra horizontal indicadas en la
Fig. 7. Todas estas fuerzas son verticales.

De acuerdo con (3), simplemente hay que
multiplicar cada fuerza por la distancia de su punto
de aplicacién a P, y afadir ¢l signo correcto de cada

mormento.
S0NW
30N
20N
I0N

’ !

( 75 )
4m 2Zm 4m Sm

Fig. 7

Las fuerzas de 20 N y 10 N tienden a producir
rotacidn antithoraria alrededor de P, de modo que sus
momentos con respecto a P son positivos. Por otra
parte, los momentos de las fuerzas de 30 N y 50 N son
negativos. Entonces el momento total, que
denotaremos con el simbolo “Zy”, es

NMp=—-30-6+20.2-50-4+10-12=-220

Caso 2. Calcular el momento como el producto de la

fuerza y su brazo de palanca.

Se define el brazo de palanca de la fuerza F
con respecto al punto P como la distancia de P a la

linea de accién de F (Fig. 8).

L)

Sabemos que el producto externo de PA y F
es el “area” del paralelogramo definido por estos
vectores. Esta drea es la misma que la del rectdngulo
formado por el vector F y por el brazo de palanca “b”.
Tenemos entonces que:

4) El momento de la fuerza F con respecto
al punito P es el producto

Mp=+Fb

{(Fuerza por brazo de palanca). El signo "+” vale si
la fuerza tiende a producir rotacién antihoraria
alrededor de P, y el signo negativo en caso
contrario,

<Nota. De hecho el Caso 1 tratado anteriormente esta
incluide en la férmula (4): en la Fig. 6, el segmento PA
es directamente el brazo de palanca de F con respecto
a P, de modo que el momento en este caso es Mp=1 F

PA)

Es importante dominar la regla de signos
mencionada en las férmulas (3) y (4). Daremos a
continuacién dos métodos para averiguar el signo del
momento.

En la Fig. 9 imaginemos que vamos
caminando en la direccidn de la fuerza F, a lo largo de
su linea de accién. Entonces los puntos T, N y V
quedarian a nuestra fzquierda; en este caso el momento
de F con respecto a estos puntos es positive. Por otra
parte, el momento con respecto a los puntos situados a
la derecha de la direccidn del movimiento, o sean P, Q
y R, es negativo. Con respecto a los puntos S5 y M,
situados justamente en la lina de accion, el momento

€s cero.
L )
N
\.\S
. AN
P A
T
F .
v
. \‘\M -
Q ..
R* .

~

Linea de accidn

Fig. %



Llamaremos a éste el “método I+ {“izquierda mas”),

El otro método es e siguiente. En la Fig. 10,
para averiguar el signo del momento de F con
respecto al punto V, imaginemos un cuerpo rigido
ficticio que englobe tanto al punto de aplicacion A
como al punto de referencia V, y supongamos que
dicho cuerpo estuviera articulado en V, como vemos
en la Fig. 10.

\\"/’f”’ ;;;;; ‘—H\‘"\
P A \
/ \
f F v i
\ &/
\ . oy V4
'\\ N /
\\"-H__‘___,\_._.-—'—"'_ﬂ'j
Fig. 10

Entonces el momento es positivo si la fuerza F tiende a
producir una rotacién en sentido antihorario alrededor
del punto V. Es negativo si dicha rotacién tiende a ser
en sentido horario.

Una fuerza de 15 N, inclinada a 30° con la

vertical, achia en el punto B donde se articulan dos
barras AB y BC (Véase la Fig. 11). Calcular el momen-
to de la fuerza con respecto a los puntos A, By C,

(i} usando el determinante (1b)-p4; (ii) usando la
férmula (4).

N NN

WS S R N R N N NN NN NN

Fig.11
@) El momento de F con respecto a B es obvia-
mente cero, porque la linea de accidn de F contiene al

punto B.
Por otra parte, con respecto a ejes estdndar
X— YT, con su origen en A, tenemos

F = (- 15 sen 30% 15 cos 30°) = (- 7.5, 12.99)

AB = (4 sen 37°, 4 cos 37°) = (2.4, 3.2)

CB =(-3cos22° 3sen 22°) = (- 2.78, 1.12)

Entonces
M, = AB"F 24 32 55.18
AT 75 1299 T
M. CBAF 278 1.12 71
c- Tl-v5 1299 0 7

Las unidades de estos momentos son N - m.

(ii) En la Fig. 12 se muestran los brazos de
palanca “b,” y “bc" de la fuerza de 15 N con respecto

a Ay C, respectivamente. Son las distancias de estos
puntos a la Jinea de accion de dicha fuerza.

A VN N N ML N N WY

N AN NS N OSSN NN A N NN
Fig. 12

Para calcular estos brazos de palanca debemos
calcular previamente los angulos de 67° y 52°
mostrados en dicha figura. Luego,

by =4 sen 67° = 3.682

be=3cos 52°=1.847
de donde, notando que M, > 0y que M < O

My=Fb,=15-3.682=5523

Me=-Fbe=-15-1847 =-27.70

Estos valores son los mismos (excepto por redondeo
de decimales) que los encontrados en el inciso (i) con
el método del producto externo.
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Caso 3. Calcular ¢l momento mediante el teorema de
Varignon,

Todavia hay otra forma de calcular
momentos, basada en el denominado Tcorema de

Varignon, que dice:

(5) Teorema de Varignon

El momento de una fuerza es igual a la
suma algebraica de los momentos de sus
compoenentes vectoriales.

O sea: escribiendo la fuerza F (aplicada

en el punto A) en la forma F = F, + Fy, donde F, y

Fy son las componentes vectoriales de F

{apticadas también en A), tenemos

Mp=PA~F= PAAF,+PA~F,

En términos mas simples: para calcular el momento de
una fuerza se¢ calculan los momentos de sus
componentes y se sumar algebraicamente. Veamos un
ejemplo.

Una fuerza F = (28 N £ 40°) est4 aplicada
en el extremo de una barra recta (Fig. 13). Calcular por
el teorema de Varignon el momento de esta fuerza con
respecto a la articulacion A,

Fig. 13

Aqui nos conviene descomponer la fuerza
dada F en una componente “F,,” paralela a la barra y
otra “F, ” perpendicular a la misma. El momento de F
serd igual a la suma de los momentos de estas
componentes.
<Nota. Cuando una fuerza se sustituye por sus dos
componentes se suele tachar, como en la Fig. 13.>

Ahora bien, la compeonente T, no produce
momento con respecto a A, ya que su linea de accién
pasa por A. Entonces el momento de F sera igual
solamente al momento de su componente F . Esta
componente vale F| = 28 sen 25° N = 11.83 N, y su

brazo de palanca con respecto a A es de 7 m, Por lo
tanto, el momento pedido es, con el signo correcto,

Ma=1183N.-7m=8281N -m

También podriamos haber descompuesto F
en sus componentes horizontal y vertical F, y F,,
como en la Fig. 14. Sin embargo, esto requeriria
efectuar los mismos pasos que si usdramos la férmula
del producto externo. Vearnos.

----------- 28N

28 cos 40°
15° 7 sen 15°
@il Tcosls®
Fig. 14

La componente horizontal vale
Fy=28¢o0s40°=21.45

y su brazo de palanca con respecto a A es
by =7sen15°=1.81

de modo que el momento de Fy c/ra A es
My;=-21.45-1.81=-3882

Por otra parte, la componente vertical vale
Fy =28 sen 40° = 18.00

y su brazo de palancac/ra A es
by =7 cos 15° = 6.76

de modo que el momento de Fy ¢/ra A es
My=18-6.76=121.68

La suma de momentos de Fy y Fy es

My =M +My=—-38.82 + 121.68 = 82.86



Es el mismo resultado que habiamos obtenido
(excepto por errores de redondeo de decimales).

<Nota. Al aplicar el teorema de Varignon se trabaja
con los valores absolutos de las componentes. El signo
del momento de cada componente se saca por
inspeccion de la figura >

Recuerde que con el métode de Varignon las
componentes vectoriales en que se descompone la
fuerza F deben estar aplicadas en el mismo punto de
aplicacion de la fuerza F. 5i esta fuerza se ha trazado
incidiende en su punto de aplicacién, como enla
Fig. 15, entonces las componentes también deben
frazarse incidiendo alli.

Fig. 15

1.4, Sistemas de fuerzas
Llamaremos sistema de fuerzas a un conjunto
de fuerzas Fy, Fy, ..., Fy, todas ellas aplicadas sobre un

mismo cuerpo rigide. Lo escribiremos asi:
& = [Fy(A), ExAz). ... Fu(An))

donde Aj, Ay ..., Ay son los puntos de aplicacidn de
las fuerzas Fy, Fy, ..., Fy, respectivamente.

<Nota. El simbolo F(A) significa que la fuerza F esta
aplicada en el punto A.>»

La fuerza total (o fuerza neta) del sistema de
fuerzas S, que denctaremos con R, es la suma

vectorial de todas las fuerzas del sistema:

El momento [total] del sistema con respecto
a un punto P es la suma de los momentos de todas las
fuerzas del sistema con respecto a P:

N
Mp = PAF,

i=1

aI-9

El momento total depende drasticamente del punto de
referencia P, excepto para ciertos sistemas de fuerzas
especiales, como veremos enseguida.

1.5, Un teorema sobre momentos
Consideremos un sistema & de fuerzas, y dos
puntos fijos del espacio, P y Q (Véase la Fig. 16).

F,

Fig.16

;Qué relacién existe entre los momentos del sisterna &
con respecto a los puntos Py Q? Veamos.
El momento del sistema con respecto a P es

Mp =) PA;F,
y con respecto aQ es
mQ = Z QA;"F,
Ahora bien, existe ja relacion, para toda “i":

QA;=QP + PA;

que, sustituida en la expresién de Mg nos da

My =D QAF =) (QP+PA,)'F, =
=Y QP"F +) PA;F,
- QP“(ZFiJJrZPAi“Fi

Hemos sacado el factor QP de la primera suma, ya

s

que no depende del indice “i”.
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Pero L F; es la fuerza total del sistema, R, y
el segundo término es JMp; obtenemos asi el siguiente

teorema:

(6) Teorema 1.
Los momentos (totales) dei sistema & con
respecto a dos puntos P y () estan relacionados

por
My =p + QPR

donde R es la fuerza total del sistema.

El teorema (6) tiene un corolario bastante (ttil, a saber:

(7N Corolario

Si la fuerza total de un sistema es igual a
cero, entonces el momento total del sistema no
depende del punto de referencia.

En simbolos,

ER,:O = 9Rp=%

donde ' y  son puntos arbitrarios.

A los sistemas de fuerzas cuya fuerza total es
nula les daremos el peculiar nombre de sistemas de
Suerza total nula,

Vamos a ilustrar el Corolario (7) usando un
sistema de fuerzas muy simple.

El sistema de fuerzas que actia sobre la

viga horizontal de la Fig. 17 es un sistema de fuerza

total nula.
rF s
30
420
R P S Q
Y10 ¥
40 X
v
Fig. 17

Denotemnos con “R” la componente Y de la fuerza

— —total-R-Secumpleque- ——— ~— —

R=20-40-10+30=0

Segiin el corolario del teorema recién
demostrado, el momento del sistema debe ser
absoluto, es decir, el mismo con respecto a cualquier
punto del espacio.

Calculémoslo primero con respecto a I™:

Mp=-20-5+40-1-10-2+30-6=
=-100+40-20+180=100
Ahora calculémoslo con respecto a (:
My=-20-12+40-8+10-5-30-1=
=-240+320+50-30=100 ()
Finalmente, con respecto a R:
Mg=-20-2-40-2-10-5+30-9=
=-40-80-~50+270=100 ()
Dado que no depende del punto de referencia, el
momento del sistema puede denotarse simplemente

con un simbolo como “9N”, sin subindice. Este

momento se califica absoluto.

1.6. Pares

Un par es un sistema de dos fuerzas Fy - F.
Denotando el par con el simbolo "8 escribimos este
particular sistema de fuerzas en la forma

P=|F,-F
Sea “d” la distancia entre las lineas de accién

de las fuerzas del par (llamada también “el brazo del
par). Véase la Fig. 18.

Fig.18

Por ser un sistema de fuerza total nula, el momento de
un par F es absoluto. Evaluandolo con respecto al

punte A encontramos que el momento del par es



m=1xFd

El signo positivo se aplica si el par tiende a producir
rotacidén antihoraria del cuerpo; el negativo en caso
contrario.

La Fig. 19 presenta una situacién en la que se
aplica un par a un cuerpo. Una barra metilica fija en
sus extremos porta un tornillo insertado fuertemente
en un punto de su superficie exterior. El torniflo es de
cabeza hexagonal, la cua! sobresale de la barra. Por
medio de una llave se frata de hacer rotar el tomille
en sentido antihorario. Supongamos por simplicidad
que la medida de la Have no es exactamente igual a la
del tornillo, de tal manera que existe cierta holgura
como se muestra en la Fig. 20, la cual es una figura
ampliada de la situacidn.

Cabeza
del tornilio

Fig. 20

Entonces las fuerzas sobre la cabeza del tomillo son
dos fuerzas normales que aparecen en dos puntos y
constituyen un par de momento m = Fd.

Volviendo a la Fig. 18, imagine quec el brazo
del par, “d”, se va reduciendo, a la vez que la
magnitud F va aumentando, de tal modo que el
producto “F d” se mantenga constante. Cuando “d” es
ya mucho muy pequefia, podemos hablar de un par
localizado, esto es, un par aplicado (esencialmente) en
un punto. Este es un concepto muy Gtil en la estatica.

Un par localizado se representa graficamente
por uno de los simbolos mostrados en la Fig. 21.

Fig. 21

El de la izquierda representa un par cuyoe momento es
positivo, el de la derecha un par de momento
negativo.

N

JQ) f

—

Fig, 22

Asi por ejemplo, el par aplicado por la ilave en la Fig.
19 se representaria como vemos en la Fig. 22.

El empleoc de la frase “aplicar un par’ se
generaliza a situaciones en que se aplica un sistema de
fuerzas cuya fuerza total es cero pero cuyo momento
total es distinto de cero. Por ejemplo, si se trata de
girar el tornillo con un llave de cruceta, estariamos
aplicando unas fuerzas como vemos en la Fig. 23. Este
serla un sistema de fuerza total nula, pero momento
total (absoluto) distinto de cero. En esta situacién
decimos también que estamos aplicando un par sobre
el tornillo. Asi pues, en general, se entiende por
“aplicar un par” el aplicar un sistema de fuerzas cuya
fuerza total es nula. (Puede ser propiamente un par
{F, — F} 0 bien un conjunto de mas de dos fuerzas que

VAR
/

sumen Cero.),

Fig. 23

En general, un sistema de fuerzas & puede

contener pares. En este caso escribirfamos el sistema
en la forma

& ={F1{Ay), Fa{Ay), ..., Fn(AN) i,my, ..., mg)

~

donde Fi(A{) es una fuerza localizada en Aj, y m; es el

momento (absoluto) del par namero “i”.
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Calcular la fuerza total y el momento total,

con respecto a A, del sistema de fuerzas aplicadas
perpendicularmente sobre la viga mostrada en a Fig.
24. Cada divisién longitudinal representa 1 m.

110N
A 280N
&
6[] N-m 40 N-m
A
m T ] I 1'/_\r
\/ -
v
30N

Fig. 24

Notemos que el sistema de fuerzas aplicadas
incluye dos pares. En la suma de fuerzas pedemos pasar
por alto los pares (ya que por ser éstos sistemas de
fuerza total nula no contribuyen a dicha suma). La
(componente vertical de la) fuerza total es

R =110-30+80-140=20 ()

Los pares si contribuyen al momento total. Sus
momentos entran con el mismo valor independienternenle
del punto que se escoja como referencia de momentos.

El momento del sistema con respecto a A es

My =— 110 (5)+ 30 (4) + 60 + 80 (1) — 40 — 140 (3)

=-750 (N-m}

Calculemos el momento total con respecto al
extremo derecho de la viga:

Mg =— 110 (8) + 30 (7) + 60— 80 (2) — 40 =~ 810

Notemos que los pares contribuyen a la suma
de momentos con respecto al punto A y al extreme
derecho siempre con el mismo valor, a saber, 60 N-m y
— 40 N-m.

En la estdtica del cuerpo rigido los “pares
localizados” pueden suponerse aplicados en cualguier punto
del cuerpo. El moverlos no afecta ni la fuerza fotal del
sistema ni el momento total.

Asi por ejemplo, los dos pares sobre la viga
del ejemplo anterior podrian habezse colocade como
vemos en la Fig. 25.

A SON

S

<

¥

140N

Fig. 25

También podriamos sumar los momentos de
los pares y sustituir los dos pares de la Fig. 24 0 25 por
un solo par de momento +20 N-m, ubicado en cualquier
lugar de la viga.

La localizacién de los pares si es importante a
la hora de estudiar las deformaciones de los cuerpos,
tema que corresponde a la mecanica de sélidos.

1.7. Problemas
1. Calcular el momento de la fuerza de 60 N con
respecto a los puntos A, By C.

Resp. 0;0; 204 N-m.

2. El momento de la fuerza aplicada en A, con
respecto al punto P, es igual a cero. Calcular el angulo
a.

jp 9m

Resp. 33.69°.

3. Dado que el momento de la fuerza de 35 N con
respecto a P vale Mp = 129.5 N-m, calcular el brazo de

palanca de dicha fuerza ¢/r a P. Calcular también el
angulo a.



35N

Resp. 3.7 m; 67.67°.

4. Sobre la viga AB se aplican 4 fuerzas como se
muestra. Calcular el momento total de este sistema de
fuerzas con respecto a los extremos A y B. Cada
divisién de la viga representa 1 metro.

40 N
50N

30N

60N

S5i se anadiera una fuerza vertical hacia arriba de 20 N
en la cuarta divisién de la viga, ;cuanto valdria el
momento total con respecto a A y a B?

Resp. 300; 500; 380; 380 {en newton-metro).

5. Calcular la fuerza total y el momento total con
respecto al origen O, del sistema de 4 fuerzas
mostradas. Cada divisién de la cuadricula representa
alavezl metroy6 newton.

“Y [J]=tmy6N

!Fx

Resp. (6, - 48) N; 204 N-m.
6. Se tiene un sistema de 4 fuerzas,

F,=(12,-34), F,=(25/48%

F3=(-9,15), F,=(11 £-130%

aplicadas respectivamente en Jos puntos

A3, 6 Ay(-5,2)

Aj(0, 8),  A410,-3)

(Fuerzas en newton y coordenadas en metro).
Calcular el momento del sisterna con respecto al
punto P(2, 6).

Resp. -240.18 N-m.

7. Sobre la placa ABCDEF se aplican las fuerzas
mostradas en los vértices B, O, E y F. Calcular el
momento total de las 4 [uerzas con respecto a los

puntos Ay D,
&l5N
P 400mm  E 30N
600 mm p| 00mm .
v 20N 300 mem
A 700 mm B

Resp. LM, = 100 N-m; ZMp = 105N -m.

8. Sobre la viga empotrada, de longitud 5 m e inclinada
a 40° con la horizontal, actiia fa fuerza de 88 N en un
extremo, como se muestra. Calcular el momento de
dicha fuerza con respecto a P, usando

(i) El métede del producto externo.

(i) El método del brazo de palanca.

(iii} El teorema de Varignon.

83N

Resp. - 381.05 N-m.
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9. Para la fuerza de 68 N aplicada en el extremo A de la
viga empotrada, calcular el momento con respecto al
extremo E, usando el teorema de Varignon.

Resp. - 10.18 N-m.

10. Para el sisterna de 3 fuerzas aplicadas sobre la viga
angular calcular el momento total con respecto a los
puntos P y B. El punto A es el punte medio del framo
PB de la viga, y el punto C es el punto medic de]
tramo BD. La fuerza de 10 N es perpendicular al tramo

BD.
lSN
Q]
C 10N
35m
60°\\D
~ s ™ Y
[ |
I —

T8m
Resp. EMp=-9.83 N-m; EMp =50.24 N-m.
11. Calcular el momento de cada una de las dos

fuerzas de 20 N mostradas, con respecto a los puntos
A, By C, usando el método que guste.

NN N N

—Resp-13:9; 0,-130:5; —16.5; 60,0.—

12. Una fuerza de 32 N actila en el punto A de la linea
AP. La linea CP desde el centro C del circulo de 0.2 m
de radio es perpendicular a la linea AP. CB es vertical
y BA horizontal. Calcular el momento de la fuerza con
respecto al punto B,

Resp. BA=PA =0698m Mc =641 N-m,

13. Sobre una placa con la forma indicada en la figura
se aplica una fuerza de 28 N en el vértice D. La linea
AB es perpendicular a BC, ésta es perpendicular a CD,
y ésta lo es a DE. El segmento EF es un arco de circulo
de radio AE = AF = 50 cm, Calcular el momento de
dicha fuerza con respecto a A.

Resp. 16.88 N-m.

14. E] sistema de fuerzas sobre el cuerpo trapezoidal
incluye 3 fuerzas y 2 pares, con los valores y
direcciones mostrados. Calcular la fuerza total y el
momento total del sistema con respecto a los puntos A
y B. -



25°
24N

Resp. c¢/fra A: 14512 N-m.

15. En la figura, las barras AB y BC tienen la misma
longitud. La linea OA es vertical y 1la OC es horizontal.
La proyeccidén de AB sobre la direccidn horizontal (Eje
X) vale 2 metros. El punto M es el punte medio de la
barra BC. La fuerza de 52 N es perpendicular a la barra
BC. Calcular el momento de esta fuerza con respecto a
los puntos A y C.

Resp. 102.1 N-m.

16. Usar el teorema de Varignon para calcular el
momento de las tres fuerzas mostradas, con respecto a
los puntos B, Cy D.

VLN VAVLNELN
oA

14m D &N

4 N

Resp. (46 N:) 0, - 13.8, - 27.6; (62 N:) - 37.2,0,37.2
(85N:)-88.3,-44.1,0 (unidades N-m)

17. En la figura, las rectas L; y Ly son paralelas. Los

segmentos CD y BA miden 2 m y 5.375 m, respectiva-
mente. Calcular el momento de la fuerza de 11 N con
respecto al punto B.

Resp. 50.4 N-m.

18. M es el punto medio del segmento AC, cuya
longitud es 7.5 m. AB es vertical, AD horizontal y DM
vertical. El segmento CD es perpendicuiar al
segmento BC. Calcular el momento de la fuerza de 120
N con respecto al punto M.

A H 28%5m | D

2

Resp. - 154.32 N-m.

19. La fuerza de 34 N bisecta el angulo en C. Calcular
el momento de esta fuerza con respecto al punto B.

BN N W WO N, .

NN N

Resp. -30.9N-m.
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CAPITULO 2

ECUACIONES DE EQUILIBRIO DEL CUERPO RIGIDO.
RESULTANTE LOCALIZADA

2.1. Ecuaciones de equilibrio del cuerpo
rigido
Las leyes de Newton de la mecanica, gene-
ralizadas a cuerpos rigidos, conducen a las siguientes

(8) Ecuaciones de equilibrio del cuerpo
rigido.
5i un cuerpo rigido esta en equilibrio,
entonces debe cumplirse que:

¢ Lasuma de las fuerzas que solicitan
al cuerpo es iguai a cero:

N
(a) > E =0
i=1

¢ La suma de los momentos de todas
las fuerzas sobre el cuerpo, con
respecto  a cualquier punto del
espacio, es igual a cero:

N
(b) 2 (M) =0
i=1

[ 7

En (8b) el signo
representa una cualquiera de las letras A, B, C, ..., P,

es un “comedin” que

Q. ... etc. usadas para designar puntes del espacio. El
simbolo (M;)+ es el momento de la fuerza nimero

“{” con respecto al punto arbitrario “*,

El corolario (7)-p10 nos permite entender por
qué la suma de momentos se puede calcular con
respecto a cualquier punto: dado que, por (Ba), el
sistema de fuerzas que solicitan al cuerpo en
equilibrio es un sisfema de fuerza total nulg, tendremos
que el momento total de este sisterna es absoluto (es
decir, no depende del punto de referencia); por lo
tanto, si dicho momento total vale cero con respecto a
determinade punto P, entonces valdrd cero con
respecto a cualquier otro punto.

Las ecuaciones (8a) vy (8b) se suelen escribir
en la forma abreviada

ZF:O y ZM, =0

en las que se sobreentiende que la suma de fuerzas y
momentos abarca todas las fuerzas aplicadas sobre el
cuerpo. La suma de fuerzas se descompone en las dos
ecuaciones siguientes:

SFE=0 y YFE=0

Tenemos pues las siguientes ecuaciones de equilibrio:

(9) Forma esténdar de las ecuaciones de
equilibrio.

> F =0
> F, =0
D My =0

El punto A es arbitrario.

Ahora bien, existen otras formas alternativas
de las ecuacicnes de equilibrio, a saber,

(10) Forma alternativa “A” de las ecuaciones
de equilibrio.

ZFX=O
> M, =0
> My =0

Los puntos A y B son arbitrarios, excepte por que,
no deben estar sobre una linea paralela al Eje Y.

(11) Forma alternativa “B” de las ecuaciones
de equilibrio.

Los puntos A y B son arbitrarios, excepto por que
no deben estar sobre una linea paralela al Eje X,




Para los que viven y aman el calculo de
momentos existe esta otra forma:

1y Forma alternativa “C” de las ecuaciones
de equilibrio.

Los puntos A, By C no deben ser colineales.

Vamos a justificar la forma "A” de estas
ecuaciones.

Consideremos un cuerpo rigido sometido a
un sistema de fuerzas cuya fuerza total es R, con
componentes (LFy, LFy). ;Qué podemos decir sobre
R, dado que satisface las condiciones de equilibrio
(9)? Veamos.

La primera condicién, ZF, = 0, exige que la
fuerza total R no tenga componente X, es decir, que
esté vertical.

La segunda condicién, ZM, =0, exige que la
linea de accién de R pase por el punto A (Véase la
Fig. 26).

Fig. 26

Finalmente, si el punto B no esta en la misma
linea vertical que A, entonces la tercera ecuacién de
equilibrio, Mg =0, solamente puede cumplirse si
R = 0. Lo anterior significa que si se cumplen las
condiciones el cuerpo esta en equilibrio.

Andlogamente se pueden justificar las otras
formas de las ecuaciones de equilibrio.

La viga horizontal mostrada en la Fig. 27

estd en equilibrio bajo las fuerzas verticales indicadas.
Calcular las fuerzas F y P. Unidades de fuerza y
longitud arbitrarias.
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3y

Fig. 27

lgualemos a cero el momento total, dei
sistema de fuerzas aplicadas, con respecto al extremo
izquierdo A:

L Ma=-12(2)+10(6)~3(8)+P (10)
~12+10P=0

de donde I’ = - 1.2 El signo negativo de P indica que
esta fuerza va realmente hacia abajo.

Ahora igualemos a cero la fuerza total del
sistema. La suma de componentes verticales nos da

EFY=F—12+1O—3+P=O

de donde, sustituyendo el valor I = ~ 1.2 hallamos
F=6.2

Un motor que pesa 300 N estd sometido a

un par de momento 600 N-m, v a dos fuerzas de
soporte Ry ¥ Ry como se muestra. Calcular Ry y R,

Fig. 28

El peso de 300 N lo trazamos en el centro de
gravedad del motor, que se encuentra (por hipétesis) a
250 mm del punto de aplicacién de R;.

Planteemos el equilibrio en la direccion
vertical Y:
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EF),=R]—R2—300=O

(Note que el par no interviene en la suma de fuerzas).
Tomemos momentos con respecto al punto
de aplicacion de Ry:

EM=-300(0.25)+600- R, {0.50)=0

de donde

R, =1050 N
y entonces

Ry =1350N

Si hubiéramos tomado momentos con
respecto al centro de masa G, tendriamos

Mg =- Ry (0.25) + 600 - R, (0.25) = 0
= Ry + Ry =2400

Notemos que el momento del par interviene en esta
ecuacidn con el mismo valor de 600 N-m que en la
ecuacion anterior.

Una placa rectangular ABCD de largo 0.8

m y ancho 0.5 m sufre las 5 fuerzas mostradas en la
figura. Supeniendo que la placa esta en equilibrio,
calcular las fuerzas Ay, Ay y N.

(60 N, 20 N)

05m

Fig. 29

Nos conviene calcular momentos con
respecto al punto A, puesto que entonces Jas fuerzas
Ay y Ay no entrardn en la ecuacién de equilibrio de

I

momentos. Usando unidades “m” y “N” tenemos

ZM —4005)+0'8 0.5
a = 20005+ o oo

+N(0.8)=0

de donde
N=425N
Por otra parte,
EFy=Ay+N+20=O
de donde, sustituyendo el valor N = 42.5 hallamos
Ay=-20-N=-20-425=-625 (N)
Finalmente,
YF,=40+60+A, =0
de donde
Ax=-100 (N)

2.2. Sustituciones o movimientos
de fuerzas

La hipotesis de rigidez de los cuerpos en la
estatica del cuerpo rigido nos permite sustituir (o
“mover”) las fuerzas de tal manera que no se perfurbe
el estado de equilibrio ni los valores de las fuerzas que
mantienen este estado. Veamos.

En la Fig. 30 supongamos que el camidn tiene
aplicados los frenos. Apliquemos una fuerza F, no tan
grande que rompiese el equilibrio del camion. Esta
claro que da lo mismo empujar el camidn en el punto
A con dicha fuerza F que jalarlo por el punto B con la
misma fuerza.

Fig. 30

Esto es permisible en la estatica del cuerpo rigido,
pero no es valido en la estitica del cuerpo deformable,
puesto que en el primer caso se deforma la caja del
camion en A, en el segundo la trompa en B,

Otra cosa que podemos hacer’en la estatica
del cuerpo rigido se ilustra en la Fig. 32. Se trata del
motor en equilibrio considerado en el Ejemplo 8 de la
pagina precedente: hemos afadide al sistema de
fuerzas sobre el motor un par que consta de dos
fuerzas de 900 N aplicadas en ios puntos A y B,
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Fig. 31

Las fuerzas de este par son.colineales, de tal manera
que no solamente la fuerza total del par es cero, sino
que el momento del par es igual a cero con respecto a
cualquier punto del espacio. Asi pues, el afadir este
par no perturba el equilibrio del motor, ni altera los
valores obtenidos en el Ejemplo 8 para las fuerzas de
soporte de 1350 N y 1050 N. Tales pares, que constan
de dos fuerzas colineales, los denominaremos pares
1ROCUOS.

Existe otro tipo de movimiento de fuerzas
valido en estatica. Lo veremos un poco mas adelante,
PPor lo pronto formalizaremos las dos ideas anteriores.

(13) Principio de transmisibilidad

de las fuerzas

Toda fuerza puede trasladarse a lo largo
de su propia linea de accién sin que se alteren las
ecuaciones de equilibrio.

11-19

El momento de F(A) con respecto a algin punto P
escogido arbitrariamente viene dado por

Mp=PA"F

Ahora movamos la fuerza F(A) a lo largo de su linea
de accién “L(F)”, reubicindola en algin otro punto B.
Este movimiento es una traslacién, es decir, durante el
mismo no cambia [a magnitud ni la direccién de la
fuerza. El momento de F(B) con respecto a I es

Mp=PB "F

Perc ambos momentos son iguales, porque el brazo de
palanca “b” de F(A) con respecto a I’ es el mismo que
el de F(B). Esto significa que la ecuacién de equilibrio
de momentos no se altera. Esta ecuacion contenia
antes del movimiento un término como

....+PAF+....=0

el cual ahora se ha cambiado por un término del
mismo valor:

. +PB*F+..=0

Ni la fuerza ni su momento han cambiado en este
movimiento, por lo que las ecuaciones de equilibrio
permanecen inalteradas.

Decimos que la fuerza F aplicada en A, o sea
F(A), es equivalente a esa mjsma fuerza pero aplicada
en B, o sea F(B), donde A y B son puntos arbitrarios de
la linea de accién de F, o sea L(F). En forma compacta,

Demostrémoslo. Sea F una fuerza aplicada en
el punto A de un cuerpo supuestamente en equilibrio

(Fig. 32).

F(A) Equiv F(B) donde A, B e L(F)

Insertemos aqui la siguiente definicion:

(14) Par inocuo

Un par inocuo es un sistema de dos
fuerzas { F, - F | que tienen la misma linea de
accion {“colineales”).
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Tanto la fuerza total como el momento total
de un par inocuo son ceros, ast que siempre podemos
afadir a un cuerpo rigido uno o més de tales pares sin
que se alteren las ecuaciones de equilibrio.

" El siguiente apartado es una aplicacidn
inmediata del principio de transmisibilidad.

2.3. ;Cudndo se puede tratar a un cuerpo
rigido como si fuese una particula?
Consideremos un conjunto de fuerzas sobre
un cuerpo rigido, tales que sus lincas de accion se

intersecan en un punto, como las fuerzas Fs, Fy, F5 y Fg

de la Fig. 34.

Fig. 34

Por el principio de transmisibilidad,
podemos trasladar estas fuerzas a lo largo de sus
respectivas lineas de accion, de tal manera que todas
elias queden actuando en el punto de interseccién C,
obteniéndose asi la situacién mostrada en la Fig. 35.

Fig. 35

El momento de estas fuerzas con respecto a algin
punto P es

Mp=PCAFy+PCAFy+PCAFs+PCAF,

=PC" (F3+F4+F5+Fe)

el cual se puede escribir simplemente asi:
Mp=PC " Fyys¢

donde
Fusg=F3+ Fy+ Fo+ F;

Vemos pues que ni la fuerza total ni el momento total
del sistema de fuerzas sobre el cuerpo se alteran si
sustituimos las cuatro fuerzas consideradas por la
unica fuerza Faue aplicada en el punto de

concurrencia C. Llegamos a la situacién representada
en la Fig. 36:

F,

56

Fig. 36

(15) Un conjunto de fuerzas concurrenies se
puede sustituir por una séla fuerza cuyo valor es
la suma vectorial de las fuerzas del conjunto, y
cuyo punto de aplicacién es el punto donde
concurren las lineas de accién de las fuerzas.

Decimos que el sistema de fuerzas
concurrentes es equivalente a una sola fuerza,
igual a la suma de las fuerzas del conjunto,
aplicada en el punto de concurrencia.

Un ejemplo de este teorema lo tenemos en la Fig. 37,
Se tienen dos esferas lisas que se tocan mutuamente y
que estin apoyadas sobre superficies lisas. La figura
muestra el diagrama de cuerpo libre de la “esfera
mayor”. Las fuerzas sobre esta esfera son:

—El peso W de la misma.

- Las fuerzas normales N; y N; debidas ala

superficie angular sobre la que se apoya.

~ La fuerza normal N3 debida a la esfera

menoer.



Fig. 37

Todas estas fuerzas concurren en el centro de
la esfera mayor. Reuniendo las fuerzas alli, el
diagrama de cuerpo libre de esta esfera podria
haberse trazado como en la Fig, 38.

Fig. 38

Este diagrama es similar al de una particula sometida a
las 4 fuerzas indicadas.

(16} Gi las lineas de accién de todas las
fuerzas que actian sobre un cuerpo rigide se
intersecan en un mismo punto C {o sea que
tenemos un sistema de fuerzas concurrentes),
entonces el cuerpo se puede tratar como si fuese
una particula, en el sentido de que su ecuacién de
equilibrio serfa unicamente

La ecuacidén de momentos ne es independiente de
la anterior, por io que no se aplicaria.

2.4, Traslacion de una fuerza fuera de su
linea de accion.

Sabemos que toda fuerza se puede trasladar a
lo largo de su linea de accién sin que se altere el
equilibrio. Ahora bien, ;qué sucede si intentamos
trasladar una fuerza hasta otro punto fuera de su linea
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de accion?

Veamoslo en un ejemple simple, el de la viga
en equilibrio mostrada en la Fig. 39.

20

Fig. 39
Se comprueba que la viga esta en equilibrio, ya que
LF=12-20+8=0
EMa=-204)+8(10)=0
Traslademos la fuerza de 20 en dos unidades

hacia la derecha, ubicandola ahora en la 6a. division
de la viga (Fig. 40):

20

Fig. 40

iNo debimos hacerlo, pues hemos
trastornado el equilibrio de la viga!

No hay motivo de preocupacion, empero.
Podemos enmendar esle entuerto razonando como
sigue: antes de mover la fuerza de 20 su momento con
respecto al extremo A era de -80 unidades. Después
de moverla su momento ¢/t a A pasé a -120 unidades,
o sea que el momento total del sistema disminuyé en 40
unjdades. Para arreglar el asunto basta con anadir un
par cuyo momento sea de 40 unidades positivas,
mismo que contrarrestard el cambio de “—40" debido
al movimiento (Véase la Fig. 41).
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20 denotaremos con Mg.
¥ )40
A B
I I L1 L I 1 [
-~ »~
12 8
Fig. 41
Fig. 43
<Nota. El par no tiene punto de aplicacién; lo
podemos trazar “flotando” en cualquier lugar de Ja
viga.> Las fuerzas F(A) y -F(B} las reemplazamos por este
par de momento Mp. quedando lo que vemos en la
El equilibric de la viga se conserva al hacer esta Fig. 44. Hemos demostrado asi que la fuerza F(A)
enmienda. La regla es pues la siguiente: puede reubicarse en B, a condicién de afiadir el par de

momento Mp.

(17 Traslacidn de una fuerza fuera de su
linea de accidn.

Toda fuerza se puede trasladar de un
punto de aplicacién a otro, a condicién de afadir
un par cuyo momento sea el momento de la
fuerza original con respecto al purnfo de destino.

Efectivamente, la fuerza original estaba en la 4a.

Fig. 44

divisién de la viga, de modo que su momento con

respecto a su punto de destino, o sea la 6a. divisidn,

era de 20 (2) = 40 unidades, valor del momento del par Decimos que la fuerza aplicada en A es

que debemos afiadir equivalente a la fuerza aplicada en B y a un par de

Aunque hemos ilustrado este resultado momento My:

usando una viga recta y fuerzas perpendiculares a

ella, su validez es general. Demostrémoslo. F(A) Equiv {F(B); Mp)
Consideremos una fuerza F(A) sobre un
cuerpo (Fig. 42). Supongamos que deseamos trasladar donde Mp = BA " F(A)

esta fuerza hasta el punto B.
Se tiene asi que el sustituir la fuerza F(A) por el
sistema {F(B), Mp} no altera la suma de fuerzas ni la de

momentos.

Fig. 42

En el punto B afladamos un par inocuo {F(B), - F(B))
como se muestra en la Fig. 43. Ahora combinemos la
fuerza original F(A) con la fuerza -F(B) del par inocuo,
para formar un par cuyo momento es igual al
— —momento- de—F(A}—cen -tespecto ~a—B; el-—cual




Trasladar la fuerza de 500 N de modo que

actie en el punto medio “C” del segmento horizontal
de la barra.

04m

Fig. 45

La fuerza dada es F = (400 N, 300 N). De
acuerdo con (17), para trasladarla al punto C debemos
afadiz un par cuyo momento sea el momento de dicha
fuerza con respectoa C, o sea

06 -04

Me =CBF ={400 300

’:340 (M- m)

Queda la situacién mostrada en la Fig. 46.

y 500 N
’) 340 N-m
A4 , 57°
4 £/ 06m
A Dd4m
/]
/ B =
7
~
Fig. 46

La fuerza, originalmente aplicada en B, se “siente” en
C (o "se transmite” hasta C) como una fuerza del
mismo valor 500 ¥ mas un par de momento 340 N-m.

2.5. Resultante localizada.

Explicaremos el concepto de resultante
localizada a través de un ejemplo simple. En la
discusion emplearemos el movimiento de traslacién
de una fuerza fuera de su linea de accidn, tratado en el
apartado precedente.

Sea el sistema de fuerzas verticales sobre la
viga horizontal mostrada en la Fig. 47.
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b - 1

Fig. 47

Movamos todas las fuerzas del sistema a un
mismo punto, digamos el punto x = 7. De acuerdo con
el cuadro (17) tenemos que:

Pa.ra mover a x = 7 Deber-nos aﬁadlir un
la fuerza de par de momento
4 ~-28
-3 12
7 - 14 |
-6 -12
8 .

Una vez reunidas todas las fuerzas en x = 7, las
podemos sumar, obteniendo una fuerza total

R=4-3+7-6+8=10

También podemos sumar todos los pares afadidos,
que hacen un par de momento

=-28+12-14-12+24=-18

El sistema de la Fig. 47, pues, puede
sustituirse por el de la Fig. 48, que consta solamente
de la fuerza de 10 y el par de - 18. Ante esta sustitu-
cén no se alteran las ecuaciones de equilibrio de un
cuerpoe gque estuviera solicitado por el sistema de
fuerzas de [a Fig. 47.

Fig 48

La fuerza de 10, junto con el par de -18, se
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denomina la “resultante localizada en x = 77 del
sisterna original.

El sisterna de fuerzas de la Fig. 47 Hene una
infinidad de resultantes localizadas, pues las fuerzas
del sistema se pueden reunir en cualquier punto de la
viga.

En general, para un sistema arbitrario de
fuerzas tenemos:

(18) Resultante localizada.

La resultante localizada en el punto P de un
sistema de fuerzas Fy, Fp, ..., Fyy esta formada por
una fuerza R y un par &P.

La fuerza es la suma vectorial de todas
las fuerzas del sistema,

N
(a) R=>F,
i=1

y su punto de aplicacién es P.

El momento del par & es el momento
total del sistema con respecto al punto F donde se
desea localizar la resultante,

N
(b) m=> PA;E,
i=1

donde A; es el punto de aplicacién de F;.

Recordemos que la resultante localizada tiene
la misma fuerza total y el mismo momento total (con
respecto a cualquier punto del espacio) que el sistema
de fuerzas dado. A manera de comprobacién
calculemos el momento del sistema de la Fig. 47 con
respecto al puntox =1:

-4 (D)=3(2)+7(4)-6(8)+8(9) =42
Por otra parte, el momento de la resultante localizada
(Véase la Fig. 48) consta del momento de Ja fuerza de
10 con respecto a x = 1, que vale

10 (6) =60
mas el momento del par de —18, o sea

60-18=42

como debia.

Para el sistema de 4 fuerzas dado en la
Fig. 49, calcular la resultante localizada en Q(4, 5).
Cada unidad de la cuadricula representa a la vez un
metro y 5 newtons.

AY

1r>4

Fig. 49
Las fuerzas y sus puntos de aplicacion son:

F; = (15, 25) en (5,7)
F,=(15,-10)  en (9,8
F3=(-25,15) en (8, 4)
F4 = (5, -20) en (3,4)

La fuerza total del sisternaes
R =(10,5)

Los vectores separacién desde el punto Q hasta los
puntos de aplicacién de las fuerzas son:

Para F. 1,2}
Para Fy: (5, 3)
Para Fy: (4, -1)
Para Fy: (-1,~1)

El momento del sistema con respecto a Q es

MQ=

1 2] |5 3 4 - [-1 -1
+ + +
15 25 |15 -10] |-25 15[ |5 -20
=-5-95+35+25=-40

La resultante localizada en Q del sistema

dado consta de la fuerza & = (10, 5) junto con un par
de momento — 40 (Véase la Fig. 50).
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2.6. Problemas
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CAPITULO 3

REACCIONES EN APOYOS. PROBLEMAS SOBRE EQUILIBRIO.

3.1. Apoyos
Las fuerzas sobre un cuerpo rigido se suelen
clasificar en tres categorias:

e  Fuerzas de accidn a distanda, como el peso del
cuerpo y las fuerzas de tipo eléctrico o magnético.

o Fuerzas y pares de contacto, aplicados externa-
mernte.

o Fuerzas y pares de reaccion en los apoyos del
cuerpo.

Centro de
gravedad

ol
-

~

kS
Fuerzes aphicadas
(confxc:(!abla 5)

Apogo de
Apoyode  todidlo
articulacidn

Fig. 51

El peso del cuerpo es una distribucién
continua de fuerzas que actia por toda la regién
espacial ocupada por el cuerpo. En la estdtica del
cuerpo rigido esta distribuciéon de fuerza se puede
sustituir por su resultante, que viene siendo una séla
fuerza “W" localizada en un punto especial del cuerpo
lamado centro de gravedad.

Las fuerzas y pares aplicados son fuerzas
controlables o preestablecidas; son las fuerzas que el
cuerpo ha sido diseriado para soportar o “procesar”.

Los apoyos del cuerpo son acoplamientos o
enlaces del cuerpo con otros objetos masivos fijos
como cimientos, paredes, pisos, etc.

La Fig. 51 muestra un apoyo de articulacién y
un apoyo de rodille.

Los apoyos se clasifican segun el tipo de
movimiento relativo apoyo ¢« cuerpo que permitan.
Por ejemplo, el apoyo de articulacion lisa mantiene

fijo uno de los puntos del cuerpo, pero permite libre
rotacién del cuerpo alrededor de este punto fijo. Se le
llama también bisagra, gozne, pasador o eje de
rotacion. ‘

El apoyo de rodillo (o de rueda), por otra
parte, permite libre movimiento de traslacién del
cuerpo en la direccion de rodamiento del rodillo. Este
apoyo presenta resistencia a la compenetracién del
cuerpo rigido con la superficie sobre la que se apoya
el rodillo, pero permite libre separacidn del cuerpo
con dicha superficie.

3.2. Reaccion en los apoyos de bisagra, de
rodillo, y simple

El apoyo de bisagra se simboliza grafica-
mente por alguno de los signos graficos siguientes:

P A

Algunas veces se usa simplemente un pequeno circulo
vacio o lleno (Fig. 53).

Fig. 53

Un cuerpo apoyado en un unico apoyo de bisagra es
un “péndulo fisico”, esto es, un cuerpo que puede
efectuar oscilaciongs alrededor de un eje a través de
dicho apoyo, como se muestra en la Fig, 54,




Para constrefir un péndulo fisico
apropiadamente, de modo que se mantenga en
equilibrio bajo otras fuerzas aplicadas (adicionales al
peso), podrian emplearse otros apoyos, como uno de
contacto simple, o uno de rodillo, com¢ muestra la
Fig. 55.

Fig. 55

En la estatica los apoyos de bisagra o perno
se consideran de punto, es decir, se desprecia el radio
del perno o eje de rotacién. Esta hipdtesis tiene como
consecuencia que las fuerzas de reaccidn en los
apoyos de bisagra, en el caso de que sean asperos,
incluyan un par. Veamos.

En un apoyo de bisagra aspero se generan
distribuciones continuas de fuerzas normales y de
friccidén en la superficie de contacto del perno con el
cuerpo (esquematizadas en la Fig. 56}. En el diagrama
de cuerpo libre del cuerpo unido a la bisagra no
interesan los detalles de la distribucidn, sino mas bien
su fuerza total y su momento total con respecto al
centro del perno. El apoyo de bisagra se modela como
si fuese un punto, y en este punto la reaccién de la
bisagra consiste de una fuerza y un par llamado par
de reaccién. Esta fuerza y par constituyen la resulfante
" localizada (en el centro del perno) de la distribucién de
fuerzas normales y de friccidn.

Cuetpo tigido
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En oftras palabras: podemos imaginar que
trasladamos cada una de las fuercillas de reaccion de
la distribudén mostrada en la Fig, 56, colocandolas en
el centro del perno. En cada traslacion debemos
afadir un par cuyo momento es igual al momento de
la fuercilla trasladada con respecto al centro del perno.
Una ver trasladadas todas las fuercillas a dicho centro,
las sustihymos por una sola fuerza total F y un par
total de momento M, como vemos en la Fig, 57.

Fig, 57

5i la bisagra es lisa, como supondremos en lo
sucesivo, el par de reaccion M no existe, y la reaccion
en la bisagra consta sclamente de una fuerza de
magnitud y direccién desconocidas.

Conviene asignar una letra como 4, B, etc. al
punto donde se encuentra la bisagra, y designar la
fuerza de reaccion alli con la misma letra, o sea “A”,
“B”, etc., como vemos en la Fig. 58a. Esta fuerza se

suele trazar ya descompuesta en sus componentes Ay

y Ay, relativas a un sistema cartesiano XY, como

vemos en la Fig. 58b.

Fig. 58

El apoyo de rodillo se dibuja en el DCL
usando alguno de los simbolos que vemos en la Fig,

59:
VAN

Fig. 59 .

Por ejemplo, la Fig. 60 muestra un cuerpo apoyado en
una articulacién y un rodillo.
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Fig. 60

Cuando se usa el primer signo de la Fig. 59 para
indicar el rodillo, la tangente a éste debe ser la misma
en ambos puntos de contacto con el rodillo, o sea tanto
con el cuerpo (linea a rayas en la Fig. 60a) como con la
superficie plana sobre la que rueda (linea estilizada en
la Fig. 60a). Asi, no estd permitido usar el signo tal
como se muestra en la Fig. 61, porque la pendiente del
lado inferior del cuerpo rectangular es distinta de la
pendiente de la superficie fija.

Fig. 61

{Esto viene del hecho de que el rodillo en si, supuesto
ingravido, no podria estar en equilibric en esta
situacion). La situacién de la Fig. 61 se representa
apropiadamente mediante el segundo signo del
rodillo, como vemoes en la Fig. 62.

Fig. 62

Dado que el apoyo de rodillo permite libre
movimiento de traslacion en Jla direccion de
rodamiento del mismo, asi como libre rotacion del
cuerpo alrededor de un eje a través del punto donde
se supone localizade el rodillo, tendremos que la

reaccion en el redillo consta solamente de una fuerza
de magnitud desconocida y direccién perpendicular a
la direcgion de rodamiento, como se muestra en la Fig.
63. Esta reaccién es similar a la que existiria en un
contacto simple: su direccién es tal que tiende a evitar
la compenetracion del cuerpo con la superficie fija
sobre la que se apoya el rodillo.

Fig. 63 (Reaccion en el rodillo de la Fig. 60}

Si el punto donde se localiza el rodillo se nombra
digamos “A”, entonces la fuerza de reaccién en el

”

rodillo se indica con la misma letra; “A

El apoyo simple puede ser de punto o
extendido.

Si el apoyo simple es de punto, la reaccién es
una fuerza cuya direcciéon y punto de aplicacién son
conocidos, como vemos en la Fig. 64,

Fig. 64

Por otra parte, si es un apoyo simple extendido, como
en la Fig. 65, tanto la magnitud de la fuerza de
reaccién come su punto de aplicacion son desco-
nocidos (existen las incognitas N y x en la situacién de
la Fig. 63).



Fig. 65

De hecho la fuerza N mostrada en esta figura es la
resultante de la distribucion continua de fuerzas
normales que actia sobre-el lado del cuerpo en
contacto con la superficie fija.

<Nota. En el apéndice de este madulo se estudia el
concepto de resultante y se dan métodos para
calcularla.>

3.3. Ejemplos de equilibrio

En los ejemplos de equilibrio que considera-
remos en esta seccion el sistema fisico constara de un
solo cuerpo rigido, apoyado en apoyos simples, de
bisagra o de rodillo.

Una viga horizontal de longitud 4 m y

peso 3000 N esta articulada en su extremo izquierdo y
soportada adicionalmente por un cable de inclinacién
40°, sujeto a un punto a 3 m de dicho extremo, como se
ve en la Fig. 66. Calcular [a reaccion en la articulacién
¥ la tensién del cable.

Fig. 66

La Fig. 67 es el DCL de la viga. La reaccion en la
articulacién A es una fuerza que hemos descompuesto

11-2%

ya en sus componentes Ay y Ay relativas a un sistema

cartesiano XY colocado del modo estandar. Estas
componentes son desconocidas y las podemos
suponer hacia la direccidn que deseemos.
Generalmente se trazan en las direcciones positivas de
los ejes coordenados.
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Fig. 67

Aplicando las ecuaciones de equilibrio en su
forma estandar LFy =0, LFy = 0 y M. = 0 tenemos

LF, =0:
(r1) Ay -Tcos40°=0

E.Py =0
(12) Ay -3000+T sen 40° =0

Conviene tomar momentos con respeco al punto B:

EMB=OZ
(r3) —Ay-3+3000-1=0

De (r3) obtenemos inmediatamente
Ay =1000
Sustituyendo este valor de AY en (r2) obtenemos

T 3000 -1000
sen 40°

=311145

y de (r1). finalmente,

Ay =3111.45 cos 40° = 2383.51

<Nota. Un cuerpo rigido sometido a exactamente 3
fuerzas no paralelas (como la viga presente, que sufre
fuerzas en A, G y B) cumple la propiedad de que las
lineas de accién de las tres fuerzas deben intersecarse
en un mismo punto, Véase la Fig, 68.>
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Punto de interseccion de las
lineas de accion de las tres fuerzas

A w \T
ol  40°
[ ! ] —]
1T A Zm Gl I1m B lm
2000
Fig. 68

Demostraremos esta propiedad por el método de
“reduccién al absurdo”. Consideremos un cuerpo
rigido bajo la accidén de 3 fuerzas Fy, F; y Fy como se
muestra en la Fig. 69. Sea P el punto de interseccién
de las lineas de accion de las fuerzas Fy y Fs.

Hipotesis:
El cuerpo estd en equilibrio.
La linea de accidn de F3 ne pasa por P

Temando momentos con respecto al punto P, tenemos
que el momento de las fuerzas Fy y F; es nulo, no ast

el momento de Fa. Por lo tanto, el momento total del

sistema de 3 fuerzas no seria nulo, lo cual es absurdo,
en vista de la hipdtesis de que el cuerpo estd en
equilibrio. Se deduce que la linea de accidn de Fs

también debe pasar por P.

Fig. 69

La Fig. 70 muestra otro ejemplo de este
teorema: una barra homogénea descansa dentro de
una superficie cilindrica. Existen tres fuerzas sobre la

barra, dos de ellas las normales_debidas al contacto _

simple con la superficie, y la tercera el peso de la
barra. Las lineas de accién de estas tres fuerzas se
intersecan en un punto, C.

-~

2

Fig. 70

Ejemplo 13 Una lamina homogénea de masa 16 kg

con forma de trigngulo rectdngulo de catetos .72 m y
(042 m se apoya en una articuladén y un rodillo,
ambos lisos. Existe ademas una fuerza de 240 N sobre
la placa, aplicada a un angulo de 11° con la horizontal.
(Fig. 71). Calcular las reacciones en los apoyos.

240N 072m B
e
G
[
042m
A
Fig. 71

La Fig. 72 es el DCL de la placa, el cual
incluye las siguientes fuerzas:
El peso de la placa, igual a

16 x 9.8=156.8 ()

(El peso esta aplicado en el centro de gravedad G.)

La fuerza aplicada (240 £ -11°),

La reaccién en la articulacién, (Ay, Ay).

La reacddn en el rodillo, una fuerza de
magnitud “B”, perpendicular a la superficie de apoyo
o ala linea AB.



Fig. 72

Escogeremos unos ¢jes Xy Y con su origen en
A y del modo estandar, lo cual hemos sugerido ya en
el DCL al descomponer la reaccicn en A en una
componente horizontal y una vertical.

Para calcular las componentes X y Y de la
reaccién en B necesitamos calcular el angulo que
forma la fuerza B con la horizontal. Claramente este
angulo es el complemento del angulo

an™! [9}3} =30.26°
0.72

o sea 59.74°.

Las ecuaciones de equilibrio son:
L, =0:

Ay +240c0511°-B c0559.74° =0
EPy =0

Ay -240sen 11°+Bsen 59.74° - 156.8=0

Tomaremos mementos con respecto al punto A.

Para la fuerza de 240 N, solamente su
componente horizontal tiene momento con respecto a
A. Como el brazo de palanca de dicha componente es
AC =0.42, el momento vale

—240 cos(11°) - 0.42 =-98.95

Para el peso vertical, su brazo de palanca con
respecto a A vale (.24 (la tercera parte de 0.72), de tal
manera que el momento del peso es

156.8 - 024 =37.632

En cuanto a la fuerza B, por ser
perpendicular a la linea AB, su brazo de palanca con

respecto a A es AB=./(0.42)* +(0.72)® =0.83355,

por lo que su_momento_con respectoa A.es
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“B - 0.83355".
La ecuacién de momentos queda asi:

M, =0
~98.95-3763+B-0833=0
Esta Ultima ecuacion nos da B:
B=16385N
Sustituyendo en las dos primeras hallamos -

Ay =-15303 N, Ay=61.06N

El signo negative de A, indica que dicha componente

realmente actia hacia la izquierda, contrariamente a
lo supuesto en el DCL.

La pieza de maquina de peso

despreciable estd soportada por un pasador en A y un
rodillo en B. La linea AB es vertical, y el rodillo se
apoya en una superficie también vertical. Se aplica un
par de momento 2.4 KN-m en el punto E, situado a la
mitad del segmento AC, y una fuerza vertical de 3 kN
en el extremo D. Determinar las reaccicnes en estos
apoyos (Fig. 73). Despreciar la friccién.

Fig. 73

El DCL de la pieza de maquina incluye
(Véase la Fig. 74):

La fuerza aplicada de 3 kN en D,

El par aplicado de € kN-men E, _

La reaccién en el rodillo, una fuerza “B”
perpendicular a la linea AB,

La reaccién en la bisagra A, descompuesta en
sus componentes Ay y Ay, relativas a un sistema

cartesiano estandar.



Fig. 74

Aplicaremos las ecuaciones de equilibrio en
la forma estindar, tomando los momentos con
respecto al punto A, o sea

TFc=0, TF,=0 y IM,=0

Usaremos unidades de metro y kilonewton. Las
primeras dos ecuaciones de equilibrio dan

(rl) A, +B=0
(r2)  A,-3=0

Con respecto a la ecuacion de momentos ¢/ra A:

El momento de A, y Ay es cero.

El momento de la fuerza B es
-B-04

El par contribuye con un momento de valor

Finalmente, el momento de la fuerza de 3 kN
lo calculamos multiplicando esta fuerza por su brazo
de palanca con respecto a A, el cual es la proyeccidén
horizontal del segmento BD. Resolviendo el tridngulo
ABC encontramos que el angulo en el vértice B vale
61.257°, por lo que dicha proyeccion es

(0.5 +0.42) - sen 61.257° = 0.80664
de modo que el momento buscado es
-3-0.80664=-242
La ecuacién de momentos es entonces

(r3) -04B+6-242=0

de donde
B=8.95kN
De (r1) obtenemos

Ayg=-B=-895kN

y de {r2),

Ay=3kN
Note que en el cdlculo no entra para nada el punto de
aplicacién del par de é kN-m, el cual podria estar
aplicado en cualquier punto de la pieza.

La barra de peso insignificante mostrada

en fa figura estd articulada en su extremo A. El otro
extremo, C, descansa sobre una superficie lisa
inclinada a 40°. Se aplica a la barra la fuerza de 140 N

mostrada. Calcular las reacciones en la articulacion y
il

el contacto simple.

A
A 6.5m
4 €@
/
Fig. 75

La Fig. 76 es el DCL de la barra. La fuerza -
“N" es perpendicular a la superficie inclinada a 42°,
por lo que N forma un angulo de 48° con la
horizontal.
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Fig. 76
Las ecuaciones de equilibrio son:

LF, =
{r1) Ay -140sen 20° - N cos 48° =0

ZFy=0
r2 Ay ~140cos 20° + N sen 48° =0
Y

Para la ecuacién de momentos escogeremos como
punto de referencia el punto A. Aplicando el teorema
de Varignon descomponemos la fuerza de 140 N en
componentes paralela y perpendicular a AB;
solamente esta (ltima componente tiene momento con
respecto a A, el cual vale "~ 140 cos 20° (6.5)" o sea

- 855.120. En cuanto al momento de la fuerza “N”, lo
calcularemos con el producto externo "AC ~ N”,
Tenemos

AC=AB+BC=(65,0) + (4.2 sen 35°, — 4.2 cos 35°) =
= (8.909, - 3.440)

N = (- N cos 48°, N sen 48°) = (- 0.669 N, 0.743 K)

El momento de N es entonces

‘ 8.909  -3.440
=4319N

-0.669N 0.743N

La ecuacién de momentos queda en la forma

(r3) - 855120+ 4319 N =0
De aqui obtenemos directamente “IN":

N=197.990N
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De (r1) obtenemos luego
Ay =140 sen 20° + 197.990 cos 48° =

= 180.36399
De (r2),
Ay =140 cos 20° — 197.990 sen 48°

=-15.57828

La barra homogéenea AB de masa 50 kg y
6 m de longitud esta soportada en un plano vertical
por rodillos en A y C v por un cable en B, inclinado a
un dngulo @ con la horizontal. Sabiendo que la tensidn
en el cable es de 384 N, calcular las reacciones en A y
C y el dngulo 8.

Fig. 77

La Fig. 78 es el DCL de la barra.
Plantearemos las ecuaciones de equilibrio en la forma
estindar.

Fig. 78
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_F =0:
X
(rl) 3Bdcos_-C=0

F =0
b4

(r2) A—-490 + 384 sen _=0
Sacando momentos con respecio a B tenemos
“MB =0:
—A-2c0s40°-490-1cos40°+C-4send40°=0

o biecn
(r3) - 15321 A-375.3618+2.5711C=0
Para resolver el sisiema de ecuacicnes (rl), (12) y (13)
vamos a eliminar las fuerzas A y C con el fin de obtener
una ecuacion para el dngulo _.

Despejando C y A de (rl) y (12), respectiva-mente
lenemos

C=384cos , A=490-384sen_

Sustituyendo éstas en (r3),

—1.5321 (490 ~ 384 sen _) +2.5711 (384 cos _}
-375.3618=0

Simplificando llegamos a la ecuacién
- 1126458 + 588.3264 sen _ + 987.3024 cos _=0
Esta ecuacién tiene dos soluciones que son:

L =42y =1935°

(Ver la nota al final del ejemplo.)
La primera solucién corresponde a

A =490 - 384 sen 19.35° =3627
C =384 cos 19.35° =3623

y la segunda a
A =490 - 384 5en 42.23° =231.9

C =384 cos 42.23° = 284.3

<Nota. Una ecuacién de la forma general
Acos_+Bsen_+C=0

se puede resolver asi:

1. Se sustituye sen _ por ¥1— cos’ 6 .

Se despeja el radical.
Se eleva al cuadrado la ecuacién con objeto de
eliminar el radical.

4. Se obtiene asi una ecuacidén cuadritica para la
incégnita “cos _".

5. Seresuelve la ecuacién cuadrética. Sus dos raices,
“cos _l" y “cos —, {tomados los angulos dentro
del intervalo permitido) nos dan las dos
soluciones para _.>

3.4. Apoyo fijo 0 de empotramiento.

El apoyo fijo o de empotramiento es el mas
restrictivo. Esta clase de apoyo, que se modela como si
fuese de punto, no permite traslacién hacia ninguna
direccién, ni tampoco rotacién.

En el apoyo de empotramiento la reaccién consta
en general de una fuerza y de un “par de reaccién”, los
cuales constituyen la “resuftante localizada™ —en el punto
donde se ubica el apoyo— de la distribucién de fuerzas que
surgen en el apoyo extendido. La idea es completamente
andloga a la usada en relacién con el apoyo de bisagra.
Veamos.

Consideremos una viga con un apoyo fijo, como
la de la Fig. 79. Al hacer una seccidn sistémica a través del
apoyo fijo, la accién de la pared sobre la viga consiste en
una distribucién compleja de fuerzas, esquematizada en la
Fig. 80.

Cuerpo
metdlico
Viga
Fy en voladizo

Fig. 79 ,



Fig. 80

En el diagrama de cuerpo libre de la viga, tal
distribucidn se sustituye por su resultante localizada
en el punto A (Fig. 55), que consta de la fuerza
(Ay, Ay) y del par M. Claro estd, con ello estamos
renunciando a obtener detalles acerca de la
distribucién; en lugar de ello nos conformamos con
obtener los valores de la fuerza y el momento del par
que forman [a resultante localizada.

I Seccidén sistémica
I//
|

Fig. 81

Un poste en escuadra, con las

dimensiones dadas en la figura, estd empotrado en el
suelo. El poste sostiene en el extremo D una carga de
4000 N, v en el punto B esta reforzado mediante un
cable cuya tension se ha prefifado a 3000 N. Calcular la
reaccién en el empotramiento A. El poste pesa 10,000
N y su centro de gravedad se halla a 1.2 m a la
izquierda del punte B.

I-35

34m
2m
G B
D s 1|
35°
4m
A C
LRI & S e ey b SIAN

Fig. 82

La Fig. 83 es el DCL del poste. Advierta que
en el apoye de empotramiento la reaccién consta de
una fuerza, descompuesta en dos componentes

cartesianas Ay y Ay, y un par de reaccién, de

momento M. Como los valores de estas reacciones son
desconocidos, podemos trazarlos en cualquier
direccién, digamos todos en el sentido positivo,

34m

2m
G B
1_2,T 2000

4000 35°

10000 W ™
1o

N,
— Ay
M

Fig. 83

Planteemos las ecuaciones de equilibrio del
poste en a forma estandar:

IF, =0:
(1) A, +3000sen35° =0

LF y =0
(r2) Ay — 4000 -10000 - 3000 cos 35°=0

Tomemos momentos con respecto a B:



(r3} 4000 (3.4) + 10000 (1.2) + A (4) + M =0
De (r1) bbtenemos

Ag=-172073N
De (r2),

Ay =16,457.46 N

y de (r3), sustituyendo el valor de A4 hallado arriba,
M=-18717.08 N-m

Notemos que la fuerza Ay debe ir hacia la

izquierda, y que el momento del par de reaccién debe
tener el sentido horario.

Notemos también que, por el principio de
transmisibilidad de las fuerzas, el pesc del poste
puede trasladarse a io largo de su linea de accién
vertical y colocarse en cualquier nivel vertical.

La lampara, que pesa 52 N, tiene un
apoyo fijo (empotramiento) en P, y sostiene una
lampara que pesa 28 N. Calcular la reaccion en el
apovo. El centro de masa de la lampara es G.

52N

Fig. 84

Como sabemos, la reaccién en el punto fijo o
empotramiento consta en general de una fuerza de

componentes Py, Py, y de un par de momento M. El
DCL de la lampara es la Fig. 85.

Fig. 85

Las ecuaciones de equilibrio son:

LE, =0
Py=0

EFY=O:
Py~—52—28=0

Tomaremos momentos con respecto al punto
usando unidades de newton y mm:

IMp=0:
52 (80) + M — 28 (200) = 0

Se encuentran facilmente
P,=0
Py =80N

M=1440 N-mm=1.44 N-m



3.5. Sistemas compuestos de dos
cuerpos rigidos.

Si el sistema estitico en estudio es complejo, es
comin que se Tequiera comocer tanto las fuerzas
desconocidas en los apoyos del sistema (global) como las
fuerzas en las uniones (enlaces o acoplamientos) entre los
diversos cuerpos que integran el sistema global.

Es frecuente el caso en que dos de los cuerpos del
sistema global estdn acoplados mediante “pasadores”, es
decir, elementos que se comportan como bisagras o
articulaciones.

Barral A Bamra 2

A

Fig. 86
Como ejemplo, la Fig. 86 muestra dos barras unidas por un
pasador liso en un extremo A. En el punto A se unen tres
cuerpos: la barra 1, el pasador y la bamra 2. La Fig. 87
muestra un esquema del acoplamiento entre estos tres
elementos.

Bamal

Pasador Barra 2

\

Fig. 87

Notemos que la barra | ejerce fuerza sobre el pasador, y
éste ejerce fuerza sobre la barra 2. Estrictamente, pues, la
barra | no ejeree fuerza sobre la barra 2. Sin embargo, es
conveniente considerar que el pasadof es parte de una de las
dos barras, digamos la barra 1. Si as{ lo hacemos podemos
decir que la barra 1 ejerce fuerza sobre la barra 2, y
viceversa. La fuerza de interaccién entre ambas barras se
suele descomponer en sus comuponenles cartesianas, y al
“abrir ¢l contaclo en el punto A” brotan fuerzas de accién-
reaccién como se muestra en la Fig. 88, La pareja (Ax, Ay)

a la izquierda de la figura forman la fuerza sobre la barra 1
(m4s el pasador) debidas a la barra 2; por la tercera ley de
Newton, la pareja (Ax’ Ay) a la derecha de la figura son
forman la reaccidn de la fuerza anterior, y son las que ejerce
la barra 1 {m4s el pasador) sobre la barra 2.
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Barmra | +Pasador

Fig. 88

Las fuerzas que aparecen son las mismas si consideramos
que el pasador es parte de la barra 2 en lugar de [a barra 1.
Entonces, en los DCL’s no es necesario mostrar el detalle
del pasador sino gue trazamos las fuerzas como vemos en la
Fig. 89.

Ay

Asi pues, no es necesario hacer ya referencia al pasador;
podemos hablar simplemente de la “fuerza de interaccién A
entre ambas barras”,

Veamos un gjemplo de desmembramiento de un
sistema por un punto de unién Lipo pasador.

Una barra horizontal de longitud 1.4 m y peso
420 N estd empotrada por su extremo izquierdo A a una
pared fija. En su extremo derecho B la barra estd acoplada
mediante un pasador (articulacién) a otra barra de longitud
i my peso 350 N, que descansa sobre un piso liso en el
extremo D, como se ve en la figura. Se aplican sobre esta
iltima barra un par de 1200 N-m y una fuerza de 860 N, con
los sentidos indicados. Calcular la reaccion en el
empotramiento A, la fuerza normal en D, y la fuerza en el
pasador B.
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Fig. 90

Los apoyos del sistema global (que consta de
ambas barras AB y BCMD), que son el empotramiento
en Ay el contacto simple en D, generan 4 incdgnitas
que son:

— La fuerza y par de reaccién en el empotra-
miento A, que denotaremos con Ay, Ay y M, respecti-

vamente.
- La fuerza normal en el contacto simple D,
que denotaremos con “N".

Comeo las ecuaciones de equilibrio del sistema global
son 3, no podemos calcular las 4 incognitas con este
solo sistema, y es menester definir un segundo
sistema, que puede ser:

[Barra horizontal AB]
(Barra inclinada BCMD}

Al considerar un segundo sistema se introducen dos

incognitas mas, que son las componentes By y By dela

fuerza de interaccion entre ambas barras (a través del
pasador B, como ya explicamos anteriormente).
Entonces el total de incognitas se eleva a 6, perc por
otra parte las ecuaciones de equilibrio de ambos
sistemas son 6, de tal manera que el problema es
determinado.
Como ilustraciéon haremos los DCL's y
planearemos las ecuaciones de equilibrio de los tres
sistemas que es posible definir en este problema,
aunque debemos tener presente que solamente 6 de
las 9 ecuaciones de equilibrio son independientes.
Estudie bien los DCL’s mostrados en las
siguientes figuras. Junto a cada DCL se afade un
recuadro que muestra el nombre del sistema fisico
considerado, y una lista de los cuerpos que ejercen
fuerza sobre él, asi como el simbolo o valor numérico

correspondiente a cada una de tales fuerzas.

A A
K==
L Ax —l
420N
{Sistema global}

Tierra 420, 350
Pared Axs Ay, M
Piso N

Fig. 91. (DCL del sistema global).

m 1Ay 14m 18y
f ™ By
— [] e
A Jhy l B
420N
{Barra AB}
Tierra 420
Pared Ay, Ay, M
Barra BCMD Bx: By

Fig. 92. (DCL de la barra AB)

' {Barra BCMD}
Tierra 350 -
Barra AB By, By
Piso N

Fig. 93, (DCL de la barra BCMD).



Unas observaciones con respecto a los DCL's:

* En el DCL del sistema global no figura, por
supuesto, ninguna fuerza en el punto B, puesto
que este punto es un contacto fnterno, Los
contactos externos del sistema ocurrenen Ay D.

¢ Enel DCL de la barra AB, las componentes By y
By forman Ja fuerza que sufre esta barra como

consecuencia de su interaccidn con la barra
BCMD. Estas fuerzas se pueden trazar hacia la
direccién que se desee (digamos By — , By ™).

pero luego, al hacer el DCL de la barra BCMD, las
fuerzas en B deben trazarse en las direcciones

opuestas (By «, By, 1)

Las ecuaciones de equilibrio son:

{Sistema global}

LE, =0
Ay +860cos40°=0

L(rl) Ay +658.8=0

EFy=O:
AY—420+860381140°-—350+N=0

()  Ay-2172+N=0

Colocando el origen del eje X en A, tenemos
que el punio de aplicacién M de las fuerzas de 350 N y
860 N tiene vector de posicién

AM=AB+BM=
=(1.4, 0} + (0.5 cos 50°, — 0.5 sen 50°)

=(1.7214, - 0.3830)
Por otra parte, la fuerza de 860 N en forma vectorial es
{860 cos 40°, 860 sen 407

Entonces el momento de la fuerza de 860 N ¢c/r a A es,
usando la férmula del producto externo,

1.7214 —0.3830 1203.905
860cos40° 860send0?

y el momento de la fuerza de 350 N es

-39

- 350 (1.7214) = - 602.49

Entonces la ecuacién de momentos con respecto al
punto A es

EMA =0
M -420 (0.7) - 1200 + 1203.9 - 602.5 + ...

e+ N(1.4+1-¢os50%=0

e |

| (3)  M-8926+204N=0

{Barra AB}

EF, =0:

I (1) A +By=0

EFY =0

(15)  Ay-420+By=0

EMA=O.'

M- 420 (0.7) + By (14) =0

(6 M-294+14By-0

{Barra BCMD}

EE, =0
— B, +860cos 40° =0

() - By +6588=0

EPy=O:
—By+86058n40°—350+N=0

lr(rs) ~By+2028+N=0

Saquemos momentos con respecto al punto B, usando
el teorema de Varignon para las fuerzas de 350 y N.
Las componentes perpendiculares a la barra de estas
fuerzas son “350 cos 50°” y “N'cos 50°7, y los brazos
de palanca ¢/r a B de estas componentes son respec-
tivamente “0.5" y “1”. Entonces la ecuacién de
momentos con respecto a B es

E.MB=0:



I11-40

—~ 1200 + 860 {0.5) — 350 cos 50° (0.5) + N cos 50° (1) = 0

{Jr‘)) -88249+064N=0 7

Repetimos que solamente 6 de las 9
ecuaciones {r1}—<{c9) son independientes. Escojamos el
sisterna de ecuaciones (r4)-(r9), que se puede resolver
“en cascada”, empezando de la (19). Encontramos los

valores
A, =—6588
A,=- 11557
N=1372.9
M=-1912
B, = 6583
B, =1575.7

El sistema mostrado en [a Fig. 94 consta

de una barra AB empotrada en su extremo A, que
porta una pelea fija, ¥y una barra BC articulada en su
extreme C. Ambas barras estan acopladas por un
rodillo en B. Sobre la barra BC se aplica un par de
momento 140 N-m, Calcular las reacciones en el
empotramiento y en la articulacién, suponiende que
las barras son de peso despreciable.

A 18m
06m 4 [ON-m
‘] 1

. [
;[: { A il B T~
j 24m
ZZUND

Fig. 94

En este problema interviemen 5 cantidades
desconocidas: la reaccion en A, que consta de una
fuerza de componentes Ay, Ay, y un par de reaccién

M, la reaccién en la articulacién, Cy, C,, y la fuerza

transmitida por el rodillo, B.

Dado que son 3 las ecuaciones de equilibrio
del sistema completo, es necesaric desmembrar éste.
Definiendo los sistemas (Barra AB + Polea fija) y
(Barra BC], tenemos los DCL's mostradoes en las Figs.
95 y 96. En el primero ya hemos tomado en cuenta que
la tensién de la cuerda vale 220 N.

T il |
|
427 20N B
prent Tl
1 ]
24m
! 220N
Fig. 95
c
140 N-m 177

Fig. 96

Examinando el DCL de la barra BC es facil
deducir que la reaccién en la articulacion C debe ser
una fuerza vertical hacia abajo (es decir, C, =0y Cy es

negativa). Por otra parte, B y Cy forman un par que

contrarresta el efecto del par de 140 N-m, de tal
manera que B = ICyl =70 N. Traspasando este valor

de B al DCL de la barra AB, tenemos para ésta las
siguientes ecuaciones de equilibrio:

rF, =0
Ay-220=0

Ay-220-140=0

M +220(0.6)-220 (1.8) - 140 (2} =0
Obtenemos

Ax=220N, Ay=36ON, M=544N-m

En el siguiente ejemplo analizaremos una
unién de pasader en la que confluyen tres cuerpos.
Pero antes daremos un teorema muy Uil que
aplicaremos alli.



3.6. Cuerpo sometido a fuerzas en
s6lo dos puntos.

Consideremos una barra recta de peso
insignificante, que sufre fuerzas Fl y F2 €0 Sus extremos

(Fig- 97). Si la barra estd en equilibrio, entonces las fuerzas
F] y F2 deben:

®  Serigualesy de sentidos contrarios
*  Sercolineales con la barra

Fy

Fig. 97

O sea, poniendo Fl = F2 =F, la barra debe estar cargada ya

sea en tensién simple, como se muestra en la Fig. 98, o bien
en compresién simple. Las dos fuerzas mosiradas allf
forman um “par inocuo”.

Fig. 98

Cosa andloga ocurre con un cuerpo rigido (dc
peso despreciable y en equilibrio), somelido a fuerzas en
sélo dos de sus puntos, como el cuerpo mostrado en la Fig.
99. Las fuerzas que concurren en el punto A pueden
sustituirse por una fuerza equivalente “F’ que ¢s la suma de
ellas; ¥ 1o mismo podemos decir acerca de las fuerzas que
concurren en B. Las equivalentes deben ser iguales (ambas
a F) y sus lineas de accién deben coincidir con la linea que
une A con B (Fig. 100).

41

Fig. 100

Recalcamos que si ¢l cuerpo tiene un peso no despreciable,
entonces el teorema no se cumple.

Dos barras de peso despreciable estdn
acopladas mediante un pasador liso en B, como se muestra
en la Fig. 101, y articuladas en los extremos A y C. En el
pasador estd sujeto un cable del que cuelga una pesa de 120
N. Calcular las reacciones en las anticulaciones A y C.

Fig. 101

Hagamos el DCL de) sistema compuesto de las
barras AB y BC, junto con el pasador que las une. Podemos
simplificar este diagrama notando que las barras AB y BC
ésldn sujetas a fuerzas en sélo dos puntos. Por lo tanto, en
las anticulacjones surge una fuerza de reaccién que est a lo
largo de la barra respectiva. Denotando estas fuerzas con F,
y F, tenemos el DCL de 1aFig. 102.

Fig. 102

Em vista de que las tres fuerzas sobre el copjunio son
concurrentes, basta con plantear las ecuaciones de
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equilibrio de traslacién, que son:
LF, =0

~F cos40°+F, cos 45° =0

ZFY =0:

-Fysen40°-120-F; sen 45° =0

La solucion de estas ecuaciones es

F =-70981N, F,=-76897N

Es instructivo examinar mas en detalle la
union de las barras y el pasador en B, esquematizada
en la Fig. 103.

Pasador B Barra BC

K

Fig. 103

Al desmembrar el corjunto en los subsistemas {Barra
AB}, {Pasador} y [Barra BC] obtenemos los DCL's
mostrados en las Figs. 104 a 106..

{Barra AB}
Articulacién en A Fien A

Pasador FienB

Fig. 104

B
F
1 F,
120
{Pasador) .
Barra AB Fy
Cuerda 120
Barra BC E,
Fig. 105
Fy
B
o]
Fa
{Barra BC}
Pasador 350
Articulacién en B B, By
Fig. 106

Ejemplo 22. Las barras ABC y BDE estan acopladas

mediante una ranura lisa en B. Sus apoyos son sendas
articulaciones en E y C, y un redille en A. Se aplica un
par de 240 N-m a [a barra BDE. Calcular las reacciones
en los apoyos, asi como la fuerza en B. Suponer que
las barras no tienen peso.



40 cm

e R e e T LT T

!

[

A B C
{ / yd
- 20 cm </ 30 em

Fig. 107

El DCL de todo el conjunto es la Fig. 108..
Contiene las fuerzas desconocidas A, Cy, Cy, Ex y Ey,

en total 5. Como las ecuaciones de equilibrio son 3, es
necesario desmembrar el sistema.

A B
4 7 ya
20 em 30em
A

Fig. 108

Definamos los sisternas {Barra BDE y {Barra
ABC}, cuyos DCL's son las Figs. 109 y 110,
respectivamente. Notemos que el primer DCL incluye

solamente 3 incégnitas (B, Ex y Ey). por lo que

podemos resolverlo ahora.
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Fig. 109
B [ 3 cy
A 36.8& 8 el o«
L ]
I 20 cm 30 em
A ,
Fig. 110

Encontramos que
B=480N, E,=384N, Ey =-288N

Advierta que E = I(Ey, Ey)| =480 N, y que las fuerzas

en B y E forman un par que contrarresta el par de 240
N-m.

Seguidamente podemos resolver el equilibrio de la
barra |ABC}, utilizando e} valor encontrado de B = 480
para la fuerza en B. Hallamos

Cy=-384N, Cy=1152N, A=1728N
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3.7. Problemas

7. Un cascanueces tiene las dimensiones indicadas en la
figura. La nuez se rompc con una fuerza de compresion de
200 N:. ;qué fuerza F debe aplicarse en el extremo del

cascanueces para lograr romper la nuez?

9cm 20com

Resp. (9729} - 200 N = 62 N.

1. La pesa, de masa M, descansa sobre una barra horizontal
ligera, apoyada en un cable a 37° y en una superficie lisa a
20°, como se muestra. ;A qué distancia “x” debe colocarse
la pesa para que la barra se mantenga en equilibrio en esa
posicion?

L

-

Q
@

— ®poooooe

X

2. Una barra homogénea, de peso despreciable y longitud 8
m, estd apoyada en contacto simple en su extremo jzquierdo
y en una articulacién en su extremo derecho, como se ve en
la figura. Se aplican dos fuerzas, de 360 N y 210 N, en las
direcciones indicadas, y un par de 420 N-m. Calcular las

reacciones en los apoyos.

Resp. 37.43 N, (103.12, - 22.2]) N.

3. Una viga horizontal homogénea de masa 80 kg estd

suspendida de dos cables verticales. En un extremo se
aplica un par de 370 N-m, como se muestra. Calcular las

tensiones en los cables, en equilibrio.

20 kg

=
A
5:
jas]
P
Q1

i

4m } Sm I

-

Resp. T =779.6N, T, =44 N.

4. Una viga horizontal de masa 120 kg estd suspendida de
dos cables verticales, y perta dos pesas de 12 kg y 28 kg,
situadas en los puntos indicados. Calcular las tensiones de
los cables en equilibrio.

120 kg
12kg 2Bkg
b s Ve Fo
[ ]
. : |
400 mm 700 mm 500 mm

Resp. 27.64 N, 132.36 N.

5. Un wonco homogéneo de 240 N de peso estd apoyado en
un cable vertical y dos rodillos. como se muestra en la
figura. Calcular la tensién del cable y las reacciones en los
rodillos.

Resp. N1 =N2 =20649 N, T=240 N.

6. Existe friccién entre la superficie inclinada y la esfera
homogénea. Calcular la tensién del cable, la normal y la
friccién, suponiendo que Ja esfera pesa 200 N.



Resp. 31.68 N, 200 N, 31.68 N.

7. Una placa de peso despreciable esta apoyada en
una bjsagra en A, en una ranura sobre perno fijo en B,
y se le aplica en C un par de momento 72 N-m
Calcular las reacciones en A y B.

#1. 72N-m

Resp. 240N, 240N

8. Una placa homogenea de peso 100 N esta sostenida
por tres cuerdas atadas en los puntos A, B y C, como
se muestra. Calcular tas tensiones en las cuerdas.

NN
30°
A B
J .G 40 cm

i C 100 cm

Resp. 79N, 39.5 N, 3.6 N.

9, Encontrar la reaccidén en el empotramiento A del
poste mostrado en la figura. La tensidn del cable
horizontal se ha prefijado a 260 N. Despreciar el peso
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del poste en comparacidon con el peso de 500 N de la
caja.

Resp. 260 N, 500 N, 2207 8 N-m,

10. El muchacho, al jalar la cuerda con fuerza T, se
sostiene a si mismo y mantiene la tabla horizontal. El
peso del muchacho es 400 N y el de la tabla 600 N.
Calcular la reaccidn en la articulacién y la tensién de
la cuerda.

A ~—

Sm
Resp. A= (1209 N, 3142 N), T=353.6 N.

11. En la palanca ABC mostrada en la figura, la
cuerda en A puede soportar una tensién de 420 N sin
romperse. jCudl es la mdxima fuerza F que puede
aplicarse en C sin que la cuerda se rompa? Despreciar
el peso de la palanca.

Pl

04m | 12 m

Resp. 592 N.
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12, Se desea levantar un cilindro homoggneo de 0.4 m
de radio y 2000 N de peso sobre un escalén de aitura
0.15 m, por medio de una fuerza F inclinada a 15°,
como se muestra en la figura. ;Qué fuerza F minima
se requiere para lograrlo? Suponga que hay suficiente
friccion en la esquina para evitar el destizamiento.

2000 N

Resp. = 2197 N

13. La barra ABCD consta de tres segmentos AB, BC y
CD de igual longitud, 20 cm. El tramo BCD se
mantiene vertical por medio de una cuerda horizontal
atada en C. ;Qué tension aparece en esta cuerda al
aplicar una fuerza de 140 N en el extremo D, como se
muestra? Despreciar el pesc de la barra.

140N

20 em
c .
20 cm F

Resp. 194.3 N.

14, Una barra homogénea de masa 25 kg descansa
sobre dos superficies lisas. La barra est4 sujeta a una
cuerda que corre horizontalmente como se muestra,
Calcular las fuerzas de reaccién sobre la barra.

Resp. 219N, 219N, 245 K.

15. Una barra homogénea de 3 m de longitud y 50 kg
de masa descansa sobre dos superficigs lisas como se
muestra en la figura. Calcular el momento M del par
requerido para el equilibrio.

Resp. 273.9 N-m.

16. Una escalera homogénea de longitud 4.8 m y peso
300 N descansa en una cavidad rectangular como se
muestra en la figura. Calcular Ja distancia “d” para la
cual la escalera esta a punto de caer. No existe friccion
en ninguna parte.




1. Una barra ABC, inclinada a 10° con la horizontal, se
apoya contra una barra en escuadra CDEF, como se
muestra en la figura. Dadas las fuerzas y dimensiones
mostradas, calcular las reacciones en la articulacién A,
el contacto simple C, y el empotramiento F.

2. Para el sistema mostrado en la figura, calcular la

reaccidn en el permo de ranura C, en el rodillo D, y en
las articulaciones A y E.

i 4
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APENDICE

RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS

Al. Sistemas equivalentes de fuerzas

El caso mas general de sustituciones de
fuerzas lo tememos cuando deseamos sustituir un
sistema dado de N fuerzas por otro sistema que conste
de un niimero M distinto de fuerzas.

El problema lo podemos plantear asi:

Dado un sistema de fuerzas

S=(F,Fy ..., Fy}

(qué condiciones deben cumplirse para que este
sistemna pueda ser sustituido por otro sistema

8" =[F, Fy o F) ?

El significado de “sustituir” aqui es que al cambiar &

por & las ecuaciones de equilibrio permanezcan

invariantes. Es decir,

» La fuerza total de & debe ser igual alade &".
¢+ El momento total de & con respecto a un
punto arbitrario P debe ser igual al momento

total de &’ con respecto a este punto.

Si se cumplen ambas condiciones decimos
que los sistemas Sy S’ son equivalentes. Examinemos
un caso concreto. Consideremos los sistemas &, 8, y

53 mostrados en las Figs. Al, A2y A3,

A 18

10 4

Fig. Al. Sistema &,

415

20

v

Fig. AZ. Sistema &,

Fig. A3. Sisterna & 4

(El sisterna &4 consta de una séla fuerza.)

Calculemos la fuerza total y ¢l momento de
cada sistema con respecto a I’:

Para el sistema & y:

R=-4+18+8-10=12

My = 4. (5) —18 (2) + 8 (5) -10 (6) = -36
Para el sistema & »:

R=5+15-20+8+4=12

Mp =5 (5) -15 (1) 20 (3) + 8 (5) + 4 (6) =-36

Para el sisterna &4
R=12
Mp=—12 (3)=-36

Como se advierte, hemos disefiado estos
sistemas de modo que posean la misma fuerza total y
el mismo momento total con respecto al punto
particular P, ;Cémo se comparan ahora los momentos
de estos sistemas con respecto a otros puntos?



Para verle calculemos el momento total con
respecto, digamos, al punto (:

Para el sistema &

Mo =18 (3) + 8 {10) -10 (11) =24
Para el sistema & 5:

Mo =15 {4) - 20(8) + 8 (10) +4 (11} =24 ()
Para el sistema & 3:

Mg =12 (2) = 24 o
O sea: se sospecha que si los sisteras poseen la misma
fuerza total y el mismo momento con respecto a

determinado punto P, poseeran iguales momentos con
respecto a cualquier otro punto distinto Q.

(A1) Teorema .
Hipétesis 1. Se tienen dos sistemas de fuerzas &,

y &; con la misma fuerza total:
Hipdtesis 2. Los momentos totales de estos

sistemas con respecto a un punto especifico P
tienen el mismo valor:

(TMp); = (Mep)z
Tesis. Entonces los sistemas Henen el mismo
momente total con respecto a cualguier punto del

espacto:

(M) = (M),

Para demostrar este teorema construyamos
un sistema de fuerzas compuesto por las fuerzas del
sistema &1 y por los negativos de las fuerzas del

sistema &,. Tal sistema combinado es un sistema de

fuerza total nula. Su momento es por lo tanto
independiente del punto de referencia. Pero este
momento es

Mes + (- Dr)

Por hipétesis M. p = NMp. Entonces el momento del
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sistema combinado vale cero con respecto a P,
4
Mp+(-Mp)=0

Por ser absoluto vale cero con respecto a cualquier
otro punto Q, o sea

Mo+ (-Mg)=0

de donde
9“Q = (aTL,Q
QED.

¢Qué tal si quisiéramos ahora calcular el
momento del sistema & con respecto al extremo

derecho de la viga?
Esta claro que los sistemas &, S; y 83 son

equivalentes, de tal manera que escogeriamos el
sisterna mas simple, el &,, para hacer el cdlculo. El

momenio de este sistema con respecto al extremo
derecho,

-12(10) = - 120

es el mismo que el de los otros dos sistemas.

El concepto de sistemas de fuerzas
equivalentes nos permite introducir la siguiente
definiddn:

(A2) La resultante o equivalente de un
sistema de fuerzas dado es el sisterna mds simple
que es equivalente al sistema dado.

Para un sistema de fuerzas arbitrarias en
tres dimensiones, a resultante puede ser una sdla
fuerza, o un sélo par, o una fuerza y un par.

Un sistema de fuerzas coplanarias tiene
como resultante una séla fuerza, o un sélo par.

De acuerdo con esta definicién, el sistema &3 es la

resultante del sistema &y o del &5.
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A2, Resultante de un sistema arbitrario
de fuerzas coplanaras
He aqui el problema:
Se tiene un sistema de fuerzas

5= {Fi(Ap), Fx(Ag). ... FfAn), iy, o myd

compuesto por N fuerzas Fy, Fy, .., Fy, y “k” pares de
momentos my, My, ..., M.

Se quiere obtener la resultante del sistema &,
es decir, el valor R y ubicacién P de una sdla fuerza

que sea equivalente al sistema & dado.

Fig. A4111

Como sabemos, dos sistemas equivalentes de
fuerzas deben tener la misma fuerza total y el mismo
momento total con respecto a cualquier punto del
espacio. Por lo tanto, la resultante R.(P) debe cumplir

estas condicicnes:

(A3) Resultante R(P) de un sistemna
arbitrario de fuerzas coplanarias.

o R esigualala fuerza totat
del sistema &,

*  Elmomento de R con respecto a
cualquier punto del espacio es igual al
momento total del sistema & con

respecto a este mismo punto.

Matematicamente, estas dos condiciones se
expresan asi:

(2) R=>F

() 0P K=Y OAF,

En la segunda condicién hemos escogido, por
conve-niencia, igualar los momentos de Ry & con
respecto al origen de coordenadas de un sistema
cartesiano XY. '

Por el principio de transmisibilidad, Ia
resultante se puede frasladar a cualquier punto
contenido en su propia linea de accién, de tal manera
que e] punto de aplicacidén P no es (nico. La condicién
(A3b) nos dard la ecuacidn de la linea de accidn en el
espacio cartesiano XY, en Ja forma

Clapt e yp =<3

Una de las coordenadas (xp, yp) puede asignarse

arbitrariamente y la otra se calcula de esta ecuacion.

Calcular la resultante del sisterna de 3

fuerzas mostrado en la Fig. A5. Unidades arbitrarias
de longitud y fuerza.

Y
200 T Lad
; z
4. 60
10D !
3 42°

| | |

| 6 [ 1 1
Fig. A5

Las fuerzas dadas son
(100 sen 20°, - 100 cos 20°) = (34.20, - 93.97),
(80, 0)
(60 cos 42°, 60 sen 42°) = (44.59, 40.15)

La resultante R es la suma de estas fuerzas.

R=(158.79, -53.82)

Lo que resta hacer es calcular la linea de accién de esta
resultante.

Calculemos el momento total del sistema de
tres fuerzas con respecto al origen, usando ¢l teorema
de Varignon. Para la fuerza de 100 solamente su



componente X tiene momento con respecto a O, y vale
-3420(5)=--171

El momento de la fuerza de 80 es
- B0 (4)=-2320

Para la fuerza de 60, solamente su componente Y tiene
momento con respecto al origen, y vale

40.15 (7) = 281.75
El momento total es
-171-320+281.75=-209.25

Denotemos con (xp, yp) las coordenadas del punto de

aplicacién de K. La condicién (A3b) se vuelve
(xp yp) ~ (158.79, — 53.82) = — 209.25

Desarrollando,

—-53.82 xp - 158.79 yp = - 209.25

Esta es la ecuacién de la linea de accién de R Dandole
a yp arbitrariamente el valor yp = 0 obtenemos

~ 209.25

= =3.888
53.82

Xp

de modo que la resultante se puede localizar en
P(3.888, 0), como se muestra en la Fig. A6.

A Y
w° ' g
; |
4 ' £0
100 ;
. _Aw X
3888 i

(158.79, -53.82)
6

(16691 /-18.81°)
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A3. Resultante de un sistema de
fuerza total nula

Un sisterna de fuerzas cuya fuerza total es
nula tiene como resultante un par, ya que R=0.

Ejemplo A2] Caicular la resultante del sistema de
fuerzas mostrado en la Fig. A7. Cada divisién de la
cuadricula representa a la vez una unidad de longitud
y una unidad de fuerza.

/"‘ ] \
v\
AL
[ /
/
] ...-"/H_H—
Fig. A7

Las fuerzas deti sistema son
42, (-L4), (0.-6) y 3.0

La suma de estas fuerzas es cero:
R=0

Por otra parte, el momento (absoluto) del sistema con
respecto, digamos, al vértice inferior izquierdo de la
cuadricula es

2 7
4 2

10 5

2-36=-
1 4+1 3

+

La resultante del sistema es un par de
momento -3, como se muestra en la Fig. A8.

/ =1
Y
3{"_"\ \
{ /
[ N_ 7
| /
\
\L 1]
i o -

Fig. A8
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A4. Resultante de un sistema de
fuerzas paralelas
Consideremos un sistema de Fuerzas, todas
ellas paralelas a uno de los ejes, digamos el Eje Y. Por
el principio de transmisibilidad, podemos suponer
que las fuerzas estan aplicadas en puntos sobre el eje
X. Sea “Fiy” la componente (unica) de la fuerza

e P

numero “i”, y “x;” su punto de aplicacion.

JLY

¥y

%Xy Xg

Tl
h]
~

—
A 4

x| X X3

¥

Fig. A9

(Ad) Resultante de un sistema de fuerzas
paralelas al Eje Y.

La fuerza resultante tiene solamente
componente Y, [a cual vale

(a) R= D Fy =Fiy+Fay+ .. +Fry

Se localiza en el punto cuya abscisa es

=‘inFiy
T

La condicién (Adb) se encuentra al igualar el

(b) XP

momenio de la fuerza resultante con respecto al
origen, que vale xp @R, al momento del sistema con
respecto al origen, que vale % X Fiy-

Si el sistema de fuerzas se amplia por
inclusién de uno o varios pares, la fuerza resultante
sigue valiendo R = ZFiy, pero al calcular xp debe

afiadirse el momento neto de los pares al numerador
de (A4b), como en el siguiente ejemplo.

Calcular la resultante del sistema de

fuerzas paralelas de la Fig. A10, el cual incluye dos

pares.
La fuerza resultante vale
R=12+9-6-10+15=20
r 3
15
12
9
60 0
£, s AN A Vi
-7 -
6
10
Fig. A10

El momento del sistema con respecto al origen vale
LxjFiy+60+40=
=12(0y+9(5)-6(8)-10(12) + 15 (15) + 100 =
=202

Este debe ser igual al momento de la fuerza resultante
con respecto al origen, que vale “xp (20)7, ¢ sea que

20 xp =202
de donde
Ip= 10. 1

La resultante se muestra en la Fig. All.

I 3

20




Ab, Resultante de una distribucién
lineal de fuerzas

Las distribuciones continuas de fuerzas se
describen mediante su densidad de fuerza p, la cual es
una cantidad vectorial medida en newtons por metro
0 newtons por metro cuadrado o newtons por metro
cubico, segun Ja distribucién sea lineal, superficial o
volémica, respectivamente.

La densidad de fuerza se define de modo que
la fuerza sobre un elemento diferencial de longitud ds
o area dA o volumen dV se exprese en una de las
formas

dF=¢pds
dF= pdA
dF=gdV

segun que la distribucién sea lineal, superficial o
volamica, respectivamente. Trataremos en esta
seccidén solamente con las distribuciones lineales de
fuerza.

Observe la Fig. Al2, que muestra una pila de
sacos de arena sobre una viga. Se trata de una
distribucién triangular de fuerzas. Poniendo el Eje X
con su origen en el extremo izquierdo de la viga, la
densidad lineal de fuerza, g, es proporcional a x,

px)=kx

Fig. A12

Para evaluar la constante k supongamos que los sacos
de arena pesan en total “W" newtons, La fuerza sobre
un segmento de viga de longitud dx viene dada por
dF = p dx, y la fuerza total sobre la viga es entonces

F=I]pdx=]]kxdx=%kL2=W
0 0
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Para encontrar la resultante de la distribucion
triangular de fuerzas impondremos la condicién de
que el momento de la resultante con respecto al origen
sea igual al momento de la distribucién triangular con
respecto al origen.

T o)

Fig. A13

El momento {con respecto al origen) de la
fuerza dF sobre un efemento de longitud dx de la viga
es dM = x dF, asi que el momento total de la
distribucidn triangular con respecto al origen es

L L L
M= xdF= x.pdx=j¥x2dx:3m
0 0 0 L 3

Denotemos con xp el punto de aplicacidn de la

resultante. Entonces e} momento de la misma con
respecto al origen vale “xg W”.

F 3 p(X)
W :
0 EL L x
3
Fig. Al14

Igualemos el momento de la resultante al momento de
la distribucion:

%WL = XRW
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Obtenemos finalmente

XR =%L

Observe la resultante en la Fig. Al4.
Generalicemos el problema, considerando
ahora una distribucion lineal arbitraria de fuerzas.

(A5} Resultante de una distribucion lineal
arbitraria de fuerzas descrita por la densidad
lineal de fuerza Q(x).

La magnitud de la resultante es

L
R = dex
0

donde la integral se extiende sobre el segmento
[0, L) del eje X que abarca la distribucién. El punto
xg donde hay que aplicar la resultante viene dado

por

L

J-x-pdx
0

Xgp =
dex
0
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