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Prologo

Este libro esta disenado para un curso trimestral de ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Presentamos los teoremas y técnicas de solucion que consideramos basicos en
un estudio introductorio de ésta importante disciplina de las Matematicas. Aungue no
hemos puesto énfasis en las demostraciones, proporcionamos una buena cantidad de ejer-
cicios resueltos, de modo que un estudiante de Ingenieria podria obtener, mediante su
analisis, un nivel satisfactorio en los diferentes métodos de solucién de ecuaciones dife-
renciales v sus aplicaciones elementales mds comunes. Para el curso sugerimos seguir
el orden previsto, no obstante, si algun lector considera que es demasiado material se
pueden omitir las secciones 2.8, 2.9 y 2.10.

Los diferentes temas se exponen en forma clara y sencilla para su inmediata com-
prension. En las primeras secciones los desarrollos se hacen de manera exhaustiva. Mas
adelante, lo que ya es conotido no se desarrolla completamente, sino que se dejan al lector
los detalles que en ese momento ya estd en capacidad de realizar. En consecuencia. el
texto se puede utilizar para un curso tradicional o bien, para un curso en el Sistemna de
Aprendizaje Individualizado, en el que €l alumno estudia por su propia cuenta.

En el capitulo uno ilustramos la aplicacién de las ecuaciones diferenciales. Mds que la
solucion y el entendimiento de los problemas planteados, buscamos motivar el interés en
estudiar ecuaciones diferenciales, a través de problemas actuales como son el crecimiento
de poblaciones, el impacto de la publicidad y las curvas de persecucion, entre otros.

El capitulo 2 estd dedicado a la solucidén de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden. Se analizan, uno por uno, varios de los métodos mas usuales e incluimos
la seccidn 2.7 en la que se aborda el problema de resolver una ecuacién dada empleando
el método mds conveniente. En esta seccién se proponen 80 ejercicios, debido a que
usualmente los libros de texto estudian la solucidn de ecuaciones diferenciales por tema
y el alumno sabe que las ecuaciones que se le plantean son del tema estudiade; pero en
la préctica y en sus cursos posteriores las ecuaciones con que se encuentra las tiene que
resolver sin conocer de antemano de que tipo son.



E! capitulo 3 muestra la aplicacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, entre las cuales estan las mas accesibles para los estudiantes, ya que se espera que
ellos sean capaces de entenderlas v resolver problemas relacionados con éstas.

En el capitulo 4 nos concentramos en resolver ecuaciones diferenciales ordinarias linea-
les de orden dos. Pensamos que no nes dificil entender los resultados para orden mayor que
dos v aplicarlos a casos sencilios de ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes,
razén por la cual aparece la seccion 4.5.

Finalmente, el capitulo cinco contiene diversas aplicaciones de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias lineales de segundo orden con coeficientes constantes. Proponemos so6lo
como ejercicios los correspondientes al movimiento vibratorio de una masa sujeta a un
resorte v de circuitos eléctricos, para no caer en un exceso de material, aunque en el
capitulo aparecen otras aplicaciones.

Queremos destacar que en las paginas 220 a la 243 se encuentran las respuestas
de todos los ejercicios propuestos, lo cual sera de gran ayuda para que el estudiante
compruebe sus conocinientos.

El libro incorpora el producto del trabajo realizado por los autores al jmpartir en
varias ocasiones el curso de ecuaciones diferenciales ordinarias en la UAM-A. También
agradecemos a la M. en M. Marina Salazar Antinez y al M. en C. José Luis Huerta
Flores por sus valiosos comentarios v problemas aportados.

Al final, presentamos algunas referencias bibliograficas que esperamos sean (itiles para
los lectores interesados en profundizar en el estudio de algin tema o de conocer otras
aplicaciones.



Capitulo 1

Introduccion

“El lenguaje para entender a la naturaleza es la matematica.”
Galileo Galilei.

1.1 Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matematicos

Una gran cantidad de leyes en la Fisica, quimica y Biologia tienen su expresién natural
en ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. También, es enorme el mundo de las
aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en Ingenierfa, FEconomia, Ciencias Sociales,
Astronomia y en las mismas Matematicas. La causa es simple, si un {fendnieno se puede
expresar mediante una ¢ varias razones de cambio entre las variables implicadas entonces
correspondientemente tenemos una o varias ecuaciones ecuaciones diferenciales.

El ejemplo mds simple de una ecuacion diferencial proviene de la segunda ley de
Newton F' = ma, ya que si un cuerpo cae bajo la influencia de la fuerza de gravedad
entonces

ma = mg,
d%y . ;
¥ COmo @ = e donde y(t) denota la posicidn del cuerpo al tiempo ¢, tenemos
d*y
ar =

que es una ecuacién diferencial ordinaria, cuya solucién es la funcién de posicién y(t).

Si ademds suponemos que sobre el cuerpo actlia una fuerza de friccidn con el medio
que lo rodea, cuya magnitud es proporcional a la velocidad instantanea dy/dt, se sigue
que

ar T
de donde
d*y  kdy _

ez T mar Y

9



L0 Capitulo 1. Introduccion

Orros ejemuplos son las famosas ecuaciones en derivadas parciales del calor, de onda
v e Laplace. que tienen la forma

Fu  Pua Fue 1
o2 o toE T o
Pu  Pu Pu 1P
art o Oy 9:2 a? gt
v P Fu -

o o g

respectivamente, que han sido fuente inagotable de diversos trabajos de investigacidn.

En nuestro caso nos restringirenios al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
A continuacion presentaremos algunos problemas que motivan el interés en el estudio de
€51as ecuaclones.

EJEMPLO 1. ; Se puede predecir la poblacién de un pais?
La siguiente tabla muestra el numero de millones de habitantes que habia en toda la
Republica Mexicana. de acuerdo al censo del afio que se indica.

| Ano 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1930 | 1960
|Poblac‘ién (millones de hab.) | 13.61 | 15.16 | 14.33 | 16.53 | 19.65 | 25.78 | 34.92

Con base en los datos de la tabla v ubicdndonos en el ano de 1960, ;jse podria haber
hecho una estimacion para la poblacion de los anos 1970 y 1980 7

Solucién. Una suposicion razonable es que la rapidez de variacion de la poblacién con
respecto al tiempo es proporcional a la pablacion, es decir si P(t) denota la poblacion al
tiempo t entonces

dP
i ab,
donde & es una constante positiva.

Asi, para conocer la poblacién en cualquier tiempo hay que resolver la ecuacién
anterior. La solucién es P{t) = ce®, con ¢ una constante arbitraria. Para determinar ¢
tenemos Ja condicidn inicial que en ¢ = 0 (correspondiendo al afio de 1950) la poblacién
es 25.78, de donde P(t) = 25.78e.

Para encontrar la constante de proporcionalidad podemos usar que P(10) = 34.92.
En consecuencia

P(t) = 95 7800203461t

Ahora para 1970 la poblacion aproximada seria, P(20), que d4 por resultado
P(20) = 47.30.

La poblacion para 1980 se estimard en P(30) = 64.07.
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Es interesante comparar los valores calculados con ios que se reportaron en los censos
respectivos. Los censos realizados mostraron que la poblacién en 1970 v 1980 fue de 48.22
y 67.41 millones de habitantes, respectivamente.

Con bhase en los dos Ultimos datoes ; qué poblacién se esperard para los anos 2000 y
20107

EJEMPLO 2. ;Es posible medir el impacto de la publicidad?

Cierta compania produce un articulo destinado a una poblacién en la que hay un
numero M de potenciales compraderes. La counpania decide establecer una campana de
publicidad para promocionar su producto. Los propietarios de la compania han solicitado
a su departamento de publicidad una medida del impacto de la publicidad. ;Se puede
ayudar a los publicistas?

Solucién. Hay varias maneras de medir el impacto de la publicidad, una es la siguiente.
Sea y(#) el numerc de personas que conocen el producto al tiempo t. Supongamos que la
velocidad con que varia el namero de personas que conocen el producto es proporcional
tanto al nimero de personas que conocen el producto, como al de las que todavia no lo

conocen. Entonces
dy
-2 = ky(M - 1.1

donde k£ es una constante positiva. En la seccién 3.3.3, gjemplo 2. se muestra como
resolver (1.1). Su solucién es la funcién

M

= 1.2
| + ce—kpit’ (12)

y(t)

COn ¢ una constante.

En la literatura econdémica a la ecuacion (1.2) se le conoce como ecuacidn de la curva
logistica, la cual nos da una medida del numero de personas que conocen el producto al
tiempo t. La forma general de su grafica se muestra en la figura 1.1.

il

Figura 1.1: Curva Logistica

i} I
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EJEMPLO 3. Espejos Parabdlicos.

Supdngase que senales luminosas (o de algin otro tipo} viajan en el plano zy v
paralelanmente al eje y, chocando con la curva cuya ecuacion es y = f(z) y reflejandose
de tal manera que todas ellas concurren en el punto £(0, p) con p una constante positiva.
Véase la figura 1.2. Comprobar que la curva y = f(z) es una parabola y que ademds en
caso de que pase por (0.0) su ecuacion es 4py = &2,

y=Iix)

Figura 1.2: Senales luminosas

Solucién. Escribiremos primeramente el problema en lenguaje matematico. Para un
punto cualquiera P(z,%) en la curva y = f(z), la derivada es igual a la pendiente de la
recta tangente a la grafica de f en dicho punto, es decir

dy
— =tané@. 1.
T, = ben (1.3)

En la figura 1.3 se puede ver la configuracion de la curva y = f(x), la recta tangente I,
en el punto P(z,y), el punto (0, p) y los dngulos o v 8. Esta configuracién se obtuvo de
los principios bdsicos de la Geometria Euclideana y del hecho fisico de que la magnitud del

angulo de incidencia es igual a la magnitud del angulo reflejado. Del tridngulo rectdngulo
A PGS se obtiene la igualdad

PS 1

1
= = ___ = 1.4
tan? QS %—g tan a (14)
y del tridngulo rectangulo APFV la igualdad
tan(f — a) = v=e (1.5)

x

Recordando la identidad g
tan¥ — tan o
tan(f — o) = —8M8 — 1.6
an{ @) 1-+tanftanc (16)
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VAR
y=f{x) -
> A lt
L
4 TP(x,y)
i a
Flopp=——18-0 10 v
1| 'w,e | »
Q ) x
| a
1R

Figura 1.3: Espejo parabdlico

v sustituyendo en ésta (1.3),{1.4) y (1.5) obtenemos finalmente la ecuacién

2
l(:—z) —2(yp)§—i—:c=0. (1.7)

La ecuacién (1.7) se resuelve en el ejemplo 7 de la seccién 2.2. Su sclueion es

A% 4 24p -1

. 1.8
y A (1.8)

donde A es una constante. Nétese que (1.8) es en efecto la ecuacion de una pardbola. Si
sabemos que la curva y = f(z) pasa por el punto (0,0) es decir y = 0 cuando z = (. de
acuerdo con (1.8} se sigue que,

0=2A4p—1,

de donde

A=
2p

Al sustituir el valor de A en (1.8) nos lleva a

o bien

como se afirma en el enunciado.
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EJEMPLO 4. Curvas de persecucién 1.

En medio de una gran bruma, un destructor y un submarino de dos naciones distintas,
se descubren estando a 4 km de distancia. Inmediatamente el submarino se sumerge y
avanza en una direccidn f[ija a toda velocidad. jQué trayectoria debe seguir el destructor
para ascgurarse de que estard exactamente encima del submarino si tiene una velocidad
igual a tres veces la del submarino?

Solucién. Utilizarenios coordenadas polares para la trayectoria que debe seguir el sub-
marino. Para estas coordenadas se cumple que el diferencial de arco es

ds = ﬁ2—!—?‘2(!6’
su\ p7 :

El destructor avanzara a toda velocidad 3 kilémetros en direccién al punto donde
localizé al submarino, a partir de ahi denotemos por r = f(f) la trayectoria que debe
seguir el destructor. Ver figura 1.4

[ Jw)

——=—= Submarino
Destructor

r=£(8)

—

Figura 1.4: Trayectorias del submarine y del destructor

La distancia dg que recorre el submarino hasta el punto donde las trayectorias se

Cortan es
ds =r—1,

v la distancia dp que recorre el destructor hasta la interseccion es
dp = 3(r — 1),

por ser su velocidad el triple de la del destructor.
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Luego, tenemos que

9 g P 2
dD:B(r—l)zloc[s:/f; \ (j—;) + 72 df,

————

3 l)"fﬁ LA R
} = o ‘I‘V (]’9 e .
Derivando con respecto a # amhos lados de la igualdad anterior resulta
| P
dr dr\®
L kil 72
T3 \l (dﬁ) i
dr\® dr\’
9 — = (= a
(dﬁ) (dé’) o
2
dr 9
8 (@) - T,

dr
dg
Asi, para conocer qué trayectoria debe seguir el destructor debemos resolver la ecuacién
diferencial

0 sea que

de donde

8 T,

dr T

_— = 1.

W=7 (1.9)
]

es decir, hay que encontrar una funcién »(€) cuya derivada sea ﬁr(é’)_
Una funcién que satisface la ecuacion (1.9) es

T(Q) _ 80/\/5,

como puede comprobarse inmediatamente, por sustitucion directa de dicha funcién v su
derivada con respecto a & en {1.9).

De todo lo anterior podemos concluir que si el destructor sigue la trayectoria r = gf/V8
después de haber avanzado 3 kildmetros en linea recta en direccién a donde localizd al
submarino, puede estar seguro de que pasard por encima del submarino sin importar que
direccion elija este ultimo.

Finalmente, es claro que no es la uUnica trayectoria que puede seguir el destructor y
a los que viajan en el submarino habria que recomendarles que no avancen en una sola

direccion.
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EJEMPLO 5. Curvas de persecucion 2.

Dos equipos de futbol anlericano se encuentran en jucge. En un momente determinado
un jugador g recibe el balén v corre en linea recta & la porteria contraria con una velocidad
ty. Enese mismo instante otro jugador p {perseguidor) corre con velocidad v, en direccién
de g para tratar de interceptario. (ver figura 1.5). Nos interesa saber bajo que cendicicnes
p alcanza a g, es decir, si por ejemplo v, > v,. jp alcanzard a ¢7

Figura 1.5: El jugador p persigue al g

Solucién. Como el corredor p va tras el corredor g. la direccion del vecter velocidad de
p siempre apunta hacia ¢ (figura 1.6).
"

Triayectono del
coregor g

Trayeclonio del
conedol p

00)' 00 x

Figura 1.6: Trayectorias de los jugadores

En general, al tiempo ¢, p se encuentra en (z{t},y(¢)) v como g corre en linea recta,
él se encontrard a un distancia s(¢) = v,t del eje z, es decir, ¢ se encuentra en el punto

(@, v,t), (ver figura 1.7).
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Y ¢+
/,“ {fa,u t)

(z(t),u(t))

X

Figura 1.7: Posicién de los jugadores al tiempo t

Usemos la figura 1.7 para obtener la ecuacién diferencial que decribe esta situacién.

Se tiene que

d _
—yztanf?-———vqt y’ (1.10)
dz a—1T

donde a, es una constante.

Esta ecuacién tiene tres variables z, y y , pero puede reducirse a una que contenga
solamente dos de ellas. Si observamos un tramo infinitesimal de la trayectoria de p
tenemos

) -
- (51

P
91..'9-..
e+ | n
~—__
[¥]

Il

2)
2(c)
]

'Ug = ( 1+
de donde
dt 1+ ( ﬁlz ()
dz Up '
, . dt
Al derivar ambos lados de (1.10) con respecto a x, aparecerd P En efecto resulta
dy (o = 2)(v g — F) — (vt — y)(=1)

dz? (a —x)?
(=2 (0= D)% + (ut —3)
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De acuerdo con (1.10}, la ultima igualdad se reduce a

Py (a0 = ) — (gt — )+ (ogt — ) l"ﬁ:;_f

da {a — @)? (a — L}

v usando (1.11)

i
Py T+ ()

da? v,(a — 1)
Asl que
a2y 1+ (%)2
— == 1.12
dz? (a — ) (1.12)

con k = v/ u,.
La ecuacién (1.12) se resolverd en la seccién 2.1 de ecuaciones de variables separables
en el ejemplo 11. Su solucidn es

Afla - x)7kH! 1 (@ —z)*!

R 2 (x4 1) 5. (1.13)

donde A vy 3 son constantes arbitrarias. Ahora bien, como al tiempo ¢ = ( ¢l corredor p
estd en el origen, esto es y(0) = 0, la ecuacidén (1.13) nos da

Aa—k+1 ak+1

_2(—k+1)+ 2A(k+l)+B' (1.14)

0=

Hay otra condicion inicial al tiempo t = 0, a saber y'(0) = 0 pues el vector velocidad
de p es horizontal. Derivando (1.13)

dy_A s 1 k
o~ pla—) sple =)

d
y sustituvendo x =0 y ﬁ = (), se sigue que

dy A 1
i E(a—x)k—ﬁ(a—x)k
A 4 14
0 = Ea - ﬂa
A 1 .
Ea = ﬂa
A? = g

A = o
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Sustitulmos este valar de .4 en (1.14), para obteuer el valor de B3

(lka—k+]
= ————+ B
v k1)
a a
0 = - + + B
H-Ek+1) 2k+1)
_ o —alk+ ) +a(l - k)
- 2(1 — &2)
2ak
T ST
ak
B = et
Finalmente obtenemos
o —ao) T (o - o)t . ak 15
TS Y (1 k) 1— ke (1.15)

. [
Siv, > v, k= <1y por tanto —k + 1 > (. Evaluando (1.15) en 2 = a resulta
v

ak
y=-—"=,
YT TR

ak
es decir. el corredor p alcanza al corredor g en el punto (a, W)

Por supuesto, dependiendo de los valores de a y & se puede saber si p alcanza a ¢
dentro de la cancha.

EJEMPILO 6. ; Por qué un reloj de péndulo es impreciso?

Consideremos un modelo idealizado de reloj de péndule, formado por una cuerda de
longitud { y un peso de masa m en su extremo, como se muestra en la figura 1.8.(a).
Inicialmente el peso se desvia un dngulo « y luego se deja libre (ver figura 1.8.(h)).

Sea () el angulo en radianes al tiempo ¢ entre la cuerda v la posicion vertical, de la
figura 1.8.(a). Adoptamos la convencién de que € > 0 cuando la masa estd a la derecha de
la posicién de equilibrio y € < 0 cuando estd a la izquierda, lo cual esencialmente significa
que escogemos direcciones a lo largo del arco apuntando a la derecha como positivas v a
la izquierda como negativas.

La relacién entre la longitud del arco s v el angulo & es s = [, de donde
& = ﬁ (1 16)
dt2 ‘

Por otra parte la fuerza causante del inovimiento es el peso w = mg. Esta fuerza se
descompone en sus componentes F y £ en la direccién de la tangente a la trayectoria y



Capitulo 1. Introduccién

(@) (o)

Figura 1.8 Relo} de péndulo

en la chiveceion de la cuerda. respectivamente. Ver figura 1.9, Es clare que Fy = mgcosé

se compensa con la tension de la cuerda v
Fy = —nmgsenf, (1.17)

donde ¢l signo menos se debe a que cuande 8 > 0 Fy apunta a la izquierda v cuando

# < 0 apunta a la derecha.

Figura 1.9: Movimiento del péndulo

La segunda ley de Newton dice que

ma = (fuerzas),
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v aplicada al pénclulo. usando (L.1G) ¥ (1.17). conduce a

d?s iﬂﬂﬁ p
1 ml— = —mgsen
dr dr? 4
o equivalentemente
e g =10
b ogsen .
dt? g

f
Para resolver (1.18) sea w 7 De ia regla de la cadena
[&

= L du dhwdt dw

dr dt A6 i o ¢
con lo cual (118} toma la forma

e

lww +gsenf = 0,

cuya solucidon es
‘g
= 7 cos g+ A

w
2
con A una constante, asi que

49\’ 2g
— | = —cosf+ A
(dt) ; cost +

df|
Usando que 4(0) = a v E\I 0. el valor de A resulta ser 4 = (
modo que =
AN
(&E) = Tg(cosH — cos o),
de donde

df 2 ~
- —g\/cosﬁ — COS v,

dt !

—2¢

{

(L.1x

) rosn, de

(1.19)

El signo menos en (1.19) toma en cuenta el hecho de que & decrece con el crecimiento de

t. Ademds {1.19) implica que

dt [l 1
a4 29 Vcosf — cosa’

i una segunda integracién nos lleva a

1 6 de
Pty - T R
V2g~£ Veoso —cosa +5,
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donde 3 es una constante. Pero, inicialmente § = 0, 0 = a. asi que

T & [(J
h=- / . — -—— B
N )q 0 \/< 1S 0 — COS o

o1 consecuencia

‘ T[ LS K /0 4 (1.20)
= —_ —aq) — - . .
\/29.0 VEeos @ — cosa \ 2g Jo \fcos¢ — cosa
Calculemos el periodo a partir de {1.20). Ya que el periodo T ¢x ¢l tiempo que tarda el
péndulo en dar una oscilacién completa, al tiempo © = T/4 la cuerda estard por primera
ver en posicion vertical, es decir haciendo t = T/4 v @ = 0 en (1.20) resulta

/‘/m /‘/\/m
o bien

=4y f— / 1.21
\ W/ Cos oﬁ - cosa ( )
Como se observa en (1.21) el periodo de las oscilaciones del péndulo depende del

angulo inicial a. Precisamente este hecho es la causa principal por la que el reloj de

péndulo es impreciso, ya que en la prictica el peso cada vez se desvia hacia su posicion

extrema en un angulo distinto de o.

1.2 Conceptos Basicos de Ecuaciones Diferenciales

Una igualdad que contenga una o mas derivadas de una funcidn desconocida se llama
ecuacién diferencial.
Las siguientes igualdades son ejemplos de ecuaciones diferenciales.

% = aP - bP?, cou a,b constantes (1.22)

Tz =0 (1.23)
%+2%+$ = cost, (1.24)
n% = g—j, k>0 (1.25)

GZ% = %, a>0 (1.26)

By u _ 0 (1.27)
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Las ecuaciones anteriores modelan cierto fendmeno. La ecuacién (1.22) es llamada
ecuacion logistica y describe el creciiniento de una poblacion. Las ecuaciones {1.23) v
{1.24) corresponden al movimiento arménico simple v forzado amortiguado, respectiva-
mente, que estudiaremos en el capitulo 5. Las ecuaciones (1.25), (1.26) son las ecuaciones
del calor y de onda en una dimension y finalmente, la ecuacion (1.27) es la ecuacién de
Laplace en dos dimensionces.

Se dice que una ecuacién diferencial es ordinaria, si la funcién incégnita depende de
una sola variable. Si la funcién incégnita depende de mas de una variable, entonces la
ecuacion se llama una ecuacion diferencial parcial.

Las ecuaciones (1.22), {1.23) y (1.24} son ordinarias, mientras que las ecuaciones
(1.25), (1.26) y (1.27) son parciales.

En todo lo que sigue consideraremos Unicamente ecuacicnes diferenciales ordinarias.
por lo que en ocasiones omitiremos mencionar explicitamente que se trata de ecuaciones
de esta clase.

El orden de una ecuacién diferencial es el de la derivada de mayor orden que aparece
en la ecuacion.

Asi, la ecuacion (1.22) es de primer orden, las ecuaciones (1.23) y (1.24) son de
segundo orden. Veamos otro ejemplo.

EJEMPLO 1. Determine el orden de la ecuacién diferencial dada.

a) % = kP%

b) 10% + 1003—‘5 + 500g = 127 sen 60t.
c) (6 x 109)% =z

d) ;[Z_xg - (j—z)gzrg—x,

Solucién. La ecuacién (a) es de primer orden, las ecuaciones (b) y (d) de segundo orden
y la ecuacién (c) es de cuarto orden.

Simbélicamente, una ecuacién diferencial ordinaria de orden n, puede expresarse en
la forma
Flz,y,¢..- . y™) =0, (1.28)

donde F' es una funcién de n 4+ 2 variables. Para nuestros propédsitos supondremos que
(1.28} también admite la representacién

v = flayy oy, (1.29)

para alguna funcién f de n + 1 variables.
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Una solucion de una ccuacién diferencial en un intervalo [ es cualquier funcién

definida en [ que satisface a la ecuacidn, es decir, que al sustituirla la reduce a una
identidad.

EJEMPLO 2. Comprobar que la funcién f(x) = ™% + 5 es solucién de la ecuacién
diferencial dada en el intervalo {(—o0, 00).
y' + 3y = 15

Solucién. Esclaro f(x) y f'(x) se definen para todo z en R. Sustituyendo sus expresiones
en la ecuacidon diferencial resulta

-3¢ 4 3e 45 = 15
“3e 43415 = 15
15 = 15.

La dltima identidad establece que efectivamente la funcion [ es una sclucidn de la
ecuacién diferencial en R,

1
EJEMPLO 3. Verificar que la funcién g(z) = P +z es solucién de la ecuacidn diferencial

dada en el intervalo (0, o).
a2 2
Y~ Sy+ - =0
z T

Solucién. Sea z > 0. Derivando g(z) obtenemos

1 2
! =—— 41, ") = —.
9(z) = ~— g'z) =

Sustituyendo g(z) y ¢”(x) en la ecuacién diferencial se sigue que

2 2 71 2
ﬂH—(—+z)+— = 0
3 oz \g T
2 2 2 2
o242 2
™ o oz oz
0 = 0.

Lo cual comprueba que g es una solucién en (0, o).

EJEMPLO 4. Sea ¢ una constante arbitraria. Probar que la funcién definida por la
ecuacion zy? — y° = ¢, es solucién de la ecuacién diferencial

2z = 3y)y +y =0.

Solucién. Derivando implicitamente la igualdad zy® —4° = ¢, con respecto a z, se tiene
que

vt + 2zyy - 3yt =
yly + 22y’ - 3yy/) = 0.

o
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En particular

y+2zy - 3yy’ = 0
y+ (22 -3y)y = 0.
de donde se observa que la ecuacion zy? — y° = ¢ define una solucién de la ecuacién

diferencial para todo valor de ¢. En este caso se dice que la solucién estd en forma
implicita.

EJEMPLO 5. Determine si la funcién h(z) = e 3% es una solucién en R de la ecuacién
diferencial: y" + 6y’ + 9y = 0.

Solucidn. Derivando dos veces la funcién h, tenemos que para z en R
R (z) = —3e™%", h'(z) = 9™,
Sustituyendo en la euacidn diferencial encontramoes que

9e™ + 6(—3e73) + Y™ =
0 =

Asi, la funcién dada es una solucidn de la ecuacién diferencial.

Un problema de valores iniciales es aquél en el que se busca determinar una
solucidn a una ecuacién diferencial, sujeta a condiciones sobre la funcion desconocida y
sus derivadas, dadas para un valor de la variable independiente. Tales condiciones se
laman condiciones iniciales. En simbolos, un problema de valores iniciales de orden n,
puede representarse por la ecuacion (1.29) sujeta a las n condiciones

y(z0) = yo, ¥'(Z0) = y1,- . ¥V (Z0) = Yaor. (1.30)

En los capitulos 2 y 3 resolveremos algunos problemas de valor inicial, de primer
orden, que en forma general pueden expresarse como

yl = f(l’!y)! (131)
y(zo) = wo (1.32)

Al encontrar un problema de este tipo, es natural preguntarse si tiene solucién y en
tal caso, si dicha sclucién es Gnica. La respuesta a estas cuestiones viene dada por el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 (Teorema de existencia y unicidad.) Sea R = [a,b] x [¢,d] un
rectdngulo en el plano que contiene al punto (zg,Yo) en su interior. St las funciones f y
8f /3y son continuas en R, entonces eziste un intervalo I con centro en zy y una funcidn
tnica y(z) = @(z) definida en I que satisface el problema de valor inicial definido por

(1.31) y (1.32).
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Trataremos de explicar el significado del teorcina anterior mediante los siguientes dos
ejemplos.

EJEMPLO 6. Denmestre que el problema de valor inicial
dy

dr
y(2)

= 24y
-1

Il

tiene solucion unica.
Solucién. Aplicamos el teorema 1.2.1. En primer lugar comprobaremos que se cumple

la hipétesis. En este caso f(a.y) = 2° +3° vy (r.y) = 3y°. Ambas funciones [ y

dy
Jf /3y son continuas en todo rectangulo R del plano zy. La condicion inicial y(2) = —1
significa que @p = 2y yg = —1. ademas es claro que el punto {2, —1) estd contenido en el

interior de algin rectdngulo £. Asi que todas las hipétesis del teorema 1.2.1 se satisfacen
v por lo tanto la conclusidn se cumple; es decir, existe una solucidn unica ¢ de la ecuacién

i . .
diferencial d_J = 7% 4%, definida en algin intervalo J con centro en zq = 2, que satisface
&

la condicién inicial, esto es, que es tal que p(2) = —1.

EJEMPLO 7. Considere los dog problemas de valor inicial

dy

=./1 -2 y{2) = 0.
a) o y y(2)
dy T
— = ]_— 2‘ ] (—) = 1
b) - Y vi5

Aqui
af Y
= 1 — 2 ; _ = ——

Estas funciones son continuas en el conjunto 4 de puntos del plano zy definido por
A={{z,y)|lzer -1 <y <1}

En el problema (a}, 29 = 2,49 = 0. El cuadrado R, de lado 1 con centro en el punto
(2.0) esté contenido en el conjunto A, de modo que las funciones [ y df/dy satisfacen
las hipdtesis del teorema 1.2.1 en R;. Dado que ademds el punto (2,0} estd en el interior
de Ry, la conclusién del teorema 1.2.1 se aplica al problema (a} y sabemos que tiene una
solucion 1unica definida en algin intervalo alrededor de z, = 2.

Veamos el problema (b)., Ahora zp = 7/2,y5 = 1. En este punto 8f /8y no es continua.
Luego, el punto {7/2,1) no puede estar incluido en un rectdngulo K donde las hipétesis
del teorema 1.2.1 se satisfagan. Entonces no podemos concluir, del teorema 1.2.1, que €l
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problema (b) tenga una solucién unica. Con esto no afirmamos que no tenga solucién o
tenga varias; el teorema 1.2.1 simplemente no da informaciéon en un sentido u otro. De
hecho puede verificarse con un calculo sencillo que las funciones

h(r}= senz v Yolz) =1,

con x en |—7/2,7m/2|, son seluciones del problema (b), asi que éste tiene al menos dos
soluciones definidas en el intervalo indicado.

Se llama solucidén general de una ecuacion diferencial de primer orden ¢ = f(x.y) a
la funcién y = p(z, ¢) que depende de una constante arbitraria ¢ y satisface las siguientes

condiciones:

1. Es solucidn de la ecuacién diferencial para cualquier valor de c.

2. Dada una condicidn inicial arbitraria y(xo) = vo, siempre es posible determinar un
valor de ¢ = ¢g tal que la funcién y = @(x, ¢p) satisface la ecuacion diferencial y la
condicién inicial. La funcién v = »{x, ¢} se llama una solucién particular.

Geométricamente la solucidén general y = w{z, ¢) representa una fanilia de curvas en
el plano zy. Estas curvas se llaman curvas integrales. 5i las condiciones del teorema
de existencia y unicidad se satisfacen, estas curvas integrales no se intersectan.

EJEMPLO 8. Muestre que la funcién

y=— >0, (1.33)
x

Ll

donde ¢ es una constante, es la solucién general de la ecuacién diferencial

.y
—_— 1.34
y - (1.34)

Solucién. En primer lugar, podemos ver que (1.33) es solucién de {1.34) para todo c.
En efecto, derivando (1.33) con respecto a x se obtiene

y sustituyendo en (1.34) resulta

lo cual es una identidad.
Ademas, haciendo z = 2o > 0 y y = yp en (1.33), se sigue que

C

Yo = —
$0’
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e donde

¢ = Al

por lo cual. la Tuneion
Fallo

b= :
S

es solncon de (1.33) v satisface la conclicion inicial y{ra) = gy, con g > 0y yy arbitrario.
La Agura 1.10 muestra algunas de las curvas integrales con ¢ > (.

Yt

Figura 1.10: Curvas integrales

1.2.1 Método de Isoclinas

La conacién diferencial
dy

o= fley). (1.35)

donde Ta funcion f(i.y) estda definida en algiin conjunto 22 del plano zy, determina en
cada punto (. y) de D, el valor de 4", o sea, la pendiente de la recta tangente a la curva
integral en este punto. Luego. podemos interpretar la ecuacion diferencial (1.35) como
un conjunte de pendientes llamado campo de direcciones. La terna de nimeros (x. y. ')
determina la direccion de una recta que pasa por cl punto (x,y). El conjunto de los
seginentos de estas rectas es la representacion geométrica del campo de direcciones.

El problema de resolver la ecuacion diferencial {1.35) puede entonces interpretarse
como sigue: encontrar una curva cuya tangente en cada punto tenga la misma direccidon
que el campo en este punto. Para construir las curvas integrales introducimos las secli-
nas. Se llama wsoclina al lugar geométrico de los puutos en los que las rectas tangentes a
las curvas integrales consideradas tienen una misnia direccién. La familia de las isoclinas
de la ecuacion diferencial (1.35) viene dada por la condicion

flz,y) =c¢ (1.36)
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donde ¢ es una constante. Usanclo valores de ¢ cercanos podemos dibujar una red bastante
compacta de isoclinas. a partir de las cuales es posible trazar aproximadamentc las curvas

integrales de la ecuacién {1.35%.

EJEMPLO 1. Mediante las isoclinas, trace aproximadamente las curvas integrales de

la ecuacion diferencial
di
A (1.37)

de

Solucion. En este caso f(r. y) = ¢ v las isoclinas estan dadas por la ccuacion » = ¢
donde ¢ es una constante. En consecuencia las isoclinas son rectas verticales. Para ¢ = 0
se obtiene la isoclina @ = 0. el ejc y. Este eje divide al plano e dos partes ignales. en
cada una de las cuales la derivada 3" tiene un mismo signo. Las curvas integrales son
decrecientes g1 @ < 0 y crecientes s1 20 > 0, de modo que sobre esta recta se encueniran
sus puntos mMiNimos.

Las tangentes trazadas a las curvas integrales en los puntos de interseccion con las
isoclinas x = —1 y z = 1, forman con el eje OX | angulos de 45° y 135°, respectivainente.

El campo de direcciones se inuestra en la figura 1.11.

Figura 1.11: Campo de direcciones

Ademas, derivando en (1.37) con respecto a x, se sigue que y” = 1. Por consiguiente
y" > 0 para todo x vy ias curvas integrales son concavas hacia arriba. Tomando en cuenta
todo lo anterior un esbozo de la familia de curvas integrales de la ecuacién (1.37) se

muestra en la figura 1.12.
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Figura 1.12: Curvas Integrales del Ejemplo 1

EJEMPLO 2. Represente el campo de direcciones e indique algunas curvas integrales
de la ecuacién diferencial

@_u:

-=. 1.38
-y (1.38)
.. z . . T .
Solucién. Ahora f{z,y) = —— v las isoclinas son rectas de la forma —= = ¢ o bien
Y Y
z
y=--
¢
Si¢ =1 tenemos la isoclina ¥ = —z a lo largo de la cual la inclinacién de las tangentes
a las curvas integrales es de 45°. Con ¢ = —1 resulta la isoclina y = z sobre la cual las

tangentes forman un dngulo de 135° con respecto al eje OX.

Ademas, a partir de la ecuacion diferencial misma podemos concluir lo siguiente. Las
tangentes trazadas a las curvas integrales en los puntos de interseccién con el eje z (y = 0)
y con el eje y (z = Q) son verticales y horizontales, respectivamente, con excepcién del
punto (0,0).

El campo de direcciones y algunas curvas integrales se muestran en la figura 1.13.
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LY

Figura 1.13: Campo de direcciones y Curvas Integrales

EJEMPLO 3. Utilizando el campo de direcciones y las isoclinas determine aproximada-~
mente la curva integral de la solucién del problema de valor inicial

dy _ .2 2 ) _
S + 7, y(0) = 1. {1.39)

Solucién. Tenemos que f(z,y) = z?+y? y lasisoclinas f(z,y) = cson las circunferencias
con centro en el origen definidas por

m2+y2:c, c > 0.

Con los valores de ¢ = 1/4, ¢ = 1, ¢ = 9/4 y ¢ = 4 resultan las circunferencias de
radios 1/2,1,3/2 y 2, respectivamente, que se muestran en la figura 1.14. A lo largo de
cada una de ellas las pendientes de las tangentes a las curvas integrales es igual al valor
particular de c.

Examinando la figura 1.14 parece razonable que la grafica de la solucidn del problema
(1.39) tenga la forma que se indica en la figura 1.15. Cabe destacar el valor de este andlisis,
en vista de que el problema (1.39) no puede resolverse empleando técnicas elementales.
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Figura 1.14: Campo de direcciones e Isoclinas

y
f |
10
5
-1.5 ] N
-2 -1 05 0.5,
-5

Figura 1.15: Solucién del problema de valor inicial
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EJERCICIOS 1.2

En cada ejercicio indique el orden de la ecuacién diferencial ¥ deterine si la funcion
dada es una solucién de la ecuacion.

dy
Idl‘ B

1. y = 227y, y = Are”

2. 3y +ycosx = cosrsendt, y=ce"® 4 senr +1.
3.y +ytanz =0, y = Acosz.

r_y_'Lx 2

4.y -, -yt 2y =c
y— 1L

}

1
Ly =-y+ 1, y=zlnz.
x

n

6. (z° + yV)dz + (2% — zy)dy = 0, Alx +y)* = Tes.

d2
T.a;:%-i-yzo, Yy =cosT + sent.

1 1
8 vy -y =1, y=*5$3_512+r+1+k6", kER

dzy + &y COST COsS.T — Senx
— + — =cosz, = OS¢ — .
dz?  dzx 4

1
10. y" + 2y = 3y =1, 'g=ex%5.

2393857






Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales de Primer
Orden

2.1 Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

Definiciéon 2.1.1 Se dice que una ecuacién diferencial ordinana s de variables sepa-
rables 51 se puede escribir en la forma

dy _ J{o) (2.1)

dr  gly)

La ecuacion (2.1) se expresa en forma diferencial como

9(y)dy = [(z)dz, (2.2)
v se resuelve integrando ambos miembros de (2.2).
EJEMPLO 1. Resolver J
&Y _ oy, (2.3)

dr

Solucidén. Separando las variables resulta

dy = 2zdz,

/dy = /Q:Ed;r.

e integrando

Resolviendo 1as integrales

y+e = I'+o

y = ' +a-c.

3o
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Ya que la diferencia de constantes es una. constante, podemos escribir ¢ = ¢ - ¢, obte-
niendo
Y= ™+

Asi, al momento de integrar solo considerarenics una constante de integracion.

EJEMPLO 2. Resolver

d .
W _T (2.4)
dr vy
Solucidn. Separando variables la ecuacién se escribe como
ydy = zdr,
integrando
/ydy = /Idl
y calculando las integrales, se sigue que
2 2
oo
9 9 + ¢
'y2 = 12+2C1.
Como el producto de constantes es una constante tenemos
' = P4
¥y = Vri+ec
EJEMPLO 3. Resolver J
¥ 5
— +4zy = 0. 2.5
Ir + 4zy (2.5)
Solucién. Tenemos que
dy
— +4 = 0
iz + dzy
dy
29— 4
dz Y
dy = —dzydz
d
Yoo _dzdr
Y
d
/ - —4zdr
Y
Iny = —-22°+¢
Iny —2z 40y
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Ya que €* y Inu son funciones inversas.

U 4 -'.!.r"ec|l
Como ¢; es una constante, e también es

una constante, la cual podemos escribir sim-
plemente como c; de modo que

y o= 2:2C
o= -2
EJEMPLO 4. Resolver
dy  ycosur (2.6
dr 1-2y
Solucién. Procediendo como en los ejemplos anteriores, resulta
dy  ycosx
de 1 -2y
(1 -2y)dy = ycoszdr
1-2
- Edy = coszdr
Y
1
[ (— - 2) dy = fcos:cd:c
Y
Iny —2y = senr+c
En este caso la solucidn queda en forma implicita.
EJEMPLO 5. Resolver P
Y i (2.7)
— 4+ &Y =0
dz
Solucién. Tenemos
dy
— Sy gty = )
dx
dy .
A
dx
dy r, —i
= = —efe!
dx
d
Voo _etdr
ey
e'dy = —e"dr
/e-“dy = —/e‘d:r
e = —e"+ec
Ine¥ = In{—€" +¢)

y = In{—e" +¢}.
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EJEMPLO 6. Resolver
(yz —y)dy — (y+ 1)dz = 0. (2.8)

Solucién. Separando variables se sigue que

(yr—y)dy—(y+1)dz = 0
(yz-yldy = (y+ L)z
yiz-1dy = (y+ l)dz
Ld,y _ d,:c)
y+1 z—1
e integrando
Jrm - 2
y+1 z—1

Por lo tanto
y—In{y+1)=In(z - 1) +¢

es la solucion dada en forma implicita.
EJEMPLO 7. Resolver
(14 2% + 9% + 22yH)dy = (1 + ¢H)dz. (2.9)

Solucion. Para separar variables es de gran ayuda factorizar donde sea posible, en este
caso tenemos

L+ +12(1+2))dy = (1+¢%)dz
L+ +y3dy = (1+y%)dz
1+y? 1
dy = d
14+ y? Y e
dx
dy = .
Y 1+ x?

Finalmente, al integrar encontramos que

dx
dy = am—
/ Y 1+ 22
y = arctanz +c.
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EJEMPLO 8. Resolver el problema de valor inicial

1+e %y =0 sujetoa y(0)=1.

Solucién. Separando variables e integrando obtenemos

l+e ¥y = 0
—Erdy
gl = —]
dx
f-“griir.i’l = —dx
dy —e*dr
/dy = —/{fq"'d:c
eBx
y = ——4 t+c

LAl

Por lo tanto la solucién de la ecuacién diferencial que cumple la condicién dada es

B 83:: .
Y=

Lol v

EJEMPLO 9. Resolver el problema de valor inicial

y+y'oy=0  y(@)=¢

Solucidén. Primero separamos variables

y+y'-y = 0
vy = y-y
dy 2
d:]: o y y
dy = (y-y')dz
dy

y —y?

39

(2.10)

(2.11)
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En segundo lugar integramos, usando fracciones parciales para la integral respecto de 4

Obtenemos

/ly(ldgy) N /df

Iny-In{l —y) = z+¢
In ¥ = z+¢q
l-y
Y — er+c1 — e:::e(_‘] _ Cé’x.
-y
Ahora, despejamos ¥ en la ditima igualdad
= ¢l —y)e*
= ce* - cye”
¥+ cye® = cet

y(l+ce®) = ce”,

obtenemos asi la solucién explicita
ce”
(2.12)

y= 14 cer’

Si hacemos z = 2y ¥ = 4 en (2.12), tenemos
2

Lo _cE

[ + ce?
41+ ce?) = cé?
4 4 4dce? = ce?
3ce® = —4

c = —ge’g.

inalmente, sustituyendo el valor de ¢ en (2.12), llegamos a la solucidn particular

-2,

—Ze~%
L R pe
1+(ﬁ§€ )EI
_ﬂeI—z
_ 3
Y 3—ge=-2
3

_48:5—2
Y = 5 ge2
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EJEMPLO 10. Resolver el problema de valor inicial
e¥cosz +cost + (e¥senz + e¥)y =0, y(m) = 0. (2.13)

Solucién. Separando variables e integrando se sigue que

e¥cosz +cosz + (e¥senr +e¥)y’ = 0O
d,
cosrc(eerl)Jre”(senJ:Jrl)d—i = 0
d.
ey(sen:ﬂ+1)—y = —cosx(e¥ +1)
dx
e¥(senx + l)dy = —cosz(e’+ 1)dx
e¥ oS
dy = ————dx
ev+1 senx + 1
In{fe¥ +1) = —lIn(senz+1)+Inc
¢
In(e¥ +1) = In ————.
senz + 1

Ahora despejamos y para expresar la solucién en forma explicita

v cp—senzt —1
ey = —

)

senz + 1

es decir

¢—senz
=ln ———— 2.14
y senx + 1 ( )

conc=o¢ — 1.
Se quiere una solucién que cumpla con y(7) = 0, entances

0=In (ﬂ) =Ine,
senm + 1

de donde

c=1.
Sustituyendo en (2.14) obtenemos la solucién del problema de valor inicial

1-senx
y=ln——.
1+ senz

La siguiente ecuacién diferencial es de segundo orden. sin embargo. mediante un
cambio de variable se reduce a una de primer orden. Corresponde a la ecuacion diferencial
(1.12) del ejemplo 5 del capitulo 1.
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EJEMPILO 11. Resolver

7
d?y 1+ (%)
dz? = " (a-—z) (2.15)
donde a, £ son constantes talesque a € R,k # 0,1y z < a.
Solucidn. Si hacemos
_dy  dz d*y
dz' dxr  dz?’
la ecuacion (2.15) se reduce a
dz _ V1422
dr  a-z
separando variables e integrando resulta
dz _ kdx
Vit  a-z
dz B /‘ kdz
V1 + 22 a—z
In(z++v1+4+2?) = —kln{fa-z)+InA
In(z+vV1+22) = nAla —z)™*
z+ V1422 = Ala—-z)7h,
donde A es una constante. Asi que
@4_ 1+ @ Q:A(a—z)_k (2.16)
dz dzx ' '
Para obtener y necesitamos hacer una segunda integracién, pero antes escribimos (2.16)
en la forma
3
dy Ay
1 - = - -
+ (dxj Ala — 1) i
dy\” dy  (dy\’
1 ay o A% o\=2k _ -k Y ay
+ (dz) A*la — x) 2A(a — ) pri (dzj
. dy
1 = AYa—z)* - 24(a—2)%2
(a-2) (0 -2+
d
2A(a - x)‘ké = Aa-z)"% -1
dy  Afa-z)"%*-1
dr ~  2A(a-z)°*
dy A 1 ‘
@ = F@mET gl
_[A 51 k
dy = E(a—:c) —2A(a—3:) dz.
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Ahora podemos integrar facilmente, encontrando la solucién explicita siguiente

/dy f[%(aw:z:)#C - Q—IE(a—z)k dx

B A(a _ x)—k+l (a . J;)k"']
VT T ke t2agmen TP

EJERCICIOS 2.1

Mediante separacién de variables resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

d
1. dtr S = 22

dt
dy z \°
2. (ylnx)™' -2 =
(ynx)™ -~ (y+l)
d
3. W cos t{cos 20 — cos* 6)
dt
dy L —U+3y
4. pri e
d
5. Y 4y = yzet?
dx

6. e*ydy — (e7¥ + e ¥)dz =0

dy ay—3y+x—3
dr  zy+2y—z—2

8 Ar? + 20+ (t"+ )" =0, z{(0) =1

9 —1 r—2r?

9 " U 0, (2
10 L dx + ! d 0
. T =
(y—1)? VgAY



44 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

2.2 Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Definicién 2.2.1 La funcidn f(x,y) se llama homogéneu de grado n con respecto a las
variables x. y 81 para todo t se verifica gue

Fltty) = 0 f ().
EJEMPLO 1. Diga si la funcidn dada es homogénea y determine su grado.
a) fla ) = 207 = Suy® + 4y°

by fluoy) = Jub +7y5;.

, 11— 2
o) floy)= —
Ty
o4ty o
a) flzy) = ———
[

ey floy) =y +o(lne —Iny = 1).
2
f) fle. U) = sen ¥ + 25 T e /T 16
I
Solucidn.
a) En este caso
flz ty) = 2(tz)® — 5(tx)(ty)* + 4{ty)*
= 2t3$3 — 5tawy2 + 4t3y3
= *(2z° — 52y + 4"

lo cual muestra que la funcién f(z,y) = 2x ~ 5zy? + 43° es una funcién homogénea de
grado tres.

b) Se tiene que

fltz,ty) = (tz)® + (ty)°

I
L

3]
<n

<«
o
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Luego, f(x. y} = & + 9° si es una funcién homogénea y de graclo uno.

¢} Tenemos ahora que

t'ZIQ _ t2y2
flerty) = —F———
{te)(ty)
_ fte
2y
e 2o 2
Yy
= t%f (. y).
22 _ o2
Asi, flz.oy) = es homogénea de grado cero.
d) Como
2ot 4 20y 4t
fltz. ty) = iy ;
3, .2
R 4+ axy4+zx
concluimos que f{z,y) = —3y no es homogénea.

Y
e) Se tiene que

f(x,y)=y+:t(ln§—l).

por lo cual
tr
fltz,ty) = ty+tr (ln— - 1)
ty
x
=t y+r(lnk 1)}
y
= tf{z.y)

Lo cual muestra que f{x.y) si es una funcién homogénea v de grado uno.

f) Ahora tenemos

ty  (ty)? 2yt
tr,t = sen— + 4 e 4B
fltz, ty) i T ()
ty P
= sent—y + % +e M g
2
1 2/
= sen%+‘j—2+e'2y”+6
= "f(zy),

asi que f(z,y) es homogénea de grado cero.
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Definicién 2.2.2 Se dice que la ecuacidn diferencial
Mz, y)dr + N(z,y)dy = 0,
es homogénea si las funciones M y N son homogéneas y del mismo grado.

Note que la ecuacién diferencial
v = flz.y),

serd homogénea si f es una funcién homogénea de grado cero.

Método de Solucidén. Una ecuacién diferencial homogénea M{x, v)dz + N(z,y)dy = 0,
se resuelve reduciéndola a una ecuacidn de variables separables, usando cualquiera de las
sustituciones v = y/z o bien v = z/y, donde v es una nueva variable.

Nota: Aunque en teoria cualquiera de las dos sustituciones anteriores reduce una ecuacidn
homogénea a una separable, en la practica sugerimos utilizar

e y=2vsi N es de estructura “mas simple” que M. y

e r = yu sl M es de estructura “mds simple” que V.

El tomar en cuenta esta observacién, conduce a integrales més faciles de calcular al
resolver la ecuacion diferencial separable que se obtiene.

EJEMPLO 1. Resolver

(z* + y*)dx — zy*dy = 0. (2.17)
Solucién. Como

Mzy)=2"+y’ vy N(zy) = -z
son funciones homogéneas ambas de grado tres, la ecuacion dada es homogénea. Ademds
N es de estructura algebraica méas simple que M, por lo cual, la sustitucién mas conve-
niente es y = zv para reducir (2.17) a una ecuacién de variables separables.
Hacemos

y = v
dy = zdv+ vdz.

Sustituyendo en (2.17) obtenemos

[sc3 + (zv) } dz — z(xv)z(xdv t+wvdz) = 0
(z* + 230 dz — 2*v{zdv +vdz) = 0
(1 + v*)dz — :cavz(s:dv + vdz) 0
(1 +v%)dz — v*(zdv + vdz) = 0
dr +vidr — zvdv —2v%dz = 0

dz = zvidv

d—I = vido.

x
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Integrando
o
| ] =
n|lz|+n|e| X
de donde

v* =3In|cz|.

¢ .
Reemplazando v = 4 y simplificando encontramos que
&Z

|
]

3ln | ez |

y = zy3ln|cx|.

EJEMPLOQO 2. Resolver

(y + 22+ y%)dr — zdy = Q. (2.18)

Solucién. Ya que

Mz, y)=y+z2+y* vy Nizy)= -z

son funciones homogéneas ambas de grado uno, nuestra ecuacion a resolver es homogénea.
Como en el ejemplo anterior V es de estructura algebraica mas simple que M. Por lo
cual hacemos

y o= v
dy = =zdv+vdz.

Sustituyendo en (2.18) obtenemos
(a:v + V2 + :c?vg) dr — z(zdv +vdz) = 0
(I’U +/z2(1 + ’UQ)) dr - z*dv —zvdx = 0

V1 +v3dr — 2%dv = (
dx dv

LS
T V142

Integrando

Injz|-In|v+v1+e?|=In|¢ |,

reemplazando v = £ y simplificando, encontramos que

2
Yo+ L
T I

= = In |C]|

In|z| -1n
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L JpVEER|
Injr|—In ————| = Injg]
I

x? ]
n|l—> | — Il
v+ vt + oyt gl
72
- — c
SV C

= aly+ /22 )
ytyrtty? =

donde ¢ = 1/¢;.
EJEMPLQO 3. Resolver

2rydz + (y* — 32%)dy = 0. (2.19)
Solucién. En este caso la estructura algebraica de M{z,y) es mds simple que la de

N{z,y), por lo cual proponemos

ro= gy,

dr = ydv+vdy.

Entonces
vy (ydv + vdy) + (v° — 3y2?)dy = 0,
o bien
2uydv + (1 —v3)dy = 0
2 d
¢ dv + 2y = 0.
1 - ?_.'2 y
Integrando

Injyl = In|l — 22| = In|al,
v usando v = E obtenemos como solucién implicita
Y
el ~ 1) =y
EJEMPLO 4. Resolver
y(lnz —iny)dr = (zlnz — zIny — y)dy. (2.20)

Solucién. Escribimos primero la ecuacidn diferencial como

yInEdI= (:rlnE —y) dy.
Y Y
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Ponemos z = vy en la ecuacién diferencial, de lo cual se obtiene
yInv(vdy + ydv) = {vylnv — y)dy,

o equivalentemente

Integramos
vinv—v=—-Iny+c

En términos de la variable original, la solucidn es

af{lnz — D+ {y—a)Iny = cy.

EJEMPLO 5. Resolver ) \
dy _zleT: 4yt (2.21)
dx Ty

Solucién. Escribimos la ecuacién diferencial como

dy e”r 4 (¥)?

i

dr g
Hacemos
w= ¥ =y = zU.
T
Entonces
dy dv
=g —+uw
dx dzx
Sustituyendo
du eV 4
r— 4+ v=
dz U
Separando variables
dzx
ve¥dy = —
T

e integrando
ve! — e =1In|z| + ¢

La solucidn, en forma implicita es

2 ¥
yez —zez —zrlnlx| = cz.

Proposicién. Las ecuaciones diferenciales de la forma

dy ar+by+a
dz B AT + bgy + 3

g
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donde a;,b;,¢; € R (i = 1,2), se denominan cuasi-homogéneas y se reducen a ho-
mogéneas, haciendo el cambio de variables

z=X+h y=Y+k,

siendo h y k las soluciones del sistema

alh + blk +c = 0
ash +bhk+c; = 0
Si1 el sistema no tiene solucidn, es decir
b
42 _ % _ by
[£3] b]
la ecuacién diferencial puede escribirse como
dy az+hy+ o
dx )((alli + bly) + C2
= Flajz+by),
la cual se reduce a separable con la sustitucién
z=a1Tr+ bly.

EJEMPLO 6. Resuelve ]la ecuacién diferencial cuasi-homogénea

dy dy—Tz+7

= (2.22)
dr  3z-—Ty—3
Solucién. Hacemos
z=X+h y=Y+k
Entonces
Yy dy
dX  dx
y sustituyendo en la ecuacidn, se tiene
ay Y —-7X -Th+3k+7 (2.23)

dX ~ 3X -7Y +3h -7k -3
Para que esta ecuacidn diferencial sea homogénea es necesario que

—-Th+3k+7 = 0
3h—=7k-3 = 0.
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La solucidn de este sistema de ecuaciones lineales es
h=1, k=0
Con estos valores de h y k la ecuacidn diferencial se reduce a

day ¥ -7X
aX 33X -7V’
que es homogénea.

Hacemos ahora y
V=—eY=XV

X
Sustituyendo, se obtiene
&, V=T
X R
o bien, separando variables
3-7V ax
dv —T— =
Vi-1 X 0

e integrando resulta
2In|V — 1| +5mn|V + 1|+ 7ln|X| =In]e|.

Regresando a las variables originales

V:;} Y:y, X:I—l,

obtenemos como solucién general de la ecuacién diferencial
(y—z+ 1) y+z-1)=c

El siguiente ejemplo es una ecuacién diferencial de segundo orden, pero una vez mas,
utilizando un cambio de variable se transforma en una ecuacién diferencial de primer
orden que ademds es cuasi-homogénea. Corresponde a la ecuacién (1.7} que aparecié en
el ejemplo 3 del capitulo 1.

EJEMPLO 7. Resolver

2
2 [—) —2(y-pE -z =y, (2.24)
X X

donde p es una constante.

d .
Solucién. Poniendo w = &E, (2.24) se escribe como
xT

zw? -2y —pw -z =0
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Este nos hace recordar el trinomio cuadratico, por lo que despejando w, obtenemos

2(y —p) £ /4y — p)? + 4a?

2z '
o bien,
d - — 2
==ty (y p) +1, (2.25)
dI; xr T
. : Py _ y—p ~
la cual como sabemos es una ecuacion cuasi-homogénea. Si ponemos v = —, vr=
y — p y naturalmente, k
dv dy
I—+tv=—-— 2.96
dz dx (2.26)

Ahora bien, si usamos (2.25) y seleccionamos el signo mas, la ecuacién (2.26) se reduce

d
PR A}

dz
Separamos variables e integramos.
dv _dx
2+ 1 T
dv dz

voi +1 z
Inflv+vv2+1) = Inz+c¢
v+vei+l = €z

_ _ 2
(y p)+ (y—p) +1 = Az, A=¢"
T T

La grifica de la solucién cbtenida es una pardbola. Para verlo, despejemos la raiz

— 2 —
(y P) +1=A$—(y P)‘
T T

elevamos al cuadrado y simplificamos para obtener

_ 2 _ _ 2

z T T
1 = Az —24(y—p)
1- A% = —24(y-p)
1— A%
=7
Az -1
“ea P
A%z + 2Ap — 1
y = -

2A
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EJERCICIOS 2.2

Resolver:
1. (z—y)dz + zdy =0
2. vidr 4+ 2(z® — zy?)dy = 0

3 (z tan L 4 y)dzr — xdy = 0
z

4 (¥ + y* /22 + y?)de — 2y /22 + y2dy = 0

dy _ y(22® —4f)
dr  x(2y3 - 23)

6. (2zy + 3y )dr = (2zy + z¥)dy con y(1) =1
dy
7. Br—y-92 =10-2
3z —y g)da: 10 -2z + 2y
8 (22 + 3y +4)dr = (dz + 6y + 1)dy
dy y+azcos’l i, (1)_77
Cdr T con v =4

T T
10. |ycos = + ysec® =|dx + [2ysen£+2ytanE —zcosf —a:sec2£ dy =0
Y Y Y [ Y ¥

2.3 Ecuaciones Diferenciales Exactas

Definicién 2.3.1 St z = f(z,y) es una funcién con derivadas parciales de primer or-
den continuas en una region rectangular R del plano zy, entonces su diferencial total,
denctada por dz o df, se define como

af af

ﬂ=§m+@@

Ahora bien si f(z,y) = ¢, donde ¢ es una constante, entonces

af af
—dr+ —dy =
ax * Ay y=0

de modo que la solucién de la ecuacién diferencial df = (0 estd dada implicitamente por

flz,y)=c
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EJEMPLO. Si f(z,y) = 2* + 3z%y% + y° = ¢, entonces df = 0, es decir
(42 4 62y?) dz + (6x%y + 3y>) dy = 0, (2.27)

¢ bien
dy  4z® 4 6zy?
dr  6z?y + 3y’
Note que la ecuacion diferencial (2.27) no es separable ni tampoco homogénea, decimos

que es exacta y su solucién es z! 4+ 3z%y° + ¥ = ¢

De manera general hacemos la siguiente definicién.

Definicién 2.3.2 Se dice que una ecuacion diferencial

Mz, y)dz + N(z,y)dy =0, (2.28)
es exacta st puede escribirse en la forma df = 0, es decir
af af
—dz + —=-dy = 0.
ot * oy v
Equivalentemente, la ecuacion diferencial (2.28) es exacta st existe una funcion f tal que
a a
Y vy v Loney (2.29)

Bx Gy

Note que, la solucién de una ecuacién diferencial exacta esta dada implicitamente por
la ecuacién f{z,y) = ¢, donde ¢ es una constante arbitraria.

A la funcién f que cumple las ecuaciones (2.29) se le denomina funcién potencial,
mientras que a la funcién vectorial

F(z,y) = M(z,y)i+ N(z,y)], (2.30)

se le llama campo vectorial conservativo. En este contexto, resolver la ecuacidn diferencial
exacta {2.28) es equivalente a encontrar la funcién potencial del campo {2.30). Puede
consultarse [8], para estudiar esta clase de campos vectoriales.

El siguiente teorema proporciona un criterio simple para determinar si una ecuacién
diferencial es exacta. Su aplicacion queda. clara en los ejemplos posteriores.

Teorema 2.3.1 Sean las funciones M, N, M, y N, continuas en la reqion rectangular
E. Entonces la ecuacidn
M(z,y)dz + N(z,y}dy =0,

es ezacta en R st y sdlo st
oM oON
E{I!y) - 8_$(I=y)r (231)

para todo punto (z,y) en R.
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EJEMPLO 1. Resolver
2
ydz + (I + 5) dy = 0. (2.32)

Solucién. Verifiquemos, primero, que {2.32) es una ecuacién diferencial exacta. Aqui
tenemos que

2
Mzy)=y vy N(:c‘y):“?
Y COIMO
{*)M_l_aN
gy oz’

afirmamos que (2.32) es una ecuacién diferencial exacta. Luego, existe una funcién f(z,y)}
tal que la ecuacién (2.32) se puede escribir en la forma 4f(z,y) = 0. Es decir. que

g—f(x,y) = M(z.y) =y (2.33)
I
g—g(:ﬂ,y) = N(:c,y)=$+§- (2.34)

Para determinar f integramos (2.33) con respecto de z, resulta

fla,y) = fydx,

o bien
flz,y) = zy + ¢y), (2.39)

donde ¢(y) es una funcién de y, ya que integramos con respecto de z.
Derivando (2.35) parcialmente con respecto a y se obtiene

15}
9 .\ 239

pero como deseamos que también se satisfaga (2.34), igualando (2.36} con (2.34), se sigue
que

) = g4 2
:c+¢(y)~3:+y.

Luego

Integrando ahora ambos lados respecto a y obtenemos

d(y) =2Iny + ¢,

con ¢, una constante arbitraria.
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Sustituimos ¢{y) en (2.35) y se tiene que
fleyy=2y+2Iny +¢.

Finalmente. igualamos f(z,v) con una constante k para obtener la siguiente solucion de
{2.32), definida implicitamente

zy+2lny+a = k
zy+2lny = k—-¢.

Renombrando ¢ = k& — ¢/, resulta la solucién

y+ 2lny =
EJEMPLO 2. Resolver .
dy _ 2+ye® (2.37)
dr 2y — xze™V
Solucidén. Escribamos la ecuacién en su forma diferencial,
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
(2y —ze™)dy = (2+ye™)dz
(2+ye™)dr — 2y —ze™)dy = 0
(2 + ye™)dz + (ze™ — 2y)dy = 0.
Esta ecuacién diferencial es exacta ya que
aﬂ{ 1 y":y + ery _— a_N
By = Tye =z
luego, existe una funcién f tal que
af
— =2 =y,
Bz + ye
Integrando respecto a z
flz,y) = f(2 +ye™)dz,
es decir 5.38)
Jz,y) = 23+ +(y), (2.38,

donde ¢(y) es una funcién que depende Gnicamente de y.
Derivamos parcialmente a (2.38) respecto a y

Z—f = ze™ + ¢'(y),
Y
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pero sabemos que ‘;—y = N(z,y), por lo que

ze™ + ¢'(y) =z’ - 2y,
De esta ecuacion resulta

dy) = -2y
@) —:92 + ¢,

con ¢; una coustante.
Luego, sustituimos ¢(y) en (2.38) y se tiene gue

flz,y) =22+ e -y + ¢,

Finalmente, tomando en cuenta que f(r,y) = & da la solucidn implicita, obtenemos

2r+e” -yl = k
2z Fe -yt = k—q
2z + 6% -yt =
EJEMPLO 3. Resolver
d
(1+lnr+y)—zzl—lnz. (2.39)
T/ dy

Solucién. Esta ecuacién en su forma diferencial nos queda de la siguiente forma

(1+Inz 4 y)d.’c-l—(lna;— Ljdy = 0,
f.

en donde :
M{z,y)=1+Inz 4 s N{x,y)=Inz -1
I
y como
oM 1 _ow
gy t  Or

Se tiene que nuestra ecuacién a resolver es una ecuacion diferencial exacta. por lo que
existe una funcién f tal que

o 8
@_i =1+Inxz4 % y é:lnz_l_
Luego
fay) = [0ma+ e
: z
f{z,v) r+rinz—r+ylnr +oly)
flx,y) = (z+ yiina -+ oly)
af

Inz + &'(y).
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0
Pero l = Inz — 1, entonces
dy

=
@
|

_y+ C1.

Sustituyendo ¢{y) se tiene que

Jzw)=(z+y)nz—y+a.

La solucién esta dada por
(r+y)lnz—y+c =k,

de donde

(z4+y)lnz—y = ¢
y(lnz - 1) = c—zlnz
c—zlnz

vy = hz -1~

T # e

Nota: Para resolver las ecuaciones exactas anteriores primero integramos con respecto

3,
a z en la igualdad a—i = M(z,y), pero se puede proceder

en forma andloga si en lugar

: a . .
de esto integramos con respecto a y en a—f = N{z,y). llustraremos dicho procedimiento
Y

en los tres ejemplos siguientes.

EJEMPLO 4. Resuelva

d
(3y* + z cos Iy)ﬁ + (3z% + ycoszy) = 0. (2.40)

Solucién. Escribamos (2.40) en su forma diferencial

(3z% + y cos xy)dz + (3y° + z cos zy)dy = 0.

En este caso

M(z,y) = 32° + ycos zy, N{z,y) = 3y* + zcos zy
Y

y dado que

oM ON
- = —xysenzy +cosry = —,

Oy o0z

tenemos que {2.40) es una ecuacién diferencial exacta, por

of

—= = 3y* + zcos zy.
Iy

lo que existe [ tal que
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Integrando esta ecuacion respecto a y obtenemos
flzy) = /(31/2 + zcoszy)dy
= y° + senzy + ¢(z).

Derivando parcialmente con respecto a x resulta

J
a—i =ycoszy + ¢'(z).

0 , . .
Recordando que —f = 3z? + ycoszy e igualando cou la expresién anterior, tenemos que
yeoszy + ¢'(z) = 3z° + ycoszy
¢'(z) = 3z°
#z) = z°4c..
Sustituyendo ¢{z) tenemos
flz,y) =v* + senzy + z° + ¢;.

La solucidn estd dada por
¥+ senzy +x° + ¢ =k,

o bien
y3 + senzy +2t=c
EJEMPLO 5. Resolver
(ye + 2e* + y¥)dz + (e + 2zy)dy = 0, y(0) =6. (2.41)
- Solucidén. Tenemos que

M(z,y) =ye* + 2" +y°,  N{z,y) =€ + 2y

¥ COMmoO
aM oy = ON
oy Y= B

se trata de una ecuacién diferencial exacta. Buscamos una funcidn f tal que
of
== = &+ 2
By Y

flz,y) = f(er+2$y)dy
flz,y) = €y+ay’+d(z)
8f T 2 !
e"y +y° + ¢'(z).

oz
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Por cotro lado, se requiere que

0
of = ye + 2e" + ¢*.
Oz

Igualando las dos expresiones anteriores se tiene que

Pz) = 2e°
dlz) = /Qezd&:
Hz) = 2"+ .

Sustituyendo ¢(z) obtenemos
flz,y) = "y + zy® + 2% + ¢
Luego, la solucién viene dada por

ey +ryt +2e5 + ¢ = k
ey + zyt + 287 =

Aplicandoe la condicidn y(0) = 6 en la dltima ecuacién tenemos que

(6) + (0)(6)* +2¢° = ¢
8§ = ¢
Asi, concluimos que nuestra solucion particular estd definida implicitamente mediante la

ecuacion
ey + oy’ + 2e° =8,

EJEMPLO 6. Resolver

(y° cosz — 3z%y — 2z)dz + (2ysenz — z° + Iny)dy = 0, y(0) =e. (2.42)
Solucién. Como
%—2 COSI—3I2—QJX
oy Y ~ 5z’

tenemos que (2.42) es una ecuacién diferencial exacta y por lo tanto existe una funcién
f tal que

of
Ay

flz,y) = /(2ysen:c — 2% + Iny)dy,

= 2ysenz—z° +1Iny
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de donde
flz,y) =y’senz — 2’y +ylny —y + ¢(2).
Entonces
af

== yieosz — 32ty + &' (x).

af
Pero s M(z,y), de donde

y’cosz — 3zy + ¢'(2) = ylcosz — 3z’y -2z
¢'(z) = -2
Hzr) = —-xP+¢.

Luego
flz,y) =y*senz — 2’y + ylny —y — 22+ ¢

o bien, la solucién y estd definida implicitamente en la ecuacién
ylsenz — r*y +ylny —y -2 =¢
Como y estd sujeta a la condicién y(0) = e, se tiene que

e*sen( — (0)(e) +elne—e-0 = ¢
e =

Asi, y estd definida implicitamente en la ecuacién

ysenz — y+ylny —y— 22 =0.

EJEMPLO 7. Resolver
(2y® — 4z + 5)dz + (2y — dzy — 4)dy = 0. (2.43)
Solucién. Se tiene que

M(I,y)=2y2—4:c+5, Niz,y) =2y — dzy — 4

oM anN
= =g A
6y y? 6$ y)

por lo cual (2.43) no es una ecuacion diferencial exacta.
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EJERCICIOS 2.3
De las siguientes ecuaciones resuelva aquéllas que sean exactas.

dy 45%y? — 3x?y
de 13 -2zl

2. (ey? = 2x)dx + eFydy =0
3. (y— 3zHdz + (z - 1)dy =0

4, (z + 3z3seny)dr + zlcosydy =0

1 1
5. (seny+ysenz+;)d1+(xcosy—cosw+—) dy =10
y
¥ 2y dy
6. ycost + 2te¥ + (sent + t"e +2)E:0
1 I 1 1 1
7. (—+yey)d$+ —+ze™|dy=0 con y{=)=2
z y 2

Y / —

1
9. (y— %ef) dz + ($+;e¥) dy =0

10. e*cosydz —zesenydy =0 con y(0) ==

2.4 Factores Integrantes
Definicién 2.4.1 Si la ecuacion diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.44)

no es exacta, pero eriste una funcidn p(z,y), tal que al multiplicar (2.44) por u(z,y), la
ecuacion resultante

wlz, y)M(z, y)de + u(z, y)N(z,y)dy = 0, (2.45)

es exacta, entonces se dice que 1(z,y) es un factor integrante de la ecuacidn diferencial

(2.44).
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Debemos observar que Ja solucién de (2.45) es la solucién de (2.44) y que en general no
es facil encontrar un factor integrante para una ecuacién no exacta de la forma (2.44).
Sin embargo, si M(z,y) y N{z,y) cumplen ciertas condiciones entonces los factores in-
tegrantes son conocidos. Veamos algunos casos.

CASO I. Factor integrante dependiente de z. Suponga que

aM _ N
dy 8z
N
es una funcién que depende tinicamente de z, la cual denotaremos por g{z). Entunces,
un factor integrante para la ecuacién dada es

(z) = ef 5%

CASQ I1. Factor integrante dependiente de y. 5i se tiene que

av _ oM

fr 9y
M

es una funcién de y unicamente, denotada por h(y), entonces

ply) = el M

es un factor integrante para la ecuacién diferencial (2.44).

CASQ Il Factores de integracion de la forma z™y™. Si existen m y n tales que

aM  ON N M
—— -G =m— —n—

dy Oz T Yy

. entonces

p(z,y) =z™y"

es un factor integrante para (2.44).

CASQO 1V. Si existen funciones P{z) y Q(y) que satisfacen

%f‘_;" . %_f = N(z,y)P(z) — M(z,v)0)

entonces un factor integrante para (2.44) es

iz, y) = ef Pz, [ Quvidy

Obsérvese que el Caso IV incluye a los Casos I, 11y I11 si tomamos Q(y) = 0, P(z) = 0

m n
v P(z) = —, Q(y) = —; respectivamente.
z y
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Tamnbién queremos advertir que al aplicar las formulas anteriores estamos interesados
en obtener solamente un factor integrante, por lo cual después de calcuiar las integrales
indefinidas implicadas en dichas expresiones basta considerar un valor fijo de la constante
de integracién; cere por siinplicidad. Centinuaremos con esta practica mds adelante, al
emplear las férmulas (2.60), (4.15) vy (4.85).

EJEMPILQO 1. Resolver
(2zy + y" ¥z + (32° + 62y°)dy = 0. (2.46)
Solucidn. En este caso

M(z,y)=2zy+y*,  N(z,y) =3z’ + 62y’

anN
—— =2z 44y} — =6 61°.
By T+ 4y, i1 T + by

oM
dy
un factor integrante para (2.46) investigando si M y N cumnplen con las condiciones
mencionadas en el Caso 1.

aN _ . .
Como # e tenemos que (2.46) no es una ecuacidn diferencial exacta. Buscaremos
T

N
%—%—I ~ 2z + 4y — 6z — 637

N - 3z? + By’
—(2y° + 4z)
3z? + 6z

(2.47)

La expresion en (2.47) no es una funcién exclusivamente de z. Por lo que investigaremos
si M y N son funciones que cumplen con la condicién mencionada en el Caso 1.

ON _ oM
o 6z + 6y° — 2x — 4y (2.48)
M 2ry + y° '
20y + 2z)
y(y® + 21)
_ 2
Y

La expresion en {2.48) si es una funcién exclusivamente de y, luego un factor integrante

es de la forma .
24 2
ef ydy 2lny elny 2'

Asi
u(y) = y*.
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Ya que se conoce un factor integrante de (2.46), multiplicamos dicha ecuacién por y? vy
procedemos a resolver la ecuacion diferencial resultante, cuya solucidn es igual a la de
(2.46). Tenemos
y?(2zy + y"dz + v*(32° + 6zy)dy = 0
(2zy® 4 %)dz + (3z%% 4 62°)dy = 0. (2.49)

Ahora se tiene en (2.49) que
Mz, y)=2z2y* + 15, N(z,y) = 32%° + 6z3°

aM , N .
—— = bzy® + 6y°, o 6zy® + 6y°.
dy ax

Luego, (2.49) ya es una ecuacién diferencial exacta, cuya solucién esté definida implicitamente
en la ecuacion
:n:gyS + :cy6 =c.

EJEMPLO 2. Resolver
22

1
(£+2) d:c+;(1+]na:y)dy:{}. (2.50)

Solucidén. Tenemos que

l1+Inz
Mz,y)= 2 +2, Ny =—"2
T T
oM 1 N _ —Inzy
dy 2’ dr 2t

. De modo que (2.50) no es una ecuacién diferencial exacta. Veamos si M y N cumplen
con la condicién del Caso [.
oM _ 8N 1 4 In zy
Gy 9z _ 3t 7
N - 1+Inzy

&

1

-, 2.51

: (2.51)
Como (2.51) es exclusivamente funcién de z, un factor integrante es

plz)=e £ _e

Inz __

x.

Multiplicamos {2.50) por u(z) y obtenemos la ecuacién

(i— + 23:) dz + (1 +Inzy)dy = 0,
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la cual es una ecuacion diferencial exacta que tiene la misma solucién que {2.50), definida
implicitamente en la ecuacion
ylnzy + 22 = ¢.

EJEMPLO 3. Resolver
(y+z+2)dz+dy=0. (2.52)

Solucién. Ahora
Mz, y)=y+2z+2, N{z,y) =1,
oM oN
8y or
Entonces (2.52) no es una ecuacién exacta. Hallaremos un factor integrante. Primero,
veamos si M y N cumplen con las condiciones mencionadas en el Caso L.

1, 0.

oM _ ON

Sy 8z

=L (2.53)

Vemos que (2.53) es una funcién constante y que se puede considerar como funcién de z
o bien de y. En este caso nos interesa considerarla como funcién Gnicamente de z. Luego
w(x) = e*. Multiplicamos a (2.52) por u(z) y se obtiene

ey +z+2)dr+e"dy =0. (2.54)
Se puede observar que (2.54) si es una ecuacidén exacta, cuya solucién es

y=ce F—xr—1.

EJEMPLO 4. Resolver
(6y — 24zy°)dx + (9z — 56z )dy = 0. (2.55)
Solucidn. Ya que
M(z,y) = 6y — 24zy°, N(z,y) = 9z — 56z,

oM ON
— =6 - 120zy" — =9 - 112zy*
es claro que (2.55) no es una ecuacién diferencial exacta. Determinemos un factor inte-
grante. El Caso I no puede aplicarse, puesto que
8M _ 8N
By by _ 9= 8yt
N z(9 — 56xy*)’




2.4. Factores Integrantes 67

no es funcién exclusivamente de z. Por otra parte

%—f—%i 3 + 8zy’

M 6y(1 - dzy?)

no es una funcién exclusivamente de y, por lo que tampoco podemos aplicar el Caso II.
Busquemos un factor integrante de la forma

plzy) = 2™y",

el cual se puede construir sélo si existen constantes m y n, tales que

oM 9N N M
ay Oz - T Y
— 56y _ 5
6 - 120zy" — 94 1127y* = m0E = 8027yt 6y - 24zy

z Y
-3 —8zy* = 9m — 56mzy’ — 6n + 24nzy’.

Esto nos lleva al sistema
9n —6n = -3
—56m + 2dn = -=8§,

cuya solucién es m = 1 y n = 2. De modo que u(z,y) = zy? es un factor integrante para
(2.55). Por lo que al resolver la ecuacién

zy(6y — 24zy°)dz + zy%(9z — 56z%y!)dy = 0,
obtenemos la solucién de {2.55). Susolucién y estd definida implicitamente en la ecuacién

3x%y® — 8%y = ¢

" EJEMPLO 5. Resolver
(zy+yIny)dz + (zy + zlnz)dy = 0. (2.56)
Solucion. Como

M(z,y) =2y +ylny, N{z,y)=zy+zlnz,
M

=z+Ilny+1 oN _ +1+4+Inz
ay_z ny 3 aI_y H

oM ON .
observamos que — # ——. Luego la ecuacién no es exacta. Busquemos un factor

Gy oz

integrante. Se tiene que

%’f—% _{r+Iny)—(y+Inz)

N z(y + Inz) ’
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no es funcién exclusivamente de z, por lo que no podemos calcular un factor integrante
dependiente solamente de . En forma similar vemos que

an aM

9 "oy Y- T+Inz—Iny

M zy + yloy

no es funcién exclusivamente de y, por lo que el Caso I no puede aplicarse. Vamos ahora

a buscar un factor integrante de la forma pu(z,y) = 2™y". Para ello buscamos constantes
m v n tales que

oM N mN nM
gy Or  z Y
1 1
r+ny+l—-y—-1-lnzx = me+I ne _nzy+y nY
I Y
(z4+Iny)—{y+lnz) = m{y+1lnz) —n(z +Iny).
De la ultima igualdad se sigue que m = n = —1. As{ que un factor integrante es
1
plz,y) = —.
TY

Si multiplicamos la ecuacién diferencial dada por p{z,y) , obtenemos la ecuacidn exacta
1 1
—(zy +ylny)dz + —(zy + zlnz)dy =0,
Ty Iy

cuya solucién esta definida implicitamente por la ecuacién

y+z+Inylnz =c.

EJEMPILO 6. Resolver

(22% + e7¥)dz + (2° + zy)dy = 0. (2.57)

Solucién. La ecuacidén no es exacta, ya que

M(z,y) =2z% +e7Y, N{z,y) = 2° + zy,

oM ON
— = —e’Y, —— =3zt 4y
Oy dx Y
Procedemos a determinar un factor integrante. Primero vemos que la ecuacién no cae
dentro del Caso 1, puesto que

aM _ AN -

B oz _ ¢ V— (327 4+ y)

N 8 + 1y ’
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no es funcién solo de z. Ademas

N oM
E'fﬁ _3$2+y+e‘y

M T 2z g ey
no es funcién solo de y, y el Caso 11 falla. Trataremos ahora de hallar un factor integrante
de ta forma p{z,y) = z™y". Tenemos que

oM ON mﬁ nM
dy dz oz y
3 2 —
eV 3ztoy = o+ xy n2$ +e7¥
x Y
2 ~y
—eV_3zt—y = m$2+my—2nz——ne—.
Y )

Observamos en la dltima igualdad, que no existen m, n que la satisfagan. Por tltimo, de
acuerdo con el Caso 1V, buscamos un factor integrante de la forma

ulz,y) = of Pl)dz+ [ Qy)ay.

Es necesario encontrar funciones P{z) y Hy) tales que

oM  ON
Fy_ — E = N(I,y)P(I) - M(I! y)Q(y)
Es decir
eV (3 4y = (24 5y)P(s) - (27 + e *)Q)
—e Y — 3:[;2 -y = _’[,'SP(x) + xyP(:r) - ngQ(y) - eﬁyQ(y)
-3zt —y -V = 2'Pz) - 22°Qy) + yaP(z) - Qy)e".
- En consecuencia Q(y) =1, P(z) = —% y un factor integrante es

way) = ef Tel

= & ln..':ey

e¥

x

Asi que multiplicamos la ecuacién (2.57) por este u{z,y} y obtenemos
€ 5.2 e¥ 3
;(2x + e V)dz + ?(I + zy)dy = 0,
la cual es una ecuacion diferencial exacta, cuya solucién es la misma que la de la ecuacién
original y estd definida implicitamente en la ecuacién

(z’+y-1e' +Inz=c
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EJERCICIOS 2.4

Mediante un factor integrante adecuado resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.
1. (22% + y)dz + (z%y — z)dy =0

2. (42% + 3cosy)dr — zsenydy =0

e¥
3, (1 T ;) dz — (z + 3¢¥)dy = 0

2 T 2
4. (217; + ??) dr + 4z°ydy =0
5 y(1+Inzy + 2z)dz + (x — 2y%)dy =0
6. (6z%y* — 4yt )dz + (22%y — 42y’ )dy = 0

1

7. %cos Ty + 3 senay + 3y3) dz + (coszy + 3zy*)dy = 0

g%(l + Inzy)dz + (1% - 3) dy =0

9. (z+ z®sen2y)dy — 2ydz =0

10. cosydz + (2rseny — cosdy)dy = 0

2.5 FEcuaciones Diferenciales Lineales

La ecuacién diferencial lineal de primer orden, tiene la forma general

ay
a(e)o -+ aolzy = f(z). (2.58)
Dividiendo entre a,(z), resulta la forma mas util
Y Py = ola) (2.59)
dz nT)y =qizx). .

Es facil verificar que la ecuacién diferencial (2.59) tiene como factor integrante a la
funcién
plz) = el Pl (2.60)

Si multiplicamos la ecuacién (2.59) por u(z), se sigue que

2 @) = uq(a)
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e integrando ambos miembros de esta altima igualdad, obtenemos la solucién general
de la ecuacidn.

EJEMPLO 1. Resolver

d
@+ 1) — oy = (2 +1)" (2.61)
dz
Solucién. La ecuacién es lineal. Escribamos primero la ecuacion diferencial como
ay 2 3
- =(z+1)%
dz  z+1Y (z+1)

Un factor integrante es

ulz) = e fene
eln(..':+])_2

= (z+1)7%
Multiplicando la ecuacion diferencial por (x + 1}72, podemos escribir la ecuacién como

d
(x + 1)‘2£ oz 1)y =41,

0 equivalentemente
d
E[(I + D)% =z +1,

e integrando
1
(z+ 1)y = 5(1: + 1) 4c

Por lo tanto, la solucién general es

1
Y= §($ +1)% +e(z + 1)%

EJEMPLO 2. Resolver
(22° — ye¥)dz — e¥dy = 0, y(0) = 1. (2.62)

Solucidn. La ecuacidn es lineal. La escribimos en la forma

d

A y = 2z%".
dx

Un factor integrante es

u{z) = e
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De modo que

d .
g ey = 2z°
di
d .
—[e™y] = 22?
—e7y]
T 2 3+
ey = -1 +¢
Y3

La solucién general, viene dada por
2

Y = (51'3 +cle™ .

La condicion inicial ¥{0) = 1 da ¢ = 1. Por consiguiente la solucién del problema de

valor inicial es
2 a -z
Y= (EI + 1)e™".

EJEMPIL.O 3. Resolver
1
{zlnz)y + (1 + Inz)y + 5ﬁ(2+ln:c) =0. (2.63)

Solucidn. Escribimos la ecuacion diferencial en la forma

1+1 1 241
J+ nxyZA_\/E rw:_
zlnz 2 zlnz

Un factor integrante es
L+lnzx

wulz) = ef SeTdr =zlnz.

Multiplicamos por pu{z) = zlnz
L
(zlnz)y' + (1 +Inz)y = —5\/5(2 +Inzx)

%[(:ﬂlnz)y] = —%\/5(2 +lInz).

Asi que
3
2

(zlnz)y = —éx {4+ 3Inz) +c

La solucidn general es

v c

91n$(4+3ln$)+ Py

y=-

EJEMPLO 4. Resolver 4
Y _ ! _ (2.64)
dr  Tseny + 2sen2y
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Solucién. La ecuacién diferencial (2.64) no s separable, ni homnogénea, ni exacta, ni

lineal en la variable y. Sin embargo considerando los reciprocos, tenemos

dr
— = xseny + 2sen 2y,
dy
o hien
dz
1 (senylr = 2sen 2y.
dy

Lailtima ecuacidn es lineal en z. El factor de integracién correspondiente es

ply) = e Sy

E_uu:&u_
Luego
dx s
OSY_— — ¢“¥(seny)r = 2seny ™5V
ey |
i |( lu.‘;_]l_] — 45@“ y COS yecosy
dy

Ty = 4/SEH'yCOSye“’Wdy

COSY

= 4(1 — CO8 y)ecosy -
La solucidn general de (2.64) es

r=4(1 — cosy) + ce” =Y,

EJERCICIOS 2.5

Diga si la ecuacién diferencial dada es lineal en y 0 en 2. En ¢5350 de serlo determine su

solucidn general.

dy  y
1. =+ —-=1
dr =z
dy 2x 41
2. r—= =71
Id:r: .'r+1y

3. (1+z¥)dy + (zy +2° + z)dr =0
4, 7y =3y + 2" cos T, y(2m) =0

5. ydz + (xy + 2z — ye¥)dy = 0
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¥
6. o = — 2
Y 2ylny — z
7. zy + 2y = senx

d
8. sen zd—g + (cosz)y =0, y(—-m/2) =1

dy 1
) dr e -z
2 QY
10. cos*c— +y— 1 =10, y(0) = -3
dz

2.6 FEcuaciéon de Bernoulli

A una ecuacion diferencial de la forma

Y4 Pla)y = oy (2.65)
T
con n un numero real, se le llama ecuacién de Bernoulli.

Sin=0o0n =1, (2.65) es una ecuacién diferencial lineal. Ademds si n = |, la
ecuacién se puede resolver mediante separacidn de variables. Asf que nos concentramos
en el caso en que n # 0, 1.

El método para resolver una ecuacidn de Bernoulli consiste en transformarla en una
ecuacidn diferencial lineal mediante un cambio de variable, veamos.

Dividiendo ambos lados de (2.65) por 3", resulta

d
v+ Pl ™ = fla) (2.66)
T
Sea
w=y"", (2.67)
entonces d d
w _a Gy
hakoduuy e BN at
dz (1=n) dz’
por lo cual
l dw dy
— =y 2.68
l-ndz 7 dz ( )
Sustituyendo (2.67) ¥ (2.68) en la ecuacién diferencial (2.66) obtenemos
1 dw
g, e = fla)

dw

S (-nPEw = (1-n)fe),
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que es una ecuacién diferencial lineal.

EJEMPLO 1. Resolver

f‘y _ oT 2
7 ¥ y.

Solucién. Dividiendo la ecuacién (2.69) por y?, resulta

'.!dg _ y—l =7
dz '
Sea

dw d
w:y_1‘ = — _?‘_y_

dz Y 4 T dz
Sustituyendo en {2.70)

Resolviendo la ecuacién diferencial lineal tenemos

1 I —-T
w=—=—e* 4+ eI,
¢ T
y recordando que w = y~!
-1 _ _ez + 2(:16_:
=
de donde
2
v=- -z T’
(&4 — e

EJEMPLO 2. Resolver

y(6y® — z — 1)dz + 2zdy = 0.

Solucidén. Veamos si es una ecuacién de Bernoulli.

y(6y® —x — )dz +2zdy = O

d
63;3—:1:1,/—y+21—E = 0

dx
dy _ 3
dy z+1 3,

dz 2z vy = ——;y

du _ ady

dx

(2.69)

(2.70)

(2.71)
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Asi, efectivamente se trata de una ecuacién de Bernoulli. Dividiendo por 3, se sigue que

_3@ .'I'"i‘]. _n 3

dr 2z ¢ T T
Sea w = y . Entonces
d d
_’LU = k2y73£
dz dz
ldw _sdy
2dr 4 dr
ldw z+1 3
e i) — —_—
2 dx 2z T
dw xz+1
— o= —.
dx x I
Resolviendo la ecuacidn diferencial lineal se obtiene
w = {6+ ce )z
yr o= (6+ceT)z?
_ T
v 6+ ce~T
EJEMPLO 3. Resolver J
Y Y
—_ = — 2.72
dr  z4yPa? (272)
Solucion. Noétese que
dy _ ¥
dz x + yiz?
ay y

dz (14 y3z)’

luego la ecuacién {2.72) no es de Bernoulli en la variable y, pero si la escribimos como

dr _ z+y'z?
dy y
tenemos que
dzx i,
_ — —_ + —T
dy y oy
dr 1
&L, - y2$27
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la cual es una ecuacidn diferencial de Bernonlli en z. Dividiendo por r

w
Sea uw = 77, entonces =

Y

[

2

, resulta
dr 1 .
—28L _ lo-1_ .2 5 o
o y'{ y (2.73)
,dx :
d_ Sustituyendo en (2.73) resulta
v
du 1
dw 1
dy y

y resolviendo la ecuacidén diferencial lineal en w obtenemos

Ya que w -z setiene

de donde

-y i
u: o =

4y

oA
S A

x
4y

)

1y
c—y!

=

EJERCICIOS 2.6

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Bernoulli.

1. 2z% = y(y? + 3z?)
2. 222 + 2oyy’ = 2% +y°

dy vy
dr 2z 2y

4. 2y + 6y = 33:y§

vy + 2zy® = 6z

o W

yidz + (2zy — 523)dy = 0
7. (1 — 2%y — zy = Tzy?

8 vy + dzy' =8z

9. (ylnz — 2)ydr = zdy

10. y'(z%y® + zy) = 1
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2.7 Miscelanea de Ecuaciones Diferenciales

No existe un mélode general para resolver ecuaciones diferenciales. Por consiguiente,
para resolver una ecnacion diferencial recomendames primero investigar si es de alguno
doe los tipos estudiados en las secciones anteriores: separable, homogénea, exacta, con
un factor integrante, lineal, etcétera, y postericrmente aplicar el método de solucién
correspondicnte.

Algunas ecuaciones diferenciales pueden resolverse por varios de los métodos vistos
en las seccioles anteriores.

EJEMPLO. Resolver

(22 + zv*)dz + (dy + z%y)dy = 0. (2.74)
Solucién. Veanios primero si la ecuacién (2.74) es de variables separables.
(4y + 2'y)dy = —(22 + zy*)da
yld+ 28y = —z(2+ y¥)dr
Y -
——dy = dz.
24+ y? Y 1122

Asi, (2.74) resulté de variables separables. Integrando y reduciendo, obtenemos

n(2+v*) = —~In(d+z%)+¢
In(2 +y¥)a +2%) = ¢
2ry)d+a) = o
84 22° + 4y’ + 2% = o

Por otra parte, si en (2.74) denotamos

M{z,y) =2z +2y®  N(z,y) = dy + 27y,

entonces
oM _ ON -
— 9 N our
By Y e T
Por lo tanto, la ecuacidn (2.74) también es exacta. Luego, existe una funcién f tal
d . .
que g—f =My 6_f = N. A partir de estas relaciones encontramos que
x Y
z2y?
flz,y) = /(21" +zyi)dr = 24 5 + h(y)
O ity + Wy) = 4y 4+ y2’
dy
Riy) = dy

My) = 2y2+cl.
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De donde
22y ,
flz,y) =z% + - + 2y° + ¢y

La solucidn estd dada por f(z,y) = ¢, con ¢; una constante, o equivalentemente

207 + 2%y a4yt = o

Finalmente investiguemos si la ecuacién (2.74) es lineal. Tenemos
(dy + 2°y)dy + (22 + zyP)dz = 0
d
(dy + Izy)d—y t2zxtay = 0
T

d
(4y +2%y) = + 2y = -2z
dz
d -2z
dz {4y + 2%y} dy + yz?
d T -2z
Ty =
dr = y(4 + z%) y(d + 2%}
dy x -2z
i aret T iy

De aqui, es claro que no es lineal, pero si es de Bernoulli. Resolviéndola como tal,
encontramos

dy r -2z
y—+ e
dr = 4+ z2 4 4 z2
) dw dy
81 w= yz; E = 2ya
1 dw N T —2x
Syt =
2dr 44 z2 4 4 12
dw N 2z —4dx
JR— u} — _—
dr 4+ z? 4+ z?
u(x) = ef wards _ gn(aae?) gy 47
d
(4+$2)d—w+2$w = -4z
T
2
d(cl(;f )w o g
{4 + Iz)w = —-2z%+¢
(4+2Yy? = 222 +¢

4y + 2ty 4220 = o

En conclusién, la ecuacién {2.74) se pudo resolver por tres métodos distintos y por
supuesto el lector desarrollard su propia estrategia al resolver una ecuacion diferencial.
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1

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20. —

(e

Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

EJERCICIOS 2.7
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

d_y Az ty—6
dz y—x+1
~ 4 1) cos 2zdz + (1 4 sen2z)dy = 0
P Y 1
y=7r t Byl
, eYcosz

e¥senz + b

seny — 2ye "

(
(:r—ycos )dr%—zcos—dy 0

24y
d

(142 = oy + 2ty

‘senz)dz + (cosy + 277

cay +2y—e" +lnz =0

1
T —+$y—3—:—0 con y(1)=

1

(dy + 22 — S)dz + (by + 4z — 1)dy =0

(er:ccot >d$—$dy—0

senz(e™¥ + 1)dz = (1 + cosz)dy

con y(0)

(zcosy —yseny)dy + (zseny + ycosyjdr =

22%dy — (y? + 2zy — 2)dz = 0
(vVzy — Vz)dz + (Vzy + Vy)dy =

(z%e™= + y?)dz = zydy

: dy
(e +l)d,:c

zdy — (2y + 2% sen 3z)dr =

i

y:

dr
a6

1

—

=y—ye

2z — 3y

3r

con 7(0)=

0

1

cos z)dy =

=0

0

0
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21. (z +ye*)dz - zezdy =0

22. (z? + y° + z)dz + zydy = 0

d
23. 3:%+:l:+y+1-:(:1:+y)2f33I

dy
24, -2 = S
T y(xy )

25. dr + (E - seny)dy =0
Y

26. (y° + 3zy)dz = (42° + zy)dy

dy
27 —=—=1—Jy+ 3z -
iz y+ 3z — 2

28. x?dr + (1 — 2y)dy =0

dy _
dr

30. (6z%y + 12zy + y*)dz + (627 + 2y)dy = 0

29. y+x(loz —Ilny — 1) 0

31 (2% + xy + 3y¥)dx — (2% + 2zy)dy = 0
32. (ylny + ye™}dz + (r + ycosy)dy =0
33 Y (zy +y)(1+2") =«

34, 2%y = 1— 2?4 y? — 2%

35. 2= == — qy7"

36. (2zy + 3y%)dr = (2zy + z°)dy
37. 6zydzr + (4y + 92%)dy = 0

2cosz =0, con y(m) =1

By -y—=z
39. (2z + tany)dz + {x — xtany)dy = 0
40. y*dz + (2y — 2%)dy =0

d_y_?xy2+y
dr  z— 23

42, zydr — 2%dy = y\/ 22 + yidy

41,
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43.

44,

45.

46.

47.

48,

49.

50.

ol.

52.

53.

o4.

35,

56.

57.

58.

59.

60.

61.
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2 Ay
zy(1 +Iy2)£ =1

(y + 32y + 2H)dz + (z + 2¥)dy = 0

d
Id_?; —y =z +y?
(22 + 2zy)dz + (2% + 20 + 3y )dy = 0
(cosxcosy + senz)dr — cosx tanydy = 0

d_y z+y—3
dr  2r—y+1

dy ay+2y—z-2

dx y—dy+z—3

(zy* —y*+z - Ddz+ (ZPy - 2zy+2° + 2y — 22 + 2)dy = 0

d'u_ v 1
ds s+ /s

COs ¥y sen tdy sen t
- = Y COS
dt
dy L+y+3
at ~°
rcoszdr + (1 — 6y°)dy =0 con y(m) =10

ydz + zdy
1——I2y2 + rdr = 0
4y% ~ 22° 8y* — z°
i Al 2T 4y =0
4ry? - 13 T 4y — 2%y v

dy _rHy+?2

dr z+y—4
(dy —2%)dz —xdy =0 con y(1)=0

1 1
(m +y)dz + (z — Qy—%)dy =0 con y(9)=1

3zy — 2y = 2%y °

_ ¥
dz =+ /7Y
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62.

63.

64,
65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

73.

74.

75.

76,

7T

dy 2+ ye™
dr 2y — ze™v

d
(3zy’ - 2%) 2 = 3y’ — oy

3z%y%dz + (22%y + 2y)dy =0
iy + P =zcosz

dy 2:1:3/(2"3?-'z

2

dr 32 + y2e'v” 4 2720
(mycosg + z%sen E) Yy’ :-y?cosE con y(1)= al
T z T 2

(z + 2zy°)dz + (1 + 32 + y)dy = 0

! 3 4 1
Yy -~y =z'ys
z
&y _32°V16+y"
dr Y
(y + *y*)dz + zdy = 0

Cze¥dr+ (¥ —1)dy=0 con y(0) =0

Encuentre el valor de n para el cual ecuacién: (r 4 ye*¥)dx 4+ nre*™dy = 0, es
exacta y resuélvila para ese valor de n.

Resuelva: (i— + 2:.:) dz + V1 +z%dy =0 con y(0) = 6.

v1+z?

3
Resuelva: 3z%(1 + log y)dz + (I— — Zy) dy = 0.
Y

Resolver la siguiente ecuacién diferencial
(=3y + 22 )dz + (42 — 3z*yH)dy = 0
(sugerencia: u = z™y" es un factor integrante de la ecuacién.)

Una curva parte desde el origen por el primer cuadrante. El 4rea bajo la curva
desde (0,0) hasta (z,y) es un tercio del area del rectangulo que tiene a esos puntos
como vértices opuestos. Hallar la ecuacién de esa curva.,
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78. Sea t la tangente a una curva C en un punto . Sea F' el punto sobre el gje z tal
que F'P es perpendicular al eje z y sea T el punto de interseccién de ¢ y el eje z.
Encontrar la ecuacién de la familia de curvas C las cuales tienen la propiedad de
que la longitud TF es igual a la suma de Ja abscisa y de la ordenada de P.

79. Sea t la tangente a una curva ' en un punto P. Encontrar la ecuacién de la familia
de curvas C las cuales tienen la propiedad de que la distancia del origen a ¢t es igual
a la abscisa de P.

80. Sea ¢ la tangente a una curva C en el punto P y sea F' el punto del eje z tal que
PF es perpendicular a dicho eje. Encontrar la ecuacién de la familia de curvas C
las cuales tienen la propiedad de que la distancia de F a ¢ es constante.

2.8 Cambios de Variables Diversos

El cambio de variable es una idea genérica en Matematicas, la cual como se ha visto
en las seccidnes anteriores, también puede aplicarse al tratar de encontrar soluciones de
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, deseamos enfatizar que no hay un método general
para proponer cambios de variable. Veamos alguncs ejemples adicionales.

EJEMPLO 1. Resolver

d l
re Y g ot o T (2.75)
dx
Solucién. Sea u = e%. Entonces
dﬁ_ Zy d_yj ld_u:e%d_y_
dz dx 2dz dz
Sustituyendo en (2.75)
lx@ +u= loz
2 dx o
Asi, la ecuacién se ha transformado en la ecuacién diferencial lineal
du " 2 _ Inx
de Tz Car

cuya solucién es
2 c
uw=—(zlnr —z)+ .
T z
Usando que u = e*, encontramos la solucién de la ecuacién original en la forma

2 c
% — Z(lpr—114 —
e (lnz—1)+ 5

2y = In

1 2

2 c
;(ln:c -1} + F]
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EJEMPLO 2. Resolver
Yy +ylny = ye”. (2.76)

Solucién. Sea u = Iny. Tenemos que

du _ldy
dz  ydz’
y como y = ¢e*
e“du _dy
dz  dz’
Sustituyendo en (2.76) resulta
eud_u+ u _ u_T
5, teu = e'e
d
ﬁ-i—u = €'

Luego, hemos obtenido una ecuacidén diferencial lineal con solucidn

1
u(z) = §er +ce™"

Por lo tanto

xz

1
Iny = Ee” + ce” %,
de donde

y = e%e‘+ce‘z

EJEMPLO 3. Resolver

dy
E:2+\/y—2$+3. (2.77)

Solucién. Sea u =y — 2z + 3. Entonces

du  dy 5

dr  dz
du dy
huha I,
d$+ dz
d
o = 24
dz

du

N

Note que la ecuacidn diferencial que acabamos de obtener es separable. Resolviéndola

llegamos a que
T 2
u= (5 + C)
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En consecuencia
2
y—2r+3 = <E+c)
2
2
y = 2$—3+(%+c) .

EJERCICIOS 2.8

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

di
1. -2 = sen(z +y)
dx
dy
9 21 y—z+5
e + e
d.
3. Jy Fr+y+1=(z+y)e®
Na

4. Y +1=eWgeng
5 3 = (r+1y)?
6.y =sen?(z —y+1)

7. Haciendo el cambio de variable z = y/z", esto es, ¥y = zz™ y escogiendo un valor
adecuado de n, demuestre que las ecuaciones diferenciales sigutentes pueden trans-
formarse en ecuaciones de variables separables y resuélvalas:

d _ 2
g W _y-T
dz =+ z%
d 9 3 P
b) Wy hptan
dr = y z?
8. Resuelva

a) .Iy” + 2y1 — 0
b) 2"+ 24/ =z

(Sugerencia: haga v =1y")
9. Resolver las ecuaciones

a) w'+)PE-1=0
b)  w' - (W) -y*=0
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2.9 Ecuacion de Ricatti

La ecuacidn J
Y
- = P(z)y" + q(z)y + 7(z) (2.78)
se llama ecuacidén de Ricatti. El método de solucidén que preponemos para resolver
(2.78) supome que se conoce, o bien puede calcularse, una solucién particular de la
ecuacién. Sea y, una solucién particular de (2.78), entonces es facil mostrar que la
relacién

1
y=y1+;, (279)

define una familia de soluciones de la ecuacién de Ricatti, donde v satisface cierta ecuacion
diferencial lineal, como veremos a continuacién.
Derivando (2.79) con respecto a z obtenemos

dy _odv
ai;p:_yl v dz’

Sustituyendo esta expresién junto con {2.79) en (2.78) tenemos

duv 1\? 1
‘o -2 — - -
wov o =pla) (yz + ,U) +g(z) (yl + ,U) +7(z),
0 equivalentemente

olz)
v

Y plz)n | plz
v~ 2£=p($)yf+2%+%+m)yl+

+ r{z). (2.80)
Ahora bien, ya que que y; es solucién de la ecuacién diferencial, se cumple que

vilz) = p(2)yi(z) + g(z)wn(z) + r(z),

lo cual reduce (2.80) a

_ et 2w plr) | alz)
dzx a v 'U2 "
2_; = —[2p{z)yv + p(z) + ¢(z)v|
:_z = —[2p{z)y + ¢{z)|v — p{z).

Es decir, v satisface la ecuacién

2t () +a(o(x) = —ple). 281)

que efectivamente es una ecuacién diferencial lineal.
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EJEMPLO . Resolver

dy ) 1

A A 2.82

P (2.82)
Solucién. Es claro que (2.82) es una Ecuacién de Ricatti con p(z) = 1, ¢(z) =
-1/z, r(z) = —1/z? Observando que 4, = 1/x es una solucién particular de (2.82),

en este caso la ecuacién (2.81) para v toma la forma

dv+(2 1) _
dz Ve

esto es
—+ —v=—-1 (2.83)

Un factor integrante de (2.83) es
pz)=el ¥ =z

Multiplicando (2.83) por u(z) y resolviendo igual que antes, encontramos que

dv _
Totv = -2
d
d—;(z’u) = -z
72
rv = —E + ¢
o = T,a_c- z?
o2 s 2
donde ¢ = 2¢,. Por lo tanto, de acuerdo con (2.79)
1 2z
= — 4+ -
ylz) =+

es una familia de soluciones de la ecuacién diferencial (2.82).

EJERCICIOS 2.9

Resuelva las sigulentes ecuaciones diferenciales de Ricatti, utitizando la selucidén particu-
lar ¥, indicada.

dy

L. =yt oy 41, Y=z
dix
d
2. L ="t (1= 4+, w=c
dx
dy 4 1 2
3-E—=——2——y+y2, ==
T ¢ oz T
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2.10 Ecuacion de Clairaut

La ecuacidn diferencial de la forma

y=zy + f{¥), (2.84)

con f una funcién arbitrasria, se llama ecuacién de Clairaut.
Mostraremos que las rectas

y = cz+ fe), {2.85)

con ¢ un numero real, constituyen una familia de soluciones de la ecuacién de Clairaut
y que ademads dicha ecuacién posee la siguiente solucién definida en forma paramétrica
por las ecuaciones

2= (1), ¥=f)-tf) (2.56)
En primer lugar, derivando (2.85) con respecto a z se sigue que
¥ =c
y sustituyendo en {2.84) vemos que ésta se reduce a la identidad
cr 4 fle) = ze+ flo),
lo cual muestra que (2.85) es una solucién de (2.84) para todo ¢. Obsérvese que la

expresién (2.85) de esta familia de soluciones se obtiene trivialmente poniendo 3" = ¢ en
el lado derecho de (2.84).

Por otra parte, de las ecuaciones (2.80) tenemos que

dir e

HI = _j (i)

d.

o= S-S0t = -

dy dy dt " 1
= = = - _ =1
dx dt dr 7 (—f”(t))

. d . . . . .
Sustituyendo y y —dy en la ecuacidn diferencial de Clairaut llegamos a la identidad
N

) = tf(6) = = f (Ot + f{1).

De modo que efectivamente (2.86) definen otra soluciéu de (2.84).
A la solucién paramdétrica se le lhuna solucién singular y requiere que f(t) # 0.
Note ademds que esta selucion no se puede obtener de la familia de rectas (2.85).
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EJEMPLO. Resolver
y=zay +1—Iny. (2.87)

Solucién. La familia de soluciones es
y=cr+1l—Inc

Identificando f(y'} = 1 — Iny/, la solucién singular estd dada por

r = -
v = S0t

y como

resulta

1 1
y = umn-%-ﬂ:z—mhﬂ—mﬂ

st

de donde, ¥y =2+ Inz es la solucidn singular.

EJERCICIOS 2.10
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales
Ly=zy - (y)°
2. y=zy — tany/
3 y—zy =1Iny

2
d
(_y) + {(z + a)y’ —y = 0; con a una constante.

-

dz



Capitulo 3

Aplicaciones de las Ecuaciones
Diferenciales de Primer Orden

3.1 Trayectorias Ortogonales

Se dice que dos curvas son ortogonales si se intersectan y en los puntos de corte sus
rectas tangentes son perpendiculares entre si.

Si todas las curvas de una familia de curvas F(z,y,¢;) = 0 son ortogonales a todas
las curvas de otra familia Gz, vy, co) = 0, entonces se dice que las [amilias son, cada una,
trayectorias ortogonales de la otra.

Una aplicacién elemental de las trayectorias ortogonales es la siguiente. Se tiene
un iman y se han esparcido limaduras de hierro alrededor de él. Ver figura 3.1. Las

Figura 3.1: Lineas equipotenciales.

lineas punteadas (las limaduras) son las lineas de tuerza. Las lineas continuas son las
trayectorias ortogonales v se llaman lineas equipotenciales (lineas de igual potencial).

91
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EJEMPLO 1. Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de pardbolas y = ¢z°.

Solucién. De la ecuacién de la familia dada y = cx? se sigue que

dy
— = 2cz1.
dx
Sustituyendo
Y
c = =
obtenermnos
dy 2y
dr 1

Luego, las trayectorias ortogonales deben cumplir

dy T
dr 2y
Resolviendo la ecuacidn diferencial encontramos
2 a? 4
Y= —— + 9.
Y 5 2

Asl, las trayectorias ortogonales de las parabolas con vértice en el origen y cuyo eje
es el eje y, son elipses con centro en el origen y eje mayor en el eje z.

EJEMPLO 2. Determine el miembro de la familia de trayectorias ortogonales de
3zy’ = 24 3.7,
que pasa por (0,4).
Solucién. Se tiene qne
3zy? — 2
3oy = —.

Derivando esta expresién obtenemos

z[3z(2yy") + 3y°] - (32y° - 2)

0 = 2
_ Bzfyy + dzyt — x4 2
0 = 7 ,
de donde
d
6rly—2 12 = 0
dx
dy
3rty—=—= = -1
‘ ydz
dy 1
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Luego, la familia de trayectorias ortogonales debe satisfacer la ecuacidn diferencial

ay o, s
dr_SIy'

La solucién general de dicha ecuacion es

Yy =ce’, cER.

Finalmente, de la condicidn inicial y{0) = 4 resulta ¢ = 4. Por lo tanto la curva buscada
es
y = 4de

3.2 Mecanica

EJEMPLO 1. Al abrir su paracaidas un paracaidista estd cayendo con una velocidad
de 176 ft/s, si la fuerza de resistencia del aire es Wv?/256 1b, donde W es el peso total
del hombre y del parcaidas y v la velocidad con que va cayendo, hallar la velocidad en
cualquier tiempo después de abierto el paracaidas.

Solucién. El diagrama de cuerpo libre es
AF,

vW

Figura 3.2: Diagrama de cuerpo librc

De la segunda ley de Newton, usando que W =mg y g = 32 ft/s*, se sigue que

dv

- Fua

mdt total

= W-F
Wo?

= W-—
256

(256 — v¥)mg
256
32m{256 — v?)
256
m(256 - v?)
— s
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0 equivalentemente
dv 256 — v?
a8
La ecuacion diferencial (3.1) es separable, resolviéndola v usando la condicidn inicial
v{0) = 176, obtenemos

(3.1)

6 + 5e~%

6 — He— 4’

de donde se observa que para t muy grande v(¢) tiende al valor de 16 ft/s. Esta es la
llamada velocidad terminal y es la velocidad con que el cuerpo llega al suelo.

v(t) = 16

EJEMPLO 2. Pensar en un viaje interplanetario antes de mediados del siglo XX era
ubicarse en el terreno de la ficcién, pero hoy es una realidad. Consideremos un viaje a la
Luna. ;Con qué velocidad debe salir una nave de la Tierra para poder llegar a la Luna?

Solucidn. La figura 77 ilustra la situacién.

Luna v

Figura 3.3: Viaje a la Luna.

Denotamos por Mr, My, m,r y d a la masa de la Tierra, la masa de la Luna, la masa
de la nave, la distancia del centro de la Tierra a la nave, y la distancia de la Luna a la
nave, respectivamente. Véase la figura 3.3.

De la ley de la gravitacién universal de Newton tenemos que sobre la nave actuan dos
fuerzas

G Mrm GM;m
=" sz=d—i‘-

2
-
Si ignoramos la influencia de la Luna y demds planetas distintos a la Tierra, asi como
otras fuerzas de resistencia entonces

_ —GMTTTT.

ma
2

¥
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es decir
-K

con K = G My ura constante positiva. El valor de K puede expresarse en térininos de
Ry g como sigue. Cuando r = R, a = —g de donde —g = —K/R?*y K = gR*.
Asi

R‘l
a = — ﬁ'
Por otra parte
_dv dvdr  dv

“T@ T drat ar

En consecuencia

R? dv
—g= = p—. 2
rr - (3:2)
Resolviendo la ecuacidn diferencial (3.2) mediante separacién de variables obtenemos
2gR?
v? = g +c

Ahora, si v = vg para r = R entonces

’US =29R + ¢,
de donde
c=ut— 2R
¥
2

R
v = 29— +vf - 2gR.
r

Note que si v — 2gR < 0 entonces existe un valor de r tal que v serd igual a cero, lo
cual implicaria que la velocidad v cambiaria de positiva a negativa y la nave volveria a

la Tierra.
Por lo tanto, para que la nave escape de la Tierra debemos pedir que

vg — 2R > 0,

0 equivalentemente
Vo = 2gR

De aqui que la velocidad minima llamada velocidad de escape es
ve = /29 R.

Tomando en cuenta que R = 3960 millas y ¢ = 6.09 x 10~ millas/sg, eTContramos

millas _ 1, k—?

v, = 6.95
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3.3 Aplicaciones a problemas relacionados con cre-
cimiento y decrecimiento

3.3.1 Desintegracion Radiactiva.

Ley de desintegracidon radiactiva. La velocidad de desintegracién de una sustancia
radiactiva en un instante dado es proporcional a la cantidad de sustancia presente en ese
instante.

La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo necesario para que se desin-
tegren la mitad de los atomos de una cantidad inicial de dicha sustancia.

EJEMPLO 1. La velocidad con que se desintegran niicleos radiactivos es proporcional
al nimero de nucleos que estin presentes en una muestra dada. La mitad del ndmero
original de nicleos radiactivos ha experimentado la desintegracién en un periodo de 1500
anos.

a)i Qué porcentaje de nucleos radiactivos originales continuardn después de 4500 anos?
b); En cuantos anos quedara solamente un décimo del niimero original de nicleos radiac-
tivos?

Solucién. Sea z{t) la cantidad de nucleos radiactivos presente después de t anos y sea
Ty dzx
=—y - &5

To el namero original de nucleos radiactivos. Entonces z(0) = zq, z(1500) AT

la velecidad con la que se desintegran los nucleos al tiempo t.
Asi | este problema gueda formulado por la siguiente ecuacién diferencial

dx
E = kﬂ:, (33)

dénde k es la constante de proporcionalidad, junto con las condiciones
z(0) = zg
z(1500) = —.

La solucién de la ecuacién (3.3) es ya conocida
z(t) = ce*.
Usando la condicién inicial z(0) = zo encontramos que
o(t) = zoe*". (3.4)

a) Para calcular el porcentaje de nicleos radiactivos originales después de 4500 anos,
determinamos z(4500). Considerando que z(1500) = z4/2 obtenemos

o
p1500k 10

I )
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1
1500k L
‘ 2
b In0.5
150
k= —0.00046209812.
Sustituyendo & en (3.4) resulta
(1) — e 000046200812t
Luego
2(4500) = gyl —0.00015209812)(4500)

= 0 125.1?0,

lo cual nos dice que después de 4500 tenemos un 12.5% de xg.
b} Para determinar en cudntos afios quedard solamente un décimo del numero original
de nucleos, es necesario hallar el valor de t tal que £{t) = /10, es decir

o_ %o
ST
1
AL — el
¢ 10
. In0.1
Tk

t = 4982890 = 4983 anos.

EJEMPLO 2. Se sabe que cierto material radiactivo se desintegra a una vazdn propor-
cional a la cantidad presente. Si inicialmente hay 50 miligramos de material v después
de dos horas se observa que el material ha perdido el 10% de su masa original. encuentre
a) Una expresion para la masa de material restante en un momento .

b); Cudntos miligramos del material quedan después de cuatro horas?

c¢) (Cudl es la vida media de este material?

Solucion. Sea x(t) la masa del material restante después de cierto ticpo . Como al

cabo de dos horas el material se ha desintegrado el 10% de su masa oviginal. es decir
dr

el 10% de 50 mg que son 5 mg, tenemos que 7(2) = 45 myg. Ignal que autes. — & la
velocidad con que se desintegra el material radiactivo.
Asi este problema queda formulado con la sigulente ecuacion diferencial v sus condi-

ciones

dr . 3.5)
dt . (35,

con k una constante de proporcionalidad, v las condiciones

£(0) = 50, (3.6)
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2(2) = 45. (3.7)
Sabemos que la solucién general de (3.5) es

z(t) = ce™.

Empleando la condicién inicial (3.6), resulta

ce® = 50,
por lo cual
c=2350
Y
z(t) = 50e*.
Por otra parte, de (3.7} tenemos que
50e* = 45
45
2k = In—
750
1, 45
k = —ln—
2" 50
k = =0.053.

a} Con esto podemos afirmar que una expresién para la masa del material restante después
de ¢ horas es
z(t) = 50e700%%

b) El nimero de miligramos del material después de cuatro 4 horas es
z{4) = 50e(~00NW = 40.5 mg.

c) Para calcular la vida media, determinamos el valor de ¢ para el cual z{t) = 2 = 25.
Es decir,

508—0.05312 = 925

1

—0.053t = In 5

t = 13 horas.
Por lo tanto la vida media de este material es de 13 horas.

Método del Carbono 14 Este método se debe al quimico Willard Libby cuyo
descubrimiento le valié el Premio Nobel de Quimica en 1960. La teoria se basa en lo
siguiente. La atmasfera terrestre es continuamente bombardeada por rayss cdsmicos, los
cuales producen neutrones libres que se combinan con el nitrégeno de la atmésfera para
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producir el isétopo C-14 (Carbono 14 o bien radiocarbono). Este C-14 se combina con el
biéxido de carbono presente en la atmdsfera, el cual es absorbido por las plantas v éstas
a su vez son alimento para los animales. As{ es como se incorpora el radiocarbono a los
tejidos de seres vivos.

El cociente de la cantidad de C-14 y la cantidad de carbono ordinario presentes en
la atmdsfera es constante, y en consecuencia la proporcion de isétopo presente en todos
los organismos vivos es la misma que en Ja atmodsfera. Cuando un organismo muere,
la velocidad de incorporacidn de radiocarbono a él se hace nula v entonces comnienza el
proceso de desintegracién radiactiva del C-14, que se encontraba presente en el momento
de su muerte. Asi comparando la proporcion de C-14 que hay en un {ésil con la proporcién
constante encontrada en la atmésfera es posible obtener una estimacion razonable de su
edad.

EJEMPLO 3. Se ha encontrado que un hueso antiguo contiene § de la cantidad original
de C-14 de un hueso al tiempo actual. ;Cudl es la antigiiedad del f4sil?

Solucién. Sea z{t) la cantidad de C-14 presente en el hueso al tiempo ¢ v sea xg la
cantidad de C-14 cuando se formé la muestra, es decir 2(0) = z4. La vida media del C-14

es de 5,568 anos, por lo cual x(5568) = 20 Ademids & es la velocidad de desintegracion

2 dt
radiactiva del C-14.
Determinaremos la edad del fdsil al encontrar el valor de t para el cual z(t) = x/8.
Para eso, partimos de que

dz
— = kI
di
z(0) = mo,
cuya solucién es
T(t) = Ioek[.
Considerando que z(5568) = 1o/2, obtenemos
5565k T
gt 5
1
5568k = In 5
k = —0.00012448,
y asi
I(t) — 1‘06_0'00012448!.
Buscamos el valor de ¢ para el cual
g

z(t) = 3
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Tenemos que

_ . L
Toe 0.00012448¢ g0
—0.00012448t = In 2

. —1né8
—0.00012448
t - 16705

Asi, el {6sil tiene una antigiedad de 16705 anos.

EJEMPLO 4. En 1950 se hicieron excavaciones en Nipur (Babilonia), en las cuales se
encontraron muestras de carbdn que reportaron 4.09 desintegraciones por minuto y por
gramo. Una muestra actual reportd 6.68 desintegraciénes por minuto y por gramo. Se
sabe que la primer muestra se formd en la época del reinado de Hammurabi. Con estos
datos, determine hace cuanto tiempo Hammurabi reiné en Babtlonia.

d
Solucién. Sea z(t) la cantidad de C-14 presente en el tiempo t. Entonces d—j es la

velocidad de desintegracién del C-14 al tiempo t y

dx

— =4.09,
dt
dr '
— = 6.68. 3.8
= (3.8)
Sabemos por la ley de decaimiento radiactivo que el modelo a seguir es

dz

— = kz. 3.9
i (3.9)

Ademis 2:
2(0) = o,  x(5568) = 70

Como se vié en el problema anterior

(1) = moeOORI2448 (3.10)

Sustituyendo (3.10) en (3.9), se tiene

d
df ke~ 0000124481 (3.11)
Considerando (3.8) en (3.11), resulta

f 12448¢

dt
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Ahora bien, para determinar hace cuanto tiempo Hammurabi reind en Babilonia, ten-

s
dremos que calcular para gue valor de ¢, se cumple que Tl 4.09

400 = 6.686_0'0001244&

4.09
In— = —0.00012448¢
n 663 0.000 8
, 1 4.09
= - n
(0.00012448  6.68
t = 3940.9786.

Aproximadamente hace 3941 anos que Hammurabi reind en Babilonia.

3.3.2 Problemas de Enfriamiento

Ley de enfriamiento de Newton. En un cuerpo que se estd enfriando la tasa ce
cambio de la temperatura T'(¢) con respecto al tiempo ¢ es proporcional a la diferencia
entre la temperatura del cuerpo T'(t) v la temperatura T4 del medio gue lo rodea. Esto

® dT
= = k(T -
dt ( TA)I

donde k es una constante de proporcionalidad.

EJEMPLO 1. Una barra metdlica a una temperatura de 100 se pone en un cnarto
a una temperatura constante de 0°F. Después de 20 minutos la temperatura de la baira
es H0°F.

a) ;Cudnto tiempo tardard la barra para llegar a una temperatura de 25°F7

b) g,'Cuél sera la temperatura de la barra después de 10 minutos?

Solucién. Sea T(t) la temperatura de la barra al tiempo ¢, luege T{(}) = 100°F v

T
T(20) = 50°F. La temperatura del medio ambiente, T4, es T4 = 0°F. Nitese que m 08

la velocidad a que se enfria la barra.
Por la ley de enfriamiente de Newton se tiene que
dr
= =k{T - Ty),
7 { 4)
y como T4 = 0, este problemma queda formulado con la siguiente ecuacién diferencial v
sus condiciones

dr
dt
T{0) = 100
T(20) = 50.
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La solucién general de la ecuacidn diferencial es ya conocida
T(t) = ce*.
Como T'(0) = 100 se tiene que
T(t) = 100e*. (3.12)
Usando ademés que T'(20) = 50 resulta

100¢** = 50
1

20k
ek

2
k= —0.034657359.

Sustituyendo k en (3.12) tenemos que

T(t) — 1008—0.03455735911_

a) El tiempo necesario para que la temperatura de la barra sea de 25°F se obtiene
resolviendo la ecuacion T(t) = 25, esto es

1008—0.034657359t =925

?

de donde
In0.25

b= 0034657359

Asl que la barra tardara 40 minutos en alcanzar una temperatura de 25°F".
b) La temperatura de la barra después de 10 minutos es igual a

1\ %3
1 —
0 (3)

70.71,

40.

T(10)

es decir, sera aproximadamente de 71°F.

EJEMPLO 2. Un cuerpo a una temperatura desconocida se pone en un refrigerador a
una temperatura constante de 1°F. 5i después de 20 minutos la temperatura del cuerpo
es de 40°F y después de 40 minutos la temperatura del cuerpo es de 20°F, hallar la
temperatura inictal de éste.

Solucién. Denotemos nuevamente con 7'(¢t) a la temperatura-del cuerpo en un instante

ar
dado. Asi T(20) = 40°F, T(40) = 20°F y T la velocidad con que se enfria el cuerpo.
Ahora la temperatura constante del medio ambiente es Ty = 1°F.
Por la ley de enfriamiento de Newton, este problema se formula de la siguiente forma
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dT

= = KT-1)
T(20) . 40
T(40) = 20.

La solucidn general de la ecuacion diferencial es

T(t) =ce™ +1.

Para obtener ¢ y k utilizamos las condiciones dadas, como siempre.

T(20) = ce® +1 =40,
T(40) = ce®™ +1=20,
de donde

ce®®™ =39
ce'® =19
Aplicando logaritmo natural en (3.14) y (3.15) se obtiene

Inec+ 20k = In39
lne+40k = Inl19.

De aqui que
20k =1n19 — In 39,
0 bien | 19
k= —In—.
20" 39
Sustituyendo (3.16) en (3.14) resulta
39
19

Usando los valores de ¢ y k en (3.13), obtenemos que

T(t) = Ee(%'“é—g)t +1
397 719\
T = — (= 1
(2) 19 (39)
Luego ,
39
(0)=T9—+1=8105

La temperatura inicial del cuerpo era de 81°F.

103

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3.3.3 Modelos de Poblacion

Sea o (4) el wimero de individuos en el tiempo {0 La ley de Malthus de crecimiento de
poblaciones dice que 1o razon de canbio de Ja poblacién es proparcional al mumero de
individuos cn ese tietpo, o8 decir
d—! = kuw(f) A =0
it
Este modelo lineal para crecimiento ¢de poblaciones, son satisfactorios siempre que la
poblacion o sea demasiado grawcde o bieu que ne se apligne a un futuro distante.
Chnando la poblacidn es demasiado grande, este niodelo ue puede ser exacto, va que
no refleja el hecho de que los individuos compitens entre si por ol linsitado espacio vital,
por recursos laturales, ete. Asi pues, hay que agregar nn Lérmine de compericion para
que ol creciiiento de la poblacion esté representado en farma mds vealista. Una eleccion
adecnada del término competitive cs —ba?, Nlamada ley logistica (Verhulst, cu 1837):
a = ur — bt a, b= 0.
et
Ahora bien, en gencral la constaute b es muy pequena comparada con a, de tal modo que
si 1o es demasiado grande, entonces el término —bz? es insignificante comparado con
a.r. Sin embargo, st o es grande entonces el término —br® debe tomarse en cuenta ya que
disminnye la tasa de creciwniento.

EJEMPLO 1. En un cultive de bacterias se tenian z niniero de familias. Después de
ung hora se observaron en el cultivo 1000 familias de la bacteria y después de cuatro
horas, 3000 lamilias. Encontrar la expresién para el mimero de familias de la bacteria
prescutes cn el cultivo al tiempo t y el niumero de familias de la bacteria que habia
originalmente en el cultivo.

Solucidn. Sca r{t) el mimero de familias de la bacteria que hay en ¢ horas. De ahi que
d,.
(1) = 1000 y z(4) = 3000 v GTL es la velocidad a la que crece el cultivo de bacterias.

Por la ley malthusiana este problema se formula de la siguiente manera

d"
o kx
dt

#(1) = 1000
#(4) = 3000,

cuya solueidn es va conocida
kt

y considerando las condiciones se ticne que

(1) = 693.36e%%°Y
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os la expresion que nos dd el niimero ce familiag presentes en un mowento 7.
Observamos que el namero de familias que habia originalmente en el cultive es

£(0) = 693 familias.
EJEMPLO 2. La poblacién it} de una clerta ciudad satisface la ley logistica

dr 1 1,

4t 00t 10
doude el tiempo ¢ se mide en anos. Suponiendo que la poblacidn de esta ciudad es 100,000
en 1980, determine:;
a} La poblacion comno una funcion del tiempo f.
b} La poblacién en el afo 2000.
¢) El ano en que se duplicard la poblacién de 1980.
d) El comportamiento de la poblacidn cuando ¢ — oo.

Solucién.
a) Debemos reselver ol prablema de valor inicial

dr 1 1

a0t
£(1980) = 100000,

2

Separando variables, tenemos que

dx
3 — = dt,
10-2z(1 — 10-82)
y descoinponiendo en fracciones parciales el micmbro izquierdo de esta ecnaciéu. encon-
tramos que
dr N 107y i
10-2¢  1-100
Al integrar ambos lados, resulta

1 1 :
o mE e (1 =100 = rke 0 <10
In— = —d+c
1-10-5r 100 !
T iy
—_— = e TE
1 —10-%r
al despejar r llegamos a que
CoeTia!

L4 cp10-6eTm! '
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Empleando la condicién inicial z{1980) = 10% en (3.17) obtenemos el valor de ¢,

10°

= —==.
9819'8

Sustituyendo el valor de ¢, en (3.17) y simplificando se tiene que

z(t) = —L t > 1980
- l+9819.8—ﬁ .
b) La poblacién en el ano 2000 es
6
£(2000) = ———— = .
2(2000) [T 0002 119494.63,

es decir en el afio 2000 habra aproximadamente 119,500 habitantes.
c) Para encontrar el ano en que se duplicaré la poblacién de 1980 buscamos el valor de ¢
tal que

(t) = 2x10°
108
T = 2 5
1 + 9¢e!%8- 10 x 10
2(1 498 7®) = 10
¢ 4
198-7 _ 2
e o6 3
t 4
4
t = —100(1n§ —19.8)
t =~ 2061.

Para el ano del 2061 tendremos duplicada la poblacién de 1980.
d} Tenemos que

. o 10° 6
lim I(f) = lim T GeinE = 10°.
I—00 =0 ] b e

e TO0

Luego, en el transcurso de los anos la poblacién de esta ciudad se estabilizard en un
millén de habitantes.

EJEMPLO 3. Este es un medelo para la propagacién de una infeccién o un rumor
en una poblacién fija. Supdngase que un estudiante portador de un virus de gripe,
regresa a un campus universitario, aislado, que tiene 1000 estudiantes. Supongamos que
la rapidez con que el virus se propaga, es proporcional no sélo al nimero de estudiantes
contagiados, sine también, al ndmero de estudiantes no contagiades. Determinar el
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namero de estudiantes contagiados después de 6 dias, si ademads se observa que después
de 4 dias ya eran 50 los contagiados.
Solucién. Denotemos con z(t) al numero de estudiantes contagiados en ¢ dias. Entonces
z{0) = 1, z{4) = 50, 100 — z(¢) expresa el nimero de estudiantes no contagiados y %
es la velocidad con la que aumenta el nimero de estudiantes contagiados. Por hipdtesis
% es proporcional a [z(¢)][1000 — z(t)].

Este problema queda formulado asi

dz

- = kz(1000 — z)
z(0) = 1
z{4) = 50.
Podemos observar que
d
d—f = 1000k - k22, (3.18)

es la ecuacién logistica con a = 1000k y b = k. Separamos variables en (3.18) y por
fracciones parciales se tiene que

1
100642 wécmdi — dt
kz 1000 —~ SC e

Integrando en ambos lados, obtenemos

1

1
— lnp— ——— =
1000k 2%~ Toggg 21000 - 2) =1+ c

y simplificando, se tiene

T
]n 1000 - = IOOOkt + C]
z
- _ 1000
10007 — et
de donde
1000k

1 + 321000kt -
Como z(0) = 1 tenemos que ¢z = 1/999 y sustituyendo el valor de ¢y en (3.19) ()
queda de la forma
1000e 000kt
z(t) = 2
= 509 3 cwer o

0 bien
2(t) = 100
9996‘1000kt + 1 .
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Ademas r(4) = 30, por lo cual

1000

1+ 999¢—d000k —

De esta expresion despejamos & y obtenemos que

Lo 950
4000 49950
0.000990578.

k=
k

Il

Asi, sustituyendo el valor £ en (3.20), tenemos que (¢} queda al fin de la forma

(1) - 1000
) 1 + §9Qe—0.990578¢

El nimero de estudiantes contagiados después de 6 dias estd dado por

_ 1000
1 4 999,-0.990578(6)

z(6) /= 276.221,

es decir, 276 estudiantes han sido contagiados.

3.4 Mezclas

Vamos a considerar ahora los problemas relacionados con mezclas, en los cuales se supone
que una sustancia .S fiuye hacia una mezcla en un recipiente, con una cierta rapidez, y la
mezcla se mantiene uniforme mediante agitacion. Ademads, la mezcla uniforme sale del
recipiente y pasa a otro. Nos interesa determinar la cantidad de la sustancia S presente
en la mexcla para el tiempo t.

51 denotamos por A(#) la cantidad de S al tiempo 1, entonces la derivada — es la

razén de camnbio de A con respecto a . Si R indica la razdn, rapidez o tasa con la que 5
entra a la mezcla y R; representa la razon con la que sale, tenemos la ecuacion diferencial
lineal bhasica.

de la cual determinaremos la cantidad A(t) de .S en el tiempo £. A continuacién pre-
sentaremos algunos ejemplos.

EJEMPLO 1. Un gran tanque estd parcialmente lleno con 200 gal de agua en las cuales
se cisuelven 20 Ib de sal. Una salmuera que contiene 2 1b de sal por galdn, se bombea al
tanque con una rapidez de 6 gal/min y la mezcla bien agitada sale a la misma tasa.

a} Halle el nimero de libras de sal en el tanque en cualquier tiempo.

b) ;Cudnta sal estd presente después de 30 min?



3.4. Mezclas 109

¢) i Cudnta sal estard presente después de un tiempo largo?

Solucién. Denotemos con A(t) el numero de libras de sal en ¢l tanque despues de ¢
minutos. Entonces o mide la tasa de canbio de A{t} con respecto al tiempeo.
Por conservacidn de masa, tenenmos que
dA
dt

donde R, y R, son la rapidez con gue entra y sale la sal del tanque, respectivamente.
Sean ) v (4 el gasto volumétrico de las soluciones de entrada y salida al tanque v
), 5 sus concentraciones de sal. Entonces

b 0l {
R] — G]C] — (2—) (6 ga ) =12 b
gal ™min min

A(t) 1b gal 3 b
) — SO — - oy — *——A t
Ry Gy Cy (200 ga.l) (6m-m) 100 ( )771.i'n,

=R, — Ry, (3.21)

En consecuencia, la ecuacién (3.21) se reduce a

dA 3
— =12—-—A
dt 100

o equivalentemente
dA 3
— +—A=12
dt * 100 12,

la cual resolvenos sujeta a la condicidn inicial A(0) = 20.
a) La solucién a este problema de valor inicial es

A(f) = 400 — 380e 5"

que nos da la cantidad de sal al tiempo t (en minutos).
b) Después de 30 minutos la cantidad de sal es

A(30) = 400 — 380e™ 75 = 245,50 Ib.

¢) Después de un tiempo largo, esto es, cuanto  tiende a infinito, veinos que A se aproxinia
al valor de 400 lb.

EJEMPLO 2. Suponga ahora que en el ejemplo anterior la solucidn adecuadamente
mezclada se bombea hacia afuera a una tasa de 4 gal/min. Determine A(7).

Solucién. El volumen V(i) de la solucién en el tanque varia a una razén de

(Gl — Gz)_‘gai = 2_(}_(1[

mn min
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fuego
V(t) = 200 + 2¢,
asl que
b
Ry = 12

TRATL

R Alz) b 4gal 4 Aty 2
CT \V(gal )\ man) T 20042t 100 + ¢

Por consiguiente tenernos ahora

dA 2

— =12-——A

ddt 100 + ¢
0 bien dA 5

— A=12

2t T 100 e

junto con la condicidén inicial A{0} = 20.

Resotviend
esolviendo 3 800 000

Aty =4(100 + 1) 100 - 07
EJEMPLO 3. Un tanque contiene inicialmente 60 galones de agua pura. Entra al
tanque, a una tasa de 2 gal/min, salmuera que contiene 1 lb de sal por galén, y la
solucidn (perfectamente mezclada) sale de él a razén de 3 gal/min. Obtenga el nimero
de libras A(1) de sal que hay en el tanque en un instante cualquiera. ;Cuédnto demorara
el tanque en vaciarse? ;Cudl es la maxima cantidad de sal que llega a tener el tanque?

Solucidn. Continuaremos usando la notacién intreducida en los ejemplos anteriores. En
este caso tenemnos

min gal min
B o fLgal N (AQY Y A b
By = Calo= (3min) (V(t)gai _360—tmz’n'

Por lo tanto, la ecuacion diferencial es

aa _, 3 4
dt 60 — ¢t
es decir A 5
— +—A=2 3.22
dt N 60 — ¢t ( )

La condicidn inicial es
A(0) = 0. (3.23)
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La solucién del problema de valor inicial (3.22)-(3.23) viene dada por
1

Alt) = 60—t ~ oo

(60 —t)*  0<t<860.
Fl tanque se vacia después de 60 minutos. Por otro lado

/ _ 1 _ 42
Allt) = 1+—1200(60 ),

de modo que A'(t) = 0 si y sélo si

t =60+ v1200.

Como 60 + +/1200 & [0,60], A(0) =0, A(60) =0y A(60 — 1200) = §\/1200 se
concluye que la cantidad maxima de sal que llega a tener el tanque es %\/ 1200 Ib.

EJEMPLO 4. Una cierta presa, en su maxima capacidad, contiene 1,000 millones de m?
de agua. En un instante dado, estando llena la presa, tiene una masa de 2 toneladas de
contaminantes, distribuida en forma homogénea. Suponga que en temporada de lluvias
entra agua a la presa a razdén de 10 millones de m? por dia, con una masa de contaminantes
de 0.09% toneladas por millén de m? de agua y sale con la misma rapidez. Determine
la cantidad de contaminantes en la presa en cualquier instante. ;En cuanto tiempo se
reducird la contaminacién total de la presa a 1.2 toneladas?

Solucién. Denotemos cor. A(t) el nimero de toneladas de contaminantes después de ¢
dias.
En este caso, tenemos la ecuacion diferencial

dA A(t)
— = (10)(0.0009) ~ (10) {55,

junto con la condicidn inicial A(0) = 2. La solucién estd dada por
A(t) =09+ 1.le" T
Buscamos ahora el valor de ¢ para el cual A(t) = 1.2, es decir
09+11e" 7 =12,
de donde se obtiene el valor de ¢t = 129.9 dias.

EJEMPLO 5. Un tanque contiene inicialmente 100 dl de agua, en el cual se disuelven
80 kg de sal. Se introduce en el tanque agua pura a velocidad de 4 dl/min y la mezcla,
conservada homogénea mediante agitacidn, sale a la misma velocidad y va a parar a un
segundo tanque que centiene al principic 100 dl de agua pura. Agitando se mantiene
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llomogeénea la mexcla que sale de este segundo tanque a la misma velocidad ya citada.
Hallar Ia cantidad de sal en el segnneo tangue al cabo de 1 hora.

Solucién. Denoteros por A1(4) v Au(f) Ta cantidad de sal en los tanques uno v dos,
respectivamente. Para ol primer tanoue, tenemos gue

(.',h _ A 1
dat 100
A{0) = 80

v resotviendo este problewa de valor inicial, ohtenemos
A[(f) = 80670'0M.
Para ol segundo tancie, Ta concentracion de la solucidn de entrada estd dada por

) = AI(QQ _ ﬂefn.uak_g

100 di 5 di

Luego

i _
dt (5 ) 100
o cepuivalentemente
dAz 1 16 —0.04¢
— 4 — Ay =
dt 25 5

La solucidn de esta ecuacion diferencial, junto con la condicidn inicial A5(0) = 0 es
16
Ag(t) — gtegﬂ.(ldl

Por lo tanto la cantidad de sal en el segundo tanque después de una hora es

Ay(60) = 174 kg.

3.5 Circuitos Eléctricos LR y RC en Serie

En Mecdnica se ticne como base fundamental las leyes de Newton, de manera anéloga,
en electricidad se cuenta con las leyes de Kirchhoff que describen el comportamiento de
los circuitos eléctricos. En particular estamos interesados en aplicar la Segunda Ley de
Kirchhoff, que enunciaremos mas adelante.

Para el estudio de los circuitos LR y RC en serie haremos use de las Tablas 1 y 2.
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Tabla 1
Cantidad Simbolo Unidad
Yoltaje, femn o potencial E Volt (V)
Resistencia R Ohm (2)
Inductancia L Henry (H)
Capacitancia C Farad (F)
Corriente 1 Amper (A)
Carga Eléctrica q Coulomb (C)

Tabla 2
Elemento | Caida de Potencial ‘
Resistencia E—=R:
Inductor E= L%
Condensador E=2q

113

Se acostumbra indicar los diferentes elementos de un circuito como se ilustra en la

fgura 3.4.

ELEMENTO

SIMBOLO

Generagor ¢ bateria

®

Resistencia —ANNN—
Inguctor o bobira —/W—
Condensador —| ’—
Liave o intermuplor —

Figura 3 4: Elementos de un circuito

El siguiente es un enunciado de la Segunda Ley de Kirchhoff.

Segunda Ley de Kirchhoff. La suma algebraica de tedas las caidas de potencial en
cualquier camino cerrado de un circuito eléctrico es igual a cero.
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Convencién. La corriente luye del lado positivo (+) de la baterfa o generador a través
del circuito hacia el lado negativo (-).

3.5.1 Circuito LR en Serie

Consideremos el circuito électrico que se muestra en la figura 3.5.

0 ©
L AAAN——

R

Figura 3.5: Circuito LR en serie

Aplicando la segunda Ley de Kirchhoff a este circuito, la suma de las caldas de poten-
cial a través del inductor Ldi/df y de la resistencia Ri, es igual a la fuerza electromotriz
(fem) E(t) aplicada al circuito, es decir

di _
L— + Ri=E(t). (3.24)
dt

Como se observa la ecuacion diferencial que describe el comportamiento de la corriente
eléctrica a través del circuito es una ecuacién diferencial lineal y puede resolverse con el
método descrito anteriormente.

EJEMPLO 1. Resuelva la ecuacién (3.24) si E(t) = Ep, donde L, Ry Ej son constantes.

Solucién. En este caso la ecuacion diferencial para el circuito LR en serie, toma la forma

di N R, Ep
PN A
Resolviendo se obtiene
it) = 2 +ce "
R H

donde ¢ es una constante arbitraria que depende de la condicién inicial #{0} = 4.
Nétese que independientemente del valor de 45, cuando ¢ tiende a infinito el segundo

término de la solucidn se aproxima a cero. A un término como este se le llama usualmente

término transitorio o corriente transitoria. Al término (o términos) restante se le llama
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parte estacionaria de la solucidn. En este caso Fy/ R es la corriente estacionaria; esto es.
cuando t tiende a infinito, la corriente se comporta como si estuviese gobernada por la

ley de Ohm (i = Fy/R).

EJEMPLO 2. Un generador con una fem de 50 V se conecta en serie con una resistencia
de 6 Q0 y un inductor de 2 henrys. Si el interruptor K se cierra a ¢t = 0, determine la
corriente para todo f. Ver figura 3.6

Solucidén. La ecuacién diferencial del circuito es

di
2— =
p + 6z =30
o equivalentemente
di ] .
a + X =25
sujeta a la condicién inicial ¢(0) = 0.
L=2H
Et=50v (%) K

Figura 3.6: Circuito del gjemplo 2

Resolviendo la ecuacion diferencial se obtiene

. 25
(1) = = +ce”™
3
e 25
vy empleando la condicién inicial, encontramos que ¢ = 5

Por lo tanto
25

3 (1 —e %)

i(t)

EJEMPLO 3. Determine (t) para el circuito eléctrico del problema anterior si el
generador de 50 V se reemplaza por otro con una fem de £{t) = 10sen 7t (figura 3.7).
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Solucién. Ahora la ecuacion diferencial se reduce a
di
— +3:="0sen 7t
dt

cuya solucidn general estd dada por

)
i(t) = 5“8(3 sen 7t — 7cos 7t) + ce™™.

35

De la condicién inicial se sigue que ¢ = 5 asi que

; :
i(t) = 5—{3’(3 senTt — 7 cos Tt) + %e'“.

E() =10 sen7tV (*) C K

Figura 3.7. Circuito del ejempio 3

3.5.2 Circuito RC en Serie

Estudiaremos ahora el circuito eléctrico de la figura 3.8.
Procediendo en forma andloga a nuestra discucién anterior, aplicamos la segunda Ley
de Kirchhoff ¥ los resultados de la Tabla 2, al circuito RC en serie. Obtenemos

1
Ri+ =q = E(1). (3.25)
C
Pero la corriente 1 y la carga ¢ estdn relacionadas por
. dg
=2 3.26
TR (3.26)

por lo cual (3.25) se transforma en la ecuacién diferencial lineal

dg 1
LI T
Rap+ o= EW
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Y ()

C

Figura 3.8: Circuito RC en serie

EJEMPLO 4. Una baterfa cuya fem estd dada por E(t) = 200e~% se conecta en serie
con una resistencia de 20 2 y un condensador de 0.01 F. Suponiendo que ¢(0) = 0
encuentre la carga y la corriente en cualquier tiempo. Muestre que la carge alcanza un
maximo, calcule su valor y halle el valor de t para el cual se alcanza.

Solucién. La ecuacion diferencial para la carga eléctrica es

Lo
12
-]

d
2(}d—;‘r 1 100g = 200, (3.

Resolviendo (3.27) sujeta a la condicidn inicial g(0) = 0, obtenemos
g(t) = 10te™™

A partir de aqui y usando (3.26), se sigue que

d
i) = &% ~ 10e™%(1 - 51).
d

Finalmente, empleando el criterio de la segunda derivada encontramos que

Gmazr = q{=) = 0.74 coulombs.

Tl =

. Puede el lector interpretar fisicamente el comportamiento de g(£)?

EJEMPLO 5. Una resistencia de R  varia con el tiempo ¢ {en segundos) de acuerdo
a B =1+ 0.01¢. Se conecta en serie con un condensador de 0.1 F' y un generador con
una fern de 100 V. La carga inicial en el condensador es de 5 coulombs. Encuentre

a) La carga y la corriente como una funcién del tiempo.

b} La carga méaxima tedrice.

Solucién. El circuito se muestra en la figura 3.9.
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—AAMA——

R = 1+0.01t Q
e =100v ()

C=01F

Figura 3.9: Circuito del ejemplo 5

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito obtenemos
(14 0.01£)¢ + 10g = 100. (3.28)

Sustituyendo (3.26) en (3.28) se sigue que

g_q_ 4 10g 100
dt 14001t 1+001t

(3.29)

a) La solucidén general de la ecuacién diferencial (3.29) es
q(t) = 10 + ¢(1 + 0.01¢) 1000,

Empleando la condicién inicial ¢(0) = 5, encontremos que ¢ = -5, por lo cual
q(t) = 10 — 5(1 4 0.01¢)~1000

y consecuentemente
d

(1) = —3 = 50(1 4 0.01¢)~1001

dq
b) Y_a que dt. >0 plara todo £ >0, q(t) es una funcién creciente. De manera que la carga
maxima tedrica estd dada por

Gmaz = ,:1_‘,,‘1.1, q(t) =10 coulombs.
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EJERCICIOS 3

1. Encuentre las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada. Trace la
grafica de algunas curvas de la familia y de las trayectorias ortogonales.

a) y=ce’ "

b) z? + y? = 2cx

2. Determine el miembro de la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas
dada, que pase por el punto indicado

a) y =csent, (0,2).
b) y= ! (2,3).

Incz’

3. El uranio se descompone a una velocidad proporcional a la cantidad presente. Si
inicialmente hay 10 g y después de 2 horas se ha perdido el 5% de su masa original,
hallar

a) La cantidad restante de uranio como funcién del tiempo.

b) La cantidad de uranio después de 5 horas.

4. Cierto material radiactivo se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad
existente en cada instante. En una prueba realizada con 60 mg de este material, se
observd que después de 3 horas, solamente permanecia el 80% de la masa original.
Hallar

a) La cantidad restante de masa en cualquier instante.
b) ;Qué cantidad de material hay después de 5 horas?

¢) ;Clanto tiempo debe transcurrir para que la cantidad de material sea un
cuarto de la cantidad inicial?

5. Se ha observado en el laboratorio que el radio se desintegra a una rapidez pro-
porcional a la cantidad de radio presente. Su vida media es de 1600 anos. ;Qué
porcentaje desaparecerd en un ano?

6. En un cultivo de levadura la rapidez de cambio es proporcional a la cantidad exis-
tente. Sila cantidad de cultivo se duplica en 4 horas, ;qué cantidad puede esperarse
al cabo de 12 horas?

7. Un cultivo tiene inicialmente una cantidad Ny de bacterias. Para t = 1 hora, en
nimero de bacterias medido es %NO. Sila rapidez de multiplicacidn es proporcional
al nimero de bacterias presentes, determine el tiempo necesario para que el nimero
de bacterias se triplique.
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10.

11

12.

13.

14

15.
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En cierto zooldgico se ha observado que la cantidad de auimales aumenta proper-
cionalmente al niunero actual de dichos animales. Si después de 5 afios su nimero
se la duplicado v después de siete ahos el nimero de animales es 576, hallar el
numero e animales con gue se contaba el dia de la inauguracién.

Supdngase que la poblacidn P de bacterias en un cultivo al tiempo ¢, cambia a una
razén directamente proporcional a £? — P. Si inicialmente hay 1000 bacterias y
después de 5 heras la poblacién se redujo a 100 bacterias, determine:

a) La poblacién como funcidn del tiempo.

b) La poblacién después de un tiempo grande.

Al apagar un motor su temperatura es de 98°C' y el medio en que se encuentra
se conserva a 21°C. Si después de 10 minutos el motor se ha enfriado a 88°C,
encuentre:

a) La temperatura del inotor como funcién del tiempo.

b) El instante en el cual su temperatura es de 35°C.

Un cuerpo a una temperatura de 50°F se coloca al aire libre donde la temperatura
es de 100°F. Sidespués de 4 minutos la temperatura del cnerpo es de 60° F, jcuanto
tiempo transcurrirg para que la temperatura del cuerpo sea de 75°F7 ;Cudl serd
su temperatura después de 20 minutos?

Un cuerpo a una temperatura desconocida se coloca en un cuarto que se mantiene
a una temperatura constante de 30°F. 51 después de 10 minutos la temperatura del
cuerpe es de 0°F y después de 20 minutos la temperatura del cuerpo es de 15°F,
. Cuadl es la temperatura inicial (desconocida) del cuerpo?

Un tanque contiene 100 litros (I) de una solucién que consta de 100 kg de sal
disueltos en agua. Se bombea agua pura hacia el tanque a razén de 5 /s y la
mezcla, que se mantiene uniforme mediante agitacion, se extrae a la misma. razén.
.Cuanto tiempo pasara antes de que queden solamente 10 kg de sal en el tanque?

Un tanque de 500 galones contiene inicialmente 300 galones de solucidn salina en
la que se han disuelto 50 libras de sal. Se agrega solucién salina que contiene 3
libras de sal por galén con una rapidez de 4 gal/min. Determine cudnta sal hay en
el tanque en el momento que éste se desborda.

Un tanque tiene 60 galones de agua pura. Una solucién con 3 1b de sal por galén
entra a 2 gal/min y la mezcla bien agitada sale a 2.5 gal/min.
a) Halle el nimero de libras de sal que hay en el tanque en cualquier tienpo t.

b) Encuentre la concentracién de sal en el tanque cuando contenga 30 gal de agua
salada.
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16.

17

18.

19.

20.

21.

22.

El lago Ontaric tiene un volumen de 1636 km® y una concentracion inicial de
contaminantes del 0.25%. Hay un ingreso anual de 209 km* de agua con una
concentracién de contaminentes del 0.05% y un derrame anual de igual canticlad,
bien mezclada en el lago. ;Cudnto tiempo pasard para que la concentracién de
contaminantes en el estanque se reduzca al 0.10% 7

Suponga que un cuarto contiene 32 m® de aire, originalmente libres de monoxide de
carbono. En el instante t — 0 se empieza a introducir al cuarto humo de cigarrillo.
con un contenide del 4% de mondxido de carbono, con una rapidez de 0.002 1 min
v se deja salir la mezcla bien circulada, con la misma rapidez.

a} Encuentre una expresién para la concentracion z(#) de monéxido de carbono
en el cuarto, en cualquier instante ¢ > 0.

b) Para un ser humano, quedar expuesto a una concentraciéon de mondxido e
carbone tan baja como 0.00012 puede ser nocivo. Encuentre el ticmipo eu ol
cual se alcanza esta concentraciéu.

Un tanque de 500 gal contienc imcialmente 100 gal de agus, en la cual se han
disuelto 50 Ib de sal. Comenzando en £ — 0, nna salmuera cuva concentracion os
de 2 1b de sal por galdn entra al tanque a razén de 5 gal/s. La mezla se mantienc
uniforme mediante agitacién, y estando bien agitada sale del tanque con una rapides

de 3 gal/s. ;Qué cantidad de sal contendva cl tanque cuando esté lleno de salinnera?

Un tanque A contiene 100 litros de salinuera, que se obluvo al disolver 10 kg de sal
en agua. Se introduce en este tanque una salimuera, cuya concentracion es de 3 kg, /.
a una rapidez de 2 {/min. La mezcla se conserva homogénea, sale con la misma
rapidez y va a parar 2 un segundo tanque B que contiene al principio 100 litros
de salmuera a una concentracién de 0.1 kg/l. Agitando se mantiene homogéneas la
mezcla en el tanque B v sale de éste con una rapidez de 1 I/min. Hallar la cantidacl
de sal en cada uno de los tanques en cualquier instante.

A un circuito en serie, en el cual la inductancia es de 0.1 A v la resistencia es de
50 £2, se le aplica una tensién de 30 V. Determine la corriente /() si /(0) = 0. ; Cual
serd el valor de la corriente después de un tiempo largo?

A un circuito en serie, en el cual la resistencia es de 200 € v la capacitancia es de
1077 F, se le aplica nna tension de 100 V. 8i ¢{(C) = 0, calcule la cavga g(f) en el
capacitor y obtenga la corriente #{t).

Un inductor de L henrys varia con el tiempo ! {en segundos) de acuerdo a L =
0.05 4 0.001¢t. Se conecta en serie con un generador cuyva fem ex de 10V v una
resistencia de 10 2. Si la corriente 7 es cero iniclalmente encuentre ((+) para tode
t > 0. ;Cual es la corriente maxima tedrica?
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23.

24.

25.

26.
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Una resistencia de 20 2 y un inductor de 5 H se conectan en serie en un circuito
eléctrico en el cual hay un flujo de corriente de 20 A al tiempo t = 0. Encuentre la
corriente para t > 0 si la fem es cero para t > 0.

Un condensador de 5 x 107° F estd en serie con una resistencia de 25 £ y una fem
de 50 cos 6t volts, ¢ = 0. El interruptor se cierra en ¢ = 0. Si la carga inicial en el
condensador es cero, determine la carga y la corriente en cualquier tiempo.

Una resistencia de 20 ) se conecta en serie con un condensador de 0.01 F' y una
fem en volts dada por 40e=% + 20e%, Si ¢(0) = 0, muestre que la carga méaxima
en el condensador es de 0.25 coulombs.

Un circuito consiste de una resistencia constante de & ohms en serie con una fem
constante de F volts y una inductancia constante de L henrys. Si la corriente inicial

es cero, muestre que la corriente crece a la mitad de su valor tedrico maximo en
Lln2

R

S.



Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales Lineales de
Segundo Orden

4.1 Conceptos Basicos

Definicién 4.1.1 Se dice que las funciones [ ¥ § son linealmente dependientes (1.d.) en
el intervalo (a,b) si ezisten constantes ¢y, cy MO ambas cero tales que

arf(z) + cag{z) =0
para todo z € (a, b}.

Definicién 4.1.2 Decimos que las funciones f ¥ g son linealmente independientes (1.1.)
en el intervalo (a,b) st no son l.d. | es decir st las dnicas constantes para las cuales

e f(z) + cogl{z) =0
para todo z en el intervalo (a,b), son ¢ = ¢ =10.

Es fécil entender las definiciones anteriores, por ejemplo, si f ¥ g son L.d en un intervalo
I, entonces existen constantes ¢y, ¢z, no ambas nulas tales que

C]f(.l") + CQQ(I) =0
para todo z € I. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢, # 0, de modo que

flz) = —ﬁ—fgm

Esto es, si dos funciones son l.d. en un intervalo I, entonces una es simplemente un
muiliiplo constante de la otra, para todo z en [. Reciprocamente si para alguna constante
¢y se tiene que f(z) = cpg{z), z € I, entonces

(=1) - f(z) + cag(z) = 0

123
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para todo s en 1. Por lo tanto, las funciones [y g son Ld. en [ puesto que al menos una
de las constantes es diferente de cevo (¢ = —1).

Concluimos entouces que dos funciones son Li. en un intervalo I cuando ninguna es
un midtiplo constante de la otra on 1.

EJEMPLO 1. Muestre que las siguicutes parejas de funciones son 1.d. en k.
a) flz) ==z, g(r}= -2z,

by f(z) =e€", g{z) = ie” .

¢ flx) = 1% g(x) = =202

Solucidn. En cada inciso, las parejas de funciones son claramente 1.d. en R va que una
os unomiltiplo escalar de la otra. En efecto, tenemaos que

ad gir) -2f(x), o equivalentemente 2f{z) + g{z) = 0 para todo r € R.

b) g(») = 3 f(x), 6 3 f(2) + (—1)g(z) = 0 para todo z € R.

¢} g(x) = —V2f(x), 6 V2f(z) + g(z) = 0 para todo = € R.

EJEMPLO 2. Compruebe que las [unciones f{z) = = y g(z) = z° son Li. en R.

Solucidén. Supdngase por contradiceidn que f y g son L.d. en R, es decir que existen
coustantes ¢ y ¢ no siimultdneamente nulas tales que

ey + cpx? =0, Te R (4.1)
Si derivarnos (4.1) con respecto a x obtenemos
¢ + 2e0n = 0, T e R (4.2)

Luego, el sistemna de ecuaciones lineales (4.1)-(4.2) tiene una solucién no nula (¢; #.0
G ey / 0). De digebra sabemos que para un sistema homogéneo, ésto es posible solamente
si el determinante del sistena es cero. Asi que

,L_E

T 2 2 2
— 2 M S— =
‘ 1 22 X T T 0,

para todo x en R.

Por consigaiente, la suposicién de que las funciones f{z) = z v g(z) = z% son 1.d. en
R nos llevd a concluir que z° = 0 para todo r en R, lo cual claramente es falso. Esto nos
muestra que f vy g son linealmente independientes en R.

Podemos generalizar las ideas expuestas en el ejemplo 2. Primero hacemos la definicion:

Definicién 4.1.3 Seun f y ¢ funciones derivables en el intervalo I. A la funcidn definida
por el determinante

flz)  g(x) S YO o
ff(l} g’(:l)) _f(l)g(m)—f(l)g(a:),
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se le llama el wronskiano de f(x) y 9(z) y se denota por W{(f{z},g(z)) o W(f g} El
valor de W( [, ) en el punto x se indicard por W(f, g)(z) o simplemente W(x).

Para determinar si dos funciones son Li. podemos emplear el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 Sean [ y g funciones derivables en un intervalo I. Si el wronskreno

W{f,g) es diferente de cero en por lo menos un punto zq del intervalo [, entonces f v g
son linealmente independienies en I.

Demostracion. Haremos la demostracién por contradiccién. Supdngase que W( [, g){xo) #
0 para algin xp fijo en el intervalo I y que f y ¢ son linealmente dependientes en /. En-
tonces existen constantes ¢; y ¢; no ambas cero tales que

e f(x) + caglz) = 0, (4.3)
para todo z en f. Derivando {4.3) resulta
erf' () + 26’ (z) = 0. (4.4)

Luego, el sistema de ecuaciones (4.3)-(4.4) tiene una solucién diferente de ta trivial para
cada z en I, por lo cual

@) o)
@) gta) | O

para todo z en [. Esto contradice la hipdtesis de que W (f, g)(zo) # 0. Por lo tanto se
concluye que f y ¢ son linealmente independientes en [.

W/, g)(z) =

EJEMPLO 3. Demuestre que las funciones f(z) =e” y g(z) = e son Li. en R.

Solucién. Ya que

= —e¥e T — et = —2 £,

para todo x en R, del Teorema 4.1.1 se concluye que [ vy ¢ son Li. en B.

Finalizaremos estd seccion recordando algunas nociones muy elementales sobre los
numeros complejos.

Un nimero complejo z puede representarse en la forma z = a + bi donde a, b € R
se denominan parte real y parte imaginaria de z, respectivamente v el simbolo ¢ dencta
al mimero imaginario puro que tiene la propiedad de que 2. —1.

La igualdad i = —1 nos permitird obtener raices de nmimeros negativos, puesto que
+1 = /—1. Por ejemplo

&) Ja(=1) = Vay=1 = £,
—25 V25(=1) = V2571 = +5:.

fl
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Para sumar o restar dos numeros complejos, simplemente se suman o se restan las
partes reales o imaginarias correspondientes. Para multiplicar dos nimeros complejos, se
aplica la propiedad distributiva y el hecho de que i2 = —1.

La posibilidad de calcular raices cuadradas de nimeros negativos permite afirmar
ahora que toda ecuacién cuadrética, ax? 4- bz + ¢ = 0 con a, b, ¢, nimeros reales, tiene
dos raices que pueden ser reales y distintas, reales e iguales o complejas.

También aplicaremos la identidad (Férmula de Euler)
¢ = cosf + isend,

con & un numero real.

EJERCICIOS 4.1

Pruebe que los pares de funciones dados son Li. en R.

1. f(z) ==z, g(z) = ze”

2. flz) =en=, glz)y=¢e* 11 #ry
3. f(z) = senz, g{z) =cosz

4. f(z) = senuz, g{z) =sen2z

5. f(z) = senz, glz) ==z

6. f(z) = senz, g{z) =¢€*

7. f(x) = ¢€" cos 2z, g(z) = e"sen2z
8 f(z)=c"cos2z, g(z)=eXcosle
9. f(z)=1, g{r) ==z

10. flz)=2a™, glzy=z"% m#n

4,2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Lineales de
Segundo Orden

Definicidn 4.2.1 Una ecuacidn diferencial de la forma

@Y + o102 + aofay = (43)
202) 2 + el ao{z)y = f(z) .
donde ag(x), a1(x), az(z) v f(z) son funciones de x dnicamente, se llama ecuacidn dife-
rencial lineal de sequndo orden.
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Para este tipo de ecuaciones, el siguiente teorema garantiza la existencia de una solucién
unica.

Teorema 4.2.1 Sean ag(z), a1(z), az(z), f{z), funciones continuas en un intervalo I y
supéngase que ax(x) #£ 0 para toda x € 1. S 2 es cualguier punto en [, enlonces criste
una y sola una solucidn y(z) de la ecuacion diferencial

d*y dy
az(«"«")d—x2 + al(if)a + ao(z)y = f(z),
que satisface las condiciones iniciales
y(zo) = o,
yf(‘:co) = Y
donde yo, Y1 son constantes arbitrarias.
Definicion 4.2.2 La ecuacidn diferenciol
d*y dy
azx(z}—= + a;(z)—= +ag(x)y =0 4.6
2(3) 15 + ar(@) 5 + ey (4.6)

que se obtiene de (4.5) haciendo f(z) = 0, se llama ecuacion homogénea, reducida
o complementaria.

Si la funcién f{z) no es idénticamente nula, entonces la ecuacién (4.5) recibe el nombre
de ecuacién no homogénea .

Para hallar la solucién de la ecuacién (4.5) es necesario resolver la ecuacién homogénea
asociada (4.6). Por esta razdén veremos primero algunos resultados concernientes a la
solucién de esta ultima.

4.2.1 Solucién de la Ecuacién Homogénea

Teorema 4.2.2 Siy(z) yyo(x) son soluciones de la ecuacidn diferencial (4.6) entonces
la combinacion lineal y = cyyn(z) + coyelz) también es solucidon de (4.6), donde ¢; y ca
son numeros reales o complejos cualesquiera.

El teorema anterior nos dice que si vy, y» son soluciones de (4.0), entonces es posible
elaborar un rimero infinito de soluciones de dicha ecuacién, de la forma ¢,v1(z) + eaya (),
con ¢, ¢ constantes. Una pregunta natural serfa si esta infinidad de soluciones incluye
a todas las soluciones posibles de {4.6). La respuesta a esta pregunta es si, pero siempre
y cuando ¥ ¥ y; sean Li. . Hacemos la siguiente definicién.

Definicién 4.2.3 Si y, v y2 son dos soluciones de la ecuacion (4.6), que ademds son
linealmente independientes en un intervalo I, entonces decimos que ¥y, ¥ y2 ronstituyen
un congunto fundamental de soluciones de (4.6} en I.
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Por consiguiente nos interesa saber cnando dos soluciones de la ecuacién diferencial
homogénea (4.6) son Li. en algin intervalo. El siguiente teorema nos da una condicién
necesaria y suficiente para la independencia lineal de soluciones (compdérese con el Teo-
rema 4.1.1).

Teorema 4.2.3 Supongamos que ag(x), 0,(2), a2(x) son funciones continuas en un in-
tervalo I y que az() # 0 para teda x € I. Sean yi,y, dos soluciones de la ecuacion {{.6)
en . Entonces, y1,%2 son Li. [forman un conjunio fundamental de soluciones) en I si
g solo st Wy, y2)(@e) # 0, para algin zo € 1.

A continuacidn enunciamos el resultado principal de esta seccidn.

Teorema 4.2.4 Supongamos que ag(x),a1(z),a2(z) son funciones continuas en un in-
tervalo I y que ay(x) # 0 para toda x € 1. Entonces la ecuacion diferencial homogénea
(4.6) , ;

w(0) T + @) + anlaly =0,
tiene dos solucianes 11(x), 12(x), que son linealmente independientes en I. Ademds,
para cualquier otra solucidn y = ¢(z) de (4.6) en I se pueden encontrar constantes ¢| y
¢y tales que

¢{z) = aiy(z) + cavelz), zel (4.7)
En vista de (4.7), la solucidn general de la ecuacién (4.6) se define como
y = ayilz) + caye(x), z €l

donde y;, y2 son soluciones 1i. en [ de (4.6) vy ¢1, ¢, son constantes arbitrarias.

4.2.2 Solucién de la Ecuacién no Homogénea

Estamos ya en posicién de explicar como determinar la solucion general de la ecuacidon
diferencial lineal de segundo orden no homogénea (4.5). En primer lugar enunciamos la
siguiente propiedad del conjunto de sus soluciones.

Teorema 4.2.5 La diferencia de dos soluciones cualesquiera de la ecuacion diferencial
no homogénea ({.5) es una solucién de la correspondiente ecuactdn homogénea (4.6).

Como una consecuencia inmediata de este teorema, a continuacién damos el resultado
principal, que nos dice cémo determinar la solucion general de (4.5).

Teorema 4.2.6 Dada una solucién y,(z) de la ecuacidn diferencial (4.5) en un intervalo
I, entonces para cualquier solucion y = ¢(x) de esta ecuacién, existen constantes cy,co
tales que

d(z) = ey (x) + capa(z) + yp(2), rel, (4.8)

donde y1 y Y2 son soluciones L. en I de la ecuacidn homogénea correspondiente (4.6).
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De acuerdo con (4.8), la solucién general de la ecuacion diferencial lineal no ho-
mogénea (4.5) se define como

y(z) = () + coyo(x) + yplx), r€l, (4.9)

Llamaremos a ¥, una solucién particular de (4.5). A la solucién general de la ecuacién

homogénea (4.6) se le denomina solucién complementaria y la denotaremos por y.(.«).
Es decir

ve(z) = c1yi(x) + e2pa(z).
En consecuencia, podemos escribir la solucién general {4.9) de la ecuacién no homogénea
(4.5) en la forma

y(z) = yel®) + yp(z). (4.10)
Pospouemnos hasta la seccién 4.6 la discucién de cémo determinar yp.

4.3 Método de Reduccion de Orden

Dada una soluciéu y;(x) de la ecuacién diferencial de segundo orden

v+ p(x)y’ + glz)y =0, (4.11)

puede determinarse una segunda solucidn y;(z) que sea linealmente independiente con
y1(z), de la forma v{z)y(z), para cierta funcién v(z) distinta de una constante.
Sea y(x) = y(z)v(z), entonces

yo= pv by

o= g+ 2y + Y

Sustituyende tas expresicnes anteriores para y, ¥’ ¥ %" en (4.11) y simplificando resulta
Y Y Y

(10" + 200"+ o)) + p(2) (v’ +yv) +glz)v = 0,
v(yy + p(a)yy + g(@)n) + v (20 + pl@)y) + e = 0.
Y como y; es una solucion de (4.11), el primer término en el lado izquierdo de la igualdad
anterior es igual a cero. Asi que
v’ + 2y + plx)p)v =0
o bien

2y
v+ (p(:c) + i) v = 0. (4.12)
Wi
Luego, para que la funcién yy (z)v{z) sea una solucidn de la ecuacién diferencial (4.11),
v(z) debe satisfacer la ecuacion diferencial de segundo orden {4.12). Notese que haciendo
la sustitucién u(z) = v'(z) entonces w'(z) = v"(z) y (4.12) se reduce a la ecuacién

2 !
'+ (p(ﬂ:)-l— %)u:o, (4.13)
1
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la cual es ahora de primer orden para la funcién incégnita u. Es por esta razén que
al método que estamos desarrollando para calcular yq se le conoce como Método de
Reduccién de Orden.

La ecuacion (4.13) es lineal en » y también de variables separables. Separando varia-

bles tenermos
du 21
— = —(p(r)+—‘)

U Y
(2) - 2 (ln )
= - —2—{In
Y dz W),
e integrando y simplificando, obtenemos
lnu = —/p(:c)d:: —2lny, +1n¢

Inu Incy;? - fp(:c)d:r.,_
donde ¢ es una constante arbitraria. Aplicando exponencial a ambos lados de la ltima
igualdad encontramos que
u(z) = %e- [riz)ez
%
Por consiguiente

v(z) = c/ y?zm)e‘fp(”d"d:c.
Tomando ¢ = 1 tenemos el siguiente resultado.
Teorema 4.3.1 iy (z) es solucidn de la ecuacidn diferencial
y' (@) + p{z)y'(z) + glz)y(z) = 0, (4.14)
entonces una sequnda solucion yo(z) de (4.14) linealrmente independiente con yy(x) es

e~ [ plz)dz

plz) = yl(:t;)f dz. {4.15)

yilz)
EJEMPLOQO 1. Dado que 1,(z) = 72 es solucién de la ecuacién diferencial
ty" — Tzy — 20y = 0, (4.16)

encuentre su solucién general en el intervalo (0, 0o).

Solucién. Verifiquemos que y1{z) es solucién de la ecuacién diferencial (4.16). Tenemos

que
wl(z)=-2272  yf(z) =627
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Sustituyendo en (4.16} resulta

26z = 7z(-227) - 2027 = 0
6x7% 4+ 14272 — 20272 =
t = 0

Asi, efectivamente y, es una solucién de (4.16).
Ahora utilizaremos el resultado {4.15) del teorema anterior para determinar una se-

gunda solucién de la ecuacién diferencial, Li. con 1.
Primero, reescribimos (4.16) en la forma

. T, 20
T T
. 7
de aqui que en este caso p(z) = —— y entonces
T
e_fp(:,;)dz kfﬁ—}d_'z: TInz
yi(z) (z72%) T-
7 12
_ < _ g _
= /;—Zd:c—/:c d.:v:—l—2.
Por lo tanto
Lzt gl

Note que una segunda solucién Li. con 3 (x) es simplemente g2(z) = z!°. De modo
que la solucién general en (0, 0o0) de la ecuacién diferencial {4.16) es

y(z) = cyz7% 4zt

EJEMPLO 2. Encuentre la solucién general en (0, 00) de la ecuacién diferencial
I?yrt + :cy’ +y= 0, (417)
si y1(z) = coslnz, es una solucién de la ecuacidn.
Solucién. Nuevamente emplearemos (4.15) para obtener una segunda solucion ¥z de
1
(4.17). En este caso p(z) = —, por lo cual
x
—fp(:)da: e—f%dz
/82—d$ = /2—dI
yi(z) cos?Inr

!

= /;d:c =tanlnz.
cos?lnx
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En consecuencia
yal) = (coslnr)(tanlu ) = sen Inz.

De donde lia solucién general en (0, 00) de (4.17) es

ylz) = cycoslnz + ¢ sen Inx.

EJERCICIOS 4.3

Verifique si la funcidén y, indicada es una solucién de la ecuacidn diferencial dada.

caso de serlo determine la solucidn general de la ecuacion.

Ly =9y=0 y=e"

2.y + 9y =0, Yy = cos 3z

3. 2%y - 2zy + 2y =0, V=1
4. z?y" + 2zy — 6y = 0, y, = r?

5. 2% +xfy tay =0, y1 = sen (Inx)
6. r?y" — dzy’ + 6y =0, g = z°
7.z —day + 4y =0, Y=z

8 (2 b1 —d(a+ )y +dy =0, p=z+l
"t ]' i 1 _ O _
9. ¥+ -y = ~y=0 m=2
10. z%y" + 3zy’ =0, yy =1
11, %" - oy — 4y =0, y, = z?
12 (1—x2)y - 2zy +2y=0, wn=2
1 i
13. z%y" + v + (zz—i)y=o, y =z cosz
14. 23" + oy =0, y =1
15 2%y ~zy' +y =0, Yy =zInz

16. (deotazly’ + (4 — senxly —y =0, Yy = Sen

En
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4.4 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Or-
den Homogéneas con Coeficientes Constantes

En esta seccion estudiaremos la ecuacidn diferencial de la {forma

ay” + by’ +cy = 0, (4.18)

donde a,b,c € Ry # 0.
Para este tipo de ecuaciones proponemos una solucidén de la forma

ylz) =€
Entonces
y(z) =re™, y'(z) =7

y sustituyendo en la ecuacién (4.18) resulta

arle™ 4 bre™ 4 ce™ =

¥ art +br+¢) =
Lucgo, si 7 es una raiz de la ecuacién
ar’ $ br+¢ =0, (4.19)

llamada ecuacién auxiliar o ecuacién caracteristica, la funcidn y = € es una

solucion de (4.18). Debemos considerar tres casos, segin sean las raices caracteristicas:
reales y distintas, reales e iguales o complejas.

CASOQ 1. Sir, v r; son raices reales y distintas entonces y;(z) = "% v y(x) = e™* son
dos solnciones lincalmente independientes de la ecuacidn diferencial (4.18}, de donde su
solucidon general es

y(z) = ;8" + cpe™

. : b .
CASO 2. Si las raices son reales e iguales entonces v = 15 = ~55 = r. Asl que, una
a
solucion de (4.18) es yy(2) = ¢’
Podemos encontrar una segunda solucién y, lincaliente independiente cou ¥ emple-

ando Ya {ormula (4.15), del método de reduccion de orden estudiado en la seccién anterior.
Tencmos

- [ pladdz
=4
yale) = yl(ﬁ‘«')/ yi(z) da
€
L, e d e
_ et [
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Luego, para obtener una segunda solucién linealmente independiente con % (z), basta
con multiplicar ¥1(z) por z.
La solucién general de (4.18) en este caso es

y{z) = 1€’ + coze™.

0 bien
y(z) = (1 + cpz)e™.

CASO 3. Supongamos finalmente que las raices son cornplejas y denotémoslas por
n=a+if, ro=a-—-if
Entonces dos soluciones 1. de la ecuacién diferencial son

(a+iB)z {a—iff)z )

yi(z) =e ya(z) = €

Sin embargo, estamos interesados en encontrar soluciones con valores reales. Tenemos
que y(z) = k ele+#)Z 4 kyele=8) e solucién de la ecuacién diferencial, para cualesquier
constantes k) y kq. Pero, de la férmula de Euler se sigue que

y(:c) — kleaz-;-iﬁ:c 1 kgeaz—iﬁ:

ke®%e BT 4 kyeoTe =

e‘n(klei’az + koo™

e [ky(cos Bz + isen Bz) + ks(cos Bz — i sen fz))|
= e*[(ky1 + kg) cos Bz + (k1 — k)i sen Bz].

. . . 1 >
Ahora bien, si en particular tomamos k; = kg = 7 obtenemos que la funcién

y1{z) = €*(cos Bz + 0) = e** cos Bz

es una solucidén de la ecuacidén de variable real con valores reales.
k3

2
Andlogamente, si k) = —5; ko = 5 resulta la funcién

yo(z) = e [O + (—%_— —;—) i sen fBz| = ¢*%sen Sz,




4.3. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden con Coeficientes Constantes 135

que también es una solucién de la ecuacién que toma valores reales. Por lo tanto, dos
solucienes de la ecuacién diferencial linealmente independientes con valores reales son

yi(z) = e* cosfz;  yo(x) = e sen Bz
La solucion general de {4.18) ahora es

y(z) = e** (¢, cos Bz + cysen fz).

EJEMPLO 1. Resolver
y.'f_yr_6y:0.

Solucién. La ecuacidn tiene soluciones de la forma y = €™ donde r es solucidn de la
ecuacidn auxiliar

rPor—6 =
(r=3){r+2) = 0,

de modo que las raices caracteristicas son ry = 3, ry = —2. Por lo tanto, dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacion diferencial son yy(z) = ¢™ 3 yo{r) = ¢7%*. De
donde la solucidn general es

y(z) = €% + e

EJEMPLO 2. Resolver

Solucidn. La ecuacion auxiliar es

Las raices caracteristicas son r; = /5, 73 = —/5. de donde, dos soluciones Li. de
la ecuacion son

—\/hx

nlx)=e"""  ple)=c
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es

5

4 cze_‘/gI.

y(z) = e

EJEMPLO 3. Resolver
Y+ 12y + 36y = 0.
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Solucién. La ecuacion auxiliar es

24120 +36 =
(r+6)° =

v las raices caracteristicas son
Ty =Ty = —6

Por lo tanto, dos seluciones linealmente independientes son

—6z

n(x) =e™, yo() = e,

De donde la solucidn general es

Bx

y(x) = 167 + cuze™ = (¢) + cz)e ®

EJEMPLO 4. Resolver
y" — 16y" + 64y = 0.
Solucién. La ecuacién auxiliar es
1% — 16r + 64 = 0.
Sus raices son ) = ry = 8. Por lo tanto, dos scluciones linealmente independientes son

yi(z) = €%, yolz) = ze

8z
Asi , la solucidn general de la ecuacién diferencial es
y(z) = (¢ + ez )™
EJEMPLO 5. Resolver
Y+ 2y + 17y = 0.
Solucién. La ecuacién auxiliar es
rP+ 27 +17=0.

Las raices estan dadas por

-2+ 4-68 -2+—64 —2+&
2 - p) )

ria = = —1 44

o bien
ry=—14+4i, 5= —1—4i
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Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes son
yi(z) = e T cosdx, yalz) = e Fsendr.
de donde, la solucién general es
y(z) = e "(¢) cosdx + epsen du).

EJEMPLQO 6. Resolver

V+y +y =0
Solucién. La ecuacion auxiliar es

rPrr41=0,

cuyas raices son

1 V3. 1 V3

T :*E)"{" 71; T'QZ*E——Q—?..
De donde, dos soluciones linealmente independientes son
—ir \/5 _i, \/g
n{z) =e 7" cos oL y(x) — e” 2%sen ERE

Por lo tanto, la sclucién general es
i V3 V3
ylz) =e 2" | ¢y cos —x + csen —zx | .
2 2
EJEMPLO 7. Resuelva la ecuacién diferencial

y”+y:O,

sujeta a las condiciones iniciales

Solucidn. -La ecuacion caracteristica es 7%+ 1 y sus rafces son r = £i. Luego, la solucién

general de la ecuacidn diferencial es
y(x) = ¢, cosx + casen .z,
Ahora, la primera condicién inicial implica que

1 =y(0) =¢, o =1
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Por otra parte, tenemos que

y'(z) = —cisenz + cpcos
y usando la segunda condicién inicial
-1 :y’(D):Cg, 62:—1.
Paor lo tanto, la solucién que satisface las condiciones iniciales es

y(z) =cosz —senz.

EJEMPLO 8. Resclver el problema de valores iniciales

Y-y -2u=0,  y(0)=1, ¢(0)=4

Solucidén. La ecuacién caracteristica es

rPor—2=0
(r=2){r+1)=0,
de modo que las raices caracteristicas son vy, = 2 y r, = —1. La solucidén general es
entonces

y(z) = c e + e T

De las condiciones iniciales, se sigue que

= y{0) = c1e” + e’ = ¢; + o
4 = Y(0)=2¢ce® — cpe’ = 2 — o

Resolviendo el sisterna de ecuaciones

¢ +c = 1,
2¢y —~ ¢y = A4,
obtenemos
5 - 2
= -, Cp = ——,
'3 tT 3

Por lo tanto, la solucidn que satisface las condiciones iniciales es

2
ylx) = %eg‘“ - Ee‘z.



4.5.

Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n

EJERCICIOS 4.4

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

1.

2.

10.

11.

12

4.5 Ecuaciones Diferenciales Lineales de QOrden n

Presentaremos ahora la generalizacion de los resultados enunciados en la secciones 4.1 y

4.2.

Definicién 4.5.1 Se dice que un conjunto de funciones fi{z), fo(z)
mente dependiente (l.d.) en un intervalo I si ezisten consiantesc,. ¢y, . |

cero

parg todo = en 1. Mientras que fi(z), folz), . ..
tes (1.i.) en ] si no son Ld. en I, es decir, la igualdad

y' +5y =0

v+ 9% — 10y =0

Y -4y + 12y =0

dy" + 7y =2y =10

y' + 6y +9y =0

2y" — 14y’ + 3y =0

'~ 18y + 8ly =0

Ay +y' +2y=0

y' -6y +5y=10 con y(0)=3, ¢ {0)=1I
y' + 4y +5y=10 con y(0)=1, %(0)=0
Y ' +4y =0 con y(0)=1, (0)=-2

Y -2 +y=0 con y(0)=-1, (0)=3

tales que

crfi(z) + cafo(z) 4+ + Cafalz) =0,

lel(I) +C2f2(l') + - +Cnfn(I) = O,

para todo x € I implica quec, =0,c2=0,...,¢a = 0.

139

o fu(x) es lineal-
-, Cn Mo todas

, fa{7) son linealmente independien-
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Definicién 4.5.2 Sean fi, f2,- .., fa, funciones gue tienen al menos n — 1 derivadas en
un intervalo abierto I. Para z en I, el wronskiano de dichas funciones se define como
el determinante

h
f S
W(fi, fa,. . fa)(z) = (I) fz(.:r

@) @) ()

Definicién 4.5.3 Se dice que una ecuacion diferencial de orden n es lineal si tiene la
forma

an(2)y™(2) + a1 ()70 (@) + o+ (@) (2) + ao(2)y(z) = g(z),  (4.20)
donde las funciones ag(z), a1(x),.. ., an(z) ¥ g(z) dependen solamente de la variable z.

Como antes, la ecuacién (4.20) es no homogénea si g(z) # 0 y haciendo g(z) = 0
obtenemos la ecuacién homogénea reducida o complementaria

an(@y™(2) + 0nr (@) + o+ a1(2)y' () + eola)y(z) = 0. (4.21)

Teorema 4.5.1 Seany, ¥, ..., Y= un conjunio fundamental de soluciones de la ecuacidn
homogénea ({.21) en un intervalo I, esto es, y1,vya, ..., yn S0 L1 en I 0 equivalentemente
Wiy, vz, - yn){Zo) # 0 para algin zo € 1. Entonces la solucidn general de ({.21) estd
dada por

y(z) = aiy () + ya(z) + .+ can(z), T €,

donde ¢1, ¢q, . .., €, 0N constantes arbitrarias.

Teorema 4.5.2 Seay, una solucidn dada de la ecuacién diferencial no homogénea (4.20)
en el intervalo I y sea

Ye(z) = () + covel) + .. + Catin(z)

la solucidn general de la ecuacidn homogénea asociada (4.21) en el intervalo I . Entonces
la solucidn general de (4.20) es

y(z) = arpa () + caya(®) + .+ catnl(T) + ¥p(7) = ve(2) + yp(2).

4.5.1 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n Homogéneas
con Coeficientes Constantes

En la seccién 4.4 estudiamos como resolver una ecuacién diferencial lineal homogeénea de
segundo orden con coeficientes constantes. Ahora, de manera mds general, considerare-
mos la ecuacidn diferencial de orden n

any™ +an 3"V b agy” + Y + agy =0, (4.22)
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donde ag, a;, ..., a, son nlmercs reales.
Es ficil ver que una funcién expeonencial de la forma

y=e",

es solucidn de (4.22) si y s6lo si 7 es una raiz de la ecuacién

L

A+ G T ar? a4 ag = 0. (4.23)

A (4.23) se le llama ecuacién auxiliar o ecuacién caracteristica de la ecuacidn
diferencial (4.22).

No podemos hacer un analisis general de las raices de la ecuacién auxiliar (4.23)
sentejante al que hiciinos para las ecuacidénes de orden 2, ya que pueden aparecer muchas
combinaciones si n es mayor que dos. Por ejemplo una ecuacién de quinto grado puede
tener cinco raices reales diferentes, tres raices reales diferentes v dos raices complejas,
una raiz real y cuatro complejas, cinco raices reales e iguales, cinco raices reales con tres
de ellas iguales, y asi sucesivamente. En su lugar mencionaremos los siguientes tres casos.

CASO 1. Si tedas las raices de (4.23), ry,ra, ..., 75, son reales v distintas entonces la
solucidén general cde (4.22) es

Ty=occett e+ et
CASO 2. Sir, es una rafz de multiplicidad & de (4.23), es decir & raices son iguales a
71, entonces correspondiendo a esta rafz se tienen las siguientes k soluciones Li. de (4.22)

T ™I

?

2 mz k=1 _ma

e xe™ T xte™* 2% e

y la solucién general de (4.22) debe contener la combinacién lineal

LT 1T k-1 _rir

c1e™ 4 oz 4 3zt - g2t e
CASO 3. Cuando r, = & + 13 es una raiz compleja de multiplicidad & de (4.23), su
conjugarlo 7y = a—1J es también raiz de multiplicidad k. En este caso, la solucion general
de la ccuacién diferencial (4.22) debe contener una combinacién lineal de las siguientes
2k soluciones Li.

e** cos B, te® cos Bz, 2™ cos Bz, ..., " e cos

¥

b

e*® sen Bz, ze®" sen 3z, 72e%% gan Bx,...,x e®% gen 3.

EJEMPLO 1. Resclver

gy Ty ey 4 By = 0, (4.24)
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Solucidén. La ecuacién anxiliar de (4.24) es

o Tl 46 = 0
(r—Lr+1)(r+2)(r-3) = 0,
cuyas raices son
7.1:1) T?:_lp T3:_2) T‘4:3'
Luego, cuatro soluciones linealmente independientes de la ecuacién son

T 2z 3z

nir) =€ wz)=€e7, )= wulz)=e
y la solucién general de (4.24) es

ylz) =cre" + e+ c3e ™% 4 e’

EJEMPLO 2. Resolver
Y& — 8y 1 17y 4 6y — 44y + 8y + 32y = 0. (4.25)
Solucién. La ecuacién auxiliar de (4.25} es

8 1T 6 —44r2 4 87+ 32 = O
(r— 2)3(7* - {r + 1)2 =0.

De la ltima expresién es claro que las raices de la ecuacidn auxiliar, con sus respectivas
multiplicidades son

T o= 2, de multiplicidad tres;

ry = 4 de multiplidad uno (raiz stmple);

ry = —1, de multiplicidad dos (raiz doble}).

Tomando en cuenta cada raiz y sus multiplicidades respectivas, tenemos las siguientes
soluciones 1.i. de (4.25)

2z

e, 2.2z

ze’*, 2% correspondientes a la raiz ) = 2,

e'*  correspondiente a la raiz 7y = 4,

e ", ze”® correspondientes a laraiz 73 = —1.

Por consiguiente la solucién general de (4.25) es

y = (c; + ez + c3z?)e®™ + cae™ + (c5 + csz)e ™™

EJEMPLO 3. Resolver
v 4 84" + 16y = 0. (4.26)
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Solucién. La ecuacidn auxiliar es
M +8r+16 = 0
(r? + 4)° 0.
Entonces, 1as raices caracteristicas son en este caso r; = 2¢ v ry = —2¢ de multiplicidad
dos, cada una de ellas. Correspondientemente tenemos las cuatro soluciones Li.
n(z) =cos2z, wiz) = sen2z, wya(z)=xcos2z, ys(z) =2z sen2r.
Por lo tanto la solucién general de (4.25) es
y(x) = ¢y cos 2z + ¢zsen 2z + z{cs cos 27 + ¢gsen 2z).
EJEMPLO 4. Resolver
Y =2 2y~ 2y by = 0. (4.27)

Solucidn. La ecuacidn auxiliar es

T, S R R T |

(r—-1%r2+1) = 0,
cuyas raices son

T']_:l.,

de multiplicidad dos;
2

, de multiplicidad uno;
, de multiplicidad uneo.

l
e,

r3 = —

.

De donde, la solucién general de (4.27) es

y(z) = 1€ + coze® + ¢y8enz -+ ¢4 COS T
EJEMPLO 5. Resolver

y® — 1057 4 46y — 106y + 88y + 146y — 350y" + 98y + 343y = 0. (4.28)

Solucién. La ecuacién auxiliar es

8 — 1077 + 467° — 1067° + 88! + 1467° — 35072 + 987 + 343 = 0

(r+1)%(r* —4r + 7)°
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¥ sus raices son

ry = —1, de multiplicidad dos;
ry =2+ 3, de multiplicidad tres;
ry = 2 —V3i, de multiplicidad tres.

De modo que. la solucién general de (4.28) es
y{z) = (¢ + cam)e™ + e¥(cg cos V3z + cqsen V/3z)+
1e%(¢q cos V3z + cgsen V/3z) + £°€¥ (7 cos V3z + cgsen V3z).
EJEMPLO 6. ;Cual es la solucién general de una ecuacién diferencial cuya ecuacidn
auxiliar tiene raices: 2,-1,0,0,3 4 5£,2,0,,3 4 5347

Solucidn. La ecuacién auxiliar es de grado 10 y sus raices, con sus respectivas multipli-
cidades son

0, de multiplicidad tres;
—1, de multiplicidad uno;
de multiplicidad dos;
3+ 54, de multiplicidad dos;
3 — 5¢, de multiplicidad dos.

Por lo tanto la solucidn general tiene la forma
Y= 4z + 3z 4 e + (o5 + cax)eg”’+

&3 (e7sen 5z + ¢g cos Bx) + ze” {cgsen Bz + ¢1g cos 3z).

EJERCICIOS 4.5

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales
1.y" —-y=10
2.y — 16y =0
3y +3y"+ 3 +y=20

4.y 4+ 13y" + 36y =0
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5. 4t 32y + 256y = 0

6.y — 3y — 10y =10

7.y 4 8y + 16y =0

8 vy +y" +y —3y=0

9.y — g 2" 4 22" — 35y 4 TSy =0

10,y + 3"+ 2y =0 con y(0)=1, (0)=2;, ¢"(0)=-1
11 " —~ 6y’ + 12y —~ 8y =0  con y(0)=-2; ¢(0)=1; v"(0)=2

12y +5y" +4y =0 con y(0)=3 y(0)=0; ¢(0)=0, y7(0)= -3

4.6 Meétodo de Coeficientes Indeterminados: Enfoque
de Superposicion

Este método nos permite encontrar una solucidén particular y,() para las ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden de la forma

d’y  dy
—= L = gla 1.29
adx:g dr ey = 9(x). (1.29)

donde @, b, ¢ son constantes y

bea® + be 75"+ - F bz + by funcién polinomial

(z) = etT funcién exponencial
Y sen br funcidn seno
cos br funcién coseno

El método es aplicable también cuando la funcidn ¢(r) en (4.29) consiste de una suma
y productos finites de funciones polinomiales, exponenciales, seno y coseno. Asimismo,
pueden considerarse ecuaciones diferenciales no homogéneas con coeficientes constantes
de orden superior.

El enfoque del método de coeficientes indeterminados que presentanios en esta seccidn
se basa esencialimentc en tres principios u observaciones que la practica e derivacién de
funciones nos ha ensefiado.

1. Cuando derivamos un polinomio. el grado de éste disminuve en uno.

Sig(x) = bex® +bu_ 12 - +bir+bg entonces () = kbpr™ ' (k= Dby 0
<+« + &,. Evidentementc si derivamos dos veces g. su grado disminnve en dos.
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2. Al derivar una funcién exponencial, la funcién “casi no cambia”. Si g(z) = e**
entonces ¢'(z) = ae™ = ag(z). La derivada es casi la funcién ¢ (salvo por la
constante multiplicativa a).

3. Si derivamos g(z) = senmaz pasamos al coseno: ¢'(z) = mcosma.

Si derivamos g(z) = cos mz pasamos al seno: ¢'(z) = —msenmaz.
Si derivamos dos veces g{z) = sen mz regresamos casi a g(z), ¢"(z) = —m?senmz.
Si derivamos dos veces g(z) = cos mz regresamos casi a g(z), ¢"(z) = —m?cosmz.

Luego, es razonable pensar que una solucién particular de (4.29) tendrd la misma
forma que g(z), excepto cuando g es una solucién de la ecuacién homogénea.

En esencia, el método consiste en proponer una solucién particular de (4.29) que
contenga uno o mas coeficientes desconocidos. Entonces sustituimos esta solucién pro-
puesta en la ecuacion diferencial y escogemos los coeficientes de tal manera que la funcién
efectivamente satisfaga la ecuacidn.

A continuacién discutiremos algunos casos para hallar una solucién particular de

(4.29), dependiendo de la forma de g(z).

CASO L. g(z) = Py(z) = anz™ + a1z ' + - + a17 + ag.
En este caso la ecuacién diferencial (4.29) toma la forma

d? d
aﬁ +bd_§j ‘l'Cy:anIn‘l'@ﬂ.—l:l':n_1 +- i+ ao (430)

Proponemos una solucién particular de la forma
Yp(2) = Anz”™ + Ap 2™ -+ Apz® + Az 4 Ag.
Sustituyendo yp, %, ¥ v, en (4.30) resulta
aln(n — 1)A,z" 2 + - + 2A45] + binA.z" 7 + - 4+ A+

(Apz™ + Ano12*7 o+ Ag) = an + @V - 4 ag,

o equivalentemente
cAnT +(cAn 1 +nbA) " o+ (cAr+bA 420 A;3) = Gnz" Fan_12" - - 4ag, (4.31)
y comparando coeficientes obtenemos el sistema de ecuaciones

cA, = a,
nbAn+cAn_1 = dn-1}

204, + bAI +cAy = aqg.
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Si ¢ # 0 de la primera ecuacién determinamaos A, y de las restantes los demads coefi-
cientes.

Sic¢ =0 pero b 5# 0, el polinomio ¢n el miembro izquierdo de (4.31) es de grado n — 1
v dicha ecuacién no puede satisfacerse. Asf que si ¢ = 0 proponemos

yp(z) = x(A2™ + Apoiz™ Vb ok At Az + Ap),

y procedemos como antes para determinar Ay, Ap-q,. .., Ag. Nétese ademds quesic =0
una constante es solucién de la ecuacion diferencial homogénea.
Sitanto b =0 como ¢ =0 (1 y z son soluciones de la homogénea), se propone

upl(z) = LA™+ Ano1z™ 4+ 4+ Az + Az + Ap),
aunque ahora la ecuacién diferencial puede integrarse directamente.
CASO II. g(z) = e*™* P,(z), donde P,(z) es un polinomio de grado n.
Tenemos ahora la euacidn
Ly
dz?

Son posibles los siguientes subcasos.

dy
b-= =T P, (z). 4.32
+ e +cy = ™ P,(x) ( )

a) & no es una raiz de la ecuacidn auxiliar ar® + br + ¢ = 0.

En este caso, es preciso hallar una solucién particular de la forma
Up(z) = (Anz™ + Aq 2™+ -+ Ag)e™ = Qn(z)e™.

En efecto, introduciendo y,., 1, v ¥, en (4.32} y dividiendo por e** se sigue que

aQl(z) + (2aa + b)QL (z} + (aa® + ba + ¢)Qq(z) = Po(z). (4.33)

Ya que grad (Qu(z)) = n, grad (Q(z)) = n— 1y grad (Q(x)) = n - 2, los
polinomios en ambos miembros de (4.33) son de grado n. Igualando los coeficientes
de las mismas potencias de z se obtiene un sistema de n+1 ecuaciones que determina
los valores de A,, An_1,.. ., Ao

b} « es una raiz simple de la ecuacién auxiliar.

En este caso aa® + ba + ¢ = 0, de modo que en lado izquierdo de (4.33) se tiene un
polinomio de grado n — 1 v dicha igualdad no puede satisfacerse sin importar cuales
sean los valores de A,, A._1, ..., Ag. Debido a esto, ahora buscamos una solucidn
particular en la forma de un polinomio de grado n + 1 sin término independiente
(pués éste se anula durante la derivacién) por e**. Asi hacemos

vp(z) = zQn(7)e™.
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¢} a es una raiz doble de la ecuacién auxiliar.

Eutonces aa? + ba + ¢ =0,y 200 + b - 0 (o = —b/2a es la raiz doble), de manera
que el lado izquierdo de {4.33) se reduce a a(Q, (7} y para satisfacer la igualdad
se requiere buscar una solucién particular de la forma de producto de €™ por un
polinomio de grado n + 2. Los términos independiente y lineal se anulan al derivar

dos veces, por lo que pueden omitirse en la forma de y,. Por consiguiente en este
CASO PrOPONCINGS

yp('r) = szn(:ﬂ)eur-

CASO IIIL. g(z) = P(xr)e* cos 3+ Q(z)e** sen Sz, donde P{z)y Q(z) son polinomios.

Podemos examinar este caso en forma andloga al caso I, usando que

eiﬁr + efiB:r eiﬁz: _ e—i,ﬁa’
—_————— senfr =

cos Jr = _,
2 ’ 21

por lo cual

R¥chs —iflx ifr _ L—ifT
gy = Pla)e™ [—— — jw(z)e‘“ (—~—"’ - )

1

= 370+ @@ e e 1 [2p) - Q) e

Y considerando de manera independiente las partes real e imaginaria, podemos hallar
soluciones que no contengan nimeros complejos de la siguiente forma:

a) Si e + 44 no es raiz de la ecuacién auxiliar, buscamos una solucidn particular de
la forma

yplz) = ulz)e™ cos Bz + v(x)e™ sen Bz, (4.34)

donde u(x) y v(r) son polinomios cuyo grado es igual al mayor de los grados de

Plz)y Q(z).
b) 51« + 473 es raiz de la ecuacidon auxiliar, hacemos
yp(x) = xlu(x)e™ cos fx + v(x)e™ sen fz], (4.35)
con u(z) y v(z) como antes.
Un caso particular es cuando g(z) tiene la forma
g(r) = acos Bz + bsen Jz, a,beR,

es decir P(z) y @{z) son de grado cero y a = 0. Entonces los resultados anteriores se
reducen a los siguientes:
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a.1) 51 Gi no es una raiz de la ecnacién auxiliar, buscamos una solucion de la forma

yplr) = Acos 8z + Bsen/ir

b.1) Si Fi es una raiz de la ecuacion auxiliar, proponenos
ypla) = o{Acos Bz + Bsenfr).
Finalmente enfatizamos que las formas propuestas {4.34) v {4.35), para la solucién

particular, también son vélidas cuando P(x) = 0 0 Q(z) = 0 v en el caso particular
cuande a =00b=0.

EJEMPLO 1. Resolver
Y 43y 42y =32~z + 1. (4.306)

Solucién. De acuerdo con (4.10}, la solucién general de (4.306) tiene la forma y = y. -+ y,,
donde y. es la solucidn general de la ecuacion homogénea

v+ 3y 4+ 2y =0, (L.37)

¥ ¥, €s una solucion particular de (4.36). La ecuacion auxiliar de (4.37) es #? +3r+2 = 0,
cuyas raices son vy = —1 y rp == —2. Luego

T —2x

yelr) = cye”
Por otra parte, proponemos una solucién particular de la forma
yplz) = Az? + Bz + C,

va que el lado derecho de (4.36) es un polinomio de grado 2 y 0 no es raiz caracteristica.
Tenenemos que y, = B + 2Ax, y,; = 24 y sustituyendo en (4.36), resulta

24+ 324z + By + 2{Ar* + Bx + () = 3t -+ 1
2A+ (6A+2B)x +2A+ 3B +2C" = 3P —r+1.

Comparando coeficientes en la dltima igualdad obtenemos ¢l sistema de ecnacioues linea-
les

24 = 3
6A+28 = -1
AL 3B 420 = 1,

del cual se sigue que
3
A= 7 B = -5, C=—.
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Asl que
3 5 13
)= -z -9+ —
vp(z) 5 9

v la solucién general es

. 3 13
) = e+ e + —af — 5z + —.
2 2
EJEMPLO 2. Resolver
Y4y +dy =¥ (4.38)
Solucién. En este caso la ecuacidn caracteristica es ¢ +4r +4 =0 y tiene las raices
Ty =719 = —2, por lo que
ve(z) = c1e7F + coze™*

es la solucion general de la ecuacidn homogénea 3" + 4y’ + 4y = 0.
Buscamos ahora una solucién particular de la forma

up(z) = Ae™.

Al derivar y sustituir en {4.38) tenemos

A + 12A4e% + 44e™ = £
25A4e% = %,
1 1 A !
orlocual A= —
p 35 1
w(x) = 5z

y la solucién general de (4.38) es

. 1
y(z) = c1e™™ + coze ™ + —e*,
25
EJEMPLO 3. Resolver
y' + 1y = cos2z. {4.39)
Solucién. La ecuacién caracteristica r? + 7 = 0 tiene por rafces ry =0, 7, = —1, por lo
que
ylz) = 1 + e,
En este caso se propone

yp = Acos2z 4+ Bsen2z.
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Sustituyendo y,, v, ¥ v, en {4.39) encontramos que

(—4Acos2z — 4Bsen2z) + (—2Asen2z + 2B cos 2z} = cos?2z,
(—4A+2B)cos2z + (—2A — 4B)sen2xr = cos2z,

por lo cual
—4A 428 = 1,
—24—48 = 0.
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
1 1
A=—= B =
5’ 10

En consecuencia

1 1
=—-cos2r + —sen?2
Yp(I) g cos2x + g sener

v la solucidn general de {4.39) es

1 1
y(x) = ¢ + 2™ — gcos 2z + Esen 2.

EJEMPLO 4. Resolver
. vty +y = et (4.40)

Solucién. La ecuacién diferencial homogénea tiene la ecuacién auxiliar 72 +r +1 =0,

cuyas raices son ryp = —3 * %? Entonces

3 3
yo(z) = ™% (cl cos \/T—x + o sen \/T_I) .
Una solucién particular de (4.40) tiene que ser un producto de funciones, un polinomio
de grado uno por la funcién exponencial, es decir
Yp = (Ax + B)e™.
Se tiene que

Y, = (Az+B)e* + Ac*
! = (Az + B)e® + Ae® + Ae” = (Az + B)e® + 24¢*,

Sustituyendo en (4.40} resulta

(Az + B)e® + 24e™ + (Az + B)e®™ + Ae™ + (Az + Ble® = z€®
3(Az + B)e" + 34" = ze*
JAze® + (3A 4+ 3B = ze®.



152 Cupitilo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Por consiguiente

3A
JA-+3B =

[a ]

de donde
Asl
v la solucion general de {4.40) es

3

" 3 3 1 .
ylr) = e/ (cl cos gr + Cy 561 41) + =(x = 1)e".

EJEMPLO 5. Resolver
Yy —y=¢"senur. (4.41)

.. ‘s iy . 9
Solucion. La ecuacion auxiliar de la homogénea es +#* — 1 = Q. Luego
delr) = e g™

Alora proponemos
yp — e {Acosr + Bsenx)

Se tiene que

y, = e {=Asenr + Beosr) e’ (Acosy + Bsenr),
y, = ¢ (~Acoswe— Bsenr)+ 2e"(—~Asenc  Beosz) + e’ (Acosa + Bsenu),
g, = 2e7(—Asenr+ Bcosr).

Sustituvende en (4.41) hallamos que

2¢'{—Asenr + Beosxy) — e (Acosz + Bsenz) = ¢ senz
(=A+2B)cosx + (—2A — B)senz = senuz,
de donde
-A+28B = 0,
-2A—-FK = L
. . 2 1
La solucion del sistema es A = —%,B =3 Por lo tanto

s 1
yp(e) = e (ﬁg(:osx ~ ¢ sen :r.) :
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v la solucidn general de (4.41) es
r - ]‘ X
(o) = e’ +oepem — —e"(2eosr 4 sen )
5

EJEMPLO 6. Resolver
y' =9y = 8lxt 4 7 (4.42)

Solucién. La solucidn general de la ccuacion homogénea. es
. R 9r
gy =c) + e’

Como se observa, una constante arbitraria es solucién de la ecuacién homogénea, o equi-
valentemente 0 es una raiz simple de la ecuacion auxiliav, y de acnerdo con la disension
del caso T una funcién del tipo Ar~ + Br + C no satisface la ecuacion no homogénea.
Maés bien, debemos proponer una solucidon particular de Ta forma

yp = 2(A2x? + Br 4 ).
Tenemos que

y, = Ar’+ B+ Cu,
y;) = 3Ar° F2Br+C,
y, = 6Ar+2B.

If

Sustituyendo en (4.42) resu‘ta

6Ax +28 — 9(3Ar" +2Br +C) = 81’ 47
—27As* + (6A - 18B)r +2B - 9C = 8lo7- T

Asi que
—27A = 81,
GA - 183 = 0,
2D-9C = 7

de donde 4 = -3, B=-1,C L y entonces
SRR
Yp = =31 — 0" —r.
En consecuencia la solucién general de (4.42) es

gy =¢ + et — 3t — =

EJEMPLO 7. Hesolver
W' Ay ry=0c " (4.43)
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Solucién. Primeramente nétese que la ¢ruacién auxiliar de la ecuacién homogénea es
2 i =
(2r+1)° =0,

de modo que su solucidn general es

ye(z) = (o) ¢ cpz)e™ ™2,

. . 1. . —x/ —z/2
oMo — 25 una ralz doble de la ecuacion auxular €0 Cconsecu y N
C 1/2 a rafz doble de | auxiliar, y ecuencia Ae™*? Aze=*/

son soluciones de la ecuacién homogénea para cualquier constante A, proponemos una
solucion particular de la forma

Yp = Azxle 3?2
seglin se vié en el caso II-(c). Luego
A
o _" =T/2 —x /2
Yy = Tl b 2Aze”
A
y, = E:‘cze‘x/2 — Aze % — Aze ™% 4 2477,
A
y: = Exze'z/z — 2Aze™ "% £ 2Ae%2
Sustituyendo en (4.43) resulta
A 2 —xf2 —z/2 —xf2 A 2 —z/2 —z/2 2,-z/2 _  L—x/2
4(11- e~ % — 2Aze +24e™ )+4(—§Ie + 2Aze ) + Azte T = e

(A2 — 8Az + 8A — 2Az? + 8Az + Azd)e ™ = 7
SAe——I/Z — 8—1/2

g8A = 1.
1
Por lo tanto A = 3
_ 1 2_-x/2
Yp = 85!? € :
y la solucién general de (4.43) es
1
y(z) = (| + coz)e™™ + érge‘z/z.
EJEMPLO 8. Resolver
y" + 25y = 10sen 5z. {4.44)

Solucién. Las raices de la ecuacion auxiliar son 54, asi que

y(z) = ¢, co8 5z + ¢y sen Sz
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y ahora proponemos una solucion particular de la forma
yp = (A cos bz + Bsenbz),
wome se establecio en el caso L11-(b.1). Se tiene gue

y, = x(-5Asendz + 5B cosbz) + (Acousbr + Bsendr),
y, = z(-25Acosdz —25Bsenir) + (—5Asendz + 5Bcosir)
(=5Asen 5z + 58 cos 5r)
= z{—25Acosbz — 258 sen5r) + 2(—5Asendr + 5B cos 5z).

Sustituyendo en (4.44) resulta

z{—25Acos 5z — 25Bsen br) + 2(—5Asendx + 58 cos Sz)+
25(Acosbz + Bsenbr) = 10senir
—10Asen5z + 10BcosSz — 10sendr.

Por consiguiente A = —1, B = 0,
Yp = —ITCOSDT
y la solucion general de (4.44) es
y(r) = cycosdr + cysendr — rcosbr.
A continuacién enunciaremos una propiedad de las ecuaciones diferenciales lineales
que nos permitird resolver ecuaciones no homogéneas, cuyo lado derecho es nids general.

Teorema 4.6.1 (Principio de Superposicidn.) Siy,, es una solucion particuluar de
de la ecuacidn diferencial

v+ plz)y + g2y = g1 (),
Y Yp, €5 una solucidn particular de la ecuacion

¥+ p(2)y + q(2)y = golx),

entonces yp, + yp, es una solucion particular de la ecuaciin

v+ pla)y +alrly = g1(e) + ga(1).

EJEMPLO 9. Resolver

y' 6y + 8y =3 + 2% -1 (4.45)
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Solucion. Claramente la solucidn general de la ecuacion homogénea es
yelr) = cle™ +cpe™".

Una solncidn particular de
y' 4Gy + By = 3e7, (4.46)

ticne la {orma
5 -
gy, = Ae™.

Perivando y sustitnyendo en (4.40) se obtiene
254> + 304e% + 8A4e™ = 3
63Ae™ = 3e™,

|
de donde 4 = T Y oentonees

1 .
Up, = —e7*.
Y =g
Por otra parte, nua solucidn particular de
Y6y + 8y = 2 — 1, (4.47)

es de ia forma
Yp, = Az’ + Br + C,

que al derivar v sustituir en (4.47) nos conduce a
24 +6(24z + B) + 8{Az* + Bz + C) = -1
8Ar* 4 (12A +8B)z + (2A+ 6B + 8C) = 22 — 1.
Igualando los coeficientes de las respectivas potencias de z se sigue

8A = 1,
12A+88B = 0,
2A4+ 6B +8C = -1,

por lo cual hallamos que

= -3 - —I1— —.
Y T g T 6T T e
Por el principio de superposicién, una solucién particular de (4.45) es Yp = Ym + Ypas €8
decir
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Por lo tanto la solucién general de (4.15) es

1 1. 3 1

2r —ilzr ST 2
)= T d e b = 4 st - - —
y(r) = CoP 21L 81 161 5

EJEMPLO 10. Resolver

y' =2y - 3y =ze™ + senu. (4.4%8)
Solucién. La ecuacién auxiliar de la ecuacion diferencial homogénea es r2 — 2r — 3 = 0,
cuyas raices son r, = 3,r: = -1, por lo cual

L

yo{r) = e 1 eye "

Una solucion particular de
¢ 2y - 3y = 1" (4.49)

tiene la forma
Yy, = z(Ar + B)e™,

puesto que 3 es una raiz caracteristica simple (ver Caso II-(h)). Luego

Y = (Az? + Br)e™®,
v, = 3(Az” 4 Bxr)e™ + (24z + Ble™,
y;:l = 9(/—‘1{1:'2 + Bx)eﬁ.r =+ 6(2A3 5 B)eﬂ.;- + '2/“163:{)

y sustituyendo en (4.49) se sigue que

9(Az® + Br)e® + 6(24x + B)e™ + 2A ™

—6(Az? + Ba)e®™ — 20241 + B)e™ - 3(ALt + Br)e™ = o™
4(2Ax + B)e® + 24 = e
(8Ar +2A +4B)c™ = re™

SAr+2A+48 = r,

de donde

84 = 1,
2A4+48B = 0.
) ) 1 1
Resolviendo el sistema hallamos que 4 = 3 B=- T Vo entonees
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Por otro lado, una solucidn particular de.

y' — 2y — 3y = senz, (4.50)
es de la forma,

Yp, = Acosx | Bsenz.
Derivando

Y, = —Asenz+ Bceosz,

Yy, = —Acosz — Bsenz,

y sustituyendo en (4.50) se obtiene

—Acost — Bsenz — 2(—Asenz + Beosz) — 3(Acosz + Bsenz) =

= senz
(—4A - 2B)cosz + (2A - 4B)senz = senxz,
de donde
—4A-28B = 0,
24—48B = 1,
1 L
Asi, A= — B =——,
TV 57
Ypa = 15 COST = ¢ Senz.

Por el principio de superposicién, una solucién particular de (4.48) es

1 1 . 1 1
Yplz) = (gzz - 1—63:) e + ECOSI - Ssenz.

Por consiguiente la solucién general de (4.48) es

1 1 1 1
3x - 2 3z
= cre’" + e —z°— —z)e* + —cosz — -sen=z.
ylz) = o 2€ (8 16 ) 10

4.7 Método de Coeficientes Indeterminados: Enfoque
del Operador Anulador

4.7.1 Operadores Diferenciales

(3

La derivada de orden n d—y, también se denota por D™y. De modo que la ecuacién
Iﬂ

diferencial
d-ny d‘n—ly

+ bota (z)
n— nel——— + ... = Y agy = ,
¢ dzm ¢ V=) ald:{: w=9
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puede escribirse en la forma
D™y + an D™ 'y + . 4 a Dy + agy = glx)

0 bien
(6. D" + a1 D"V 4+ L+ a1 D+ ag)y = g(2). (4.51)

La expresién
P(D) = anDn + an—an_l + ...+ alD + ag (452)

se llama Operador Diferencial de Orden n. Nétese que P(D) es un polinomio en el
simbolo D y que es posible expresar la ecuacién {(4.51) en la forma compacta

P(D)y = g(z).

Si los coeficientes ag, a1, ..., @, en {4.52) son numeros reales, entonces P(D) tiene las
siguientes propiedades.

1. P(D) se puede factorizar como un producto de operadores diferenciales de orden 1
y operadores diferenciales de orden 2 que son irreducibles, con coeficientes reales.

2. Los factores de P(D) pueden conmutarse.

3. P(D)(f+g)= P(D)f+P(D)g, para cualesquier funciones f y g que sean al menos
n veces derivables.

EJEMPLO 1. Factorice si es posible.

a) P(D)=D?+5D+6
b) P(D)=D*+D+1
¢) P(D) = D* + 4D* 4+ 3D
d) P(D) = D3 +4D
e) P(D)=D*—-8D? 4+ 16
Solucidn.

a) P(D)=(D+2)(D +3).

b) Es un operador cuadratico irreducible.

¢) P(D)=D(D*+4D +3) = D(D + 1)(D + 3).
)) P(D)= D(D? + 4).

e} P(DY=(D?* =42 ={(D+2}(D—-2))*=(D+2)%D -2)%

Definicién 4.7.1 Sea y = f(z) una funcidn que tiene al menos n derivadas. Si
(D" +an D"+ oD+ ap)f(z) =0

entonces decimos que el operador diferencial P(D)} = ax, D™ + an1 D"V + . +a,D 4 aq
anula a f.



160 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Observe que la definicion 4.7.1 es equivalente o decir que la funcion [ es solucidn de
la ecuacion diferencial P(D)y = 0.

Al operador difevencial del tipe (4.52) con ¢, = 1 (mdnico} v de menor orden posible
que umla o 7 le Hamaremos o] operador anulador de f.

Los siguirntes resullados nos dicen como encontrar el operador anulador para algunas
[unciones v estéan basados en nuestros conocinientos sobre las soluciones de las ecuaciones
diferenciales con cocficientes constantes.

Proposiciéon 4.7.1 £l operador diferencial D7 anulo o codu una de las funciones

k-1

Mis genevalmente. la funcion polinomial [(r) = apr® + ag_ o + .+ ar+ ag es

anulada por of operador D" conn > k + 1.

EJEMPLO 2. Eucuentre el operador anulador P{13) de la funcién dada.
a) f(ry ="

I)) /(1) =24 1

o) Sy = N1+ 20 = 307

Solucidn.

a) D) = D"

])) JD](D) = DG.

¢y P(D)= D"

Proposicidén 4.7.2 El operador diferenciol (D — )
A=l

Y anule o cada una de los funciones

ar Lox ‘L,‘Zeaa:

e et Y X ar

e

EJEMPLO 3. Hallar el operador anuiador P {2} de la funcién indicada.
a) f{z)=e"
b) f(x) = 3e~1" 4 2pe—*<

h(r) = e* + bre ™

Solucién.

a) Tomando o = 7, k = 1 en la proposicién 4.7.2, tenemos que (D) = D - 7.

h) Ahora, o = —1 y k = 2 de modo que P (D) = (D +4)%

¢) Se tiene que (D - 2)e*™* = 0y (D + 3)?5ze™* = 0. Entonces el producto P(D) =
(D —2)(D + 3)? es el anulador de h. En efecto

PyDyh(z) = (D =2)(D+ 3)%(e* 4 dze™%)

(D+ 3D - 2)e* +5(D —2)(D + 3)ze™**
(D +3)%(0) + 5(D - 2)(D - 2)(0)
0
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d) Para esta funcién aplicamos las proposiciones 4.7.1 y 4.7.2. En primer lugar D%z =0
y por otra parte (D ~ 6)27z¢%* = 0. Por lo tanto P,(D) = D*(D — 6)°.

e) La funcién f dada no es de los tipos mencionados en las proposiciones anteriores.
Sin embargo, f(z) = 4 — 4e* + €** y ya que D4 = 0, (D — 1)4e¢* ~ 0, (D — 2)e™ =0
concluimos que (D) = D(D —1)(D - 2). ’

Proposicién 4.7.3 El operador diferencial [D? — 2aD + (a® + 0%)|* anula a code una
de las funciones

k—leam

e** cos Bz, ze” cos Az, z%e™ cos Bz, ..., x cos Oz,

e*Tsen Az, ze®sen Az, z2e sen Az, ..., 57 e*sen [z

En particular, si en la proposicién 4.7.3, consideramos a = 0 y £ = 1, se sigue que

(D* 4+ F*)cospz = 0,
(DZ-I—ﬁz)senﬁsc = 0.

Ejemplo 4. Obtenga el operador anulador (D) de la funcién dada

a) f(z) = 2¢*cos 3z — e"sen 3z

b) g{r) = 2e* cos 3z + ze® cos 3z — e*sen 3z

¢y h(x) =4+ 3z — Scos 2z

d) f(z) = 82° —senz + 10cos 5z

¢) g(x) = 2% *sen T — 6e%% cos 3z

Solucién.

a) En la proposicién 4.7.3 usamos los valores de oo = 1, = 3 y & = 1 para encontrar
P(D)=D?-2D +10.

b) Igual que en el inciso anterior, @ = 1y 3 = 3, pero ahora k = 2. Entounces P\(D) =
(D? - 2D +10)2

¢} Aplicando Ja proposicién 4.7.1 se tiene que D?(4 + 3z) = 0. Mientras que, de la
proposicion 4.7.3 con o = 0 y § = 2, se sigue que (D? + 4)}(5cos2z) = 0. Por lo tanto
P(D) = DYD? 4+ 4).

d} De las proposiciones 4.7.1 y 4.7.3 tenemos que

DY82*) =0, (D?+ 1)senz =0, (D?*+25)10cosdz =0.

Por consiguiente A (D) = DY(D? + 1)(D? + 25).
¢} Aplicanios la proposicién 4.7.3 primero on @ = =1, § =1y & = 3 y luego con
a=2, =23y k=1, para obtener

(D* +2D +2)*(z%e “senzr) = 0
(D* —4D + 13)(6** cos 3z) = 0,

de manera que el operader anulador en este caso viene dado por

P(D) = (D*+2D + 2*(D* — 4D + 13).
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4.7.2 Meétodo de los Coeficientes Indeterminados
Consideremos la ecuacidn diferencial no horogénea
P(Dly = g(a), (4.53)

donde P(D) = ap, D" +an_, D" '+ ... +a; D+ay es un operador diferencial con coeficientes
constantes y g(z) es

a) un polinomio en z,

b) una funcién exponencial %,

c) sen Bz, cosfzr &

d) sumas finitas y productos de las funciones mencionadas en (a}, (b) y (¢).

En este caso siempre es posible encontrar el operador anulador P (D) de g(z). Apl-
cando P, (D) a (4.53) resulta

P(D)P(D)y = P(D}g(x) = 0. (4.54)

Resolviendo la ecuacidn diferencial homogénea (4.54) es posible descubrir la forma de
una solucién particular y, de la ecuacién diferencial no homogénea (4.53). Los siguientes
ejemplos esclareceran el procedimiento a seguir.

EJEMPLO 1. Resolver
y' =% +y =z +4z. (4.55)

Solucién. Primero resolvemos la ecuacidén homogénea asociada
¥y -2 +y=0.

De la ecuacién caracteristica 72 — 2r + 1 = (r — 1}?, se obtiene la solucién complementaria
ye = (a1 + c2z)e”.

Ahora bien, el operador anulador de la funcién g(z) = z* + 4z que figura en el lado
derecho de la ecuacién diferencial (4.55) es Pi(D) = D?; es decir

D¥(z? + 47) = 0.
Aplicando P (D) = D* a (4.55), obtenemos la ecuacién homogénea
DY D? - 2D + 1)y = D*(z* +42) = 0. (4.56)
La ecuacién caracteristica de (4.56) es

At —2r +1)=0
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0 bien
Pr-17°=0
y por lo tanto su solucién general es
y = (ky + kpx)e® + ky + kyx + ks, (4.57)
donde k1, ks, . .., ks son constantes arbitrarias.

Es posible argumentar que toda solucién de (4.56) es también una solucién de (4.55).
Dado que la solucién complementaria y. = (¢, -+ coz)e” aparece como parte de la selucién
de (4.56), los términos restantes en (4.57) deben ser la estructura béasica de y,

Y, = A+ Bz -+ Cz°. {4.58)

Para simplificar la notacién hemos reemplazado ki, kg y ks por A, B y C respectiva-
mente. Finalmente, calcularemos los valores A, B y C de modo que (4.58) sea en efecto
una solucién de la ecuacidn diferencial (4.55).

Tenemos que

¥, = B+2Cx,
y, = 20C.

Sustituyendo estas expresiones en (4.55) resulta
2C — 2B +2Cz) + (A4 Bz + Cz*) = 7 + 4z.
Equivalentemente
Cz* +(B-4C)z+ A—-2B+2C =2* + 4z

Igualando coeficientes en la tultima identidad, se obtiene el sistema de ecuaciones
lineales

A—2B12C = 0,
B-4C = 4,
C = 1

Resolviendo el sistema, resulta A = 14, B =8y ' = 1. En consecuencia
Yp = 14 + 8z + z°.
La solucién general de (4.55) es ¥ = y. + ¥p, O sea

y = (e, + coz)e® + 14 + 8z + z.
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EJEMPLO 2. Resolver
Y= 2y — 8y = 16¢¥ — 2173 (4.59)

Solucidén. La ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial homogérea asociada a
(4.59 esr? - 2r — S = (r — 4)(r + 2) =0, asi que

Yo = cr¢ 4+ cpett
Note que la ecuacién diferencial (4.59) puede escribirse como
(D —4) (D + 2}y = 16e* — 21e ¥ (4.60)
E) operador anulador de la funcién g(r) = 16e%* — 21le " es
Pi(D) = (D = 2)(D +3)

v al aplicarlo a amhos miembros de (4.60) resulta

(D —-2)(D+3)(D—-4){(D+2)y=0. (4.61)
La ecuacién caracteristica de {(4.61) es

(r—-2)(r+3)r —4)(r +2)=0.

Por consiguiente
y = ke 4 koe 3T 4 kg 4 ke

Preponemos una solucién particular de la forma
yp = Ae* + Be %,
Sustituyendo y,, y,, y; en (4.59) y simplificando, obtenemos
—8Ae™ + TBe 3T = 166" — 217
Igualande coeficientes, se sigue que

-84 = 16,
7B = -21.

Encontramos A = -2, B = —3 y por lo tanto
Up = _282:: _ 36_31.
La solucidn general de {4.59) es entonces

2z

- —31
y = cre 4 et — 2% — 3737,
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EJEMPLO 3. Resuelve
y' — 2y + 3y = e "cosz.

Solucidn. Podemos escribir {4.62} como

(D* —2D + 3y =e “cosr.

(4.62)

(4.63)

La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea asociada es * =24 3 = U,

cuyas raices son 14 2i. Luego
y.(z) = e*(cy cos V22 + cosen \/51:).
El operador anulador de la funcién en el lado derecho de (4.62) es
P(D)=D*42D + 2.
Aplicando Pi{D) a (4.63) obtenemnos

(D? +2D +2)(D* - 2D + 3)y = 0.

(4.64)

La ecuacion caracteristica de {4.64) es (r? + 2r + 2}(r? - 2r + 3) = ( y las raices son

1+ /20, -1 ¢ de multiplicidad uno, por lo cnal

y = e" (ki cos V21 + kysen V21) + e "(kycosr + hysenr).
Luego
yp =€ “(Acosr + Bsena).

Tenemos que

y, = —c “(Acosy+ Bsenr)+e “(—Asenr + Bcosr),
1"

y, = e (—2Bcosx+ 2Asen.r).
Sustituyendo estas expresiones en: (4.62) v simplificando, resulta
e F[(5A —4B)cosz + (4A + 5B)senx] == ¢ T cos 1

Comparando coeficientes, se obtiene el sistema de ecnaciones

5A—48 = 1,
44 +58B = 0,
de donde A B 4 onsecuencia
= — = —— -Ons n
e nae 41, 41 Y en consecu

. . 4
Yp(1) = © (4—1 COST — —msen ),
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La solucién general de (4.62) es

5 4
y = e’ (c) cos V22 + cosen \/5:::) + e”(a COST — Esen:c .

EJEMPLO 4. Resuelve
y' + 3y — 10y = n(e®™ +1). (4.65)

Solucidon. Escribimos la ecuacidon difereucial como
(D* + 3D — 10)y = z(e* + 1)
0 bien
(D + 5D -2}y = z(e** +1). (4.66)

Se ve que

5z 2x

ye(T) = 1€ + e

Ahora bien, sabemos que D%z = 0, (D — 2)?(ze®*) = 0. Por consiguiente el operador
anulador de la funcién g(z) = z(e** + 1) = ze** + z, es P(D) = D*(D — 2)%. Aplicando
Pi(D) a ambos miembros de (4.66) se obtiene

DY D +5){D -2 =0 (4.67)

La ecuacién caracteristica de {4.67) es 72(r 4+ 5){r — 2)® = 0 y sus raices son 0, =5y 2 de
multiplicidades dos, uno y tres, respectivamente. Luego

y =k + kx + k36~5:c + (k4 + ks + kg:r?)ezz.

Excluyendo en esta expresién la combinacién lineal de términos correspondientes a Ye, se

llega a la forma de ¥,
Y, = A+ Bz + (Cx + Ex*)e®™.

Se tiene que

y; = B+ (C+ QEI')th +2{(Cz + Ez*)e™,
Yl = 2Be™ 1 A(C + 2Ex)e¥ 1 4(Cz + Ex)e™.

Sustiti vendo en {4.65) y simplificando, resulta
(=104 + 3B) — 0Bz + {7C + 2F)e™® 4 14Eze*™ = ze* + 7.

Esto i:aplica que

—-10A +3B = 0,
-10B = 1,
7C+2E = 0,
4E = 1.
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1 1 1
Asique A = —1%, b= 1o C= I E= 127 la solucitn general de (4.65) es
3 1 1 1
— -5z 2z o o2 2r
y = e T 4 e 100 102:+(14$ 49I)6 .
EJEMPLO 5. Resuelve
y" — 2y + 5y = e" cos 2z + e"seu 2z (4.68)

Solucién. La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea asociada es
r? — 2r + 5 = 0 y sus raices son 1 £ 24, de modo que

ye(z) = €"{¢1 cos 2z + cosen 2x).

Nétese entonces que el operador anulador del lado derecho es precisamente P(D) =
D? — 2D + 5. En consecuencia

(D? = 2D +5){D*~2D +5)y =0

0 bien
(D? — 2D +5)% = 0.

Las raices de la ecuacién caracteristica de esta ultima ecuacidon diferencial homogénea
son 1 & 27, de multiplicidad dos. De ésto deducimos que

y = €7 (k cus 2z + kysen 2z) + ze® (k3 cos 2z + kyseu 2z).

Sustituyendo
yp = ze”(Acos 2z + Bsen 2z)

en (4.68) y simplificando obtenemos
e*(4B cos 2z — 4Asen 2z} = e* cos 2z + €”sen 2.
Igualando coeficientes resultan las ecuaciones

—4A = 1,
4B = 1,

1 1
de donde se sigue que A = —27 B = 1 Por lo tanto la solucidn general de (4.68) es

T
y = e*{c, cos 2z + ¢psen 2z) + Zex(sen 2z — cos 21).

EJEMPLO 6. Resuelve
Y+ +y= -3 +8ze " + 1. (4.69)
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Solucién. Escribimos la ecuacidén diferencial (4.69) en la forma
(D+ 1)y = =3¢ + 8ze™% + 1. (4.70)

Luego

ylz) = () + c27)e

Se tiene que (D+1)2(—3e~*4+8ze™=) = 0y D(1) = 0. Por consiguiente (D) = D(D+1)?
es el operador anulador de ta funcién g(z) = —3e™* + 8ze~* + 1. Aplicamos P {D) a
(4.70) para obtener.

D(D+1)'y=0. (4.71)

La ecuacién caracteristica de (4.71) es r(r + 1)? = 0 y sus raices son 0 y -1 de multipli-
cidades uno y cuatro, respectivamente. Por consiguiente

y=ky + (ko + kaz + kaz® 4 ksz)e "
Asi , una solucién particular de (4.69) tiene la forma
Yo = A+ (Bz® + Cz*)e™™.
Sustituyendo y, en (4.69), resulta

A+2Be ™ +6Cze™ = —3e™* + 8ze™* + 1,

3 4
dedonde A=1, B = —5 Y C = 3 de modo que la solucién general de (4.69) es

4 3
y=(c1+cz)e™ + (E:c3 - 53:2)6_1 + 1.

EJEMPLO 7. Resuelve

y" + 4y = 3z cos 2z + sen 2z (4.72)

Solucién. La ecuacién (4.72) puede escribirse como
(D? +4)y = 3zcos 2z + sen2z. (4.73)

Es claro que

y{z) = ¢, cos 2z + cysen 2z.
Ademas P (D) = (D*+4)? es el operador anulador de la funcién g(z) = 3z cos 22+ sen 2z.
Aplicamos P (D) a (4.73) para obtener

(D? +4)% = 0. (4.74)
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Las raices de la ecuacidn caracteristica de (4.74) son %27 de multiplicidad tres, por lo
que

y = ky cos 23 + kgsen 2z + z(ky cos 2z + kqsen 2z) 4 x°(ks cos 2 + kg sen 2a).
Luego, buscamos una solucién particular de la forma

Y, = 2(Acos2z + Bsen2z) + r*(Ccos 2z + Esen 2z).

Tenemos que

v, = (Acos2z+ Bsen2z)+ 2z(—Asen2z + Bcos2z) + 22(Ccos 2z + E'sen2r)

+22%(—C sen 2z + E cos 2z),
y; = 4(—Asen2z + Bcos2z) —4z(Acos 2z + Bsen2z) + 2(C cos 2z + F sen 2z)

+8z(—Csen2z + E cos 2z) - 42*(C cos 21 + Esen 2z).

Sustituyendo en (4.72), resulta
(4B + 2C)cos 2z + (2F — 4A)sen 2z — 8Czsen 2z + 8Fxz cos 2r = 3z cos 27 + sen 2r.

Igualando coeficientes, se obtiene el sistema de ecuaciones

4B+2C = 0,
2E—4A = 1,
-8C = 0,
8 = 3,
de donde se sigue que A = —%, B=0,C=0,E= g Por lo tanto la solucién general

de (4.72) es

1 3
Yy = €1 €08 2T + cpsen 2z — 1—655 cos 2z + é:z:2 sen 2z.

EJEMPLO 8. Determine la forma de una solucién particular de
¥ 46y + 13y = ze  sen2z 4 z?e *sen 3z 4 6. (4.75)
Solucién. La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea asociada a
(4.75) es r? + 67 + 13 = 0, cuyas raices son —3 + 2i. En consecuencia
ye = e %(c, cos 2T + cypsen 2z).

Ahora bien, tenemos que (D?+ 6D+ 13)*(ze % sen2z) = 0, (D*+4D+13)*(z%e"**sen 3z) =
0y D{6) = 0, por lo cual el operador anulador de g(z) = ze™** sen 2z + z% "*“sen3z +6

es
P(D}y=(D*+6D + 13)%(D* + 4D + 13)°D.
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Al aplicar Pi(D) a (4.75) resulta
D(D* + 4D + 13*(D* + 6D + 13)°y = 0. (4.76)

Puesto que las raices de la ecuacidn caracteristica de (4.76) son -3+ 2:, -2+ 3i y 0 de
multiplicidad tres, tres y uno, respectivamente. Concluimos que

y = e ¥ (k) cos2z + kysen2z) + we ¥ (ks cos 2z + kqsen 2x)
2273 (ks cos 2z + ks sen 2z) + e % (kycos 3z + kgsen 3z)

re ¥ {kycos 3T + kigsen3z) + 3:2672;(!;:“ cos 3z + kiasendz) + kig.

Por lo tanto se puede encontrar una solucién particular de (4.75) que tiene la forma

xe **(Acos 2z + Bsen2z) + z%e ™ (C cos 2z 4 E sen 2x)
e **(Fcos3z + Gsen3z) + ze”**(H cos 3z + ['sen 3z)
zle **(Jcos3z + Ksendz) + L.

YUp

+ +

EJEMPLO 9. Determinar la forma de una solucién particular de

" — 5y 4y — 5y =22 - 34 2% — 3zsenz. (4.77)

Solucion. La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea asociada es
o5l 4 r—5=0

o bien
(r*+D(r-5)=0.

De modo que
bz

Yo = CLCOST + 28N T + Ca€
La ecuacién diferencial (4.77) puede escribirse como
(D* + 1D =By = z° — 34 % — 3zsenz. (4.78)
El operador anulador de la funcién en el lado derecho de (4.77) es
P(D)=D¥D - 5% D*+ 1)
Aplicando P;(D) a (4.78) obtenemos

DYMD? + 13D ~ 5%y = 0. (4.79)
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Ahora, la ecuacién caracteristica de (4.79) es r*{r? + 1)*» — 5)" = 0 v sus raices son
0, 2y 5 de multiplicidad tres, tres y cinco, respectivammente. Por consiguiente

y o= ki 4 kot 4 kaz? (kg + ks + ker® + kor® 4 kg™
+ (ko + kiox + by 2?)cosz + (ko + kizz + k14.1‘2)se11 T,

y una solucion particular de (4.77) es de la forma

Yp = A+Br+Cr’+ (Er+ Fr’ + Gx* v+ Hx")e™
+ (Jz+ Jrh)cosz + (Ka + Le¥)sen .

EJERCICIOS 4.7
En los problemas 1-6 factorice el operador diferencial dado, cuando sea posible
1. 16D? -9
2. D?— 11D +24
3: D*+12D% 4+ 36D
4. D*—5D*+2D +38
5 D+ 64D

6. D'+ 14D + 49

En los problemas 7-15 encuentre el operador anulador de la funcion dada
7.7+ 8z - 52°
8 z%(1 + 4z)
9. 6 —1le*
10. 9z + 5zci®®
11. 3+ 2 — 62% — cosOr + 2sen e
12. 6z +cos2z + 21sen7r
13. e™* + 2ze™ — %7

14. 5 + % sendz
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:

15, ¢ cosdr — ¢ Tsenda k¢ 2 sen S

En los problemas L6-41 resuclva [a ecnacion diferencial dada, por ol método de Jos

coefcientes indeterminados
16, 4" + 8/ + Ty = 3207 — 27¢%7
L7, 4" — 2y + y = L0cosr + dsena
18, " — 2y + 17y = 289+% + 9
LO. " + By’ = G4
200 47 1 Ay + 4y 8T
21 4" 4 Ay + 3y = de M 4 180 - 15
220 4" + 10y 4 25y — (2 F6r)e
23 4 43y = B0re ™ = Yem M 4 7
240 4" F oy 4 Gy = 10(1 =)o ="
25 "+ 2+ 2y =1+
2. o oy by = (o4 at)e”
27y + by’ — 2y = 8sendy
28 4+ y = 8sena +HAcosy +
29 y oy - drcosy
30,0 4" +y = 2senusen 2y
3Ly 4y =coste ket bt
32, " — Ay + by = e (sen. + 2cos i)
33, y" — 4y’ + dy =4z sen o+ sen 2
3.y + 2 ty=1+2¢cosu ; 032z —sen 2z
35, 4"k Gy + Oy = Gre” + 91 Slsen
36, v+ 4 +dy=22+0
37 4"~y — 12y = 1de'’

38,y =2y — 3y =4¢" -9
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39, ¢ —y = 12r% — 10

40, ' — 2y + By = JeTsenu

4L " 4 25y = 20sen 5

42, 4" + 2y' 4+ Sy = 50xr sen  + 100z cos x
43 ¢+ y" =1

44,y — gyt = 2uet 4 24

15, ¢+ Y = 1207

46, " + 24 = 2407 + 240 + 4

A7 " =3+ 3y —y=e" -0 + 16
48, "M =2y = e 1

49. 16y — y = 16e3

En los problemas 50-54 determine la forma de una solucion particular de la ecuacion
diferencial dada

500 4" —y=¢"(2 + drcosr)

51y =3y =6+ xe™ + e Tsenr
52. " + 4y = senrsenr

83 vy — ' =4dxe” + T cosr — senZr

B4 4 429 = By =t 1+ rPseny + ret

4.8 Método de Variacidén de Parametros

Este es un método general para determinar una solucion particular de nna ecuacion

diferencial lineal. Sin pérdida de generalidad, consideremos la conacian lineal de segnndo
orden escrita como

y' 4 pley' 4 q(y = g(a). (1.80)

Fl método consiste en buscar una solucion de la forma

yplr) = wi(Thy{x) + wal@)ya{z), (4.31)



174 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

donde y, ¥ y» son dos soluciones Li. de la ecuacién diferencial homogénea asociada, y
uy, Uy son dos funciones a determinar de modo que (4.81) sea una solucidn de (4.80) y
satisfagan una condicidon arbitraria, pero seleccionada de tal forma que se simplifiquen
log célculos.

Derivando (4.81) se tiene que

Y, = uhyn + Wy + usle + vy
= (wy] + wayy) + Uiy + uape).
Podemos simplificar esta expresion, impouiendo a u; y us la condicién de que
w1 + Uy = 0.
En tal caso

Y, = Uy + oy

y por consiguiente
" [ " o "
Yp = WY Uy ugly + ualy.

Sustituyendo las expresiones de yp, ¥, ¥, en (4.80), y usando el hecho de que y1 ¥ 2
son soluciones de la ecuacién diferencial homogénea, resulta

uiyy byl b ouyy +oueyh + pluayy +ouays) + q(usin + usye) = g(x)
w(y! +pyy + gy ) +ualyy +puy + gre) +wiy Hubyy, = g(x)
wyyy +ugyy, = g(x).

Asi, buscamos una solucién particular de la forma (4.81), con u;,u, funciones que
satisfacen las ecuaciones

wjy + upys = 0, (4.82)
Wy tuyy = g(x). (4.83)

Es facil resolver el sistema de ecuaciones (4.82)-(4.83) para las incognitas u| y uj,
empleando la regla de Cramer. Obtenemos

(o) = 209, (@) = 20 (a81)

donde W (z) denota al wronskiano W (y1,y2)(z). Finalmente, integrando las expresiones
(4.84) resulta

[ yalz)glz) _ [ wnlz)g(z)
ul(I) = —/WdI, Ug(x) —/de, (485)

Sustituyendo (4.85) en (4.81) se obtiene la solucién particular deseada.
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[

EJEMPLO 1. Resolver
y' =2y + 2y =e"secz. (1.36)

Solucién. Deteminamos primero la solucién general de la ecuacion homogéuea asociada
a (4.86), a saber

y' =2y +2y =0 (4.87)

N

La ecuacidon caracteristica de {(1.87) es
- +2=0,

ysusraicesson ry =1+4y r; =1 — 1. En consecuencia

ye = ' (€1 cos T + casen ).
Denotemos por
1y, = e* oSz, Yo = e'sen .

Luego

T T

¢F COS T e7sen 2

Wiy, ye) = N 3 N =eT
(coszr —senz)e” (cosz + senx)e

Buscamos una solucidn particular de (4.86) de la forma y, = wiy | ugye, donde las
funciones u; y u, se calculan utilizando las ecuaciones (4.85 ). Se tiene que

u(z) = hfmslec—)d:ﬂ = */tall rdr = In|cos.r .

et

() = / (e* cosz)(e” sec x) _ [ P

(.J.L
Luego
yp = (In| cosz|)(e" cosz) + ze*senw

y por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial no homogénea (4.86) esta
dada por

VY = YT
= €%(cycosz + cpsenz) + (In|cos z|){e* cost) + refseur.

EJEMPLO 2. Resolver

Yy Ay Ay = ——, >0 (4.88)

Solucion. Puesto gue la ecuacién caracteristica es

rPddr+4=(r+2)7 =0,
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se sigue que
ye(z) = kie” % + koze .

Sean y = e~ ** y y, = ze”**. Entonces

w( ) B -2z Ie—h 4z
YLV = 1 _9e- (1 _2g)e?® €
Usando las expresiones (4.85) obtenemos
(= 2T -2,-2z 1
uy(x) = —/ (ze )(:z ¢ )d:c:—/—dz: —Inz
e = T
Y 2 2,-2
T (e 1 1
us () = /wdz = / —dr=——.
. g4z r? T
Asi que
-2 1 -2z
b = ~(nz)e (e
= —(lnxz)e ™ —e™*"

Por consiguiente la solucién general de (4.88) es

¥y o= Yot Yp
= {(k +kyz)e™® — (Inz)e ™ - e %=

Ya que k; es una constante arbitraria, nétese que podemos escribir la solucion e
(4.88) simplemente como

y=(c, +cyz)e - (Inz)e &,
siendo ¢ = k) — 1 y ¢3 = ko constantes arbitrarias.
EJEMPLO 3. Para la ecuacién diferencial
I ! 2z
oy’ + 2y — xy = 2. (4.89)
a) Compruebe que las funciones y; = 27 'e®,y, = z7'¢™*, forman un conjunto fun-
damental de soluciones en el intervalo (0, 0o} de la ecuacidén diferencial homogéuca

correspondiente.

b) Obtenga la solucién general de la ecuacién no homogénea dada.
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Solucién.

a) Un cédlculo directo muestra que
Y, = (z7! ~ z7%)e®, gl = (2273 — 2272 4 x71)e”
vh= (-2t =z %e " vy = 2z 4 2272 27N )e ™™

v sustituyendo en la ecuacién diferencial, encontramos que
gyl + 2 —ay = (22 =22+ D" + 227 — 7 e —eF = 0

oy 2y — g = (227 4 227 e =2z 427 e T —eF = 0,

Ademis

-1 _,—-z

7 te® e

(6 = et (a7 —z2)es |~ 2 D

Win, ) =

para todo z € (0,00). Lo cual demuestra que y, ¥ 2 son dos soluciones Li. en (0, 00) de
la ecuacién diferencial homogénea.

b) Obtenemos ahora una solucién particular de {4.89). Escribimos primero la ecuacién
diferencial en la forma

¢

2 2
y.r.v + _y.' -y = —822.
z T

Consecuentemente
-1,-x 2 —-1,22
u(z) = _f(z )22 e )dxzfe’:dx:e’:,
—95-2
(z7'e") (227 1e) 3 1 32
u(z) = f —o,2 dz=—fe$d$:—§e
Y
Yy = ez(g:—lex) _ %GSI(I_le_x)
2
= gz‘lezx.

La solucién general de (4.89} es

2
- -1 - -1,2
y=c1z e + e leT® + Sote®

3
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EJERCICIOS 4.8

En los problemas 1 a 12, obtenga una solucién particular de Ia ecuacién diferencial
dada, utilizando el método de variacién de parametros. Escriba la solucién general de la
ecuacién diferencial.

l. ¥ +y=tanzx

2.y +y=cscx

3.y + 4y + 3y =
y Y Yo 1 ke

4.y +3y +2y=ze™®

-3z
5. ¥+ 6y +9y =

72

6. y" — 4y + 4y = e arctanz
7.y =3 + 2y =e"sen2z

8. v + 5y + 6y = sene”

9. " — 6y + 9y =eInz

10. ¥ +y =zsenz

—2r
11, ¢ +4y" + 4y =
v Y YT
12. 9y — 12y + 4y = ali
W TS

En los problemas 13 a 15 determine la solucién general de la ecuacién diferencial no
homogénea dada, usando que la funcién v, indicada es una solucién de la ecuacién ho-
mogénea correspondiente.

13. z%y" — 2y = z*Inz, nm=:z

1
14. wgy"+$y'—y=;, B =z

15. 22" + 2y + y = tanlnz, y1 =coslnz



Capitulo 5

Aplicaciones de las Ecuaciones
Diferenciales Lineales de Segundo

Orden

5.1 Movimiento Armoénico Simple

Supdngase que un cuerpo de masa m estd sujeto al extremo de un resorte flexible (de
peso despreciable), suspendido de un soporte rigido.

Cuando el pesc estd en reposo, describimos su posicién como la posicidn de equilibrio.
Si el cuerpo se desplaza hacia abajo una cierta distancia y luego se suelta, estard bajo
un movimiento vibratorio alrededor de la posicion de equilibrio (ver figura 5.1). Nuestro
propésito es estudiar el movimiento del cuerpo, conocido como movimiento arménico
simple, en el cual se ignora cualquier fuerza de friccién con el medio que lo rodea.

Resorte libre

Posicion de equilibrio
mg-ks =0

Cuerpo en movimiento

Figura 5.1: Sistema masa-resorte

179
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En este caso, las Unicas fuerzas que actian son:

e Una fuerza de restitucidn, f,, opuesta a la direccién del alargamiento y pro-
porcional a su magnitud (Ley de Hooke). En términos simples f, = kd, donde k es
una constante de proporcionalidad y d la magnitud del alargamiento.

¢ El peso del cuerpo, dado por W = mag.

Adoptaremos la siguiente convencién. Todas las cantidades (desplazamiento, ve-
locidad, aceleracién y fuerza), medidas hacia abajo desde la posicién de equilibrio se
consideraran come positivas. Las que se miden hacia arriba, son negativas.

En la posicidn de equilibrio

mg — ks =0.

Ahora, al desplazar el cuerpo de esta posicion en una magnitud x y seltarla, de la Segunda
Ley de Newton se sigue que

mdzz

dt?

mg— k(s + z)

= mg— ks — kz,
v usando la condicién de equilibric, resulta

d*z

El signo negativo indica que la fuerza de restitucion del resorte actiia en direccién opuesta
a la del movimiento.
Podemos escribir la ecuacién (5.1) en la forma

d21+ k:c—O
iz " mo
0 bien 2
x 2
&?4‘&)1:0, (52)

donde w? = k/m.

La ecuacién (5.2) es la ecuacién diferencial del movimiento arménico simple
0 movimiento vibratorio no amortiguado.

Hay dos condiciones iniciales asociadas con (5.2), a saber

z{0) = zp, z'(0) = v,

que representan el deplazamiento y velocidad iniciales, respectivamente. Por ejemplo, si
zo < 0y vy > 0 entonces el movimiento se inicia en un punto que estd |z¢| unidades
arriba de la posicion de equilibrio y con una velocidad inicial dirigida hacia abajo. Si
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z9 > 0 v vo = 0, la masa estd inicialmente en reposo a z¢ unidades abajo de la posicidén
de equilibrio.
La ecuacién auxiliar de (5.2) es

cuyas raices son imaginarias puras
o= wi, ro = —wi.
En consecuencia, la solucién general de la ecuacién diferencial (5.2) es
z(t) = ¢) coswt + ¢z senwt, (5.3)

donde ¢; y ¢y son constantes que dependen de zq ¥ vg.

Noétese que independientemente de los valores de ¢, v ¢, la ecuacién del movimiento
arménico simple (5.3), define una funcién periédica de periodo T = 27 /w y describe un
movimiento ideal en el que el cuerpo se mueve alternadamente hacia arriba y hacia abajo
de la posicién de equilibrio, infinitas veces.

El pericdo T es el tiempo necesaric para que se complete un ciclo y su reciproco
f = 1/T se llama la frecuencia. El desplazamiento maximeo del cuerpo, medide desde
la posicidén de equilibrio, se llama la amplitud.

EJEMPLO 1. Se encontrd experimentalmente que un peso de 4 b estira un resorte 6
pulgadas. Si el peso se suelta desde la posicidn de equilibrio con una velocidad dirigida
hacia abajo de 4 pulg/s, determine:

a) La ecuacion diferencial y condiciones iniciales que describen el movimieno.
b) La ecuacién del movimiento.
¢) La posicién, velocidad y aceleracién del peso 2 segundos después.

d) El periodo, la frecuencia y la grafica de la solucién.

Solucidn. Ya que 6 pulgadas equivalen a 1/2 ft, de la Ley de Hooke tenemos que

=of3)

b
k—Sﬁ.

de donde

Ademas m = W/g = 4/32 = 1/8 slug.
a) Luego, de (5.2), la ecuacién diferencial que describe el movimiento es

d’z 8

S — =0,
TV
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0 bien
2 64z =0, (5.4)

sujeta a las condiciones iniciales

b) La ecuacién auxiliar de (5.4) es r? 464 = 0, cuyas raices son r = £8i. En consecuencia
la solucién general de (5.4) viene dada por

z(t) = ¢, cos 8t -+ ¢y sen 8t.

La condicién incial z{0) = 0 implica que ¢; = 0, mientras que z'(0) = 1/3 conduce a
8c; = 1/3. De modo que ¢) = 0,c2 = 1/24 y la solucién requerida es

Figura 5.2: Solucién del ejemplo 1

¢) La posicién, velocidad y aceleracién del peso 2 segundos después, estan dadas, respec-
tivamente por

1
2 = —_— = — .
z(2) 5a 5en 16 0.011996,

1
Z(2) = 7 Cos 16 = —0.31922,

8
"(2) = —gsen 16 = 0.76774,

lo cual indica que el cuerpoe se encuentra a 0.011996 ft arriba de la posicién de equilibrio
moviéndose hacia arriba.



5.1. Movimiento Arménico Simple 183

d) El periodo y la frecuencia son

4

Claramente, la amplitud es de 1/24 ft. La solucién muestra que una vez que el sistema se
pone en movimiento, permanece en tal estado con la masa desplazdndose alternadamente
1/24 ft hacia cada lado de la posicién de equilibrio z = 0. La gréfica se muestra en la
figura 5.2.

EJEMPLO 2. Suponga gne en el ejemplo anterior la masa se desplaza 3 pulgadas por
debajo de la posicién de equilibrio y luego se le da una velocidad hacia abajo de 4 pulg/s.
Determine la ecuacién de movimiento.

Solucién. Como antes
z{t) = ¢ cos 8t + ¢y sen 8t,

pero ahora, las condiciones iniciales son

1 1
0)=- (0) = =
()= 0=
La condicién z(0) = 1/4 exige de inmediato que ¢, = 1/4, en tanto que usando z'{0) =
1/3 se obtiene c; = 1/24. Asi que, la solucién es

1
z(t) = i cos 8t + o Sen 8¢. (5.5)

Cuando ¢y # 0y ¢z 3 0 en (5.3), como en el ejemplo 2, la amplitud real A de las
oscilaciones libres no se obtiene en forma inmediata. Para este caso hacemos nso del
siguiente resultado.

Proposicién 5.1.1 (Forma Alternativa de la Solucién)
St z(t) = ¢y coswt + ¢osenwt, con ¢ # 0 y ¢y # 0, es conveniente escribir la solucidn
z(t) en la forma mds simple

z(t) = Asen{wt + ), (5.6}
donde la amplitud A estd dada por
A= Jci+ 3 (5.7)

y ¢ es un dngulo de fase definido por las relaciones

c
seng =

I} y CoS¢p = % (5.8)
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Tomando en cuenta las expresiones (5.8), junto con el hecho de que el rango de la

concluimos que el valor de ¢ puede

. _ T
funcién f(xz) = arctanz es el intervalo (—5, 5),

calcularse simplemente como sigue

arctan 5: sicg > 0,
b= (5.9)
arctan % +m 8icg < 0.

EJEMPLO 3. Reescriba la solucién (5.5) del ejemplo 2 en la forma alternativa (5.6) y
determine el primer valor de ¢ para el cual la masa pasa por la posicién de equilibrio en
direccién hacia abajo.

Solucién. En el ejemplo 2

1 1
z(t) = 7 08 8t + 21 50 8t,

de modo que, usando (5.7)

N 1N VET
A= (Z) +(ﬂ) T
Ademds ¢y = 1/24 > 0, por lo cual de (5.9), se sigue que

1/4
¢ = arctan 1/% = arctan 6 = 1.4056 rad.

Por consiguiente

V37
z(t) = g Sen {8t + 1.4056).
Los mstantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio, estan deter-

minados por la condicién
z{t) = 0,

es decir
sen (8t + 1.4056) = 0.

Las soluciones de esta ecuacion vienen dadas por
8¢ 4+ 1.4056 = nm,
con n un numero entero. Despejando ¢ y recordando que representa una cantidad positiva

(el tiempo), obtenemos la sucesién de valores

t, = %ﬂ ~ 01757, n=1,23,. ..
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Figura 5.3: Solucién del ejemple 3

Luego, el tiempo requerido es t; = 0.6097 segundos (vedse la grafica 5.3).

EJEMPLO 4. Una fuerza de 9 lb estira un resorte 3 pulgadas. Un cuerpo que pesa 24
Ib se sujeta al resorte y se suelta desde un punto que estda 3 pulgadas abajo de la posicion
de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de 36 pulg/s .

a) Determine la ecuacién del movimiento x(t).

b) ;En qué instante pasa el cuerpo por la posicién de equilibrio en direccién hacia
arriba por tercera vez?

¢) ;En qué instantes estd el cuerpo 3 pulgadas abajo de la posicién de equilibrio?

Solucion. Primero debemos observar que es necesario convertir a ft las longitudes ex-
presadas en pulgadas, usando la equivalencia

1 ft = 12 pulgadas.

a) Por la Ley de Hooke, se sigue que el valor de la constante del resorte k es

9 b 3 lh
T4 ft T ft
Ademds, m = 24/32 = 3/4 slug. De modo que la ecuacion diferencial del movimiento es
d°z
g + 48z = 0. (5.10)

En este caso, las condiciones iniciales son

'(0) = 3. (5.11)
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Al resolver el problema de valores iniciales (5.10)-(5.11), obtenemos

z(t) = %costl\/gt - {ésen 4v/3t. (5.12)

b) Escribimos la solucién (5.12) en la forma alternativa. Tenemos que

1 3 1
S SRS
y como oy < 0
¢ = arctan —L + 7= +7r—§7r
= 7 3 =g
Luego
1 5
:v(t)=5sen (4\/§t+6w).

La grifica de la ecuacion del movimiento se muestra en la figura 5.4.

Figura 5.4: Solucién del ejemplo 4

Los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio vienen dados
por las soluciones de la ecuacién z(t) = 0, es decir

1
§sen (4\/§t +- %r) = 0.

De aqui obtenemos la sucesion de valores de t

TL‘;‘T—E‘}T

th=—=— n=1,23,...

4\/3

El tiempo pedido es claramente

ts = 1.8894 segundos.
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c¢) Ahora, debemos hallar los valores de ¢ para los cuales z(t) = 1/4, esto es

5 1
sen (4\/§t + —Ti') = —.
5 2
Notemos primero que la ecuacién senf = 1/2 tiene como soluciones todos los nimeros
¢ de la forma ¥ + 2nm y g'ﬂ + 2nw, con n un nimero entero. Luego, el cuerpo estd 3
pulgadas abajo de la posicién de equilibrio en los instantes

) =

—i7 4+ 2nn _(n 1) V3
[T 4\/3 -

—E ?TT 7121,2,3,4,...

T 4V3 6
Obsérvese que en los tiempos t{! el cuerpo se mueve hacia abajo de la posicién de
equilibrio, mientras que en los tiempos {2 lo hace hacia arriba.

n=201223...

EJERCICIOS 5.1

1. Una masa de 1/2 kg estd suspendida de un resorte cuya constante es de 18 N/m.

a) Si el cuerpo en reposo se suelta desde un punto que estd a 0.1 m abajo de la
posicién de equilibrio, determine la ecuacién del movimiento.

b) ; Cuél es el periodo del movimiento?

2. Una fuerza de 10 N estira un resorte 0.125 m. Después, al extremo libre de ese
resorte se fija una masa de 5 kg.

a) Encuentre la ecuacién del movimiento si la masa se suelta desde un punto
que estd a (.4 m arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida
hacia abajo de 1.2 m/s.

b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.

¢) ;Cuéntas oscilaciones completas realiza el cuerpo durante un intervalo de 8=
segundos?

3. Cuando se sujeta una masa de 100 kg al extremo de un gran resorte, éste se estira
0.98 m. Se quita esta masa y se reemplaza por una de 40 kg, la cual se suelta desde
un punte que estd 0.6 m debajo de la posicidn de equilibrio, con una velocidad
dirigida hacia arriba de 4 m/s.

a) Determine la ecuacién del movimiento.
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b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.
c) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio.

d) Grafique la ecuacién del movimiento.

4. Un cuerpo de 2 kg se suspende de un resorte de constante 162 N/m.

a) Encuentre la ecuacién del movimiento si la masa se suelta desde un punto a
(.1 m sobre la posicidén de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba
de 1.2 m/s.

b) Escriba la ecuacion del movimiento en su forma alternativa.
c¢) Grafique la ecuacién del movimiento.

d) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio
moviéndose hacia arriba.

e) ,En qué posicién se encuentra el cuerpo para ¢t = 7 /8, 7/9,7/3 7
f} Calcule la velocidad de la masa para los tiempos del inciso anterior y diga en
que direccidon se estd moviendo?

Alsujetar un peso de 48 1b a un resorte, éste se alarga 6 pulgadas v luego permanece
en-reposo. El cuerpo se desplaza 3 pulgadas por debajo de la posicién de equilibrio
v se suelta.

a) Determine la ecuacién del movimiento.

b) ;Cuél es el periodo del movimiento?

c) iCudntas oscilaciones completas realiza el cuerpo durante un intervalo de 8
segundos?

d) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio.

Suponga ahora que en el ejercicio 5 el peso se suelta desde un punto que se encuentra
3 pulgadas por debajo de la posicién de equilibrio y con una velocidad dirigida hacia

abajo de 4 ft/s .
a) Obtenga la ecuacién del movimiento.
b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.
¢) Determine los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equi-
librio.

d) Grafique la ecuacién del movimiento.

7. Encuentre la posicion para la cual un peso sujeto a un movimiento armonico simple

alcanza su velocidad méxima. ;Cudnto tiempo transcurre entre dos maximos ©
minimos consecutivos?
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Interprete como un movimiento arménico simple los siguientes problemas de valores
iniciales.

M as0 a0) =2 #(0) = —4

b) 2%‘(% +22=0, 2{0)=—-01, z{(0) =3

a)

Un peso de 25 1b estira un resorte 6 pulgadas. El resorte estd suspendido de un
techo y se encuentra en reposo. Posteriormente cl peso se desplaza 4 pulgadas por
debajo de la posicidn de equilibrio y se suelta con una velocidad de 2 ft/s, dirigida

hacia arriba.,
a) Obtenga la ecuacién del movimiento.

b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.

¢) ;En qué instantes el peso se encuentra 5/24 ft abajo de la posicién de equili-
brio?

Un cuerpe que pesa 20 libras sujeto al extremo de un resorte lo estira 0.32 ft. El
peso se desplaza 6 pulgadas hacia abajo de la posicidén de equilibrio y desde ahi se
le comunica una velocidad dirigida hacia arriba de 5 ft/s.

a) Determine la ecuacién del movimiento.
b} ; En qué instante pasa el cuerpo por la posicién de equilibrio en diveccién hacia
arriba por tercera vez? ; Qué velocidad lleva?

¢) iEn qué instantes estd el cuerpo 1/3 ft abajo de la posicién de equilibrio?

iEn qué instantes alcanza el cuerpo sus desplazamientos extremos hacia uno
u otro lade de la posicidén de equilibrio?

5.2 Movimiento Vibratorio Amortiguado

En la seccién anterior se supuso que no actian fuerzas retardadoras sobre la masa en
movimiento, lo cual no es cierto a menos que se encuentre suspendida en un vacio perfecto.

Vames a considerar ahora el efecto de la resistencia del medio sobre la masa. Su-
pongamos que sobre el cuerpo acta una fuerza amortiguadora, dada por un muitiplo

constante de la velocidad d_:r

De la segunda ley de Newton, en ausencia de fuerzas externas, se sigue que

d%z dx
e W i
e =P
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donde /7 es una constante de amortiguacion positiva v el signo se debe a que la fuerza
amortiguadora actia en direccidon opuesta al movimiento. Obtenemos asi la ecuacion
diferencial del movimiento vibratorio amortiguado libre

d’z  [dx  k
E + ;E + —z =0,
o bien P y
d—;+2,\d—:: +wi =0, (5.13)

con 22 = 3/my w? = k/m.
La ecuacién auxiliar de (5.13) es

207+ =0,
cuyas raices estan dadas por
L= oA+ VAW ry = —A— VAT W2 (5.14)
Dependiendo del valor de A? —w?, distinguimos los tres casos siguientes.

CASO 1. Movimiento Sobre-Amortiguado. Si A% — w? > 0, las raices (5.14) son
reales y distintas, y en consecuencia la solucién general de (5.13) es

.'I:(t) — e-At (clexb\?—u?—t

+ eV '“2‘) : {5.15)

que representa un movimiento suave y no oscilatorio.
Algunas graficas posibles de (5.15) se muestran en la figura 5.5.

X 4 LY

~ ¥
—~Y

\_—____._——’

Figura 5.5: Movimiento sobreamortiguado

CASO II. Movimiento Criticamente Amortiguado. Si 3? — w? = 0 la solucién

general de (5.13) es
z(t) = e ™M) + cot), (5.16)

puesto que 1} = o = —A.
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X A x A

v

/ [ t

Figura 5.6: Movimiento criticamente amortiguado

En esta situacidn, una pequenia disminucidn de la fuerza de amortiguamiento pro-
duciria un movimiento oscilatoric. Algunas graficas posibles de la solucién (5.16) se
muestran en la figura 5.6.

Un examen de las derivadas de las soluciones (5.15) y (5.16), de los casos [ y II
respectivamente, permite ver que estas funciones pueden tener a lo mas un maximo
relativo o un minimo relativo para ¢ > 0, por lo que el cuerpo puede pasar a lo mds una
vez por la posicion de equilibrio.

CASO III. Movimiento Subamortiguade. Si \? —w? < 0, las raices (5.14) son
complejas y se pueden escribir como

= —A+ Vw? - A%, T = —A — Vw? — A4,
de modo que la solucién general de (5.13) es en este caso

z(t) = e M(c; cos Vw? — AZL 4 ¢osen Vw? — A2t). (5.17)

Ahora, el movimiento es oscilatorio, pero la amplitud de las oscilaciones tiende a cero
cuando ¢ tiende a infinito.

Notese que, en analogia a lo que hicimos en el movimiento armonico simple, la solucién
(5.17) puede expresarse en forma compacta, de acuerdo a la siguiente proposicién.

Proposicién 5.2.1 (Forma Alternativa de la Ecuacion del Movimiento Sub-
amortiguado) Cualquier funcidn de la forma

z(t) = e*“(cl cos Vw? — A%t + ¢y sen Vw? — A2 ¢),
conc; 70 y e # 0, puede escribirse como

z(t) = Ae Msen (Vw? — A2t + ¢), (5.18)

A=/ + (5.19)

donde
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y el angulo de fase @ es tal que

1 Co
seng = — cosgh = —.
» == y @ 2
Es decir
arctan & si ¢y > 0,
@ = (5.20)
arctan % + sl ¢y < 0.

En la forma alternativa (5.18) el coeficiente Ae™* se denomina la amplitud amor-
tiguada de las soluciones, 27/vw? — A? es el cuasiperiodo y vw? — A\?/27 es la cuasifre-
cuencia. Fl cuasiperiodo es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos maximos suce-
sivos de x(t), también es igual al doble de tiempo entre dos ceros sucesivos de la solucidn.

7 1
- .
STt =-Ae™
L7 K
,

Figura 5.7: Movimiento subamortiguado

Para representar graficamente la solucién (5.18), es 1til tomar en cuenta las siguientes
observaciones. Ver figura 5.7. En primer lugar, las intersecciones con el gje £ se obtienen

resolviendo la ecuacion z(t) = 0, esto es

sen (Vw? — A2t +¢) =0,

de donde

Vw? — At +¢ = nm,
t, = f‘f?;‘% n=012...
w —
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Por otra parte, la grifica de z{t) es tangente a las curvas cxpouenciales r{t) =
Ae™™ 1y(1) = —Ae ™ en los valores de ¢, tales que

sen {(Vw? — A%t +¢) = +1.
Resolviendo esta ecuacidn encontramos las soluciones { = £, dadas por

. (2k+Dr/2-9

' ) H
Viw? — 22

con k en M.

EJEMPILQ 1. Se encontrd experimentalmente que un cuerpo de 4 b estira un resorte §
pulgadas. El medio ofrece una resistencia al movimiente del cuerpo numéricarmente igual
a 2.5 veces la velocidad instantdnea. Encuentre la ecuacidon del movimiento si el peso se

desplaza 4 pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio y se suelta.

Solucién. La ecuacion diferencial del movimiento es

4 d’z dr
— = —8xr— 25—
32 df? T
o equivalentemente
d*x dx
— 4+ 20-- + 64z = 0. 5.21
az 5:21)
Las condiciones iniciales son
1 /
x(0) = -, r(0) =0
3
La ecuacién auxiliar de (5.21) es r? 4+ 20r + 64 = 0 y sus raices son r| = —4,r; = —16,
de modo que
r(t) = cre™1 ¢ e

La condicién £(0) = 1/3 implica que

—_
(]
3]
[\]

—

Cl+62:§,

en tanto que z'(0) = 0 nos lleva a

—4(’1 — ]6C2 =10. (323)

Resolviendo el sistema (5.22)-(5.23) obtenemos los valores

1
Cy = ——.

9

Cy =

k]

W ol
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13

2.3

|

Q 6.2 o4 0.6 [N 1 1.2

Figura 5.8: Solucién del ejemplo 1

Por consiguiente
4 1
T(t) = —e™* — —e7 10 5.24
() =ge™ - 3 (5.24)
La gréfica de la solucién (5.24) se da en la figura 5.8. Como se observa no ocurren
oscilaciones ya que el peso tiene tanto amortiguamiento que sélo retorna gradualmente a
la posicidn de equilibrio sin pasar por esta. Se trata de un movimiento sobreamortiguado.

EJEMPLO 2. Resuelva nuevamente el ejemplo 1, suponiendo ahora que 4 = 2.

Solucidén. En este caso la ecuacién diferencial del movimiento es

4 d°x dz
mar . @
o bien P e
i 16— 464z =0, (5.25)
La ecuacién caracteristica de (5.25) es r? + 167 4- 64 = 0, cuyas raices son r, = rp = —8,
por lo cual
i

o(t) = cre™¥ + cote™®,

Las condiciones iniciales z(0) = 1/3, z'(0) = 0 conducen al sistema. de ecuaciones lineales

—

Ci =

E)
—8c14+¢c, = 0.
Por consiguiente
1 1
z(t) = 5e-‘“ + gte‘s‘ = 5e-g‘(l + 8t). (5.26)

La gréfica de la solucién (5.26) se muestra con linea continua en la figura 5.9, donde
con linea interrumpida aparece también la solucién del ejemplo 1, a fin de hacer una
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comparacion. Aungue ahora es un movimiento criticamente amortiguado, vemos que las
graficas son muy similares.

Figura 5.9: Soluciones de los ejemplos 1y 2

Si modificamos las condiciones iniciales el tipo de movimiento se conserva, pero algu-
nas de sus caracteristicas si pueden cambiar.

EJEMPLO 3. Si en el ejemplo 2 se cambian las condiciones iniciales a z(0) = 0 y
z'(0) = 1/3, determine z(t).
Solucidn. La solucién general sigue siendo

z(t) = cre™™ + cote™
Sin embargo, las condiciones iniciales nos conducen a los valores de ¢) = 0y ¢, = 1/3.
En consecuencia .

z(t) = Ete’&. (5.27)

Se tiene que

1 1

z'(t) = g(e’& — 8te™¥) = 56—8‘(1 — 8t),

de dénde se observa que x(t) alcanza un desplazamiento méximo en t = 1/8 segundos
igual a Tmee = z(1/8) = 0.01533 ft. Ver figura 5.10.

EJEMPLO 4. Tomando en cuenta que J = 1 repita el ejemplo 1. Escriba la solucién
en la forma alternativa (5.18). Determine los instantes en los que el cuerpo pasa por la
posicién de equilibrio y realice la grafica de la ecuacién del movimiento.

Solucidn. La ecuacion diferencial del movimiento es
4 d*z dzx

29 dt
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Figura 5.10: Solucién del ejemplo 3
esto es 2 J
T o
— +8— +64x =0.
dt? dt

Ya que las raices caracteristicas son r) 5 = —4  4+/34, su solucién general estd dada por

z(t) = e~ (¢, cos 4v3¢t + ¢y sen 4\/§t).

De las condiciones iniciales z{0) = 1/3 y z'(0) = 0 se sigue que

) _
1 - 3|
—de; +4V30; = 0
De modo que ¢; = /3/9 y
. _1 —4t \/_
z(t) = e *(3cos4v3t + /3 sen4v/3 ¢). (5.28)

9

Ahora bien, usando las expresiones (5.19) v (5.20) obtenemos

2
N2 /3B 2 1/3 =
A= (—)+ = =23, = -2
\j 3 ( 9 ) 3 @ = arctan i3
Luego, escribimos la solucién (5.28) en la forma
2
z{t) = 5\/§e“4‘ sen (4\/§t + g) ‘ (5.29)

Por otra parte, las soluciones de la ecuacién :c(t) = () se encuentran directamente de
(5.29) y estdn dadas por

il
4\/§t+§=mr, n € N.



5.2. Movimiento Vibratorio Amortigiado

Asi que, el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio en los instantes

(3n - I)m
= =12 ...
12v/3 e

n =

Finalmente, la grafica de z(t) es tangente a las curvas exponenciales z,(t) = 2v/3
y I2(t) = —2v/3¢7*/9 en los valores de ¢t dados por la condicién

sen (4\/§t + %) = 41,

es decir
e
4\/§t+§:(2n+l)g, neEN,
o bien
. (Bn+ 1w 012
" 43 nEL LS

La grafica de (5.29) se muestra en la figura 5.11.

Figura 5.11: Solucién del ejemplo 4
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—dt :J

EJEMPLO 5. Después de que un cuerpo que pesa 10 Ib se sujeta a un resorte de 5 ft
de largo, el resorte mide 7 ft. Se quita el cuerpo de 10 |b y se le reemplaza por uno de 8
Ib. El sistema completo se coloca en un medio que ofrece una resistencia nuruéricamente

igual a la velocidad instanténea.
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a) Obtenga la ecuacion del movimiento si el peso se suelta desde un punto que se
encuentra 1/2 ft abajo de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia
abajo de 1 ft/s.

b} Encuentre los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio
en direccidén hacia abajo.

c¢) Grafique la ecuacién del movimient~.
Solucién.

a) De la ley de Hooke es claro que

o 10 b
R

Ademas
8 1b i

=