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Prólogo 

Este libro está diseñado para un curso trimestral de ecuaciones diferenciales or­
dinarias. Presentamos los teoremas y técnicas de solución que consideramos básicos en 
un est.udio introductorio de ésta importante disciplina de las Matemáticas. Aunque no 
hemos puesto énfasis en las demostraciones , proporcionamos una buena cantidad de ejer­
cicios resueltos, de modo que un estudiante de Ingeniería podría obtener , mediante su 
análisis, un nivel satisfactorio en los diferentes métodos de solución de ecuaciones dife­
renciales y sus aplicaciones elementales más comunes. Para el curso sugerimos seguir 
el orden previsto, no obstante, si algún lector considera que es demasiado material se 
pueden omitir las secciones 2.8, 2.9 Y 2.10. 

Los diferentes temas se exponen en forma clara y sencilla para su inmediata com­
prensión. En las primeras secciones los desarrollos se hacen de manera exhaustiva. Más 
adelante, lo que ya es conocido no se desarrolla completamente, sino que se dejan al lector 
los detalles que en ese momento ya está en capacidad de realizar. En consecuencia. el 
texto se puede utilizar para un curso tradicional o bien, para un curso en el Sistema de 
Aprendizaje Individualizado, en el que el alumno estudia por su propia cuenta. 

En el capítulo uno ilustramos la aplicación de las ecuaciones diferenciales. Más que la 
solución y el entendimiento de los problemas planteados, buscamos motivar el interés en 
estudiar ecuaciones diferenciales, a t ravés de problemas actuales como son el crecimiento 
de poblaciones , el impacto de la publicidad y las curvas de persecución , entre otros. 

El capítulo 2 está dedicado a la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias de 
primer orden. Se analizan, uno por uno, varios de los métodos más usuales e incluimos 
la sección 2.7 en la que se aborda el problema de resolver una ecuación dada empleando 
el método más conveniente. En esta sección se proponen 80 ejercicios, debido a que 
usualmente los libros de texto estudian la solución de ecuaciones diferenciales por tema 
y el alumno sabe que las ecuaciones que se le plantean son del tema estudiado; pero en 
la práctica y en sus cursos posteriores las ecuaciones con que se encuentra las tiene que 
resolver sin conocer de antemano de que tipo son. 



El capítulo 3 muestra la aplicación de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer 
orden , entre las cuales están las más accesibles para los estudiantes, ya que se espera que 
ellos sean capaces de entenderlas y resolver problemas relacionados con éstas. 

En el capít ulo 4 nos concent ramos en resolver ecuaciones diferenciales ordinarias linea­
les de orden dos. Pensamos que no nes difícil entender los resultados para orden mayor que 
dos y aplica rlos a casos sencillos de ecuac iones homogéneas con coeficientes constantes, 
razón por la cual aparece la sección 4.5. 

Finalmente, el capítulo cinco contiene diversas aplicaciones de las ecuaciones diferen­
ciales ordinarias lineales de segundo orden con coeficientes constantes. Proponemos sólo 
como ejercicios los correspondientes al movimiento vibratorio de una masa sujeta a un 
resorte .Y de ci rcui tos eléctricos, para no caer en un exceso de material, aunque en el 
capítu lo aparecen otras aplicaciones . 

Queremos destacar que en las páginas 220 a la 243 se encuent. ran las respuestas 
de todos los ejercicios propuest.os , lo cual será de gran ayuda para que el est.udiante 
compruebe sus conocimientos. 

El libro incorpora el producto del trabajo realizado por los autores al impartir en 
varias ocasiones el curso de ecuaciones diferenciales ordinarias en la UAM-A. También 
agradecemos a la M. en M. Marina Salazar Antúnez y al M. en C. José Luis Huerta 
Flores por sus valiosos comentarios y problemas aportados. 

Al final , presentamos algunas referencias bibliográficas que esperamos sean útiles para 
los lectores interesados en profundizar en el estudio de algún tema o de conocer otras 
aplicaciones. 



Capítulo 1 

Introducción 

"El lenguaje para entender a la naturaleza es la matemática" 
Galileo GaJilei. 

1.1 Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matemáticos 

Una gran cantidad de leyes en la Física, Química y Biología tienen su expresión natural 
en ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. También, es enorme el mundo de las 
aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en Ingeniería, Economía, Ciencias Sociales, 
Astronomía y en las mismas Matemáticas, La causa es simple, si un fenómeno se puede 
expresar mediante una c varias razones de cambio entre las variables implicadas entonces 
correspondientemente tenemos una o varias ecuaciones ecuaciones diferenciales . 

El ejemplo más simple de una ecuación diferencial proviene de la segunda ley de 
Newton F = ma, ya que si un cuerpo cae bajo la influencia de la fuerza de gravedad 
entonces 

ma = mg, 

d2 

y como a = dt; ' donde y(t) denota la posición del cuerpo al tiempo t, tenemos 

que es una ecuación diferencial ordinaria, cuya solución es la función de posición y(t ). 
Si además suponemos que sobre el cuerpo actúa una fuerza de fricción con el medio 

que lo rodea, cuya magnitud es proporcional a la velocidad instantánea dy / dt , se sigue 
que 

de donde 

9 
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Otros ejemplos son la., famosas ecuac iones en derivadas parciales del calor, de onda 
y de LaplaC'C'. qUE' tienen la forma 

respectivamente, que han sido fuente inagotable de di versos trabajos de investigación. 
En nuestro caso nos rest ringiremos al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias. 

A continuación presentaremos algunos problemas que motivan el interés en el estud io de 
estas ecuaciones. 

EJEMPLO 1. ¿ Se pued e pred ecir la p oblación d e un país? 
La sigu iente tabla muestra el número de millones de habitantes que había en toda la 

República Mexicana. de acuerdo al censo del año que se indica. 

Año 
Población (millones de hab. ) 

Con base en los datos de la tabla y ubicándonos en el año de 1960, ¿se podría haber 
hecho una estimación para la población de los años 1970 y 1980 ? 

Solución. Una suposición razonable es que la rapidez de variación de la población con 
respecto al t.iempo es proporcional a la población, es decir si P (t ) denota la población al 
tiempo t entonces 

dP 
dt = exP, 

donde ex es una constante positiva. 
Así, para conocer la población en cualquier tiempo hay que resolver la ecuación 

anterior. La solución es P (t) = eeot , Con e una constante arbitraria. Para determinar e 
tenemos la condición inicial que en t = O (correspondiendo al año de 1950) la población 
es 25.78, de donde P ( t ) = 25. 78eQt

. 

Para encontrar la constante de proporcionalidad podemos usar que P (lO) = 34.92. 
En consecuencia 

P (t) = 25.78eo.030346lt 

Ahora para 1970 la población aproximada sería P(20), que dá por resultado 

P(20) = 47.30. 

La población para 1980 se estimará en P(30) '" 64.07. 
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Es interesant e comparar los valores calculados con los que se reportaron en los censos 
respectivos. Los censos realizados mostraron que la población en 1970 y 1980 fue de 48.22 
y 67.41 millones de habitant.es , respectivamente. 

Con base en los dos últ imos datos ¿qué población se esperará para los años 2000 y 
201O? 

EJEMPLO 2. ¿Es posible m edir e l impacto d e la publicidad ? 
Cierta compañía produce un artículo desti nado a una población en la que hay un 

número M de potenciales compradores . La compañía decide establecer una campaña de 
publicidad para promocionar su producto. Los propietarios de la compañ ía han solicitado 
a su departamento de publicidad una medida del impacto de la publicidad . ¿Se puede 
ayudar a los publicistas? 

Solución. Hay varias maneras de medir el impacto de la publicidad, una es la siguiente. 
Sea y(t) el número de personas que conocen el producto al tiempo t. Supongamos que la 
velocidad con que varía el número de personas que conocen el producto es proporcional 
tanto al número de personas que conocen el producto, como al de las que todavía no lo 
conocen. Entonces 

dy 
dt = ky(M - y), (Ll) 

donde k es una constante positiva. En la sección 3.3.3, ejemplo 2. se muestra como 
resolver (1.1 ). Su solución es la función 

con c una constante. 

M 
y(t)=I+ce kMt ' (1.2) 

En la literatura económica a la ecuación (1.2) se le conoce como ecuación de la curva 
logística, la cual nos da una medida del número de personas que conocen el producto al 
tiempo t. La forma general de su gráfica se muestra en la figura 1.1. 

v 

Figura 1. 1: Curva Logística 
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EJEMPLO 3. Espejos Parabólicos. 
Supóngase que señales luminosas (o de algú n otro t ipo) viajan en el plano xy y 

paralelamente al eje y , chocando con la curva cuya ecuación es y = ¡(x) y reflejándose 
de tal manera que todas ellas concurren en el punto F(O, p) con p una constante positiva. 
Véase la figura 1.2. Comprobar que la curva y = ¡(x) es una parábola y que además en 
caso de que pase por (O. O) su ecuación es 4py = X2 

y 

y=l[x) 

x 

Figura 1.2: Señales luminosas 

Solución. Escribiremos primeramente el problema en lenguaje matemático. Para un 
punto cualquiera P(x, y) en la curva y = ¡ (x), la derivada es igual a la pendiente de la 
recta tangente a la gráfica de ¡ en dicho punto , es decir 

dy 
- = tanO. 
dx 

(13) 

En la figura 1.3 se puede ver la configuración de la curva y = ¡ (x ), la recta tangente l, 
en el punto P (x, y), el punto F (O, p) y los ángulos a y O. Esta configuración se obtuvo de 
los principios básicos de la Geometría Euclideana y del hecho físico de que la magnitud del 
ángu lo de incidencia es igual a la magnitud del ángulo reflejado. Del triángulo rectángulo 
6 PQS se obtiene la igualdad 

PS 1 1 
tan O = QS = 92 = --

PS tana 

y del triángulo rectángulo 6 P FV la igualdad 

Recordando la identidad 

y-p 
tantO - a) = --o 

x 

(
n ) tanO-tana tan u - a = .,-----;:---

1 + tanOtana 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 
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y 

F (O,p) ~=---"'-"--_--'-''---j v 

a 
/' 

R 

e 
s 

Figura 1.3: Espejo parabólico 

x 

y susti t uyendo en ésta (1.3),(1.4) y (1. 5) obtenemos finalmente la ecuación 

( )

2 
dy dy 

x - - 2(y - p)- - x = O. 
dx dx 

La ecuación (1.7) se resuelve en el ejemplo 7 de la sección 2.2. Su soluóón es 

A2X2 +2Ap- l 
Y = 2A 

13 

(17) 

(1.8) 

donde A es una constante. Nótese que (1.8) es en efecto la ecuación de una parábola. Si 
sabemos que la curva y = ¡(x) pasa por el punto (O, O) es decir y = O cuando x = O, de 
acuerdo con (1.8) se sigue que, 

de donde 

0 = 2Ap- l , 

A = ~. 
2p 

Al sustituir el valor de A en (1.8) nos lleva a 

1 
Y = ~X2 

4p 

o bien 

4py = x 2
, 

como se afirma en el enunciado. 
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EJEMPLO 4 . C urvas de persecución lo 

En medio de una gran bruma , un destructor y un submarino de dos naciones distintas, 
se descubren estando él 4 km de distancia. Inmediatamente el submarino se sumerge y 
avanza en una dirección fij a a toda velocidad. ¿Qué trayectoria debe seguir el destructor 
para asegurarse de que estará exactamente encima del submarino si t.iene una velocidad 
igual a tres veces la del submarino? 

Solución. Utilizaremos coordenadas polares para la trayectoria que debe seguir el sub­
manno. Para estas coordenadas se cumple que el diferencial de arco es 

El destructor avanzará a toda velocidad 3 kilómetros en dirección al punto donde 
localizó al submarino , a partir de ahí denotemos por r = ¡ (e) la trayectoria que debe 
seguir el destructor. Ver fi gura 1.4 

D 

---- Subma rin o 
__ Des tru c t o r 

r=f(e) 

Figura 1.4: Trayectorias del submarino y del destructor 

La distancia ds que recorre el submarino hasta el punto donde las trayectorias se 
cortan es 

ds = r - 1, 

Y la distancia dD que recorre el destructor hasta la intersección es 

dD = 3(r - 1), 

por ser su velocidad el triple de la del destructor. 
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Luego, tenemos que 

do = 3(I - l ) = ld8 = l ( ~~ ) \r2dO , 
o sea que 

3(I- l )= l (
dl) 2 - +,.' (le. 
dO 

Derivando con respecto a O ambos lados de la igualdad amerior resulta 

(
dr ) 2 

9 dO 

8 ( ~~ )' 
de donde 

v'B dr 
= l' dO . 

15 

Así, para conocer qué t rayectoria debe seguir el destructor debemos resolver la ecuación 
diferencia l 

dr r 

dO v'B' 
( 1.9) 

es decir , hay que encontrar una función 1'(0) cuya derivada sea 7.r(0). 
Una función que satisface la ecuación (1.9) es 

como puede comprobarse inmediatamente, por sustitución directa de dicha función y su 
derivada con respecto a O en (1.9) . 

De todo lo anterior podemos concluir que si el destructor sigue la trayectoria l' = e9/./8 
después de haber avanzado 3 kilómetros en línea recta en dirección a donde localizó a l 
submarino, puede estar seguro de que pasará por encima del submarino sin importar que 
dirección elija este último. 

Finalmente, es claro que no es la única trayectoria que puede seguir el destructor y 
a los que viajan en el submarino habría que recomendarles que no avancen en una sola 
dirección. 
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EJEMPLO 5. Curvas d e p e rsecución 2. 
Dos equipos de fut bol americano se encuentran en juego. En un momento determinado 

un j ugador q recibe el balón y corre en línea recta a la portería contraria con una velocidad 
l'" . En ~se mismo instante otro jugador 7J (perseguidor) corre con velocidad vp en dirección 
de q para tratar dc interceptarlo, (ver figura 1.5). Nos interesa saber bajo que condiciones 
p alcanza a q, es decir, si por ejemplo vp > vq , ¿p alcanzará a q? 

Figura 1.5: El jugador p persigue al q 

Solución. Como el corredor p va tras el corredor q, la dirección del vector velocidad de 
p siempre apunta hacia q (figura 1.6). 

y 

10.0) 

Trayectoria del 
corredOr p 

Trayectoria del 
corredOr q 

10;0) x 

Figura 1.6: Trayectorias de los jugadores 

En general , a l tiempo t , p se encuentra en (x(t) , y(t)) y como q corre en línea recta, 
él se encontrará a un distancia 8(t ) = vqt del eje x , es decir, q se encuentra en el punto 
(a, vqt), (ver figura 1. 7). 
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y 

, (a,vq t) 

(x(t),y(t)) q 
I ---- - -----

x 

Figura 1.7: Posición de los jugadores al tiempo t 

Usemos la figura 1. 7 para obtener la ecuación diferencial que decribe esta situación. 
Se t iene que 

donde a, es una constante. 

dy = tan e = vqt - y 
dx a-x ' 

(1.10) 

Esta ecuación t iene tres variables x , y y t , pero puede reducirse a una que contenga 
solamente dos de ellas. Si observamos un tramo infinitesimal de la trayectoria de p 
tenemos 

ds2 dx2 + dy2 

(~:r (~~r + (~~r 
= (~~r + (:~r (~~r 

v2 = (~~r [1 + (:~r] , p 

de donde 

dt JI + (~l' (1.11 ) = 
dx vp 

dt 
Al derivar ambos lados de (1.10) con respecto a x, aparecerá dx' En efecto resulta 

d2y (a - x)(Vq~ - ~) - (vq t - y )( -1) 

dx2 (a-xl' 

= (a-x)vq~ - (a - x)~ + (vq t -y) 
(a - X)2 
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De acuerdo con (1.10), la últillla igualdad se reduce a 

cPu _ (o - J} ',,;& - (/ ',,1 - U) + (u,,1 - U) _ Uq:~ 
d.r2 - ((t - L)2 - (a - x) . 

y usando (1.11 ) 

cFy vqJI + (;);)2 
do;2 u,,(a - .1' ) 

Así que 

d2y = k JI + (;);)2 
dx2 (a - x) 

(112) 

con k = vqlu .. 
La ecuación (1.12) se resolverá en la sección 2.1 de ecuaciones de variables separables 

en el ejemplo 11. Su solución es 

A (a - X) - k+1 1 (a _ X)k+1 

Y=-2 (-k+ l ) + 2A (x+ l ) +B, (1.13) 

donde A Y B son constantes arbitrarias. Ahora bien, como al tiempo t = O el corredor p 

está en el origen , esto es y(O) = O, la ecuación (1.13) nos da 

Aa-k+1 ak+ 1 
0 =- + + B. 

2(- k + 1) 2A (k + 1) 
(114) 

Hay otra condición inicial al tiempo t = O, a saber y'(O) = O pues el vector velocidad 
de p es horizontal. Derivando (1.13) 

~ A - k 1 k 
- = -(a - x) - -(a - x) 
dx 2 2A ' 

. d O dy O . y sustituyen o x = y dx = ,se sigue que 

dy A k 1 k 
= -(a - x) - - -(a - x) 

dx 2 2A 

O 
A - k 1 k -a --a 
2 2A 

A -k 1 k -a = -a 
2 2A 

A 2 = a2k 

A k = a. 
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Sustituimos este valor de A en ( 1.1~ ), para obtener el valor de B 

o 

o = 

B 

Finalmente obtenemos 

aka- .l.:+ l 
.,.-c--,---------,- + B 
2(-Á + 1) 

o + o + B 
2(- /;+1 ) 2(" + 1) 

-a (Á + 1) + a(1 - k) 
2(1 - Á2) 

2a" 
2( 1 _ "2 )+ B 

ok 
1 -¡,.2· 

0' (0 - .c)-k+l 

y = - 2(1 - " ) 
(o - X )k+l ak 

+ +--. 
20k (l +k) l-k2 

19 

( 1.15) 

. V 
SI vp > vq , k = --'!. < 1 Y por tanto - k + 1 > O. Evaluando (1. 15) en .'[ = a resulta 

vp 

ak 
Y = I-k2 ' 

es decir, el corredor p alca¡,za a l corredor q en el punto (o, 1 ~\2 )' 
Por supuesto, dependiendo de los valores de a y k se puede saber si p alcanza a q 

dentro de la cancha. 

EJEMPLO 6 . ¿ Por qué un reloj de péndulo es impreciso? 
Consideremos un modelo idealizado de reloj de péndulo , formado por una cuerda de 

longitud 1 y un peso de masa m en su extremo, como se muestra en la figura 1.8.(a) . 
Inicialmente el peso se desvía un ángulo <> y luego se deja libre (ver figura 1.8.(b)). 

Sea O(t) el ángulo en radianes a l tiempo t entre la cuerda y la posición vertical , de la 
figura 1.8. (a) . Adoptamos la convención de que O> O cuando la masa está a la derecha de 
la posición de equilibrio y O < O cuando está a la izquierda, lo cual esencialment.e significa 
que escogemos direcciones a lo largo del arco apuntando a la derecha como positivas y a 
la izquierda como negativas. 

La relación entre la longitud del arco s y el ángu lo O es s = 10, de donde 

d2s d20 
-=1-
dt 2 dt 2 . 

(1.16) 

Por otra parte la fuerza causante del movimiento es el peso w = mg. Esta fuerza se 
descompone en sus component.es FI y F2 en la dirección de la tangente a la trayectoria y 
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" 
l 

s - m. 

(a) (b) 

Figura 1.8: Reloj de péndulo 

en la dirección de la C'lIerdrl.. rC'sppctin'tlllente. Ver figllra 1.9. Es claro que' F2 = 'l1g ros () 
se cOlllpensa ('on la tellsión de la ('uerda y 

FI = -mgsenO. (1 .17) 

donde ,.¡ signo menos se debe a qlle cuando fI > O F, apunta a la izquierda y cuando 
fI < O apunt.a a la derecha . 

mg 

Figura 1.9: Movimiento del péndulo 

La segunda ley de Newton dice que 

ma = ¿ (fuerzas ), 
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". ~plieada ~I péndulo, usando (1.I6) .Y (1.17), conduce a 

o equivalentemente 

d'8 d'e 
m di' = mi r/I' = -mq sen O 

r/' IJ 
1-, + gsclllJ = U. 

di 

dO 
Para resolver (1.18) sea", = di ' De la regla de la cadena 

d' (j d w r/w dO dw 
- = - = - - = -Uf. 
di' di dO di de 

con lo ellal (1.18) toma la forllla 

cuya solución es 

con A una constante, así que 

(
de ) ' 2g 
dl = ¡COse+A. 

(118 

Usando que ero) = a y ~: Lo = o, el valor de A resulta ser A = ( ---1
2
_9) cos o , de 

modo que 

(
de ) ' 2g 
dt = ¡(cos e -cosa), 

de donde 
dO !29 
dt = - V¡ vCOS e- cosa (1.19) 

El signo menos en (1.19) toma en cuenta el hecho de que e decrece con el crecimiento de 
t. Además (1.19) implica que 

dt {f 1 

de = - V 29 vcos e - cos a ' 

J una segunda integración nos lleva a 

{[g18 dq, 
t =- - + 8 

2g o vcos</; - cosa ' 
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dOllde j] P:-i una cUI1::i tanLc. Pero, inicialmente t = O, () = o , así que 

EIl ('OIlSccuc!1cia 

t = 

lE dq, 
0 = - - r r===¡=~== + B. 

2'1 Jo ..jco, q, co, a 

(T ro d", dq, _ (T rO dq, 
V 29 Jo ..j cos </! cos a V 29 Jo -..j7c=o=s=;</!=-~c=o=s =0 . 

(120) 

Calculemos el periodo a partir de (1.20). Ya que el periodo T es el tiempo que tarda el 
pénd ulo en dar una oscilación completa, al tiempo t = T / 4 la cuerda estará por primera 
vez en posición ,·ertical, es deci r haciendo t = T / 4 Y e = O en (1.20) resulta 

o bien 

T (T ro d</! (T o d</! 
4" = V 29 Jo ..jcos </! cosa dq, - V 29 lo Jcos </! cosa 

T = 4 (T ro -¡==dc="</!== 
V 29 Jo Jcos</! - coso· 

(J . 21 ) 

Como se observa en (1.21 ) el periodo de las oscilaciones del péndulo depende del 
ángu lo inicial a. Precisamente este hecho es la causa principal por la que el reloj de 
péndulo es impreciso, ya que en la práctica el peso cada vez se desvía hacia su posición 
extrema en un ángulo dist into de a. 

1.2 Conceptos Básicos de Ecuaciones Diferenciales 

Una igualdad que contenga una o más derivadas de una función desconocida se llama 
ecuación diferencial. 

Las siguientes igualdades son ejemplos de ecuaciones diferenciales. 

dP 
aP - bP2 , con a, b constantes ( 1.22) = 

dt 
d2x 
dt2 + 4x = O, (123) 

d2x dx 
(124 ) -+ 2-+x cost , 

dt2 dt 
cPu 8u 

1<>0 (125) 1< 8X2 8t ' 
82u 82u 2 a > O (126) a 8X2 = 

8t2 ' 
82u 82u 

( 127) -+- = O. 
8X2 8y2 
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Las ecuaciones anteriores modelan cierto fenómeno. La ec uación (1.22) es llamada 
ecuación logística y describe el crecimiento de una población. Las ecuaciones (1.23) y 
(1.24 ) corresponden al movimiento "rmónico simple y forzado amortiguado , respectiva­
mente, que estudiaremos en el capítulo 5. Las ecuaciones (1.25), (1.26) son las ecuaciones 
del calor y de onda en una dimensión y finalmente , la ecuación (1.27) es la ecuación de 
Laplace en dos dimensiones. 

Se dice que una ecuación diferencial es ordinaria , si la función incógnita depende de 
una sola vari~ble. Si la función incógnita depende de más de una variable, entonces la 
ecuación se llama una ecuación diferencial parcial. 

Las ecuaciones (1.22), (1. 23) Y (1.2-1 ) son ordinarias, mient ras que las ecuaciones 
(1. 25 ), (1. 26 ) Y (1. 27) son parciales. 

En todo lo que sigue consideraremos únicamente ecuaciones diferenciales ordinarias) 
por lo que en ocasiones omitiremos mencionar explícitamente que se trata de ecuaciones 
de esta clase. 

El o rden de una ecuación diferencial es el de la derivada de mayor orden que aparcce 
en la ecuación. 

Así, la ecuación (1.22) es de primer orden, las ecuaciones (1.23) y (1. 24 ) son de 
segundo orden. Veamos otro ejemplo. 

EJEMPLO 1. Determine el orden de la ecuación diferencial dada. 

dP 
a) di = ", p 2 

d2q dq 
b) 10 dt2 + 100 dt + 500q = 127 sen 60t. 

c) (6 x 109
) ::~ = x. 

d2y (dy )3 3 
d) dx2 - dx = x-x. 

Solución. La ecuación (a) es de primer orden, las ecuaciones (b) y (d) de segundo orden 
y la ecuación (c) es de cuarto orden. 

Simbólicamente , una ecuación diferencial ordinaria de orden n, puede expresarse en 
la forma 

F(x, y , y' , ... , y(n)) = O, (1.28) 

donde F es una func ión de n + 2 variables. Para nuestros propósitos supondremos que 
(1.28) también admite la representación 

(n) _ f( ' .. , y(n-l)), y - X l YlY)· (1.29) 

para alguna función f de n + 1 variables. 
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Una solución de una ecuación diferencial en un intervalo 1 es cualquier función 
defin ida en 1 que satisface a la ecuación, es decir , que al sust ituirla la reduce a una 
identidad. 

EJEMPLO 2. Comprobar que la fu nción J(x) = e- 3
% + 5 es solución de la ecuación 

diferencial dada en el intervalo (-00,00). 

y' + 3y = 15. 

Solución. Es claro J(x) y J' (x) se definen para todo x en IR. Sustituyendo sus expresiones 
en la ecuación d iferencial resulta 

- 3e-3
% + 3(e- 3

% + 5) 15 

- 3e- 3
% + 3e- 3

% + 15 15 

15 15. 

La última identidad establece que efectivamente la función J es una solución de la 
ecuación diferencial en IR. 

1 
EJEMPLO 3 . Verifi car que la función g(x) = - +x es solución de la ecuación diferencial 

x 
dada en el intervalo (0, 00). 

11 2 2 
Y - -y + - = O. 

X2 x 
Solución. Sea x > O. Deri vando g(x) obtenemos 

g'(x) = - ~ + 1, 
x 

"() 2 9 x = 3 ' x 
Sust it uyendo g(x) y g"(x) en la ecuación diferencial se sigue que 

~ - ~ (~ + x) + ~ = O 
x3 X2 X x 

2 2 2 2 
x3 -x3 -X-+X- = O 

O = O. 

Lo cual comprueba que 9 es una solución en (0,00). 

EJEMPLO 4. Sea c una constante arbitraria. P robar que la función definida por la 
ecuación xy2 - y3 = e, es solución de la ecuación diferencial 

(2x - 3y)y' + y = O. 

Solución. Derivando implícitamente la igualdad xy2 - y3 = e, con respecto a x , se t iene 
que 

y2 + 2xyy' - 3y2y' = O 

y(y + 2xy' - 3yy') O. 
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En part icular 

y + 2xy' - 3yy' = O 

Y + (2x - 3y )y' O, 

25 

de donde se observa que la ecuación xy2 - y3 = c define una solución de la ecuación 
diferencial para todo valor de c. En este caso se dice que la sol ución está en forma 
implícita. 

EJEMPLO 5. Determine si la función h(x ) = e-3x es una solución en IR de la ecuación 
diferencial: y" + 6y' + 9y = O. 

Solución. Derivando dos veces la función h, tenemos que para x en IR 

h'(x) = _ 3e-3x , h"(x) = ge- 3x . 

Sustituyendo en la euación diferencial encontramos que 

ge-3x + 6( _ 3e-3X ) + ge-3, O 

O O. 

Así, la función dada es una solución de la ecuación diferencial. 

Un problema d e valores iniciales es aquél en el que se busca determinar una 
solución a una ecuación diferencial, suj eta a condiciones sobre la función desconocida y 
sus derivadas, dadas para un valor de la variable independiente. Tales condiciones se 
llaman condiciones iniciales. En símbolos, un problema de valores iniciales de orden n , 
puede representarse por la ecuación (1.29) suj eta a las n condiciones 

( ) '( ) (n-I)( )_ y Xo = Yo, Y Xo = y¡, ... , y Xo - Yn - I ' 

En los capítulos 2 y 3 resolveremos algunos problemas de valor 
orden, que en forma general pueden expresarse como 

y' = f (x, y), 

y (xo) = Yo· 

(130) 

inicial, de primer 

(1.31) 

( 1.32) 

Al encontrar un problema de este t ipo, es natural preguntarse si t iene solución y en 
tal caso, si dicha solución es única. La respuesta a estas cuestiones viene dada por el 
siguiente teorema. 

Teorema 1.2.1 (Teorema de existencia y unicidad.) Sea R = [a, bl x [e, di un 
rectángulo en el plano que contiene al punto (xo , Yo) en su interior. Si las func iones f y 
[) f / By son continuas en R , entonces existe un intervalo 1 con centro en Xo y una func ión 
única y(x) = <p(x) definida en 1 que satisface el problema de valor inicial definido por 
(1.31) y (l. 32) . 
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Trataremos de explicar el signi ficado del teorema anterior mediante los siguientes dos 
ejemplos. 

EJEMPLO 6. Dellluestre que el problema de va lor inicial 

t.iene solución única. 

dy 

d." 
y(2) 

= .<3 + y3, 

- 1, 

Solución. Aplicamos el t eorema 1.2.1. En primer lugar comprobaremos que se cumple 

la hipótesis. En este caso I (x, y) = x3 + y3 Y ~~ (x. y) = 3y2 Ambas funciones I y 

al/ay son cont inuas en todo rectángulo R del plano xv. La condición inicial y(2) = - 1 
s ignifica que Xo = 2 Y Yo = - 1, además es claro que el punto (2, - 1) está contenido en el 
interior de a lgún rect.ángulo R. Así que todas las hipótesis del teorema 1.2. 1 se satisfacen 
y por lo tanto la conclusión se cumple; es decir , existe una sol ución única <{J de la ecuación 

dy 
diferencial - = x' + y3, defi nida en a lgún intervalo J con centro en Xo = 2, que satisface 

dx 
la condición in icia l, esto es, que es tal que <{J(2) = - 1. 

EJEMPLO 7. Considere los dos problemas de valor inicia l 

a) dy = J I _ y2 
dx 

b) ~~ = ~, 

Aquí 

y(2) = O 

I(x , y) = J I - y2 y 8f 
ay 

y 

Estas funciones son continuas en el conjunto A de puntos del plano xy definido por 

A = {(x,y)lxE IR,- l < Y < 1}. 

En el problema (a), Xo = 2, Yo = O. El cuadrado R¡ de lado 1 con centro en el punto 
(2, O) está contenido en el conjunto A, de modo que las funciones I y al/ay satisfacen 
las hipótesis del teorema 1. 2.1 en R¡. Dado que además el punto (2, O) está en el interior 
de R¡ , la conclusión del teorema 1.2.1 se aplica al problema (a ) y sabemos que tiene una 
solución única definida en a lgún intervalo alrededor de Xo = 2. 

Veamos el problema (b). Ahora Xo = ,, / 2, Yo = 1. En este punto al/ay no es continua. 
Luego, el punto (,,/ 2, 1) no puede estar incluido en un rectángulo R donde las hipótesis 
del teorema 1. 2.1 se satisfagan. Entonces no podemos concluir , del teorema 1.2.1 , que el 
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problema (b) tenga una solución única. Con esto no afi rmamos que no tenga solución o 
tenga varias; el teorema 1.2.1 simplemente no da información en un sent ido u otro. De 
hecho puede verificarse con un cá lculo sencillo que las fun ciones 

y,(x ) = senx y Y2 (X) = 1, 

con :l: en [-1r / 2, 1r / 2[, son soluciones del problema (b), así que éste tiene al menos dos 
soluciones definidas en el intervalo indicado. 

Se llama solución general de una ecuación diferencial de primer orden y' = ¡ (x, y ) a 
la función y = ",(L . e) que depende de una constante arbit raria e y satisface las siguientes 
condiciones: 

l. Es solución de la ecuación diferencial para cualquier valor de c. 

2. Dada una condición inicial a rbi t raria Y(LO) = Yo , siempre es posible determinar un 
valor de e = Co tal que la función y = <p(x, col satisface la ecuación diferencia l y la 
condición inicial. La función y = <p(X, col se llama una solución particular. 

Geométricamente la solución general y = <p(X , c) representa una familia de curvas en 
el plano xy. Estas curvas se llaman curvas integrales . Si las cond iciones del teorema 
de existencia y unicidad se satisfacen, estas curvas integrales no se intersectan. 

EJEMPLO 8 . Muestre que la función 

e 
y =­

x' 
x> O, 

donde c es una constante, es la solución general de la ecuación diferencial 

, y 
y = --o 

x 

(1.33) 

(1.34) 

Solución. En primer lugar , podemos ver que (l.33) es solución de (l.34) para todo c. 
En efecto, derivando (1.33) con respecto a x se obtiene 

y sustituyendo en (l.34) resulta 

lo cual es una ident idad. 

C 

X2 

Además , haciendo x = Xo > O Y Y = Yo en (l.33) , se sigue que 

c 
Yo =-, 

xo 
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por lo ('\1(11. Id fllllCiólI 

e = ,1:0.1)0. 

"oUo .'1 = -- . 
. l 
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' 'S SOlllCiúlI d" (1.:33) y s"tisface la condición inicial U(J·o) = Uo· con "o> O y Yo arhit.rario. 
La figunl 1 10 1IIUestra algunas dE' las curvas integrales eOIl e> O. 

y • 

x 

Figura 1.10: Curvas integrales 

1.2,1 M é todo de IsocIinas 

La "cllación diferencial 
dy 
-/ = ¡ (L, y) , 
(X 

(1.35) 

c!ollc!e la función f(x. U) está definida en algún conjunto D del plano xy, determina en 
cada punto (L, y) de D , el valor de y', o sea, la pendiente de la recta tangente a la curva 
integral en este punto. Luego, podemos interpretar la ecuación diferencial (1.35) como 
un conjunto de pendientes llamado campo de díTecciones . La terna de números (x, y. y') 
determina la dirección de una recta que pasa por el punto (x, y). El conjunto de los 
segment.os de estas rect.as es la representación geométrica del campo de direcciones. 

El problema de resolver la ecuación diferencial (1.35) puede entonces interpretarse 
como sigue: encontrar una curva cuya tangente en cada punto tenga la misma dirección 
que el campo en este punto. Para const.ruir las curvas integrales introducimos las isocli­
nas. Se llama isoclma al lugar geométrico de los puntos en los que las rectas tangent.es a 
las curvas integrales consideradas t.ienen una misma dirección. La familia de las isoclinas 
de la ecuación diferencial (J .35) viene dada por la condición 

I(x , y) = c, ( 1.36) 



1.2. 1. Método de ¡sadillas 29 

donde e es una constante. Usando valores de e cercanos podemos dibujar una red bast ante 
compacta de ¡sac1inas. a partir de las cuales es posible trazar aproximadament e las curvas 
int.egrales de iH ecuación {l .35). 

EJEMPLO 1. ~, l ediante las isaclinas, trace aproximadamente las curvas integrales de 
la ecuación diferencial 

dy 
- = :Z:, 
d.,. 

(U7) 

Soluc ión. En este caso ¡ (.l'. U) = "L' Y las ¡sadinas están d¡:¡di1 s por la ('cuación ]" = c. 
donde e es una constante. En C'onsE'cuencia las ¡sorlillas son recta,s verticales. Para e = O 
se obtiene la isoclina x = O. el eje y. Este eje divide al plano ('11 dos partes iguales. en 
cada una de las cuales la derivada y' tiene un mi smo signo. Las curvas illt('grales son 
decrecient es s i 1: < O .v crecientes si 1" > 0, de lllodo que sobre esta recta se ellcuellt ran 

S lIS puntos mínimos. 

Las t.angent.es trazadas a las curvas integra les en los puntos de intersección con las 
isoclinas x = - 1 Y x = 1, for man con el eje OX , ángulos de 45° y 135°, respect.ivament e. 
El campo de direcciones se muestra en la figura 1.11 . 

\-\ ~-y / I I 
\ \ "'.. /' I I 

ri--\ -{-f-f - I 
--+-\~ -,/ -} ;-j 
:.¡ ,1 , 

Figura 1.11: Campo de direcciones 

Además, derivando en (1.37) con respecto a x , se sigue que y" = 1. Por consiguiente 
y" > O para todo x y las curvas integrales son cóncavas hacia a rriba, Tomando en cuenta 
todo lo anterior un esbozo de la familia de curvas integrales de la ecuación (1.37) se 
muestra en la figura 1.12. 
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Figura 1.12: Curvas Integrales del Ejemplo 1 

EJEMPLO 2. Represente el campo de direcciones e indique algunas curvas integrales 
de la ecuación diferencial 

dy x 
= (138) 

dx y 

x x 
Solución . Ahora f (x, y) = -- y las isoclinas son rectas de la forma -- = c o bien 

y y 

x 
y = --o 

C 

Si c = 1 tenemos la isoclina y = -x a lo largo de la cual la inclinación de las tangentes 
a las curvas integrales es de 450

• Con c = - 1 resulta la isoclina y = x sobre la cual las 
tangentes forman un ángulo de 1350 con respecto al eje OX. 

Además , a partir de la ecuación diferencial misma podemos concluir lo siguiente. Las 
tangentes trazadas a las curvas integrales en los puntos de intersección con el eje x (y = O) 
Y con el eje y (x = O) son verticales y horizontales, respectivamente, con excepción del 
punto (O, O). 

El campo de direcciones y algunas curvas integrales se muestran en la figura 1.13. 
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Figura 1.13: Campo de direcciones y Curvas Integrales 

EJEMPLO 3. Ut ilizando el campo de direcciones y las isoclinas determine aproximada­
mente la curva integral de la solución del problema de valor inicial 

dy 
~ = X2 + y2 
dx ' 

y(O) = 1. ( 1.39) 

Solución. Tenemos que f lx, y) = X2+y2 y las isoclinas f(x , y) = c son las circunferencias 
con centro en el origen definidas por 

c> O. 

Con los valores de c = 1/4, c = 1, c = 9/ 4 Y c = 4 resultan las circunferencias de 
radios 1/2, 1, 3/ 2 Y 2, respectivamente, que se muestran en la figura 1.14. A lo largo de 
cada una de ellas las pendientes de las tangentes a las curvas integrales es igual al valor 
particular de c. 

Examinando la figura 1.14 parece razonable que la gráfica de la solución del problema 
(1.39) tenga la forma que se indica en la figura 1.15. Cabe destacar el valor de este análisis, 
en vista de que el problema (1.39) no puede resolverse empleando técnicas elementales. 
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. Y 

-2 x 

- 2 

Figura 1.14: Campo de direcciones e Isoclinas 

y 

10 

-1.5 

-2 -1 -0.5 0,5 x 

-5 

Figura 1,15: Solución del problema de valor inicial 
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EJERCICIOS 1.2 

En cada ejercicio indique el orden de la ecuación diferencial y determine si la func ión 
dada es una solución de la ecuación. 

dy 2 
1. x dx - y = 2x y , 

, 
y = A xe' . 

2. yf + ycosx = cosx sen X l y = ce- senz + sen x + 1. 

3. y' + y tan x = O, 

4 
,_y+x 

. y - I 

y-x 

, 1 
5. y = - y + 1, 

x 

y=Acosx. 

X2 _ y2 + 2x y = c . 

y = x ln x . 

6. (X2 + y2)dx + (X2 - xy)dy = O, A (x + y)2 = xe~. 

d2y 
7. dX2 + Y = O, y = cosx + senx. 

8. ylll - y" = X l 
1 3 1 2 k 

Y = - -x - -x + x + 1 + ke k E IR. 
6 2 ' 

d2y dy 
9. dX2 + dx = cosx, 

10. y"+2y'-3y= 1, 

y = cosx - sen x. 

x 1 y = e --
3 

2890 9 57 





Capítulo 2 

Ecuaciones Diferenciales de Primer 
Orden 

2.1 Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables 

D efinición 2.1.1 Se dice que una ecuactón diferencial ordinan.a es de va riables sepa­
rables si se puede escribir en la forma 

dy f(x) 
= 

dx g(y). 

La ecuacion (2.1 ) se expresa en forma diferencial como 

g(y )dy = f(x)dx , 

y se resuelve integrando ambos miembros de (2.2). 

EJEMPLO 1. Resolver 

dy = 2x. 
dx 

Solución. Separando las variables resulta 

dy = 2xdx , 

e integrando 

J dy = J 2xdx . 

Resolviendo las integrales 

y + c, = X2 + C2 

y = X2 + C2 - c,. 

35 

(2.1 ) 

(2.2) 

(2.3) 
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Ya que la diferencia de constantes es una constante, podemos escribir c = C2 - C1, obte­
niendo 

y = X2 + C. 

Así, al momento de int.egrar sólo consideraremos una const.ante de integración. 

EJEMPLO 2 . Resolver 
dy x 

= 
dx y 

So lució n . Separando variables la ecuación se escribe como 

ydy = xdx, 

integrando 

J ydy = J xdx 

y calculando las int.egrales, se sigue que 

X2 
-+c) 
2 

X2 + 2C1' 

Como el producto de constantes es una constante tenemos 

y2 = X2 + C 

y VX2 + C. 

EJEMPLO 3. Resolver 
dy 
dx +4xy = O. 

Solución. Tenemos que 

dy 
dx + 4xy O 

dy 
-4xy = 

dx 
dy -4xydx 
dy 

-4xdx = y 

J d: J -4xdx 

In y = _2X2 + el 

e
1ny e-2x2+ct 

(2.4 ) 

(2.5) 
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Ya que e" y In u son funciones inversas. 

11 = e- 2X2 ee 1 . 

Como e, es una constante, e" también es una constante, la cual podemos escrib ir sim­
plemente como e; de modo que 

EJEMPLO 4 . Resolver 

y = e-2x2 c 

y .= ce-27 2 

dy y coox 
-= ---
dx 1 - 2y' 

Solución. Procediendo como en los ejemplos anteriores, resulta 

dy 
= 

dx 
(1 - 2y )dy = 

1 - 2y 
--dy 

Y 

J G -2) dy = 

In y - 2y = 

ycosx 

1 - 2y 
Y cos xdx 

cosxdx 

J cosxdx 

sen x + e. 

En este caso la solución queda en forma implícita. 

EJEMPLO 5. Resolver 

Solución. Tenemos 

dy + eX- Y = O. 
dx 

dy + eX- Y = O 
dx 

dy _ex - y 
= 

dx 
dy _eX e-Y = 
dx 
dy 

- exdx = 
e-Y 

eYdy = - exdr 

J eYdy = -J eXdx 

eY = _ex +c 

In eY = ln ( _ex + e) 

y = ln ( _ex + e). 

(2.6) 

(2.7) 
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EJEMPLO 6. Resolver 
(yx - y )dy - (y + I )dx = O. 

Solución. Separando variables se sigue que 

e integrando 

Por lo tanto 

(yx - y )dy - (y + l )dx 

(yx - y)dy 

y(x - l )dy 

Y --dy = 
y+ l 

o 
(y + l )dx 

(y + l)dx 
dx 

x - 1' 

J y ~ 1 dy = J x d~ 1 

J(I - y~ l)dY = J Xd~ 1 

y -In(y+ 1) = In (x - 1) +c. 

es la solución dada en forma implícita. 

EJEMPLO 7. Resolver 

(2.8) 

(2.9) 

Solución. Para separar variables es de gran ayuda factorizar donde sea posible, en este 
caso tenemos 

(1 + X2 + y2 (1 + x 2))dy (1 +y2)dx 

(1 + x2 )(1 + y2)dy = (1 + y2)dx 

1 + y2 1 
--dy --dx 
1 + y2 1 + X2 

dy 
dx 

= 
1 + x2' 

Finalmente, al integrar encontramos que 

= J dx 
1 + X2 

arctanx + c. 
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EJEMPLO 8. Resolver el problema de valor inicial 

1 + e-3x y, = O suj eto a y(O) = 1. (2.1 O) 

Solución. Separando variables e integrando obtenemos 

1 + e- 3X y' = O 
_ 3x dy 

- 1 e - = 
dx 

e-3Xdy = - dx 

dy = _e3xdx 

J dy = -J e3x
dx 

e3x 

y = --+c 3 . 

Haciendo x = O Y Y = 1 en la última igualdad, concluimos que 

1 
eO 

= - - +c 
3 

1 = 
1 -- +c 
3 

4 
= c. 

3 

Por lo tanto la solución de la ecuación diferencial que cumple la condición dada es 

e3x 4 
y = - -+ -. 

3 3 

EJEMPLO 9. Resolver el problema de valor inicial 

y' + y2 _ Y = O, y(2) = 4. 

Solución. Primero separamos variables 

y' + y2 _ Y = O 
y' = y _ y2 

dy y _ y2 = 
dx 
dy = (y - y2) dx 

dy 
dx. = y _ y2 

(2.11 ) 
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En segundo lugar integramos, usando fracciones parciales para la integral respecto de 1 
Obtenemos 

J dy J 
y(1 - y) 

dx 

Iny-ln(l -y) x+ c¡ 
y 

ln-- = x+c¡ 
1 - Y 

_y_ = eX +CI = eXeCI = cex . 
1 - Y 

Ahora , despejamos y en la última igualdad 

y c( l - y)e" 

y ce x 
_ cye x 

y + cye" ce" 

y(1 + ce" ) = ce" , 

obtenemos así la solución explícita 

ce" 
y = 

1 + ce" ' 

Si hacemos x = 2 Y Y = 4 en (2.12) , tenemos 

4 
ce2 

1 + ce2 

4(1 + ce2
) ce2 

4 + 4ce2 = ce2 

3ce2 -4 

c = 
4 - 2 --e . 
3 

Finalmente, sustituyendo el valor de e en (2. 12), llegamos a la solución particular 

y 

y = 

y = 

1 + (- ~e-2)e" 
4 x-2 

-3e 
3 4e'" :2 
--3-

-4e"-2 

3 - 48"-2' 

(2.12) 
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EJEMPLO 10. Resolver el problema de valor inicial 

e" cos x + cos x + (eY sen x + eY)y' = O, y(rr) = O 

Solución. Separando variables e integrando se sigue que 

e" cosx + cosx + (e" sen x + eY) y' = O 
dy 

O cos x( e" + 1) + e" ( sen x + 1) dx = 

dy 
-cosx(e" + 1) eY(senx + 1)- = 

dx 
eY(sen x + l )dy -cosx(e" + l )dx 

e" cosx 
dx --dy = 

eY + 1 sen x + 1 
In (e" + 1) -In (senx + 1) + In c, 

In (e" + 1) In 
c, 

= 
sen x + 1 

Ahora despejamos y para expresar la solución en forma explícita 

es decir 

con c = el - 1. 

c, - sen x - 1 
eY = -'-----:-­

sen x + 1 

I 
c- senx 

y = n 
sen x + 1 

Se quiere una solución que cumpla con y(rr) = O, entonces 

O = In = In e, (
e - sen rr) 
sen rr+ l 

de donde 

e = 1. 

Sustituyendo en (2.14) obtenemos la solución del problema de valor inicial 

1
1 -senx 

y = n . 
1 + sen x 

41 

(2.13) 

(2.14 ) 

La siguiente ecuación diferencial es de segundo orden. sin embargo. mediante un 
cambio de variable se reduce a una de primer orden . Corresponde a la ecuación diferencial 
(1.12) del ejemplo 5 del capítulo 1. 
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EJEMPLO 11. Resolver 

d2y = k JI + (~f 
dX2 (a - x) 

donde a, k son constantes tales que a E IR, k '" 0, 1 Y x < a. 
Solución. Si hacemos 

dy dz d2y 
Z = dx ' dx dx2' 

la ecuación (2.15) se reduce a 

dz = k 1f+Z2. 
dx a- x 

Separando variables e integrando resulta 

dz 

lf+Z2 

J dz 

lf+Z2 
In (z + Ji+Z2) = 

In (z + Ji+Z2) 
z+ Ji+Z2 

donde A es una constante. Así que 

kdx 
a - x 

J kdx 
a-x 

-k ln(a - x) + InA 
InA (a - X) - k 

A(a - Xl-k, 

:~ + 1 + ( :~ r = A(a - X) - k 

(2.15) 

(2. 16) 

Para obtener y necesitamos hacer una segunda integración, pero antes escribimos (2.16) 
en la forma 

1+ (:~r k dy 
= A(a - x) - --

dx 

1+ (:~r ( r 2 2k k dy dy 
= A (a - x) - - 2A(a - x) - - + -

dx dx 

1 A2 (a _ X)-2k _ 2A(a _ X)-kdy 
dx 

kdy A2(a - X)-2k - 1 2A(a - x)- -
dx 
dy A2(a - X)-2k - 1 

dx 2A(a - X)-k 
dy A k 1 ( k = - (a - x) - - - a - x) 
dx 2 2A 

dy [A k 1 ( k] = -(a - x)- - - a - x) dx. 
2 2A 
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Ahora podemos integrar facihnente, encontrando la solución explícita siguiente 

J [A k 1 k] 2(a - x)- - 2A (a - x) dx 

y 
A(a - X)-k+1 (a - X)k+1 

- + +B 
2(-k + 1) 2A(k + 1) 

EJERCICIOS 2. 1 

Mediante separación de variables resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales. 

1. 
dx 2 

4tx- = x + 1 
dt 

2. ( r dy x 
(y ln x)-';¡ = --

x y+l 

3. 
de 
- = cos t( cos 2e - cos2 e) 
dt 

4. dy = e-2'+3y 
dt 

dy 
5 _ + y = yxex +2 

dx 

6. eX ydy - (e- Y + e2X- Y )dx = o 

7 dy = --'xy'---,---;o3:"-y--'+_x_---;:3 
. dx xy+2y-x-2 

8 2tx2 + 2t + (t' + l )x' = O, x(O) = 1 

2r - 1 r - 2r2 

9. --dr + dt = o r(2) = 4 
t t 2 - 1 ' 

1 1 
lO. ( )2dx + ~dy = O 

Y - 1 VX2 + 4 
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Homogéneas 

D efinición 2.2 .1 La. función f (.L, y) se lla.ma homogénea de grado n con respecto a las 
1Iarialilp" .1". U si pa.ra. todo f se ve1~fica que 

f (tx, ty ) = t n f (x, y ). 

EJEMPLO 1. Diga si la función dada es homogénea y determ ine su grado. 

a) f (.L. U) = 21:3 
- 5xy2 + 4l· 

b) f (.1. y ) = l,5 + y5 

X2 - y2 
e) f (J· U) = --"­

xy 

x 3 + x2U + X 
d ) f (x,y)= 3 · 

Y 

e) f (·r.u ) = U + L(ln., - ln U - 1). 

y y2 
f ) f (1. U) = sen '-- + '-2 + c-2y/ x + 6. 

;1: x 

Solución. 

a) En es t.e caso 

f (tx , tU ) = 2(tx)3 - 5(tX)( ty )2 + 4(ty )3 

2t3x3 _ 5t3xy2 + 4t3y3 

t3(2x3 - 5xy2 + 4y3) 

= t3f (x, y ), 

lo cual muestra que la función f(x , y) = 2x3 - 5xy2 + 4y 3 es una función homogénea de 
grado tres. 

b) Se t iene que 

f (tx, ty ) 1(tX)5 + (ty )5 

= 1t5x5 + t5y5 

1t5(X5 + y5 ) 

t 1x5 + y5 

tf(x, y ). 
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Luego, f (l·. y ) = >7'x5 + yO si es una función homogénea'y de grado uno. 

e) Tenemos ahora que 

f(tx , ty ) 

= 

t2 x2 - t2 y2 

(tx )( ty ) 
e(.E2 _ y2) 

t2 J'Y 
OX2 _ y 2 

= t -----'''­
xy 

tO f (.L . y ). 

X2 _ y2 
ASÍ, f(x, y) = es homogénea de grado cero. 

xy 

d) Como 

x 3 + x2y + x 
concluimos que f(x, y) = 3 no es homogénea. 

y 

e) Se t iene que 

f( x, y) = y + x (In ~ -1) , 
por lo cual 

f (tx, ty ) 

= tf (x, y ). 

Lo cual muestra que f (x . y) si es una función homogénea y de grado uno. 

f) Ahora tenemos 

f (tx, ty ) = sen ty + (ty )2 + e-2ty/'x + 6 
tx (tX )2 
ty t2y2 

= sen - + - + e-2ty/tx + 6 
tx t2x2 
y y2 

sen - + - + e-2y/x + 6 
x X2 

tO f (x , y), 

así que f (x, y) es homogénea de grado cero. 

45 
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D efinición 2.2.2 Se dice que la ecuación diferencial 

A1(x,y)dx+ IV(x,y)dy = 0, 

es homogénea si las funciones A1 y IV son homogéneas y del mismo grado. 

Note que la ecuación diferencial 
y' = f(x , y), 

será homogénea si f es una función homogénea de grado cero. 

M é todo de Solución. Una ecuación diferencial homogénea A1(x, y)dx+ IV(x, y)dy = 0, 
se resuelve reduciéndola a una ecuación de variables separables, usando cualquiera de las 
sustituciones v = y/x o bien v = x/y, donde v es una nueva variable. 

Nota: Aunque en teoría cualquiera de las dos sustituciones anteriores reduce una ecuación 
homogénea a una separable, en la práctica sugerimos utilizar 

• y = xv si IV es de estructura "más simple" que A1. y 

• x = yv si A1 es de estructura "más simple" que IV. 

El tomar en cuenta esta observación, conduce a integrales más fáciles de calcular al 
resolver la ecuación diferencial separable que se obtiene. 

EJEMPLO 1. Resolver 
(2.17) 

Solución. Como 
A1(x , y) = x3 + y3 Y IV(x , y) = _xy2 

son funciones homogéneas ambas de grado tres , la ecuación dada es homogénea. Además 
IV es de estructura algebraica más simple que A1 , por lo cual, la sustitución más conve­
niente es y = xv para reducir (2. 17) a una ecuación de variables separables. 

Hacemos 

y = xv 

dy = xdv + vdx. 

Sustituyendo en (2.17) obtenemos 

[X3 + (XV)3] dx - x(xv)2(xdv + vdx) 

(x3 + X3v3)dx - X3v2(xdv + vdx) 

x3(1 + v3)dx - X3V2(xdv + vdx) 

(1 + v3)dx - v2(xdv + vdx) 

dx + v3dx - xv2dv - v3dx 

dx 
dx 

x 

° 
° 
° 
° 

= ° 
xv2dv 

= v2dv. 
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Integrando 
v3 

In Ixl +In I c 1= 3 ' 
de donde 

,} = 3 In I cx I . 

Reemplazando v = l¿ y simplificando encontramos que 
x 

31n lcxl 

y = x131n I cx l· 

EJEMPLO 2. Resolver 

(y + JX2 + y2)dx - xdy = o. 

Solución. Ya que 

M (X, y )=y+JX2 +y2 y N(x ,y)=-x 

47 

(2.18) 

son funciones homogéneas ambas de grado uno, nuestra ecuación a resolver es homogénea. 
Como en el ejemplo anterior N es de estructura algebraica mas simple que M. Por lo 
cual hacemos 

y = xv 

dy = xdv + vdx. 

Sustituyendo en (2.18) obtenemos 

Integrando 

(xv + Vx2 + X2V 2) dx - x(xdv + vdx) 

(xv + JX2(1 + v 2)) dx - x2dv - xvdx 

xV I + v2dx - x2dv 
dx dv 

x .ff+V2 

o 

o 

O 

= o. 

In Ixl - In I v + VI + v2 1= In I Cl 1, 

reemplazando v = ;; y simplificando, encontramos que 

Y M 2 

In Ixl - In - + 1 + -
X X2 
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In Ix l _ In I y + J~2 + y2 1 

donde e = l /Cl' 

EJEMPLO 3. Resolver 

In IY+;:2+ Y2 1 
X2 

y + J X2 + y2 

X2 

y + JX2 + y2 

= In lel l 

In lel l 

= el 

= el (Y + JX2 + y2 ) 

cx2 , 

(2.19) 

Solución. En este caso la estructura algebraica de i'v/ (X, y) es más simple que la de 
N (x. y ), por lo cual proponemos 

Entonces 

o bien 

Integrando 

.l" = ljl.', 

dx ydv + vdy. 

2vydv + (1 - v2)dy = O 
2v d dy -- v+-

1 - v2 y 
O. 

In Iyl- In 11 - v21 = In led, 

y usando v = ~ , obtenemos como solución implícita 
y 

EJEMPLO 4. Resolver 

y( ln x - In y)dx = (x ln x - x lny - y )dy. 

Solución. Escribimos primero la ecuación diferencial como 

(2.20) 
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Ponemos x = vy en la ecuación diferencial , de lo cual se obtiene 

o equivalentemente 

Integramos 

yln v(vdy + ydv ) = (vylnv - y )dy , 

dy 
ln vdv = --o 

y 

v In v - v = - In y + c. 

En términos de la variable original , la solución es 

EJEMPLO 5. Resolver 

x(lnx -1) + (y - x) lny = cy. 

dy 
dx 

Solución. Escribimos la ecuación diferencial como 

Hacemos 

Entonces 

Sustituyendo 

Separando variables 

e integrando 

dx ~ 
x 

v= 11.. =y=xv. 
x 

dy dv 
dx = x dx +v. 

dv e-v + v2 

x-+v=---
dx v 

dx 
vevdv =­

x 

veV 
- eV 

= In Ixl + c. 

La solución, en forma implícita es 

• • I ye' - xe' - xln xl = ex. 

Proposición. Las ecuaciones diferenciales de la forma 

49 

(2.21 ) 
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donde ai, bi , e i E R (i = 1, 2), se denominan cuasi-homogéneas y se reducen a ho­
mogéneas, haciendo el cambio de variables 

x = X + h, Y = Y + k , 

siendo h Y k las soluciones del sistema 

a¡h+b¡k+e¡ O 

a2h + b2k + e2 = O. 

Si el sistema no tiene solución, es decir 

la ecuación diferencial puede escribirse como 

dy 

dx 
f ( a¡x + b¡ y + e¡ ) 

.x(a¡x + b¡y) + e2 
= F (a¡x + b¡y) , 

la cual se reduce a separable con la sustitución 

z = a¡x + b¡ y. 

EJEMPLO 6. Resuelve la ecuación diferencial cuasi-homogénea 

dy 3y - 7x + 7 = c-"-_ _ ...,. 

dx 3x - 7y - 3 

Solución. Hacemos 
x = X + h , Y = Y + k . 

Entonces 
dY dy 

dX dx 

y sustituyendo en la ecuación , se tiene 

dY 3Y - 7X - 7h + 3k+7 
dX 3X-7Y+3h- 7k - 3 ' 

Para que esta ecuación diferencial sea homogénea es necesario que 

- 7h + 3k + 7 O 
3h - 7k - 3 O. 

(2. 22) 

(2.23) 
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La solución de este sistema de ecuaciones lineales es 

h = 1, k = O. 

Con estos valores de h y k la ecuación diferencial se reduce a 

que es homogénea. 
Hacemos ahora 

Sustituyendo, se obtiene 

o bien, separando variables 

e integrando resulta 

dY 3Y - 7X 
= 

y 
V =- = Y = XV X . 

dV 3V - 7 
X dX + V = 3 _ 7V ' 

3 - 7V dV _ 7dX = O 
V2 - 1 X 

21nIV - 11 +5 1nlV + 11 + 71n lX I = In le! 

Regresando a las variables originales 

y 
V = X' Y = y, X = x - 1, 

obtenemos como solución general de la ecuación diferencial 

(y - x + 1)2(y + X - 1)5 = c. 
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El siguiente ejemplo es una ecuación diferencial de segundo orden, pero una vez más , 
utilizando un cambio de variable se transforma en una ecuación diferencial de primer 
orden que además es cuasi-homogénea. Corresponde a la ecuación (1.7) que apareció en 
el ejemplo 3 del capítulo 1. 

EJEMPLO 7. Resolver 

( )

2 
dy dy 

x - - 2(y - p)- - x = O, 
dx dx 

donde p es una constante. 

Solución. Poniendo w = d
y

, (2.24) se escribe como 
dx 

xw2 
- 2(y - p)w - x = O. 

(2.24) 
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Esto nos hace recordar el trinomio cuadrát ico, por lo que despejando w, obtenemos 

2(y - p) ± J4(y - p)2 + 4X2 
w= 

2x 
o bien, 

dy Y - P J(Y - p)2 - = --± -- + 1 
dx x x ' 

. Y- P 
la cual como sabemos es una ecuación cuasi-homogénea. S, ponemos v = --, 

x 
y - p y naturalmente, 

dv dy 
x-+v = -. 

dx dx 

(2.25) 

vx = 

(2.26) 

Ahora bien, si usamos (2.25) y seleccionamos el signo más, la ecuación (2.26) se reduce 
a 

dv ~ 
x dx = vv2 + 1. 

Separamos variables e integramos. 

dv dx 

v'v2+l x 

J dv 

v'v2+l 
= Jd; 

In (v + vv2 + 1) 

v+ v'v2+l = 

ln x+c 

(Y: P) + J (Y: pr + 1 = Ax, A = e' . 

La gráfica de la solución obtenida es una parábola. Para verlo, despejemos la raíz 

J (Y: P) 2 + 1 = Ax - (Y: P) , 
elevamos al cuadrado y simplificamos para obtener 

(Y: p)' + 1 = A2X2 - 2Ax (Y : P) + (Y: p)' 

1 = A2X2 - 2A(y - p) 

1 - A2X2 = - 2A(y - p) 

Y - P 

Y 
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EJERCICIOS 2.2 

Resolver: 

l. (x - y )dx+xdy = O 

2. y3dx + 2(x3 - xy2 )dy = O 

3. (xtan)!. -t y)dx - x dy = O 
x 

4. (x3 + y2JX2 + y2)dx - xyJx2 + y2dy = O 

dy y (2x 3 _ y3 ) 
5. ~~3~~ 

dx x(2y - x 3) 

6 . (2xy + 3y2)dx = (2xy + x2)dy con y(l) = 1 

dy 
7. (3x - y - 9) dx = 10 - 2x + 2y 

8. (2x + 3y + 4)dx = (4x + 6y + l )dy 

dy Y + xcos2 
JI. 9. _ = x 

dx x 

7r 
con y( l ) = -

4 

10. [YCOS"'- + ysec2 "'-Jdx + [2ysen "'- + 2ytan "'- - xcos "'- - xsec2 
",-] dy = O 

Y Y Y Y Y Y 

2.3 Ecuaciones Diferenciales Exactas 
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Definición 2.3.1 Si z = f (x, y ) es una función con derivadas parciales de primer or­
den continuas en una región rectangular R del plano xy , entonces su diferen cial total, 
denotada por dz o df, se define como 

Ahora bien si f(x , y) = c, donde c es una constante, entonces 

de modo que la solución de la ecuación diferencial df = O está dada implícitamente por 
f (x, y) = c. 



54 Capítulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 

EJEMPLO. Si f(x, y) = x' + 3x2y2 + y3 = c, entonces df = O, es decir 

(4x3 + 6xy2) dx + (6x2y + 3y2) dy = O, 

o bien 
dy 4x3 + 6xy2 

= 
dx 6x2y + 3y2 . 

(2.27) 

Note que la ecuación diferencial (2.27) no es separable ni tampoco homogénea, decimos 
que es exacta y su sol ución es x' + 3x2y2 + y3 = c. 

De manera general hacemos la siguiente definición. 

D efinición 2.3.2 Se dice que una ecuación dif erencial 

M (x, y)dx + N (x , y )dy = O, (2.28) 

es exacta si puede escribirse en la form a df = O, es decir 

Equivalentemente, la ecuación diferencial (2.28) es exacta si existe una función f tal que 

8f 
8x = M (x , y) y 

8f 
8y = N(x , y). (2.29) 

Note que, la solución de una ecuación diferencial exacta está dada implícitamente por 
la ecuación f(x , y) = c, donde c es una constante arbitraria. 

A la función f que cumple las ecuaciones (2.29) se le denomina [unción potencial, 
mientras que a la función vectorial 

F (x, y ) = M (x, y ) i + N (x, y) j , (2.30) 

se le llama campo vectorial conservativo. En este contexto, resolver la ecuación diferencial 
exacta (2.28) es equivalente a encontrar la función potencial del campo (2.30). Puede 
consultarse [8], para estudiar esta clase de campos vectoriales. 

El siguiente teorema proporciona un criterio simple para determinar si una ecuación 
diferencial es exacta . Su aplicación queda clara en los ejemplos posteriores. 

Teorema 2.3.1 Sean las funciones M , N , My y Nx continuas en la región rectangular 
R . Entonces la ecuación 

M (x, y )dx + N (x , y)dy = O, 

es exacta en R si y sólo si 
8M 8N 
8y (x, y ) = 8x (x , y ), (2.31 ) 

para todo punto (x, y) en R . 
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EJEMPLO 1. Resolver 

y dx + (X + n dy = O (2.32) 

Solución . Verifiquemos, primero, que (2.32) es una ecuación diferencial exacta. Aquí 
tenemos que 

y como 

M (x,y) = y y 
2 

N (x, y) = x +-, 
y 

íJM íJN 
íJy = l = íJx ' 

afirmamos que (2.32) es una ecuación diferencial exacta. Luego, existe una función f(x , y) 
tal que la ecuación (2 .32) se puede escribir en la forma df(x , y) = o. Es decir, que 

M (x,y) = y 

2 
N (x,y) = x +-. 

y 

Para determinar f integramos (2.33) con respecto de x, resulta 

f (x, y ) = J ydx, 

o bien 
f(x , y) = xy + q,(y) , 

donde q,(y) es una función de y , ya que integramos con respecto de x. 
Derivando (2.35) parcialmente con respecto a y se obtiene 

íJ f '( ) íJY=x+q,y , 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

pero como deseamos que también se satisfaga (2.34), igualando (2.36) Con (2.34), se sigue 
que 

Luego 

x+q,'(y) = x +~. 
y 

q,'(y) = ~. 
y 

Integrando ahora ambos lados respecto a y obtenemos 

q,(y) = 21ny + Cl, 

con el una constante arbitraria. 
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Sustit.uimos q,(y) en (235) y se tiene que 

f(x , y) = xy + 2ln y + CI. 

Finalmente, igualamos f(x, y) con una const.ante k para obtener la siguiente solución de 
(2.32), defin ida implicitamente 

xy + 2 ln y + CI k 

xy +2 lny = k - el. 

Renombrando c = k - CI , resulta la solución 

xy + 2 ln y = c. 

EJEMPLO 2. Resolver 
dy 2 + ye'Y 

= 
dx 2y - xe"Y 

Solución. Escribamos la ecuación en su forma diferencial , 

M (x, y)dx + N(x , y)dy = O 

(2y - xexY)dy = (2 + yexY)dx 

(2 + yexY) dx - (2y - xexY)dy = O 

(2 + yexY)dx + (xexy - 2y )dy = O. 

Esta ecuación diferencial es exacta ya que 

BM BN 
_ = xyexy +exy =-, 
By Bx 

luego, existe una función f tal que 

~~ = 2 + ye
xy

. 

Integrando respecto a x 

f(x , y) = J (2 + yexY)dx, 

es decir 
f(x , y) = 2x + eXY + q,(y), 

donde q,(y) es una función que depende únicamente de y. 
Derivamos parcialmente a (2.38) respecto a y 

~~ = xe"Y + q,'(y ) , 

(2.37) 

(2.38) 
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pero sabemos que ~ = N(x, y) , por lo que 

xexy + q,'(y) = xeX
" - 2y. 

De esta ecuación resulta 

con el una COhstante. 

q,'(y) = 

q,(y) 

- 2y 
_y2 + el ) 

Luego, sustituimos q,(y) en (2.38) y se t iene que 

¡(x,y) = 2x +exy 
- y2 +c¡. 
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Finalmente, tomando en cuenta que ¡ (x, y) = k da la solución implícita, obtc1l0mos 

2x + eXY 
- y2 + el k 

2x + eXY - y2 k - el 

2x + eXY - y2 = e. 

EJEMPLO 3. Resolver 

( Y) dx 
1 + ln x+~ dy = l - lnx. 

Solución. Esta ecuación en su forma diferencial nos queda de la siguiente forma 

(1 + In x + !!.)dx + (In x - l )dy = 0, 
x 

en donde 

y como 

M(x ,y)= 1+ 1n x+!!., 
x 

aM 1 

N(x , y) = In x - 1 

aN 
-=- = -
ay x ax ' 

(2.39) 

Se tiene que nuestra ecuación a resolver es una ecuación diferencia l exacta , por lo 'lile 
existe una función ¡ tal que 

Luego 

a¡ Y 
- = 1 + In x + - y 
ax x 

a¡ 
- = ln x - 1. 
ay 

¡(x,y) 

¡ (x,y) 

¡ (x,y) 

Jo + ln x + ;)dx 

a¡ 
ay 

= x + x In x - I + Y In x + d>( y ) 

= (x+y) ln x+q,(y) 

= In x + q,'(y). 
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01 Pero - = In x - 1, entonces 
oy 

Sustituyendo 1>(y) se t iene que 

1>' (y) - 1 

1>(y) -y + Cl ' 

I(x,y) = (x + y) ln x-y+cl' 

La solución está dada por 
(x + y) In x - y + Cl = k, 

de donde 

(x+y) lnx -y 

y( ln x- l ) 

y = 

C 

C - x In x 
c - x In x 
Inx - l ' 

x el e. 

N ata: Para resolver las ecuaciones exactas anteriores primero integramos con respecto 

a x en la igualdad ~~ = M (x , y), pero se puede proceder en forma análoga si en lugar 

. 01 
de esto llltegramos con respecto a yen oy = N(x, y). Ilustraremos dicho procedimiento 

en los tres ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 4. Resuelva 

dy 
(3y2 + X cosxy) dx + (3x2 + ycos XV) = O. 

Solución. Escribamos (2.40) en su forma diferencial 

En este caso 

y dado que 

(3x2 + y cos xy)dx + (3y2 + X cos xy)dy = O. 

M(x , y) = 3x2 + y cos xy, N(x ,y) = 3y2 + xcosxy 

oM oN 
oy = -xysen xy + cosxy = ox ' 

tenemos que (2.40) es una ecuación diferencial exacta, por lo que existe I tal que 

8f = 3y2 + x cos xy. 
oy 

(2.40) 
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Integrando esta ecuación respecto a y obtenemos 

¡(x,y) J (3y2 + x cos xy)dy 

y3 + sen xy + if¡(x). 

Derivando parcialmente con respecto a x resulta 

a¡ '( ) ax = y cos xy + if¡ x. 
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Recordando que ~~ = 3X2 + ycosxy e igualando con la expresión anterior, tenemos que 

ycosxy + if¡'(x) 

if¡'(x) 

if¡(x) 

3X2 + y cos xy 
3X2 

x 3 + e¡. 

Sustituyendo if¡(x) tenemos 

¡ (x,y) = y3 + sen xy + x3 + e¡ . 

La sol ución está dada por 
y3 + sen xy + x3 + e¡ = k, 

o bien 
y3 + sen xy + x3 = e. 

EJEMPLO 5. Resolver 

(y eX + 2ex + y2) dx + (eX + 2xy)dy = 0, y(O) = 6. 

Solución. Tenemos que 

M (x,y) = yeX + 2ex +y2, N(x ,y) = eX + 2xy 

y como 
aM X aN 
ay =e + 2y = ax' 

se trata de una ecuación diferencial exacta. Buscamos una función ¡ tal que 

a¡ 
ay 

= eX+ 2xy 

¡ (x, y) = J (eX + 2xy )dy 

eXy + xy2 + if¡(x) ¡ (x,y) 
a¡ 

= eXy+y2+if¡'(x). 
ax 

(2.41) 
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Por otro lado, se requiere que 

af 
ax = yeX + 2ex + y2 

Igualando las dos expresiones anteriores se tiene que 

1>'(x) 2ex 

1>(x) J 2ex dx 

1>( x) 2ex + e, . 

Sustituyendo 1>(x) obtenemos 

f(x, y) = eXy + xy2 + 2ex + e,. 

Luego, la solución viene dada por 

eXy + xy2 + 2ex + c, k 

eXy + xy2 + 2ex e. 

Aplicando la condición y(O) = 6 en la última ecuación tenemos que 

eO(6) + (0)(6f + 2eo c 

8 = c. 

Así, concluimos que nuestra solución particular está definida implícitamente mediante la 
ecuación 

eXy + xy2 + 2ex = 8. 

EJEMPLO 6. Resolver 

(y2cosx - 3x2y - 2x)dx + (2ysenx - x3 + lny )dy = O, y(O) = e. (2.42) 

Solución. Como aM aN 
ay = 2y cos x - 3x

2 
ax' 

tenemos que (2 .42) es una ecuación diferencial exacta y por lo tanto existe una función 
f tal que 

!jf 

ay 

f (x,y) 

2y sen x - x3 + lny 

J (2y sen x - x3 + In y)dy, 
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de donde 

¡ (x,y) = y2 sen x - x3y + y ln y - y + q,(x) . 

Entonces 

~~ = y2 cos X - 3x2y + q,'(x). 

a¡ 
Pero ax = M (x,y), de donde 

Luego 

= y2 cos X - 3x2y - 2x 

-2x 

y2 cos X - 3x2y + q,' (x) 

q,'(x) 

q,(x) = 

¡(x , y) = y2 sen x - X3 y + y ln y - y - x2 + Cl 

o bien, la solución y está definida implícitamente en la ecuación 

y2 sen x - X3 y + y In y - y - X2 = C. 

Como y está sujeta a la condición y(O) = e, se t iene que 

e2 senO - (O)(e) + eln e - e - O e 

e = O. 

Así, y está definida implícitamente en la ecuación 

y2 sen x - X3 y + y In y - y - x2 = O. 

EJEMPLO 7. Resolver 

(2y2 - 4x + 5)dx + (2y - 4xy - 4)dy = O. 

Solución. Se tiene que 

M(x,y ) = 2y2 - 4x + 5, N(x,y) = 2y - 4xy - 4 

y 
aM 
ay = 4y, 

aN 
ax = - 4y, 

por lo cual (2.43) no es una ecuación diferencial exacta. 
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(2.43) 
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EJERCICIOS 2.3 

De las siguientes ecuaciones resuelva aquéllas que sean exactas. 

dy 4x3y' - 3x' y 
1. = -c:---,--,-----"-

dx X3 - 2x'y 

2. (e'f y' - 2x )dx + e"ydy = O 

3. (y - 3x' )dx + (x - l )dy = O 

4. (x + 3x 3 sen y)dx + x' cosydy = O 

5. (seny+ysenx+~)dx+ ( xcosy - cOSx+t )dY = O 

6. y cos t + 2teY + (sen t + t'eY + 2) ~~ = O 

8. (~+2X)dX+~dY=0 con y(0) = 6 
1 + x, 

9 (y - :,e;) dx + (x + ~e;) dy = O 

10. e' cos y dx - xe' sen y dy = O con y(O) = 7T 

2.4 Factores Integrantes 

Definición 2.4.1 Si la ecuación diferencial 

A1(x,y) dx + lV(x,y)dy = O (2.44) 

no es exacta, pero existe una función ¡.t(x, y), tal que al multiplicar (2.44) por ¡.t(x , y) , la 
ecuación resultante 

¡.t(x,y)A1(x,y)dx +¡.t(x,y)lV(x,y)dy = O, (2.45 ) 

es exacta, entonces se dice que ¡.t(x, y) es un factor integrante de la ecuación diferencial 
(2.44). 
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Debemos observar que la solución de (2.45) es la solución de (2.44) y que en general no 
es fácil encontrar un factor integrante para una ecuación no exacta de la forma (2.44). 
Sin embargo, si M (x , y) y N( x, y) cumplen ciertas condiciones entonces los factores in­
tegrantes son conocidos. Veamos algunos casos. 

CASO I. Factor integrante dependiente de x. Suponga que 

es una función que depende únicamente de x, la cual denotaremos por g(x) . Entonces, 
un factor integrante para la ecuación dada es 

¡.t(x) = e J g(x )dx. 

CASO II. Factor integrante dependiente de y. Si se t iene que 

8N 8M ex -- ay 
M 

es una función de y únicamente, denotada por h(y) , entonces 

¡.t(y) = eJ h(y)dy 

es un factor integrante para la ecuación diferencial (2.44). 

CASO III.Factores de integración de la forma xmyn Si existen m y n tales que 

8M 8N N M 
- - -=m--n-
8y 8x x y' 

entonces 

es un factor integrante para (2.44). 

CA SO IV. Si existen funciones P(x) y Q(y) que satisfacen 

8M 8N 
8y - 8x = N(x , y) P(x) - M(x, y)Q(y) 

entonces un factor integrante para (2.44) es 

¡.t(x, y) = eJ P (X)dxeJ Q(y )dy. 

Obsérvese que el Caso IV incluye a los Casos 1, II y III si tomamos Q(y) = O, P(x) = O 
m n 

y P(x) = -, Q(y) = - , respectivamente. 
x y 
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También queremos advertir que a l aplicar las fórmulas anteriores estarnos interesados 
en obtpner solamente 'Un factor integrante, por lo cual después de calcular las integra les 
indefinid as implicadas en dichas expresiones basta cons iderar un valor fij o de la constante 
de in tegración; ceTO por simplicidad. Continuaremos con esta práctica más adelante, al 
emplear las fórmu las (2.60 ), (4.15) Y (4.85) . 

EJEMPLO 1. Resolver 

(2xy + y')dx + (3x 2 + 6xy3)dy = O. 

Solución. En este caso 

M(x, y) = 2xy + y', 

íJM 3 
íJy = 2x + 4y , 

N(x, y) = 3X2 + 6xy3, 

íJN 
íJx = 6x+6y3 

(2 .46) 

íJM íJN 
Corno ,,- ,¡ ", tenernos que (2.46) no es una ecuación diferencial exacta. Buscaremos 

uy u X 
un factor integrante para (2 .46) investigando si !vi y N cumplen con las condiciones 
mencionadas en el Caso 1. 

2x + 4y3 - 6x - 6y3 

3X2 + 6xy3 
_(2y3 + 4x) 
3X2 + 6xy3 

(2.47) 

La expresión en (2.47) no es una función exclusivamente de x. Por lo que investigaremos 
si /vI y N son funciones que cumplen con la condición mencionada en el Caso 11. 

aN aNl 
~-ay 

!vi 

6x + 6y3 - 2x - 4y3 

2xy + y' 
2(y3 + 2x) 

y(y3 + 2x) 
2 
y 

(2 .48) 

La expresión en (2.48 ) si es una función exclusivamente de y, luego un factor integrante 
es de la forma 

Así 



2.4. Factores Integrantes 65 

Ya que se conoce un factor integrante de (2.46), multiplicamos dicha ecuación por y' y 
procedemos a resolver la ecuación diferencial resultante, cuya solución es igual a la de 
(2.46). Tenemos 

y'(2xy + y')dx + y'(3x' + 6xy3)dy 

(2xy3 + y6)dx + (3x'y' + 6xy5)dy 
o 
o. 

Ahora se t iene en (2.49) que 

M(x, y) = 2xy3 + y6, 

éJM 
éJy = 6xy' + 6y5, 

N(x,y) = 3x'y' + 6xy5 

éJN 
éJx = 6xy' + 6y5. 

(2.49) 

Luego, (2.49) ya es una ecuación diferencial exacta, cuya solución está definida implícitamente 
en la ecuación 

EJEMPLO 2. Resolver 

(:' + 2) dx + ~ (1 + ln xy) dy = O. 

Solución. Tenemos que 

M (x, y ) = Y, + 2, 
x 

éJM 1 
-=-
éJy 

, , 
x 

N ( ) 
= 1 + ln xy 

x,y , 
x 

éJN - ln xy 
éJx x, 

(2.50) 

De modo que (2.50) no es una ecuación diferencial exacta. Veamos si M y N cumplen 
con la condición del Caso I. 

I + In;y 
X' x 

1 

x 

l+lnxy 
x 

Como (2.51) es exclusivamente función de x, un factor integrante es 

() J dz In x 
J.L X = e r = e = x. 

Multiplicamos (2.50) por J1.(x) y obtenemos la ecuación 

(~+2X) dx+ (1 + ln xy)dy = O, 

(2.51) 



66 Capítulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 

la cual es una ecuación diferencial exacta que tiene la misma solución que (2.50) , definida 
implícitamente en la ecuación 

EJEMPLO 3. Resolver 

Solución. Ahora 

y ln xy + X2 = c. 

(y + x + 2)dx + dy = O. 

M(x ,y) = y +x + 2, 

aM 
ay = 1, 

N(x , y) = 1, 

aN = o 
ax . 

(252) 

Entonces (2.52) no es una ecuación exacta. Hallaremos un factor integrante. Primero, 
veamos si M y N cumplen con las condiciones mencionadas en el Caso l. 

8M 8N 
ay-Fx = 1 

N . (2.53) 

Vemos que (2.53) es una función constante y que se puede considerar como función de x 
o bien de y. En este caso nos interesa considerarla como función únicamente de x. Luego 
J1(x) = eX. Multiplicamos a (2.52) por J1(x) y se obtiene 

eX(y + x + 2)dx + eXdy = O. 

Se puede observar que (2 .54) si es una ecuación exacta, cuya solución es 

y = ce-x - x - l. 

EJEMPLO 4. Resolver 

Solución. Ya que 

(6y - 24xy5)dx + (9x - 56x2y4 )dy = O. 

M(x , y) = 6y - 24xy5, 

aM 
ay = 6 - 120xy" 

N(x, y) = 9x - 56x2y., 

aN 4 
ax = 9 - 112xy , 

(2.54) 

(2.55) 

es claro que (2.55) no es una ecuación diferencial exacta. Determinemos un factor inte­
grante. El Caso 1 no puede aplicarse, puesto que 

8M 8N ay-a:;¡ 
N 

-3 - 8xy4 

x(9 - 56xy4) ' 
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no es función exclusivamente de x. Por otra parte 

8N 8M 4 fu-a,¡ _ 3+8xy 

M 6y( 1 - 4xy' ) 

no es una función exclusivamente de y, por lo que tampoco podemos aplicar el Caso n. 
Busquemos un factor integrante de la forma 

el cual se puede construir sólo si existen constantes m y n, tales que 

8M 8N 
8g 8x 

6 - 120xy' - 9 + 11 2xy' 

-3 - 8xy' 

Esto nos lleva al sistema 

N M 
m--n-

x y 
9x - 56x2y' 6y - 24xy5 

m - n-"----"-
x y 

= 9m - 56mxy' - 6n + 24nxy" 

9m - 6n -3 

- 56m + 24n -8, 

cuya solución es m = 1 Y n = 2. De modo que ¡.t(x , y) = xy2 es un factor integrante para 
(2.55). Por lo que al resolver la ecuación 

xy2(6y - 24xy5)dx + xy2(9x - 56xV)dy = 0, 

obtenemos la solución de (2.55). Su solución y está definida implícitamente en la ecuación 

3X2y3 _ 8x3y 7 = c. 

EJEMPLO 5. Resolver 

(xy + y ln y)dx + (xy + x ln x)dy = O. (2.56) 

Solución. Como 

M(x,y) = xy+ylny , N(x,y) = xy + xlnx, 

8M 
8y =x+ lny + l, 

8N 
8x = y+l+lnx, 

8M 
observamos que 8y # 

8N 
8x . Luego la ecuación no es exacta. Busquemos un factor 

integrante. Se tiene que 

8M 8N 
a,¡ - fu = (x + ln y) - (y + ln x) 

N x(y + ln x) 
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no es función exclusivamente de x, por lo que no podemos calcular un factor integrante 
dependiente solamente de x. En forma similar vemos que 

fjN 8M ay - ay = y - x + In x - In y 
M xy+ y ln y 

no es función exclusivamente de y, por lo que el Caso II no puede aplicarse. Vamos ahora 
a buscar un factor integrante de la forma J.L(x, y) = x=y". Para ello buscamos constantes 
m y n tales que 

aM aN N M 
ay ax 

m--n-
x y 

x + In y + 1 - Y - 1 - In x 
xy + x In x xy + y In y 

m -n 
x y 

(x + In y) - (y + In x) m(y + In x) - n(x + In y). 

De la última igualdad se sigue que m = n = - 1. Así que un factor integrante es 

1 
J.L(x,y) = ­

xy 

Si multiplicamos la ecuación diferencial dada por J.L(x, y) , obtenemos la ecuación exacta 

1 1 
-(xy + yln y)dx + -(xy + x ln x)dy = O, 
xy xy 

cuya solución está definida implícitamente por la ecuación 

y + x + In y In x = c. 

EJEMPLO 6. Resolver 

Solución. La ecuación no es exacta, ya que 

M (x, y) = 2X2 + e-Y, 

aM _ y 
ay = -e , 

N( x, y) = x3 + xy, 

aN 2 
ax = 3x +y. 

(2.57) 

Procedemos a determinar un factor integrante. Primero vemos que la ecuación no cae 
dentro del Caso 1, puesto que 

-e-Y - (3x2 + y) 

x3 + xy 
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no es función solo de x. Además 
aN aM , 
7iX - ay 3x + y + e-Y 

M 2x' + e- Y 

no es función solo de y, y el Caso II falla . Trataremos ahora de hallar un factor integrante 
de la forma ¡.« x, y) = xmy". Tenemos que 

aM aN 
ay ax 

-e-Y - 3x' - y 

-y 3 ' -e - x - y 

N M 
m--n-

x y 

x3 + xy 2x' + e- Y 
m -n--'--

x y 
2 X2 e-Y 

mx +my - 2n- -n-o 
y y 

Observamos en la últ ima igualdad, que no existen m, n que la satisfagan. Por último, de 
acuerdo con el Caso IV, buscamos un factor integrante de la forma 

¡.« x, y) = eJ P(x)dx+ J Q(y)dy 

Es necesario encontrar funciones P(x) y Q(y) tales que 

Es decir 

aM aN 
ay - ax = N (x, y) P(x) - M (x, y)Q(y). 

-e-Y - (3x' + y ) 

-e-Y - 3x' - Y 
-3x' - y - e-Y 

= (x3 + xy)P(x) - (2x' + e-Y)Q(y) 

= x3 P(x) + xyP(x ) - 2x'Q(y) - e-YQ(y) 

x3 P(x) - 2x'Q(y) + yxP(x) - Q(y)e- y 

1 
. En consecuencia Q(y) = 1, P(x) = -- y un factor integrante es 

x 

¡.«x, y) = eJ -;ldxeJ dy 

e- 1n xeY 

eY 

x 

Así que multiplicamos la ecuación (2.57) por este ¡.«x, y) y obtenemos 

eY eY 
-(2x' + e-Y)dx + _(x3 + xy)dy = 0, 
x x 

la cual es una ecuación diferencial exacta, cuya solución es la misma que la de la ecuación 
original y está definida implícitamente en la ecuación 

(x' +y - l )eY + ln x = C. 
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EJERCICIOS 2.4 

Mediante un factor integrante adecuado resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales. 

1. (2x2 + y)dx + (X2y - x)dy = O 

2. (4x2 + 3 cosy)dx - xsenydy = O 

3. ( 1 + ~) dx - (x + 3e")dy = O 

4. (2Xy2 + ;2) dx + 4x2y dy = O 

5. y( l + ln xy + 2x)dx + (x - 2y2)dy = O 

6. (6x2y2 - 4y4)dx + (2x3y - 4xy3)dy = O 

7. (~COsXY + :2 sen xy + 3y3) dx + (cosxy + 3xy2)dy = O 

8. :2(1 + ln xy)dx + (;3 -3) dy = O 

9. (x + x3 sen 2y)dy - 2ydx = O 

10. cosy dx + (2xsen y - cos3y)dy = O 

2.5 Ecuaciones Diferenciales Lineales 

La ecuación diferencial lineal de primer orden, tiene la forma general 

dy 
a,(x) dx + ao(x)y = ¡(x ). (2.58) 

Dividiendo entre a,(x), resulta la forma mas útil 

dy 
dx + p(x)y = q(x) . (2.59) 

Es fácil verificar que la ecuación diferencial (2.59) tiene como factor integrante a la 
función 

¡.t(x) = efp(')d. (2.60) 

Si multiplicamos la ecuación (2.59) por ¡.t(x), se sigue que 

d 
dx l¡.t(x) y(x)] = ¡.t(x )q( x), 
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e integrando ambos miembros de esta última igualdad , obtenemos la solución general 
de la ecuación. 

EJEMPLO 1. Resolver 
dy 

{x+ I )dx - 2y = {x + 1)4 (2.61 ) 

Solución. La ecuación es lineal. Escribamos primero la ecuación diferencial como 

U n factor integrante es 

dy 2 3 
----y = {x+ l ) . 
dx x + 1 

J.L{x ) = e- J r!,dx 
e1n(x+ l )-2 

Multiplicando la ecuación diferencial por {x + 1)-2, podemos escribir la ecuación como 

{x + 1 )-2 ~~ - 2{x + 1)-3y = X + 1, 

o equivalentemente 
d 

dx [{x + 1)-2y] = X + 1, 

e integrando 
1 

{x + 1)- 2y = 2{x + 1)2 + c. 

Por lo tanto , la solución general es 

EJEMPLO 2. Resolver 

(2x2 - yeX)dx - eXdy = 0, y{O) = 1. (2.62) 

Solución. La ecuación es lineal. La escribimos en la forma 

U n factor integrante es 
.J.L{x) = eX. 
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De modo que 

exdy + eXy 
dx 

d 
dx [eXy) 

eXy 

La solución general, viene dada por 

La condición inicial y(O) = 1 da c = 1. Por consiguiente la solución del problema de 
valor inicial es 

EJEMPLO 3. Resolver 

(x In x)y' + (1 + In x)y+ ~ IX(2 + ln x) = O 

Solución. Escribimos la ecuación diferencial en la forma 

, 1 + In x 1 r.:. 2 + In x 
y + y = - - v X . 

x In x 2 x In x 

Un factor integrante es 
J~ ¡.¡.(x) = e do. dx = x ln x. 

Multiplicamos por ¡.¡.(x) = x In x 

Así que 

La solución general es 

(x ln x)y' + (1 + In x)y 

d 
d)(x ln x)y) 

1 3 
(x In x)y = - 9 x 2 (4 + 3 In x) + c. 

IX c 
y = ---(4 + 3 ln x) + --o 

9ln x x ln x 

EJEMPLO 4. Resolver 
dy 1 
- = ----=-----=-
dx xsen y+ 2sen2y· 

(2.63) 

(2.64) 
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Solución. La ecuación diferencial (2.64) no es separable, ni homogénca, ni exacta, ni 
lineal en la variable y. Sin cmbargo considerando los reciprocos, tenemos 

o bien 

dx 
-d = xsen y+2sen2y, 

y 

dx 
dy - (sen y)x = 2sen2y. 

La última ecuación es lineal en x. El factor de integración correspondiente es 

¡.¡.(y) = e-f",nydy 

= e
Cosy

. 

Luego 

dx 
e Cosy _ _ eCOSY(sen y)x = 2sen2y ecosy 

dy 
d 

- [eCOSYxJ 4 sen y cos yeCOS Y 
dy 

eCosyx 4 J sen y cos yeCOSYdy 

eCosyx = 4( 1 - cos y)eCosy + c. 

La solución general de (2.64) es 

x = 4( 1 - cosy) + ce - cosy . 

EJERCICIOS 2.5 

Diga si la ecuación diferencial dada es lineal en y o en x. En caso de serlo deter mine su 
solución general. 

l.dY +l!.= l 
dx x 

dy 2x + 1 
2. x- + --y = x - 1 

dx x + 1 

3. (1 +x2 )dy+ (xy +x3 +x)dx = O 

4. xy' = 3y + x' cos x, y(27T) =0 

5. ydx + (xy + 2x - yeY)dy = O 
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6. y' = y 
2ylny - x 

7. xy' + 2y = sen x 

8 
dy 

sen x dx + (cosx)y = 0, y( -1f / 2) = 1 

dy 1 
9. 

dx eY - X 

10. 
2 dy 

cos x dx + Y - 1 = 0, y(O ) = - 3 

2.6 Ecuación de Bernoulli 

A una ecuación diferencial de la forma 

dy 
dx + P (x)y = f(x)yn (2.65) 

con n un número real, se le llama ecuación de Bernoulli . 
Si n = ° o n = 1, (2.65) es una ecuación diferencial lineal. Además si n = 1, la 

ecuación se puede resolver mediante separación de variables. Así que nos concentramos 
en el caso en que n # 0, 1. 

El método para resolver una ecuación de Bernoulli consiste en transformarla en una 
ecuación diferencial lineal mediante un cambio de variable, veamos. 

Divid iendo ambos lados de (2.65) por yn, resulta 

Sea 

entonces 

por lo cual 

y-n dy + p (x)yl-n = f (x) . 
dx 

dw _ndy 
- = (1 - n)y -, 
dx dx 

1 dw _n dy 
---= y -
1 -n dx dx 

Sustituyendo (2.67) y (2.68) en la ecuación diferencial (2.66) obtenemos 

1 dw 
l -n dx + P (x)w = f(x ) 

dw 
dx + (1 - n)P (x )w (1 - n)f(x), 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 
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que es una ecuación diferencial lineal. 

EJEMPLO 1. Resolver 
dy 
dx - y = e'y2 

Solución. Dividiendo la ecuación (2.69) por y2 , resulta 

Sea 

_ 2 dy - 1 , 
Y --y =e . 

dx 

dw _2dy 
-=-y -
dx dx' 

dw _2 dy 
--=y -. 

dx dx 

Sustituyendo en (2.70) 

dw 
---w = eX 

dx 
dw -+w _ex. 
dx 

Resolviendo la ecuación diferencial lineal tenemos 

y recordando que w = y -I 

de donde 

EJEMPLO 2. Resolver 

1 'X -:1: 
W = - -e + cle 

2 

2 

y(6y2 - X - l )dx + 2xdy = O. 

Solución. Veamos si es una ecuación de Bernoulli . 

y (6y2 - X - l )dx + 2xdy 

3 dy 
6y - xy - y + 2x­

dx 
dy 

2x
dx

-(x+ l )y = 

dy x + 1 
-- - -y = 
dx 2x 

o 
O 

_6y3 

3 3 - - y 
X 

75 

(2.69) 

(2.70) 

(2. 71 ) 
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Así, efectivamente se t rata de una ecuación de Bernoulli. Dividiendo por y3, se sigue que 

Sea w = y -2 . Entonces 

_3 dy x + 1 -2 3 
Y ----y 

dx 2x x 

dw 

dx 
1 dw 

2 dx 
1 dw x + 1 

------w = 
2 dx 2x 

dw x + 1 
-+--w 
dx x 

_3 dy 
- 2y -

dx 
_3 dy 

y -
dx 

3 

x 
6 
x 

Resolviendo la ecuación di ferencial lineal se obtiene 

w (6 + ce-Z )x-1 

y-2 (6 + ce-Z)x-1 

y J 6 + :e-z 

EJEMPLO 3. Resolver 
dy y 

dx x + y3 X 2' 

Solución. Nótese que 

dy Y 
dx x + y3x 2 

dy y 
= 

dx x( l + y3 X )' 

(2 .72) 

luego la ecuación (2.72) no es de Bernoulli en la variable y, pero si la escribimos como 

tenemos que 

dx X y3 
= _ + _x2 

dy 
dx 1 
- --x 
dy y 

y y 
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la cual es una ecuación diferencial de Bernoulli en x . Dividiendo por 1.2, resul ta 

_2 dx 1 - 1 2 
X - - -x = y . 

dy Y 

dw 2dx 
Sea w = x - I

, entonces -d = -x- -d . Sustituyendo en (2.73) resulta 
y y 

dw 1 2 
----w = y 

dy y , 

y resolviendo la ecuación diferencial lineal en w obtenemos 

_y' + c 
w= 

4y 

Ya que w = x- I , se tiene 
_y' + e 

x - I = --=---
4y , 

de donde 
4y 

x = --,o 
c- y 

EJERCICIOS 2.6 

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Bernoulli . 

1. 2x3y' = y(y2 + 3x 2) 

2. 2X2 + 2xyy' = x2 + y2 

dy Y X2 
3 -= -+-

dx 2x 2y 

4. XV' + 6y = 3xy l 

5. y 2y' + 2xy3 = 6x 

6. y2dx + (2xy - 5x3)dy = O 

7. (1 - X2) y' - xy = 7xy2 

8. y3y' + 4xy' = 8x 

9 . (y In x - 2)ydx = x dy 

10 . y'(x2y3 + XV) = 1 

77 

(2. 73) 
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2.7 Miscelánea de Ecuaciones Diferenciales 

No existe Ull método general para resolver ecuaciones diferenciales . Por consiguiente, 
pa.ra rcsolvf' 1' ulla eC 11ación diferencial recomendamos primero invest igar si es de alguno 

de los t ipos estud iados en las secciones anteriores: separable, homogénea, exacta, con 
un factor integrante, lineal, etcétera, y posteriormente aplicar el método de solución 
correspond iente. 

Algunas ecuaciones diferenciales pueden resolverse por varios de los métodos vistos 
C' ll las secciones anteriores. 

EJEMPLO. Resolver 
(2x + xy2)dx + (4y + x2y)dy = O 

Solución. Veamos pr imero si la ecuación (2.74) es de variables separables. 

= - (2x + xy2)dx 

- x(2 + y2)dx 
-x 

4 + x 2dx . 

Así, (2.74) resultó de variables separables. Integrando y reduciendo, obtenemos 

In(2 + y2) = - ln (4 + X2) + el 

In(2 + y2)(4 + X2) = e l 

(2 + y2)(4 + x2) e2 

8 + 2X2 + 4y2 + x2 y2 = C2. 

Por ot ra parte, si en (2.74 ) denotamos 

entonces 

M (x, y) = 2x + xy2 

aM 
-= 2xy 
ay 

N (x, y) = 4y + x2y, 

aN 
ax = 2yx. 

(2.74) 

Por lo tanto, la ecuación (2.74) también es exacta. Luego, existe una función I tal 

que al = M Y al = N . A partir de estas relaciones encontramos que 
ax ay 

I( x, y ) = J (2x + xy2) dx 

al =x2y + h' (y ) 
ay 

h'(y ) 

h(y) 

x2 y2 
X2 + - 2- + h(y ) 

4y + yx2 

4y 

2y2 + el . 
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De donde 
x2y2 

f (x, y ) = x2 + - 2- + 2y2 + CI· 

La solución está dada por f (x , y) = C2, con C2 una constante, o equi valentemente 

Finalmente investiguemos si la ecuación (2.74 ) es lineal. Tenemos 

(4y + x2y) dy + (2x + xy2)dx 

2 dy 
( 4y + x y) dx + 2x + xy2 

(4y + x2y) ~~ + xy2 

dy X 2 -+ Y = 
dx (4y + x2y) 

dy X 2 -+ Y = 
dx y(4 +X2 ) 

dy X 

dx+ 4 +x2Y 

o 
O 

-2x 

- 2x 

4y + yx2 

- 2x 

y(4 + X2) 

- 2x - 1 

(4 + x 2)Y . 

79 

De aquí, es claro que no es lineal, pero sí es de Bernoulli . Resolviéndola como tal, 
encontramos 

dy x 2 - 2x 
Y dx + 4 +x2Y 4 + X2 

si W = y2 ; 
dw dy 

dx 
2y -

dx 
1 dw x - 2x 
--+--w 
2 dx 4 + x2 4 + X2 

dw 2x - 4x 
- +--w 
dx 4 + x2 4 + X2 

J h dx 
J.L( x) = e ... ' e1n(4+x2 ) = 4 + X2 

2 dw 
(4 + x ) dx + 2xw - 4x 

d(4 + x2) 
dx w 

- 4x 

(4 + x2)w = -2x2 + c 

(4 + x2)y2 = _2x2 + C 

4y2 + x2y2 + 2x2 
C. 

En conclusión, la ecuación (2 .74) se pudo resolver por tres métodos dist intos y por 
supuesto el lector desarrollará su propia estrategia al resolver una ecuación diferencial. 
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EJERCICIOS 2.7 
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales . 

dy 4x + y - 6 
1. = --'--"----:-

dx y-x+ 1 

2. (e- 5y + 1) cos 2xdx + (1 + sen 2x)dy = O 

Y 1 
3. y' = -- +--

1;2 x2y2 

I eYcosx 
4 . y + = O 

eY sen x + y6 

5. (1 + x2)y' = xy + x2y2 

6. (sen y - 2ye-X sen x)dx + (cosy + 2e-x cosx)dy = O 

7. (x - YCOS~) dx+xcOS~dy = O 

2dy 1 ( ) 8. x - + xy - - = O con y 1 = 1 
dx x 

9. xy' + 2y - eX + In x = O 

10 (4y + 2x - 5)dx + (6y+ 4x - l )dy = O 

11 . (y + x cot ~) dx - xdy = O 

12. sen x(e- Y + l )dx = (l +cosx)dy con y(O) = O 

13. (xcosy - ysen y)dy + (xsen y + ycosy)dx = O 

14. 2x2dy - (y2 + 2xy - x2)dx = O 

15. (..fiY - .jX)dx + (..fiY + v'Y)dy = O 

16. (x2e- ~ + y2)dx = xydy 

17. (eX + 1 )~~ = Y - yeX 

18. xdy - (2y + x3 sen 3x )dx = O 

, 1 
19. y = 2x _ 3y 

dr o 
20 - = e - 3r con r(O) = 1 

. dO 



2.7. Miscelánea de Ecuaciones Diferenciales 81 

21. (x +ye~)dx - xe~dy = O 

22. (x2 + y2 + x )dx + xydy = O 

23. 
dy 
dx + x + y + 1 = (x + y)2e'x 

24. 
dy 3 
- = y(xy - 1) 
dx 

25. 
x 

dx + (- - sen y)dy = O 
Y 

26. (y2 + 3xy)dx = (4x2 + xy)dy 

27. dy = I - Iy + 3x - 2 
dx V 

28. x2dx + (1 - x3y )dy = O 

dy 
29 . Y + x (1n x - ln y - 1) dx = O 

30. (6x2y + 12xy + y2)dx + (6x2 + 2y )dy = O 

31. (x2 + xy + 3y2) dx - (X2 + 2xy)dy = O 

32. (y lny + yeX)dx + (T + ycosy)dy = O 

33. y2(xy' + y)( 1 + x4 )! = x 

dy Y - 2 35. 2- = - - xy 
dx x 

36. (2xy + 3y2)dx = (2xy + x2)dy 

37. 6xydx + (4y + 9x2)dy = O 

38. xy' - y - x2cosx = O, con y(rr) = I 

39. (2x+ tany )dx+ (x -x2tan y)dy = O 

40 . y2dx + (xy - x3)dy = O 

41. dy = =2=-XY,,--2_+~y 
dx x-2y3 

42 . xydx - x2dy = YVX2 + y2dy 
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2 dy 
43. xy( 1 + xy ) dx = 1 

44. (y + 3x2y + x 2)dx + (x + x3)dy = O 

45 . x :~ -y= JX2 +y2 

46. (2x + 2xy2)dx + (x2y + 2y + 3y3)dy = O 

47. (cosxcosy + senx)dx - cosxtanydy = O 

48. dy = x + y - 3 
dx 2x-y+l 

dy xy+2y-x-2 
49 . = -'------::""----____=_ 

dx xy - 3y + x - 3 

50. (xy2 - y2 + X - l )dx + (X2y - 2xy + x2 + 2y - 2x + 2)dy = O 

v+ l 
51. = 

ds .jS + .jSV 
dv 

dy 
52. cosy sent dt = senycost 

53. ~~ = e'+Y+3 

54. xcosxdx+( 1 -6y5)dy = 0 con y(rr)=O 

ydx + xdy d - O 
55. 2 2 + X x -

1 - x y 

4y2 _ 2X2 8y2 _ X2 
56. 2 3 dx + 3 2 dy = O 

4xy - x 4y - x y 

dy x+y+ 2 
57. = ---"------, 

dx x+y-4 

58 (4y - x 2)dx - xdy = O con y(l) = O 

1 1 
59. (2 ¡;;; + y)dx + (x - -~ )dy = O 

V X 2y' 
con y(9) = 1 

60. 3xy' - 2y = x3y-2 

dy y 
61. dx x + JXy 
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62 
dy 2 + yexy 

= 
dx 2y - xe"Y 

63. (3xy2 _ x3) dy = 3y3 _ x2y 
dx 

64. 3x2y2dx + (2x 3y + x3y )dy = O 

65. xy2y' + y3 = X cos x 

66. 
dy 2xye(; 1' 
-= 

y2 + y2e( ~ l ' + 2x2e(; l' dx 

( xy cos 1'. + X2 sen 1'.) y' = y2 cos 1'. 67 con 
x x x 

68. (x + 2xy3)dx + (1 + 3x2y2 + y)dy = O 

I 3 4 I 
69. y - - y = X y' 

X 

dy 3x2J16 + y2 
70 . = 

dx y 

71. (y + x3y3 )dx + xdy = O 

72 . xex'dx + (yS - l )dy = O con y(O) = O 

83 

7r 
y( l ) = 2" 

73. Encuentre el valor de n para el cual ecuación: (x + ye2XY )dx + nxe2zYdy = O, es 
exacta y resuélvala para ese valor de n. 

74. Resuelva: (k + 2X) dx+ ~dy = O 
1 + X2 

con y(O) = 6. 

75. Resuelva: 3x2(1 + logy)dx + (:3 -2Y) dy = O. 

76. Resolver la siguiente ecuación diferencial 

(sugerencia: ¡.t = xmyn es un factor integrante de la ecuación.) 

77. Una curva parte desde el origen por el primer cuadrante. El área bajo la curva 
desde (O, O) hasta (x, y) es un tercio del área del rectángulo que tiene a esos puntos 
como vértices opuestos. Hallar la ecuación de esa curva. 
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78. Sea t la tangente a una curva e en un punto P. Sea F el punto sobre el eje x tal 
que F P es perpendicular al eje x y sea T el punto de intersección de t y el eje x. 
Encontrar la ecuación de la familia de curvas e las cuales t ienen la propiedad de 
que la longitud T F es igual a la suma de la abscisa y de la ordenada de P . 

79 . Sea t la tangente a una curva e en un punto P. Encontrar la ecuación de la familia 
de curvas e las cuales tienen la propiedad de que la distancia del origen a t es igual 
a la abscisa de P. 

80. Sea t la tangente a una curva e en el punto P y sea F el punto del eje x tal que 
P F es perpendicular a dicho eje. Encont rar la ecuación de la familia de curvas e 
las cuales tienen la propiedad de que la distancia de F a t es constante. 

2.8 Cambios de Variables Diversos 

El cambio de variable es una idea genérica en Matemáticas , la cual como se ha visto 
en las secciónes anteriores, también puede aplicarse al tratar de encontrar soluciones de 
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, deseamos enfatizar que no hay un método general 
para proponer cambios de variable. Veamos algunos ejemplos adicionales. 

EJEMPLO 1. Resolver 

Solución. Sea u = e2y . Entonces 

Sustituyendo en (2.75) 

du _ 2Y2dy 
dx -

e 
dx' 

1 du 2ydy 
-- =e -. 
2 dx dx 

1 du ln x 
-x-+u=-. 
2 dx x 

Así, la ecuación se ha transformado en la ecuación diferencial lineal 

cuya solución es 

du 2 In x 
-+-u= 2-
dx x X2 ' 

2 c 
u = -(x ln x - x) + -. 

X2 X2 

Usando que u = e2y , encontramos la solución de la ecuación original en la forma 

2 c 
-(In x- l )+-
x X2 

2y In [~(ln x - 1) + ..:..] 
x X2 

y 1 [2 c ] - In -(In x- l )+- . 
2 x x2 

(2.75) 
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EJEMPLO 2. Resolver 
y' + y In y = yeX

• 

Solución. Sea u = In y . Tenemos que 

du 1 dy 
dx ydx' 

y como y = eU 

Udu dy 
e-

dx dx ' 
Sustituyendo en (2.76) resulta 

du 
eU dx + eUu eUex 

du 
-+u eX. 
dx 

Luego, hemos obtenido una ecuación diferencial lineal con solución 

Por lo tanto 
1 ln y = _ex + ce- x 

2 ' 
de donde 

EJEMPLO 3. Resolver 

~~ = 2+ Jy - 2x+ 3 

Solución. Sea u = y - 2x + 3. Entonces 

du 

dx 
du +2 
dx 
du 2 - + 
dx 

du 
dx 

dy _ 2 
dx 
dy 

dx 

2+ Vu 

85 

(2.76) 

(2.77) 

Note que la ecuación diferencial que acabamos de obtener es separable. Resolviéndola 
llegamos a que 
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En consecuencia 

y - 2x + 3 

EJERCICIOS 2.8 

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales 

dy 
l. dx = sen (x+ y ) 

2. dy = 1 + ey-x+5 
dx 

dy 
3. dx +x+V+ 1 = (x + v )2e3x 

4. V' + 1 = e -(X+Y ) sen x 

5. V' = (x+V)2 

6. V' = sen 2(X - V + 1) 

7. Haciendo el cambio de variable z = y / xn, esto es, V = zxn y escogiendo un valor 
adecuado de n, demuestre que las ecuaciones diferenciales siguientes pueden t rans­
formarse en ecuaciones de variables separables y resuélvalas: 

a) dy Y - XV
2 

dx x + x2y 

dV2v x 3 V 
b) - = - + - + x tan -

dx x V x2 

8. Resuelva 

a) XV" + 2V' = O 

b) xV"+ 2y' =x 

(Sugerencia: haga v = V' ) 

9. Resolver las ecuaciones 

a) YV" + (V' )2 - 1 = O 

b) Vy" - (V'? - V2 = O 



2.9. Ecuación de Ricatti 

2.9 Ecuación de Ricatti 

La ecuación 
dy 2 
- = p(x )y + q(x )y + r (x ) 
dx 
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(2.78) 

se llama ecuación de Ricatti. El método de solución que proponemos para resolver 
(2.78) supone que se conoce, o bien puede calcularse, una solución particular de la 
ecuación. Sea y, una solución particular de (2.78) , entonces es fácil mostrar que la 
relación 

1 
Y = y, + - , (2.79) 

v 
define una familia de soluciones de la ecuación de Ricatti , donde v satisface cierta ecuación 
diferencial lineal, corno veremos a continuación. 

Derivando (2.79) con respecto a x obtenernos 

dy , _2dv 
- = y -v -
dx ' dx 

Sustituyendo esta expresión junto con (2.79) en (2.78) tenernos 

, dv (1)2 ( 1) y, -v- 2
dx 

= p(x) y, +; +q(x) y, +; + r(x ), 

o equivalentemente 

' _2dv 2 p(x )y, p(x ) q(x) 
y, - v -d = p(x)y, + 2- - + - 2 + q(x)y, + - + r(x). 

x v v v 

Ahora bien, ya que que y, es solución de la ecuación diferencial, se cumple que 

lo cual reduce (2 .80) a 

y;(x) = p(x)y;(x) + q(x)y,(x ) + r (x), 

_2dv 
-v -

dx 
dv 

--'.2p-,-( x-,-,)y,-,-' + p_( x_) + _q( x_) 
V v2 V 

-[2p(x)y, v + p(x) + q(x)v] 
dx 
dv 

= -[2p(x) y, + q(x)]v - p(x). 
dx 

Es decir, v satisface la ecuación 

dv 
dx + [2p(x )y, + q(x)] v(x) = - p(x), 

que efectivamente es una ecuación diferencial lineal. 

(2.80) 

(2.81) 
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EJEMPLO . Resolver 
dy 2 Y 1 
- = y - - - - (2.82) 
dx x x 2 ' 

Solución. Es claro que (2.82) es una Ecuación de Ricatti con p(x) = 1, q(x) = 
- l / x, r(x) = - l /x>' Observando que y¡ = l /x es una solución particular de (2 .82), 
en este caso la ecuación (2.81) para v toma la forma 

dV+(~_ ~) V=_ l , 
dx x x 

esto es 
dv 1 
-+-v=-1. 
dx x 

Un factor integrante de (2.83) es 

¡.t(x) = eJ ~ = x. 

Multiplicando (2.83) por ¡.t(x) y resolviendo igual que antes , encontramos que 

dv 
x- +v -x 

dx 
d 

dx (xv) -x 

X2 
xv = --+CI 

2 

v 
X el e - X2 

--+-=--
2 x 2x' 

donde c = 2c¡. Por lo tanto, de acuerdo con (2.79) 

1 2x 
y(x) = - +--

x c - X2 

es una fami lia de soluciones de la ecuación diferencial (2.82). 

EJERCICIOS 2.9 

(2.83) 

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Ricatti, utilizando la solución particu­
lar y¡ indicada. 

dy 2 
1. dx = -y + xy + 1, y¡ = X 

2. ~~ = e2x + (1 _ 2eX )y + y2 , 

dy 4 1 2 
3. - = -- - -y + y , 

dx X2 X 

2 
y¡ = ­

x 
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2.10 Ecuación de Clairaut 

La ecuación diferencial de la forma 

y = xy' + f(y'), (2.84 ) 

con f una función arbitraria, se llama ecuación d e C la ira ut . 
Mostraremos que las rectas 

y = cx + f(e), (2.85) 

con e un número real, constituyen una familia de soluciones de la ecuación de Clairaut 
y que además dicha ecuación posee la siguiente solución definida en forma paramétrica 
por las ecuaciones 

x = - j'(t) , y = f(t ) - tj' (t ). (2.86) 

En primer lugar , derivando (2.85) con respecto a x se sigue que 

y' = e 

y sustituyendo en (2.84) vemos que ésta se reduce a la identidad 

cx + f(e) = xc + f( e), 

lo cual muestra que (2,8,5) es una solución de (2.84) para todo e. Obsérvese que la 
expresión (2.85) de esta familia de soluciones se obtiene trivialmente poniendo y' = c en 
el lado derecho de (2.84). 

Por otra parte, de las ecuaciun~s (2 .86) tmemos que 

dx 

dt 
dy 

dt 
dy 

dx 

- j"(t) 

j'(t) - 1'(1) - I J"( I ) = -tj" (t ) 

dy di ,,( 1 ) di ,b- = -1 f (1) _ I" (t ) = t . 

Sustit uyendo y y dy cn la ecuación dif"rt'nci al d,' Clairaut llegamos a la identidad 
dx 

f(l ) - 1)' (1) = - 1' (1)1 + f(t )· 

De modo que efect ivmnrnt", (2.8(j ) dl'tiIll'n otra solució" de (2.84). 
A la solución panunPt,rim St' h' lIaula solución sin gular y requiere que I" (t ) oJ O. 

Note además que csta solul'il\n no St' pUl'd,' oht.,'nrr d,' la familia de rectas (2.85). 
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EJEMPLO. Resolver 
y = xy' + 1 - In y'. 

Solución. La familia de soluciones es 

y = cx + 1 - In c. 

Ident ificando f(y') = 1 - In y', la solución singular está dada por 

y como 

resulta 

x -/,(t) 
y = f(t) - tJ'( t ) 

f(t) = 1 - ln t; 

x - (-D = ~ 

/,(t) = _! , 
t 

y 1 - In t - t ( - D = 2 - In t = 2 - In ~ 

de donde, y = 2 + In x es la solución singular. 

EJERCICIOS 2.10 

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales 

1. Y = xy' _ (y')3 

2. y = xy' - tan y' 

3. y - xy' = In y' 

4. ( ~~ ) 2 + (x + a)y' _ y = O; con a una constante. 

(2.87) 



Capítulo 3 

Aplicaciones de las Ecuaciones 
Diferenciales de Primer Orden 

3.1 Trayectorias Ortogonales 

Se dice que dos curvas son ortogon ales si se intersectan y en los puntos de corte sus 
rectas tangentes son perpendiculares entre sÍ. 

Si todas las curvas de una familia de curvas F (x, y, c¡) = O son ortogonales a todas 
las curvas de otra familia C (x, y, C2) = 0, entonces se dice que las familias son, cada una , 
t rayectorias ortogonales de la otra. 

Una aplicación elemental de las trayectorias ortogonales es la siguiente. Se t iene 
un imán y se han esparcido limaduras de hierro alrededor de él. Ver figura 3.1. Las 

Figura 3.1: Líneas equipotenciales. 

líneas punteadas (las limaduras) son las líneas de fuerza . Las líneas cont inuas son las 
trayectorias ortogonales y se llaman líneas equipotenciales (líneas de igual potencial). 

91 
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EJEMPLO l. Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de parábolas y = cx2
. 

Solución. De la ecuación de la familia dada y = cx2 se sigue que 

Sustituyendo 

obtenemos 

dy 
- = 2cx. 
dx 

dy 2y 

dx x 
Luego, las trayectorias ortogonales deben cumplir 

dy x 
dx 2y' 

Resolviendo la ecuación di ferencial encontramos 

x2 
y2 = __ + C2 2 . 

Así, las trayectorias ortogonales de las parábolas con vértice en el origen y cuyo eje 
es el eje y, son elipses con centro en el origen y eje mayor en el eje x. 

EJEMPLO 2. Determine el miembro de la familia de trayectorias ortogonales de 

3xy2 = 2 + 3c,x, 

que pasa por (0,4 ). 

Solución. Se tiene que 
3c, = 3xy2 - 2 . 

x 
Derivando esta expresión obtenemos 

O 

O 

de donde 

x[3x(2yy') + 3y2]_ (3xy2 - 2) 
X2 

6x2yy' + 3xy2 - 3xy2 + 2 
x2 

6x
2
y :~ + 2 O 

3x2y dy = - 1 
dx 
dy 1 

dx 3x2y' 



3.2. Mecánica 

Luego, la familia de t rayectorías ortogonales debe satisfacer la ecuación diferencial 

dy , 
dx = 3x y. 

La solución general de dicha ecuación es 
3 

Y = cex 
, c E IR. 

93 

Finalmente, de la condición inicial y(O) = 4 resulta c = 4. Por lo tanto la curva buscada 
es 

3 
Y = 4ex 

. 

3.2 Mecánica 

EJEMPLO 1. Al abrir su paracaidas un paracaidista está cayendo con una velocidad 
de 176 ft / s, si la fuerza de resistencia del aire es W v' / 256 lb, donde W es el peso total 
del hombre y del parcaidas y v la velocidad con que va cayendo, hallar la velocidad en 
cualquier t iempo después de abierto el paracaidas. 

Solución. El diagrama de cuerpo libre es 

F, 

w 

Figura 3.2: Diagrama de cuerpo li bre 

De la segunda ley de Newton , usando que W = mg y 9 = 32 ft / s', se sigue que 

dv 
m- F lotal 

dt 
= W -F, 

= 

W v' 
W ---

256 
(256 - v')mg 

256 
32m(256 - v') 

256 
m(256 - v') 

8 
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o equivalentemente 

Capítulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 

dv 
dt 

256 - v2 

8 
(3.1 ) 

La ecuación diferencial (3.1 ) es separable, resolviéndola y usando la condición inicial 
v(O) = 176, obtenemos 

6 + 5e-4' 
v(t) = 16

6
_

5e 
4t' 

de donde se observa que para t muy grande v(t) tiende al valor de 16 ft/s. Esta es la 
llamada velocidad terminal y es la velocidad con que el cuerpo llega al suelo. 

EJEMPLO 2. Pensar en un viaje interplanetario antes de mediados del siglo XX era 
ubicarse en el terreno de la ficció n, pero hoyes una realidad. Consideremos un viaje a la 
Luna. ¿Con qué velocidad debe salir una nave de la Tierra para poder llegar a la Luna? 

Solución. La figura ?? ilustra la situación. 

L"(2.) ~ 
, '...J' : 

, ~ 

d 

r 

Figura 3.3: Viaje a la Luna. 

Denotamos por M T , M L , m , r y d a la masa de la Tierra, la masa de la Luna, la masa 
de la nave, la distancia del centro de la Tierra a la nave, y la distancia de la Luna a la 
nave, respect ivamente. Véase la figura 3.3. 

De la ley de la gravitación universal de Newton tenemos que sobre la nave actuan dos 
fuerzas 

F - GMTm y F _ GMLm 
1 - r 2 2 - d 2 

Si ignoramos la influencia de la Luna y demás planetas distintos a la Tierra, así como 
otras fuerzas de resistencia entonces 

ma= 
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es decir 
- K 

a = - 2- ' 
r 
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con K = G MT una constante positiva. El valor de K puede expresarse en términos de 
R y 9 como sigue. Cuando r = R , a = - g de donde - g = - K / R2 y K = gR2 

Así 

Por otra parte 
dv dv dr dv 

a = - = - - = -v. 
dt dr dt dr 

En consecuencia 
R 2 dv 

- g- = V - . 
r 2 dr 

(3.2) 

Resolviendo la ecuación diferencial (3.2) mediante separación de variables obtenemos 

2gR2 

v 2 = -- +c. 
r 

Ahora, si v = Vo para r = R entonces 

vg = 2gR+ e, 

de donde 
e = vg - 2gR 

y 
R2 

v 2 = 2g- + vg - 2gR. 
r 

Note que si vg - 2gR < O entonces existe un valor de r tal que v será igual a cero , lo 
cual implicaría que la velocidad v cambiaría de positiva a negativa y la nave volvería a 
la Tierra. 

Por lo tanto, para que la nave escape de la Tierra debemos pedir que 

vg - 2gR 2: O, 

o equivalentemente 

Vo 2: V2gR. 

De aquí que la velocidad mínima llamada velocidad de escape es 

Tomando en cuenta que R = 3960 millas y 9 = 6.09 X 10- 3 millas/ s2
, encontramos 

mi llas km 
Ve = 6.95 - - = 11.1 

s s 
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3.3 Aplicaciones a problemas relacionados con cre­
cimiento y decrecimiento 

3.3.1 Desintegración Radiactiva. 

Ley de desintegración radiactiva. La velocidad de desintegración de una sustancia 
radiactiva en un instante dado es proporcional a la cantidad de sustancia presente en ese 
instante. 

La vida m edia de una sustancia radiactiva es el tiempo necesario para que se desin· 
tegren la mitad de los átomos de una cantidad inicial de dicha sustancia. 

EJEMPLO 1. La velocidad con que se desintegran núcleos radiactivos es proporcional 
al número de núcleos que están presentes en una muestra dada. La mitad del número 
original de núcleos radiactivos ha experimentado la desintegración en un período de 1500 
años. 
a)¿Qué porcentaje de núcleos rad iactivos originales continuarán después de 4500 años? 
b)¿En cuántos años quedará solamente un décimo del número original de núcleos radiac­
t ivos? 

Solución. Sea x(t) la cantidad de núcleos radiactivos presente después de t años y sea 

Xo el número origi nal de núcleos radiactivos. Entonces x(O) = xo, x( 1500) = ~o y ~~ es 

la velocidad con la que se desintegran los núcleos al tiempo t . 
Así , este problema queda formulado por la siguiente ecuación diferencial 

dx 
dt = kx, 

dónde k es la constante de proporcionalidad , junto con las condiciones 

x(O) 

x(1500) 

Xo 
Xo 
2' 

La solución de la ecuación (3 .3) es ya conocida 

x(t) = cek
' . 

Usando la condición inicial x(O) = Xo encontramos que 

x(t) = xoek
' . 

(3.3) 

(3.4) 

a) Para calcula r el porcentaje de núcleos radiactivos originales después de 4500 arIOS, 
determinamos x(4500) . Considerando que x( 1500) = xo/2 obtenemos 

xoe1500k = IO 

2 
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Sustituyendo k en (3.4 ) resulta 

k 

k 

1 

2 
lnO.5 
1500 

- 0.00046209812. 

,;(t) = xoe-O.00046209812t . 

Luego 

x(4500 ) xoe( -0.00046209812 )(4500) 

O 125xo, 

lo cual nos d ice que después de 4500 tenemos un 12.5% de Xo . 
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b) Para determinar en cuántos años quedará. solamente un décirno del nümero original 
de núcleos, es necesario hallar el valor de t tal que x( t) = ro/ lO , es dec ir 

t 

Xo 

10 
1 

10 
lnO.1 

k 
4982.89 '" 4983 anos. 

EJEMPLO 2. Se sabe que cierto material radiacti vo se desintegra a una ra zó n proP()l'­
cional a la cantidad presente. Si inicia lme!1te hay 50 miligramos de materia l ,. después 
de dos horas se observa que el material ha perdido el 10% de su 1ll,1Ea original. ('Ilcuentrr 
a) Una expresión para la masa de material restante en un momento t. 
b)¿Cuántos miligramos del material quedan después de cuatro horas? 
c) ¿Cuál es la vida med ia de este material? 

Solución. Sea x(t) la masa del materia l restaute después de cierlo tiempo l. Como al 
cabo de dos horas el material se ha desintegrado el 10% de Sl1 masa origi ll al. E'S decir 

dI' 
el 10% de 50 mg que son 5 mg, tenemos que x(2) = 45 lllg. Igua l que antes . ....:... es la 

di 
velocidad con que se desintegra el material radiacti,·ü . 

Así este problema queda formulado con la siguieute ecuacióu diferencial y sus condi-
dones 

dr 
- = k.r 
di ' 

con k una constante de proporcionalidad , .v las coudiciones 

(3.5) 

(3.6) 
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x(2) = 45. 

Sabemos que la solución general de (3.5) es 

x(t) = ce". 

Empleando la condición inicial (3.6) , resulta 

ceO = 50, 

por lo cual 
c = 50 

y 
x(t) = 50ekt

. 

Por otra parte, de (3.7) tenemos que 

50e2k 45 

2k = In 45 
50 

k ~ In 45 
2 50 

k - 0.053. 

(3.7) 

a ) Con esto podemos afirmar que una expresión para la masa del material restante después 
de t horas es 

x(t ) = 50e- 0053t. 

b) El número de miligramos del material después de cuatro 4 horas es 

x( 4) = 50e(-O.053)(4) = 40.5 mg. 

c) Para calcular la vida media, determinamos el valor de t para el cual x(t) = l' = 25. 
Es decir, 

50e - O.053t 

-0.053t 

t 

25 
1 

In -
2 

13 horas. 

Por lo tanto la vida media de este material es de 13 horas. 

Método del Carbono 14 Este método se debe al químico Willard Libby cuyo 
descubrimiento le valió el Premio Nobel de Química en 1960. La teoría se basa en lo 
siguiente. La atmósfera terrestre es continuamente bombardeada por rayos cósmicos, los 
cuales producen neutrones libres que se combinan con el nitrógeno de la atmósfera para 
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producir el isótopo C-14 (Carbono 14 o bien radiocarbono). Este C-14 se combina con el 
bióxido de carbono presente en la atmósfera, el cual es absorbido por las plantas y éstas 
a su vez son alimento para los animales. Así es como se incorpora el radiocarbono a los 
tejidos de seres vivos. 

El cociente de la cantidad de C- 14 y la cantidad de carbono ordinario presentes en 
la atmósfera es constante , y en consecuencia la proporción de isótopo presente en todos 
los organismos vivos es la misma que en la atmósfera. Cuando un organismo muere, 
la velocidad de incorporación de radiocarbono a él se hace nula y entonces comienza el 
proceso de desintegración radiactiva del C-14, que se encontraba presente en el momento 
de su muerte. Así comparando la proporción de C-14 que hay en un fósil con la proporción 
constante encontrada en la atmósfera es posible obtener una estimación razonable de su 
edad. 

EJEMPLO 3. Se ha encontrado que un hueso antiguo contiene k de la cantidad original 
de C- 14 de un hueso al tiempo actual. ¿Cuál es la antigüedad del fósi l? 

Solución. Sea x(t) la cantidad de C- 14 presente en el hueso al t iempo t y sea Xo la 
cantidad de C- 14 cuando se formó la muestra, es decir x(O) = xo. La vida media del C-14 

es de 5,568 años , por lo cual x(5568) = ~o . Además ~~ es la velocidad ele desintegración 

radiactiva del C- 14 . 
Determinaremos la edad del fósil al encontrar el valor de t para el cual x(t) = xo/ 8. 

Para eso, partimos de que 

cuya solución es 

dx 

dt 
x(O) 

kx 

xo, 

x(t) = xoe" 

Considerando que x (5568) = xo/ 2, obtenemos 

y así 

5568k 

k 

Xo 
2 

1 
ln -

2 
- 000012448, 

x(t ) = xoe-O.OOO1244St. 

Buscamos el valor de t para el cual 

Xo 
x(t ) = 8 
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Tenemos que 

xoe- O.00012448t 

- 0.00012448t 

t 

xo 
8 

1 
= In -

8 
- ln 8 

- 0.00012448 
16705. 

Así, el fósil t iene una antigüedad de 16705 años. 

EJEMPLO 4. En 1950 se hicieron excavaciones en Nipur (Babilonia), en las cuales se 
encontraron muestras de carbón que reportaron 4.09 desintegraciones por minuto y por 
gramo. Una muestra actual reportó 6.68 desintegraciónes por minuto y por gramo. Se 
sabe que la primer muestra se formó en la época del reinado de Hammurabi . Con estos 
datos, determine hace cuanto t iempo Hammurabi reinó en Babilonia. 

dx 
Solución. Sea x( t ) la cantidad de C-14 presente en el tiempo t. Entonces es la 

dt 
velocidad de desintegración del C-14 al tiempo t y 

dx 
dt = 4.09, 

dx = 6.68. 
dt 

Sabemos por la ley de decaimiento radiactivo que el modelo a seguir es 

Además 

dx = kx . 
dt 

x(O) = Xo, 
Xo 

x(5568) = 2 

Como se vió en el problema anterior 

x(t) = xoe-0.00012448' 

Sustituyendo (3 .10) en (3.9), se tiene 

dx = kx e-0.00012448' 
dt o 

Considerando (3.8) en (3. ll ), resulta 

~~ = 6.68e-0.00012448' 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3. ll ) 
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Ahora bien, para determinar hace cuanto t iempo Hammurabi reinó en Bab iloni a, ten· 
d.[ 

clremos que calcular para que valor de t, se cumple que - = 4.09 
di 

4.09 = 6.68e- 0.00012448t 
I 4.09 
n --

668 
- 0.00012448t 

1 4.09 
t In --

0.00012448 6.68 
t = 3940.9786. 

Aproximadamente hace 3941 años que Hammurabi reinó en Babilonia. 

3.3.2 Problemas d e Enfriamiento 

Ley de enfriamiento de Newton . En un cuerpo que se está enfriando la tasa de 
cambio de la temperatura T(t) con respecto al tiempo t es proporcional a la diferencia 
entre la temperatura del cuerpo T (t) y la temperatura TA del medio que lo rodea. Esto 
es 

dT 
di = k(T - TA l, 

donde k es una constante de proporcionalidad . 

EJEMPLO 1. Una barra metálica a una temperat ura ele 100°F se pone en un cuarto 
a una temperatura constante de 0° F. Después de 20 minutos la tempPratura de la barra 
es 50° F. 
a) ¿Cuánto tiempo tardará la barra para llegar a una temperatura de 25°F ? 
b) ¿Cuál será la temperat ura de la barra después de 10 Iltinutos? 

Solución . Sea T (t) la temperatura de la barra al tiempo t , luego T (O) = 100°F Y 
. dT 

T (20 ) = 50° F. La temperatura del medio ambiente, TA , es TA = 0° F. Notese que di es 

la velocidad a que se enfría la barra. 
Por la ley de enfriamiento de Newton se t iene que 

dT 
- = k(T- r, ) dt ., , 

y como TA = O, este problema queda formulado COIl la siguiente ecuación diferencial y 
sus condiciones 

dT 

dt 
T (O) 

T (20) 

kT 

100 

50. 
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La solución general de la ecuación diferencial es ya conocida 

T (t ) = cek
'. 

Como T (O) = 100 se tiene que 
T (t) = 1000". 

Usando además que T(20) = 50 resulta 

k 

Sustituyendo k en (3.12) tenemos que 

50 
1 

2 
- 0.034657359. 

T(t ) = 100e-0.034657359'. 

(3.12) 

a) El tiempo necesario para que la temperatura de la barra sea de 25°F se obtiene 
resolviendo la ecuación T (t) = 25, esto es 

100e - 0.034657359' = 25 , 

de donde 
In 0.25 

t = -0.034657359 = 40. 

Así que la barra tardará 40 minutos en alcanzar una temperatura de 25°F. 
b) La temperatura de la barra después de 10 minutos es igual a 

T(10) 

es decir, será aproximadamente de 71 ° F. 

EJEMPLO 2. Un cuerpo a una temperatura desconocida se pone en un refrigerador a 
una temperatura constante de 1°F. Si después de 20 minutos la temperatura del cuerpo 
es de 40°F y ·después de 40 minutos la temperatura del cuerpo es de 20°F , hallar la 
temperatura inicial de éste. 

Solución. Denotemos nuevamente con T(t) a la temperatura · del cuerpo en un instante 

dado. Así T(20) = 40° F, T( 40) = 20°F, y ~~ es la velocidad con que se enfría el cuerpo. 

Ahora la temperatura constante del medio ambiente es TA = 1°F. 
Por la ley de enfriamiento de Newton, este problema se formula de la siguiente forma 
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dT 
= k(T - l ) 

dt 
T (20 ) = 40 

T(40 ) = 20. 

La solución general de la ecuación diferencial es 

T (t ) = cé' + 1. 

Para obtener c y k utilizamos las condiciones dadas, como siempre. 

de donde 

y 

T (20 ) = ce20k + 1 = 40 , 

T ( 40) = ce40k + 1 = 20, 

ce20k = 39 

ce40k = 19. 

Aplicando logaritmo natural en (3.14) y (3.15) se obtiene 

De aquí que 

o bien 

In c + 20k In 39 

In c + 40k In 19. 

20k = In 19 - ln39 , 

1 19 
k = - In - . 

20 39 
Sustituyendo (3.16) en (3.14) resulta 

392 

C = - . 
19 

Usando los valores de c y k en (3.13), obtenemos que 

39
2 

(' I ") T (t ) = - e 20 n J9 '+ 1 
19 

T (t) = 39
2 

( 19) fa - - + 1 19 39 . 

Luego 
392 

T (O) = 19 + 1 = 81.05 

La temperatura inicial del cuerpo era de 810 F. 

103 

(3. 13) 

(3. 14 ) 

(3. 15 ) 

(3. 16) 
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3.3.3 Modelos de Población 

S,'a .,. (1) el lIÚ Illt' ro de illd ividllos ell el t. iempu l. La. ley de Malt. hus de crecim iento de 
]>()J¡ \;.J("iOlll'S din ' q lH' la ra¡'ólJ dp ('(l.Illhio d(· la poblacióll ('s proporc ional al núm ero de 

individuos (' 11 ('se LiclllPO, C~ dC'C'i r 

d.r 
- = ,,:r( I ) 
di 

k > O 

Es \'e IIlOt!c'!n ¡illPal para crrci llliC' lI to <.1 e poblaciones) SOIl satisfactorios s iempre que la 
pohlaci( 1) !lO sea. d CIIlC1}i i a d o gralld (' () biE' 1I ql1P 11 0 Sr' apliqll f' a 111 1 futuro distante. 

C ualldo la pobla,ción es demasiado grande', est.e II lOdE' lo 110 pll f'dc S(' I' cxa,cto, ya. que 

110 I"r fi ('j a pi h('cho de' q \lC' los individ llos C'Ol1lp itrll (' li t re' sí por pi limi t.ado r spacio vita l, 
por },(,(' 111'508 1H:I,t,u ralcs, rte, Así p lles, hay quP agrrgar UIl j,{'l"I lliIlO dc competición para 
que el crecimiento de la poblac ión cstl; representado r ll fOl'lu i:t más realista.. Una elecc ión 
acl0clIacla cid t" rlll ino competit ivo es - In", lla lllacl a ley logística. (Vcrll1llst , en 1837) : 

d.e , 
- = n./" ~ b.J' 
di 

n, b > O. 

Ahora bien, en gcncralla constante b es lIIuy peqlleIla. comparacla con a, de tal modo qtl(' 
si .,. 110 ('s clcllJ a::; iado gnllldr) C'ntollccs el término -bX2 f'S insignificante comparado con 

0..1'. Sin embargo) s i J' r:; gra.nde elltonces el término - b:r'1 drbr tomarse en cuenta ya que 
disll lillll 'yC' la t.H...'":i ;:t df' (T(~C i lll i cIltO . 

EJEIVIPLO 1. En \111 c lIl t ivo de bact.erias se tenía n x número de fa milias. Después de 
lIna hora se obser varon en el cul t ivo 1000 familias de la bacteria y clespués de (, lIa t ro 
horas, 3000 fa mili as. Encont rar lil. expresión para el número de fami lias de la bacteria 
presentes en el cul tivo a l tielllpo ¡, y el número de fa milias de la bacteria. que había 
original l11 f' llt C' en el culti vo. 

Solución. Sea . . ,. (1) el núlllero de familias de la bacteria que hay en t horas. De a hí que 
dx 

.r (J ) = 1000 y x( 4) = 3000 y dt es la velocidad a la que crece el cul t ivo de bacterias. 

Por la ley ma lt hus ia na este problema se formula de la siguiente manera 

cllya SOllltiÓII es .va. ronocida 

dx 
- = kx 
di 

.7;( 1) = 1000 

x( 4) = 3000, 

x( t ) = cé" 

.Y cOlls idrraIlll o la.'-i condiciolle::; se t iclIe que 

x( t ) = 693.36eo.3661 
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es la. expresión que nos dá el número de familias presentes en UII m OIllf'ut o t. 

Observamos que el número de familias qlle había originCl llllf'n tc (' 11 el cnl t. iw) C's 

.¡( O) '" 693 fa milia;; 

EJEMPLO 2. La población .r(t) de una cier ta ciudad sat. isface 1<1 I<'Y log,ístic<1 

d.c I I 2 

di = 100 x - lOsx , 

105 

donde el t iempo I se mide en a iios. Suponiendo que la población de esta c iudad es 100,000 
en 1980, deter m ine: 
a ) La poblal' ión CO Ill O una función del t. iempo t. 

b) La población en el a iio 2000. 
e) E l aiio en que se duplicará. la población de 1980 . 
d ) E l comportamien to de la población cuando t ---) oo. 

Solución. 
a) Debclllos rcsolvrr el prohlc!w) de valor inicial 

d.r 
di 

1:( 1980) 

Separand o variables, tenemos que 

I I 
_.[ __ 1 2 

l OO lOS 
100000. 

dx 
--c---,,---,----:--;;-c = di 
10-2x( 1 - IO-Gx) • 

y descomponiendo eH fracciones parciales el miembro izquierdo clp C'sti.! ('(,llaciólI. C'!}('()J \ -

tramos que 
dx 1O- 4 d.L 
-- + = dt . 
1O-2x 1 - 10 6 r 

Al integrar ambos lad os, resul ta 

I 1 ( - 6 ) -- In x - --, In 1 - 10 ,r 
10- 2 10- 2 t + e o < .,. < JO" 

,. 

a l despejar x llegamos a que 

(3.17) 
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Empleando la condición inicial x( 1980) = 105 en (3. 17) obtenemos el valor de C2 

Sustituyendo el valor de C2 en (3.17) y simplificando se tiene que 

106 

x(t) = , 
1 + g e19.8- lOo 

t > 1980. 

b) La población en el año 2000 es 

106 

x(2000) = 0 2 '" 119494.63, 1 + ge- . 

es decir en el año 2000 habrá aproximadamente 119,500 habitantes . 
c) Para encontrar el año en que se duplicará la población de 1980 buscamos el valor de t 
tal que 

x(t ) 2 x 105 

106 

2 X 105 

1 + ge19.8- l~O 
= 

2(1 + ge198- .io) 10 

e19 .8- l~ 4 
= 

9 
t 4 

19.8- - ln -
100 9 

t 
4 

- 100(ln - - 19 8) 9 . 
t '" 206l. 

Para el año del 2061 tendremos duplicada la población de 1980. 
d) Tenemos que 

lim x(t) = lim 10
6 

= 106 

x--+oo x--+oo 1 + ~ 
, T1ll! 

Luego, en el transcurso de los años la población de esta ciudad se estabilizará en un 
millón de habitantes. 

EJEMPLO 3. Este es un modelo para la propagación de una infección o un rumor 
en una población fija . Supóngase que un estudiante portador de un virus de gripe, 
regresa a un campus universitario, aislado , que tiene 1000 estudiantes. Supongamos que 
la rapidez con que el virus se propaga, es proporcional no sólo al número de estudiantes 
contagiados, sino también, al número de estudiantes no contagiados . Determinar el 
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número de estudiantes contagiados después de 6 días, si además se observa que después 
de 4 días ya eran 50 los contagiados . 

Solución. Denotemos con x(t) al número de estudiantes contagiados en t días. Entonces 
dx 

x(O) = 1, x(4) = 50, 100 - x(t) expresa el número de estudiantes no contagiados y dt 

es la velocidad con la que aumenta el número de estudiantes contagiados. Por hipótesis 
dx 
dt es proporcional a [x(t )1I1000 - x(t )]. 

Este problema queda formulado así 

Podemos observar que 

dx 
di 

x(O) = 

x( 4) 

kx (lOOO - x) 

1 

50. 

(3. 18) 

es la ecuación logística con a = 1000k y b = k. Separamos variables en (3. 18) y por 
fracciones parciales se t iene que 

10'00 dx 1060k dx --+ -dt kx 1000 - -;: - . 

Integrando en ambos lados, obtenemos 

y simplificando, se tiene 

de donde 

1 1 
1000k ln x - 1000k ln(1000 - x) = t + c 

In x 
1000 - x = 1000kt + el 

x 

1000 - x = C2elOOOkt 

x (t ) = -:-1 O_O_Oe-",_e l_ooo_k_' 
1 + e,eloook' . 

, 

(3. 19) 

Como x (O ) = 1 tenemos que e, = 1/ 999 Y Sustit uyendo el valor de e, en (3.19), x(t) 
queda de la forma 

o bien 

x (t ) = ",1;:-:O,--OO_e_looo_ k_' 
999 + elOOOk' 

x(t) = 1000 
99ge-1OOOk< + l · 

(3.20) 
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Adelllás .r( 4) = 50, por lo ('ual 

1000 
:---;;-;;-;;,------;;;;;;;;: = 50. 
1 + 99ge 4000 .. 

De esta expresión despejamos k y obtenemos que 

k 

h: 

1 950 
--- ln --

4000 49950 
0.000990578. 

Así , susti tuyendo el valor k en (3.20), tenemos que x(t) queda al fin de la forma 

x t _ 1000 
( ) - 1 + 999e-0990578t . 

El nÚlllero de estudiantes contagiados después de 6 días está dado por 

'1:(6) _ 1000 
. - 1 + 99ge- 0990578(6) "" 276.221, 

es decir , 276 estudiantes han sido contagiados. 

3.4 Mezclas 

Vamos a considerar ahora los problemas relacionados con mezclas, en los cuales se supone 
que una sustancia S fluye hacia una mezcla en un recipiente, con una cierta rapidez, y la 
mezcla se mant iene un iforme mediante agitación. Además, la mezcla uniforme sale del 
recipiente y pasa a otro. Nos interesa determi nar la cantidad de la sustancia S presente 
en la. mezcla para el tiempo t. 

Si denotamos por A(t) la cantidad de S al t iempo t, entonces la derivada ~ es la 

razón de cambio de A con respecto a t. Si R¡ indica la razón , rapidez o tasa con la que S 
entra a la mezcla y R, representa la razón con la que sale, tenemos la ecuación diferencial 
lineal básica 

dA _ R - R" 
dt - 1 

de la cual determinaremos la cantidad A(t) de S en el tiempo t . A continuación pre­
sentaremos algunos ejemplos. 

EJEMPLO 1. Un gran tanque está parcialmente lleno con 200 gal de agua en las cuales 
se disuelven 20 lb de sal. Una salmuera que contiene 2 lb de sal por galón, se bombea al 
tanque con una rapidez de 6 gal/ min y la mezcla bien agitada sale a la misma tasa. 
a) Halle el número de libras de sal en el tanque en cualquier t iempo. 
b) ¿Cuánta sal está presente después de 30 min? 
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c) ¿Cuánta sal estará presente después de un t iempo I"rgo? 

Solución. Denotemos con A (t) el número de libras de sal en el tanquc después de t 

minutos. Entonccs dA mide la tasa de cambio de A (t) COu respecto al tielllpo. 
dt 

Por conservac ión de masa., tenemos que 

dA 
dt = Rl - R2 , (;).2 1) 

donde R , Y R2 son la rapidez con que entra y sale la sal del tanque, respectivamente. 
Sean e, y e2 el gasto volumétrico de las soluciones de entrada y salida al tanque .Y 

e" e2 sus concentraciones de sal. Entonces 

e,e, = (2~) (6 gal ) = 12~ 
gal m'ln m'Ln 

R2 = e2e2 = (A(t)~) (6 gal ) = ~A(t)~ 
200 gal mm 100 mm 

En consecuencia, la ecuación (3.21 ) se reduce a 

o equivalentemente 

dA 3 
- = 12--A 
dt 100 

dA ~A - 2 
dt + l OO - 1 , 

la cual resolvemos sujeta a la condición in icial A(O) = 20. 
a) La solución a este problema de valor inicial es 

A (t) = 400 - 380e- ,;.' 

que nos da la cantidad de sal a l t iempo t (en minu tos). 
b) Después de 30 minutos la cantidad de sal es 

9 
A (30) = 400 - 380e-TIj = 245 50 lb . 

c) Después de un tiempo largo, esto es, cuanto t tiende a infinito. vemos que A se aproxima 
al valor de 400 lb. 

EJEMPLO 2. Suponga ahora que en el ejemplo anterior la solución adecuadalllente 
mezclada se bombea hacia afuera a una tasa de 4 gal/ min. Determine A(t ). 

Solución. El volumen V(t) de la solución en el tanque varía a una razón de 

(el - e
2

) gal = 2 gal 
m'l.n m'ln 
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luego 
V (t) = 200 + 2t, 

así que 

R ¡ 12~ 
mm 

(
A(t) lb ) ( gal) A(t) 2 

R, V (t) gal 4 min = 4200 + 2t = 100 + t A. 

Por consiguiente tenemos ahora 

dA = 12 _ 2 A 
dI 100 + t 

o bien 
dA 2 - + A = 12 
dt 100 + t 

junto con la condición inicial A(O) = 20 . 
Resolviendo 

3 800000 
A(t) = 4(100 + t ) - (100 + t)2' 

EJEMPLO 3. Un tanque contiene inicialmente 60 galones de agua pura . Entra al 
tanque, a una tasa de 2 gal/ min , salmuera que contiene 1 lb de sal por galón, y la 
solución (perfectamente mezclada) sale de él a razón de 3 gal/ min. Obtenga el número 
de li bras A(t ) de sal que hay en el tanque en un instante cualquiera. ¿Cuánto demorará 
el tanque en vaciarse? ¿Cuál es la máxima cantidad de sal que llega a tener el tanque? 

Solución. Continuaremos usando la notación introducida en los ejemplos anteriores. En 
este caso tenemos 

R ¡ = G¡C¡ = (2 gal) (1~) = 2~ 
mm gal mm 

R2 = G2C2 = (3 gal ) (A (t) ~) = 3_A_~ . 
min V (t ) gal 60 - t min 

Por lo tanto, la ecuación diferencial es 

dA 3 
- = 2 ---A 
dt 60 - t 

es decir 
dA +_3_ A = 2. 
dt 60 - t 

(3.22) 

La condición inicial es 
A(O) = O (3.23) 
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La solución del problema de valor inicial (3 .22)-(3.23) viene dada por 

1 
A(t) = 60 - t - -(60 - t)3 

3600 
o :S t :S 60 . 

El tanque se vacía después de 60 minutos. Por otro lado 

A'(t) = - 1 + _ 1_(60 - t )2 
1200 ' 

de modo que A'(t) = O si y sólo si 

t = 60 ± V1200 

111 

Como 60 + V1200 rf. [0, 60], A(O) = O, A(60 ) = O Y A(60 - V1200) = ~v1200 se 
concluye que la cantidad máxima de sal que llega a tener el tanque es ~ V1200 lb . 

EJEMPLO 4. Una cierta presa, en su máxima capacidad , cont iene 1,000 millones de m3 

de agua. En un instante dado, estando llena la presa, t iene una masa de 2 toneladas de 
contaminantes , distribuida en forma homogénea. Suponga que en temporada de lluvias 
entra agua a la presa a razón de 10 millones de m3 por día, con una masa de contaminantes 
de 0.09% toneladas por millón de m3 de agua y sale con la misma rapidez. Determine 
la cantidad de contaminantes en la presa en cualquier instante. ¿En cuánto t iempo se 
reducirá la contaminación total de la presa a 1.2 toneladas? 

Solución. Denotemos cor. A( t) el número de toneladas de contaminantes después de t 
días. 

En este caso, tenemos la ecuación diferencial 

dA = (10)(0.0009) _ (10) A(t ) 
dt 1000 ' 

junto con la condición inicial A(O) = 2. La solución está dada por 

, 
A(t ) = 0.9 + l.l e- >O0 . 

Buscamos ahora el valor de t para el cual A(t ) = 1.2, es decir 

de donde se obtiene el valor de t = 129.9 días. 

EJEMPLO 5. Un tanque contiene inicialmente 100 dI de agua, en el cual se disuelven 
80 kg de sal. Se introduce en el tanque agua pura a velocidad de 4 dl/ min y la mezcla, 
conservada homogénea mediante agitación, sale a la misma velocidad y va a parar a un 
segundo tanque que contiene al principio 100 di de agua pura. Agitando se mantiene 
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honH )gc-nea la Illezcla q ue sa.le de este segundo t.anque a la misma velocidad ya citada. 
Ha llar 1" c" nt. idad dI ' sal cu rl segu nd o t.a nque a l cabo d,' 1 hora . 

Solución . Dl'Ilol(' lu()s por AI(I ) .y A, (I ) Ja. cant idad de sal ('JI los tanques IIIl O .Y dos , 
n'sp('d,iv;.-ll lH'Il Lp. ra ra ('} pr illlcr ta nqllc, tí' llcmos qll!' 

dA I 

di 
A(O) 

Al 
-4-

100 
80 

y J"('SO !Vi0 Ildo ('s l.(' p rohl(' lI u-1 dí' vedor inicial, obtenemos 

Para d srgnndo t.a,l1qll(" la, concclltración de la soluciólI de entrada está dada por 

Luego 

dA, + ~A, = 16 e - DO" . 
dt 25 5 

La solución d,' esta ecuación diferencia l, junto con la condición inicia l A,(O) = O es· 

A,(t) = 16 te - DO" 
5 

Por lo tanto la cant. idad de sal en el segundo ta nque después de una hora es 

A,(60 ) = 17.4 kg . 

3.5 Circuitos Eléctricos LR y RC en Serie 

En Mecánica se tiene corno base fund amental las leyes de Newtoll, de manera a náloga, 
en electricidad se cuenta con las leyes de Kirchhoff que describen el comportamiento de 
los circuitos eléctricos . En particular estamos interesados en aplicar la Segunda Ley de 
Kirchhoff, que enunciaremos mas adela nte. 

Para el est udio de los circuitos LR y Re en serie haremos uso de las Ta blas 1 y 2. 
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Tabla 1 

Cantidad Símbolo Unidad 
Voltaje, fem o potencial E Volt (V) 

Resistencia R Ohm (O) 
lnductancia L Henry (H) 

Capacitancia C Farad (F) 
Corriente 1 Amper (A) 

Carga Eléctrica q Coulomb (C) 

Tabla 2 

Elemento Caída de Potencial 
Resistencia E = Ri 

Inductor E = L 1i 
dt 

Condensador E = bq 

Se acostumbra indicar los diferentes elementos de un circuito como se ilustra en la 
figura 3.4. 

ELEMENTO SiMBOLO 

Generador o baterla CD 
ResistencIa --A./VV'-

Inductor o bobina J(fffjJL 

Condensador --j 1-
Llave o interruptor --'~ 

Figura 3.4: Elementos de un circuito 

El siguiente es un enunciado de la Segunda Ley de Kirchhoff. 

Segunda Ley de Kirchhoff. La suma algebraica de todas las caídas de potencial en 
cualquier camino cerrado de un circui to eléctrico es igual a cero. 
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Convención. La corriente fluye del lado posit ivo (+) de la batería o generador a través 
del circuito hacia el lado negativo (-). 

3.5.1 Circuito LR en Serie 

Consideremos el circuito électrico que se muestra en la figura 3.5. 

L 

E(!) + 

R 

Figura 3.5: Circuito LR en serie 

Aplicando la segunda Ley de Kirchhoff a este circuito, la suma de las caídas de poten­
cial a través del inductor Ldi/ dt y de la resistencia Ri, es igual a la fuerza electromot riz 
(fem) E (t) aplicada al circuito, es decir 

di . 
L dt + Rz = E (t ). (3.24) 

Como se observa la ecuación diferencial que describe el comportamiento de la corriente 
eléctrica a través del circuito es una ecuación diferencial lineal y puede resolverse con el 
método descrito anteriormente. 

EJEMPLO 1. Resuelva la ecuación (3.24) si E (t ) = Eo , donde L, R y Eo son constantes. 

Solución. En este caso la ecuación diferencial para el circuito LR en serie, toma la forma 

Resolviendo se obt iene 
'( t ) Eo _ll , z = ¡¡ +ce L , 

donde c es una constante arbitraria que depende de la condición inicial i(O) = iD. 
Nótese que independientemente del m lor de iD, cuando t t iende a infinito el segundo 

término de la solución se aproxima a cero. A un término como este se le llama usualmente 
término transitorio o corriente t ransitoria. Al término (o términos) restante se le llama 
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parte estacionaria de la solución. En este caso Eo / R es la corriente estacionaria; esto es, 
cuando t t iende a infinito, la corriente se comporta como si estuviese gobernada por la 
ley de Ohm (i = Eo/ R). 

EJEMPLO 2. Un generador con una fem de 50 V se conecta en serie con una resistencia 
de 6 n y un inductor de 2 henrys . Si el interruptor K se cierra a t = O, determine la 
corriente para todo t. Ver figura 3.6 

Solución. La ecuación diferencial del circuito es 

di . 
2

dt 
+6, = 50 

o equivalentemente 
di . 
dt + 3, = 25 

sujeta a la condición inicial i(O) = O. 

L=2H 

E(t) = 50 V + 

R= 6 Q 

Figura 3.6: Circuito del ejemplo 2 

Resolviendo la ecuación diferencial se obtiene 

25 
i(t ) = - + ce- 3

' 
3 

25 
y empleando la condición inicial , encontramos que c = - 3 ' 

Por lo tanto 

K 

EJEMPLO 3. Determine i (t ) para el circuito eléctrico del problema anterior si el 
generador de 50 V se reemplaza por otro con una fem de E(t) = lO sen 7t (figura 3.7). 



116 Capítulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 

Solución. Ahora la ecuación diferencial se reduce a 

di . 
dt + 31 = 5 sen 7t 

cuya solución general está dada pOr 

5 
i(t) = 58(3sen 7t - 7 cos 7t ) + ce-3

' . 

D l d, ,,,, . l' 35. e a con lCIOn mIela se Sigue que e = -\ asI que 
58 

. 5 ~ 
I(t) = 5s(3sen 7t -7cos 7t) + 58e-3'. 

L=2H 

E(t) = 10 sen?t V • 

R=6Q 

Figura 3.7: Circuito del ejemplo 3 

3.5.2 C ircuito RC en Serie 

Estudiaremos ahora el circuito eléctrico de la figura 3.8. 

K 

Procediendo en forma análoga a nuestra discución anterior , aplicamos la segunda Ley 
de Kirchhoff y los resultados de la Tabla 2, al circuito RC en serie. Obtenemos 

1 
Ri + C q = E(t). 

Pero la corriente i y la carga q están relacionadas por 

dq 
1 = dt ' 

por lo cual (3.25) se t ransforma en la ecuación diferencial lineal 

dq 1 
R- + -q = E(t ). 

dt e 

(3.25) 

(3.26) 
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R 

E(t) + 

C 

Figura 3.8: Circuito Re en serie 

EJEMPLO 4. Una batería cuya fem está dada por E (t ) = 200e- 51 se conecta en serie 
con una resistencia de 20 rl y un condensador de 0.01 F. Suponiendo que q(O) = O 
encuentre la carga y la corriente en cualquier tiempo. !vI uestre que la carga alcanza un 
máximo, calcule Sll valor y halle el valor de t para el cual se alcanza. 

Soluc ión. La ecuación diferencial para la carga eléctrica es 

20~; + 100q = 200e-5
,. (3.27) 

Resolviendo (3.27) sujeta a la condición inicial q(O) = O, obtenemos 

q(t ) = IOte - 5
' 

A partir de aquÍ y usando (3 .26), se sigue que 

i(t) = ~; = lOe-5I (1 - 5t ). 

Finalmente, empleando el criterio de la segunda derivada encontramos que 

1 
qmax = q(5) = 0.74 coulombs. 

¿Puede el lector interpretar físicamente el comportamiento de q(t )? 

EJEMPLO 5 . Una resistencia de R rl varía con el tiempo t (en segundos) de acuerdo 
a R = 1 + O.Olt. Se conecta en serie con un condensador de 0. 1 F Y un generador con 
una f em de 100 V. La carga inicial en el condensador es de 5 coulombs. Encuentre 
a) La carga y la corriente como una función del t iempo. 
b) La carga máxima teórica. 

Solución. El circuito se muestra en la figura 3.9. 
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R = 1+0.011 Q 

E(I) = 100 V + 

e = 0.1 F 

Figura 3.9: Circuito del ejemplo 5 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito obtenemos 

(1 + O.Olt )i + lOq = 100. (328) 

Sustituyendo (3.26) en (3.28) se sigue que 

dq _--=-lO::.;>q'----- 100 -+ 
dt 1 + OOlt 1 + O.Olt · (3.29) 

a) La solución general de la ecuación diferencial (3.29) es 

q(t) = 10 + e( l + O.Olt)- lOOO 

Empleando la condición inicial q(O) = 5, encontremos que c = -5, IJor lo cual 

q(t ) = 10 - 5(1 + O.Ol t)-lOOO 

y consecuentemente 

i(t) = ~~ = 50(1 + O.Olt) -lOOl. 

b) Ya que ~~ > O para todo t > O, q(t ) es una función creciente. De manera que la carga 
máxima teórica está dada por 

qma, = lilll q(t) = 10 coulombs 
t--+oo . 
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EJERCICIOS 3 

l . Encuentre las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada. Trace la 
gráfi ca de algunas curvas de la familia y de las trayectorias ortogonales. 

a) y = ce- X 

b) X2 + y2 = 2cx 

2. Determine el miembro de la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas 
dada, que pase por el punto indicado 

a) y=csen x, 
1 

b) Y = ln cx' 

(0,2) . 

(2,3). 

3. El uranio se descompone a una velocidad proporcional a la cantidad presente. Si 
inicialmente hay 10 g y después de 2 horas se ha perdido el 5% de su masa original, 
hallar 

a) La cantidad restante de uranio como función del tiempo. 

b) La cantidad de uranio después de 5 horas. 

4. Cierto material radiactivo se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad 
existente en cada instante. En una prueba realizada con 60 mg de este material, se 
observó que después de 3 horas, solamente permanecía el 80% de la masa original. 
Hallar 

a) La cant idad restante de masa en cualquier instante. 

b) ¿Qué cantidad de material hay después de 5 horas? 

c) ¿Cúanto tiempo debe transcurrir para que la cantidad de material sea un 
cuarto de la cantidad inicial? 

5. Se ha observado en el laboratorio que el rad io se desintegra a una rapidez pro­
porcional a la cant idad de rad io presente. Su vida media es de 1600 años. ¿Qué 
porcentaje desaparecerá en un año? 

6. En un cultivo de levadura la rapidez de cambio es proporcional a la cantidad exis­
tente. Si la cantidad de cultivo se duplica en 4 horas, ¿qué cantidad puede esperarse 
al cabo de 12 horas? 

7. Un cultivo tiene inicialmente una cantidad No de bacterias. Para t = 1 hora, en 
número de baCterias medido es ~ No. Si la rapidez de multiplicación es proporcional 
al número de bacterias presentes, determine el tiempo necesario para que el número ' 
de bacterias se triplique. 
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8. En cierto zoológico se ha observado que la cantidad de animales aumenta propor­
cionalmente al número actual de dichos an imales. Si después de 5 aflos su número 
se ha duplicado y después de siete años el número de animales es 576, hallar el 
número de animales con que se contaba el día de la inauguración. 

9. Supóngase que la población P de bacterias en un culti vo al tiempo t, cambia a una 
razón directamente proporcional a p 2 - P. Si inicialmente hay 1000 bacterias y 
después de 5 horas la población se redujo a 100 bacterias, determine: 

a) La pob lación como función del tiempo. 

b) La población después de un t iempo grande. 

10. Al apagar un motor Sl.l temperatura es de 98°C y el medio en que se encuentra 
se conserva a 21 °C. Si después de 10 minutos el motor se ha enfriado a 88°C, 
encuentre: 

a) La temperatura del motor como función del tiempo. 

b) El instante en el cual su temperatura es de 35°C. 

11 . Un cuerpo a una temperatura de 50°F se coloca al aire libre donde la temperatura 
es de 100°F. Si después de 4 minutos la temperatura del cuerpo es de 60° F, ¿cuánto 
tiempo transcurrirá pa ra que la temperat ura del cuerpo sea de 75°F? ¿Cuál será 
su temperatura después de 20 minutos? 

12. Un cuerpo a una temperatura desconocida se coloca en un cuarto que se mantiene 
a una temperatura constante de 30°F. Si después de 10 minutos la temperatura del 
cuerpo es de 0° F y después de 20 minutos la temperatura del cuerpo es de 15° F , 
¿Cuál es la temperatura inicia l (desconocida) del cuerpo? 

13. Un tanque contiene 100 litros (1) de una solución que consta de 100 kg de sal 
disueltos en agua. Se bombea agua pura hacia el tanque a razón de 5 l/s y la 
mezcla, que se mant iene uniforme mediante agitación, se extrae a la misma razón. 
¿Cuánto t iempo pasará antes de que queden solamente 10 kg de sal en el tanque? 

14 . Un tanque de 500 galones contiene inicia lmente 300 galones de solución salina en 
la que se han disuelto 50 libras de sal. Se agrega solución salina que contiene 3 
libras de sal por galón con una rapidez de 4 gal/ min. Determine cuánta sal hay en 
el tanque en el momento que éste se desborda. 

15. Un tanque t iene 60 galones de agua pura. Una solución con 3 lb de sal por galón 
entra a 2 gal/ lI1in y la mezcla bien agitada sale a 2.5 gal/ min. 

a) Halle el número ele libras de sal que hay en el tanque en cualquier tiempo t. 

b) Encuentre la concentración de sal en el tanque cuando contenga 30 gal de agua 
salada. 
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16. El lago Ontario tiene un volumen de 1636 km3 y una concentración ini cial d,' 
contaminantes del 0.25%. Hay un ingreso anual de 209 km' de agua mn nnA 
concentración de contaminentes del 0.05% y un derrame anual de igual cantidad, 
bien mezclada en el lago. ¿Cuánto tiempo pasará para que la concentraciÓn de 
contaminantes en el estanque se reduzca al 0.10% ? 

17. Suponga que un cuarto contiene 32 m3 de a ire, originalmente libres de monóxido dc 
carbono. En el instante t = O se empieza a introducir al cuarto humo dc ei~'lr rill o. 

con un contenido del 4% de monóxido de carbono, con una rapidez de 0.002 lll" / lllin 
y se deja salir la mezcla bien circulaela, con la misma rapidez. 

a) Encuentre una expresión para la concentración x(t) ele monóx ido de carbono 
en el cuarto , en cualquier instante t > O. 

b) Para un ser humano, quedar expuesto a una concentración de monóxido elc 
carbono tan baja como 0.00012 puede ser nocivo. Encuentre el t ielll po en el 
cual se alcanza esta concentración. 

18. Un tanque de 500 gal contiene inicialment.e 100 gal de agua , en la cual se han 
disuelto 50 lb de sal. Comenzando en t = O, un a salmuera cuya concent ración es 
de 2 lb de sal por galón entra a l tanque a razón de 5 gA.! / S. La mezla se manticne 
uniforme mediante agitación, y estando bien agitaela sale delt,anqne con una rapidez 
de 3 gal/s . ¿Qué cantidad de sal contenel rá el tanque cuando esté lleno ele salmncra? 

19. Un tanque A contiene 100 li tros de salmuera, que se obtuvo a l disolver ~O kg, de sa l 
en agua. Se introduce en este tanque una salmuera, cuya concentraciólI ('s de 3 kg/ /. 
a una rapidez de 2 l/ min o La mezcla se conserva homogénea, sa10 ron la lIl i~lIla 

rapidez y va a parar a un segundo tanque I3 que contiene al principio 100 lilros 
de salmuera a una concentración de 0. 1 kg/l. Agit.ando se mantienc homogénea la 
mezcla en el tanque B y sale de éste con una rapidez de I I/ min . Hallar la cantidad 
de sal en cada uno de los tanques en cualquier instante. 

20. A un circuito en serie, en el cua l la ineluctancia es de 0. 1 H Y la resis tclleia es de 
50 O, se le aplica una tensión de 30 V. Determine la corriellte i(t) si i(O) = O. i.C lIá l 
será el valor de la corrient.e después de UIl tiempo largo? 

21. A un circui to en serie, en el cual la resistcllcia es de 200 O \. la capacit.a lleia es de 
10- 4 F , se le aplica una tensión de 100 V. Si '1(0) = O. calcule la carga q(t ) en el 
capacitor y obtenga la corriente i(t). 

22 . Un inductor de L henrys varía con el tiempo t (CII segulldos) dc acucrdo a L = 
0.05 + O.OOlt . Se conect.a en serie con Ull gencraelor cuya fem es de ~O \' \. IIna 
resistencia de 10 O. Si la corriente i es cero inicialment.e encuentre i(t) pa ra toelo 
t > O. ¿Cuál es la corriellte máxima teórica? 
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23. Una resistencia de 20 O y un inductor de 5 H se conectan en serie en un circuito 
eléctrico en el cual hay un flujo de corriente de 20 A al tiempo t = O. Encuentre la 
corriente para t :2: O si la fem es cero para t > O. 

24. Un condensador de 5 x 10- 3 F está en serie con una resistencia de 25 O y una fem 
de 50 cos 6t volts, t :2: O. El interruptor se cierra en t = O. Si la carga inicial en el 
condensador es cero, determine la carga y la corriente en cualquier tiempo. 

25. Una resistencia de 20 O se conecta en serie con un condensador de 0.01 F y una 
fem en volts dada por 40e- 3< + 20e- 6'. Si q(O) = O, muestre que la carga máxima 
en el condensador es de 0.25 coulombs. 

26. Un circuito consiste de una resistencia constante de R ohms en serie con una fem 
constante de E volts y una inductancia constante de L henrys. Si la corriente inicial 
es cero, muestre que la corriente crece a la mitad de su valor teórico máximo en 
L ln 2 
-----¡¡- s. 



Capítulo 4 

Ecuaciones Diferenciales Lineales de 
Segundo Orden 

4.1 Conceptos Básicos 

Definición 4.1.1 Se dice que las funciones f y 9 son linealmente dependientes (l.d.) en 
el intervalo (a , b) si existen constantes c¡, C2 no ambas cero tales que 

c¡f(x) + C2g(X) = O 

para todo x E (a, b) . 

Definición 4.1.2 Decimos que las funciones f y 9 son linealment e independientes (l.i .) 
en el intervalo (a, b) si no son l. d. , es decir si las únicas constantes para las cuales 

c¡f(x) + C2g(X) = O 

para todo x en el intervalo (a, b), son CI = C2 = O. 

Es fácil entender las definiciones anteriores, por ejemplo, si f y 9 son l.d en un intervalo 
J, entonces existen constantes CI, C2, no ambas nulas tales que 

c¡f(x) + C2g(X) = O 

para todo x E J. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que CI '" O, de modo que 

C2 
f(x ) = --g(x) 

CI 

Esto es, si dos funciones son l.d. en un in tervalo J, entonces una es simplemente un 
múltiplo constante de la otra, para todo x en J. Recíprocamente si para alguna constante 
C2 se tiene que f(x) = C2g(X), X E J, entonces 

(- 1)· f (x) +C2g(X) = O 

123 
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para todo .c eu J. Por lo tanto, las fu nciones f .Y q son J. eJ. eu J puesto que a l menos una 
ele las eons t.an tcs es elifereute de cero (el = - 1). 

Concluilllos C'lltOI1(,ps q 11 C' clos [rlll c ioIJes SOlJ l.i , f'1I un intervalo J cua.ndo ninguna es 
1111 1T11íltip/o ronstant~ de la ot.n¡, en l . 

EJEMPLO 1. Muest.re que las siguieut.es parejas de fu nciones son J.d . en IR. 
a) f (x) = 1: , q(J') = - 2x . 
b) f reE) = e' , g(x) = 1e' . 
e) f (x) = 1:

2 , g(1:) = - V2:c2 

Solución. Eu cada inciso, las parejas de funciones son claramente J.el . en IR ya que una 
('S 1111 1Il1'il t. iplo ('scalar d(' la otra. En efecto, tenemos que 
a) g(. / ) = - 2f(1), o equ ivaleutemeute 2f(1:) + g(x ) = O para todo x E IR. 

b) g(1) = U(x), Ó U(1:) + (- I )g(1:) = O para todo x E IR. 

e) g(1:) = -V2f (:r ), ó V2f (1: ) + g(x) = O para todo x E IR. 

EJEMPLO 2. Compruebe que las funciones f(1:) = 1: Y g(1: ) = 1:
2 son J.i . en IR . 

Solución. Supóngase por contradicción que f y 9 son J.d. en IR, es decir que existen 
cO llstallt,es Cl Y e2 no s imultáneamente nulas tales que 

1: E IR. (4.1 ) 

Si deri vamos (4. 1) con respecto a 1: obtenemos 

x E IR. ( 4.2) 

Luego, el sistema el e ecuaciones lineales (4. 1)-(4.2) tiene una solución no nula (Cl # .0 
ó C2 # O). De á lgebra sabemos que para un s istema homogéneo, ésto es posible solamente 
s i el eleterminaut.e elel sistema es cero. Así que 

para todo CE en IR. 
Por consiguiente, la supos ición ele que las funciones f( x) = x Y g(1:) = 1:2 son J.d . en 

IR nos llevó a concluir que 1:
2 = O para todo 1: en IR, lo cua l claramente es falso. Esto nos 

muestra. que f y 9 son linea.lmente independientes en IR. 

Podemos gcucralizar las ideas expuestas en el ejemplo 2. Primero hacemos la definición: 

D efinición 4.1.3 Seun f y 9 funcion es derivables en el intervalo J. A la fun ción definida 
por el de terminante 

I 
f (1:) g(1:) I ' , 
/' (1:) g'(x) = f (x) g (x) - f (x)g(x), 
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se le llama el wronskiano de f (x) y g(x) y se denota por W (J(x),g(x)) o W (J,g) El 
valor de W (J,g) en el punto x se indicará por W (J,g)(x) o simplemente W (x). 

Para determinar si dos funciones son Li . podemos emplear el siguiente t,eoren",. 

Teorema 4 .1.1 Sean f y 9 funciones derivables en un intenJalo J . Si el wl'071sktanu 
W (J, g) es diferente de cero en por lo menos un punto Xo del intervalo J, entonces f y 9 
son linealmente independientes en J. 

Demostración. Haremos la demostración por contradicción. Supóngase que W (J, g)(xo) =J 
O para a lgún Xo fij o en el intervalo J y que f y 9 son linealmente dependientes en J. En­
tonces existen constantes C¡ y C2 no ambas cero tales que 

c¡f(x) + C2g(X) = 0, ( 4.3) 

para todo x en J. Derivando (4.3) resulta 

c¡J'(x) + c2g'(X) = O. ( 4.4 ) 

Luego, el sistema de ecuaciones (4.3)-(4 .4) tiene una solución diferente de la trivial para 
cada x en J, por lo cua l 

W x -1 f(x) g(x ) 1- O (J, g)( ) - J'(x) g'(x) - , 

para' todo x en J. Esto contradice la hipótesis de que W (J,g)(xo) el O. Por lo tanto se 
concluye que f y 9 son linealmente independientes en J. 

EJEMPLO 3. Demuestre que las funciones f(x) = eX y g(x) = e-x son Li. en IR. 

Solución. Ya que 

para todo x en IR, del Teorema 4. 1.1 se concluye que f y 9 son Li . en IR. 

Finalizaremos está sección recordando a lgunas nociones muy elementales sobre los 
números complejos. 

Un número complejo z puede representarse en la forma z = a + bi donde a, b E IR 
se denominan parte real y parte imaginaria de z, respectivamente y el símbolo i denota 
a l número imaginario puro que tiene la propiedad de que ;2 = - l . 

La igualdad ;2 = - 1 nos permitirá obtener raíces de números negativos , puesto que 
±; = A Por ejemplo 

R = ~=J4R= ±2; , 
J-25 ) 25(- 1) = J25R = ±5; 
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Para sumar o restar dos números cQmplejos, simplemente se suman o se restan las 
partes reales o imaginarias correspondientes. Para multiplicar dos números complejos, se 
aplica la propiedad distributiva y el hecho de que i 2 = - 1. 

La posibilidad de calcular raíces cuadradas de números negativos permite afirmar 
ahora que toda ecuación cuadrática, ax2 + bx + e = O con a, b, e, números reales , tiene 
dos raíces que pueden ser reales y distintas, reales e iguales o complejas. 

También aplicaremos la identidad (Fórmula de Euler) 

eíO = cos 11 + isenll, 

con 11 un número real. 

EJERCICIOS 4 .1 

Pruebe que los pares de fu nciones dados son l.i . en IR. 

1. f(x) = x, g(x) = xe' 

2. f(x) = er
", 

3. f(x) = senx, g(x) = cosx 

4. f(x) = sen x, g(x) = sen 2x 

5. f(x) = sen x, g(x) = x 

6. f(x) = sen x, g(x) =e' 

7. f(x) = e'cos 2x, g(x) = e' sen2x 

8. f(x) = e' cos 2x, g(x) = e2'cos2x 

9 f (x) = 1, g(x) = x 

g(x) = Xn; mol n 

4.2 Solución de Ecuaciones Diferenciales Lineales de 
Segundo Orden 

Definición 4.2.1 Una ecuación diferencial de la forma 

d2y dy 
a2(x) dx2 + a¡(x) dx + ao(x)y = f( x) (4.5) 

donde ao(x),a¡(x),a2(x) Y f(x) son funciones de x únicamente, se llama ecuación dife· 
rencial lineal de segundo orden. 
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Para este tipo de ecuaciones, el siguiente teorema garantiza la existencia de una solución 
única. 

Teorema 4.2.1 Sean ao(x),al(x),a,(x),f(x), funciones continuas en un intervalo J y 
supóngase que a,(x)' # O para toda x E J. Si Xo es cualquier punto en J, entonces exis te 
una y sola una solución y(x) de la ecuación diferencial 

d'y dy 
a,(x) dx' + al(x) dx + ao(x )y = f(x), 

que satisface las condiciones iniciales 

y(xo) Yo , 

y'(xo) Yl, 

donde Yo, Yl son constantes arbitrarias. 

Definición 4.2.2 La ecuación diferencial 

d'y dy 
a,(x) dx' + al(x ) dx + ao(x)y = O (4.6 ) 

que se obtiene de (4.5) haciendo f(x) = O, se llama ecuación homogénea, reducida 
o complementaria. 

Si la función f(x) no es idénticamente nula, entonces la ecuación (4.5) recibe el nombre 
de ecuación no homogénea . 

Para hallar la solución de la ecuación (4.5) es necesario resolver la ecuación homogénea 
asociada (4.6 ). Por esta razón veremos primero algunos resultados concernientes a la 
solución de esta última. 

4.2.1 Solución de la Ecuación Homogénea 

Teorema 4.2.2 Si Yl (x) Y y,(x) son soluciones de la ecuación diferencial (4.6) entonces 
la combinación lineal y = C1Yl(X) + c,y,(x) también es solución de (4. 6) , donde Cl Y c, 
son números reales o complejos cualesquiera. 

El teorema anterior nos dice que si Yl, y, son soluciones de (4.6 ), entonces es posible 
elaborar un número infinito de soluciones de dicha ecuación , de la forma C1Yl (x) +c, y,(x) , 
con Cl, c, constantes. Una pregunta natural sería si esta infinidad de soluciones incluye 
a todas las soluciones posibles de (4.6). La respuesta a esta pregunta es s i, pero siempre 
y cuando Yl y y, sean l. i. Hacemos la siguiente definición. 

Definición 4.2.3 Si Yl Y y, son dos soluciones de la ecuación (4·6), que además son 
linealmente independientes en un intervalo J, entonces decimos que Yl y y, constituyen 
un conjunto fundamental de soluciones de (4. 6) en J. 
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Por consiguiente nos interesa saber cuando dos soluciones de la ecuación diferencial 
homogénea (4.6) son l.i . en algún intervalo. El siguiente teorema nos da una condición 
necesaria y suficiente para la independencia lineal de soluciones (compárese con el Teo­
rema 4. 1.1 ). 

Teorema 4 .2.3 Supongamos que (Lo(x),a¡(x),(L2(X) son funciones continuas en un In­

tervalo J y que a2 (x) # ° para toda x E J. Sean y¡ ,Y2 dos soluciones de la ecuación (4.6) 
en f . Entonces, Y¡,Y2 son l. i. (Jonnan un conjunto fundamental de soluciones) en J SI 

Y solo s'i W (Y¡,Y2)(XO) # 0, para algún Xo E J. 

A continuación enunciamos el resul tado principal de esta sección. 

Teorema 4.2.4 Supongamos que ao (x), a¡ (x), a2(x) son funciones continuas en un in­
tervalo f y que a2(x) # ° para toda x E J . Entonces la ecuación dif erencial homogénea 

(4·6) 
d2y dy 

a2(x) dx2 + a¡(x) dx + ao(x)y = 0, 

tiene dos soluciones y¡(x), Y2(X), que son linealmente independientes en J. Además, 
para cualquier otm solución y = 1>(x) de (4 .6) en J se pueden encontrar constantes c¡ y 
C2 tales que 

1>(x) = c¡y¡(x) + C2Y2(X), x E J. ( 4.7) 

En vista de (4. 7), la solución general de la ecuación (4.6 ) se define como 

y = C¡y¡ (x) + C2Y2(X), x E J, 

donde Y¡, Y2 son soluciones l.i. en J de (4.6) y C¡, C2 son constantes arbitrarias. 

4.2.2 Solución de la Ecuación no Homogénea 

Estamos ya en posición de explicar cómo determinar la solución general de la ecuación 
diferencial lineal de segundo orden no homogénea (4.5). En primer lugar enunciamos la 
siguiente propiedad del conjunto de sus soluciones. 

Teorema 4.2.5 La diferencia de dos soluciones cualesquiera de la ecuación diferencial 
no homogénea (4.5) es una solución de la correspondiente ecuación homogénea (4·6). 

Como una consecuencia inmediata de este teorema, a continuación damos el resultado 
principal, que nos dice cómo determinar la solución general de (4.5). 

Teorema 4 .2.6 Dada una soluciónyp(x) de la ecuación dif erencial (4.5) en un intervalo 
J , entonces para cualquier solución y = 1>( x) de esta ecuación, existen constantes C¡, C2 

tales que 
1>(x) = c¡y¡(x) + C2Y2( X) + yp(x), x E J, (4.8) 

donde y¡ y Y2 son soluciones l.i. en J de la ecuación homogénea correspondiente (4.6). 
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De acuerdo con (4.8) , la solución gener al de la ecuación diferencial lineal no ho­
mogénea (4.5 ) se define como 

x E J, (4.9) 

Llamaremos a YP una solución pa r t icular de (4.5 ). A la solución general efe la ec uación 
homogénea (4.6) se le denomina solución complementaria y la denotaremos por y,(x). 
Es decir 

y,(x) = c,y,(x) + c,y,(x). 

En consecuencia, podemos escribir la solución general (4.9) de la ecuación no homogénea 
(4.5) en la forma 

y(x) = y,(x) + yp(x) (410) 

Posponemos hasta la sección 4.6 la discución de cómo determinar yp' 

4.3 Método de Reducción de Orden 

Dada una solución y, (x) de la ecuación diferencial de segundo orden 

y" + p(x)y' + q(x)y = O, (4. 11 ) 

puede determinarse una segunda solución y,(x) que sea linealmente independiente con 
y,(x), de la forma v(x)y,(x), para cierta función v(x) distinta de una constante. 

Sea y(x) = y,(x)v(x), entonces 

11 11 2 I I 11 Y y,v + y,v +y,v. 

Sustituyendo las expresiones anteriores para y, y' y y" en (4.11) Y simplificando resul ta 

(YtV" + 2y; v' + y~) + p(x )(y,v' + y;v) + q(x)v O, 

v(y~ + p(x)y; + q(x)y,) + v'( 2y', + p(x)y¡) + y,v" = O. 

y como y, es una solución de (4. 11 ), el primer término en el lado izquierdo de la igualdad 
anterior es igual a cero. Así que 

y,v" + (2y; + p(x )y,)v' = O 

o bien 
,,( 2Y;) , v + p(x) + 1h v = O. (4. 12) 

Luego, para que la función y, (x )v(x) sea una solución de la ecuación diferencial (4.11 ), 
v(x) debe satisfacer la ecuación diferencial de segundo orden (4.12). Nótese que haciendo 
la sustitución u(x) = v'(x) entonces u'(x) = v"(x) y (4. 12) se reduce a la ecuación 

( 2Y') u' + p(x) + -;- u = O, ( 4. 13) 
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la cual es ahora de primer orden para la función incógnita u. Es por esta razón que 
al método que estamos desarrollando para calcular Y2 se le conoce como Método de 
Reducción de Orden. 

La ecuación (4. 13) es lineal en u y también de variables separables. Separando varia­
bles tenemos 

du ( 2Y' ) u = - p(x) + y;' 
d 

- p(x) - 2 dx (In y¡), 

e integrando y simplificando, obtenemos 

In u = - J p(x)dx - 2 ln y¡ + ln c 

In u = In cy¡2 - J p(x)dx, 

donde e es una constante arbitraria. Aplicando exponencial a ambos lados de la última 
igualdad encontramos que 

Por consiguiente 

u(x) = c2e- fp(xldx. 
y¡ 

v(x) = cJ _ 1_e- Jp(xldxdx. 
y¡(x) 

Tomando c = 1 tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 4.3.1 Si y¡ (x) es solución de la ecuación diferencial 

y"(x) + p(x)y'(x) + q(x)y(x) = O, (4. 14) 

entonces una segunda solución Y2(X) de (f. 14) linealmente independiente con y¡(x) es 

J 
e- J p(xldx 

Y2(X) = y¡(x) y?(x) dx . 

EJEMPLO 1. Dado que y¡(x) = x - 2 es solución de la ecuación diferencial 

x2y" - 7xy' - 20y = O, 

encuentre su solución general en el intervalo (0,00). 

(4 .15) 

( 4.16) 

Solución. Verifiquemos que y¡ (x) es solución de la ecuación diferencial (4 .16) . Tenemos 
que 

"() 6 -' y¡ x = x . 
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Sustituyendo en (4.16) resulta 

x 26x-4 - 7x( - 2x- 3 ) - 20x-2 O 

6x - 2 + 14x-2 - 20x- 2 = O 

O = O. 

Así, efectivamente Yl es una solución de (4.16). 
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Ahora utilizaremos el resultado (4.15) del teorema anterior para determinar una se­
gunda solución de la ecuación diferencial, l.i . con Yl . 

Primero, reescribimos (4.16) en la forma 

" 7 , 20 
Y - -y - -y = O 

X X2 

de aquí que en este caso p( x) = - ~ y entonces 
x 

Por 10 tanto 

J 
e- J p(x )dx _ 

2( ) dx -Yl X 

- J _ldx 7lnx J e (X-2)2 dx = J ex _4 dx 

J x' J Xl2 -dx = xlldx = -. 
x-4 12 

Xl2 x lO 

Y2(X) = x - 2
12 = 12· 

Note que una segunda solución l.i . con Yl(X) es simplemente lh(x) = x lO De modo 
que la solución general en (0,00) de la ecuación diferencial (4. 16) es 

EJEMPLO 2. Encuentre la solución general en (0,00) de la ecuación diferencial 

( 4 17) 

si Yl (x) = cos In x, es una solución de la ecuación. 

Solución. Nuevamente emplearemos (4.15) para obtener una segunda solución Y2 de 
I 

(4. 17). En este caso p(x) = -, por lo cual 
x 

J 
e- J p(x )dx _ 

2() dx -
Yl X J 

e- J ~dx 
-~-dx 
cos2 1n x 

1 

J }l dx = tanln x. 
cos n x 
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En consecuencia 

Y2(lO) = (cosln lO)( tanln lO) = sen In lO. 

De donde la solución general en (0,00) de (4. 17) es 

y(lO) = el cos In x + C2 sen In lO. 

EJERCICIOS 4.3 

Verifique si la función YI indicada es una solución de la ecuación diferencial dada. En 
caso de serlo determine la solución general de la ecuación. 

1. y" - 9y = O, Yl = e3x 

2. y" + 9y = O, YI = cos 3lO 

3. lO2y" - 2lOY' + 2y = O, YI = x 

4. x2y" + 2xy' - 6y = O, YI = x2 

5. x3y" + x2y' + xy = O, YI = sen (ln x) 

6 x2y" - 4xy' + 6y = O, YI = x2 

7. x2y" - 4xy' + 4y = O, YI = X 

8. (2x + l )y" - 4(x + l )y' + 4y = O, YI = X + 1 

9. " 1 , 1 O Y + - y - -y = , 
X x2 

YI = X 

10. x2y" + 3xy' = O, YI = 1 

11. x2y" + XV' - 4y = O, YI = X2 

12. (1 - x 2)y" - 2xy' + 2y = O, YI = X 

13. x2y" + XV' + (X2 - ~ ) y = O, YI = x- I/
2

COSX 

14. x2y" + XV' = O, YI = 1 

15. x2y" - XV' + y = O, YI = x In x 

16. (4 cot x)y" + (4 - sen x)y' - y = O, Yl = Sf'll :1; 
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4.4 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Or­
den Homogéneas con Coeficientes Constantes 

En esta sección estudiaremos la ecuación diferencial de la forma 

ay" + by' + ey = 0, 

donoe a, b, e E IR Y a # O. 
Para este tipo de ecuaciones proponemos una solución de la forma 

y(x) = e'". 

Entonces 
y'(x) = re'", y"(x) = r'e'" 

y sllstituyendo en la ecuación (4.1 8) resulta 

ar2 e n ; + brerx + cerx O 

e'"(ar' + br + e) O. 

Luego, si T es una raíz de la ecuación 

ar' + br + e = 0, 

(418) 

(4.19) 

llamada ecuac ión auxiliar o ecuación caracte rística, la función y = er x es una 
Solllción C!" (4. 18). Debemos considerar tres casos , según sean las raíces característ icas: 
r"".I,'s y distintas, reales e iguales o complejas. 

CASO l. Si TI Y r, son raíces reales y distintas entonces YI (x) = e" x y y,(x) = e'" son 
d, IS StllllCiOlH'S linealmente independientes de la ecuación diferencial (4.18), de donde su 
SOlllCiúll gC lH'n1.l es 

CASO 2. Si I ,,~ m ÍC'cs son reales e iguales entonces rl = r , = _.!!... = r. Así que, una 
2a 

so!tlci,',n d,' (4. 18) es YI(") = e'·x. 
POd(, lIlllS ('ll("(mí,rar \lila segullda solución Y2 linealmente independiente con y¡ emple­

andtl la I('¡ruml" (4. 15), dellllétodo de reducción de orden estudiado en la sección anterior. 
T (' w 'llloS 
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= xy¡(x). 

Luego, para obtener una segunda solución linealmente independiente con y¡(x), basta 
con multiplicar y¡(x) por x. 

La solución general de (4.18) en este caso es 

o bien 
y(x) = (c¡ + c2x)eTX. 

CASO 3. Supongamos finalmente que las raíces son complejas y denotémoslas por 

T¡ = Q + i{3; T2 = Q - i{3. 

Entonces dos soluciones l.i . de la ecuación diferencial son 

Sin embargo, estamos interesados en encontrar soluciones con valores reales. Tenemos 
que y(x) = k¡ e(o+i¡j)x + k2e(o-i¡j)x, es solución de la ecuación diferencial, para cualesquier 
constantes k¡ y k2. Pero, de la fórmula de Euler se sigue que 

y( x) = k1 eox+i /3x + k2eQX
-

i /3x 

k¡elXXei/JX + k2elXX e- i¡jX 

eQX( k¡ei/lx + k2e- i/lX) 

eOX[k¡(cos{3x + isen {3x) + k2(cos{3x - i sen {3x)[ 

eOX[(k¡ + k2) cos{3x + (k¡ - k2)i sen {3xJ. 

1 
Ahora bien, si en particular tomamos k¡ = k2 = 2' obtenemos que la función 

es una solución de la ecuación de variable real con valores reales. 

Análogamente, si k¡ = - ~; k2 = ~ resulta la función 
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que también es una solución de la ecuación que toma valores reales. Por lo tanto, dos 
soluciones de la ecuación diferencial linealmente independientes con valores reales son 

La solución general de (4.18) ahora es 

EJEMPLO 1. Resolver 
y" - y' - 6y = O. 

Solución. La ecuación tiene soluciones de la forma y = erx donde r es solución de la 
ecuación auxiliar 

T
2 

- T - 6 = O 

(T - 3)(T + 2) = O, 

de modo que las raíces características son TI = 3, T2 = -2. Por lo tanto , dos soluciones 
linealmente independ ientes de la ecuación diferencial son Yl(X) = e3x y Y2(.t) = e- 2x . De 
donde la solución general es 

EJEMPLO 2. Resolver 
y" - 5y = O. 

Solución. La ecuación auxiliar es 

T
2 

- 5 = O. 

Las raíces características son TI = V5, T2 = - V5. de donde, dos soluciones l.i . de 
la ecuación son 

Por lo tanto, la solución general de la ecuación diferencial es 

EJEMPLO 3. Resolver 
y" + 12y' + 36y = O. 
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Solución. La ecuación auxiliar es 

T
2 + 121'+ 36 O 

(,.+ 6)2 O 

y las raíces características son 
TI = T2 = - 6. 

Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes son 

De donde la solución general es 

y(x) = Cle - 6r + C2xe- 6r = (CI + C2x)e-6r. 

EJEMPLO 4. Resolver 
y" - 16y' + 64y = O. 

Solución. La ecuación auxiliar es 

,2 _ 16, + 64 = O. 

Sus raíces son TI = '2 = 8. Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes son 

ASÍ , la solución general de la ecuación diferencial es 

EJEMPLO 5. Resolver 
y" + 2y' + 17y = O. 

Solución. La ecuación auxiliar es 

T
2 + 2 T + 17 = O 

Las raíces están dadas por 

- 2 ±J4- 68 - 2 ±J-64 - 2 ±8i . 
TI2 = = = = - 1 ± 4t , 2 2 2 

o bien 
TI = - 1 + 4i, '2 = - 1 - 4i . 
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Por lo tanto , dos soluciones linealmente independientes son 

Yl(X) = e- T cos4x , 

de donde, la solución general es 

EJEMPLO 6. Resolver 
y" + y' + y = O. 

Solución. La ecuación auxiliar es 

,.2 + ,. + 1 = O, 

cuyas raíces son 
1 vÍ3 . 

1'2 = -- --, 
2 2 ' 

De donde, dos soluciones linea lmente independientes son 

Por lo tanto , la solución general es 

_1 (vÍ3 vÍ3 ) y(x) = e " Cl COS TX + C2sen TX . 

EJEMPLO 7. Resuelva la ecuación diferencial 

y" + y = O, 

sujeta a las condiciones iniciales 

y(O ) = 1, y'(O) = - 1. 

Solución . . La ecuación característica es,.2 + 1 Y sus ra íces son r = ±i. Luego, la solución 
general de la ecuación diferencial es 

y(X) = Cl cosx + c2sen x. 

Ahora, la primera condición inicia l implica que 

1 = y(O) = Cl, el = 1. 
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Por otra parte , tenemos que 

y'(x) = - Cl sen x + C2COSX 

y usando la segunda condición inicial 

- 1 = y'(O) = C2 , e2 = - 1. 

Por lo tanto, la solución que satisface las condiciones iniciales es 

y(x) = cosx - sen x. 

EJEMPLO 8 . Resolver el problema de valores iniciales 

y" - y' - 2y = O; y(O) = 1, y'(O) = 4. 

Solución. La ecuación característica es 

r 2 
- r - 2 = O 

(r - 2)(r + 1) = O, 

de modo que las raíces características son rl = 2 Y r2 = - l. La solución general es 
entonces 

y(x) = cle2x + e2e-x. 

De las condiciones iniciales, se sigue que 

1 y(O) = cleo + e2eo = el + e2 

4 y'(O) = 2e1eo - e2eo = 2e1 - e2. 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 

el +C2 1, 

2Cl - C2 4, 

obtenemos 5 . 2 
el = 3' e2 = -3' 

Por lo tanto , la solución que satisface las condiciones iniciales es 

5 2 y(x) = _e2x _ _ e-x. 
3 3 
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EJERCICIOS 4.4 

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales. 

1. y"+5y = 0 

2. y" + 9y' - lOy = O 

3. y" - 4y' + 12y = O 

4. 4y" + 7y' - 2y = O 

5. y" + 6y' + 9y = O 

6. 2y" - 14y' + 3y = O 

7. y" - IBy' + Bl y = O 

B. 4y" + y' + 2y = O 

9. y" - 6y' + 5y = O 

10. y" + 4y' + 5y = O 

con y(O) = 3, y'(O) = II 

con y(O) = 1, y'(O) = O 

11 . y" + 4y = O con y(O) = 1, y'(O) = -2 

12. y" - 2y' + y = O con y(O) = - 1, y'(O) = 3 

4.5 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n 
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Presentaremos ahora la generalización de los resultados enunciados en la secciones 4. 1 y 
4.2. 

Definición 4.5.1 Se dice que un conjunto de funciones JI (x), h(x ), ... ,J,,(x) es lineal­
m ente dependiente (l . d.) en un intervalo J si existen constantes el, c" ... ,e" no todas 
cero tales que 

elJ. (x) + e,h(x) + ... + en J,, (x) = O, 

para todo x en J. Mientras que J. (x) ,j,(x), ... ,j,,(x) son linealmente independien-
tes (l.i.) en J si no son l.d. en J, es decir, la igualdad 

edl(x) + e,h(x) + ... + enJ,,(x) = O, 

para todo x E J implica que el = O, e, = O, ... ,en = O. 
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Definición 4 .5.2 Sean f¡, 12,···, fn , funciones que tienen al menos n - 1 derivadas en 
un intervalo abierto J . Para x en J , el wronskiano de dichas fun ciones se define como 
el determinante 

VV (f" f2,'" , fn)( x) = 

h(x) 
. f2(x) 

fn(x) 
f~(x) 

Definición 4.5.3 Se dice que una ecuación diferencial de orden n es lineal si tiene la 
forma 

an(x)y(n)(x) + an_,(x)y(n-' )(x) + ... + a,(x)y'(x) + ao(x)y(x) = g(x), (4.20) 

donde las funciones ao(x),a,(x), ... ,an(x) y g(x) dependen solamente de la variable x. 

Como antes, la ecuación (4.20) es no homogénea si g(x) # O Y haciendo g(x) = O 
obtenemos la ecuación homogénea reducida o complementaria 

an(x)y(nl(x) + an_,(x)y(n-')(x) + ... + a,(x)y'(x) + ao(x)y(x) = O. (4.21) 

Teorema 4.5.1 Sean y" Y2, ... , Yn un conjunto fundam ental de soluciones de la ecuación 
homogénea (4.21) en un intervalo J , esto es, y" Y2, ... , Yn son l. i. en J o equivalentemente 
VV (y',Y2,' " ,Yn)(XO) # O para algún Xo E J . Entonces la solución general de (4.21) está 
dada por 

y(x) = c,y,(x) + C2Y2(X) + ... + cnYn(x), x E J , 

donde el, C2"" 1 en son constantes arbitrarias. 

Teorema 4.5.2 Seayp una solución dada de la ecuación diferencial no homogénea (4.20) 
en el intervalo J y sea 

la solución general de la ecuación homogénea asociada (4.21) en el intervalo J . Entonces 
la solución general de (4.20) es 

y(x) = c,y,(x) + C2Y2(X) + ... + CnYn(x) + yp(x) = y,(x) + yp(x). 

4.5.1 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n Homogéneas 
con Coeficientes Constantes 

En la sección 4.4 estudiamos como resolver una ecuación diferencial lineal homogénea de 
segundo orden con coeficientes constantes. Ahora, de manera más general, considerare­
mos la ecuación diferencial de orden n 

(4.22) 
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donde a0 1 al 1 •• . 1 an son números reales. 
Es fácil ver que una fu nción exponencial de la forma 

es solución de (4.22) si y sólo si l' es una raíz de la ecuación 

( 4.23) 

A (4.23) se le llama ecua ción a uxilia r o ecua ción característica de la ecuación 
diferencial (4 .22). 

No podemos hacer un análisis general de las raíces de la ecuación auxiliar (4.23) 
semejante al que hicimos para las ecuaciónes de orden 2, ya que pueden aparecer muchas 
combinaciones si n es mayor que dos. Por ejemplo una ecuación de quinto grado puede 
tener cinco ra íces reales d iferentes, t res raíces reales diferentes y dos raíces complejas, 
una raíz real y cuatro complejas

1 
cinco raíces reales e iguales

1 
cinco raíces reales con tres 

de ellas iguales, y así sucesivamente. En su lugar mencionaremos los siguientes t res casos. 

CASO 1. Si todas las raÍCes de (4.23), 1' , ,1'2, ... ,To , son reales y distintas entonces la 
solución general de (4 .22) es 

CASO 2. Si 1', es una ra íz de mult iplicidad k de (4.23), es decir k raíces son iguales a 
r" entonces correspondiendo a esta raíz se t ienen las siguientes k soluciones l.i . de (4.22) 

y la. solución general de (4.22) debe contener la combinación lineal 

CASO 3, Cuando 1', = C> + i/3 es una ra.Íz compleja de multiplicidacl le de (4.23), su 
conj ugado 1'2 = o-i/3 es también raíz de multiplicidad k . En este caso , la solución general 
de la ecuación diferencial (4.22) debe contener una combinación lineal de las siguientes 
2k soluciones l. i. 

eUX sen (3x
1 
xeox sen (3x

1 
2,2eox sen {3x 1 ..• 1 X k- 1 eÚ.r sen (3x. 

EJEMPLO 1. Resolver 

y{4) _ y'" _ 7y" + y' + 6y = O. (4.24) 
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Solución. La ecuación auxi liar de (4.24) es 

r4 - r3 - 7r2 + r + 6 O 

(r - l )(r + l )(r + 2)(r - 3) O, 

cuyas raíces son 
T¡ = 1, T2 = - 1, T3 = - 2, T4 = 3. 

Luego, cuatro soluciones linealmente independientes de la ecuación son 

y la solución general de (4.24) es 

EJEMPLO 2. Resolver 

y(6) _ 8y(5) + 17y(4) + 6y'" - 44y" + 8y' + 32y = O (4.25) 

Solución. La ecuación auxiliar de (4.25) es 

r6 - 8r5 + 17r4 + 6r3 - 44r2 + 8r + 32 O 

(r - 2)3(r - 4)(r + 1)2 = O. 

De la última expresión es claro que las raíces de la ecuación auxiliar, con sus respectivas 
multiplicidades son 

Tl = 2, de multiplicidad tres; 

r2 4, de multiplidad uno (raíz simple); 

r3 - 1, de multiplicidad dos (raíz doble). 

Tomando en cuenta cada raíz y sus multiplicidades respectivas, tenemos las siguientes 
soluciones l.i . de (4.25) 

e2x
, xe2x

, x2e2x correspondientes a la raíz TI = 2, 

e
4X correspondiente a la raíz r2 = 4, 

e -x, xe -x correspondientes a la raíz r3 = - 1. 

Por consiguiente la solución general de (4.25) es 

y = (Cl + C2X + c3x2)e2x + C4e4x + (C5 + C6x)e-x . 

EJEMPLO 3. Resolver 
y(4) + 8y" + 16y = O. ( 4.26) 
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Solución. La ecuación auxiliar es 

r4 + Sr2 + 16 O 

(r 2 + 4)2 O. 

Entonces, las raíces características son en este caso r¡ = 2í Y r2 = - 2í de mult iplicidad 
dos, cada una de ellas . Correspondientemente tenemos las cuatro soluciones l.i . 

y¡(x) ~ cos2x, Y2(X) = sen2x, Y3(X) = xcos2x, Y4(X) = x sen 21: . 

Por lo tanto la solución general de (4.25) es 

y(x) = c¡ cos 2x + c2sen 2x + x(c3cos2x + c4sen 2x). 

EJEMPLO 4. Resolver 

y(4) _ 2y'" + 2y" - 2y' + Y = O. 

Solución. La ecuación auxiliar es 

cuyas raíces son 

r4 
- 2r3 + 2r2 - 2r + 1 O 

(r - 1)2(r2 + 1) O, 

r¡ = 1, de multiplicidad dos ; 

r2 =', de multiplicidad uno; 

r3 = -', de multiplicidad uno. 

De donde, la solución general de (4.27) es 

y(x} = c¡ex + C2xex + c3sen x + C4 cosx. 

EJEMPLO 5. Resolver 

(4.27) 

y (8) _ lOy
(7) + 46y

(6) _ 106y(5) + S8y(4) + 146y'" - 350y" + 98y' + 343y = O. (4.2S) 

Solución. La ecuación auxiliar es 

r8 _ lOr 7 + 46r6 
- 106r 5 + S8r 4 + 146r3 - 350,.2 + 98r + 343 = O O 

(r + If(r 2 
- 4r + 7)3 O 
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TI = - 1, 

T2 = 2 + V3i, 
T3 = 2 - V3i, 

de multiplicidad dos; 

de mul tiplicidad tres; 

de mult iplicidad tres . 

De modo que, la solución general de (4.28) es 

y(x) = (Cl + c2x)e-X + e2x(c3 cos V3x + c,sen V3x)+ 

.re2x (cs cos V3x + C6sen V3x) + X2 e2x 
(C7 COS V3x + cssen V3x). 

EJEMPLO 6. ¿Cuál es la solución general de una ecuación diferencial cuya ecuación 
auxi liar tiene raíces: 2, - 1, O, O, 3 ± 5i, 2, O, ,3 ± 5i? 

Solución. La ecuac ión aux iliar es de grado 10 y sus raíces, con sus respectivas multipli­
cidades son 

O, de multiplicidad tres; 

- 1, de multiplicidad uno; 

2, de multiplicidad dos; 

3 + 5i, de multiplicidad dos; 

3 - 5i , de mult iplicidad dos. 

Por lo tanto la solución general tiene la forma 

éX(C7sen5x + cscos 5x) + xe3x(c9sen5x + clDcos5x) . 

EJERCICIOS 4.5 

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales 

l. y"'-y = O 

2. y(4) - l 6y = O 

3. y'" + 3y" + 3y' + Y = O 

4. y(4) + 13y" + 36y = O 
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5. g i l) + 32g" + 256y = O 

6. y'" - 3y" - 10y' = O 

7. y (5) + Sy'" + 16y' = O 

s. y'" + y" + y' - 3y = O 

9. g (5 ) - yl' ) + 2y'" + 22y" - 35g' + 75y = O 

10. y'" + 3y" + 2y' = O COII y(O) = 1; y'(O) = 2; y"(O) = - 1 

11. y'" - 6y" + 12y' - Sy = O con y(O) = - 2; y'(O) = 1; y"(O) = 2 

12. yl' ) + 5y" + 4y = O con y(O) = 3; y'(O) = O; y"(O) = O; y"'(O) = - 3 

4.6 Método de Coeficientes Indeterminados: Enfoque 
de Superposición 

Este método nos permite encontrar una solución part icular Yp(L) para las ecuaciones 
diferenciales lineales de segundo orden de la forma 

d'y dy 
a dX2 + b dx + cy = g(7-), (4.29 ) 

donde a, b, c son constantes y 

¡ bkXk + be_¡xe- , + ... + b,x + bo 
eax 

g(x) = sen bx 

cosbx 

función polinomial 
función exponencial 
función seno 
función coseno 

El método es aplicable también cuando la función g(.r) ell (4.29) consiste de una sUllla 
y productos finitos de funciones polinomiales, exponenciales, seno )' coseno. Asimislllo. 
pueden considerarse ecuaciones diferenciales no homogéneas con coefi cientes conslallt es 
de orden superior. 

El enfoque del método de coefi cientes indeterminados que presentamos en esta secc ión 
se basa esencialmente en tres principios u observaciones que la práct.ica de deriyarión de 
fu nciones nos ha enseñado. 

1. Cuando derivamos un polinomio. el grado de éste dislllillll~-(, l'll lIno . 

Si g(x) = bexk +be_¡xe- , + .. ·+b,.r+ bo entonces g'(.r) = kbe1·e- , +(k - l )be_ ,1·e- , + 
... + b¡_ Evidentement(' s i derivamos dos VE'CPS g, su grado dismir.l}~·e en dos_ 
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2. Al derivar una función exponencial, la función "casi no cambia". Si g(x) = ea, 
entonces g'(x) = aeax = ag(x). La derivada es casi la función 9 (salvo por la 
constante multiplicativa a). 

3. Si derivamos g(x) = senmx pasamos al coseno: g'(x) = mcosmx. 

Si derivamos g(x) = cosmx pasamos al seno: g'(x) = -m sen mx. 

Si derivamos dos vecesg(x) = senmx regresamoscasiag(x), g"(x) = -m'sen mx. 

Si derivamos dos veces g(x) = cosmx regresamos casi ag(x), g"(x) = -m'cosmx. 

Luego, es razonable pensar que una solución particular de (4.29) tendrá la misma 
forma que g(x), excepto cuando 9 es una solución de la ecuación homogénea. 

En esencia, el método consiste en proponer una solución particular de (4.29) que 
contenga uno o más coeficientes desconocidos. Entonces sustituimos esta solución pro­
puesta en la ecuación diferencial y escogemos los coeficientes de tal manera que la función 
efectivamente satisfaga la ecuación. 

A continuación discutiremos algunos casos para hallar una solución particular de 
(4.29), dependiendo de la forma de g(x). 

CASO 1. g(x) = P,,(x) = anxn + a,,_1x,,- 1 + ... + a1X + ao· 
En este caso la ecuación diferencial (4.29) toma la forma 

d'y bdy n ,,- 1 
a dx' + dx + cy = a"x + an_IX + ... + a1 X + ao· 

Proponen.os una solución particular de la forma 

Sustituyendo YP' y~ y y; en (4.30) resulta 

a[n(n - 1)A"xn-' + ... + 2A,J + b[n Anxn-1 + ... + Arl+ 

(A n + A n-1 + A ) n n-1 e nX n-1X ". + o = anx + an_ IX + ... + aO l 

o equivalentemente 

y comparando coeficientes obtenemos el sistema de ecuaciones 

cAn an 

nbAn + cAn_1 = an- 1 

2aA, + bA1 + cAo = ao· 

( 4.30) 
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Si coj O de la primera ecuación determinamos An Y de las restantes los demás coefi­
cientes. 

Si c = O pero b oJ O, el polinomio en el miembro izquierdo de (4.31 ) es de grado n - 1 
Y dicha ecuación no puede satisfacerse. Así que si c = O proponemos 

y procedemos como antes para determinar An, An_¡, ... , Aa. Nótese además que si c = O 
una constante es solución de la ecuación diferencial homogénea. 

Si tanto b = O como e = O (1 Y x son soluciones de la homogénea) , se propone 

Yp(x) = x2(Anxn + An_¡xn- 1 + ... + A2x
2 + A¡x + Aa), 

aunque ahora la ecuación diferencial puede integrarse directamente. 

CASO n. g(x) = e''' Pn(x), donde Pn(x) es un polinomio de grado n . 

Tenemos ahora la euación 

d
2
y bdy ax () 

a dx2 + dx + cy = e Pn X . 

Son posibles los siguientes subcasos. 

a) a no es una raíz de la ecuación auxiliar ar2 + br + c = O. 

En este caso, es preciso hallar una solución particular de la forma 

(4.32) 

En efecto , introduciendo YP' y~ y y~ en (4.32) y dividiendo por eax se sigue que 

aQ~(x) + (2aa + b)Q~(x) + (aa2 + ba + c)Qn(x) = Pn (x). (4.33 ) 

Ya que grad (Qn(x)) = n, grad (Q~(x)) = n - 1 Y grad (Q~ (x)) = n - 2, los 
polinomios en ambos miembros de (4.33) son de grado n . Igualando los coefi cientes 
de las mismas potencias de x se obtiene un sistema de n+ 1 ecuaciones que determina 
los valores de Ano An_¡, . .. , Aa· 

b) a es una raíz simple de la ecuación a uxiliar. 

En este caso aa2 + ba + c = O, de modo que en lado izquierdo de (4.33) se t iene un 
polinomio de grado n - 1 Y dicha igualdad no puede satisfacerse sin importar cuales 
sean los valores de Ano An_¡, . . , Aa. Debido a esto, ahora buscamos una solución 
particular en la forma de un polinomio de grado n + 1 sin término independiente 
(pués éste se anula durante la derivación) por eax . Así hacemos 



148 Capít ulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden 

e) o' es l/n a. raíz doble de la ecuación a uxiliar. 

Entonces ao' + 60 + c = 0, y 2ao + 6 = O (o = - 6/ 2a es la raíz doble), de manera 
que el lado izquierdo de (4.33) se reduce a aQ;;(x) y para satisfacer la igualdad 
se requiere buscar una solución particular de la forma de producto de e''" por un 
polinomio de grado n + 2. Los términos independiente y lineal se anulan al derivar 
dos veces , por lo que pueden omit irse en la forma de Yp· Por consiguiente en este 
caso proponemos 

CASO II!. g(.c) = P (x)eOXcos{3x+ Q(x)eOXsen {3x, donde P(x) y Q(x) son polinomios. 
Podemos examinar este caso en forma análoga al caso Il , usando que 

por lo cual 

ei/3x _ e - i{3x 
sen {3x = -----;:-,----

2i 

y considerando de manera independiente las partes real e imaginaria, podemos hallar 
soluciones que no contengan números complejos de la siguiente forma: 

a) Si 0 + i{3 no es raíz de la ecuación auxiliar , buscamos una solución particular de 
la forma 

Yp(x ) = u(x )eOX cos {3x + v(x )eOX sen {3x, ( 4.34) 

donde u(x) y v(x ) son polinomios cuyo grado es igual al mayor de los grados de 
P (x) y Q(x). 

b) Si 0 + i{3 es raíz de la ecuación auxiliar, hacemos 

Yp(x) = x[u(x )eOX cos {3x + v(x )eOX sen {3x]' (4.35 ) 

con u(x) y v(x) como antes. 

Un caso particular es cuando g(x) tiene la forma 

g(x) = a cos{3x + bsen {3x, a, b E R, 

es decir P (x) y Q(x) son de grado cero y o = O. Entonces los resultados anteriores se 
reducen a los siguientes: 
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a. l ) Si (Ji no es una raíz de la ecuación auxiliar, buscamos una solución de la forma 

Yp(.r ) = A cos {Jx + B sen (J., 

b.1) Si (Ji es una raíz de la ecuación auxiliar , proponenlOs 

Yp(x) = :r (A cos{Jx + E sen {Jo). 

Finalmente enfatizamos que las formas propuestas (4.34) y (4.35 ), para la solución 
particular , también son válidas cuando P (x) = O o Q(x ) = O y en el caso particu lar 
cuando a = O o b = O. 

EJEMPLO 1. Resolver 
y" + 3y' + 2y = 3x2 - X + 1. (4.36) 

Solución. De acuerdo con (4.10), la solución general de (4.36) tiene la forma y = Ye" VP ' 
donde Ye es la solución general de la ecuación homogénca 

y" + 3y' + 2y = O, ( -137 ) 

y YP es una solución particular de (4.36). La ecu"ción auxiliar de (4.37) es ,,2 + 3,, + 2 = O, 
cuyas raíces son "1 = - 1 Y " 2 = - 2. Luego 

Por otra parte, proponemos una solución particular de la forma 

Vp(x) = Ax2 + E x + C, 

ya que el lado derecho de (4.36) es un polinomio de grado 2 y O no es raíz característica. 
Tenenemos que y~ = E + 2Ax, Y~ = 2A Y sustit uyeIido en (4.36), resulta 

2A + 3(2Ax + E ) + 2(Ax' + E x + e) 
2A + (6 A + 2E )x + 2A + 3B + 2C 

31:2 - .1' + 1 

3x2 - J' + 1. 

Comparando coeficientes en la últ ima igualdad obtenemos el sislcm" de ecuaciones linea­
les 

del cual se sigue que 

2A 3 

6A + 2B - 1 

2A + 3B + 2C 1, 

A = ~ 
2 ' 

B = - 5, 
13 

C =- . 
2 
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Así que 
3 2 13 

Yp(x) = 2x - 5x + 2 
y la solución general es 

( ) 
- x -2x 3, 13 

Y x = c,e + c,e + 2X - 5x + 2· 

EJEMPLO 2. Resolver 
y" + 4y' + 4y = e3

'. ( 4.38) 

Solución. En este caso la ecuación característica es r' + 4r + 4 = O Y t iene las raíces 
r, = r2 = - 2, por lo que 

y,(x) = c,e-" + c,xe-2x 

es la solución general de la ecuación homogénea y" + 4y' + 4y = O. 
Buscamos ahora una solución particular de la forma 

Al derivar y sustituir en (4.38) tenemos 

1 
por lo cual A = 25 ' 

9Aéx + 12Aé x + 4Aé' 

25Aé' 

y la solución general de (4.38) es 

1 
y( x) = c e-2x + e xe- 2' + _e3x . 

, 2 25 

EJEMPLO 3. Resolver 
y" + y' = cos2x. ( 4.39) 

Solución. La ecuación característica r2 + r = O tiene por raíces r, = O, r, = - 1, por lo 
que 

En este caso se propone 
YP = A cos 2x + B sen 2x . 
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Sustit uyendo YP' Y~ y Y~ en (4.39) encontramos que 

por lo cual 

(- 4A cos 2x - 4B sen2x) + (- 2A sen2x + 2B cos 2x) = 

(- 4A + 2B ) cos 2x + (-2A - 4B) sen 2x 

- 4A + 2B 1, 

- 2A - 4B O. 

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos 

En consecuencia 

1 
A = --

5' 
B = ~ . 

10 

1 1 
Yp(x) = -5 cos 2x+ lO sen2x 

y la solución general de (4.39) es 

1 1 
y(x) = e, + e2e- x 

- 5 cos 2x + 10 sen 2x. 

EJEMPLO 4. Resolver 
y" + y' + y = xeX

• 

cos 2x , 

cos 2:z;, 
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(4 .40) 

Solución. La ecuación diferencial homogénea t iene la ecuación auxiliar T
2 + T + 1 = O, 

cuyas raíces son T ' .2 = - ~ ± 4i. Entonces 

y,(x) = e-x
/
2 (e, cos V; x + C2 sen V; x) . 

Una solución part icular de (4.40) tiene que ser un producto de funciones , un polinomio 
de grado uno por la función exponencial, es decir 

Yp = (Ax + B )ex
. 

Se t iene que 

Y~ (Ax + B )eX + Aex 

Y~ = (Ax + B )eX + Aex + Aex = (Ax + B )eX + 2Aex
. 

Sustituyendo en (4.40) resulta 

(Ax + B)eX + 2Aex + (Ax + B )eX + Aex + (A x + B )eX xex 

3(A x + B )eX + 3Aex xex 

3Axex + (3A + 3B )eX xex
. 
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Por cOIlsiguiellte 

<ir dondr 

Así 

.\' la solució n genera l de ( ~.40 ) rs 

3A = 1 

3A + 313 0, 

A = ~ 
3 ' 

1 
13 =--

3 

( ) ' l' (J3 J3) 1 ( ) ,. y.h = e-o - CI COS 2x + c., sen 21' + :3 1" - 1 e . 

EJEMPLO 5 . Resolver 
" T Y - Y = e sen]" . 

Solució n. La ecuación auxi liar de la homogénea es ,.2 - 1 = O. Luego 

Ahora propOlle lllOS 

V" = e'( A cos 1: + E sen J' ). 

Sí' t. it' lll' qUl' 

Y~ e" ( - A senI + Ecos.r ) + e"( A cOS.L + E sen x ), 

(4.4 1) 

Y~ <,'( - A cos.r - E sen .r) + 2e' ( - A sen x + E cosx) + e' (A cos .r + E sen :r), 

U;; 2c' ( -Asen .r + E COSJ') 

Sustit.uyendo en ( ~ .4 1 ) hallamos que 

de donde 

2eX( - A sen :r + E cosx) - eX(A cos :r + E sen x) 

( - A + 213 ) cos :e + (-2A - E ) sen x 

- A + 2E = 0, 

- 2A - E l. 

2 1 
La solución del sistema es A = - 5' E = - 5' Por lo tanto 

sen x , 
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y la. solución general de ('1.41 ) es 

Y(J') = 0,1'" + c,e -" - ~ e·'(2('os .,. + sen .,. ). 

EJEMPLO 6. Resolver 
y" - 9y' = 8h ' + 7. (4.-12 ) 

Solución. La solución general de la ecuación hOlllogénea es 

Como se observa, una constante arbitraria es solución de la ecuación homogénea, o equi­
valentemente O es una raíz simple de la ecuación aux il iar , y de aC llerdo CO Il la d iscusión 
del caso 1 una [unción del tipo Ar' + 8 .r + e no satisface la eCllación no homogéneA. 
f\ Iás bien) debemos proponrr ulla solución particular de la 1'0 1' lila. 

, 
VI' = .t(Ar + Rt + e). 

Tenemos que 

Yp A T
3 + D.t' + c.,., 

V;, 3Ar' + 28." + C', 

V; 6Ar + 28 

Sustit uyendo en (4.42 ) resulta 

6Al: + 28 - 9(3Al:' + 28l: + e) = 8h ' + 7 

- 27Ar' + (6A - 188 ).,. + 28 - 9C 8 1.,.' + i . 

Así que 

- 27A 81, 

GA - 188 0, 

2D - ge 7, 

de donde A = -3, 8 = - 1, e = - 1 Y entonces 

. 3 :2 YP = - 3.r - l' - .1'. 

En consecuencia la solución general de (4 .42) es 

EJEMPLO 7. Resolver 
4 " 4 I - .r j :2 y+y+y =e . ( -1 .-13 ) 
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Solución. Primeramente nótese que la écuación auxiliar de la ecuación homogénea es 

(2r + 1)2 = O, 

de modo que su solución general es 

Como - 1/ 2 es una raíz doble de la ecuación auxiliar, y en consecuencia A e-z/2, Axe-z/2 

son soluciones de la ecuación homogénea para cualquier constante A, proponemos una 
solución part icular de la forma 

según se vió en el caso Il-(c). Luego 

, 
Yp 

" Y~ 

Sustituyendo en (4.43) resulta 

4( ~x2e-z/2 _ 2Axe-z/2 + 2Ae-z/2) + 4( _~x2e-Z/2 + 2Axe-z/2) + Ax2e-z/2 = e- z/2 
4 2 

1 
Por lo tanto A = 8' 

(A x 2 - 8A x + 8A - 2Ax2 + 8Ax + A x2)e- z/2 = e-z/2 

8Ae-z/2 = e- z/2 

8A = 1. 

y la solución general de (4.43) es 

EJEMPLO 8 . Resolver 
y" + 25y = 10 sen 5x . (4.44) 

Solución. Las raÍCes de la ecuación auxiliar son ±5i, así que 
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y ahora proponemos una solución particular de la forma 

yP = x( A cos 5x + B sen 5x), 

como se estableció en el caso I1I-(b.! ). Se tiene que 

y~ x(-5A sen 5x + 5B cos5x) + (A cos 5x + B sen 5x), 

y; x( - 25A cos 5x - 25B sen 5x) + (-5 A sen 5x + 5B cos 5x) + 

(- 5A sen5x + 5B cos5x) 

= x( -25A cos 5x - 25B sen 5x) + 2(-5 A sen 5x + 5B cos5x). 

Sustituyendo en (4.44) resulta 

x( - 25A cos 5x - 25B sen 5x) + 2( -5A sen 5x + 5B cos 5x)+ 

25(A cos 5x + B sen 5x) IO sen 5.r 

- lOA sen 5x + IOB cos 5x = 10 sen 5.r . 

Por consiguiente A = - 1, B = 0, 

YP = -x cos5x 

y la solución general de (4.44) es 

y(x) = c, cos5x + c2sen 5x - xcos5r. 
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A continuación enunciaremos una propiedad de las ecuaciones diferenciales linea les 
que nos permitirá resolver ecuaciones no homogéneas, cuyo lado derecho es más general. 

Teorema 4.6.1 (Principio de Superposición.) Si YP' es una solución pa rtlc1l lar' de 
de la ecuación dif eren cial 

y" + p(x)y' + q(x)y = 9,(X), 

y YP' es una solución particular de la ecuación 

y" + p(x)y' + q(x)y = 92(X) , 

enton ces YP' + y", es una solución particular de la ecuación 

y" + p(x)y' + q(x)y = 9'(X) + 92(r). 

EJEMPLO 9. Resolver 

y" + 6y' + 8y = 3e'x + X2 - 1. (4.45 ) 
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Solución, Claramente la so lución general de la ecuación homogénea es 

Una solllción particular de 

j i(' IIP la. forIlla 

y" + 6y' + 8y = 3e57
, 

A 5:1: ­
YPl = e . 

Derivando y sustit.uyendo en (4.46) se obt iene 

25A C>" + 30Aé ' + 8A e5x 3e"x 

I 
d,' donde A = 21 .Y entonces 

63Aé x 3e"x, 

1 5" 
YP' = 2le " 

POr otra parte, una SoluCIón part icular de 

y" + 6y' +8y = x2 - 1, 

es de la forma 
YP' = A X2 + B x + e, 

que al derivar y sustituir en (4.47) nos conduce a 

2A + 6(2Ax + B) + 8( Ax 2 + B x + e) = X2 - 1 

8AI2 + (12A + 8B )x + (2 A + 6B + 8e) = X2 - 1. 

Igualando los coefi cientes de las respectivas potencias de x se sigue 

por lo cual ha llamos que 

y 

8A 1, 

12A +8B 0, 

2A + 6B +8e - 1, 

3 
B =--

16 ' 
1 e=--

64 

(4.46) 

(4.47) 

Por el principio de superposición, una solución particular de (4.45) es yp = YP, + YP" es 
decir 

1 5x 1 2 3 1 
Y (x) = -e + -x - -x - -, 

p 21 8 16 64 
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Por lo tanto la solución general de (4.15) es 

1 1 3 l 
y(x) = c¡e-" + C,C- 47 + _e'x + -~. , - -.r -- . 

21 8 16 64 

EJEMPLO 10. Resolver 

y" - 2y' - 3y = xe3x + sen x. ( 4.48) 

Solución. La ecuación auxiliar de la ecuación diferencial homogénea es ,.' - 2,. - 3 = O. 
cuyas raíces son 7'1 = 3, T2 = - 1, por lo cual 

Una solución particular de 
y" - 2y' - 3y = .'re3, (4.49) 

tiene la forma 
Yp, = J'(AJ' + B )e'", 

puesto que 3 es una raíz caracter ística simple (ver Caso II-(b)). Luego 

YP, (Ax' + B x)e'x, 

Y~, 3(Ax' + Bx)e'x + (2A x + B )e'x, 

Y" 9( Ax' + B x)e3x + 6(2kr + B )e'" + 2Ae"x, p, 

y sustituyendo en (4.49) se sigue que 

9(Ax' + B .1:)e'x + 6(2Ax + B )e3x + 2Ae3x 

- 6(Ax' + Bx)e3x - 2(2Ax + B )e"" - 3(Ax' + B.r)e"'· re':!x 

4(2A x + B )e3x + 2AcJx .reJx 

(8Ax + 2A + 4B )é" .re3
,· 

8A.?: + 2A + ~B = .1'. 

de donde 

8A 1, 

2A + 4B = O. 

1 1 
Resolviendo el sistema hallamos que A = 8' B = - 16 )' entonces 

y = ( ~ x' - ~.r) e3I
. 

p, 8 16 
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Por otro lado, una solución particular de · 

e:; de la forma 

Derivando 

y" - 2y' - 3y = sen x, 

YP' = A cos x + Bsenx . 

y~, - A sen x + B cosx , 

Y~2 = - A cos x - Bsen x) 

y susti t llyendo en (4.50) se obtiene 

( 4.50) 

- A co:;'" - B sen x - 2( - A sen x + B cos x ) - 3(A cos x + B senx) sen x 

(- 4A - 2B) cos x + (2A - 4B ) sen x sen x, 

de donde 

- 4A - 2B O, 

2A - 4B = 1, 

Así, A = 11
0

, B = - ~ , y 

1 1 
y", = 10 cosx - 5 sen x. 

Por el principio de superposición , una solución part icular de (4.48) es 

(
1 2 1 ) 3x 1 1 y(x) = - x --x e +-cosx -- senx. 

p 8 16 10 5 

Por consiguiente la solución general de (4.48) es 

( ) 
3x x ( 1 2 1) 3x 1 1 yx = Cle + C2e- + SX - 16x e + 10 cos x -¡;sen x. 

4.7 Método de Coeficientes Indeterminados: Enfoque 
del Operador Anulador 

4.7 .1 Operadores Diferenciales 

d"y 
La derivada de orden n - , también se denota por D"y. De modo que la ecuación 

dx" 
diferencial 

d"y d"- ly dy 
a" dx" + a,,_ l dX"- l + .. + al dx + aoy = g(x) , 
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puede escribirse en la forma 

anDny + an_I Dn- ly + ... + a,Dy + aoY = g(x) 

o bien 
(4.5 1) 

La expresión 
( 4.52) 

se llama Operador Diferencial de Orden n . Nótese que P(D) es un polinomio en el 
símbolo D y que es posible expresar la ecuación (4.51) en la forma compacta 

P(D)y = g(x). 

Si los coeficientes ao, a" ... , an en (4.52) son números reales, entonces P(D) tiene las 
siguientes propiedades. 

1. P ( D ) se puede factorizar como un producto de operadores diferenciales de orden 1 
y operadores diferenciales de orden 2 que son irreducibles, con coeficientes reales. 

2. Los factores de P(D ) pueden conmutarse. 

3. P(D)(f + g) = P(D)f + P(D)g, para cualesquier funciones f y 9 que sean al menos 
n veces derivables. 

EJEMPLO 1. Factorice si es posible. 
a) P(D) = D2 + 5D + 6 
b) P(D) = D2 + D + 1 
c) P(D) = D3 + 4D2 + 3D 
d) P(D ) = D3 + 4D 
e) P(D ) = D' - 8D2 + 16 

Solución. 
a) P(D) = (D + 2) (D + 3). 
b) Es un operador cuadrático irreducible. 
c) P(D) = D(D2 + 4D + 3) = D(D + l )(D + 3). 
d) P(D) = D(D2 + 4). 
e) P(D) = (D2 - 4)2 = [( D + 2)(D - 2)]2 = (D + 2)2(D - 2]2. 

Definición 4.7.1 Sea y = f (x) una funci ón que tiene al menos n derivadas. Si 

entonces decimos que el operador diferencial P(D) = anDn + an_IDn-l + ... + a,D + ao 
anula a f. 
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Obscrv(' qur la definición 4.7. 1 es eqniv¡:¡!cll t,(·> a drci r que la fUllción f es solución de 
la ecnac ión d iferencial P( D)y = (l. 

Al operador diferencial del tipo (4. 52) con a" = 1 (mónico) y de menor orden posible 
qne a nnla iI f le llaman'mos el operador anulad or de f. 

Los signientes result.ados nos dicen como encontrar el operador anulador para algunas 
flll1 (' iol1(':; y cst <:í ll basados f'1l nuestros cOlloc imientos sobre las soluciones de las ecua.ciones 
<lif0l"l'l1("ialrs COlI corficirll!'es COl lstantes. 

Proposición 4 .7 .1 El opFmdo7' d~fF7'encial D" anula a cada una de las funciones 

Alás q('II(''/'{drnente. la fu.ll cló" polinomial f(x) = ae1'" + ak_¡.1'k- ¡ + ... + a¡T + ao es 
amdada pOl' el operador D" ron n ? k + l . 

EJEMPLO 2. Encuentre el operador anulador P¡ (D) de la función dada. 
a) f(./) = "..' 
b ) f(.r) = ¡ ' - 2.1' + 1 
c) /(./) = ,r'¡(l + 2.1' - 3r2 ) 

Solución. 
a) p¡ (D ) = D'¡ 
b) P¡(D) = DO. 
e) P¡(D ) = D? 

Prop osición 4 .7 .2 El operado'r diferencial (D - a)k anula a cada una de las funciones 

EJEMPLO 3 . Hallar el operador anulador p¡ (D) de la función ind icada. 
a) f(x) = e7T 

b) f(x) = 3e- 1." + 2.ce-4x 

e) h(.1' ) = e2x + 5xe- 3T 

d) .r¡(.7') = X - 7xéx 

e) f(.l) = (2 - ex )2 

Solución. 
a) Tomando a = 7, k = 1 en la proposición 4.7.2, tenemos que P¡(D ) = D - 7. 
b) Ahora, o' = -4 Y k = 2 de modo que P¡(D ) = (D + 4)2 
e) Se tiene que (D - 2)e2x = O y (D + 3)25xe- 3x = O. Entonces el producto P¡(D ) = 
(D - 2) (D + 3)2 es el anulador de h. En efecto 

P¡( D)h(x) (D - 2)(D + 3)2(e2x + 5xe- 3x ) 

(D + 3) 2( D - 2)e2x + 5(D - 2)( D + 3)2xe- 3x 

(D + 3)2(0) + 5(D - 2)( D - 2)(0) 

O 
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d) Para esta función aplicamos las proposiciones 4.7.1 y 4.7.2. En primer lugar D2x = O 
Y por otra parte (D - 6)27xe6' = O. Por lo tanto P, (D ) = D2(D - 6)2 
e) La función f dada no es de los tipos mencionados en las proposiciolles anteriores. 
Sin embargo, f (x) = 4 - 4e' + e2, y ya que D4 = O, (D - 1)4e' = O, (D - 2)e2• = O 
concluimos que P,( D) = D(D - I )(D - 2). . 

Proposición 4.7.3 El operador diferencial ID2 - 20:D + (0: 2 + ¡J2)[k anula a cada una 
de las funciones 

eax cos {3x , xeox cos f3x, x2eQx cos (3x, .. ' ) xk-1eOX cosf3x, 

eoxsen {Jx, xeQXsen f3x, x2eCtx sen f3x, " " 1 xk-1eQXsen (Jx. 

En particular , si en la proposición 4.7.3, consideramos o: = O y k = 1, se sigue que 

(D 2 + ¡J2) cos ¡Jx = O, 

(D 2 + ¡J2)sen ¡Jx = O. 

Ejemplo 4 . Obtenga el operador anulador P,(D) de la función dada 
a ) f (x) = 2e'cos 3x- e'sen3x 
b) g(.c) = 2e' cos 3x + xe' cos 3x - e'sen 3x 
e) h(x) = 4 + 3x - 5 cos 2x 
d) f (x) = 8x3 - sen x + 10 cos 5x 
e) g( :r) = 1:2e-'sen x - 6e2'cos 3x 

Solución. 
a) En la proposición 4.7 .3 usamos los valores de o: = 1, ¡J = 3 y k = 1 para encontrar 
P,(D) = D' - 2D + 10 
h) I¡(ual <¡ti(' en el inciso anterior , o: = 1 Y ¡J = 3, pero ahora k = 2. Entonces P,(D ) = 
(D' - 2D + 10)' . 
e) Aplicando la proposición 4.7.1 se tiene que D2(4 + 3x) = O. Mientras que, de la 
proposición 4.7.3 con o: = O Y ¡J = 2, se sigue que (D 2 + 4)(5cos2x) = O. Por lo tanto 
P,(D ) = D'(D' + 4) . 
el) Dc las proposiciones 4.7. 1 y 4.7.3 tenemos que 

D' (8x3) = O, (D2 + 1) sen x = O, (D2 + 25) 10 cos 5x = O 

Por consiguiente P,(D) = D4 (D2 + 1)(D2 + 25). 
e) Aplirflmos la proposición 4.7.3 primero on o: = - 1, ¡J = 1 Y k = 3 y luego con 
n = 2, ¡i = 3 y k = 1, para obtener 

(D2 + 2D + 2)\x2e-'sen x) = O 

(D2 
- 4D + 13)(6e2' cos 3x) O, 

de nmncm <¡ue el operador anulador en este caso viene dado por 

P,(D ) = (D2 + 2D + 2)3(D2 - 4D + 13) . 
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4.7.2 Método de los Coeficientes Indeterminados 

Consideremos la ecuación diferencial no homogénea 

P(D)y = g(x), ( 4.53) 

donde P(D) = anDn+an_,Dn- ' + .. +a,D+ao es un operador diferencial con coeficientes 
constantes y g(x) es 

a) un polinomio en x , 

b) una función exponencial eOlx 
I 

c) sen {Jx, cos (Jx ó 

d) sumas fin itas y productos de las funciones mencionadas en (a), (b) y (c). 

En este caso siempre es posible encontrar el operador anulador P,( D) de g(x ). Apli­
cando P,(D) a (4.53) resulta 

P,(D)P(D)y = P,(D)g(x) = O (4.54) 

Resolviendo la ecuación diferencial homogénea (4.54) es posible descubrir la forma de 
una solución particular YP de la ecuación diferencial no homogénea (4.53). Los siguientes 
ejemplos esclarecerán el procedimiento a seguir. 

EJEMPLO 1. Resolver 
y" - 2y' + Y = X2 + 4x. (4.55) 

Solución. Primero resolvemos la ecuación homogénea asociada 

y" - 2y' + Y = O. 

De la ecuación característica r 2 - 2r + 1 = (r - 1)2, se obtiene la solución complementaria 

Yc = (c, + c2x )ex
. 

Ahora bien, el operador anulador de la función g(x) = X2 + 4x que figura en el lado 
derecho de la ecuación diferencial (4.55) es P, (D ) = D 3

; es decir 

D3(x 2 + 4x) = O. 

Aplicando P,(D ) = D3 a (4.55), obtenemos la ecuación homogénea 

D3(D2 - 2D + 1)y = D3
(X

2 + 4x) = O. 

La ecuación característica de (4.56) es 

r3 (r 2 _ 2r + 1) = O 

( 4.56) 
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o bien 

y por lo tanto su solución general es 

( 4.57) 

donde k" k" . .. , ks son constantes arbitrarias. 
Es posible argumentar que toda solución de (4.56) es también una solución de (4.55). 

Dado que la solución complementaria y, = (C1 + c,x)e aparece como parte de la solución 
de (4.56), los términos restantes en (4.57) deben ser la estructura básica de YP 

( 4.58) 

Para simplificar la notación hemos reemplazado k3 , k. y ks por A, B y C respectiva­
mente. Finalmente, calcularemos los valores A , B y C de modo que (4.58) sea en efecto 
una solución de la ecuación diferencial (4.55). 

Tenemos que 

, 
Yp = 

" yp 

B +2Cx, 

2C. 

Sustituyendo estas expresiones en (4.55) resul ta 

2C - 2(B + 2Cx) + (A + Bx + Cx' ) = x' + 4x. 

Equivalentemente 

Cx' + (B - 4C)x + A - 28 + 2C = x' + 4x. 

Igualando coeficientes en la última ident idad , se obtiene el sistema de ecuaciones 
lineales 

A - 2B + 2C O, 

B - 4C 4, 

C 1. 

Resolviendo el sistema, resulta A = 14 , B = 8 l' C = 1. En consecuencia 

La solución general de (4.55) es y = y, + YP , o sea 

y = (C1 + c,x le' + 14 + 8x + X2 
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EJEMPLO 2. Resolver 

y" - 2y' - 8y = 16e2x - 21e- 3x . ( 4.59) 

So lución. La ecuación característica de la ecuación diferencial homogénea asociada a 
(4.59) es r 2 - 2r - 8 = (r - 4)(,· + 2) = O, así que 

Note que la ecuación diferencial (4.59) puede escribirse como 

(D - 4)(D + 2)y = 16e2< - 21e-3
'. 

El operador anulador de la función q(.t) = 16e2x - 21e- 3x es 

F¡(D) = (D - 2)(D + 3) 

y al aplicar lo a ambos miembros de (4.60) resulta 

(D - 2)(D + 3)(D - 4)(D + 2)y = O 

La ecuación característica de (4.61 ) es 

(r - 2)(r + 3)(r - 4)(r + 2) = O 

Por consiguiente 
y = k¡e2x + k2e - 3x + k3e4x + k4e- h 

Proponernos una solución particular de la forma 

Sustituyendo YP' y~, y~ en (4.59) y simpli fi cando, obtenemos 

_8A e2x + 7 B e- 3x = 16e2x - 21e-3x . 

Igualando coeficientes, se sigue que 

-8A 16, 

7B = -21. 

Encontramos A = - 2, B = - 3 y por lo tanto 

La solución general de (4.59 ) es entonces 

(4.60) 

(4.61) 
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EJEMPLO 3. Resuelve 
y" - 2y' + 3y = e - x cos x. ( 4.62) 

Solución. Podemos escribir (4.62 ) como 

(D' - 2D + 3)y = e-x cos x. (4.63) 

La ecuación característ ica de la ecuación d iferencial homogénea asociada es 1'1 _ 21'+ 3 = O. 
cuyas raíces son 1 ± J2i. Luego 

Yc(x) = eX(cl cos J2x + c,sen J2x). 

El operador anulador de la función en el lado derecho de (4.62) es 

P,( D ) = D' + 2D + 2. 

Aplicando Pl (D) a (4.63) obtenemos 

(D' + 2D + 2)(D' - 2D + 3)y = O. (4.64) 

La ecuación característ ica de (4.64) es (1'1 + 21' + 2)('1" - 21' + 3) = O \' las raíces son 
1 ± J2i , - 1 ± i de multiplicidad uno, por lo cual 

Luego 
YP = e- X( A coS2'+ Bscnx). 

Tenemos que 

Y~ -e-X( A cosx + B sen .,,) + e-·'(- Asen .[ + Bcos.r), 

Y~ e- X(- 2B cosx + 2Asen .1:). 

Sustituyendo estas expresiones en (4.G2 ) y simplificando, result" 

e- X [(5A - 4B) cos x + (4A + 5B )sen.r] = e-x cos.1'. 

Comparando coeficientes, se obt iene el sistema de ecuaciones 

5A-4B 1, 

4A + 5B = O, 

5 4 
de donde A = 41' B = - 41 Y en consecuenCla 

( • X( 5 4 
YP X) = ,,- -cosx - -senx). 

41 41 
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La solución general de (4.62 ) es 

5 4 
V = eX(c¡ cos V2x + c2sen V2x) + e- X(41 cosx - 41 sen x). 

EJEMPLO 4. Resuelve 
V" + 3V' - lOy = x(e2X + 1). (4.65 ) 

Solución. Escribimos la ecuación d iferencial como 

(D2 + 3D - lO)V = x(e2x + 1) 

o bien 
(D + 5)(D - 2)V = x(e2x + 1). ( 4.66) 

Se ve que 
Yc( x) = el e-

5x + C2e2x, 

Ahora bien, sabemos que D2x = 0, (D - 2)2(xe2x ) = O. Por consiguiente el operador 
anulador de la función g(x) = x(e2x + 1) = xe2x + x, es P¡ (D ) = D2(D - 2)2 Aplicando 
p ¡ (D) a ambos miembros de (4.66) se obtiene 

( 467) 

La ecuación característica de (4.67) es ,.2(r + 5)(r - 2)3 = ° y sus raíces son 0, - 5 Y 2 de 
multiplicidades dos, uno y tres, respectivamente. Luego 

V = k¡ + k2x + k3e-sx + (k4 + ksx + k6x2)e2x. 

Excluyendo en esta expres ión la combinación lineal de términos correspondientes a Ve, se 
llega a la forma de VP 

Se tiene que 

B + (e + 2Ex)e2X + 2(ex + E x2)e2X , 
, 

Vp 

V~ = 2Ee2x + 4( e + 2Ex )e2x + 4( ex + Ex2)e2X . 

SustitHendo en (4.65) Y simplificando , resulta 

(- lOA + 3B) - lOBx + (7e + 2E)e2x + 14Exe2x = xe2x + x. 

Esto i¡ .¡plica que 

- 10A + 3B = 0, 

- lOB 1, 

7e + 2E 0, 

14E 1. 
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, 3 1 1 1 , 
As, que A = --, B = --, e = --, E = - y la SOIUClOll general de (465) es 

100 10 49 14 

-5x 2x 3 1 ( 1 2 1 ) 2x 
y = c,e + C2e - 100 - lO x + 14 x - 49 x e . 

EJEMPLO 5. Resuelve 

y" - 2y' + 5y = eX cos 2x + eX sen 2x. (4 .68) 

Solución. La ecuación característ ica de la ecuación diferencial homogénea asociada es 
r 2 - 2r + 5 = O y sus raíces son 1 ± 2i, de modo que 

Yc( x ) = eX(c, cos 2x + C2sen 2x). 

Nótese entonces que el operador anulador del lado derecho es precisamente P, (D ) 
D2 

- 2D + 5. En consecuencia 

(D2 
- 2D + 5)( D2 

- 2D + 5)y = O 

o bien 
(D2 

- 2D + 5fy = O. 

Las raíces de la ecuación característica de esta última ecuación diferencial homogénea 
son 1 ± 2i , de multiplicidad dos . De ésto deducimos que 

y = eX( k, c(;s 2x + k2sen 2x) + xeX(k3 cos 2x + k,sen 2x). 

Sustituyendo 
YP = xeX(A cos 2x + Bsen 2x) 

en (4.68) y simplificando obtenemos 

eX(4B cos 2x - 4Asen 2x) = eX cos 2x + eXscn 2x. 

Igualando coeficientes resultan las ecuaciones 

- 4A = 1, 

4B 1, 

de donde se sigue que A = - ~ y B = ~ . Por lo tanto la solución general de (4.68) es 

x 
y = eX(c,cos 2x +c2sen2x) + ¡eX(sen2x - cos2x). 

EJEMPLO 6. Resuelve 

y" + 2y' + Y = - 3e-x + 8xe-x + 1. ( 4.69) 
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Solución. Escribimos la ecuación diferencial (4.69) en la forma 

(4. 70) 

Luego 
y, (x) = (e, + e2x)e-x. 

Se tiene que (D+ 1)2( - 3e-x+8xe-X
) = O y D(I ) = O. Por consiguiente P, (D) = D(D+ 1)2 

es el operador anu lador de la función g(x) = -3e-x + 8xe-x + 1. Aplicamos P,(D) a 
(4.70) para obtener. 

D(D + 1)'y = O. (4.71) 

La ecuación característica de (4. 71 ) es r(r + 1)' = O y sus raíces son O y -1 de multipli­
cidades uno y cuatro, respectivamente. Por consiguiente 

ASÍ , una solución particular de (4.69) tiene la forma 

Sustituyendo YP en (4.69), resulta 

A + 2Be- x + 6Cxe- x = -3e-x + 8xe-x + 1, 

de donde A = 1, B = -~ y C = ~, de modo que la solución general de (4.69) es 

EJEMPLO 7. Resuelve 

y" + 4y = 3x cos 2x + sen 2x . (4.72) 

Solución. La ecuación (4.72) puede escribirse como 

(D2 + 4)y = 3xcos 2x + sen2x. (4.73) 

Es claro que 
y,(x) = e,eos2x + e2sen 2x. 

Además P, (D) = (D2+4)2 es el operador anulador de la función g(x) = 3x cos 2x+ sen 2x. 
Aplicamos P,(D) a (4.73) para obtener 

(4. 74) 
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Las raíces de la ecuación característica de (4.74) son ±2i de mul tiplicidad tres, por lo 
que 

y = k¡ cos2x + k, sen 2x + x(k3 cos2x + k, sen 2x) + x'(k5 cos 2x + k6 sen2x). 

Luego , buscamos una solución particular de la forma 

yP = x(Acos2x + B sen 2x) + x'(C cos 2x + Esen 2x). 

Tenemos que 

y~ (Acos 2x + B sen 2x) + 2x( - A sen 2x + B cos 2x) + 2x(C cos2x + Esen 2x) 

+2x'(-Csen2x + E cos 2x), 

y~ 4( - A sen 2x + B cos 2x) - 4x(A cos 2x + B sen 2x) + 2(Ccos 2x + Esen 2x) 

+8x( -C sen 2x + Ecos 2x ) - 4x'(C cos 2x + E sen 2x). 

Sustituyendo en (4.72), resulta 

(4B + 2C) cos 2x + (2E - 4A ) sen 2x - 8Cx sen 2x + 8Ex cos 2x = 3x cos 2,· + sen 2.1;. 

Igualando coefi cientes, se obtiene el sistema de ecuaciones 

4B + 2C 0, 

2E - 4A = 1, 

-8C 0, 

8E 3, 

de donde se sigue que A = - 1~ ' B = 0, C = 0, E = ~. Por lo tanto la solución general 

de (472) es 
1 3 

Y = C¡ cos 2x + c, sen 2x - 16xCOS 2x + Sx' sen 2x . 

EJEMPLO 8 . Determine la forma de una solución part icu lar de 

y" + 6y' + 13y = xe-3x sen 2x + x'e-'< sen 3x + 6. (4 .75 ) 

So lución . La ecuación característica de la ecuación diferencial homogénea asociada a 
(4.75) es r' + 6r + 13 = 0, cuyas raíces son -3 ± 2i. En consecuencia 

y, = e-3X (c¡ cos 2x + c, sen 2x ). 

Ahora bien, tenemos que (D'+6D+l3 )'(xe-3x sen 2x) = 0, (D'+4 D+l3)3(x'e-'< sen 3x) = ° y D(6 ) = 0, por lo cual el operador anulador de g(x ) = xe-3x sen 2x + x'e-'x sen 3x + 6 
es 

P¡(D ) = (D' + 6D + 13)'(D' + 4D + 13)3 D . 
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Al aplicar Pl (D ) a (4.75) resulta 

D(D2 + 4D + 13)3(D' + 6D + 13)3y = O (4.76) 

Puesto que las raíces de la ecuación característica de (4.76) son - 3 ± 2i , - 2 ± 3i y O de 
mult iplicidad tres, t res y uno, respectivamente. Concluimos que 

y = e- 3Z(klCOs 2x + k2sen2x)+xe-3x(k3COs 2x + k,sen 2x) 

+x2e- 3x (k5 cos 2x + k6 sen 2x) + e- 2X (k7 cos3x + ks sen 3x ) 

xe-2Z(kgcos3x + klO sen 3.x) + x2e-2X (k ll cos3x + kl2 sen 3x) + kl3 . 

Por lo tanto se puede encontrar una solución particular de (4.75) que t iene la forma 

yp = xe-3X( A cos2x + B sen 2x) +x2e-3X(Ccos2x + Esen2x) 

+ e-2X (F cos 3x + G sen 3x ) + xe- 2X (H cos 3x + J sen 3x) 

+ x2e- 2x (J cos3x + J( sen 3x) + L . 

EJEMPLO 9. Determinar la forma de una solución particular de 

y'" - 5y" + y' - 5y = X2 - 3 + x 3é x 
- 3xsen x. 

Solución. La ecuación característica de la ecuación homogénea asociada es 

r 3 
- 5r2 + r - 5 = O 

o bien 
(r 2 + l )(r - 5) = O. 

De modo que 
y, = Cl cosx + C2sen x + C3é'. 

La ecuación diferencial (4.77) puede escribirse como 

(D2 + l )(D - 5)y = X2 - 3 + x3e5x - 3xsenx. 

El operador anulador de la función en el lado derecho de (4.77) es 

Aplicando Pl(D) a (4.78) obtenemos 

(4.77) 

(478) 

(4.79) 
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Ahora, la ecuación característica de (4.79) es 1'3(1'2 + 1)3(1' - 5)5 = O .Y sus raÍCes SOIl 
O, ±i Y 5 de multiplicidad tres, tres y cinco, respectivamente. Por consiguient e 

y k l + k2x + k3X2 + (k4 + ),;sx + k6X2 + ),;7.1'3 + "8.r4 )e'" 

+ (k9 + k lOx + kll x 2 )cosx + (k12 + k13x + h'14x2 )sen .r , 

y una solución part icular de (4.77) es de la forma 

Yp = A + B x + ex2 + (Ex + F X2 + Gx3 + Hx4 )e" 
+ (Ix+J.c2)cosx +( Kx+ L.r2) sen.r. 

EJERCICIOS 4 .7 

En los problemas 1-6 factor ice el operador di ferencial dado, cuando sea posible 

1. 16D2 - 9 

2. D 2 
- llD + 24 

3.' D3 + 12D2 + 36D 

4. D3 
- 5D2 + 2D + 8 

5. D4 + 64D 

6. D4 + 14 D + 49 

En los problemas 7-15 encuentre el operador anulador de la función dada 

7. 7 + 8x - 5x2 

8. x9 (1 + 4x) 

9. 6 - 11 e4
' 

10 . 9x + 5xc lOx 

11. 3 + x - 6x2 - COS 9.1' + 2 sell !l.1' 

12. 6x + cos 2x + 21 S('1l 7.1' 

14. 5 + é x sen 4x 
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1 J. (.-2./' cos J./' - ('úr SE'll 3.1' + (' - 'l.r S(' 1l J./' 

El! los prohl<'lllas 10-49 resllrh-a la ('('uadón difercllcial dada) por ('1 método (\0 los 
C(H'n Cif'IlI ('s illd(' j C'rllli llados 

17 . .11" - 2.11' +-.1/ = 10cos .1" + t:)SC' Il .l; 

18. y" - 2.11' + 17y = 289./" 1- 9 

I !J. y" + 8.11' = G4./' 

21. y" + 4.11' + :3!J = 4e-:I
., + 18./' + 15 

22 . .11" + 10y' + 25.11 = (2 + 6./')p- o.,· 

2:3 . .11" + :3.11' = :36n·-3.,· - 9,/ \.' + 7 

24. y" 1- Sy' -1 Gy = 10(1 - ./,),.-,-,. 

25. y" + 2.11' + 2.11 = I + ./' 

26 . . '/' + y' + y = (. /' -1- ./")e' 

27. y" + 4.'1' - 2.11 = 8scn 2x 

28. y" + .11 = 8 scn .,. + 4 coS./' + I 

29. y" + y = 4", ('OS.T 

:30. y" + y = 2 sen J sen 2x 

JI. y" + !J' = ('OS2 ,1' + e,r + ,[,'1. 

32. y" - 4.11' + 5.11 = e'r(sen ." + 2cos ,") 

:3:3. y" - 4.11' + 4.11 = 4x + sen .c + sen 2," 

34. y" + 2.11' + Y = 1 + 2 cos x + cos 21; - sen 2x 

:35. y" + Gy' + 9.11 = 6u-a, + 9 + 50 SCII .7; 

36. y" + 4.11' + 4.11 = 2x + G 

37. y" - y' - 12.11 = 14e'-' 

38. y" - 2.11' - 3.11 = 4eX 
- 9 
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39. y" - y = 12x2e - 10 

40. y" - 2y' + 5y = 3cx sen l' 

4 1. y" + 25y = 20 sen 5.1' 

42. y" + 2y' + 5y = 50,' sen x + 100xeos :t 

43. ylll + II = 1 

44. y l5} _ y l4} = 2.oc' + 24 

45. ylll + U" = 12.rL 

46. y'" + 2y" = 24 .1'2 + 24./' + 4 

47. y'" - 3y" + 3y' - Y = C" - .1' + 16 

49. 16yl4} - Y = 16é 

En los problemas 50-54 determille la forma de una solución particular de la eC \l().l· iÓll 
diferencial dada 

50 y" - y = c'" (2 + 3. /' ros 2./') 

52. y" + 4y = sen .r sen 2.T 

53. ylll - yl = 4.ceJ" + eX cos.c - sen 2x 

54. yl4} + 2y'" - 3y" = ~.3 + 1 + .1'2 sen x + xe' 

4 .8 Método de Variación de Parámetros 

Este es un método general para determi nar una solución particular de una ('c uación 
diferencial lineal. Sin pérdida de generalidad, consideremos la ecuación lineal de segundo 
orden escrita como 

y" + p(x )y' + q(.r)!J = g(.1 ). ( .¡ 80) 

El método consiste en buscar una solución de la forma 

(4.81) 
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donde y¡ Y Y2 son dos soluciones I.i . de la ecuación diferencial homogénea asociada, y 
U¡ , U2 son dos funciones a determinar de modo que (4.81) sea una solución de (4.80) y 
satisfagan una condición arbitraria, pero seleccionada de tal forma que se simplifiquen 
los cálculos. 

Derivando (4.81) se t iene que 

I I I I I 
Yp = U¡Y¡ + u¡Y¡ + U2Y2 + U2Y2 

(u¡y; + U2Y;) + (u;y¡ + U;Y2) 

Podemos simplifi car esta expresión, imponiendo a U¡ y U2 la cond ición de que 

En tal caso 

y por consiguiente 
Y~ = u'¡y; + U1Y;' + u;y; + U2Y~· 

Sustituyendo las expresiones de YP' y~, Y~ en (4.80), y usando el hecho de que Y¡ Y Y2 
son soluciones de la ecuación diferencial homogénea, resul ta 

f I 11' I fI + ( '+ ') ( ) u¡Y¡ + u¡Y¡ + u2Y2 + U2Y2 P u¡Y¡ U2Y2 + q U¡Y¡ + U2Y2 

U¡ (y~ + PY; + qy¡) + U2(Y~ + py; + qY2) + u'¡ y; + u;y; = 
I I " u¡y¡ + u2Y2 

g(x) 

g(x) 

g(x). 

Así, buscamos una solución particular de la forma (4.81), con U¡, U2 funciones que 
satisfacen las ecuaciones 

o, 
g(x). 

( 4.82) 

( 4.83) 

Es fácil resolver el sistema de ecuaciones (4.82)-(4.83) para las incognitas u; y u;, 
empleando la regla de Cramer. Obtenemos 

Y2(X)g(X) 
W (x) , 

'( )_ y¡ (x )g(x ) 
U2 X - W (x ) ( 4.84) 

donde W (x) denota al wronskiano W (Y¡,Y2)(X ). Finalmente, integrando las expresiones 
(4.84) resulta 

( ) - _ j Y2(x) g(x) d 
U¡ x - W (x) x, ( ) - j y¡(x)g(x )d 

U2 x - W (x) x. (4.85 ) 

Sust ituyendo (4.85) en (4.81) se obtiene la solución particular deseada. 
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EJEMPLO 1. Resolver 
y" - 2y' + 2y = eX secx. (4.86) 

Solución. Deteminamos primero la solución general de la ecuación homogénea asociada 
a (4.86), a saber 

y" - 2y' + 2y = O. ( 4.87) 

La ecuación característica de (4.87) es 

r2 
- 2r + 2 = O, 

y sus raíces son r¡ = 1 + i Y r2 = 1 - i. En consecuencia 

y, = eX(c¡ cosx + c2senx). 

Denotemos por 
y¡ =eXcosx, Y2 = eXsen x. 

Luego 
w _1 eX cos x eXsen x 

(y¡,Y2) - (cosx -sen x)eX (cosx+sen x)eX 

Buscamos una solución particular de (4.86) de la forma YP = U¡y¡ + U2Y2, donde las 
funciones U¡ y U2 se calculan utilizando las ecuaciones (4.85 ). Se tiene que 

J 
(eXsen x)(e"secx) J 

u¡(x)=- e2x dx =- tan xdx = ln lcosxl, 

y 

( ) - J (eXcosx)(exsecx) - J d -
U2 x - - x-x. 

e2x 

Luego 
YP = (In I cosxl)(eX cosx) + xexsen x 

y por lo tanto, la solución general de la ecuación diferencial no homogénea (4.86) est.á 
dada por 

y y, + YP 
= eX(c¡cosx +C2sen x) + (In I cosxl)(eX cos x) +xexsen x. 

EJEMPLO 2 . Resolver 
-2x 

11 I e 
y + 4y + 4y = -2 ' 

X 

Solución . Puesto que la ecuación característica es 

x> o. 

r 2 + 4r + 4 = (r· + 2)' = O, 

( 4.88) 
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se sigue que 
Yc(x) = k¡e-2x + k2xe- 2x . 

Sean Y¡ = e- 2x y Y2 = xe- 2x . Entonces 

Usando las expres iones (4.85) obtenemos 

y 

Así que 

1 
-(ln x)e-2X _ (_)xe- 2x 

x 
- (In x)e-2x _ e-2x . 

Por consiguiente la solución general de (4.88) es 

y Yc + YP 
(k¡ + k2x)e-2x - (In x)e-2X _ e- 2x . 

Ya que k¡ es una constante arbit raria, nótese que podemos escribir la solución el" 
(4.88) simplemente como 

siendo C¡ = k¡ - 1 Y C2 = k2 constantes arbitrarias. 

EJEMPLO 3. Para la ecuación diferencial 

xy" + 2y' - xy = 2e2x. ( 4.89) 

a) Compruebe que las fu nciones y¡ = x-¡ex,Y2 = x- ¡e x, forman un conjunto fun­
damental de soluciones en el intervalo (0, 00) de la ecuación diferencial homog(\n<!it 
correspond iente. 

b) Obtenga la solución general de la ecuación no homogénea dada. 
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Solución. 

a) Un cálculo directo muestra que 

, ( - 1 -2) x Yl = X - x e 1 

, ( - 1 - 2) - X Y2 = -x - x e , 

y sustituyendo en la ecuación diferencial, encontramos que 

xY~ + 2y; - XY2 = (2x-2 + 2x- 1 + l )e-X 
- 2(x - 1 + x - 2)e- X 

- e-x = O. 

Además 

x- 1ex 

(X - I - x - 2)eX 
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para todo x E (0,00). Lo cual demuestra que YI y Y2 son dos soluciones l.i. en (0, 00) de 
la ecuación diferencial homogénea. 
b) Obtenemos ahora una solución particular de (4.89). Escribimos primero la ecuación 
diferencial en la forma 

2 2 
y" + _yf _ Y = _e2x . 

x x 

Consecuentemente 

UI (x) 

y 

La solución general de (4.89) es 



178 Capítulo 4. Ec uaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden 

EJERCICIOS 4.8 

En los problemas 1 a 12, obtenga una solución particular de la ecuaClOn diferencial 
dada, utilizando el método de variación de parámetros. Escriba la solución general de la 
ecuación diferencial. 

1. y" + y = tan x 

2. y" + y = cscx 

3. y" + 4y' + 3y = _ 1_ 
1 + eX 

4. y" + 3y' + 2y = u -x 

e- 3x 

5. y" + 6y' + 9y = -2-
X 

6. y" - 4y' + 4y = e2x arctan x 

7 . y" - 3y' + 2y = eX sen 2x 

8 . y" + 5y' + 6y = sen ex 

9 . y" - 6y' + 9y = e3x In x 

10. y" + y = x sen x 

11. 

12. 

e- 2x 

y" + 4y' + 4y = -2-­
X + 1 

e1.:t 
9y" - 12y' + 4y = ~ 

vI - x -

En los problemas 13 a 15 determine la solución general de la ecuación diferencial no 
homogénea dada, usando que la función Yl indicada es una solución de la ecuación ho­
mogénea correspondiente. 

2 11 I 1 
14. x y + x y - y = -, 

x 

2 Yl = X 

Yl = X 

15. x 2y" + xy' + y = tan ln x, Yl = coslnx 



Capítulo 5 

Aplicaciones de las Ecuaciones 
Diferenciales Lineales de Segundo 
Orden 

5.1 Movimiento Armónico Simple 

Supóngase que un cuerpo de masa m está sujeto al extremo de un resorte flexible (de 
peso despreciable) , suspendido de un soporte rígido. 

Cuando el peso está en reposo , describimos su posición como la posición de equilibrio. 
Si el cuerpo se desplaza ha..: ia abajo una cierta distancia y luego se suelta, estará bajo 
un movimiento vibratorio alrededor de la posición de equilibrio (ver figura 5.1 ). Nuestro 
propósito es estudiar el movimiento del cuerpo, conocido como movimiento armónico 
simple , en el cual se ignora cualquier fuerza de fricción con el medio que lo rodea. 

I 

s 

Posición de equilibrio 
mg-ks=O 

Cuerpo en movimiento 

Figura 5.1: Sistema masa-resorte 

179 

;¿' < O 

.1' ;:: O 

.1: > O 
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En este caso, las únicas fuerzas que actúan son: 

• Una fue rza d e restitución, ir, opuesta a la dirección del alargamiento y pro­
porcional a su magnitud (Ley de Hooke). En términos simples ir = kd, donde k es 
una constante de proporcionalidad y d la magnitud del alargamiento . 

• El peso del cuerpo, dado por W = mg. 

Adoptaremos la siguiente convención. Todas las cantidades (desplazamiento, ve­
locidad, aceleración y fuerza) , medidas hacia abajo desde la posición de equilibrio se 
considerarán como positivas. Las que se miden hacia arriba, son negativas. 

En la posición de equilibrio 
mg - ks = O. 

Ahora, al desplazar el cuerpo de esta posición en una magnitud x y soltarla, de la Segunda 
Ley de Newton se sigue que 

mg-k(s +x) 

mg - ks - kx, 

y usando la condición de equilibrio, resulta 

d?x 
m dt2 = - kx. (5 .1 ) 

El signo negativo indica que la fuerza de restitución del resorte actúa en dirección opuesta 
a la del movimiento. 

Podemos escribir la ecuación (5. 1) en la forma 

d2x k 
dt2 + mX = O, 

o bien 
d?x 2 
dt2 + w x = O, (5.2) 

donde w2 = klm. 
La ecuación (5.2) es la ecuación diferencia! del movimiento armónico simple 

o movimiento vibratorio no amortiguado. 
Hay dos condiciones iniciales asociadas con (5.2), a saber 

x(O) = Xo, x'(O) = Vo, 

que representan el deplazamiento y velocidad iniciales, respectivamente. Por ejemplo, si 
Xo < O y Vo > O entonces el movimiento se inicia en un punto que está Ixol unidades 
arriba de la posición de equilibrio y con una velocidad inicial dirigida hacia abajo. Si 



5.1. Movimiento Armónico Simple l Sl 

Xo > O Y Vo = O, la masa está inicialmente en reposo a Xo unidades abajo de la posición 
de equilibrio. 

La ecuación auxiliar de (5.2) es 

cuyas raíces son imaginarias puras 

rI = wi, 

En consecuencia, la solución general de la ecuación diferencial (5.2) es 

x(t) = c) coswt + e2 senwt, 

donde e) y e2 son constantes que dependen de Xo y vo. 

(5.3) 

Nótese que independientemente de los valores de e) y e2, la ecuación del movimiento 
armónico simple (5.3), define una función periódica de periodo T = 2" /w y describe un 
movimiento ideal en el que el cuerpo se mueve alternadamente hacia arriba y hacia abajo 
de la posición de equilibrio , infinitas veces. 

El periodo T es el tiempo necesario para que se complete un ciclo y su recíproco 
t = l / T se llama la frecuencia. El desplazamiento máximo del cuerpo, med ido desde 
la posición de equilibrio, se llama la amplitud. 

EJEMPLO 1. Se encontró experimentalmente que un peso de 4 lb estira un resorte 6 
pulgadas. Si el peso se suelta desde la posición de equilibrio con una velocidad dirigida 
hacia abajo de 4 pulg/s, determine: 

a) La ecuación diferencial y condiciones iniciales que describen el movimieno. 

b) La ecuación del movimiento. 

c) La posición, velocidad y aceleración del peso 2 segundos después. 

d) El periodo, la frecuencia y la gráfica de la solución. 

Solución. Ya que 6 pulgadas equivalen a 1/ 2 ft, de la Ley de Hooke tenemos que 

4 = (k) (D ' 
de donde 

Además m = W / g = 4/ 32 = 1/ 8 slug. 

k= s!I: 
ti 

a) Luego, de (5.2), la ecuación diferencial que describe el movimiento es 
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o bien 

(5 .4) 

sujeta a las condiciones iniciales 

x(O) == O, x'(O) = ~ 

b) La ecuación auxiliar de (5 .4 ) es [2 + 64 = O, cuyas raíces son [ = ±8i. En consecuencia 
la solución general de (5 .4) viene dada por 

x(t ) = CI cos8t + c2sen8t . 

La condición incial x(O) = O implica que CI = O, mientras que x'(O) = 1/ 3 conduce a 
8C2 = 1/ 3. De modo que CI = O, C2 = 1/ 24 Y la solución requerida es 

x 

, 
" 

, 
" 

1 
x( t ) = 24 sen 8t . 

Figura 5.2: Solución del ejemplo 1 

e) La posición, velocidad y aceleración del peso 2 segundos después, están dadas, respec­
t ivamente por 

x(2) 

x'(2) 

x"(2) 

1 
24 sen 16 = - 0.011996, 

1 
;¡ cos 16 = - 0.31922, 

8 
= -;¡senI6 = 0.76774, 

lo cual indica que el cuerpo se encuentra a 0.011996 ft arriba de la posición de equilibrio 
moviéndose hacia arriba. 
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d) El periodo y la frecuencia son 

T = 21f = ~ 
8 4 ' 
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f = ~ 
1f 

Claramente, la amplitud es de 1/ 24 ft . La solución muestra que una vez que el sistema se 
pone en movimiento, permanece en tal estado con la masa desplazándose alternadamente 
1/ 24 ft hacia cada lado de la posición de equilibrio x = O. La gráfica se muestra en la 
figura 5.2. 

EJEMPLO 2. Suponga que en el ejemplo anterior la masa se desplaza 3 pulgadas por 
debajo de la posición de equilibrio y luego se le da una velocidad hacia abajo de 4 pulg/s. 
Determine la ecuación de movimiento. 

Solución. Como antes 
x(t) = c) cos 8t + C2 sen 8t , 

pero ahora , las condiciones iniciales son 

1 
x(O) = 4' x'(O) = ~ . 

La condición x(O) = 1/ 4 exige de inmediato que c) = 1/ 4, en tanto que usando x'(O) = 
1/ 3 se obtiene C2 = 1/ 24. Así que, la solución es 

1 1 
x(t ) = 4 cos 8t + 24 sen 8t. (5.5) 

Cuando c) # O Y C2 # O en (5 .3), como en el ejemplo 2, la amplitud real A de las 
oscilaciones libres no se obt iene en forma inmediata. Para este caso hacemos uso del 
siguiente resultado . 

Proposición 5.1.1 (Forma Alternativa de la Solución) 
Si x(t ) = e ) coswt + e2 sen wt , con c) # O Y C2 # O, es conveniente escribir la solución 
x(t ) en la forma más simple 

x(t ) = Asen (w t + </», 

donde la amplitud A está dada por 

A =Jci+ cj 

y </> es un ángulo de fase definido por las relaciones 

c) 
sen </> = A y 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 
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Tomando en cuenta las expresiones (5 .8), junto con el hecho de que el rango de la 
7r 7r 

función ¡(x) = arctanx es el intervalo (-2' 2)' concluimos que el valor de q, puede 

calcularse simplemente como sigue 

q, -
{ 

arctan u 
e, 

arctan ~ + 7r e, 

si C2 > O, 
(5.9) 

si C2 < O. 

EJEMPLO 3. Reescriba la solución (5.5) del ejemplo 2 en la forma alternativa (5.6) y 
determine el primer valor de t para el cual la masa pasa por la posición de equilibrio en 
dirección hacia abajo. 

Solución. En el ejemplo 2 

1 1 
x(t) = 4' cos 8t + 24 sen 8t, 

de modo que, usando (5.7) 

A = (~)2 (~)2 = v'37 
4 + 24 24 

Además C2 = 1/ 24 > O, por lo cual de (5.9), se sigue que 

1/ 4 
q, = aretan 1/ 24 = arctan 6 = 1.4056 rad. 

Por consiguiente 
v'37 

x(t) = 24 sen (8t + 1.4056). 

Los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posición de equilibrio, están deter­
minados por la condición 

x(t ) = O, 

es decir 
sen (8t + 1.4056) = O. 

Las soluciones de esta ecuación vienen dadas por 

8t + 1.4056 = n7r, 

con n un número entero. Despejando t y recordando que representa una cantidad positiva 
(el tiempo), obtenemos la sucesión de valores 

n7r 
tn = 8 - 0.1757, n = 1, 2, 3, ... 
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x 

Figura 5.3: Solución del ejemplo 3 

Luego, el tiempo requerido es t2 = 0.6097 segundos (veáse la gráfica 5.3) . 

EJEMPLO 4. Una fuerza de 9 lb estira un resorte 3 pulgadas. Un cuerpo que pesa 2~ 
lb se sujeta al resorte y se suelta desde un punto que está 3 pulgadas abajo de la posición 
de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de 36 pulg/s . 

a) Determine la ecuación del movimiento x( t). 

b) ¿En qué instante pasa el cuerpo por la posición de equi librio en dirección hacia 
. arriba por tercera vez? 

c) ¿En qué instantes está el cuerpo 3 pulgadas abajo de la posición de equilibrio? 

Solución. Primero debemos observar que es necesario convertir a ft las longitudes ex­
presadas en pulgadas, usando la equivalencia 

1 ft = 12 pulgadas. 

a) Por la Ley de Hooke, se sigue que el valor de la constante del resorte /,; es 

k = ~ lb = 36~ 
1/ 4 Jt Jt 

Además, m = 24/ 32 = 3/ 4 slug. De modo que la ecuación diferencial del movimiento es 

En este caso, las condiciones iniciales son 

1 
x(O) = 4' 

(5.10) 

x'(O) = -3. (5.11 ) 
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Al resolver el problema de valores iniciales (5.10)-(5. 11) , obtenemos 

1 J3 
x(t) = ;¡COS4J3t - Tsen 4J3t. (5. 12) 

b) Escribimos la solución (5.12) en la forma alternativa. Tenemos que 

y como C2 < O 

( 1) 'Ir 5 4>= arctan - J3 + 'Ir = -6 + 'Ir = ¡¡'Ir. 

Luego 

x( t) = ~ sen (4 J3 t + ~'Ir ) 
La gráfica de la ecuación del movimiento se muestra en la figura 5.4 . 

• 

Figura 5.4: Solución del ejemplo 4 

Los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posición de equilibrio vienen dados 
por las soluciones de la ecuación x(t) = O, es decir 

De aquí obtenemos la sucesión de valores de t 

n = 1, 2, 3, .. . 

El t iempo pedido es claramente 

t5 = 1.8894 segundos. 
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c) Ahora, debemos hallar los valores de t para los cuales x(t) = 1/ 4, esto es 

Notemos primero que la ecuación sen e = 1/ 2 tiene como soluciones todos los números 
e de la forma ~ + 2mr y ~7r + 2n7r , con n un número entero . Luego, el cuerpo está 3 
pulgadas abajo de la posición de equilibrio en los instantes 

y 

t (2) _ 2n7r _ nv'37r 
n - 4v'3 - - 6- n = O, 1, 2,3 , . 

Obsérvese que en los tiempos t~l) el cuerpo se mueve hacia abajo de la posición de 
equilibrio, mientras que en los tiempos t~2) lo hace hacia arriba. 

EJERCICIOS 5.1 

1. .Una masa de 1/ 2 kg está suspendida de un resorte cuya constante es de 18 N/ m. 

a) Si el cuerpo en reposo se suelta desde un punto que está a 0. 1 m abajo de la 
posición de equilibrio, determine la ecuación del movimiento. 

b) ¿ Cuál es el periodo del movimiento? 

2. Una fuerza de 10 N estira un resorte 0.125 m. Después, al extremo libre de ese 
resorte se fij a una masa de 5 kg. 

a) Encuentre la ecuación del movimiento si la masa se suelta desde un punto 
que está a OA m arriba de la posición de equilibrio con una velocidad dirigida 
hacia abajo de 1.2 mis. 

b) Escriba la ecuación del movimiento en su forma alternativa. 

c) ¿Cuántas oscilaciones completas realiza el cuerpo durante un intervalo de 87r 
segundos? 

3. Cuando se sujeta una masa de 100 kg al extremo de un gran resorte, éste se estira 
0.98 m. Se quita esta masa y se reemplaza por una de 40 kg, la cual se suelta desde 
un punto que está 0.6 m debajo de la posición de equilibrio, con una velocidad 
dirigida hacia arriba de 4 mi s. 

a) Determine la ecuación del movimiento. 



188 Capít ulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden 

b) Escriba la ecuación del movimiento en su forma alternativa. 

c) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posición de equilibrio. 

d) Grafique la ecuación del movimiento. 

4. Un cuerpo de 2 kg se suspende de un resorte de constante 162 N/m. 

a) Encuentre la ecuación del movimiento si la masa se suelta desde un punto a 
0.1 m sobre la posición de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba 
de l.2 mIs. 

b) Escriba la ecuación del movimiento en su forma alternativa. 

c) Grafique la ecuación del movimiento. 

d) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posición de equilibrio 
moviéndose hacia arriba. 

e) ¿En qué posición se encuentra el cuerpo para t = 7r /8, 7r /9, 7r /3 ? 

f) Calcule la velocidad de la masa para los tiempos del inciso anterior y diga en 
que dirección se está moviendo? 

5. Al sujetar un peso de 48 lb a un resorte, éste se alarga 6 pulgadas y luego permanece 
en reposo. El cuerpo se desplaza 3 pulgadas por debajo de la posición de equilibrio 
y se suelta. 

a) Determine la ecuación del movimiento. 

b) ¿ Cuál es el periodo del movimiento? 

c) ¿Cuántas oscilaciones completas realiza el cuerpo durante un intervalo de 8" 
segundos? 

d) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posición de equilibrio. 

6. Suponga ahora que en el ejercicio 5 el peso se suelta desde un punto que se encuentra 
3 pulgadas por debajo de la posición de equilibrio y con una velocidad dirigida hacia 
abajo de 4 ft /s . 

a) Obtenga la ecuación del movimiento. 

b) Escriba la ecuación del movimiento en su forma alternativa. 

c) Determine los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posición de equi­
librio. 

d) Grafique la ecuación del movimiento. 

7. Encuentre la posición para la cual un peso sujeto a un movimiento armónico simple 
alcanza su velocidad máxima. ¿Cuánto tiempo transcurre entre dos máximos o 
mínimos consecutivos? 
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8. Interprete como un movimiento armónico simple los siguientes problemas de va lores 
iniciales. 

1 d2x 
a) 4 dt 2 + x = O; x(O) = 2, x'(O) = - 4 

1 d2x 
b) 25 dt 2 + 25x = O; x(O) = - 0. 1, x(O) = 3 

9. Un peso de 25 lb estira un resorte 6 pulgadas . El resorte está suspend ido de un 
techo y se encuent ra en reposo. Posteriormente el peso se desplaza 4 pulgadas por 
debajo de la posición de equilibrio y se suelta con una velocidad de 2 ft / s, dirigida 
hacia arriba. 

a) Obtenga la ecuación del movimiento . 

b) Escriba la ecuación del movimiento en su forma alternativa. 

c) ¿En qué instantes el peso se encuent ra 5/ 24 ft abajo de la posición de equili­
brio? 

10. Un cuerpo que pesa 20 libras sujeto al extremo de un resorte lo estira 0.32 ft. El 
peso se desplaza 6 pulgadas hacia abajo de la posición de equilibrio y desde ahí se 
le comunica una velocidad dirigida hacia arriba de 5 ft / s. 

a) Determine la ecuación del movimiento . 

b) ¿En qué instante pasa el cuerpo por la posición de equilibrio en direcc ión hacia 
arriba por tercera vez? ¿Qué velocidad lleva? 

c) ¿En qué instantes está el cuerpo 1/ 3 ft abajo de la posición de equilibrio? 

d) ¿En qué instantes alcanza el cuerpo sus desplazamientos extremos hacia uno 
u otro lado de la posición de equilibrio? 

5.2 Movimiento Vibratorio Amortiguado 

En la sección anterior se supuso que no actúan fuerzas retardadoras sobre la masa en 
movimiento , lo cual no es cierto a menos que se encuentre suspendida en un vacío perfecto. 

Vamos a considerar ahora el efecto de la resistencia del medio sobre la masa. Su­
pongamos que sobre el cuerpo actúa una fuerza amortiguadora, dada por un múlt iplo 

dx 
constante de la velocidad dt. 

De la segunda ley de Newton, en ausencia de fuerzas externas, se sigue que 

d2x dx 
m- = -kx-{3-

dt2 dt ' 
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donde {3 es una constante de amortiguación positiva y el signo se debe a que la fuerza 
amortiguadora act úa en dirección opuesta al movimiento. Obtenemos así la ecuación 
diferencial del movimiento vibratorio amortiguado libre 

o bien 

con 2), = (3lm y w2 = kl m. 

d2x (3 dx k 
-+--+-x= O 
dt2 m dt m ' 

La ecuación auxil iar de (5 .13) es 

cuyas raíces están dadas por 

Dependiendo del valor de ).2 - w2 , distinguimos los tres casos siguientes. 

(5.13) 

(5.14) 

CASO 1. Movimiento Sobre-Amortiguado. Si).2 - w2 > O, las raíces (5.14) son 
reales y distintas, yen consecuencia la solución general de (5. 13) es 

(5. 15) 

que representa un movimiento suave y no oscilatorio. 
Algunas gráficas posibles de (5.15) se muestran en la figura 5.5. 

x x 

Figura 5.5: Movimiento sobreamortiguado 

CASO n. Movimiento Críticamente Amortiguado. Si).2 - w2 O la solución 
general de (5. 13) es 

(5.16) 

puesto que T I = T2 = -).. 
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x 

Figura 5.6: Movimiento críticamente amortiguado 

En esta situación, una pequeña d isminución de la fuerza de amortiguamiento pro­
duciría un movimiento oscilatorio. Algunas gráficas posibles de la solución (5.16) se 
muestran en la figura 5.6. 

Un examen de las derivadas de las soluciones (5. 15) y (5 .16), de los casos 1 y II 
respectivamente, permite ver que estas funciones pueden tener a lo más un máximo 
relativo o un mínimo relativo para t > 0, por lo que el cuerpo puede pasar a lo más una 
vez por la posición de equilibrio. 

CASO In. Movimiento Subamortiguado. Si >.2 - w 2 < 0, las raíces (5.14) son 
complejas y se pueden escribir como 

r2 = ->. - vw2 - A2 i, 

de modo que la solución general de (5.13) es en este caso 

(5. 17) 

Ahora, el movimiento es oscilatorio, pero la amplitud de las oscilaciones tiende a cero 
cuando t tiende a infinito. 

Nótese que, en analogía a lo que hicimos en el movimiento armónico simple, la solución 
(5. 17) puede expresarse en forma compacta, de acuerdo a la siguiente proposición. 

Proposición 5.2.1 (Forma Alternativa de la Ecuación del Movimiento Sub­
amortiguado) Cualquier función de la forma 

x(t) = e-"(cl cos vw2 - >.2 t + C2 sen vw2 - >.2 t), 

con Cl i' ° y C2 i' 0, puede escribirse como 

(5.18) 

donde 
(519) 
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y el ángulo de fase <p es tal que 

Es decir 

Cl 
sen<p = A 

<p-

y 

{ 

aretan .9. e, 

a re tan f1. + 1f e, 

C2 
cos <P= A · 

si C2 < O. 
(5.20) 

En la forma alternativa (5.18) el coeficiente Ae- At se denomina la amplitud amor­
tiguada de las soluciones, 2,, / /w 2 - ).2 es el cuasiperiodo y /w2 - ).2/ 2" es la cuasifre­
cuencia. El cuasi periodo es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos máximos suce­
sivos de x( t), también es igual al doble de tiempo entre dos ceros sucesivos de la solución. 

x 

A 

"--,, ...... ----
,,'" "'x , ( t) "-Ae ·lt 

-A 

__ _ t~ __ _ t; ____ _ 

Figura 5.7: Movimiento subamort iguado 

Para representar gráficamente la solución (5.18), es útil tomar en cuenta las siguientes 
observaciones. Ver figura 5.7. En primer lugar , las intersecciones con el eje t se obtienen 
resolviendo la ecuación x(t ) = O, esto es 

de donde 

sen (/w2 - ).2t + </» = O, 

n" - <p 
/w2 _ ).2 ' 

n = 0, 1, 2, ... 
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Por otra parte, la gráfi ca de x(t) es tangell tc a las curvas expollenciales J' , (1) = 
Ae- M ,x2(1) = _ Ae- At en los valores de 1, tales que 

sen (vw2 - ),21 + 1» = ± l. 

Resolviendo esta ecuación encontramos las soluciones t = t¡ , dadas por 

con k en N. 

ti. = -,--(2_kl+=il-F)7r~/7'2 ,---,-1> 
vw2 -),2 

EJEMPLO 1. Se encontró experimentalmente que un cuerpo de 4 lb estira un resorte 6 
pulgadas. El medio ofrece una resistencia al movimiento del cuerpo numéricamente igual 
a 2.5 veces la velocidad instantánea. Encuentre la ecuación del movimiento si el peso se 
desplaza 4 pu lgadas por debajo de la posición de equilibrio y se suelta. 

Solución. La ecuación diferencial del movimiento es 

o equivalentemente 

Las condiciolles iniciales son 

4 d2x dx 
-- = - 8x - 2.5 -
32 dt 2 dt 

d2x dx 
dt 2 + 20 dt + 64 x = O. 

1 
x(O) = -

3 ' 
x'(O) = O. 

(5 .21) 

La ecuación auxili ar de (5. 21) es ,.2 + 20T + 64 = O Y sus raíces son T, = - 4, "2 = - 16, 
de modo que 

x(t) = cle- 4t + C2e-16'. 

La condición .e(O) = 1/ 3 implica que 

en tanto que x'(O) = O nos lleva a 

1 
c, +c2 =3' 

- 4c, - 16c2 = O. 

[l.csolvÍ<·nt! o ('1 sist,clna (5.22 )-(5 .23) obt.enemos los valores 

4 
el = g' 

(5.22) 

(5. 23 ) 
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, 

", 

o. , 

G.2 0. 4 0. 6 0.1 1.2 

Figura 5.8: Solución del ejemplo 1 

Por consiguiente 
4 1 

x(t) = _e-4t - _e- 16'. (5.24) 
9 9 

La gráfica de la solución (5.24) se da en la figura 5.8. Como se observa no ocurren 
oscilaciones ya que el peso tiene tanto amortiguamiento que sólo retorna gradualmente a 
la posición de equilibrio sin pasar por esta. Se trata de un movimiento sobreamort iguado. 

EJEMPLO 2. Resuelva nuevamente el ejemplo 1, suponiendo ahora que f3 = 2. 

Solución. En este caso la ecuación diferencial del movimiento es 

4 ePx dx 
-- = -8x-2-
32 dt2 dt 

o bien 
d2x dx 
dt2 + 16 dt + 64x = o. (5.25) 

La ecuación característica de (5.25) es r 2 + 16r + 64 = O, cuyas raíces son rl = r2 = -8, 
por lo cual 

x(t) = cle-Bt + C2te-Bt. 

Las condiciones iniciales x(O) = 1/ 3, x'(O) = O conducen al sistema de ecuaciones lineales 

1 
CI = 

3 ' 
-8cI + C2 = O. 

Por consiguiente 

x(t) = ~ e-Bt + ~te-Bt = ~e-Bt(l + 8t). 
3 3 3 

(5.26) 

La gráfica de la solución (5.26) se muestra con línea continua en la figura 5.9, donde 
con línea interrumpida aparece también la solución del ejemplo 1, a fin de hacer una 
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comparación. Aunque ahora es un movimiento críticamente amortiguado, vemos que las 
gráficas son muy similares. 

x 

lf) 

O. ) 

, , , , , 
0.2 " 

0.1 

" , 

0.2 O .• 0 . 6 0 .8 

Figura 5.9: Soluciones de los ejemplos 1 y 2 

t 

Si modificamos las condiciones iniciales el tipo de movimiento se conserva, pero algu­
nas de sus características si pueden cambiar. 

EJEMPLO 3. Si en el ejemplo 2 se cambian las condiciones iniciales a x(O) = O y 
x'(O) = 1/ 3, determine x(t). 

Solución. La solución general sigue siendo 

x(t) = c¡e-B' + C2te-B'. 

Sin embargo, las condiciones iniciales nos conducen a los valores de Cl = O Y C2 = 1/ 3. 
En consecuencia 

(5.27) 

Se tiene que 

x'(t) = ~(e-B' - 8te-B') = ~e-B'(l- 8t), 

de dónde se observa que x(t) alcanza un desplazamiento máximo en t = 1/ 8 segundos 
igual a X max = x( I / 8) = 0.01533 fL Ver figura 5.10. 

EJEMPLO 4. Tomando en cuenta que {3 = 1 repita el ejemplo 1. Escriba la solución 
en la forma alternativa (5.18). Determine los instantes en los que el cuerpo pasa por la 
posición de equilibrio y realice la gráfica de la ecuación del movimiento. 

Solución. La ecuación diferencial del movimiento es 

4 d2x dx 
32 dt2 = -8x - dt' 
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x 

0 . 01533 

0 . 0 125 

0.0075 

0.0025 

O. 125 0 . 25 0 .375 0 .5 0 .625 
t 

Figura 5.10: Solución del ejemplo 3 

esto es 
d2x dx 
dt2 + 8 dt + 64x = O. 

Ya que las raíces características son Tl,2 = -4 ± 4J3 i, su solución general está dada por 

x(t) = e-4t (cl cos4J3t + c2sen4J3t). 

De las condiciones iniciales x(O) = 1/3 Y x'(O) = O se sigue que 

1 
Cl = 

3 ' 

= O. 

De modo que C2 = J3/9 y 

1 
x(t) = ge-4t(3coS4J3t + J3 sen4J3t). 

Ahora bien, usando las expresiones (5.19) y (5.20) obtenemos 

Luego, escribimos la solución (5.28) en la forma 

1/ 3 7T 
<P = arctan J3/ 9 = 3' 

x(t) = ~J3e-4t sen (4J3 t + i) . 

(5. 28) 

(5.29) 

Por otra parte, las soluciones de la ecuación x(t) = O se encuentran directamente de 
(5.29) y están dadas por 

4J3 t +::. = n7T, 
3 

n E N. 
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Así que, el cuerpo pasa por la posición de equilibrio en los instantes 

t = '-'( 3'--n-,-----,;1 )_" 
n 12V3 n = 1, 2, ... 

Finalmente, la gráfica de x( t) es tangente a las curvas exponenciales x¡ (t ) = 2V3e-4' /9 
y X2 (t) = - 2 V3c" / 9 en los valores de t dados por la condición 

es decir 
lo" " 4v3t + 3 = (2n+ 1)2 ' n E N, 

o bien 
r = ->-( 6--,:n-,-+---,;1 )_" 

n 24V3 n = 0, 1, 2, .. 

La gráfi ca de (5. 29) se muestra en la figura 5.11. 

x 

, .. 

,. , 
000 

- - ---
, .. 0. 6 _____ _ __ 0 ..... - - ------,-- - ---- 1 1 

t 

-o .2 

-0 . 1 

- 0. 4 

Figura 5.11: Solución del ejemplo 4 

EJEMPLO 5. Después de que un cuerpo que pesa lO lb se sujeta a un resorte de 5 ft 
de largo, el resorte mide 7 ft. Se quita el cuerpo de lO lb Y se le reemplaza por uno de 8 
lb. El sistema completo se coloca en un medio que ofrece una resistencia numéricamente 
igual a la velocidad instantánea. 
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a) Obtenga la ecuación del movimiento si el peso se suelta desde un punto que se 
encuentra 1/ 2 ft abajo de la posición de equilibrio con una velocidad dirigida hacia 
abajo de 1 ft/s. 

b) Encuentre los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posición de equilibrio 
en dirección hacia abajo. 

c) Grafique la ecuación del movimient.,:· . 

Solución. 

a) De la ley de Hooke es claro que 

k = 10 lb = 5 lb . 
2 ft ft 

Además 
8 lb 1 

m = 32 ft/s2 = '4 slug 

y fJ = 1, así que la ecuación diferencial del movimiento es 

d2x dx 
dt 2 + 4dt + 20x = O. 

Resolviendo (5.30) suj eta a las condiciones iniciales x(O) 1/ 2 ft y x'(O) 
obtenemos 

1 
x(t ) = 2'e-2'(cos4t + sen4t). 

b) Escibimos primero la solución (5.31) en la forma alternativa. Tenemos que 

De modo que 

A 

1f 
<p = arctan 1 = 4' 

x(t) = ~e-2'sen (4t + ~J. 
por lo cual x(t) = O si y sólo si 

Por lo tanto, los valores 

1f 
4t + 4 = n1f , n EN. 

1f 1f 
t = n- -­
n 4 16' 

(5.30) 

1 ft /s, 

(5. 31 ) 

con n un entero positivo par , son los instantes en los que el cuerpo pasa por la posición 
de equilibrio moviéndose hacia abajo. 

c)La gráfica se muestra en la figura 5.12. 
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x 

,. , ---
__ _____ L~ _ __ _ _______ ,,-- -

t 
- 0.1 

- 0. 3 

-0.5 

-o. , 

Figura 5.12: Solución del ejemplo 5 

EJERCICIOS 5.2 

1. Un peso de 2 lb está Eujeto a un resorte el cual tiene una constante de elasticidad 
de 4 lb/ft. El peso se suelta desde un punto que se encuentra 6 pulgadas abajo 
de la posición de equilibrio con una velocidad dirigida hacia abajo de 2 ft /s, en 
un medio que presenta una resistencia al movimiento numéricamente igual a la 
velocidad instántanea. Determine: 

a) La ecuación del movimiento. 

b) Los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posición de equilibrio . 

c) El desplazamiento extremo del peso. 

d) La gráfica de la ecuación del movimiento. 

2. Supóngase que de un resorte se suspende una masa de 1 slug. Para los valores 
de las constantes y condiciones iniciales dadas a continuación, determine en cada 
inciso: la ecuación del movimiento en su forma alternativa , los instantes cuando el 
cuerpo pasa por la posición de equilibrio en dirección hacia arriba y la gráfica del 
movimiento. 

a) k = 3 lb/ ft , /3 = 6; 

b) k = 2 lb/ ft , /3 = 2; 

x(O) = 4 pulg, x'(O) = - 2 ft / s. 

x(O) = -3 pulg , T'(O) = - 1 ft / s. 
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3. U n peso de 16 lb estira un resorte 4 ft , el sistema completo se sumerge en un medio 
viscoso que opone una fuerza de amortiguación numéricamente igual a tres veces 
la velocidad instantánea. Determine: 

a) La ecuación del movimiento si el peso se suelta desde un punto que está 1 ft. 
arriba de la posición de equilibrio con una velocidad dirigida hacia abajo de 7 
ft/s. 

b) El instante en que cruza por la posición de equilibrio. 

e) La gráfica de la ecuación del movimiento. 

4. Un peso de 81b estira un resorte 2 ft Y el sistema se encuentra en un medio que ofrece 
una resistencia numéricamente igual a {3 veces la velocidad instantánea, donde ;3 es 
una constante positiva. Determinar los valoes de (3 para que el movimiento sea: 

a) Sobreamortiguado. 

b) Críticamente amortiguado. 

c) Subamortiguado. 

5. Una masa de 1/2 slug estira un resorte 4 ft Y el medio que rodea al sistema masa­
resorte ofrece una resistencia al movimiento numéricamente igual a 4.5 veces la ' 
velocidad instantánea. El peso se suelta 6 pulgadas abajo de la posición de equilibrio 
con una velocidad dirigida hacia arriba de Vo ft /s. ¿ Cómo debe ser Vo para que la 
masa pase por la posición de equilibrio? 

6. Dar una posible interpretación física del siguiente problema de valores iniciales 

4 d2 dx 1 
--+2-+-x=0 
32 dt2 dt 4 

x(O) = -1, x'(O) = - 1 

7. Indique si las siguientes gráficas corresponden a un movimiento amortiguado , en 
cuyo caso c1asifíquelo. 

x 

(a) (b) 
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5.3 Movimiento Vibratorio Forzado 

En las dos secciones anteriores estudiamos el problema de un resorte donde sólo se con­
sideraron las fuerzas restauréldora y amortiguadora. Veremos ahora casos dónde' act úan 
otras fuerzas externas que varíall con el tiempo. Dichas fuerzas pueden ocurrir , por rjem­
plo , cuando el soporte que sostiene al resorte se mueve verticalment.e ele cierta ¡W11l('r a 

dada, tal como en un movim iento periód ico o cuando al peso se le da Ull pequeüo ('l1l P lljP 

cada vez que alcanza la posición más baja. 
Denotemos con J (t ) la fu erza exter ior que actúa sobre la masa. De la segunda Iry de 

Newton, la ecuación diferencial del movimiento es 

d'x dx 
m- = - kx - (3- + J(t ) 

dt' dt' 
( 5.32) 

o bien 
d' x dx ., - + 2>'- + w x = P(t ) (5.3:3) 
dt' dt ' 

donde 2A = (3/m ,w' = k/ m y F(t ) = J (t )/m. 
Para resolver la ecuación no homogénea (5.33) podemos emplea r el método de los 

coefi cientes indeterminados o el de variación de parámetros , según sea más convenie¡¡(c. 

EJEMPLO 1. Un resorte vertical con constante de 6 Ib/ fl tiene suspcnd ida una lIIasa 
de 1/ 2 slug. Se aplica una fuerza externa dada por J(t) = 40 son21. 1 2: !l . Supóngase que 
actúa una fuerza arnort igl 'adora numéricamente igual a dos veces la veloc idad in~ t a ll uí nc<:l 

y que inicia lmente el cuerpo está en reposo en su posición de equilibrio. Deterllline la 
posición del cuerpo en cualquier t iempo t > O. 

Solución . Con los valores de k = 6 Ib/ rt , m = 1/ 2 slug y ¡3 = 2, la cetwción difercucial 
de movimiento resultante es 

(5.34 ) 

La solución complementaria de (5.34) es 

Usando el método de los coefi cientes indeterminados proponen lOS una solución part icular 
de (534) de la forma 

En tal caso 

Xp(t ) = A cos 21. + B sen 2t . 

X~(t ) = -2A sen 2t + 2B cos 2t , 

x~ (t) = - 4Acos2t - 4Bsen2t . 
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Sustituyendo en (5 .34), se sigue que 

(8 A + 8B ) cos 2t + (8 B - 8A ) sen 2t = 80 sen 2t. 

El sistema de ecuaciones resultante 

8A +8B O, 

- 8A + 8B 80, 

conduce a los valores A = - 5 y B = 5. Así que 

x(t ) = e-2t (c¡ cos 2V2 t + C2 sen 2V2 t) + 5( sen 2t - cos 2t). 

Empleando las condiciones iniciales x(O) = O y x'(O) = O encontramos que c¡ = 5 Y 
C2 = O. Por lo tanto 

x(t) = 5e-2tcos 2V2t + 5( sen2t - cos 2t ). 

Obsérvese que en el ejemplo anterior la solución complementaria 

xc(t ) = 5e-2t cos2V2t 

t iene la propiedad de que 
lim xc(t ) = O, 

t-oo 

por lo cual se dice que xc(t) es un término transitorio o una solución transitoria. 
Así para valores grandes de t , x(t ) se aproxima a xp (t ). A xp (t ) se le llama solución 
estacionaria o d e estado permanente. Ver figura 5.13. 

., 
, 

, 
, 

, 
10 .' , 

-- -----. Solución estacionaria 

-- Solución completa 

" 
,., 

Figura 5.13: Solución del ejemplo 1 

De hecho, si en la ecuación diferencial (5.33) ponemos F(t) = Fa sen at o F(t ) = 
Fa cos at, donde Fa y a son constantes , entonces su solución general consiste en la suma 
de dos términos: término transitorio más término estacionario. 
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5.3.1 Resonancia 

Estudiaremos la ecuación (5.33) en el caso especial en que F ( t) = Fo sen ert, t 2: O, donde 
Fo Y er son constantes positivas. La ecuación diferencial básica es 

(5.35) 

donde 2A = f!/m y w2 = k /m. 
Supondremos que (3 es suficientemente pequeño de modo que el amortiguamiento es 

menor que el crítico. En otras palabras, consideraremos que A < w. Luego, la solución 
complementaria de (5.35) t iene la forma 

xc(t) = e->"(c¡ cos Jw2 - A2t + C2 sen Jw2 - A2t) , 

con C¡ y C2 constantes arbitrarias, que dependen de las condiciones iniciales, o equivalen-
temente 

Xc(t) = Ae->.t sen (Jw2 - A2t + q,), 

donde A = Jc; + c~, sen </> = c¡/A y cosq, = cdA. 
Ahora determinaremos una solución particular de (5.35), utilizando el método de los 

coeficientes indeterminados. Sea 

Xp(t) = B cos ert + C sen ert. 

Entonces 

X~(t) -erB sen ert + erC cos ert, 

x~(t) _er2 B cos ert - er2C sen ert . 

Sustituyendo xp(t), x~(t) y x~(t) en (5.35) se obtiene 

(_er2 B + 2AerC + w2 B ) cos ert + [(w2 
- er2)C - 2erAB] sen ert = Fo sen erl 

Igualando los coeficientes en la última igualdad , resulta el sistema de ecuaciones 

cuya solución es 

(w 2 
- er 2)B + 2AerC O, 

-2erAB + (w2 
- er')C = Fo, 

B = 

C = 

2erAFo 
(w' - er2)2 + 4er'A" 

(w2 - er 2)Fo 
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Consecuentemente 

Podemos escribir xp(t) en la forma 

Xp(t) = A sen (01 + e), 

donde 

es decir, simplificando 

El ángulo e está determinado por las relaciones 

Así que 
Fo 

xp(t) = -'=====~==C=:' sen (at + e). 
J(w2 - ( 2)2 + 4( 2),2 

Obsérvese que la solución completa es la suma de dos términos 

El primero 

representa la oscilación amortiguada, que sería todo el movimieno del sistema si la fuerza 
externa F ( t) no actuara. El segundo término 

que resulta de la presencia de la fuerza externa, representa un movimiento arrnónico 
simple de periodo 27r / a y amplitud 
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Para Fo,w Y ). fijos, la amplitud es función de a. Consideremos la función g(a ) en el 
intervalo (0,00). Se tiene que 

, 2Foa(w2 - 0'2 - 2).2 ) 
9 (a) = [(w2 _ 0'2)2 + 40'2).2]'/2' 

Luego, g'(a) = O si y sólo si a = 0'0 = O o a = a l = Jw2 - 2).2 Se puede verificar 
fácilmente que la amplitud de las oscilaciones alcanza un valor máximo cuando 

El valor máximo de la ampli tud es 

Fo 
g(arl = 2).Jw2 _ ).2 

Definición 5.3.1 Cuando la frecuencia de la fu erza exterior es 

se dice que el sistema está en resonancia. 

En un sistema en resonancia (a = Ü'rl, la ampli t ud de la oscilación varía inversamente 
con la constante de amortiguamiento. De hecho, se observa que 

y 

lim al = w . 
.8---+0+ 

Diremos que hay resonancia pura si {3 = O. En tal caso Ü' = Ü'l = W , o sea que la 
frecuencia de la fuerza externa es igual a la frecuencia natural del sistema. 

Finalmente obsérvese que la resonancia puede ocurrir solamente si 

esto es 

{3 < J2km. ( 5.36) 
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EJEMPLO 2. Un peso de 4 lb se suspende de un resorte cuya constante es de k = 8 
lb/ ft. Suponga que una fuerza externa dada por /(t) = 4 cos 8t se aplica al resorte y que 
no hay amortiguamiento. Describa el movimiento que resulta si se asume que inicialmente 
el peso está en la posición de equilibrio y que su velocidad inicial es cero. 

Solución. La ecuación diferencial del movimiento es 

Equivalentemente 

4 d2x 
-- = -8x + 4 cos 8t 
32 dt 2 . 

d2x 
dt2 + 64x = 32 cos 8t. 

La solución complementaria de (5.37) es 

xc ( t ) = Cl cos 8t + C2 sen 8t. 

Proponemos una solución particular de la forma 

xp(t) = t(A cos8t + B sen 8t). 

Sustituyendo en (5 .37) se encuentra que A = O y B = 2. Así que 

x(t) = Cl cos8t + c2sen 8t + 2t sen 8t. 

(5.37) 

De las condiciones iniciales x(O) = O Y x'(O) = O encontramos que Cl = O Y C2 = O. Por 
consiguiente la ecuación del movimiento es 

x(t) = 2t sen 8t. 

Su gráfica se muestra en la figura 5.14. 

Se observa que en este caso hay resonancia pura en vista de que (J = O y la frecuencia 
de la fuerza externa aplicada es igual a la frecuencia natural del sistema no amortiguado. 
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x 
x .. 2t 

6 

2 

3 t 

- 2 

-, 

- 6 

x=-2t 

Figura 5. 14: Solución del ejemplo 2 

EJERCICIOS 5.3 

L Una masa de 1 slug se encuentra suspendida de un resorte de constante de elasti­
cidad igual a 4 lb/ ft y el sistema está inmerso en un medio que opone una fuerza 
de resistencia numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantánea. Si la masa 
se suelta 6 pulgadas arriba de la posición de equilibrio con una velocidad dirigida 
hacia abajo de 4 ft/s , obtenga: 

a) La ecuación del movimiento, si actúa una fuerza externa sobre la masa dada 
por f(t) = 20 cos 2t + 10 sen 2t 

b) Las gráficas de la solución transitoria y de la solución estacionaria utilizando 
el mismo sistema de ejes coordenados. 

c) La gráfica de la ecuación del movimiento. 

2. Un peso de 32 lb se sujeta a un resorte de constante de elasticidad igual a 5 lb/ ft. El 
peso y el resorte se sumergen en un medio que ofrece una resistencia numéricamente 
igual a 6 veces la velocidad instantánea. El movimiento se inicia en un punto que 
se encuentra a 4 pulgadas abajo de la posición de equilibrio y partiendo del reposo. 
Determine: 

a) La ecuación del movimiento si sobre el peso se aplica una fuerza externa igual 
a f (t) = e-t. 

b) La gráfica de la ecuación del movimiento. 
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3. Un resorte t iene una constante de elasticidad igual a 1 lb/ ft. Un peso de 8 lb se 
suspende de un extremo del resorte y el sistema se coloca en un medio que ofrece 
una resistencia nU1l1éricamente igual a la velocidad instantánea. Si el peso se suelta 
en reposo, 4 pulgadas sobre la posición de equilibrio y sobre él aet úa una fuerza 
externa I(t ) = 25 sen 4t. obtenga la ecuación del movimiento y su gráfica. 

4. Un peso de 3. 2 lb estira un resorte 6.4 ft . Si el peso se suelta 3 pulgadas abajo 
de la posición de equilibrio con una velocidad dirigida hacia abajo de 6 ft / s y el 
medio en que está el sistema masa-resorte ofrece una fuerza de amortiguamiento 
numéricamente igual a la quinta parte de la velocidad instantánea, determine la 
ecuación del movimiento si además se aplica al peso una fuerza externa dada por 
I (t) = e- t cos 2t. Grafique la solución obtenida. 

5. Resuelva el ejercicio 1 en ausencia de la fuerza de resistencia. 

6. Resuelva el ejercicio 4 en ausencia de la fuerza de resistencia. 

7. Un resorte sujeto a un soporte t iene suspendida una masa de 2 kg Y la constante 
de elast icidad del resorte es de 4 N/ m. El sistema está en reposo cuando el soporte 
empieza a oscilar de acuerdo a la expresión h(t ) = 2cos 3t. Determine: 

a) La ecuación diferencial del movimiento si el sistema completo está inmerso en 
un medio que opone una fuerza de resis tencia numéricamente igual a 6 veces 
la velocidad instantánea. 

b) La ecuación del movimiento (tome en cuenta que el peso está en reposo en la 
posición de equilibrio cuando el soporte empieza a oscilar). 

c) La gráfica de la ecuación del movimiento. 

8. Resuelva el ejercicio 7 en ausencia de amortiguamiento. 

5.4 Circuito LRC en Serie 

Ahora aplicaremos la teoría antes vista para determinar la carga q(t ) y la corriente i(t) 
en un circu ito como el mostrado en la figura 5.15, en el que se conectan un inductor o 
bobina de L henrys, una resistencia de R ohms, un condensador o capacitor de e farads 
y un generador de voltaje cuya fuerza electromotriz está dada por una función E (t ) volts. 

De la segunda ley de Kirchhoff se tiene 

Ya que 

di . 1 
L dt + R, + C q = E (t). 

dq 
,= dt ' 

di (¡2q 

dt dt2 ' 

(G.3S) 

( G.:lU) 
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L 

E(t) + R 

e 
Figura 5. 15: Circuito LRC 

sustituyendo en (5.38) resulta la ecuación diferencial para la carga eléctrica en el con­
densador 

d2q dq 1 
L dt2 + R dt + eq = E (t ). (5.40) 

Note también que si primero derivamos con respecto a t en (5.38) obtenemos 

L ~i + R di + ~ dq = dE 
dt2 dt e dt dt ' 

y si luego sustituimos las expresiones (5.39) , esto nos conduce a la ecuación diferencial 
de la corriente eléctrica 

(5 .41 ) 

Cabe además destacar la similit ud entre las ecuaciones (5.40) y (5.32), lo cual permite 
resolver un problema de movimiento vibratorio en base al análisis del correspondiente 
circuito eléctrico y viceversa, identificando 

• la carga q con la posición x , 

• la inductancia L con la masa m, 

• la resistencia R con la constante de amortiguamiento (3, 

• el recíproco de la capacitancia l /e con la constante del resorte k, 

• la fuerza electromotriz E(t) con la fuerza externa I (t ) y 

• la corriente eléctrica i = dq / dt con la velocidad v = dx / dt . 
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Es claro entonces que podemos aplicar todos los resultados de la sección anterior al 
est udio de un circuito LRC en serie. 

EJEMPLO 1. Un circui to en serie consta de un inductor de 0.25 H, una resistencia de 
40 0, un capacitor de 4 x 10- 4 F Y una fuerza electromotriz dada por E (t ) = 5 sen 100t 
V . Si la corriente inicial y la carga inicial en el capacitor son ambas cero, determine la 
carga en el capacitor y la corriente eléctrica del circuito para cualquier tiempo t > O. 

Solución. Sustituyendo los valores de L = 0.25 H, R = 40 0, e = 4 x 10- 4 F Y 
E (t ) = 5 sen 100t V en la ecuación diferencial (5.40) obtenemos 

d2q dq 1 
(0 .25) dt2 + 40 dt + 4 x 10 4 q = 5 sen 100t , 

o bien 
d2q dq 
dt2 + 160 dt + 10000q = 20 sen 100t. (5.42) 

La ecuación auxiliar de (5.42) es r 2 + 160r + 10000 = O, cuyas raíces son r, = -80 + 60i 
y r 2 = -80 - 60i . Luego 

Adicionalmente, empleando el método de coeficienes indeterminados encontramos que 
una solución particular de (5 .42) es 

En consecuencia, la solución general de (5.42) es 

1 
q(t) = e- 80

' ( e, cos 60t + e2 sen 60t ) - 800 cos 100t . 

De las condiciones iniciales q(O) = O Y q'(O) = O se sigue que 

I 
e, - 800 = O, 

y 
-80e, + 60e2 = O, 

respectivamente. A partir de estas ecuaciones encontramos que 

y 

Por consiguiente, la carga en el capacitor es 

1 
l>2 = 600 ' 
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y la corriente eléctrica viene dada por 

5 1 
i(t) = - 24 e-80t sen 60t + 8 sen 100t. 

EJERCICIOS 5.4 

1. Un inductor de 1 H, una resistencia de 2 0 , un condensador de 0.2 F Y un generador 
con una fuerza electromotriz dada por E (t) = 35 Volts se conectan en serie. Si 
la corriente inicial es cero y la carga inicial en el condensador es de 1 Coulomb. 
determine la carga y la corriente para todo t iempo t > O. 

2. Se conecta un circui to en serie con un inductor de 0. 5 H, una resistencia de 6 0 , 
un condensador de 0.02 F y una fuente de voltaje alterno dado por 24 sen lOt. 
Determine la carga y la corriente al tiempo t , si la carga en el condensador y la 
corriente en el circuito son cero a l tiempo t = O. 

3. Un inductor de 4 H, una resistencia de 20 0 , un capacitor de 0.008 F y un generador 
con una fuerza electromotriz dada por E (t) = 500 Volts se conectan en serie. Si 
inicialmente la carga y la corriente son ambas cero, obtenga: 

a) La carga y la corriente para todo tiempo. 

b) La carga y la corriente después de un tiempo largo. 

4. Se conectan en serie un inductor de 1 H, una resistencia de 2 0 , un capacitor de 0.5 
F Y una fuente de voltaje alterno dado por E (t ) = 20 cos 2t V. Si la carga inicial 
almacenada en el capacitor es de 1 Colulomb y la corriente inicial es igual a cero 
Amper I encuentre: 

a) La carga que contiene el capacitor en el t iempo t > O. 

b) La corriente de estado estacionario y exprésela en la forma alternat iva. 

5. Un inductor de 0.4 H, un condensador de 0.001 F y un generador con una fuerza 
electromotriz de 20 V se conectan en serie. Si en t = O la carga y la corriente son 
cero, determine: 

a) La carga y la corriente para todo tiempo. 

b) Los valores máximos de la carga y la corriente. 

6. Un circuito en serie contiene un inductor de 1 H,un capacitor de 10- 4 F y una 
tensión E(t ) = 100 sen 50t Volts. Inicialmente la carga y la corriente son nulas, 
encuentre: 
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a) La carga y la corriente en un instante cualquiera. 

b) Los instantes en los cuales la carga del capacitar es cero. 

7. Un circuito en serie contiene un inductor de 5/ 3 H,una resistencia de 10 n, un 
condensador de 1/ 30 F Y una bateria de 300 Volts. Si en t = O la carga y la 
corriente son cero, determine: 

a) La carga y la corriente en un instante cualquiera. 

b) La carga máxima en el condensador . 

c) Manteniendo fijos los valores de la inductancia y la capacitancia (ignorando la 
bateria) ¿para qué valores de la resistencia el circuito llega a estar: sobreamor­
tiguado , críticamente amortiguado o subamortiguado? 

8. Suponga que en un circuito LRC en serie L = 1 H Y e = 1/3 F. 

a) Determine los valores de R para los cuales el ci rcui to está subamortiguado. 

b) ¿Para qué valores de R se puede producir resonancia? 

5.5 Otras Aplicaciones 

Existen una gran cantidad de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias de 
segundo orden. En esta sección presentaremos dos ejemplos más para ilustrar las posi­
bilidades. 

5.5.1 Vigas Horizontales 

El problema consiste en determinar la flexión de una viga rectangular sometida a una 
carga. Inicialmente la viga es recta y su eje central coincide con el eje x, como se muestra 
en la figura 5. 16. Posteriormente, dicho eje se ha desplazado debido a la acción de la 
carga (ver figura 5. 17). Lo que se desea es obtener la ecuación de la curva punteada, 
llamada curva elástica, que nos da la deformación de la viga. 

Por simplicidad consideraremos la curva elástica y un punto P(x, y) sobre ella. De 
los cursos de Física se sabe que el momento M en el punto P es la suma algebraica de 
los momentos de las fuerzas externas que actúan sobre el segmento de la curva. Aquí 
supondremos que las fuerzas hacia arriba dan momentos posit ivos y las fuerzas hacia 
abajo dan momentos negativos. El momento está dado por 

d2y 
M = E1 dx2 ' 

donde E es el módulo de elasticidad de la viga e 1 es el momento de inercia. Luego, si 
queremos conocer la ecuación de la curva elástica debemos resolver la ecuación diferencial. 

E1d2y = M. 
dX2 

(5.43) 
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y 

........ v 

L...--___ --vV x 

Figura 5.16: Viga horizontal 

y 

~~====~~~~¿---x . . . . -. ------

Figura 5. 17: Aplicación de una carga a una viga 

Veamos un caso concreto. 

EJEMPLO . Una viga de 8 m de longitud está apoyada en dos columnas verticales. Si 
la viga tiene una carga uniforme de 500 kg por met ro de longitud y una carga al centro 
de 5000 kg, ¿cuál es la curva elástica de la viga? 

Solución. En la figura 5.18, las fuerzas que actúan sobre OP son 

1) Una fuerza aplicada en O a x metros 'de P . dirigida hacia arriba e igual a la 

carga total, es decir ~ ( 5000 + 8·500). 

2) Una fuerza de 500x dirigida hacia abajo que se supone concentrada en el punto 
medio de OP. 
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y 

x x ., ., 
Q 

O ~----r-----r-----------------~ 

p 

Figura 5.18: Viga del ejemplo 

Así el momento ft exionante (ftector) en P es. 

M F¡d¡ - F2d2 

~ (5000 + 8· 500)x - 500x G) 
= 4500x - 250x 2

, 

y la ecuación diferencial (5 .43), en este caso, tiene la forma 

d2y _ 2 
El dX2 - 4500x - 250x . 

x 

Podemos resolver (5.44) integrando directamente. Integrando una vez resulta 

dy 2 250 3 
EI - = 2225x - -x +c¡ 

dx 3 ' 

y volviendo a integrar obtenemos 

2225 3 125 4 
E l y = -3- X - 6x + e¡x + e2. 

(5 .44) 

En 0 , x = y = O de modo que e2 = O. En Q, x = 8, Y = O, por. lo cual el = -36800. Por 
lo tanto 

y = _1_ (2225 x3 _ 125 x4 _ 36800X) 
E l 3 6 ' 

es la curva elástica de la viga. 
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5.5.2 El Péndulo Simple 

Un péndulo simple consiste en una partícula de masa m suspendida de una cuerda (o un 
hilo inelástico) de largo 1 y de masa despreciable. Suponiendo que la cuerda está siempre 
tensa, que las oscilaciones son en un plano vert ical y que las únicas fuerzaS que actúan 
son el peso de la partícula y la tensión en la cuerda, deseamos hallar la ecuación del 
movimiento. 

, , , 
I , , , , , , 

e 

: s_ L _____ _ 

Figura 5.19: Péndulo Simple 

mg 

Sean O y s como en la figura 5. 19. Se t iene que s = 10 , de donde 

d2s d20 
-=1-. 
dt2 dt2 

Descomponiendo el peso mg en dos componentes, una en la dirección de la tangente a 
la trayectoria y la otra perpendicular a ésta, vemos que la componente perpendicular 
se compensa por la tensión. La magnitud de la componente tangencial es mg sen O. Ver 
figura 5.20. 

Luego, de la segunda ley de Newton se sigue que 

~O 
ma = mi dt2 = -mg sen O. 

Obtenemos así la ecuación diferencial 

d20 9 
dt2 = -y sen O, 

o equivalentemente 

(5.45) 
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, , , , , , , , , , , , , , , , , , , 
-- - ---- __ J _____ ----

Figura 5.20: Péndulo Simple. Componentes del peso. 

La ecuación (5.45) no es lineal y no puede resolverse en términos de funciones ele­
mentales. Sin embargo, para ángulos pequeños sen e "" e; que sustituyendo en (5.45) nos 
cond uce a la ecuación diferencial lineal 

(5.46) 

La solución general de (5.46) es claramente 

e(t) = Cl COS 1ft + C2 sen 1ft, 

que corresponde a un movimiento armónico simple con período 

T = 27rff 
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Conel usiones 

El material que hemos expuesto permitirá que el lector resuelva algunas ecuaciones 
d iferenciales ordinarias. No hemos pretendido presentar todas las técnicas de solución 
conocidas O posibles. En lugar de ello, animamos ahora al estudiante a explorar las 
opciones que ofrecen las diversas calculadoras o paquetes computacionales existentes, 
útiles para este propósito. 

Por supuesto, el usuario dc t.ah's rccursos siempre deberá proceder con sumo cuidado, 
desde el almacenamicnto de los dat.os hast.a la interpretación de la solución que obtenga. 

Por ejemplo, para resolvcr eCllaciones diferenciales ordinarias de primer orden con la 
calculadora TI-92 la instrucción gmeral es 

deSolve( ecuación, vmi"blc independiente, va¡~able dependiente), 

la cual conduce a la solución g('IH'ral. 

EJEMPLO 1. Resolver 
2 dlJ 3 3 

:"11 --"- = Y -x. 
d:r 

Solución. En este caso debernos teclear: 

deSolvc(x'y ' 2y '=y' S·x· S,x,y), 

lo que da por resul tado la expresión 

y" = @ 9 . . c" - 3x3 . In x, 

donde @9 denota una constante. En general con @n, n 
indica constantes. 

1, 2, ... ,25, la calculadora 

También pueden resolverse problemas de valor inicial empleando la calculadora. Ver 
páginas 120, 121 en [141. Asimismo, la instrucción para resolver ecuaciones diferenciales 
de orden dos es análoga. 
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EJEMPLO 2. Resolver 

Solución. Tecleamos ahora: 

deSolve(y" +4Y'+4y=lOx - 3 e - (-2x),x,y), 

obteniéndose 
x 5 

y = [5+@ 10· x+@11 ]C 2x 

Obsérvese que (@ 10· x+@11 )e- 2.x es la solución complementaria . 

Para este ejemplo es claro que la calculadora es una gran herramienta que ahorra 
tiempo y esfuerzo en el t rabajo necesario para calcular la solución. Hasta el momento 
sólo se pueden resolver mediante ella ecuaciones diferenciales de orden l y 2. 

Con el paquete computacional Mathematica, la solución de las ecuaciones de los ejem­
plos anteriores se obtiene mediante las instrucciones: 

DSolve(x'(y(x}) - 2'y '(x}=={y(x}) - 3 -x- 3, y(x}, x} 

y 

DSolve(y" (x}+4'y '(x}+4 'y(x)== 1 O'x - 3' Exp(-2x},y(x},x}, 

respectivamente. 
Las posibilidades al ut ilizar Mathematica son mayores, ya que además pueden resol­

verse ecuaciones diferenciales y problemas con valores iniciales de orden superior. Véase 
[13]. 

En relación a las aplicaciones queremos destacar lo siguiente. Para un estudio intere­
sante y completo de las curvas de persecución se recomienda [1]. El método de datación 
empleando Carbono 14 está en el libro del ganador del Premio Nobel de Química [7]. Una 
vasta colección de modelos de poblaciones se encuentra en [11]. El análisis de circuitos 
eléctricos y la deformación de vigas se pueden estudiar en [12] y [6], respectivamente. 

Finalmente, el lector interesado en consultar otro texto para un primer curso de 
ecuaciones diferenciales puede ver [10], que contiene una buena cantidad de referencias 
históricas de ecuaciones diferenciales y de matemáticas en general, así como otros ejem­
plos atractivos de aplicaciones. Por otra parte en los textos [2], [3], [4], [5] y [9] encontrará 
una exposición completa y con diferentes grados de profundidad de la teoría de ecuaciones 
d iferenciales. 
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Respuestas a los problemas 

Ejercicios 1.2 , Página 33 

1. Primer orden, y si es solución. 

2. Primer orden, y no es solución. 

3 Primer orden, y si es solución. 

4. Primer orden, y si es solución. 

5. Primer orden, y si es solución. 

6. Primer orden, y si es solución. 

7. Segundo orden, y si es solución. 

8. Tercer orden, y si es solución. 

9 Segundo orden, y no es solución. 

10. Segundo orden, y si es solución. 

Ejercicios 2.1, Página 43 

1. x = J cVt - 1 

y2 X 3 x3 

2. 2 + 2y + lnY = 31n x -g +c 

3. 0 = arccot (sent + e) 

1 (3 -2' ) 4. Y = - 31n 2e + e 

5. Y = ce{x- l )ez +2-x 

6. (y - 1 )eY = eX - e-x + e 

7. y - 21n(y + 1) = x - 51n(x + 2) + e 
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1 - t2 

8 . .7; =--
1 + t2 

/92- 1 
9. r = 4 --

3 

1 X ~ 
10. - (y - l )3+- vx2 + 4 + 2In(x + vx2 + 4)=e 

3 2 

Ejercicios 2.2, P ágina 53 

e 
l . Y = .1' In ­

l' 

2. y2(21'2 _ y2) = ex2 

y 
3. sen - = ex 

x 

3 3 5. x +y = exy 

6. xy + y2 = 2x 3 

7. y - 2x + 7 = e(x +y + 1)' 

ti. In (2x + 3y + 2) = 2y - x + e 

9. Y = x arctan(In x + 1) 

x x 
10. sen - + tan _ = cy - 2 

Y Y 

Ejercicios 2.3 , Página 62 

1. x'y2 - x3y = e 

2. y = J2( e + x2)e- 2x 

3. y = 
(e + x 3) 

(1' - 1) 

4 . No es exacta. 

5. x sen y - y cos x + In xy = c 

6. y sen t + t2e" + 2y = e 

Respuestas a los problemas 
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7. In xy + €,Y = e 

8. 
6 - X2 

y = 
J I + x2 

9 xy + eYlx = e 

10 No es exacta. 

Ejercicios 2.4 , Página 70 

1. ¡.t(x) = x-2, 4x2 - 2y + xy2 - cx = O 

2. ¡.t(x) = x 2, 
e - 4x5 

y = arceas 
5x3 

3. ¡.t(y) = e-Y, xe-Y + In x - 3y = e 

4 . ¡.t(y)=y2, 2x2y' + X2 + e = O 

5. ¡.t(y) = y- l , x In xy + x2 - y2 = e 

6. ¡.t(x) = x3, x6y2 _ x'y' = e 

7. ¡.t(x) = x2, x sen xy + x3y3 = e 

8. ¡.t(y) = y2, X In xy - y3 = e 

9 ¡.t(x) = x-3, 2y = x2(C + eos2y) 

10. ¡.t(y )=cos-3y, x = (y + c)cos2y 

Ejercicios 2.5, Página 73 

x e 
l. y=-+-

2 x 

x3 - 3x+c 
2. y = 3(X2+x) 

1 
3. Y = - 3 (1 + x2) + c(1 + X2¡-1 /2 

22 1 
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y e 
6. x = y In y - - + -

2 Y 

(sen x - x eos x + e) 
7. y = X2 

8. y = -esex 

1 
9. x = 2eY + ce- Y 

10. Y = 1 - 4e - tanx 

Ejercicios 2 .6, Página 77 

1. Y = ¡ x 3 

e-x 

2. X2 + y2 = ex 

3y = ¡~3+ex 
4. y = (x + ex2)-3 

5. y = -Y3 + ee 3x' 

6. X2 = Y 5 
2 + cy 

1 
7. Y = --;===;<--= 

e~-7 

8. y= V'ee 8x' + 2 

9. y( l + 2 1n x + ex2
) = 4 

10. x(2 - y2 + ce-Y' / 2) = 1 

Ejercicios 2.7, Página 80 

1. y2 + 2y( 1 - x) - 4x2 + 12x + c = O 

2. (1 + e5Y )2 (1 + sen 2 X) 5 = c 

3. y = -Y1 + cé/x 

4. y7 + 7eY sen x = c 

Respuestas a los problemas 
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_ 1 X In(J1+X2+x)+c 
5. y = -2 + 2J1+X2 

6. e' sen y + 2y cos x = c 

7. Y = xarcsen (c- In x) 

2x - I 
8. y= --2-

X 

él: eX 1 
9. Y = - - - - - ln x + c 

x X2 2 

lO. x2 + 3y2 + 4xy - 5x - y = c 

11 . cxcos1¿ = I 
x 

12. (1 +cosx)( 1 +eY ) = c 

13. (xe' - e')seny+y eosye' = e 

x( l +ex) 
14. Y = ---':-----'-

1 - ex 

15 (JY+ I )2+ 2 In(JY- I)+(JX- I )2+2 In(JX+ I ) = e 

16. · xeY/' - yeY/ ' + xlnx + ex = O 

17 = c 
. y (1+ e ')(1 + e) 

X2 
18. Y = -3 eos3x + ex2 

19. 4x = 6y + 3 + ee2y 

3 + e48 

20. r = 4e38 

21. y = x ln(ln ex) 
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22. 3x4 + 4x3 + 6x2y2 = e 

1 
23. (x + y)-I = -2é' + ce'. No se puede resolver con los métodos estudiados hasta 

ahora. 

24 . Y = 
3 

3x+ l +ee3' 

25. xy = -y eosy + seny + e 
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26. ex - y + 3x In x - 4x In y = O 

27 .. r + 2 Jy + 3x - 2 + 8 1n( 4 - Jy + 3x - 2) = c. No se puede resolver eOIl los métodos 
pstndiados hasta ahora. 

28. J" = - 3e;Y e- 'Y dy + ce'" ~ 3' J :J 2 32 

29. y=eln (; -2) 
30 (6.T2y 1- y2)e' = e 

31. In(.c2 + y2) - In .c = arctan 1¿ + e 
x 

32 . .c In y + eX + sen y = e 

3 
33. :c3 y3 = - v'T'+'? + e 

2 

(
ex-x2- 1) 

34. y = tan x 

35. y" = - 3X2 + ex3! 2 

36. y2 + xy + ex3 = O 

37 . 3X2 y 3 + y' = e 

x 
38. y = x sen x + -

7T 

39. x 2cosy + xsen y = e 

40. 2x2 + ex2y3 - 3y = O 

41. x2y + x + y3 + cy = O 

.i2±2 42. Y = ce , 

43. x - 1 = -y + 2 + ee - Y' ! 2 

e - x3 

44. Y = ~----.::....,--
3(T - x 3 ) 

45. JX2 + y2' + Y = ex2 

46. y' + y6 = e 

47. sen x - cosxseey + e = O 
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48 In[( 3y - 7)2 - (3x _ 2)(3y - 7) + (3x _ 2)2]- 2vÍ3 arctan (6~ 3x - 12) 
3(3x - 2) 

49. Y + 2 1n [y - 1 [ - x - 5 1n Ix - 31 = c 

51. In [1 + vi + 2ViJ - 2 arctan JV = 2JS + c 

52. y = arcsen (c sen t ) 

53. y = In ( 1 ) 
e - et+3 

54. y6 _ xsen x - y =-1 

55. In -- + x =e e +x
y

) 2 1 - xy 

56. 4x2y' - X'y 2 = C 

57. y -x - 3 In(x+y- l ) = e 

58. y = ~ (x' - 1) 
4 

59. ,¡xv + xy3/2 - lOJY + 4 = O 

60. y= ~x3+ex2 

61. In y = 2/r¡ +c 

62. 2x + eXY - y2 = e 

63 . y = ex 

e 
64. y = ­

x 

, 3 eosx 6sen x 6 cosx e 
65.y = senx+--- - ---- + -

x x2 x3 x3 

66 . eW' + cy + 1 = O 

Y 1r 67. ysen- = -
x 2 

68. X2 + 2x2y + y2 + 2y = c 
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2 
69. y2/3 = _x5 + ex2 

9 

70. Y = J(x3 + e)2 - 16 

2 1 
71. Y = ;:---,;------;; 

2X 3 + ex2 

72 . y6 - 6y + 3ex' = 3 

73 . Y = In (e - X2) 
2x 

6 - x2 
74. y = J I + X2 

75 x3 (1 + In y) - y2 = e 

76. 18y" - 13x3y54 + ex39 = O 

77. Y = ex2
, con e > O 

78. Y = ee~ 

79. X2 + y2 = cx 

80. y = eex
/
k' + k2, con k la distancia de F a t . 

Ejercicios 2.8, Página 86 

1. tan(x + y) - sec(x + y) = x + e 

2. x - y - ln(e- x) - 5 = O 

2 
3. y = - x 

ce'X _ e3x 

4. x+ y- In(c-cosx)= O 

5. y = tan (x + e) - x 

6. x = tan(x - y + 1) + e 

7. a) In y + xy = In x + e 

b) 
y y y 

cos-+-sen -=ex 
X2 x2 X2 

8 a) y = e¡ ln x + e2 

R espuestas a los problemas 
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b) 
x2 el 

y=-+-+c, 
6 x 

9. a) y' = (x +c¡)' +C2 

b) " Y = €T + C¡x+c2 

Ejercicios 2.9 , Página 88 

1. Y = x + ( eX' /' ¡ e- x' /' dx + cex' /' ) -¡ 

1 
2. y = eX + ,,----

1 + cex 

2 4x 3 

3. y = :;; + c _ x4 

Ejercicios 2.10, Página 90 

2 
la solución singular es y = 3X3/ ' 

2. y = cx- tan c, la solución singular es y = - tan ( arcsec ¡x) + x arcsec ¡x 

3. y = cx + In c, la solución singular es y = In x - 1 

4. Y = cx - ac _ c2, la solución singular es y = (X; a) 2 
Ejercicios 3 , Página 119 

1. a) y' = 2x + c 

b) x'+y' = cy 

2. a) y' = 2 In cosx + 4 

b) y = j~x' + 21 

3. a) y(t) = 10e-o.o256 , 

b) 8.8 g 

4. a) x(t) = 60e-00743S' 

b) 41.37 mg 

c) 18.64 horas 

5. 0.0433 % de la cant idad iniciaL 
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6. 8yo, donde Yo denota la cantidad inicial. 

7. 2.7 horas 

8. 218 animales 

9. 
1000 

a) P (t ) = 1000 _ 99ge-o.001 S t 

b) 1 

10. a) T(t ) = 21 + 77e - o.OI39113t 

b) 122.54 minutos 

11. 12.425 minutos. T (20) = 83.61°F 

12. - 30°F 

13. 46 segundos 

14. 650 lb 

15. 3 (t )5 a) A(t) = -(120 - t ) - 180 1 - -
2 120 

b) 2.8125 1b/ gal 

16. 10.85 años . 

17. a) x(t ) = 0.04(1 - e-(6.25XIO-'lt) 

b) 48 minutos . 

18. 986.58 lb 

19. A(t) = 300 - 260e- t / 50 

8(t ) = 3(100 + t ) + 39000 + 260t e-t / 50 _ 68000 
100 + t 100 + t 

20 . i(t) = 0.6(1 - e-5OOt ) , 

1 
21. q(t ) = 100 (1 - e-50

'), 

0.6 Amperes 

i(t) = q'(t ) = ~e-50' 
2 

22.i(t) = 4 - 4 
(1 + 0.02t )'oooo' i".., = 4 Amperes 

23. i( t ) == 20e- 4
' 

3 4 4 
24. q(t ) = 25 sen 6t + 25 cos 6t - 25 e - St 

Respuestas a los problemas 
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18 24 32 
i(t) = 25 cos6t - 25 sen 6t + 25 e-

8
' 

25. q(t) = e- 3
' - e- 6

', qm.x = q( ln 2/ 3) = 0.25 coulombs 

.() E E _ 11, 26. ,t = R - R e L , i (Lln2) = ~ 
R 2R 

Ejercicios 4.3 , Página 132 

1. y(x) = c¡éx + C2e- 3x 

2. y(x) = C¡ cos3x + C2 sen3x 

3. y(x) = C¡X + C2x2 

( ) 
2 C2 

4. y x = c¡x + 3 
x 

5. y(x) = c¡sen In x+c2cos ln x 

6. y(x) = c¡x2 + C2x3 

7. y(x) = C¡X + C2X' 

B- y(x)=c¡(X+ l )+C2e2x 

9. y(x) = C¡X + C2X-¡ 

10. y(x) = C¡ + C2X-2 

11. y(x) = c¡x2 + C2X.-2 

12. y(x) = C¡X +C2 (~ In l ~ ~: 1 - 1 ) 
13 . y(x) = c¡x - ¡/2 cosx + C2X-¡ /2 sen x 

14. y(x) = C¡ + c2 ln x 

15. y(x) = C¡X In x + C2X 

16. y¡(x) no es solución de la ecuación diferencial. 

Ejercicios 4.4, Página 139 

1. Y = C¡ cos J5 x + C2 sen J5 x 
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4. Y = c¡e - 2x + C2eX / 4 

5. y = cJe -- 3x + C2.xe - 3x 

6. y = e¡ e(¡·- 2V43)x/' + C2e(¡4+2v'43 )x/4 

7. y = c¡e9x + C2xe9x 

9. y = eX + 2e5x 

10. y = e- 2x cos.x + 2e- 2x sen x 

11 . Y = cos 2x - sen 2x 

12. Y = 4xex 
- eX 

Ejercicios 4.5, Página 144 

v'3 v'3 
1. Y = c¡ex + C2e- x/2 cos 2x + C3e-x/2 sen 2x 

2. y = c¡e-2x + C2e2x + C3 COS 2x + c. sen 2x 

4. y = C¡ cos 2x + C2 sen 2x + C3 COS 3x + c. sen 3x 

5. Y = Cl COS 4x + C2 sen 4x + C3X COS 4x + c.x sen 4x 

7. Y = Cl + C2 cos 2x + c3 sen 2x + c.x cos 2x + C5X sen 2x 

8. y = clex + C2e-x cos V2x + C3e-x sen V2x 

9. y = C¡ e-3x + C2ex cos 2x + C3ex sen 2x + c.xex cos 2x + C5xex sen 2x 

7 1 
10. Y = - + _e- 2x - 3e- x 

2 2 

1 
12. Y = 4 cos x - sen x - cos 2x + 2 sen 2x 
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Ejercicios 4.7, Página 171 

1. (4D - 3)(4D + 3) 

2. (D - 8)( D - 3) 

3. D(D + 6)2 

4. (D + I )(D - 2)(D - 4) 

5. D (D + 4)( D2 - 4D + 16) 

6. (D2 + 7)2 

7. D 3 

9. D(D - 4) 

10. D2(D - 10)2 

11. D 3(D 2 + 81) 

12. D2(D2 + 4)(D2 + 49) 

13. (D + 1)(D - 1)3 

14 . D(D2 - 6D + 25) 

15. (D2 + 4D + 13)(D2 - 12D + 45 ) 

17. Y=(Cl +c2x)ex+ 4 cosx- 5 sen x 

18. y = (Cl eos 4x + e2 sen 4x )eX - 1 + 4x + 17x2 

19. y = Cl + C2e- 8x - x + 4x2 

20. y = (el + c2x)e-2x + 4x2e-2x 

21. y = ele-3x + e2e-x - 2xe-3x + 6x - 3 

22 . Y = (Cl + e2x )e-5x + (x2 + x3)e- 5X 

7 
23. Y = Cl + C2e-3x + 3x - (x + 6x2)e- 3x 

24 . y = cle-3x + C2e-2x + (20x - 5x2)e- 2x 

23 1 
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1 
25 . Y = e-X(el eosx + e2 sen x) + 2x 

26. y = e- x/2 ( el eos v: x + e2 sen v: x) + (·~ X2 - ~x + D eX . 

27. Y = ele-(v'6+2)x +e2e(v'6-2)x - 2~ (I 2 sen2x+ 16 eos 2x) 

28. y = elCüsx+ e2sen x+ 1 +:J;(2 sen x - 4 eosx) 

1 
29 . Y = Cl eosx + c2sen x + x2sen x + xeosx - 2 sen x 

1 1 
30. Y = el cos x + e2 sen x + 2X sen x + 8 eos 3x 

1 2 5 I x 1 1 
31 . Y = Cl + C2e-

x 
+ 3x3 - X + 2 x + 2e + 20 sen2x - 10 cos 2x 

1 
32. Y = (el cosx + C2 sen x - 2xCOSX + xsen x)e2x 

33. 
2 1 1 

Y = (e l + czx)e x + x + 1 + 2s (4 cos x + 3 sen x) + 8 eos 2x 

1 
34. Y = (Cl + e2x)e- X + 1 + sen :J; + 25 (cos 2x + 7 sen 2x) 

( ) -3x 1 3 _3x 4 35. Y = el + C2X e + + x e + sen x - 3 cos x 

( ) 2x 1 
36. Y = Cl + C2X e- + 2x + 1 

37. Y = el e- 3x + C2e4:r + 2xe4x 

38 - x + 3x x + 3 . Y = el e C2e - e 

39. y = ele-x + e2ex + (2x3 - 3x' + 3:J;)e' + 10 

40 . Y = eX(cl cos 2x +e2sen2x) + e'sen x 

41. Y = el cos 5x + c2sen5x - 2xcos 5:J; 

42. Y = e-X(elcos 2x +e2sen2x) + (20x - 9) senx + (15x - 13)cosx 

x 1 2 
43. Y = Cl + e2x + e3e- + 2x 

44 . y = Cl + e2x + e3x2 + e4x3 + ese' +- (x2 _ 8x)eX _ x4 

45. y = Cl + C2X + e3e- x + 12x2 - 4x3 + x , 
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6 - 2x + '+ 4 4 . Y = el + e,x + e3e x x 

( ) x 1 ' x 1 , 
48. y = el + e,x + e3 + e4 ' · e + 2x e + 2x 

49. y = elexI2 + e,e- xl' + e3 eos ~ + e, sen ~ + 2xexI2 

50. YP = Axex + eX( B eos 2x + C sen 2T) + xeX(E eos 2x + F sen 2x) 

51. YP = Ax + (Bx +Cx')éX + (E+ Fx + GI')e -X eosx + (H + Jx + Jx')e -X sen.r 

52. YP = A eosx + B sen x + Ccos3x + Esen 3x 

53 . YP = (A + B x)xeX + (Ceosx + Esen x)eX + Feos2I + Gsen2x 

54 . YP = (A + B x + CX')COSI + (E + FT + G.,.')sen x + H x' + Jx3 + Jx' + [(.,.5 + 
(Lx + M x')eX 

Ejercicios 4.8, Página 178 

-1. y(x) = el eos x + e, sen lO - (cos .r ) In 1 sec.r + t.an lOl 

2. Y(lO) = el eoslO + e, sen x - lO cos.!" + (sen lO) In 1 sen lO l 

3. y(x) = ele- x + e,e - 3x + ~ [e-2r + (e - X 
- e-3X ) In (l + eX )) 

4. y(x) = ele-x + e,e-" + (~1; ' - J-) e- x 

5. Y(lO) = (el +e2lO)e- 3x -c- 3·' hlJ" 

6. y(x) = ele'x + e2lOe'x + ~ c'r[.r' ¡t¡"ct.all .!" - arct.all J. - x In(l + x') ) 

9. y(x) = (el + e,x)e3x + G In lO - D x'e3
, 

1 1 
10. y(x) = el eosx + e,sen lO + ¡lOsen x - ¡X' eos T 
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2 1 2 r,---;; 
12. y(x) = (CI + c2x)e3 X + ge 3X( vI - X2 + x arcsen x) 

_ 1 ln x 
14. y(x) = CIX + C2X - -

2x 

15. y(x) = CI eoslnx + C2sen lnx - (coslnx) ln(seelnx + tanln x) 

Ejer cicios 5.1, Página 187 

1. a)x(t )= O.lcost 

b) T = 1r/ 3 

2. a) x( t ) = - 0.4 cos4t + 0.3sen4t 

b) x(t ) = 0.5sen (4t - 0.9273) 

c) 16 oscilaciones. 

3. a) x (t ) = 0.6 cos 5t - 0.8sen5t 

b) 1: (t ) = sen (5t + 2.4981 ) 

n1r 
e) tn = 5 - 0.4996, n = 1, 2, 3, .. 

d) 

Figura 5.21: Gráfica de x( t ) = sen (5t + 2.4981 ). 
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1 2 
4. a) x (t ) = -lO cos9t - 15 sen 9t 

1 
b) x (t ) = (; sen (9t + 3.7851) 

c) 

Figura 5.22: Gráfica de x(t ) = ~ sen (9t + 3.7851) 

d) tn = mr/ 9 - 0.4206, n = 3, 5, 7, ... 

e) x(7r / 18) = -0.1333, x(7r / 9) = 0.1 , x(7r / 3) = 0.1 

f) x' (7r / 18) = 0.9 , x' (7r/ 9) = 1.2, x' (7r / 3) = 1.2 , en dirección hacia arriba en 
los tres casos. 

5. a) x(t ) = ~ cos8t 

b) T = 7r / 4 

c) 32 oscilaciones 

d ) tn = (2n + 1)7r/ 16, n = O, 1, 2, . 

1 1 
6. a) x(t) = ;¡ cos8t + 2 sen8t 

J5 
b) x(t) = 4 sen (8t + 0.4636) 

c) tn = n7r / 8 - 0.05795, n E N 

d) 

Figura 5.23: Gráfica de x(t ) = ¿ sen (8t + 0.4636) 
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7. En la posición de equi librio. 2rr /w. 

8. a) m = 1/ 4 slug, k = 1 lb/ ft. El movimiento inicia en un punto que está 2 ft 
abajo de la posición de equilibrio y con una velocidad inicial de 4 ft / s dirigida 
hacia arriba . 

b) m = 1/ 25 slug, k = 25 lb/ ft . El movimiento inicia en un punto que está 0.1 ft 
arriba de la posición de equilibrio y con una velocidad inicial de 4 ft/s dirigida 
hacia abajo. 

9. a) x(t)=~cos8t-~sen8t 

b) x(t ) = f, sen (8t + 2.2143) 

e) tn= nrr/ 4-0.2113 , n = 1, 2, 3, .. y in = nrr/ 4 + 0.0505, n = 0, 1, 2, .. 

10. a) x(t) = ~ eos 10t - ~ sen 10t 

b) En t = 1.34 segundos , con una velocidad de - 7.071 ft /s. 

e) tn= nrr/ 5-0.l865 , n = 1, 2, 3, ... y in = nrr/5 + 0.02945, n= 0, 1, 2, ... 

d) t;, = (2n + l ) fo - 0.23562, n = 1,2, 3, ... 

Ejercicios 5.2, Página 199 

1. a) x(t) = G + 6t) e-s, 

b) Nunca pasa por la posición de equilibrio 

c) El desplazamiento máximo es de ~e- 1 /3 ft . 

d) 

, 
n 

Figura 5.24: Gráfica de x(t) = (~+ 6t) e-s, 
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2. 

3. 

Ví3 a) x(t) = -6-e-3' sen (2t + 2.5536), 
71" • 

tn = n"2 - l.2768 , n ~ 1, e impar. 

o 000' 

o 000< 

". O~"l 

" 
,. , o 000' 

" " " ~t I 

Figura 5.25: Gráfica de x(t ) = ~e-3' sen (2t + 2.5536) 

v'26 b) x(t ) = - 4-e-' sen (t + 3.3390), tn = n7l" - 3.3390, n ~ 2, Y par. 

• < 

- o. I 

-o." 

-o. ) 

- o .• 

-o. ~ 

Figura 5.26: Gráfica de x(t ) = V:e-t sen (t + 3.3390) 

3 5 a) x(t) = _e-2' - _e- 4t 

2 2 
1 5 

b) t =- ln -
2 3 

e) 

_0.<1 

-o .• 

-0.6 

_ O.~ 

_ I . o 

Figura 5.27: Gráfica de x(t) = ~e-2' - ~e-4t 
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4. a) (3 > 2 

b) (3 = 2 

e) O < (3 < 2 

5. VD < -4 ó - ~ < VD < O 

6. rn = 1/8 slug, k = 1/ 4 lb/ ft . El movimiento inicia en un punto que está 1 ft 
arriba de la posición de equilibrio y con una velocidad inicial de 1 ft /s dirigida 
hacia. arriba. El medio ofrece una resistencia al movimiento numéricamente igual a 
dos veces la velocidad instantánea. 

7. a) Movimiento sobreamort iguado o críticamente amortiguado. 

Ejercicios 5.3, Página 207 

1 2 
1. a) x(t) = -6e- 4t + 3e- t - cos2t + 2 sen2t 

b) 

---- Solución TrOr'\SII OflO 
s~uc.on EsroctOnOfiO 

b) No. 

Figura 5.28: Soluciones transitoria y estacionaria del problema 1 

c) 

, , 

Figura 5.29: Gráfica de x(t ) = _~e-4t + ~e-t - cos2t + 2sen2t 
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2. 
17 1 1 

a) x(t) = -e-' - _e-s, + -te- ' 
48 48 4 

b) 

o . , 

o . ;¿ 

o . , 

, , , t 

Figura 5.30: Gráfica de x(t) = 12e-' - -Le-s, + lte-' 
48 48 4 

11 58 
3 x(t) = (-:3 + -:3t)e-2' - 4 cos4t - 3sen 4t 

Figura 5.31: Gráfica'de x(t) = (lf + ~t)e -2' - 4cos4/ - 3 sen~/ 

1 25 5 
4. x(t) = e-'( 4" cos 2t + 8 sen 2t ) + 2te-' sen 2t 

Figura 5.32: Gráfica de x(t) = e-' O cos 2/ + ?f sen 21 ) + ~le- ' sen 21 
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1 13 1 
5 . . [ (t) = -- cos 2t + - sen 2t + 5t( sen 21 - - cos 2t ) 

242 

Figura 5.33: Gráfica de x (t ) = -4 cos 2t + .!f sen 2t + 5t ( sen 2t - 4 eos 21) 

3 11 15 o. x(t ) = -- cos I5t + -- sen I5t + (cos 2t - 2 sen 2t )e- ' 
4 5 

x 

Figura 5.34: Gráfica de x( t ) = - ~ cos I5t + Ilf sen I5t + (eos 21. - 2 sen 21. V -, 

7. 
d2x dx 

a) La ecuación diferencial es m d 2 = - k( x - h) - f3 -, que en este caso se ¡ed uce a 
t dt 

d2x dx 
-2 +3- +2x = 4 cos 3t; sujeta a las condiciones iniciales x(O) = O, x'(O) = o. 
dt dt 

2,8 2,2 2 
b) x(t) = --e- + - e- - - cos 3t + - sen 3t 

21 21 7 9 
c) 

Figura 5.35: Gráfica de x( t ) = -f¡e-' + !ie-2' - ~ cos3t + ~ sen3t 
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4 
8. X(I) = "7 (eos Jit - cos3t) 

Figura 5.36: Gráfica ele x(t) = Hcos Jil - oos3t) 

Ejercicios 5.4, Página 211 

1. q(t )= 7 -e-'(6cos2t+3sen2t) 

'i(t) = 12e-' sen 2t 

2 . . q(t) = e-
6

' G cos 8t + 1
3
0 sen 8t) - ~ cos lOt 

i(l) = 4 sen lOt - 5e- 6' sen 8t 

3. a) q(t ) = -e-~ ' ( 4 ros 5t + 2 sen 5t) + 4 

b) i(t) = 25e-~' sen 51 

e) 4 Cou! .Y O A. 

4. a) q(t) = e-' (3eost - 5sen t ) - 2 eos 21 + 4 sen 2t 

b) i,(t) = J80sen (2t + 1.1071) 

5. a) q(t) = -0.02cos50t + 0.02. 

b) 0.04 Cou! y 1 A. 

¡(t) = sen 50t 

6. 
1 ! 

a) q(t ) = - 150 sen 100t + 75 sen 50t 

b) 
2 2 

i(t) = -3 eos 100t + 3 cos50t 

nrr 
e) tn = 50' n = 1, 2, 3'00' 

241 
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7. a) q(t ) = -10e- 3t(cos3t + sen3t) + 10 

b) i(t) = 60e-3t sen 3t 

e) qm.r = q(rr/3) = 10.432 Cou l 

d ) Está: sobreamortiguado si R > J200, críticamente amort iguado si R = J 200 
y subamortiguado si O < R < J200. 

8. a) O < R < 2J3 

b) 0 < R < J6 
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Este libro está diseñado para un curso trimestral de ecuaciones diferen­

ciales ordinarias. Presentamos los teoremas y técnicas de solución que 

consideramos básicos en un estudio introductorio de esta importante disci­

plina de las Matemáticas. Aunque no hemos puesto énfasis en las demos­

traciones, proporcionamos una buena cantidad de ejercicios resueltos, de 

modo que un estudiante de Ingeniería podría obtener, mediante su aná­

lisis, un nivel satisfactorio en los diferentes métodos de solución de ecua­

ciones diferenciales y sus aplicaciones elementales más comunes. Los 

diferentes temas se exponen en forma clara y sencilla para su inmediata 

comprensión. En las primeras secciones los desarrollos se hacen de ma­

nera exhaustiva. Más adelante, lo que ya es conocido no se desarrolla com­

pletamente, sino que se dejan al lector los detalles que en ese momento 

ya está en capacidad de realizar. En consecuencia, el texto se puede utili­

zar para un curso tradicional o bien, para un curso en el Sistema de Apren­

dizaje Individualizado, en el que el alumno estudia por su propia cuenta. 


