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Prélogo

ESDE QUE SE LLEVO a cabo la ultima revisién-actualizacion del plan de
estudios y de los programas sindpticos de la licenciatura en inge-
nierfa electrénica en Ja Universidad Auténoma Metropolitana, se
tienen pocos libros de texto que apoyen eficazmente a los estudiantes en el
tronco profesional. En muchas unidades de enseianza-aprendizaje (UEA)
no existe material de apoyo. Con este propdsito se origind el presente tra-
bajo; por afnos se ha impartido la materia Analisis de senales sin contar con
un documento en espafiol y apegado al programa sinéptico. A modo de
marco referencial, ]a materia se imparte en noveno trimestre, se encuentra
seriada hacia sexto trimestre con Probabilidad y estadistica, y hacia nove-
no trimestre con Comunicaciones III. El curso da por hecho que el alumno
posee una formacién sélida en matematicas (Célculo diferencial, Célculo
integral y Probabilidad y estadistica principalmente). Como la materia esté
ubicada en noveno trimestre y el alumno dejé de tener materias de mate-
maticas tres trimestres antes, trae consigo problemas importantes. Los es-
tudiantes no recuerdan con facilidad integrar y derivar, lo que convierte al
curso en un embudo para la carrera; un alto porcentaje de estudiantes re-
prueban o desertan (renuncian en la quinta semana) porque no entienden
demostraciones o aspectos basicos del cédlculo vectorial-matricial. Dicho lo
anterior, resulté un doble reto escribir el presente libro de texto: a) por un
lado, que contuviera todos y cada unos de los temas indicados en el plan
de estudios, con la profundidad y claridad debidas, y b) que contuviera
suficientes antecedentes matematicos para que el estudiante comprenda
facilmente los conceptos expuestos. Con toda seguridad el texto sera util
en otras escuelas e institutos en los que se incluya el tema como parte del
plan de estudios de carreras similares.
Los objetivos del libro no son tinicamente exponer la teoria, plantear
ejercicios y dejar problemas a resolver por parte del alumno, no: buscamos
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Prélogo

una formacién mds completa adicionando simulacién en Matlab; es impor-
tante que los estudiantes puedan apreciar los fendmenos de manera grafi-
ca, que puedan explorar variando parametros y ver el resultado inmedia-
tamente. Asf, nos hemos preocupado por afiadirle un capitulo de introduc-
cién y manejo de Matlab en un nivel de programacién.

Cabe aclarar que, adicionalmente al libro de texto, se cuenta con la
version electrénica completa del documento en el servidor thor.uam.mx
del 4rea de comunicaciones. El objetivo es incursionar en el sistema de edu-
cacidn a distancia, con todas las ventajas que representa trabajar en la web.

LOS AUTORES



CAPITULO I

Introduccion

N LA FORMACION DE UN PROFESIONAL en electrénica, en la actualidad las

comunicaciones se han vuelto basicas, tanto las comunicaciones

satelitales, de computadoras o por radio frecuencia, como las comu-
nicaciones hombre-méaquina. Toda comunicacién estd compuesta por un
emisor, un mensaje y un receptor; el mensaje es una “sefial” que porta al-
gun tipo de informacién. El mensaje debe ser bien recibido, analizado e
interpretado de acuerdo con lo que el emisor desea comunicar; si falla al-
guno de los puntos anteriores (recibir, analizar e interpretar), se crean seve-
ros problemas de comunicacién.

En el presente libro se encuentran los fundamentos del campo “Anali-
sis de senales” organizados y presentados de acuerdo con el plan de estu-
dios de la carrera de ingenieria electrénica. La UEA se cursa en el noveno
trimestre de la carrera, y es requisito haber cursado Probabilidad y estadfs-
tica, materia que se imparte en sexto trimestre. Adicionalmente, Anélisis
de sefiales sirve como base para Comunicaciones III, que se imparte en
décimo trimestre. El libro esta constituido por seis capitulos; el primero es
la presente introduccidn, el segundo corresponde a “Ortogonalidad y se-
ries de Fourier”, el tercero trata de “Transformada de Fourier”, el cuarto
versa sobre “Teoria de muestreo”, el capitulo quinto, de “Variables y proce-
sos aleatorios”, y finalmente el capitulo sexto se dedica a un minicurso so-
bre Matlab (paquete de simulacién). A continuacién se presenta un breve
resumen de lo que se abordara en cada uno de los capitulos siguientes:

11. Ortogonalidad y series de Fourier. En este capitulo se proporcionan con-
ceptos basicos de qué es una sefial, sus caracteristicas, y algunas de sus muil-
tiples taxonomfas. Se presentan los diferentes campos de aplicacién de Ana-
lisis de sefales. Posteriormente se pasa a las definiciones de periodicidad y
ortogonalidad de funciones. Puesto que es importante la ortogonalidad de
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funciones para poder descomponer cualquier funcién en funciones base
ortogonales, se presentan las caracteristicas y propiedades que deben satis-
facer dos funciones para poder considerarlas ortogonales. En particular se
trabaja con funciones del tipo seno y coseno, asi como con la funcién
exponencial compleja. Definidos los conceptos de ortogonalidad se pasa al
desarrollo de sefiales en series de Fourier, y se demuestra cémo obtener los
coeficientes a,, 2, y b, para determinar la aproximacién de f(t) a k-elementos
de la serie. Se citan también las propiedades que debe tener una senal para
poderla desarrollar en series de Fourier. Se presentan diferentes ejemplos de
desarrollo en series de Fourier, y en la parte final del capitulo se desarrolla la
serie exponencial compleja de Fourier; con dicha serie se analiza el conteni-
do de informacién en el dominio de la frecuencia.

1. Transformada de Fourier. Como una continuidad del capitulo II se
presenta el capitulo III referente a la transformada de Fourier; en él se ex-
pone su definicién, se demuestran sus propiedades y se dan ejemplos en
sistemas de comunicacién: propiedad de linealidad, desplazamiento en el
tiempo, desplazamiento en la frecuencia, escalonamiento en el tiempo,
escalonamiento en la frecuencia, simetrfa, la propiedad de convolucion en
el tiempo y la propiedad de convolucién en la frecuencia. En todas las pro-
piedades se analizan las respuestas tanto en tiempo como en frecuencia, en
frecuencia la respuesta en magnitud y en fase. Finalmente, se plantea el
problema de truncamiento temporal y los diferentes efectos producidos,
con el fin de aminorar el problema de inducir altas frecuencias cuando se
usan ventanas cuadradas (se ven los efectos de utilizar ventanas: Hanning,
Hamming, Bartlett y Blackman). Se plantean ejercicios en Matlab que
ejemplifican todos y cada uno de los conceptos expuestos.

IV. Teorin de muestreo. Se presentan los fundamentos que hacen posible
la conversién de una seial continua del tiempo a su equivalente en mues-
tras digitales. Se exponen conceptos como el muestreo ideal (con deltas de
Dirac), el muestreo real, el teorema de muestreo, la periodizacién de espec-
tro y los efectos de recubrimiento de espectros. También se analiza el pro-
ceso inverso, es decir, la conversion de la senal digital a senal analdgica.

V. Variables y procesos aleatorios. En el capitulo V se cubren temas como
procesos estocasticos, variables aleatorias, procesos ergédicos. Se plantean
diferentes herramientas para caracterizar variables aleatorias; unas de estas
herramientas son Jas funciones de densidad de probabilidad y las funcio-
nes de distribucién de probabilidad. Otra herramienta es la esperanza
matematica o valor esperado a sus diferentes drdenes; a primer orden se
caracterizan por el valor promedio, a segundo orden por el valor cuadratico
medio, la varianza, la desviacidn estandar y la correlacion; a tercer orden
se exponen conceptos como el “sesgo” (grado de simetria respecto al valor
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Introduccion

medio), y a cuarto orden se plantea el concepto de “kurtosis”, el cual indica
el grado de similitud de una funcién de densidad cualquiera respecto a
una funcion de densidad gaussiana. Finalmente veremos conceptos de fun-
ciones de densidad y distribucién conjunta (tinicamente para dos variables
aleatorias), funciones de correlacién, independencia estadistica, autoco-
rrelacién, energia y potencia.

VI. Curso Matlab. En este ultimo capitulo se pretende que el estudiante
tome los elementos minimos que le permitan programar en Matlab.

Matlab es un programa de simulacién que trabaja con base en inter-
pretar lineas de comandos. La finalidad de este capitulo es facilitar las ope-
raciones de vectores y matrices, por un lado, y, por otro, facilitar el desplie-
gue gréfico de la informacién.

Recomendamos ampliamente al usuario que primero pase al capi-
tulo VI y realice todos y cada uno de los ejercicios, para que pueda inter-
pretar mejor los ejercicios expuestos en los diferentes capitulos.

Para finalizar se presentan las conclusiones.






CAPITULO 11

Ortogonalidad y series de Fourier

INTRODUCCION

L OBJETIVO DE ESTUDIAR andlisis de sefiales es aprender a caracterizar

una sefial, es decir, conocer los pardmetros que la definen. Una sefial

es todo aquello que porta informacién y puede viajar por algiin me-
dio, ya sea material o el vacio. En las comunicaciones, por ejemplo, existen
varias formas de enviar informacién; antiguamente la informacién se en-
viaba a través de sonidos que viajaban en el aire, tales como los sonidos
emitidos por tambores, gritos, etc. Con el avance de la tecnologia los me-
dios de comunicacién han sufrido grandes cambios, pues ahora la comuni-
cacidén se realiza por medio de senales eléctricas u dpticas que viajan por
cables, fibras épticas o el medio ambiente.

En este curso se consideran solamente sefiales eléctricas, por lo gene-
ral sefiales de voltaje o corriente que bajo cierto comportamiento se pueden
describir, algunas veces, por una relacion matematica explicita. Ademas
tienen la caracteristica de que son funciones univaluadas del tiempo.

Entre los muchos campos en donde hay una importante aplicacién
del andlisis de seriales se pueden citar los siguientes:

Seguridad
» Control no-invasivo de estructuras (nuclear)
* Pruebas de control de calidad

Sismologia

* Analisis de senales sismicas (potencia del sismo, forma, origen,
etcétera).
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Andlisis de sefinles

Geofisica
* Investigacién de zonas petroleras

Ingenieria biomédica
* Analisis de senales cardiacas, fetales, etcétera
* Procesamiento digital de imagenes

Telecomunicaciones
e Codificacién

* Transmision

¢ Anadlisis

Comunicacién hombre-maquina
* Sintesis de voz, reconocimiento de voz

Publico en general ‘

* Computadoras o sistemas que hablan (carros, juegos, etcétera)
* Aprendizaje de lenguas extranjeras asistido por computadora
* Tv digital

* Internet (codificacién-decodificacién de informacién)

Militar
¢ Radar
* Pilotaje automatico (misiles, aviones)

CLASIFICACION DE SENALES

Existen diferentes clasificaciones de senales, entre las que destacan las si-
guientes categorias:

* Senales de energia

* Senales de potencia

* Senales continuas o analégicas
* Senales digitales

* Senales periddicas

* Seriales no periédicas

* Senales deterministicas

* Senales aleatorias

A continuacién se exponen las caracteristicas de cada categoria, asf
como ejemplos de ellas.
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Ortogonalidad y series de Fourier

Seriales de energia

Una sefial de energia es una serial en forma de pulso que normalmente
existe s6lo durante un intervalo finito de tiempo. Si esta presente en un
lapso infinito, tiene, al menos, la mayor parte de la energia concentrada
en un intervalo finito de tiempo.

Ejemplo de sefiales de energia:

iy R Acos (wyt - 0)

et
A <

JANAE
VY

FIGURA II.1. Senales de energia

La energfa de una sefal se puede calcular con la siguiente férmula:

E= [lrefar (L1)

Si esta integral es finita, entonces f(t) es una sefal de energia.

Seniales de potencin

A las senales en las que la ecuacién (IL.1) es infinita se les conoce como
sefiales de potencia porque en este caso sélo se puede calcular su potencia.

Si se tiene una senal f{f), su potencia media en el intervalo (¢,, t,) esta
dada por la expresion:

= 1 f 2

En el siguiente ejemplo veremos como realizar el calculo de la poten-
cia de una senal en la que la integral (I1.1) es infinita.



Andlisis de seriales

Ejemplo: Calcule la potencia de la sefial v(t) = A cos(wf)
con Ay w constantes

Primero calculamos la potencia instantanea, que es:

P(t) =

VO |Acos(ot)’ (A% _ A1 cos(wt)
I e S ‘T[E*T]

entonces la potencta promedio en un periodo T es:

v

2R 2R 2RT

0

0

T/ 42 2 2 | 1 A 2
5 11 A° AtcosCwt)). A _ A 1
P= T [[—+ ]dt =>RT L[ dt+.|‘cos(2(ut)dt}_ [r + e sen(Zwt)]
AZ

FIGURA I1.2. SeRal de potencia

Seitales continuas o analégicas

Son las que estan definidas para todos los valores de tiempo; pueden to-
mar valores en un intervalo continuo (a, b).
Estas sefiales se pueden escribir utilizando alguna funcién, por ejemplo:

La gréfica de estas sefiales se muestra en la figura 11.3.
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FIGURA |1.3. Senales analogicas

Seilales digitales (también conocidas como secuencias)

Las senales digitales o discretas sélo estan definidas para ciertos valores
del tiempo. Por lo comun se denota la variable independiente con la letra n
indicando e] niimero de muestras. Una sefial en tiempo discreto se puede
representar como una secuencia de nimeros reales o complejos.
Ejemplo:
x(m)=[1, 4,2, 8,9,3,0,1]
h(n) = 5exp(-j2n)

Una gréfica caracteristica se muestra en la figura I1.4

Sediales periddicas y no periddicas

Una sefal periddica es aquella que se repite exactamente a si misma en un
lapso fijo. Suele escribirse como f(t+T)= f(t), donde T es el periodo de la
sefal. Una senal periddica es una sefal de potencia si su energia por ciclo

es finita, y entonces la potencia media sélo necesita calcularse en un ci-
clo completo (figura IL.5).
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0.7

0.9 T -------------

0.8 f---

....................................................................................

0.6 [---==rf-=-

x(n)

0.5

0.3 |-+t

0.2 |-t

0.1 [-refes

03 R R

5 10 15 20
n ‘

FIGURA 11.4. Senai discreta del tipo exponencial negativo
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FIGURA 1.5, Sefales periddicas y no periédicas
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Senales deterministicas

Una senal deterministica es aquella para la cual podemos conocer todos
sus valores para cualquier valor del tiempo o el espacio; se puede repre-
sentar con una expresiéon matematica.

Un ejemplo de este tipo de sefiales se ofrece en la figura J1.6, donde se
muestra la gréfica f(t) = 2 sen (40f)e! u(t).

o

Amplitud
o

{(seg)
FIGURA 11.6. Sefal deterministica

Senales aleatorias

Una senal aleatoria es aquella en la que hay algiin grado de incertidumbre
en sus valores. Se puede representar con una expresion matematica como
f(t) = Asen(w,t + 9), sélo que ahora los pardmetros como la amplitud A, la
frecuencia w y la fase ¢ tienen asociada una funcién de densidad
probabilistica. Un ejemplo de sefial de amplitud aleatoria se muestra en la
figura I1.7.

ORTOGONALIDAD Y SERIES DE FOURIER

Para el analisis de sefiales es (itil poder representar una sefal en términos
de funciones base, tales como las funciones trigonométricas, las funciones

19
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fi)

[x(®)

FIGURA 11.7. SeAal aleatoria y su funcién de densidad de probabilidad asociada

exponenciales, entre otras. Para poder representar una funcién como una
combinacién lineal de otras funciones base, éstas deben cumplir con la con-
dicién de ortogonalidad, la cual se explica a continuacién.

Si se tiene un conjunto de funciones §,(t) que cumplen con la siguiente
condicién:

f¢1<t)¢;(twt = [ 9;(10(hdt =0

h h

donde ¢,(t) y ¢,(t) representan el complejo conjugado de ¢,(t) y de ¢,(¢)
respectivamente.

En general, si tenemos ¢, () y ¢,(t), dos funciones con valor complejo
de un conjunto de funciones complejas ¢,(t) , entonces las funciones ¢,_(t) y
¢,(t) serdn mutuamente ortogonales si cumplen con lo siguiente:

si m#n
(I1.3)

st m=n

n

T¢ o =
n n k

h

El conjunto de funciones ¢, (t) estd normalizado si

k, = f|¢"(t)|2dt =1

Si el conjunto de funciones es a la vez ortogonal y normalizado, se le llama
“conjunto ortonormal”,

Para comprender mejor el concepto de ortogonalidad, se puede hacer
una analogia utilizando vectores. Si ¢,(t) y ¢, (t) son vectores, entonces si
n = m los vectores ¢ (t) y ¢,_(f) son colineales y por lo tanto su producto

20
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punto es diferente de cero; por el contrario, si m # n, los vectores son
ortogonales y su producto punto es cero.

Se pueden hacer representaciones de funciones utilizando conjuntos
de funciones ortogonales tales como:

* Funciones seno y coseno
* Polinomios de Legendre
* Funciones exponenciales
* Funciones de Bessel

* Funciones de Walsh

* Funciones Wavelets

» Etcétera.

En este curso se utilizardn unicamente los conjuntos de funciones
senoidales y exponenciales para representar sefiales. Iniciaremos con las
funciones trigonométricas; primero se probara si las funciones seno y cose-
no cumplen con la condicién de ortogonalidad. Si las funciones seno y co-
seno forman un conjunto de funciones ortogonales, entonces se debe cum-
plir lo siguiente:

;
J.sen(nzu)ot)cos(nwot)dt:0, v om n=0,1, 2. (1L.4)
0

con w,=2n/T

La demostracién de esta expresion se hace a continuacion. Si tenemos
1
la identidad trigonométrica sen(A)cos(B) = 5[sen(A +B)+sen(A - B)] y la sus-
tituimos en la expresién I1.4 para hacer la integral, tenemos:

T T
J.sen(mw(,t)cos(nu)at)dt = J %[sen[(m + mw,t] + sen|(m - n)u)ut]]dr
0 0

2

1 [—cos(m + gt cos(m - mw,t '

(m+ nmw, (m=-njw, |

evaluando los limites y sustituyendo w, = 2n/T



Andlisis de senales

1 cos[(m+n)2n]+cos[(m—n)zn]_ 11

=0, sin, m=0,1,2...
20, m+n m-n m+n m-n

lo cual demuestra que el conjunto de funciones sen(mwt) y cos(nw_t) for-
man un conjunto ortogonal de funciones en el intervalo [0, T].

Es posible demostrar también los siguientes resultados, que, como
veremos mas adelante, son utiles para el calculo de los coeficientes de la
serie de Fourier:

A si m#n
_([cos(ma)ot)cos(nmot)dt= /2 s men=0 (I1.5)
T t i < 0 si m#n

J. sen(maoljsen(moedt =1y G =0 (IL6)

0

Las demostraciones de las expresiones I11.5 y I1.6 se dejan como ejerci-
cio para el lector.

Las relaciones anteriores muestran que las funciones: {1, cos(w,t),
cos(2w,t), cos(3wyt),..., sen(wyt), sen(2w,t), sen(3w,t), ..} forman un conjunto
ortogonal de funciones en el intervalo 0 <t < T y por lo tanto se pueden
utilizar para representar funciones en términos de éstas.

SERIE DE FOURIER TRIGONOMETRICA

Estas series fueron utilizadas inicialmente por Joseph Fourier para la solu-
cién de problemas relacionados con la transferencia de calor.

Segtn el teorema de Fourier, una funcién f(t) se puede representar
como una combinacién lineal de funciones ortogonales, en particular
como una combinacién lineal de funciones seno y coseno, de la siguiente
manera:

f(Hy=a,+ i[a" cos(nw,f) + bnsen(nu)ot)] (IL.7)

n=1

donde a,, 4, y b, son los coeficientes de Fourier, los cuales se obtienen a
partir de f(t); w, es la frecuencia fundamental y 2w,, 3w,... se conocen como
los componentes armoénicos de la sefal.
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Ortogonalidad y series de Fourier

Obtencién de los coeficientes a, a, y b,

La relacion entre la senal f(f) y las funciones trigonométricas esta en la rela-
cién entre el periodo de la sefial T y la frecuencia w,; esta relacién es w, = 2n/T,
ademas de los coeficientes, a, a,, a,, ... a,y b, b,, ... b, los cuales nos dicen
cudnto de los componentes armonicos se le debe agregar a la serie para
representar adecuadamente una funcién.

. A continuacién se aplica la propiedad de ortogonalidad para su ob-
tencion.

Obtencién del coeficiente a,
Si se integra la ecuacién (11.7) en el intervalo [0, T] se tiene

If(t)dt = J. [no + ila,, cos(nmot)+b”sen(ncunt)}}dt

(4] 0 n=l

Distribuyendo la integral e intercambiando el orden de la sumatoria e
integral se tiene

= JT. a,dt + 5: .T[ a, cos(nwet)dt + E.T[b,,sen(nwnt)dt
0 0

n=1 ¢

Las integrales de las funciones trigonométricas sen(nwt) y cos(nw,t) tienen las
siguientes caracteristicas:

.
Jcos nwot)dt =0y Isen (nwyt)dt=0 para n=1,2,3,
0

Aplicando lo anterior, se tiene:

T

[ 7yt =a, Idt =a,T

0

despejando a, se obtiene:

a, = —Jf(f)df (IL.8)
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A este coeficiente se le conoce como valor promedio 0 componente de
DC de la senal.

Obtencion del coeficiente a,

Multiplicando ahora ambos lados de la ecuacién (I1.7) por cos(mw,t) e inte-
grando en el intervalo [0, T], se tiene:

T T
If(t) cos(mw,t)dt = Jao cos(mawyt)dt +
0 0

o [T T
2 [J. a, cos(nwyt) cos(mwyt)dt + J b,sen(nwyt) cos(mwt)dt
n=l | p 0

aplicando las propiedades de ortogonalidad (I1.4) y la expresién (I1.5), la
parte inferior de la expresién anterior se reduce a:

o 0 m=n
= 2 a.A.ICOS("(Uaf)COS(m(Uof)dt = {T/2 men condicién de ortogonalidad
f T
J‘f(t)cos(mu)ot)dt = sustituyendo m por n y despejando a a,, se obtiene:
0
5 T
4, == jf (t)X(cos nwt)dt (I1.9)
0

Obterncion del coeficiente b,

Multiplicando ahora la ecuacién (I1.7) por sen(mw,t) e integrando en el in-
tervalo [0, T], se tiene:

T T
Jf(t)sen(;n@ot)dt = Jaosen(mwot)dt +
0 0

o t—-

Z[R" cos(nw,t)sen(mw,t) + b,sen(nw,t)sen(mw,t)|dt
=1
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Ortogonalidad y series de Fourier

Aplicando la condicién de ortogonalidad (11.4) y la expresién (I1.6), la
expresién anterior se reduce a:

.
[ sysenime pyat =, g

0

Reemplazando m por n y despejando b, , se tiene:

b, =

f(t) sen(nwt)dt (11.10)

~ N
o=

A la gréfica de los coeficientes de Fourier a4, y b, se le conoce como
espectro de lineas y nos indica en qué valores de la frecuencia se acumula
lJa mayor parte de la energia de la sefial.

Condiciones de Dirichlet

Una funcién f(t) puede ser representada como una combinacién lineal de
funciones ortogonales, en particular en términos de funciones trigonomé-
tricas, si cumple con las siguientes condiciones:

* La funcién f(t) tiene un numero finito de discontinuidades en un
periodo.

* La funcién f(t) tiene un nimero finito de maximos y minimos en un
periodo.

» Laintegral del valor absoluto de f(t) en un periodo es finita, es decir

%

J ojat < (I.11)
%

A continuacién se muestran algunos ejemplos de representaciones de
funciones en series de Fourier trigonométricas.

Ejemplo: Encuentre la representacion en serie trigonométrica de Fourier

de la funcién que se muestra en la figura (IL8); grafique el espectro de li-
nea. La amplitud es V'y el periodo es T.
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9
R SR,
-
(
(

................................

-V

0

FIGURA 11.8. Senal cuadrada

Primero definimos analiticamente la funcién f(t) en un periodo:

-V si -IStSO
2

fl)=
V si O<ts T
2
Calculo de g,
1 T/2 1 0 %
a== [ fae=—| [ (-vyar+ [var|=0
T -T72 T WA 0

a,=0

Este resultado es l6gico ya que la componente de DC de la sefial vale cero.
Célculo dea,

T/2
2
a=7 f () cos(nw t)dt
-T72
1K 7
a,=— _[ -V cos(nw,t)dt + J‘ V cos(nwgt)dt
T LY g
2
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’ &

-Vsen(nw,t)
nw,

. V(sennw,t)

2
an ==
T

nw
_7/2 0 o

2 _2 —Vsen(nu)oT/2)+Vsen(non/2) :3[0]
T nw, nw, T

Como se desprende de la grafica, para los componentes de la sefial
este resultado es el esperado, pues si se incluyera este coeficiente la gréafica
de los componentes cosenoidales introduciria un error muy grande en la
aproximacion de la sefal.

Célculode b,
) [0 Yz
b, == I —-Vsen(nw,t)dt + _[ Vsen(nw,t)dt

T| 4 ’
L%
r 7

2 Vcos(mnot)|0 _ Vcos(mnot)|/2
T nw, |—T/2 1w, |0

= 1[2 -2cos(nm)] = H(1 -(=D")
n2mn nm

como cos(nm)=(-1)", entonces:

0 para n par
b, = 4V para n impar
nm

Finalmente, la representacion de la sefial f(t) en serie de Fourier
trigonométrica es:
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Las graficas de los primeros cuatro componentes de la onda cuadrada se

Andlisis de seriales

n=1

muestran en la figura I1.9 cuando V=1y T = 2 seg:

Amplitud

Amplitud

(a)

Tiempo (seg)

{b)
2 T — T
Theeemeeens RUOUH 1. B :W....-
: |
2
B Oferegeaeerfersadanns JN DU NN I
E
- /
=Thoud u Al Badd. -
-2 ; : H
—4 -2 0 2 4
Tiempo (seg)
{d)
2 .

Amplitud

en[ 2n-Twgt] = Tv[sen(wot)+%sen(3wot)+%sen(5m0t)

Tiempo (seg)

FIGURA [1.9. Aproximacidn a una onda cuadrada utilizando series de Fourier,
conia)n=1,b)n= 3,¢)n=5yd)n=7

De la figura (I1.9) observamos que al ir adicionando mas y mas com-
ponentes a la serie, la gréfica de la suma de dichos componentes se va aproxi-
mando a la senal cuadrada. Sin embargo, notamos que en las esquinas de
la senal cuadrada siempre habrd pequenas oscilaciones conocidas como

fendmeno de Gibbs.

La grafica del espectro de lineas para esta senal es la siguiente:
Los valores de b, cuando V =1 son:

28
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Ortogonalidad y series de Fourier

b=4V/ =127
by=4V/ =04
by =4V/L =025
b, =4V =018
by =4V =011

La gréfica del espectro de lineas se muestra a continuacién:

N
1.4 y _ _ -
¢ § ! : :
12 S N S S S . —
L R
o 08 | I : : N S A
2 H 1 H H H H :
'Té : ; : ; i |
< 06 i R L i S Frmmmemnes
0.4 SR S { : S S— S—
: { o} : ! :
R R S B T T i i)
0 : . >
1 2 3 4 5 6 7 8 9
n

FIGURA I1.10. Gréfica del espectro de lineas

En el espectro de lineas la disminucién rdpida de la magnitud de los
coeficientes indica una convergencia rapida de la serie a la funcién f{(t).

Ejemplo: Encuentre la serie de Fourier trigonométrica de la sefial que
se muestra en la figura (I1.11); grafique su espectro de lineas suponiendo
una frecuencia de 1 kHz.

Definimos analiticamente la funcién en un periodo 7T,

S(t) = cos(w,t)
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it

1

U 0 U T U |
FIGURA [1.11. Funcion coseno

- sl 2 ) s Y Z) o

Calculo de a,

%
ay = % Jr cos(nwyt)dt = %{SEnn(:)mat)}
0

T

T/2

-T2

Célculodea,

i n#1

i on=1

o) % 0 S
a,=— | cos(w,t)cos(nwyt)dt = {
T_l/z 0 ’ T s

por la condicién de ortogonalidad, el unico coeficiente diferente de cero se
obtiene cuando n = 1; entonces

y todos los demas a_ son iguales a cero.
Calculode b,
2 T2
b, =—_[ cos(wyt)sen(nwyt)dt =0 V n=1, 2, 3..
TJd1n2

Entonces la serie de Fourier sélo tiene un componente:
S(t) = cos(wyt)

El espectro de lineas se muestra en la figura I1.12. La grédfica nos indica
que toda la energia de la senal estd concentrada en la frecuencia f = 1 kHz.
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1 Khz
n=1

FIGURA I1.12. Espectro de linea

FUNCIONES PARES E IMPARES

Para simplificar el cdlculo de los coeficientes de Fourier se puede aprove-
char la simetria de las funciones; esto se muestra a continuacién.
Se dice que una funcién f(t) es par si f(-t) = f(t); entonces es facil probar

que Jﬂ.f(f)df = Zj"f(t)dt
% A

Si una funcién es impar entonces f(—t) = —f(t), y en consecuencia

j f(Bydt=0

Aplicando lo anterior al calculo de a,, a, y b,, si f(t) es par, entonces:

A %
a=7 [ foa=2 ff(t)dt
_1/2 0

para a, se tiene:
A
4
a, = T f(t)cos(nw,t)dt (11.12)

0

yb,=0
Si por el contrario f (t) es impar, entonces 2, = 2, = 0, y entonces

%
b, = % J]f(t)sen(na)l,f)dt (11.13)

0
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En resumen: Si f(¢) es par, entonces tenemos:

fy=ay+ i a, cos(nw,t)

n=\

o T2 N
con % = T J.f(f)df y =¥.0[f(t)cos(nwnt)dt
0

Si f(f) es impar, entonces

f(H= Zb,,sen(nmot)
n=l
T/2
b =2 f F(hsen(nw,f)dt
con “n T 0

0

Ejemplo: Encuentre la serie de Fourier trigonométrica de la funcion
que se muestra en la figura I1.13.

-2

e et emmmmeeadee e mcemmmgmmm———————

RN [P

FIGURA 1.13. Senal diente de sierra

Solucién: Definimos la funcién en un periodo: f(t) = t en el intervalo 0 < t <1

Por otro lado, se aprecia que el periodo T es de valor uno; la frecuen-
cia fundamental w, es
2t 27
Wy=—=—=
T 1
Si a la sefial anterior se le resta el valor medio, entonces f(t) es una
funcién impar, y por lo tanto a, = 0 entonces sélo se tiene que calcular b,
para hacer la representacién en serie de Fourier trigonométrica. Para ello
vamos a calcular el valor de los coeficientes.
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Para a, se tiene

T

SIS

1
2
b, = ?'([tsen(nu)ﬂt)dt

y para b,

Integrando por partes se tiene

o
2 nw,t t
b =2 _tcos( W, )‘ . cos(nw, )dt
T nw, |, ¢ "W

y evaluando los limites

[— cos(n2m) + —sen(nZn)] -t

n nn

La representacion de f(t) en serie de Fourier estd dada por la expresion:

o

1 sen(nw,t)
f(f)=5—2

Obtencién de la serie de Fourier trigonométrica por diferenciacién

Del célculo sabemos que al derivar una funcién, el orden de ésta va dismi-
nuyendo; esto puede aprovecharse para simplificar los calculos de los coe-
ficientes de Fourier, y se muestra a continuacion:

De la serie de Fourier trigonométrica

f(ty=a,+ z[a" cos(nw,t) + b,,Sen(”(Dot)]
n=]

Si se deriva respecto del tiempo en ambos lados, se tiene:

4

o = 2 (—nw,a,sen(nwt) + nwyb, cos(nw ,t)| (11.14)
[z

puesto que f(t) es periédica de periodo T, df(t)/dt también debe ser periddi-
ca. Por tanto, proponemos la siguiente ecuacion:
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[y =ay+ z a; cos(nw,yt) + b sen(nw,t) (11.15)

Al comparar la ecuacidn (I1.14) con la ecuacién (11.15) se tiene

ay =0 (11.16)
a:l = n(DObu
b, = —no,a, (1.17)

a,y b, se deben calcular ahora como:

.
a, = %J;f’(t)cos(ncout)dt

.
, 2 ’
b, = ?J;f (H)sen(nw,t)dt

Para ilustrar este concepto se obtendra nuevamente la representacion
en serie de Fourier de la seial diente de sierra.

Calculo de a,

.................................................................

B ] Sy I ) FSupuin ANSOUON R

FIGURA Il.14. Derivada de la senal diente de sierra
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Célculo de 4/
T DA
a, = zJ.f'(t)df =2 f [1-8(t)] cos(nw,t)dt
T) 71,

La funcién &(t) tiene la propiedad

[ st - tyyat = feo),, = fito)

Al aplicar esta propiedad, la expresién para g, es:
7 ™
=2 f cos(nw,t)df ~ f 8(t)cos(nm0t)dt]
) %

= -2cos(n2mt)|_, = -2

de la ecuacidn 11.16 se tiene:

2 1
nwyb, = -2; entonces b, = e
19¢] nm
Calculo de b
2 " %
bl == J‘ f'(t)sen(nwot)dt =2 J [1-8(t)]sen(nw,t)dt
T L7 1,

% A
=2 fsen(nmot)dt— J &(t)sen{nwt)dt
T 2

=2sen(2nmt),_, =0 = -nw,ua, =0

por lo tanto:
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La representacién en serie de Fourier trigonométrica de la senal dien-
te de sierra queda de la siguiente forma:

o

1 1
f=>- Y — sen(n2nt)

que es idéntica a la obtenida, sélo que con menor dificultad.

En el caso en el que no se obtienen funciones delta en la primera deri-
vaciodn, es posible obtener los coeficientes de Fourier derivando varias ve-
ces la sefal hasta simplificar el calculo de dichos coeficientes. A continua-
cién se muestra un ejemplo de esto.

Ejemplo: Encuentre [a serie de Fourier trigonométrica de la senal trian-
gular que se muestra en la figura (II.15).

1 1L
\ v : : /t
_1\Vo 112 1\3//2
Lo

FIGURA 1l.15. Sedial triangular

Derivando la funcién se tiene la sefial que se muestra en la figura I1.16.

f

......B. —————————

-1 -h2 0 1 1 32 2

FIGURA 11.16. Senal triangular derivada

Al derivar una vez mas la funcién se obtiene el tren de impulsos que
se muestra en la figura I1.17
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)
4 1

T | +
-1 =112 0 172 1 312 2

FIGURA I1.17. Segunda derivada de una sefal triangufar

Al derivar dos veces la expresion I1.14 se tiene:
JHOE 2 —(nw,)*a, cos(nwyt) - (nw, )b, sen(nw,t) (IL18)
Ahora proponemos la serie de Fourier para una sefial f(t) derivada dos veces
F(0)=a5+ Y, a) cos(nwot) + bsen(nwyt) (I1.19)
Al comparar las ecuaciones (I1.18) y (11.19) se tiene

a7 =0
=-a,(nw,)’
bl = b, (nw,)? (I1.21)

(11.20)

Si volvemos a la solucién del ejemplo, observamos que el valor medio
es cero, asi que a,= 0, y como f(t) es una funcién impar, entonces a, = 0
Para b se tiene:

1
b= %J—Ll&[t - %) sen(nw,yt)dt = -8sen (nu)ot)| o, =8 sen[n g)
0

de la expresién (I1.21) se obtiene:

b 85en[ n %]

(nw,)* (nm)?

entonces la serie trigonométrica de Fourier de la senal triangular es:

~ Sen

2n-1)
_ 8 ( 2j —
[(f)—FZW_SEH[(zﬂ l)T{f)]

n=|
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Los componentes arménicos de Ja sefial triangular se muestran en la
figura [1.18.

2 T 2

-2 -2
-1 0 1 2 -1 0 2
2 T 2 T
1 j Ll R BN R
0 /\ 0 .

-1 i - i

-2 i ) :
-1 0 1 2 -1 0 1 2

FIGURA I1.18. Primeros cuatro componentes armoénicos de una senal triangular
utilizando serie de Fourier trigonométrica

SERIE DE FOURIER EXPONENCIAL

Ademads de las funciones trigonométricas, otro conjunto de funciones que
también cumple con la condicién de ortogonalidad es el de las funciones
exponenciales complejas. Esto significa que también es posible escribir una
funcién f(t) como una combinacién lineal de funciones exponenciales, es
decir, f(t) se puede escribir como:

fity="> Fem (11.22)

TESY

donde F , al igual que para la serie de Fourier trigonométrica, depende de
la sefial en cuestion.

Comprobaremos inicialmente si el conjunto de funciones ¢,(t) ="'

forman un conjunto ortogonal.
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Aplicando la condicién de ortogonalidad tenemos:

t ]
[ 0,000, 0t = [ " ermutemroway
0 I

1

— < ) [e;(n-m)wMz — pltn=mvoh ]’ con nEm,
j(n-muw,

- 1 ej(n-m)(.uo(l [e}("“m)lﬂo(lz“h) _ 1]
jOr-myaw,

Unicamente en el caso trivial en que ¢, = ¢, el término entre corchetes
es cero, en otro caso el resultado es ¢, — t ; en resumen:

J-u oot i gy _ {tz —t, para n=m
Yy 0 paran#m

Por lo tanto el conjunto de funciones ¢,(t) = forman un conjunto
ortogonal de funciones en el intervalo [t, , ¢ ].

Andlogamente a la serie de Fourier trigonométrica, para poder expre-
sar una funcién en términos de funciones exponenciales debemos encon-
trar el valor del coeficiente F,.

Si multiplicamos la expresién (I1.22) por -/« e integramos en el in-
tervalo (£, t,], tenemos

2 : PR .
f e"mw"'df = J‘ F e,rlwnfev}nlmoldt
J, o X

N=—00

= ho.
— Z F,,J‘ e;(u—nl)mﬂldt
h

EET

por la propiedad de las funciones ortogonales, tenemos

Haciendo n = m el coeficiente F, lo podemos escribir como:

1 “ ~jrusgt
TR Sf(Be™""dt
2~ h)vh

Es posible establecer una relacién entre la serie de Fourier trigono-
métrica y la serie de Fourier exponencial compleja. Partiendo de la serie de
Fourier trigonométrica
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oa

fity=a,+ Z[a" cos(nw,t) + b,sen(nw,t))

n=1

Las funciones seno y coseno se pueden escribir en términos de funcio-
nes exponenciales como:

jnwgt - Mgt

;umol +e-;um0!
cos(nwot)-—z— y sen(nwyt) = 2

-

Si sustituimos éstas en la expresion para la serie de Fourier trigono-
métrica f(t) se tiene:

jragt ~ gl prsgl - jnwgl
/

Agrupando y factorizando en términos de exponenciales positivos y

negativos
a b )
H=a,+ Lt ) PYLLLLN [ B ) PR
Jo=co EH ] [2 2/'J }

haciendo F,=q,, F, =ﬂ+2"—, y E, =ai—b—", se tiene
22 2 2

f(t) = FO + i F"gi"mo' + iF_"e—,‘nmo}

arreglando términos y reemplazando en el tercer término n por -n

fity=F+ ZF eihwol 4 2 F, ool

n=-—ca

finalmente se llega a la expresién (I1.22)

— jnwgf
= X Fe

N==o0

En términos de los coeficientes a, y b, el espectro de Fourier tiene la
sigulente forma:
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=5 (a2 +42) (123

donde 4, y b, son los coeficientes de la serie trigonométrica. El angulo de
fase esta dado por la expresién:

Al b,
8, = tan ‘[a—] (11.24)

n

Ejemplo: Encuentre la representacién en serie de Fourier exponencial com-
pleja de la sefial f(t) = ¢/, en el intervalo [0, 21t] con f(t + 2m) = f(t).

Calculo del coeficiente de Fourier F , como T = 2mentonces w, = 2rn/T = 1.

2n

2n
1-j t -
£ L feemoge £ |7 o1 ey
T

2n(l- jna)o)|0 T 2m(1-jn) | 2m(i-jn)

"

0

comao:

-m2n

e =cos(2nm)— | sen(2nm)=1

entonces

— N elﬁ -1 gt
f0= 2 iy

H==—o0
Para obtener el espectro de lineas se escribe el niimero complejo F, en
2n

. e -1 .
forma rectangular. Haciendo A = , se tiene

A l+jn_ A+jAn A . An
=T —= P 7+ 2
1-jn 1+jn  1l+n 1+n 1+n

n

entonces la magnitud del coeficiente F, es:

ri- () (2|

Su grafica se muestra en la figura IL.19.
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iy ¢ : : :

Y O —

4 A S I —

0.7 foeen @ :

0.6 foreeeeremeeee SRR SO S S ——

WS 0.5 fenmmerefrrmnanabae E

. ° ,;

0.3 Loreeee] e fﬁ :

9% N N - A o

X — B I - T ..... cF ...... T ......
Q »
0 2 4 6 8 10

FIGURA 11.19. Espectro de lineas

Interpretacion del coeficiente F, respecto al periodo T
y la duracion del pulso t

Para observar el efecto que tiene sobre la grafica del espectro de una sefial
un cambio en su periodo o en la duracién del pulso se obtendrd el espectro
de una senal definida en un periodo como:

0 -T/2<t<-1/2
f)y=1A -1/25t<1/2
0 1t/2<t<T/2

La gréfica de f(t) se muestra en la figura II.20.

FIGURA 11.20. Tren de pulsos cuadrados de duracién 7y periodo T
42



Ortogonalidad y series de Fourier

Calculode F,
% R 1
F" - l J. Ae—jumoldt - _ A e-jumol /2 - _A |ie')"“’05 _ €/'MOE:|
'T_y2 Tinw, -2 Tinw,

Tho,

TAsen| nw z
T At 1 09
2se nm0~2— = T—sen(nm0 5) R ————
E THUJO T[ nw, EJ
La funcién sin ¢(x) es una funcién de gran aplicaciéon en procesamien-

to digital de senales y se le conoce como funcién de muestreo o funcién
“sampling”; su grafica es la que se muestra a continuacién:

1 H H .

08 foo J ............ j ................................. , ............
(O E—— .E ........................................................
04 |iiies j- -------------------------------------------- J ------------
(0272 ... ............................................... Jrememearan
SEAN S IR VA

. : X
02 e NS N\

FIGURA [1.21. Funcién de muestreo sen(x)/x

Entonces, la representacion del tren de pulsos f() en serie de Fourier
exponencial compleja es:

fh= % 5: sinc(nw, t/2)e"*

Ha—os

Para observar su comportamiento se graficara el coeficiente F, para
varios valores de T y T; los valores elegidos se muestran en la siguiente
tabla.
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7(seg) T(seg) w, Amplitud
1/4 1 pZ: A/4
1/4 2 4 A/8
1/4 3 2n/3 A/12

La grafica con estos valores se muestra a continuacion:

(a) (b) (c)

03 03 : , 03
Flw) Fo Flw)
0.25 0.2 0.28
0.2 0.2 0.2
0.15 0.15 0.15
0.1 0.1 0.1
8n

0.05 / 0.05 0.05

Y BMAIR
X 2 p
-0.05 ! —0.05 -0.05

FIGURA I1.22. Espectro de lineas cuando: a)t=1/4y T=1:b)t=1/4
yT=2y¢c)t=14y T=3

Como se puede observar de las figuras anteriores, al incrementar el
periodo, manteniendo la duracién del pulso, la amplitud disminuye y au-
menta la densidad de lineas. En el infinito, es decir cuando T — e, el espec-
tro tiende a ser continuo y el espectro representa la energia de una funcién
no periddica en el intervalo —eo < t < oo,

Siahora fijamos T'y variamos T de acuerdo con los valores que se mues-
tran en la siguiente tabla:

7(seg) T(seg) w, Amplitud
1/4 1 2n A/4
1/8 1 2n A/8
1/16 1 2n A/16




Ortogonalidad y series de Fourier

La gréfica del espectro de lineas se muestra en la figura I11.23.

FIGURA 11.23. Espectro de lineas cuando: a)1=1/4y T = 1;
b)t=1/8yT=1,yc)t=116y T =1 seg

De la figura I1.23 se observa que cuando mantenemos fijo el periodo y
variamos la duracién del pulso, el espectro sufre también una disminucién de
la amplitud, y ademads ahora la distancia entre lineas permanece constante.

Volviendo al coeficiente de Fourier F, se puede observar que el dngulo
de fasees ¢, =0

Una pregunta interesante es: ;qué le sucede al espectro F, si el pulso
se desplaza 1/2 segundos? Esto se muestra en la figura I1.24.

Calculemos nuevamente el coeficiente de la serie de Fourier expo-
nencial F,

F" = lIAe—!"ltouPdr = -A e—juonﬂl
T 0

1 -A Cwnt
0=Tjnu)0 (L)J ' _1)

Tinw,
. 1 €
o= _ L’—mmni

_ A L)f[nujn% -L)Illwo% en)))(uoé - 2A ()—;mng ¢
T”j(no TH(DO 2}
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Andlisis de sefiales

...................................................

\
s )

FIGURA I1.24. Tren de pulsos desplazado

. T
—jnug—

2

T
sen(nw, —)e
nw, 2

A diferencia del calculo anterior del coeficiente F , ahora éste tiene
una fase dada por

T
= —ne,—
9, 05

La grafica de la fase ¢, se muestra en la figura IL.25.

Oy

FIGURA I1.25. Fase de la onda desplazada

La gréfica del espectro F, no sufre ningin cambio, salvo al variar el
periodo o la duracién del pulso, como se mostré en las figuras 11.22 y 11.23.
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Ortogonalidad y series de Fourier

Como veremos en el capitulo siguiente, al hacer tender el periodo T al
infinito se llega al concepto de la transformada de Fourier de tiempo conti-
nuo para senales no periédicas. Esta herramienta es de gran importancia
en el tratamiento de sefiales, pues nos permite observar de manera conti-
nua el espectro de dicha sefial.

¢ EJERCICIOS DEL CAPITULO II

1) Encuentre la serie de Fourier trigonométrica para la funcién f(t) defini-
da por

1 para -n<t<0

f(t)={ sif(t+2m)=f(t)

0 para O<t<m

=21 -n g 2n

Utilizando Matlab, grafique el espectro de lineas, la funcién f{(t), asi
como los componentes armonicos de la sefial. (Véase la funcion square.)
2) ;Quéleocurre a la serie si la sefal se desplaza n/2?, ;y si se genera otra
sefial g(t) tal que g(t) = f(t) -1/2?
Nuevamente grafique el espectro de lineas y comente los resulta-
dos de las graficas.
3) Halle la serie de Fourier trigonométrica de la funcién definida por f(t) = ¢,
en el intervalo (—m, ) con f(t + 2m) = f(t); utilizando Matlab grafique los
componentes asi como el espectro de lineas (véase la funcién sawtooth).

o

e
aane
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Andlisis de sefales

4) Encuentre la serie de Fourier de la funcién f(¢) definida por f(t) = f?en el
intervalo (- 7, m) con f(t + 2m) = f(¢)

AL

- T

5) Obtenga la serie de Fourier exponencial para las formas de onda mos-
tradas en las figuras. Convierta los coeficientes obtenidos a los de la

serie trigonométrica y grafique el espectro de lineas (utilice Matlab).

AAATENAN AWA)

=1 1

6) La serie exponencial compleja de Fourier de una sefial f(f) en un
intervalo (0, T) est4d dada por

N 5”2 m3Int
fth= Z 8+ (nm)* ¢

n=—om

a) ;Cuéanto vale el periodo T?
b) (Cual es el valor medio de f(t) en el intervalo dado?
La componente de f{t) en cierta frecuencia puede expresarse como

¢)
kcos(3mt). Determine el valor numérico de la constante k.
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CAPITULO 1II

Transformada de Fourier

INTRODUCCION

es que nos ayuda a conocer las frecuencias componentes de las se-

nales presentes y, ademas, a distinguir las senales del ruido. Vea-
mos un ejemplo sencillo: supongamos que tenemos dos seniales senoidales,
una de 50 Hz y otra de 120 Hz, inmersas en ruido; si vemos la figura 1II.1
de la sefial en el tiempo, notaremos que es imposible distinguir las sefiales
del ruido.

l l NA DE LAS APLICACIONES méas comunes de la transformada de Fourier

finy

FIGURA III.1. SeRal inmersa en ruido

2893588 19



Andlisis de senales

Si obtenemos la densidad espectral de la senal utilizando la transfor-
mada de Fourier y la graficamos en funcién de la frecuencia, tendremos
una grafica como la que se muestra en la figura II1.2.

70

0

70 R | P RN AU USRS

L U [

Magnitud

L | BT ek R T T PP

O | I I | T

1L G B [y v Dy RS ARET | e g

500

Frecuencia (Hz)

FIGURA II1.2. Espectro de la senal con ruido

Como se puede observar en la figura II1.2, ahora si es posible distin-
guir las frecuencias de las sefiales componentes y el ruido; éstas se pueden
identificar como los picos que se encuentran en 50 y 120 Hz, Jos demas
picos corresponden al ruido. Podemos decir que la transformada de Fourier
nos permite observar, en el espacio de frecuencias, la concentracién de la
energia correspondiente a cierta sefial.

Elinstrumento gracias al cual podemos observar este tipo de pardmetros
es el analizador de espectros. Existen también dispositivos como los DSP que
permiten obtener la transformada de Fourier de la sefial en tiempo real.

Otra forma de caracterizar una sefial es observar sus caracteristicas en
el dominio de la frecuencia. Dentro de las caracteristicas que podemos de-
tectar se encuentran el ruido inmerso en una sefial y el contenido frecuencial;
pero sobre todo, en sistemas de comunicacidn interesa poder determinar
su ancho de banda. Aunque sabemos que existen diferentes definiciones
aqui presentaremos sélo una.

A continuacidn haremos un breve andlisis acerca de la obtencién ana-
litica de la transformada de Fourier de tiempo continuo (TFTC).
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Transformada de Fourier

TRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO CONTINUO
DE UNA FUNCION NO PERIODICA (TETC)

Iniciaremos con la obtencién de la transformada de Fourier de una funcién
no periddica a partir de la serie de Fourier exponencial, y posteriormente
extenderemos el estudio a senales periddicas.

Dada una funcién periédica en el tiempo f(t), como se muestra en la
figura IIL.3.

fin)

NANTAY

FIGURA H|.3. Serial periddica

En el capitulo anterior aprendimos que podemos representar una se-
fal f(t) como una combinacién lineal de funciones exponenciales; entonces,
si tenemos la representacion de esta serial en serie de Fourier compleja

fiy="Y Fem (IIL.1)
donde
1 T
F, = ?Jf(t)f"’"‘”"'df (I11.2)
0

Como se vio en el capitulo anterior, si hacemos que el periodo T au-
mente y graficamos el espectro de lineas, éste no cambia en su forma, 1ni-
camente en su amplitud. Al incrementar el periodo T, aumenta la densidad
del espectro de lineas, y cuando T— la grafica de F, se hace continua.

Si sustituimos la expresién (1I1.2) en (II1.1), tenemos

w T
OEDY [% 7 (t)e'""’"‘dr}
0

N=—
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Andlisis de seriales

. _ 2n 1_ o
cambiando nw, por , y si ® = —, entonces — =-—. Cuando T — =, ® — dw

T T 2n
y la sumatoria se convierte en integral:

= .[ %U‘f(f)f’“”dt}"”dw = %iF(m)e"“’dw

a las integrales

Flw)= If(f)f-’»"“"df (IL.3)

—as

f(t) = % J F(w)e™'dw (I11.4)

—

Se le llama integral de Fourier o transformada de Fourier directa e
inversa respectivamente de una funcién no periédica e indica la distribu-
cién de la energia de la sefial en el espacio de frecuencias.

Simbdlicamente la transformada directa e inversa la representamos
como:

F(w) = 3{f(1)} transformada directa

f(ty=3"{F(w)} transformada inversa
Una condicién suficiente pero no necesaria para la existencia de la

transformada de Fourier es que la integral J. [f(Oldt sea finita, aunque exis-

ten funciones especiales para las cuales no se cumple la condicién anterior
y sin embargo existe su transformada de Fourier (funcién escalén unitario
0 una constante).

A la grafica de F(w) se le conoce como espectro de energia de f{t). A
continuacién se obtendran las transformadas para algunas funciones ttiles
en el analisis de sefiales.

Ejemplo: Encuentre la TFTC del pulso f(t) = ¢ " cuya gréfica se mues-
tra a continuacién:
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Transformada de Fourier

0.8

0.6

0.4

0.2

0 : : : : :
-10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10

FIGURA Il1.4, Funcién simétrica a energia finita del tipo valor absoluto
de la exponencial

o £ O

F(w)=3{f(} = J.f(f)é*"""d( = J e“le=i gt = J‘ el gy = J.e’(“"“’)'dr
0

~oa —o —o

plosioll g prlasiolt 1 1 o+ jO+0 - jo

(= jo)l=" ~(o+jo)l  (a-jo) " (o + joo) (o - jo)(o - jo)

20
Elw) = ———
(@) o’ +w?

La gréfica del espectro se muestra en la figura IIL.5.

0

FIGURA 111.5. Transformada de Fourier de la funcion definida en la figura )1l.4



Andlisis de sefiales

Note que el angulo de fase ¢(w) en este caso es cero (parte imaginaria
es cero).

Ae™®  para t20
Ejemplo: Encuentre la TFTC de la senal /()= |

para t<0
La grafica de esta sefial se muestra a continuacién:
s e S
e e
. - !
2 4 8 10

FIGURA II1.6. Senal en el tiempo del tipo exponencial positiva

Su TFTC es

" _a, (o
Flo)= 30/} - | e = At - A A g
i

- atjo [0 o+ jo
__A
o+ jo

Para llevar a F(w) a la forma rectangular, multiplicamos y dividimos
por el complejo conjugado

é_{a—jw]zA(a-jm)_ Aal Awj

Flu)=—

: : 2 P 1777 2
('1+/(J) - jw a +w o+ a"+Ww-

En forma de magnitud y fase:

2 2 - flan ! 21
Fo) = (A0S (A0 e (]
(™ +w7)°

Las graficas de magnitud y fase se aprecian en la figura I11.7.



Transformada de Fourier

|

ase

f

lo de

ang

1.5 [

-1.5

FIGURA Ill.7. Espectro de Fourier y angulo de fase

-1/2<t<1/2
en otro caso

A
0

Ejemplo: Encuentre la TFTC de la sefial f(t) = {

cuya grafica se muestra a continuacion:

A

-t/2

FIGURA Il1.8. Pulso rectangular de duracién Ty amplitud A

(t,er/E _ L,flmtll)

A
Jo

T
3

|y



Andlisis de sefinles

Empleando las identidades de Euler para el seno, tenemos:

F(OJ) = 24 sen( %) = ATt —_sen(wt /2)

0} wt/2

La grafica del espectro se muestra a continuacién:

FIGURA (11.9. Transformada de Fourier del pulso rectangular

Una funcién muy importante en andlisis de sefiales es la funcién delta
de Dirac. Esta funcién esta definida como:

5t—1 sit =0
()“0 sit # 0

Su gréfica se muestra a continuaciéon

: : :
; :
- b ¢
) | ' H ‘ '
' : ! : ‘ ‘
et SeE RO R CETERE B ymmmaman oo emeeeenn
! ' ’ ' !
_______ AUGRFURS RS ) NG S S SO
H : : ! H :
‘ ! H .
: ; ' H : H t
: i H 0 H ; :
s B R RnRs TR EOP TR SRS RS u
H « « ) N
H i . 1 H )

FIGURA II1.10. Funcion delta de Dirac
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Transformada de Fourier

Una propiedad de la funcién delta es:

(¢~ t, Jo(t)dt = g(t) =o(t,)

§ =

1=ty

Ejemplo: Encuentre la TFTC de la senial f(t) = §(t).
Aplicando la propiedad de la funcién delta, tenemos:

F(w)= [ 8(t)edt = e

—0

o =1

[F(w)=1

El espectro se muestra en la figura III.11, y es conocido en analisis de
senales como ruido blanco.

1.5 |-memme boeseeees :

05 |t S H

ST 3 S S U U NSRS NUUUNS SRR SO R

D E ; : ; . : E ;
-5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

FIGURA II1.11. Espectro del ruido blanco

Veamos ahora qué le ocurre al espectro cuando desplazamos la fun-
cién §(t), t, segundos.
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Andlisis de senales

abmmeamaa-]

RO ) e S,

RS Ui PSRRI

R,

baen

FIGURA 1]1.12. Funcion delta desplazada {; segundos

=g /¥

s

(t-ty)e ™ dt = e

S

ge—3

Nuevamente aplicamos la propiedad de la funcién delta, y tenemos.
Flw)=

con |F(w)=1y ¢(w)=-wt,, la grifica se muestra en la figura 111.13.

[ PR N

1
i
\
e
-- B LD

A

[ -
RS R

T
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[ S

<o

memandecaamaaan

L..

FIGURA I1.13. Espectro de la funcidn della de Dirac desplazada
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Transformadn de Fourier

Observamos que la amplitud y la forma del espectro no cambian, sélo
sufre un cambio la fase.

En el capitulo anterior, el hecho de tener funciones delta simplificaba el
calculo de los coeficientes de la serie de Fourier. De igual manera, a conti-
nuacién vamos a utilizar la funcion delta para calcular Ja transformada de la
funcién exponencial o ; para ello procederemos de la siguiente manera:

Si tenemos en el espacio de frecuencias la funcién F(w) = 8(w + w, ) cuya
gréafica se muestra a continuacion:

: : ! : :
i i : Foy i 1
......... {_... .,...1‘..........;. [ I " amsspmnanbennncneaad
v : : N
; : ! :
! ! : :
S N S HUUUU GRS AU S N S
: : : : : ¢
: ; : ; : '
.........
‘ : : :
: ‘
IR . I AU NS F -
; : ¢ : .
!
: ! : : ! !
i \ H | ' ; w
o=y ! 0 ! e
R VI ; ; ; 0
: { | : : ;
---------- ‘:“"""";"“"""("""'""'""""W‘""""";'"""“‘n“"““"
: : ; : : :

FiGuURrA 1l1.14. Funciones delta en la frecuencia

La transformada inversa de Fourier del impulso de la izquierda
d(w + w,) es

17 wieo L o = L
f(!):ﬂz[ii(u) +0, )" ‘d(o=a£6[u>—(—w”)]e' d(o:E;e 5

y la transformada inversa de Fourier del impulso de la derecha §(w - w,) es

P 17 1o
1= - I §(w = 1w, )™ doy = gJA 8w -, Je" dw = ZU, ‘

Entonces podemos escribir que las transformadas de la funcion
exponencial compleja son:



Analisis de seiiales

S(em i) = 2n8(w + w,) (I1L.5)
(e ) = 218(w - w,) (I1L.6)

Observamos que cuando w, = 0

s(ij = L 5(1) = 8(w)

2n) 27
3(1) = 2n8(w)
que son resultados que ya conociamos. Con los resultados obtenidos y la

férmula de Euler podemos encontrar facilmente la TFTC de las funciones
trigonométricas sen(wt), cos(w,t}; con w, constante, veamos cdmo se obtiene:

oo od iy +e-/<>)ul
feoston= ] oot =] [ 75 o

= % Iﬂ("“’my‘ﬂ“'d:‘ + I‘:e"lwulwl“f[ﬂ} = -;'[S{Lﬂ'-ml} + S{L’-'m"' }]

= -;-[2118(03 —w )+ 2md(w +w, )| = 78w - w, ) + 1&(w + w,) (111.7)

Yeos(wyt)| = md(w - w, ) + 18w + w,))

La grafica de esta funcion es similar a la figura II1.15, sélo que con
amplitud 7. Para la funcién seno tenemos:

3 N\

Ysen(o,)]= S[ —Tj [

= -2}—,[21:8(«) ~m,)-2nd(w + 01(,)] ==18(w - w, )+ 18w +w,)
/



Transformada de Fourier

mmmebammanannad]

S N R PO

FiGURA Il1.15. Transformada de Fourier de sen (w,t)

(111.8)

-1 8w - wg)+mj8(w +w,)

S[sen(mot)]

La grafica se muestra en la figura II1.15.

Ejemplo: Encuentre la TFTC de la funcién signum; su grafica se mues-

2

tra a continuacién:

[ S S

R S

I R ————

[P DU

FIGURA I11.16. Funcién signum

Podemos escribir la funcién signum como:



Analisis de senales

[ 1sit=0
=114t < 0

Para encontrar la transformada hacemos el siguiente artificio mate-
matico:

3{5@(0} = 3{11%1 e"'"'sgn(t)} = hn& T e Msgn(t) g dt

a0

0 -
1 _ (n~;‘<o)ldt+ —(a+ju))ldt
iy [J s

—o 0

| —elre (osja) | _ -1 1 1.1 _-2.
=lim ; + - = lim —+ — =t ——=—])
0| a-jo L,, —(a+ /w)lo =0 ga—jo a+jo | jo jo
27
3sgn(t)} = T} (I11.9)

La gréfica del espectro se muestra en la figura III.17; se observa que
hay una asintota en w = 0.

! : : :
: ! ! |IF(w)I‘ :
. : ! ! ;
‘ ! : { ‘
: : : : i
--------- R | e e S
‘ ; | q ! ;
! H f . ; ¢
: i { E '
“““““ R e e | e e R A
--------- S NN VU NS S
N
-------- J---"----!—------"i""):"'"'----i-~‘~-‘---—------~-1-------—-
0 [6V]

FIGURA I11.17. Espectro de la funcién signum
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Transformada de Fourier

_ 1sit=0
Ejemplo: Encuentre la TFTC de la funcién escalén unitario, u(t) = { 0sit<O
Su gréfica se muestra a continuacion:

[

......................................................................................

FIGURA I11.18. Funcidén escalon unitario

Vemos que podemos escribir la funcién escalén unitario como:

1 1

u(t) = 5 + ~2-sgn(r)

y como conocemos las transformadas de una funcién constante y la fun-
cién signum, entonces:

2 1( 2 ]
S(% + %sgn(t)] = S{%} + S{%sgn(t)} = ?"a(m) + E[}—] = 1d(w) +_L =nd(w) - L

finalmente:

S{ut)} = nB(m)—é (1I1.10)

La gréfica del espectro se muestra en la figura I11.19. Note que ahora
en w = 0 hay una delta.
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t
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FIGURA I11.19. Espectro de la funcion escaldn unitario

TRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO CONTINUO
DE UNA SENAL PERIODICA

Hasta el momento hemos estado trabajando con senales no periédicas, pero
ahora nos preguntamos: ;qué ocurre cuando tenemos una sefial periddica?
¢Existe su transformada de Fourier? A continuacion se muestra como obte-

ner la TFTC de una sefial periddica.
Podemos escribir una funcién periédica usando su serie de Fourier
como:

fin= 3 Fem

n=—ee

Si obtenemos la transformada de Fourier de f,(t) tenemos:

3(f,(0) = {Z E.c )] zps p ot ZF 280 - naw, )

DESES N=—e

—2nZF5 -nw,
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Transformada de Fourier

entonces la TFTC de una funcién periédica es:

3£} = 2ﬂ2 E3(0 - nw,) (111.11)

Note que ahora la TFTC es una funcién discreta compuesta por funcio-
nes impulso moduladas por el coeficiente de la serie de Fourier compleja.
Ejemplo: Encuentre la TFTC de la sefial periédica que se muestra.

.........

—1/2 /2 T ;

U SRS RS PR

FIGURA 111.20. Tren de pulsos

. i
Si hacemos que T = 2 seg, entonces ®, = T ="

Del capitulo anterior sabemos que el coeficiente de la serie de Fourier

exponencial es
E = %sen(muor /2)/(nwyt/2)

n

entonces la TFTC es:

o T sen(nml,‘r / 2) sen(nw,t/ 2)
F = —— T JS(w- AT it S U il
((u) 2n E A .t/ 2 ( n(ﬂo =7 E 1wt/ 2 8( )m)

n=—wo

La gréfica de F(®) se muestra en la figura I11.21.

Ejemplo: Encuentre la TFTC del tren de pulsos que se muestra en la
figura I11.22.
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F(w)
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FIGURA [11.22. Tren de deltas de Dirac

Aplicando la propiedad de la funcién delta de Dirac, tenemos

Esta funcién la podemos escribir como:
Primero encontramos el coeficiente F,.
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Transformada de Fourier

La grafica de esta funcién se muestra a continuacién. Observe que la
TFTC de un tren de pulsos de Dirac es también un tren de pulsos de Dirac.

§ § i Fo) g ;
H ' ! w, :
@t : s ; S S
é i : é ®
-2w, -, O a, 2w,

FIGURA 111.23. Transformada de Fourier de un tren de deltas de Dirac

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA
DE FOURIER DE TIEMPO CONTINUO

Como veremos a continuacién, la transformada de Fourier posee propie-
dades que nos ayudan en el cdlculo de éstas. Las propiedades parten de
que conocemos la funcién en el dominio del tiempo, asi como su respectiva
transformada de Fourier; ahora la pregunta es: ;qué pasa si modificamos
la sefial en el dominio del tiempo o en el dominio de la frecuencia?, ;cémo
repercute dicha modificacién en el otro dominio? Pues bien, las propieda-
des de linealidad, simetria, escalamiento en el tiempo, escalamiento en la
frecuencia, corrimiento en frecuencia y modulacién, nos auxilian en esto
y ademas nos permiten entender rapidamente otro tipo de senal.

67



Andlisis de senales

Propiedad de linealidad

Esta propiedad nos dice que la transformada de una suma de funciones es
igual a la suma de las transformadas de cada una de las funciones invo-
lucradas.

Si x(t) e X(w)

y(t) e Y(0)
Entonces

S{x(t) + y(1)} = X(w) + Y(0)

Demostracion:

3{x(t)+ y(t)}
= J' T [x(ty+ yee)]edt = f " x(te it + J' Tyt = X(0) + Y (o)
Ejemplo: Sea la siguiente funcién f(t), compuesta de un valor constan-

te k mas una funcién periédica cosenoidal.
f(t) = k + cosw,t; encuentre su transformada de Fourier.

FIGURA Il1.24. SeRal coseno més una constante
Si aplicamos las transformadas que ya habiamos calculado:
3{k + coswyt} = 3{k} + S{coswt} = 21kB(w) + B0 — W, ) + T(w + w,)
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Flw)

mé(w-wy) i () L b+ )

........................................................

. . Sy

T Sy QS

b mmmmmme e

—(‘DOE

FIGURA Il1.25. Transformada de Fourier de la sefal coseno
(a la frecuencia w,) Mas una constante (nivel de d.c.)

Observacién: k es una componente de d.c., por lo que su representacién en
frecuencia la obtenemos a la frecuencia w = 0.

Propiedad de simetria

Si F(w)=3(F(t)), entonces J[F(t)]= 2nf(-w).
Demostracién: Sabemos que la transformada inversa de Fourier tiene
la expresion:

_L . Jol
fi= 5 L F(w)e™ dw
despejando tenemos
2mf(t) = Jm F(w)e™ dw
sustituyendo t por —f en la expresidn anterior, tenemos
2nf(—t) = Jm F(w)e " dw

ahora intercambiando t por w, obtenemos:

2nf(-0) = [ F(ne ™t

lo que se conoce como propiedad de simetria de la TFTC.
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Ejemplo: Supongamos que tenemos un pulso de duracién T cuya trans-
formada de Fourier es la que se muestra:

3 Fo)= Atsen(wrt / 2)

A para Tl
2 2 — wt/2

f)=

0 en otro caso

Supongamos que ahora la funcién sampling esté en el tiempo y de-
seamos encontrar su transformada de Fourier de tiempo continuo, o sea
que ahora tendriamos:

3{F(t)} =2nf(-w)

Atsen(tt / 2) L. .
5[—” T 2nf(-w) = 2nf(®) por ser una funcién par. Aqui f(w) es:
-T T
An  para —<®<—
flw)= 22
0 en otro caso
Gréaficamente tendrfamos lo siguiente:
| Al | i Av §
j TFTC : i : i
" [T TN T
VPN o w2 i 4 [TTN\ITT 0 -
Flo) |
! 274
TFTC
P2 0 i1/2 I

FiIGURA I11.26. Ejemplo de la propiedad de simetria de la transformada de Fourier
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Propiedad de escalamiento en el tiempo

Si F(w)=3|f(t)], 1a propiedad de escalamiento en el tiempo nos indica que

S[f(af)]=lF[w] (1I1.12)

o La

Esto significa que una expansién en el tiempo equivale a una contrac-
cién en la frecuencia, la demostracién es la siguiente:
Tenemos dos casos, uno cuando a4 > 0 y otro cuando a < 0.

- , d
Cuandoa>0 S[f(at)] =J flat)e'dt si x=at= % =t= TX =dt en este

caso los limites de integracién son: cuando f{—e = x— ey cuando
f— -0 = x— —o0
Entonces la transformada queda de la siguiente forma:

w

s{ftan)= [ fleern 2 - : p(_]

a

- X dx
Cuandoa <0 S[f(at)] =.[ f(at)e ™ dt si x =at= P t= P dt, cuan-

do a es negativa los Iimites de integraciéon cambian de la siguiente manera:
Si t e = x— —= yentonces { -~ = x—oo.
Entonces la trasformada de Fourier es

3{f(an)} = %'Ef(x)e_/(%)xdx = —%J:f(x)e-’(i’_)]xdx = i1—'[2]

la] \a

La gréfica de la figura II1.27 muestra este efecto.

Propiedad de escalamiento en la frecuencia
Si ]a transformada inversa de Fourier de F(w) es f(t), la transformada in-

1
versa de Fourier de F(aw) es Hf(%) con a = constante, es decir, tenemos el

par de transformadas siguientes:

1 (¢
Hf(;j & Flaw) (111.13)
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fiH /
- ' Flw) = At sen (wt/2)
: t/2
.......... . _JE__,___“_ TFIC ........._‘y.... ! I YO
| | Y /\V | S
! ¢ 7 4 !
I t Ton/t | an/d
0 0
f1/2) A
; ; F(w) = 247 2000
) ) TFTC | . P ws
N ’; : P :/\ :
-t Pt 4 = S|V Y T
; ! t =1t/ R/t i
0 0
A Ri/a) A
; | TFIC ; . Fw) = 4At sen (2w71)
: C | o Fro g oo
> dandlinai N
2t ) Poor |y T v rd
: : ~-n/2t n/2t
5 .

FIGURA I11.27. Ejemplo de |la propiedad de escalamiento en tiempo para la sefal
del tipo ventana cuadrada. En el tiempo se expande y en la frecuencia se contrae

Esto indica que una contraccion en el tiempo equivale a una expan-
sidén en la frecuencia; la demostracién es similar a la de la propiedad an-
terior.

Propiedad de corrimiento en el tienpo

Si la funcion f(t) es desplazada por una constante ¢, entonces tenemos que:

Yf(t-to)] = Fw)e ™o

Demostracion: si hacemos
x=t-ty=>t=x+t,=dt =dx
sustituyendo

Sttt = [ ft=te™at =] fet War=e [ foeivix

volviendo a la variable; si x = ¢, entonces,
S[f(t-t,)] = e r F(6)e ™ dE = e F(w) = S[f(t - t,)] = e F(w)
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Transformada de Fourier

Ejemplo: Encuentre la transformada de Fourier de la funcién ventana
de duracién Ty amplitud A.

A st 0<t<t

0 enotrocaso

fH=

fi)

» |

0 T
FiGuRA 111.28. Funcién ventana rectangular de duracidén Ty amplitud A
Encontramos primero la transformada de Fourier de una ventana como

la anterior, pero adelantada 1/2 seg; en este caso su TFTC es la que se mues-
tra en la figura siguiente.

T -
H
‘
1
i
H |
¢ | '
.......... g e .
]
‘
|
1

sen (wt/2)

------------------------------------- TFIC [

FIGURA 111.29. Transformada de una ventana de duracién

Volviendo al ejemplo vemos que ahora el pulso estd desplazado a la
derecha en el tiempo 1/2 seg. Podemos calcular analiticamente la transfor-
mada o bien utilizar la propiedad de corrimiento en el tiempo: calculémos-
la primero analiticamente:

F(w) = fif (He™™dt = L' Ao M dt = A O'e-“"‘dt = %[ﬂ'" X



Andlisis de sefiales

- ](.L)

=.—e

A [E-,m _ l] A - jot/2 [ejun/Z _L,-,'m/2]
j

sen(wt / 2)

sen(@t/2)=e A1 w1/ 2)

2A e—)’an/z e;un/Z _8—j(ur/2 _ 2Ae<)un/2
0] 2j )

graficamente tenemos:

: /] J ) : : |
g A : E A S0 w/2) (Jj';/Z - phon/2
--------- s S EESEE I v S SO A S
_________ N O T p=—t S
i N N S : RPN 3
! 0 . 'T H i
i ! ¢ 4 ! ! m
..................... I S W LA 2,74

FIGURA [11.30. Transformada de una ventana desplazada t/2 seg

Si ahora aplicamos la propiedad de corrimiento en el tiempo el resul-
tado es la transformada de un pulso de duracién t pero con una fase dada
por —jw 1/2

Propiedad de corrimiento en la frecuencia
(teorema de modulacion)

Si una funcidn f(t) la multiplicamos por la funcién compleja o, entonces
el espectro de la senial se desplazard w, rad /seg. Esto es de gran utilidad en
comunicaciones ya que podemos mover nuestra sefial hacia regiones de
frecuencia de trabajo deseadas. El interés por modular una sefial para su
transmision via aérea radica en utilizar antenas mds pequefias con una
menor potencia de transmisién. La modulacién permite hacer un uso 6pti-
mo del espectro radioeléctrico.

Una grafica tipica de una senal modulada se muestra en la figura I11.31.

Elsiguiente ejemplo ilustra el efecto en la frecuencia cuando se modu-
la una senal f{t), si tenemos el espectro de una senal sin modular como se
muestra en la igura [1[.32.
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Transformada de Fourier

FIGURA I11.31. Senal modulada en el dominio del tiempo

FIGURA 111.32. Espectro de la sefal sin modular



Andlisis de sertales

Después de la modulacién, es decir, después de multiplicar la sefial
f(t) por una senal cosenoidal que oscila a la frecuencia w,, el espectro resul-
tante sufre la modificacién que se muestra en la figura I11.33.

F(w)

w

FIGURA 111.33. Espectro de la sefial modulada

Es decir, ahora a F(w) lo desplazamos w, rad /seg. Matematicamente
tendriamos:

3{f(t)e*} = Flw - w,) (111.14)

Demostracién:

affem)= | oersema

- If(t)e—/(xtl-(uD,!dt

= Flw-w,)

Por otro lado tenemos:
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Transformada de Fourier

S{f(t)e‘iwm} _ ]:f(t)e_'w“'e—’m'df

= [ fpe oot at

= Fw+w,)

e indica una réplica del espectro anterior.

Propiedad de convolucion
Convolucién en el tiempo continuo

La convolucién es una de las herramientas mas ttiles y eficaces en el analisis
de sefiales de sistemas lineales e invariantes en el tiempo, ya que nos permite
conocer la relacién entre la entrada y la salida de un sistema lineal en el
dominio del tiempo y en el de la frecuencia, con las siguientes caracteristicas:
una convolucién en el dominio del tiempo equivale a una multiplicacién en
el dominio de la frecuencia; asimismo, una convolucidn en el dominio de la
frecuencia equivale a una multiplicacién en el dominio del tiempo.

A continuacién obtendremos la expresiéon matematica de la integral
de convolucién a partir de la relacién entre la entrada y la salida de un
sistema lineal e invariante en el tiempo.

Consideremos un sistema lineal como el que se muestra en la figu-
ra [11.34.

) —>| TR |— yt)

FIGURA 111.34. Sistema lineal con entrada x(t) y salida y(t)

donde x(t) es la entrada al sistema y y(t) es la salida dada por el operador
T[x(1)], es decir:
y(t) = T[x(8)] (111.15)

Si hacemos uso de las propiedades de la funcidn delta, x(t) la pode-
mos escribir como:

o

x(t) = I X(1)8(t - )t (IL.16)

—oo
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Si sustituimos (I111.16) en (111.15), tenemos:

y(t) = T{ f (V)8 (¢ - T)d’t:|

—oo

puesto que el operador T sé6lo afecta a sefiales en el tiempo, entonces pode-
mos escribir y(t) como

y(t) = [I x(DT[8(t - r)]df} (111.17)

Si x(t) = 8(f), una funcién impulso, tenemos:

y(t) = T[3(8)]

Si llamamos h(t) a la salida del sistema, como y(t) y 8(¢) son sefiales
invariantes al corrimiento, podemos escribir:

h(t - 1) = T[8(t - 1)) (I11.18)

donde a h(t - 1) se le conoce como respuesta al impulso del sistema.
Si sustituimos (I11.18) en (II1.17) tenemos:

y(t) = [ x(oh(t -0y (IIL19)

A esta expresion se le conoce como integral de convolucion y nos permite
conocer la salida del sistema con sdlo conocer su respuesta al impulso y la senial de
entrada.

La expresién (II1.19) también se puede escribir como:

y(t) = x(B)* h(t)

La convolucién descrita puede resumirse en el siguiente algoritmo:

* La sefal de entrada a un sistema lineal e invariante al corrimiento
se representa como una funcién continua de impulsos

* Se determina la respuesta del sistema para un solo impulso

* Se calcula la respuesta del sistema a cada uno de los impulsos que
representan la sefal de entrada

* Larespuesta total del sistema se obtiene al superponer las respues-
tas individuales de todos los impulsos que representan la sefial de
entrada.
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En general podemos definir la convolucién como sigue:

oo

y(t) = fﬁ(r)ﬁ(t -T)dt (I11.20)

donde f,(t) y f,(f) son dos funciones cualesquiera e y(t) es el resultado de la
convolucién; a 7 se le conoce como la variable independiente, f,(-T) se ob-
tiene al rotar f (1) alrededor del eje vertical que pasa por el origen, y el
término f,(t - t) representa la funcién f,(-1) desplazada ¢ segundos a lo lar-
go del gje 7.

El procedimiento que describe la ecuacion (II1.21) es el siguiente:

* Lleve a las funciones f(f) al espacio 7

* Rotela funcién f,(t) alrededor del eje vertical que pasa por el origen
para obtener la funcién £,(1)

* Desplace una cantidad ¢, sobre el eje T: f,(¢, — 1)

* Multiplique la funcién f (t) por f,(t, - 1) f(T) f,(t, —T)

¢ Calcule el drea del producto, el resultado del valor y(t) al momento
t =ty y(ty)

* Repita el procedimiento para diferentes valores de ¢,

El algoritmo de convolucién, ademas de requerir que una de las fun-
ciones se rote alrededor del eje vertical, requiere que esta funcién se des-
place una cantidad f,, donde f, toma todos los valores de — a ==. Veamos el
concepto de convolucién con un ejemplo:

Un circuito RC como el de la figura I11.35 tiene una respuesta al impul-

so dada por h(t)= éeﬂmu(f).

—

R *r——

¥

x(t) w1)
@ x(t) —c — s oy |—

L

FicURA 111.35. Circuito RC visto como un sistema lineal con respuesta
al impulso h(t)
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¢Cuél sera la respuesta y(t) si la entrada al sistema es la sefial x(¢) =
V{u(t) — u(t — T)], cuya grafica se muestra en la figura I111.36?

h(t)
x(f) 1
RC
Vv
t
0 T 0

FIGURA 111.36. Funciones de entrada y respuesta
al impulso del circuito RC

La salida del circuito RC est4d dada por la expresién:

o

y() = x(t)*h(t) = I x(t) h(t-t)dr

—o0

Si sustituimos las expresiones para x(t) y h(t) en la integral anterior,
tenemos:

y(t) = j V[u(r)-u(r -T)] Rl—ce""”“‘cu(t —7)dt

——o

la cual se puede escribir como:

y(t) = % {J‘ e RSyt - t)dt - J‘ TRy — Tyu(t - T)d‘[’

Simplificando tenemos:

y(t) = % 11’”“ I e F (T u(t - t)dt - e7MRC I e"FCu(t = THu(t - ‘t)dr] (I11.21)

—o o

En la ecuacién (I11.21) observamos que tenemos la combinacién de
funciones escalén: u(t) u(t —=1) y u{(t - T) u(t — 1); las graficas se muestran en
la figura I11.37.

80



Transformada de Fourier

u(®) wr-T)

|

(a) (b)

u(t - 1)

N

(c)

FIGURA I11,37. Grafica de las funciones impulso en el dominio T,

rotadas y desplazadas 7 seg

Analizando estas combinaciones, tenemos:

Parat <0
u(t-T)u(t-1)=0 paratodart
u() u(t-1t) =0 para toda 1

ParaO<ft<T
u(t-T)u(t-1)=0 paratodar

u(t) u(t-1) =1 para0<t<t
Parat>T

u(t-T)u(t-1)=1 paraT<t<t
) ult-1)=1 para0<t<t

Volviendo a la ecuacidn I11.21, cuando t < 0, tenemos:
yity=90

Cuando 0 < t < T, la ecuacién 111.21 es:
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!

_ _K_ -1/RC [ ,/RC
y(t) = RC e l.e dt

.. vV . ' -
y si integramos tenemos: y(t) = p=¢ VRCRCeR| = Ve[ 1]

y(t)=V[1-e*]

Cuando t > T, la ecuacion I11.21 es:

' ¢ |
|4 -t/RC /RC -1/RC 1/RC
y(t)=‘1e VR eV dt—e e dn
oo o]

4
resolviendo tenemos

_ V[ ke yRC|' _ -t/RC /Rl
y(t)—ﬁ{e RCe |0 e""*RCe |7}

y(t) — V{e—I/RC[eURC _ ]] _ e_'/RC[e'/RC _ eT/RC]}
y(t) = V{1 —eRC _ 14 e—(n~T)/Rc}

y(t) = Vem-r)/kc[l _ e—T/RC]

El resultado final de y(t) es la superposicion de los tres casos anteriores:
0 para t< 0
y(t)= V[]—e"””c] para 0 < £ <T
Ve‘“’T’/RC[l -e'T’RC] para t >T

La grafica de y(t) se muestra en la figura I11.38.
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15 : ‘ T T
¥t

7 AN SRV SRS NS SO S

0 2 T 4 6 8 10 12

FIGURA 111.38. Resultado de la convolucién cuando 7 =3 segy RC =1 seg

0

Propiedades de Ja convolucién

Sean las funciones f(t) y f,(t); la convolucién de f,(t) y f,(t) en el dominio
continuo esta definida por:

v = [ At -0de = [ fit-0f0dx (I11.22)
la cual también podemos escribir simbdlicamente como:

y(h = f(H* A(1) (111.23)

La convolucién es una operacion que cumple con la ley conmutativa,
es decir: f,()* f;(£) = £,(t)* f,(t)

Demostracién:
FO* 0= [ ff(E-xdx
Sisustituimos k=¢-x=x=t-k=dx=dt
L0 £ = f0=-Rftodk= [ f0f-Rdk = £ (1)
La convolucién también cumple con la ey asociativa, es decir:

[/ A} L) = A LA f(D)



Andlisis de senales

Veamos el efecto de la funcién & en convolucién con una funcién f(t).
Si aplicamos la definicién de convolucién de £(t) con 5(t)

S8 = [ fa( - x)dx =8()* f(6) = [ 8(0)ft - x)dx = (1)
la integral es vélida en un solo punto, es decir, cuando x = 0.

NOTA: La convolucién de una funcion f(t) con una funcion impulso unitario
&(t) conduce a la misma funcion f(t).

En general, s1 d esta definida como &( t - T), donde T es igual al despla-
zamiento en el tiempo, la convolucién con una sefial f(t) serd:

S-T)* f(ty=f(t-T)

El teorema de convolucién en el tiempo afirma que si §[f,(t)] = F(0) y
[£(t)] = B (w), entonces:
A * £()]= E(w)F (o) (I11.24)

Demostracién:
Sabemos que

G ACEY WA TGRS
aplicando la transformada de Fourier a f,(t)* f,(t), tenemos que
3{fi* £} = J:U:f] (0)f;(t- x)dx]e_”‘“’dt

intercambiando el orden de integracién:

SO =J:ﬁ(x)U:f2(t— x)e“"‘”dt]dx

aplicando la propiedad de desplazamiento en el tiempo de la transforma-

da de Fourier deI LHt=x)e”™dt, tenemos:
.[“ folt=0)e ™ dt = e F, (o)

Sustituyendo este resultado nos queda:
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YO AOI= [ A E(0)dx
sacando los términos constantes de la integral.

N B ™ AH(B] = ()R (w)

El hecho de tener la relacion I11.24 facilita los calculos de la convolucidn,
ya que podemos cambiar una integracién por una multiplicacién.

Propiedad de diferenciacion en el tiempo y en la frecuencia

Si tenemos una funcién f(f) tal que 3{f(t)} = F(w), al derivar la funcién en el
tiempo tenemos que la transformada de Fourier es ahora:

S{%f(f)} = JoF(0) (I11.25)

Observamos que la TFTC de una funcién derivada en el tiempo equi-
vale a multiplicar por w en la frecuencia, esto nos sugiere que al derivar
una senal en el tiempo incrementamos los valores de las frecuencias altas,
lo cual actia como un filtro pasa-altas.

Por el contrario, si obtenemos la TFTC de la integral de una funcién, las
altas frecuencias decaen rdpidamente, como observamos en la siguiente
ecuacién. Esto actia como un filtro pasa-bajas.

3{ i f (t)dr} = }im F(w) (111.26)

A continuacion veremos alguros ejemplos del uso de estas propiedades:

Ejemplo: Encuentre la TFTC de la sefial que se muestra en la figura
111.39.
Del teorema de desplazamiento en el tiempo tenemos:

3{%[)‘(: +T)+ f(t - T)]{ = F(o)cos(wT) (111.27)
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......*.._

FIGURA I11.39. Ejemplo de sefal modulada en amplitud

por una funcion cosenoidal

Demodulando la senal tenemos:

B k EEGEEC TR TR

e O e —

e mfmmm—m———-

P L

O P

.

FIGURA 111.40. Sefial demodulada en amplitud

(desplazada a la frecuencia cero)

La transformada de esta senal es

= A2542* (w)

3{f}
8 seg, entonces, aplicando la expresién I11.27 tenemos:

ComoT

4ASa* (w)cos(8w)

S{f¢t+T)+ f(t-T)}



Transforinada de Fourier

Ejemplo: Encuentre la TFIC de la sefal (figura I111.41).

FIGURA I11.41, Sehal del tipo cosenoidal

En este caso aplicamos la propiedad de modulacién.

La funciéon modulada es g(t) cos(20t)

Podemos obtener la transformada de la funcién g(t) y posteriormente
aplicar el teorema de modulacién.

f

'
I
i

-t/2 /2

FIGURA I11.42. Funcion ventana de duracion Ty amplitud A

3{s(h}= —sxnc(%

Si aplicamos ahora el teorema de modulacién, tenemos:
3{g(tycosw,f} = %[F(w +w, )+ Flw- (Ou)] { : {Sn[ z (w+ 20)} Sa[ w - 20) M}
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Ejemplo: Encuentre la TFTC de la sefal (figura I11.43).

T 1 1 1 1 1 !

1 | | I ] 1 1

) 1 1 ,f(’) [ 1 [
_____ S [ [ QO (U G

) { 1 | | )

{ ( ] | cos 100 ! | \

( | ! Al 1 {
————— T-—-—-—-M--—"—-=(——~-~"~-~"-gqp-~"~"~r-——-—M- -~ - - -"1-=- -~

| r:‘ I w-/ W ]

] [ 1 l I 1 1
S U U [/ F (O R 1 11 IS N [ ) S DU

] 1 ] I ) ] 1

[ ( 1 1 [ ) \

( 1 ( 1 ( 1 i f
oF---- + - - H -—— === H -—t == - ——1—-----

| l -1 { 1 | 3 I 5 |

I 1 1 [ 1 \ |
IR ] S N | 111 SRR | 111 S .
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FIGURA 111.43

Sabemos que para una sefial periddica f(t) su transformada es:

3{f, (v} =21 £ F,8(w - nwo)

H=—

< _ 2n T
Los parametros de la sefal son: T =4 segy w, = P

Observamos que el pulso es una sefial triangular modulada, que po-
demos escribir como: f(t) = g(t) cos 100 nt (figura I11.44).
La transformada de Fourier de la sefial triangular es:

%ﬁN=Aw{%j
La transformada del pulso f(t) es:
3{f(} = 3{g(t)cos100mt} = %[F(m +w, )+ F(w —mo)]

= % [Saz[%(m +100n)}+ Sa?[%(m - 1007:)}}
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D it

.......................................

i i
) | . i )
' ) i « }

FIGURA Il1.44. Funcion triangulo de duracidén 2 y amplitud maxima A

3{f()} = ﬂ Saz[%(m + 10011)]+ sﬁB (@- 10011)-”

El coeficiente de la serie exponencial de Fourier lo podemos obtener a
partir de la TFTC, si hacemos lo siguiente:

W=,

F = é{5172[1(ﬂ+1001t]]+5a’{1[ﬂ— 1001’[]”
8 20 2 202

Finalmente la transformada esta dada por la expresién:

-3 o5 o i 5- o-3)

/

1
FE==T
=T ()

N=—oo

(Como ejercicio, grafique la expresion anterior utilizando Matlab.)

Ejemplo: Encuentre la TFTC de la sefial (figura II1.45).
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FIGURA 111.45. Sefial cuadrada con valor medio cero,
duracién 2ty amplitud 2A

Si integramos la sefial obtenemos un pulso triangular g(t), cuya trans-
formada de Fourier es:

3{gn}= ATISnI(%]

[N —

R S R S

________________________________________________________________________

S .

FIGURA |11.46. Senal triangular de duracién 2t y valor maximo At

d A
como f(f)= @ entonces S{f(f)} = S{%”} = joG(w)

Si sustituimos valores, tenemos:

, .
3{f(0)} = jwAT ——SC(ZW(‘;;)/ 22) - ’%Asen:(m /2)
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Transformada de Fourier

Otra forma de resolver este ejemplo es aplicando el teorema de des-
plazamiento en el tiempo; veamos cémo.
Del teorema de desplazamiento en el tiempo

3{g(t—t,} = Glw)e ™"

como ¢, = 1/2, entonces

3{g(t-t/2}= ATSQ[%je'/“"/z

Para la sefial tenemos

simplificando tenemos

SJOt/2 - pt/2
3{f}= ArSa(%)[%]g,‘

finalmente la TFTC es:

S{f(t)}=ﬂTAsen2(%]

TRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO
DISCRETO (TFTD)

Con el desarrollo de las computadoras fue posible tener seriales discretas a
partir de sefiales analdgicas; para procesar este tipo de informacién se hizo
necesario adecuar los conocimientos del anélisis de senales a este nuevo
tipo de sefnal; de alli nacieron los algoritmos para la transformada de Fourier
de tiempo discreto y para la transformada de Fourier discreta. En esta par-
te vamos a ver cdmo hacer estas operaciones, asi como el uso que tienen en
el analisis de seniales.

El cuadro II1.1 presenta un resumen de las caracteristicas de las trans-
formaciones de Fourier.

Los casos 1) y 2) ya se estudiaron en el capitulo II (“Ortogonalidad
y series de Fourier”) y en este capitulo (“Transformada de Fourier”). Los
casos 3) y 4) seilustran en la figura [11.47 y serdn objeto de explicacion en lo
que resta del presente capitulo.
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CUADRO IIL.1. Tipo de transformacion y dominios involucrados
(tiempo: continuo/discreto, y frecuencia: continua/discreta)

Tiempo Transformacion Frecuencia
1) Funciones periddicas Series de Fourier Frecuencia discreta
continuas

2) Funciones no-periédicas  Transformada de Fourier  Frecuencia continua
continuas

3) Funciones discretas Transformada de Fourier  Frecuencia continua
de tiempo discreto

4) Funciones discretas Transformada de Fourier  Frecuencia discreta
discreta
Caso 3)
X x(w)
TFTD
[ —

T 2T 37 AT 5T nT

-w, W, w
Caso 4) {0
x(n)
I l II . ﬁHTf - .T] IT ) Aftﬂ ]It
T2T3T 4T 5T .. oT W, W, W, Wo k

FiGURA I11.47. En la parte superior de la figura vemos casos en os que el dominio del

tiempo es discreto y la frecuencia continua (transformada de Fourier de tiempo discreto).

La parte de abajo corresponde tanto a tiempo discreto como a frecuencia discreta
(transformada de Fourier discreta)

En cuanto a los casos 3) y 4), nos limitaremos a dar sus definiciones.
Primero se dardn algunos ejemplos de sefiales discretas. Como ahora se
trata de funciones discretas en el tiempo (secuencias de valores), cambiare-
mos Ja notacion de paréntesis por corchetes.
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SENALES DISCRETAS

A continuacién se presentan las sefiales discretas comunmente usadas en
el andlisis de senales:

Impulso unitario

: 1 sin=0
8[n| = )
0 sinz0
8[n]
1
-1 0 1 2 3 4 n
FIGURA 111.48. Senal impulso unitario
Impulso unitario desplazado
1 sin=1
Sln—il= i i
[ ] 0 sin#i

4 :
d(n=1)

! 1

FIGURA I11.49. Senal impulso unitario desplazado cierto
valor i a la derecha



Andlisis de senales

Escalén unitario

] = {0 sin<0

1 sin20

u[n]

-1 0 1 2 3 4. n

FIGURA 111.50. Senal escalén unitario

Funcion seno

x[n] =A sen (nb+¢)

con A =amplitud
0 = frecuencia
¢ = fase

FIGURA [11.51. SeRal senoidal discreta

Funcién lineal de n

0 para 0 >n >3
xl[”]“ n para 0<n<3

La gréfica se muestra a continuacién:
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x[n)
PO
2 -----------------
) S R
.—L I L 2
-1 0 1 2 3 4 .y

FIGURA 111.52. Senal del tipo lineal

Funcién decreciente de n

(1] = 0 para n<0
=109y para n20

Su grafica se muestra a continuacién:

x[n)

FIGURA 111.53. Sefal discreta decreciente

Como se dijo al principio, con la llegada de las computadoras fue po-
sible convertir sefiales analégicas en discretas, lo que permitié tener mues-
tras de las sefales, y por lo tanto se hizo necesario tener la transformada de
Fourier de una sefal discreta.

A esta transformada se le conoce como transformada de Fourier de
tiempo discreto (TFTD), y su expresion es la siguiente:

X(w)= ¥ x[nT]e"" (I11.28)

N=—s

También suele escribirse como:

X" = i x[nT]e"""‘T
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La TFTD tiene las siguientes caracteristicas:

* X(e/) es una funcidn periédica de periodo 27, asi que solamente
necesitamos graficar el intervalo [0, 2nt] para conocer la TFTD de x[n].

* Note que X(¢) es una funcidn continua a pesar de ser obtenida a
partir de una funcién discreta.

A continuacién se muestra una grafica donde se ilustra lo anterior.

F(w)

x(nT)

s

i

Asimismo la transformada inversa de Fourier de tiempo discreto esta
dada por la siguiente expresion:

|3

FIGURA I11.54. Senal muestreada en el tiempo y su respectivo espectro
empleando la transformada de tiempo discreto de Fourier

®/T
T fon
AnT]= - j X(w)e™ duw (L11.29)

-n/T

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
DE TIEMPO DISCRETO

A semejanza de la TFTC, esta transformada tiene las siguientes propiedades:

Linealidad ax,[n]+bx,[n] © aX (w)+bX,(w)
Desplazamiento en el tiempo xn-i] o e™X(w)
Desplazamiento en frecuencia x[nle" e X(w-w,y)
Convolucién x[1]-x,(n] - %X,(w)"XI(w)

y[nlxn] - X (w) X,y(w)

Ejemplo: Encuentre la TFTD de la sefial x[n] = (0.8)" u(n); grafique uti-
lizando Matlab.
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Transformada de Fourier

o

X(e}w) = 2 X[n]e—/’wn

N==cn

X(e®)="Y" (0.8)" e u(n) =i(0.8)"e""'" = i(o.se‘f“’)"

n=0 n=0

de la expresion para serie geométrica tenemos:

; 1
X(Elw) = ——1_ (OASL)“}‘“)

El programa en Matlab para graficar X(¢/®) se muestra a continuacion:
w =-3"pi:0.1:3* pi;

Fw = abs(1/(1 - (0.8* exp(j* w))));
plot(w, Fw), grid, xlabel("w’), ylabel("Magnitud de F(w)’)

Magnitud de F(w)

w

FIGURA II1.55. Transformada de Fourier de tiempo discreto

Ejemplo: Encuentre y grafique la TFTD de la sefal: x[n] = 5(0.7)""
{u(n) - u[n -10])

X(e™) = i 5(0.7)" ' n(n)y = n(n=10)¢ """ = 5(0.7)"" 2(0.7""*)"

= n=0
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o . K2 k 1—0.K
Utilizando la expresion: ¥ o' = o Yo
k=0 -
la TETD es:

o 5 |1-(07e7)?
X(e’ ):ﬁ[—1_07e-1¢u

El programa y la gréfica se muestran a continuacién:

w =-2"pi:0.01:2* pi;

A =1-(0.7* exp(j* w)).A10;

B =1- (0.7 exp(j* w));

Fw = 5* A./(0.7)* B);

plot(w, abs(Fw)), grid, xlabel(‘w’), ylabel('Magnitud de F(w)’)

24 T ; T T T T T
22 proeee '
20

18
16 f----o-

(T N - {

Magnitud de F(w)

P IR U S Y 1SS SO SO

FIGURA 11].56. Transformada de Fourier de tiempo discreto

TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA (TFD)

La transformada de Fourier de tiempo discreto nos da informacién del es-
pectro de una secuencia discreta, pero no nos permite manipular los datos
del espectro utilizando una computadora. Para solucionar esto se creé la
transformada de Fourier discreta (TFD).

Este tipo de transformada se utiliza cuando se tiene una senal de tiempo
discreto y se quiere hacer una representacion de la senal en frecuencia discreta.
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Tiempo discreto T. Fourier discreta Frecuencia discreta
[n] o (k]

El par de transformadas del tiempo y frecuencia para una secuencia
discreta periédica son las siguientes:

N-1 LM
X[k]=3% x(n)e "N {II1.30)
n=0
donde N es el periodo de x[n]
La transformada inversa esta dada por la siguiente expresién:

X[kle'¥ (11131)

La transformada de Fourier discreta satisface las mismas propiedades
que la transformada de Fourier en tiempo continuo.

* Linealidad

¢ Simetria

* Desplazamiento en tiempo

* Desplazamiento en frecuencia

* Convolucién (lineal o periddica), etcétera

La utilidad de la TDF radica en que nos permite una aproximacién
digital a la transformada de Fourier de una sefial continua. Esto se ilustra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Encuentre la TFTD y la TFD de la secuencia: x[n] =2, 2, 2,2],
n = [0, 1, 2, 3]; grafique utilizando Matlab.
La TFTD de x[n] es:

1 _e-/'-lm

X(e™)= £ (e ™ =2-20)

n=0 1-

Su gréfica se muestra en la figura I11.57.

La transformada de Fourier discreta se calcula a continuacion:

X(k) _ NE—I _\'I”]W,\—/k”
k=0
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_jj; en-

IR A SUNN WU

N

[ X[k]] =(8.0,0,0,0]

Ib.....

R

\rmmmdecemescabaceanaaadana———a—-

w ~ @ o~ -~ o

9
PR
7
6

@ ~ w0 O < Lol o~ — (o)

FIGURA I11.57. Transformada de Fourier de tiempo discreto

aLdL popube ail Se| 9p eyysanw A aLdl pnpubepy

(verifique los valores utilizando el programa que viene en la seccién de

donde W, es el kernel de Fourier y en este caso vale W,, = ¢/
Matlab). La gréfica se muestra a continuacién:

tonces:

FiGuRrA I11.58. Transformada de Fourier discreta y de tiempo discreto en asteriscos
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Como puede verse en la gréfica anterior, la resolucién del espectro es
muy pobre; para aumentarla agregamos ceros a la secuencia. Es decir, aho-
ra tenemos x{n]=1{2,2,2,2,0,0,0,0,0,0,0, 0], entonces ahora tendremos
W, = e721/12 = ¢, J]a TFD tiene ahora los valores:

X(k) = [8,4.7321 - 4.7321i, -3.4641/, 0/, 2.0000 + 0.0/, 1.2679 - 1.26791, — 0.0000;,
1.2679 + 1.26791, 2.0000 + 01, 0.0 - 0.0i, — 0.0 + 3.46414, 4.7321 + 4.7321i]

La grafica se muestra a continuacién:

Magnitud TFTD y muestras de la TFo

FIGURA I11.59. Transformada de Fourier discreta y de tiempo discreto

Como se puede observar, al aumentar los ceros aumenta también la resolu-
cién del espectro. Actualmente se utiliza el algoritmo llamado transformada
rdpida de Fourier (FFT) para realizar estos calculos ya que es mas eficiente.

CALCULO DE LA TFD A PARTIR DE UNA SENAL CONTINUA

Para poder calcular la transformada de Fourier de una senal continua x(f)
se deben dar Jos siguientes pasos:

Muestreo => senial numérica x[)
Calculo de la TFD (para el calculo de la TFD se requiere una senal de
duracién finita)
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Truncamiento temporal
Calculo de la TFD => muestreo espectral

Los efectos generados en las etapas anteriores son:

A) Muestreo => periodizacién espectral
B) Truncamiento temporal

Veamos qué significan estos efectos.

Truncamiento teimporal

Principalmente veremos en qué consiste el truncamiento temporal.
Partiendo de la sefial x[n] de duracién infinita, ésta x[n] sera transfor-
mada en una secuencia de longitud N, X, (n), es decir:

Xy(n)= x[n]Q)N n)

f1 si n €0, N-1]
con O (1) = lo s no
Pero el hecho de truncar o cortar una senal x[n] en puntos diferentes
de los cruces por cero induce un efecto de altas frecuencias. Ejemplo:
Si la funcién sen(x) la ventaneamos o multiplicamos por una funcién
N(x) tal que

{1 si 0<x<3/2
N(x)=

0 si no

x[n)

3/2N 2N

FIGURA II1.80. Senal senoidal, tomada exactamente un periodo
(no existe discontinuidad en la region considerada)
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Discretizando la sefial, tenemos:

4 x[n]

] A

FIGURA 111.61. Senal senoidal, tomando tres cuartas partes del periodo
(existe discontinuidad en la region considerada)

Si la senal f(x) esta ya limitada en banda, al momento de hacer el trun-
camiento se generan componentes de alta frecuencia, los cuales causardn
una distorsidn en el dominio de las frecuencias.

w

\ /

\./ \/—Ww w \/ \/ w

m

FIGURA |11.62. Efecto en |la frecuencia cuando se trunca una senal en el tiempo,
tomando una ventana cuadrada (se inducen o generan componentes de alta
frecuencia que no corresponden a la sefal original)
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Para minimizar el efecto de truncamiento, se utilizan otro tipo de ven-
tanas diferentes a las cuadradas, como son:

Ventana rectangular

1 si ne|0, N-1
WN(H) - [ ]
0 en otro caso
Ventana Bartlett
Nzﬁl sin e[, (N-1)/2]

Wan() =1y 2L e[(N-1)/2,N-1]

0 si ¢ [0, N-1]

Ventana Hanning

27
N-1

W,,N(n)=0.5—0.5cos( ] para ne[0,N -1

Ventana Hamming

WHN(;1)=0.54—0.46c05(1\2;[”1] para n €[0,N-1]

Ventana Blackman

4nn

21n
+0.08¢ Y -1
l] OS(N—[) para n E[O/ N ]

W =042-0.5
o (1) cos ( N
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rectangular

: \
Hamming \

0.8 \

Bartlett

0.6

Hanning

Blackman

(N-1)/2 N-]

FIGURA Il1.63. Ejemplos de ventanas comunmente usadas para llevar a cabo
el truncamiento temporal

EJERCICIO EN MATLAB
Genere dos senales de la funcion seno con 128 muestras por sefial:

y, = sen(0.5t)
y, = sen(0.55¢)

Multiplique cada una de las senales [y,, y,] por cada una de las venta-
nas y obtenga sus TF respectivas. Analice qué efecto produce cada ven-
tana.

Ejercicio de periodizacién del espectro
s Genere una funcidon a muestrear {(x muestras) (cos(!))
e Genere un tren de impulsos al doble de la frecuencia

e Multiplique ambas funciones y obtenga la TF. Observe el efecto de
periodizacién en la frecuencia.
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¢ EJERCICIOS DEL CAPITULO III
1) Encuentre la TFTC de la sefial que se muestra:
Acos 190 !
|/
AL DA HANA /\ﬂ
\U\/U” U VIV U SVAVAVAY

Utilizando Matlab grafique el espectro.
2) Demuestre las siguientes expresiones:

Ycos(wyt)u(t)] = %[5((0 — W) +8(w +w,)]+ ol ijz

W T
3[sen(w,t)u(t)] = ) 5[8((1) - W)= 8(w +w,)]
3) Un voltaje tiene la forma o(t) = Ae™*sen(w,t)u(t). Encuentre la transfor-

mada de Fourier de v(t). ;Cual es el angulo de fase ®(w)?
4) Encuentre la siguiente integral de convolucioén:

u(ty* e'u(t)

1

m], transformada de Fourier inversa.

5) Encuentre f() = FAlli
6) Encuentre la transformada de Fourijer de tiempo discreto de las siguien-
tes secuencias:
a)x[n]=[15623102]
b)x[n] = (0.7)""u(n - 10)
c) xfn] = cos(n — n/4) u(n - 12)

Grafique las senales y su correspondiente TFTD; utilice Matlab.

7) Escriba un programa para calcular la transformada de Fourier discreta.
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8)

9)

Transformada de Fourier

Utilice el programa anterior para encontrar la TFD de las siguientes se-
cuencias:

a)x[n]=[123451234512345]
b) x[n] = (0.5)* u(n - 15)

Grafique las senales, asi como su TFD.

Encuentre y grafique las TFD de las ventanas descritas al final de este
capitulo. Haga las observaciones correspondientes.






CAPITULO IV

Teoria de muestreo

INTRODUCCION

L INTERES DE MUESTREAR una sefal x(t) en tiempo continuo, para te-

ner una representacion de ésta en el dominio discreto, se ha desarro-

llado en gran medida gracias a la facilidad, accesibilidad, bajo costo
y facilidad de reproducir el procesamiento digitalmente. Si nos interesa
tener una representacion de la sefial x(f) (dominio continuo) en el dominio
discreto x(nT), o simplemente X(n), esta representacién tendra ciertas res-
tricciones, las cuales describiremos aqui (sefial a banda limitada y frecuen-
cia de muestreo). Finalmente, la sefial muestreada x(n) o x(nT), una vez
procesada, puede ser reconstruida en el dominio continuo x(t) por diferen-
tes métodos.

En el presente capitulo nos enfocaremos a definir las caracteristicas
que debe tener una sefial que se desea convertir de analdgica a digital; asi-
mismo, se presentara la teoria de muestreo (real e ideal). Los analisis seran
tanto en el domino del tiempo como en el de la frecuencia. Una vez proce-
sada la informacién, se explicard .a teoria que permite reconstruir una se-
fal analégica partiendo de valores digitales (interpolaciones lineales).

MUESTREO IDEAL

El proceso de muestrear idealmente consiste en multiplicar, en el dominio
del tiempo, una senal continua x(t) por una funcién de tren de impulsos
unitarios, y asi obtener valores instantaneos a la cadencia, determinada por
el tren de impulsos, es decir:
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8,01 l

x(t) ——»{ X |—— Xm(i)

Donde:

x(t) esuna sefal de tiempo continuo limitada en banda
8,(t) esun tren de impulsos unitarios de periodo T
Xm(t) eslafuncién x(t) muestreada a periodos T

Gréficamente, se observa en las figuras IV.1, IV.2, y IV.3, tanto en el
tiempo como en la frecuencia.

x(f) ¢ S X(w)
Transformada
de Fourier

-Wm Wm w'
(a) (b)

FiGURA [V.1. Ejemplo de sefial analdgica limitada en banda:
a) en tiempo y b) en frecuencia

3D 8. {w)
W08W0 (w)
Transformada
de Fourier
— —> | —_— >
T Wo ©
Wy=2n/T

FiIGURA IV.2. Tren de impulsos de Dirac: a) en tiempo y b) en frecuencia

Xm(t) Xm(w)

Transformada
de Fourier

>

’.','. Wm W, 2W, 3W, A w

»
L

FIGURA V.3, Efecto de muestreo en tiempo, produciendo el efecto de periodizaciéon
de espectiro en frecuencia
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El desarrollo analitico se expresa a continuacién. Cabe aclarar que 8,(t)
es un tren de impulsos de amplitud unitaria y espaciados cada periodo T.
Adicionalmente, los valores de X(t) son continuos.

La senal X, (t) serd el resultado de multiplicar el tren de impulsos 8.(f)
por la sefial X(¢), es decir, se escribe como: X (t) = X(t) 8,(t)

Si sustituimos la funcién §,(t) por su equivalente suma de impulsos

> 8(t-nT) espaciados cada T segundos, como resultado se tiene la ecua-

n=eo

cién IV.1:

Xm(t)=x(t)28(t—-nT)= ix(t)ﬁ(l—nT) (IV.1)

H=o N=oco

Si se toman las muestras cada t = nT, se pasa de tiempo continuo
a iempo discreto para la sefial x(¢).

En el dominio discreto, la ecuacién IV.1 se puede escribir como la ecua-
cién IV.2:

oo

Xm(t)= ) x(nT)3(t~nT) (1v2)

Nz

Posteriormente se analizaré la representacién en frecuencia de la ecua-
cién JV.2 tanto de manera analitica como grafica.

IMPORTANCIA DE LA ELECCION DEL PERIODO T
EN LA FUNCION TREN DE IMPULSOS §,(1)

Desde el punto de vista grafico en el dominio del tiempo, se puede apreciar
en la figura [V.4 la importancia de tomar apropiadamente el intervalo T de
la funcién §,(f).

Se debe tener cuidado, ya que varias sefiales continuas X (f), X,(t) y
X,(t) (por ejemplo) pueden ser muestreadas en los mismos puntos, en los
cuales sus amplitudes coinciden. Sin embargo, se puede apreciar que la
senal X,(t) varfa mas rdpidamente que X,(f) y ésta a su vez mas rdpido que
X,(t); si se utilizara la misma funcién §,(t) habrfa informacién que se perde-
ria de X,(t) y probablemente también de X,(t). Si el objetivo que se persigue
es no perder informacién de la sefial analégica al pasarla a su correspon-
diente digital, se debe muestrear a una velocidad diferente, dependiendo
de las variaciones de cada senal. (El teorema de muestreo, se explica en
detalle mas adelante.)
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X, ()

{
I

-37 =27 ~T 0 T 27 3r

FIGURA IV.4. Tres sefales en tiempo continuo con valores idénticos
en multiplos enteros de 7, muestreadas a un mismo periodo de tiempo 7

Para poder representar cada una de las sefiales en el dominio discreto,
éstas se deben muestrear a Ja cadencia dada por los cambios de la sefial, es
decir en funcién directa de la frecuencia maxima de cada senal.

Pero veamos desde un punto de vista mas formal qué condiciones se
deben imponer a la sefal y al tren de impulsos para tener una representa-
cién en el dominio discreto de la sefial analégica, y posteriormente poder
reconstruir la sefial original partiendo de las muestras (sin pérdida de in-
formacién).

Sabemos que la transformada de Fourier de la multiplicacién de dos
funciones en el dominio del tiempo es la convolucién de las transformadas
de Fourier de las dos funciones involucradas; es decir, la propiedad de
convolucién de la transformada de Fourier se expresa en la ecuacién 1V.3:

S OLO]= 5 [Fw)* Fw) (v3)

donde

A )= Fw)

(0] = F(w)

el simbolo g representa la transformada de Fourijer y el * significa la opera-
cién de convolucioén.

Por otro lado, a la funcién f(t) (la cual vamos a muestrear) le impon-
dremos la siguiente condicién en el dominio de la frecuencia:
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f(t)] = F(w)=0 para |w| >w, (1V.4)

donde w, es la frecuencia maxima de la sefial analdgica de f(f); es decir, una
funcién a banda limitada. La figura IV.5 muestra un ejemplo.

4

F(w)

! I
-Wm Wwm

FIGURA IV.5. Sefal a banda limitada
Por otro lado, el tren de impulsos §,(f) tiene como transformada otro

. : 2n . :
tren de impulsos espaciados a w, =Ty de amplitud w,, es decir:

8 (t)=.. +8(E+2T) +3(t+ T)+8(t) +8(t = T)+ 8(t-2T) +... (1V.5)
=) 3(t-nT) (IV.6)

6.:(h) = 2 o(t-nT) (IV.7)

87 ()] = wed,., (w) = w, Z 8(w = nw,) (1V.8)

La ecuacion 1V.8 indica que la transformada de Fourier de un tren de
impulsos sigue siendo otro tren de impulsos, espaciados cada w; y de am-
plitud w,.

Empleando la propiedad de la transformada de Fourier para la
convolucién y las ecuaciones IV.4 y 1V.8, se puede obtener la representa-
cién en frecuencia de la sefial muestreada f, {t).

q[f,(h] = F,(w) = %[F(w)* W 0 (w)] = %[F(w) *8,0()) (1V.9)
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. 2n . .
Si Wo =~ (denominada frecuencia de muestreo), entonces la transforma-

da se puede reescribir como:

3£, (0] = %[E%J[Hw)*swo(m] (IV.10)

- %[F(w)*swow)] av.11)

Si sustituimos la ecuacién IV.8 (tren de impulsos en la frecuencia), se
tiene:

=%|:F(w)* ZS(w—won)J (IV.12)

==

Ahora, se puede escribir la sumatoria sobre la variable n al inicio de la
expresidn, para quedar:

:%ZF(w)*S(w—nwo) (1V.13)

N=—e

En la expresién IV.13 se puede apreciar que la convolucién para cada
valor de 1, es valida en un solo punto, cuando el argumento de la delta,
w - nw, =0, hace vélida la frecuencia igual a n-veces multiplo de la frecuen-
cla w, (w = n w,); quedando el resultado de la convolucién para el valor
(n wy) como la funcién F(w), evaluada en (w — nw,).

fo )= 3 Flw=nuwy) (IV.19)

nz—oo

La expresién 1V.14 nos indica una periodizacién de espectros cada nw,;
la amplitud de los espectros estan afectados por un factor 1/T, recordando
que T es el periodo de muestreo.

Pero veamos, desde el punto de vista grafico ;qué nos indica la expre-
sién IV.14? En la figura IV.6 se tienen las senales en el dominio de la fre-
cuencia de la sefial a banda limitada F(w); IV.6(a), el tren de impulsos a la
frecuencia nwy(w), IV.6(b), y el resultado de la convolucién de IV.6(a) y IV.6(b)
generando la periodizacidn del espectro IV.6(c).
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a) Fw)
1
T I
-Wmt Wm w
b) 4 W dW-nw)
w = 2
4 A A Y T A A A A
-3W, -2W, -W, 0 W, W, W, w
A
¢) F,(w)

v

-2W -W, -Wm 0 Wm W,

3W,

FIGURA tV.6. Efecto de periodizacidon del espectro:
a) sefal a banda limitada, b) transformada de Fourier del tren de impulsos.
y c¢) resultado de la convolucion de las sehales a) y b)
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TEOREMA DE MUESTREO

En la figura IV.6, se pueden apreciar los siguientes puntos:

1) El espectro F(w) se repite cada nw,

2) La amplitud de F(w) se ve afectada por (1/7)

3) Entre nw,y (n + 1)w, debe de poder contenerse dos veces w,, sien-
do w,, la frecuencia méxima de la sefial (senal a banda limitada).

Segun los comentarios anteriores, se puede poner de manera explicita
el teorema de muestreo, es decir:

Sea f(t) una senal de banda limitada con F(w) = 0 para |w,|>2w,,.

Entonces f(t) estd determinada univocamente por sus muestras f(nT), con
n=0,+1,+2...,si
w, 2 2w, (IV.15)

2n .
donde w, = - = frecuencia de muestreo

fo22f, (IV.16)
con

f, = frecuencia de muestreo
f,, = frecuencia maxima de la sefial

Definiremos W como Ja frecuencia angular y f como la frecuencia en
ciclos por segundo.

Al teorema de muestreo también se le llama frecuencia de Nyquist o
teorema de Shannon.

Sino se cumple la relacién IV.15 o0 IV.16 se produce el efecto denomi-
nado “recubrimiento de espectro”, como se puede apreciar en la figura IV.7.
Una vez producido el recubrimiento de espectro, NO se podra recuperar la
sefial analdgica correspondiente.

RECONSTRUCCION DE LA SENAL ANALOGICA
A PARTIR DE LAS MUESTRAS DIGITALES

Al proceso de reconstruir la sefial analdgica a partir de sus muestras digitales
se le denomina “conversion digital-analégica”. En la explicacién siguiente,
partimos de que la fase de muestreo (conversién analégica-digital) fue rea-
lizada por muestreo ideal, adicionalmente, partiremos de la representacién
en frecuencia, es decir, del espectro periodizado (figura [V.8). Hechas las
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Recubrimiento

Fr(w) de espectro

1/T

-3W, 2w W, —wm wm W

A 2w,

A W

FIGURA IV.7. Efecto de recubrimiento de espectro cuando
no se respeta el teorema de muestreo

aclaraciones anteriores se pueden plantear dos situaciones posibles: 2) No
se respeta el teorema de muestreo, y b) Si se respeta el teorema.

. W,
a) No se respeta el teorema de muestreo, es decir, que w,, > — ’enton-

ces no se puede reconstruir la sefial f(t).

. . , W
b) Si se respeta el teorema de muestreo implica que w,, < 7"; enton-

ces, partiendo del espectro periodizado, el cual esté afectado por una am-
plitud 1/T, lo que se tiene que realizar es una multiplicacién con un filtro
de ganancia T. Cabe remarcar que se puede filtrar cualquiera de los espec-
tros, pero el mas sencillo es el que se encuentra alrededor de la frecuencia
cero. Las frecuencias de corte del filtro ideal pueden tener dos puntos de

W W
y 2) desde _TD hasta —2—"~ (véase la figura [V.8.

El efecto del filtro sera eliminar todos los espectros restantes, de tal modo
que calcular la transformada inversa de Fourier de la senal F(w) dara como
resultado f(t).

corte: 1) desde -w, hasta w

m’

DESARROLLO ANALITICO PARA EL CALCULO DE LA SENAL ORIGINAL
ANALOGICA A PARTIR DE MUESTRAS DIGITALES

En la seccién anterior se empezd a esbozar graficamente la reconstruccion
de la serial analdgica a partir de muestras digitales, ahora se llevara a cabo
el desarrollo analitico. Dicho desarrollo parte de ]la definicién de la trans-
formada inversa de Fourier; a modo de recuerdo ponemos la definicion en
la ecuacion IV.17.
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A
B Eiliro de amplitud T
1T
-3w, 2w, W, SWm 0 Wm\ W, 20, W,
W W,
2 =y

W, W,
FIGURA IV.8. Fiftro de amplitud Ty de limites -TO a TO’ filtro ideal.

Filtrado de un espectro, con el fin de poder recuperar la sefal original, primero
a F(w) y posteriormente a f(t), a través de la transformada inversa de Fourier

A= % [ Fawerdw (Iv17)

donde sabemos que F(w) es la funcién en el domino de la frecuencia.
Partiendo de la ecuacién IV.17 y sustituyendo la funcién periodizada

W, W,
F (w), multiplicamos por un filtro ideal rectangular definido de - 70 a —¢

" 2
y de amplitud T, dando la expresién de la ecuacién IV.18.
Wq/2
=L [ TE,pea
ft)y= P f w(w)e™ dw (IV.18)
~Wo/2

Si sustituimos la expresién de F, (w) como la transformada directa de
Fourier de muestras discretas:

Fw)= Y f(uT)e ™" (IV.19)

PEEE

siendo t = nT, se tienen muestras de la senal cada nT.
Sustituyendo la ecuacién [V.19 en IV.18, se genera el siguiente re-
sultado:

f=5- | k‘,f(”T)"_M]"Ww (1v20)

—Wy /2

H=—r
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Intercambiando el orden de la integral y la sumatoria queda:

Wy /2

T w
- —penT ol
=5 ”;uf(nT) '[ e e dw

~Wy/2
Agrupando lo que est4 en términos de la variable w:

Wo/2
f(nT) I MU= gy

Wy /2

I
Q=

i

»

Integrando con respecto a w:

Wo/2

u —n ~Wy/2

Se evaluan los limites de la integral, quedando:

Zf l] t_”T) [e,(l—nT)W,)/z _U—,u—nr)wo/z]]

Aplicando la propiedad de Euler del seno:

[e,(:—,.nwu/z _e~j(l—uT)W0/2]]

T ¢ 2
‘EEEQfWTJG_”T) 2;

Complementando la expresién de la forma

muestreo), queda:

Z nT)[(f_, 7 sen[(t—uT)w(,/2]} si w, =

ofi-or(2]1]

= T”:wa(n"[') =T

seno (

(IV.21)

(1V.22)

(Iv.23)

(IV.24)

(1V.25)

(funcién de

(IV.26)

(1V.27)

Finalmente tenemos la expresion 1V.27, la cual es la convolucion de
dos seiales, una de ellas es el tren de impulsos de amplitud dados por los
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valores de la senal original a los intervalos nT; la otra sefial es una funcién
de muestreo (sampling):

sen[(l - nT)E]

- T
=D finT) s (IV.28)
= Z(t=nT)

Expresada en términos de la funcién sinc(x), queda:

=Yy f(nT)sinc[(t— nT)H (1V.29)

H=2—oo

Graficamente se puede apreciar la reconstruccién de la senial analdgica
f(t) a partir de muestras digitales en la figura IV.9. Podemos apreciar cémo
sobre cada delta se posiciona una funcién de muestreo

sen[(r— nT)%]
%(t—nT)

Los valores que no existian entre nT y (n + 1)T han sido ahora interpolados
por la suma de todas las funciones de muestreo a un tiempo dado (hay
valores positivos y negativos).

AN

7
L

t, 4t t
FIGURA IV.9. Reconstruccion de la sehal analdgica a partir de muestras digitales

tot

) 2
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MUESTREO REAL

Para el muestreo real, se considera que no existen deltas de Dirac, y lo tini-
co que contamos son funciones cuadradas (o ventanas).

a) Si deseamos muestrear una sefial de tiempo continuo x(t), lo que
hace el muestreador “"bloqueador” es sujetar el valor instantaneo de la se-
fnal al instante nT y decir que ése es el valor de la sefial de] intervalo (nT) al
intervalo (n + 1)T, y asf, pasa después a una fase de cuantizacién y represen-
tacién de los valores. Un ejemplo grafico se muestra en la siguiente figura:

x(t)

Bloqueador

t

FIGURA IV.10. Proceso de muestreo real con la técnica de “bloqueo”

En el dominio del tiempo es convolucionar la funcién x(nT) con la
funcién T1(¢). En el dominio de la frecuencia resulta una multiplicaciéon de
espectros (propiedad de convolucién de la transformada de Fourier).

La transformada de Fourier de la ventana de duracién Ty amplitud A es

L)

2

De forma gréafica, podemos ver el efecto de convolucionar las dos se-
fiales en la figura IV.11, donde se puede observar que se genera distorsién
del espectro por la multiplicacion de ambas seiales.

FIGURA IV.11. Resultado de convolucionar las muestras de f{t) con una funcién ventana
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Stahora el filtro en el dominio de la frecuencia es una funcién sampling
al cuadrado, veremos como afecta la funcién en el dominio del tiempo.

2
A sen(wT/2)

w—
2

(4] 0 0 0 0

FIGURA IV.12. Efecto de multiplicar el espectro periodizado w
F_(w) con una funcién del tipo sampling al cuadrado

En el dominio del tiempo, la funcién resultante serd la convolucién de
f(t) con F'[sampling?].

A x(nT)
* Tridngulo (/)

A
0 . -T2 0 T2 '

A

Xlt)
A
A A A A
A A
0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T t

FIGURA IV.13. Reconstruccion de la senal analdgica f(t), como resultado
de convolucionar los valores discretos de la sefal, con una funcién tridngulo
del tiempo
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CAP{TULO V

Variables y procesos aleatorios

INTRODUCCION

N EL PRESENTE CAPITULO se cubren temas tales como procesos esto-

césticos, variables aleatorias y procesos ergédicos. Se plantean dife-

rentes herramientas para caracterizar variables aleatorias, entre las
cuales destacan las siguientes:

* Funciones de densidad de probabilidad
¢ Funciones de distribucion de probabilidad
¢ Esperanza matemdtica o valor esperado a sus diferentes érdenes:

* a primer orden se caracterizan por el valor promedio,

* a segundo orden por el valor cuadratico medio, la varianza, la
desviacion estandar y la correlacién,

* a tercer orden se exponen conceptos como el “sesgo” (grado de
simetria con respecto al valor medio), y

* acuarto orden se expone el concepto de “kurtosis”, la cual indica
el grado de similitud entre una funcién de densidad cualquiera y
una funcion de densidad gaussiana.

Finalmente se exponen conceptos de funciones de densidad y distri-
bucién conjunta (tinicamente para dos variables aleatorias), funciones de
correlacién, funciones de autocorrelacion, funciones de correlacion cruza-
da, independencia estadistica, energia, potencia, ergodicidad v esta-
cionalidad.
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TAXONOMIA DE SENALES ALEATORIAS

Existen diferentes clasificaciones de sefiales aleatorias; de entre ellas, pre-
sentamos una que nos parece hac doc porque toma en cuenta propiedades
estadisticas de la senal (véase la figura V.1). Si las propiedades estadisticas
se conservan en el transcurso del tiempo se habla de sesiales aleatorias esta-
cionarias, a diferente orden (a primer orden, en sentido amplio y en sentido
estricto). Las senales estacionarias se pueden subdividir en ergédicas y no
ergddicas. La ergodicidad estd en funcion de promedios estadisticos, los
obtenidos a partir del ensamble y los obtenidos a partir de una realizacion.
Si los promedios estadisticos de ensamble son iguales a los promedios es-
tadisticos de una realizacién, entonces se dice que el proceso es ergddico;
en caso contrario es no ergddico.

En cuanto a ]a rama de la clasificacién de sefales no estacionarias, éstas
cuentan con clasificaciones particulares que dependen del tipo de aplica-
cién. Amodo de ejemplo: la seial de voz es no estacionaria. La sefial de voz
ha sido objeto de multiples clasificaciones: a) de hombre, b) de mujer, ¢) de
nino, d) de adulto, etcétera.

Para el andlisis de senales, y desde el punto de vista de la ingenieria,
se asume que las seniales en estudio cumplen las propiedades de estacio-
nalidad y de ergodicidad.

Senal aleatoria

|
[ |
Estacionaria No estacionaria
[
Ergédica No ergodica Clasificacion
especial

FIGURA V.1. Taxonomia de senales aleatorias en funcion
de sus propiedades estadisticas

A continuacién se citan las herramientas estadisticas comuinmente uti-
lizadas para la caracterizacion de sefiales aleatorias: 1) valores promedio,
2) funciones de densidad y de distribucién, 3) funciones de correlacion,
4) funciones de densidad espectral, y 5) funciones de densidad espectral
de potencia cruzada.

De manera mds explicita, tenemos:
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* media
* varianza
1. Valores promedio e valor cuadratico medio
¢ desviacidn estandar
¢ valor eficaz
* momentos de orden tres y cuatro (orden superior)

* funcién de densidad de probabilidad
2.Funciones de distribucion
e funcidn de distribucidn acumulativa

¢ funcion de correlacién

3. Funciones de correlacién Ry (t t+T)

s funcién de correlacién cruzada R_‘.,[f, t +T)

4. Funcién de densidad espectral {0 funcién de densidad espectral de potencia, S, (®)

* funcién de densidad espectral de potencia cruzada.
5. Aleatoria conjunta
* § () respecto a otro proceso

Las cinco formas de caracterizar sefiales aleatorias seran descritas a lo
largo del presente capitulo, pero antes de entrar en sus descripciones es
necesario un pequeno repaso o recordatorio de algunos conceptos funda-
mentales de probabilidad.

DEFINICION BASICA DE PROBABILIDAD

De entre todo el campo de la probabilidad, tinicamente se presenta una defi-
nicion de ésta, la cual es restringida a eventos mutuamente excluyentes. La
probabilidad tiene dos enfoques: uno axiomatico y el otro por frecuencias
relativistas; el enfoque axiomatico esta fuera del alcance del presente libro.

La aproximacién por frecuencia relativista define a la probabilidad
como la relacion:

p(A)="a

v (V.1)

La validez de la expresion V.1 requiere que el niimero de veces que se
repite el experimento sea muy grande ( N — o)
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donde:

P(A) = probabilidad de que ocurra el evento A
N = numero total de veces que se repite el experimento

N, = numero de veces que ocurre el evento A

N,

P(A)= 1}3},7 (V.2)

Si se tiene M eventos mutuamente excluyentes A, B, C, ..., M, y cada

evento tiene asociada una probabilidad P(A), P(B), P(C), ..., P(M), se pue-

den calcular sus respectivas probabilidades a través de frecuencias relati-

vas, es decir, contabilizando el niimero de veces que ocurre un evento dado,

con respecto al nimero total de veces que se realizan los experimentos.

Esto es, el nimero de veces que ocurre el evento “A” lo designamos N; N,

para el evento B, y asf sucesivamente. El nlimero total de realizaciones N
sera la suma total del nitmero de eventos. Es decir:

N,+Ny;+N.+...+N, =N
. . . N,
La probabilidad de ocurrencia del evento A serd P(A)= lim —*; para

. N , .
el evento B sera P(B)= an TIB_’ y asi sucesivamente.

La suma de todas las probabilidades de todos los eventos posibles
sera igual a uno: P(A) + P(B) + P(C) + ... + P(M) =1 (vélido inicamente para
eventos que son mutuamente excluyentes).

La probabilidad de un evento esté acotada entre cero y uno:

0<P(A)<1 (V.3)

Sila probabilidad de un evento es cero (P(A) = 0), entonces se denomi-
na evento imposible; por otro lado, si la probabilidad de un evento es uno
(P(A) = 1), se le denomina evento certero.

De los resultados anteriores se establecen los siguientes axiomas:

1. P(A) =20

2. P(8)=1,con 8 ={A, B, C, ..., M} el nimero total de eventos.

3. P(A + B)=P(A)+ P(B)siysblosi A~nB=0,con Ay B eventos mu-
tuamente exclusivos.
& = espacio muestra del experimento realizado (conjunto de todas
las posibles salidas o conjunto universal)
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VARIABLE ALEATORIA

Desde el punto de vista de la ingenierfa, una variable aleatoria (VA) es sim-
plemente una descripcién numeérica del resultado de un experimento alea-
torio.

Sea el espacio muestra S = {a} el conjunto de todas las posibles salidas
del experimento. Cuando la salida es o, la variable aleatoria tiene un valor
que se denota por X(a). Dependiendo del espacio muestra, las variables
aleatorias se dividen en:

» Continuas: si su espacio muestra siempre es continuo

* Discretas: cuando su espacio muestra puede ser discreto, conti-
nuo o una mezcla de ambos

Ejemplo: La generacién de una variable aleatoria la podemos ver como
los niimeros generados con un disco y una manecilla; el disco esta dividido
como un reloj (del uno al doce). Aplicando una fuerza a la manecilla, ésta
girard, deteniéndose en un nimero; el valor de dicho niimero lo elevamos
al cuadrado, asi la variable aleatoria tomara un valor comprendido entre 1
y 144 (12 al cuadrado). La siguiente grafica muestra nuestro ejemplo:

12

[ ] ]
09 36 100 144 200 X

Para poder caracterizar variables aleatorias, se requiere conocer la fun-
cién de distribucién de probabilidad y la funcién de densidad de probabi-
lidad, las cuales se estudiaran a continuacion.
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FUNCION DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Sea X una variable aleatoria y x cualquier valor permitido de variable
aleatoria. Definimos la funcién de distribucién por:

Fy(x) = P(X < x)

La funcién de distribucién de probabilidad posee ciertas propieda-
des, las cuales se citan en las ecuaciones (V.4)-(V.8):

1. F(—)=0 (V4)
2. Ffe) =1 (V.5)
3. 0<F(x)<1 (V.6)
4. Fy (x))<F,(x)conx <x, (V.7)
5. P(x, <x<x,) =F(x,) - F, (x,) (V.8)

En la figura V.2 se muestran algunas funciones de distribucién, tanto
para variables discretas como para variables continuas.

F, (x) F (%)
1
0.6
0.4
0.2 L
0 X 0 a b c X

(a) (b)

0 x
(d)

FIGURA V.2. Ejemplos de funciones de distribucién de probabilidad:
a)y c) continuas y b) discreta
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Ejemplo 1. Sea la funcién de distribucién de probabilidad definida en
la figura V.3. Se desea calcular la probabilidad de que la variable aleatoria
X sea menor o igual a -5, mayor o igual a -5, mayor o igual a 8, entre -5y §;
y finalmente, que sea mayor que cero.

De la grafica podemos tomar los valores para cada rango de la varia-
ble aleatoria, es decir:

P(x < =5) = F,(-5) = 0.25

P(x > =5) = 1- F,(~5) = 0.75
P(x>8)=1-F,(8)=0.1

P(-5 < x < 8) = F,(8) - F,(5) = 0.65

P(x>0)=0.5
F (x)
4
0.9
0.5
~ 0.25 X
-10 -5 0 8 10

FIGURA V.3. Funcidn de distribucion de probabilidad continua F (x)

Ejemplo 2. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién de
probabilidad definida por la figura V.4. Encuentre la probabilidad de que
la variable aleatoria sea menor o igual a 4; y también de que la variable
aleatoria sea mayor a 3/4.

Es decir, deseamos saber:

P(x < 4)
P(x > 3/4)

0 cuando -ee<x<-1

P(x <x)= l+%x cuando -l1<x<l

1 cuando 1<x<e
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-1 1
FIGURA V.4. Funcion de distribucidn de probabilidad continua F,{x) entre —1 y 1

P(x £ 4) =1, por definicién de probabilidad

p(x<§j=l+}_[§j=£=>1’(x>é] = I—E=E=O.9375
4 2 2\4) 16 4 16 16

Para una variable aleatoria X discreta, su funcion de distribucion siem-
pre involucra una sumatoria de escalones ponderada, esto es:

Fy(x)= Y P(x,)u(x - x,) (V9)

i=)

FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

La funcién de densidad de probabilidad es la derivada de la funcidn de
distribucion respecto a la variable aleatoria X (véase la ecuacion V.10).

fo(x)= %Fx (x) (V.10)

Condicidn de existencia: Si la derivada de F,(x) existe, entonces f, (x) tam-
bién existe. Sin embargo, hay casos en donde F,(x) no esta definida, por lo
cual es necesario utilizar el concepto definido de impulso unitario §(x).

Con 8(x) = %U(X) o bien u(x)= J;8(g)dg (V.11)

Utilizando la ecuacién V.9 podemos escribir la funciéon de densidad
de probabilidad para variables aleatorias discretas como:

Fex) =Y P(x;)8(x - x,) (V.12)
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PROPIEDADES DE LA FUNCION DE DENSIDAD

DE PROBABILIDAD
1. f,(x)20 para toda x (V.13)
2. j: fo(0)dx=1 (V.14)
3. K= f(0dc) (v15)
4. P(x, <x5xz)=j:fx(x)dx (V.16)

Funciones de densidad mds comunes

A continuacién presentamos las funciones de densidad mas comunes, tales
como la funcién normal o gaussiana, la funcién uniforme, la funcién
exponencial y la funcién Rayleigh.

Funcién de densidad de probabilidad
normal o gaussiana

Una variable aleatoria se dice que es gaussiana o normal si su funcién de
densidad tiene la siguiente forma:

fx(x)= — o —0 < Y< 00 (V.17)

donde:
o, es la desviacion estandar

%X es el valor medio de x
o,’ esla varianza de x
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£

X-o_ X X+to x

FIGURA V.5. Funcidn de densidad de probabilidad del tipo gaussiana

La funcién de distribucién correspondiente se genera integrando la
funcién de densidad desde menos infinito hasta un cierto valor x, como se
muestra en la ecuacion V.18 y en la figura V.6.

Fe(x)=

1 * o x-2at
™

0.841

0.5

0.159

» X

FIGURA V.6. Funcién de distribuciéon de probabilidad para la funcién gaussiana

Se puede generar una tabla tinica normalizando F,(x), esto se lleva a
cabo centrando y reduciendo la funcién, es decir:

x=0y oy=1
entonces:
1 x 2
F(x)=——=| ¢4
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La expresion V.19 se utiliza solamente para x > 0 (valores positivos),
para valores x < 0 (valores negativos) tenemos F (-x) = 1 - F (x); haciendo

cambio de variable, u=(¢-x)/c, obtenemos:

(,\'7;>/d"

1 _2
Fy(x)= \/—5_7;'[« e 2 du (V.20)

Los valores de la funcién de distribucién normal o gaussiana centrada
reducida se pueden encontrar en el anexo B.

Funcién de densidad de probabilidad uniforme

Una variable aleatoria es llamada uniforme entre 4 y b si su funcién de
densidad es constante en el intervalo (a, b) y cero en otra parte (véase la
figura V.7). Los valores de 2 y b son reales en el intervalo [, o].

— <x<b
fexy=1b—a PN V.21
0 enotro caso ( )

La funcidén de distribucién de probabilidad uniforme se obtiene integrando la
ecuacion V.21; dicha funcién se muestra en la ecuacién V.22.

x-a
[b paraa<x<bh

-a
Fy(x)=141 parax>Db (V.22)
0 parax<a
A )
ALY E ()
1 T
b-n T
1
:
X X
0 a b 0 a b

(a) ()

FIGURA V.7. a) Funcién de densidad de probabilidad uniforme,
b) funcién de distribucién de probabilidad uniforme
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La funcién de densidad uniforme tiene particular aplicacién en la fase
de cuantizacién en un convertidor analdgico-digital; es decir, cuando un
valor analégico dado tiene que corresponder a un nivel discreto, se tiene
que redondear ya sea hacia el nivel superior o hacia el inferior.

Funcién de densidad de probabilidad exponencial

La funcidén de densidad de probabilidad exponencial tiene la siguiente ex-
presién:

1 -
J—e Gx-apfb parax>an

fx(0)= \ g (V.23)

parax<a

La funcién de distribucién de probabilidad exponencial se obtiene integrando la
ecuacidén V.23; dicha funcién se muestra en la ecuacién V.24

1-e """ parax>a

f(x)= { (V.24)

0 parax<a

ay bson dos constantes reales; b > 0 y a pudiendo tomar cualquier valor en
el intervalo [—eo, oo]. Las gréficas de la funcion de densidad y distribucién
se muestran en Ja figura V.8.

La funcién de densidad exponencial tiene aplicaciones en telecomu-
nicaciones cuando se modelan las fluctuaciones de una sefial recibida por
un radar para cierto tipo de aeronaves.

Funcién de densidad de probabilidad Rayleigh

La funcién de densidad de probabilidad Rayleigh tiene la siguiente ex-
presién:
ey paraxa

2
fex) =158 (V.25)
0 parax<a

La funcién de distribucion de probabilidad Rayleigh se obtiene inte-

grando la funcién de densidad de probabilidad (ecuacién V.25), el resulta-
do de la integracién en los rangos validos se muestra en la ecuacién V.26:

134



Variables y procesos aleatorios

ARG
1/b L -———-
0 a X
(a)
F (x)
1o — - = - - -
0 a (b) X

FIGURA V.8. a) Funcién de densidad de probabilidad exponencial,

b) funcién de distribuciéon de probabilidad exponencial

2
1-e™"" parax>a
Fy(x)=

0 parax<a

(V.26)

ay b son dos constantes reales; b > 0 y 2 puede tomar cualquier valor en el
intervalo [-ee, eo]. Las graficas se muestran en la figura V.9.

La funcién de densidad de probabilidad Rayleigh es utilizada para
modelar la envolvente de un tipo de ruido que pasa por un filtro pasa ban-
das. También es usada para analizar los errores producidos por diferentes
equipos de medicion.

135



Andlisis de sefiales

b

(n)

1.0

0.5r 0.393

JF
at f—
2

(b)

FIGURA V.9. a) Funcion de densidad de probabilidad Rayleigh,
b) funcién de distribucién de probabilidad Rayleigh

PROMEDIOS ESTADISTICOS
Esperanza matemdtica

La esperanza se define como un proceso de promediacién cuando una va-
riable aleatoria se involucra. Para una variable aleatoria X, usaremos la
notacién: E[X], esperanza matematica de X, o bien, valor esperado de X o
valor promedio de X; simbdlicamente se representa a través de la expre-
sion V.27:

X = E[X] (V.27)

Analiticamente, el valor esperado de una variable aleatoria continua
se obtiene por medio de la expresion V.28:
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E[X]=X = J:xfx(x)dx; (V.28)
donde:

x = valor particular de la variable aleatoria
fx(x) = funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria X.

Un caso particular, si tomamos como funcién de densidad de probabi-
1 t,—(r-;)2/2cx2

lidad a una funcién normal o gaussiana, fx(x)=- e’ , se puede

obtener la expresién para el calculo del valor esperado de X, es decir:

1

E[x]= I_m xe""‘;'z’z"zdx (V.29)

21’

Valor esperado de una funcién de una va

El valor esperado de una funcién real g(x) de una VA esté definido por la
ecuacién V.30:

Elg(x)]= | g(x)fy (i (V30)

Momnentos

Una aplicacién inmediata del valor esperado de una funcién g(x), de la
variable aleatoria X, es la generacién de momentos.

Dos tipos de momentos son definidos: por un lado, los momentos al-
rededor del origen, y por otro, los momentos alrededor de la media (mo-
mentos centrales). A continuacién definimos los momentos alrededor del
origen.

Momentos alrededor del origen

Sea la funcién
glxy=x",n=1,2,3, .. (V.31)

Partiendo de la definicion de valor esperado (ecuacién V.30), el pro-
posito es calcular ahora el valor esperado de la funcién g(x); la ecuacién
V.32 muestra la expresion para el cdlculo de dicho valor promedio.
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Elg(0]= [ x"fe(xyd (V32)

La esperanza matemadtica definida en la ecuacién V.32 genera momen-
tos alrededor del origen de la variable aleatoria X. Si denotamos el momento
n-ésimo por n1,, tenemos:

n’

n, =E[x"]= .E.r" L (x)dx (V.33)

Por ejemplo para n = 0, entonces m, = 1;

paran =1, entonces m, = E[x]=%

para n = 2, tenemos M, = E[x?] =J x*fy (x)dx = %*

* El primer momento m,, se conoce como valor esperado de x
* Elsegundo momento m,, como valor cuadratico medio

Momentos centrales

Los momentos formados alrededor de la media reciben e] nombre de mo-

mentos centrales, definidos como el valor esperado de la funcién. Ahora la

funcién g(x) queda definida como la variable aleatoria menos la media, es
decir:

g(x)=(x-x)",n=0,1,2,3,.. (V.34)

Si sustituimos en la ecuacién V.30, resulta la ecuacion V.35, la cual se

conoce como funcién generadora de momentos centrales u , de orden n
(siendo 1 un entero positivo).

Elg(l = El(x=9)"1=n, = [ (x=5)"f,(0)dx (v.35)
Por ejemplo:
Paran =0 =1
Paran=1 U, =E[(x-X)|=E[x]-E[X]=X-X=0=y,=0
Paran=2 , = E[(x-%)°] =Jm (x = X)*f, (x)dx

2
N

=Elx*]-X*=m,-m> =0
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Al momento central de orden 2 (p,) se le conoce como varianza de la

VAX. Si el valor medio es cero: ¥ =0, entonces la varianza es igual al valor
cuadratico medio: ¢? = m,.

El andlisis de los estimadores escapa de los objetivos del presente li-
bro de texto; nos limitaremos a citar las expresiones para variables aleatorias
discretas. Existen dos tipos de estimadores: con sesgo y sin sesgo. A conti-
nuacién definiremos las ecuaciones para la estimacién de momentos de
orden 1y 2, alrededor del origen y centrales, con sesgo y sin sesgo.

Estimador para momentos de orden 1y 2 con sesgo:

m, = E[x] = %Ex[ (V.36)
v
m, = E{x*)= ﬁZx,. (V.37)
e = El(x =)= 2= (-9 (V38)

Siendo N el nimero total de valores de la variable aleatoria.
Estimador para momentos de orden 1 y 2 sin sesgo:

N
m, = Elx)= NL_I > (V.39)
1
m, = E[x?] = ﬁfo (V.40)
1 N
by = El(x =9 ]= = D06, - %) (V1)

i=1

Cuando el nimero de muestras es grande (N — o).

Ejemplo. Determine el error cuadrético medio del error de cuanti-
zacion que se introduce durante el proceso de modulacién por pulsos codi-
ficados (PCM), asumiendo que dicho error se distribuye uniformemente en

AV . . .
el intervalo de —% y BX donde AV es la diferencia entre dos niveles

cercanos.
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. ]{Ax AxJ
X=——-~—1|=0
20 2 2

s,’ = E[x*] - E[x)’

Si el valor medio es cero, es decir ¥ =(, entonces la varianza del error esta
definida por:

1
ol= E(Axf, error cuadratico medio

E(x’)= Jm xfy(x)dx
La funcién de densidad analiticamente la podemos expresar como:

para%SISE

fex)={Ax 2

0 enotro caso

Sisustituimos la funcidn de densidad en el calculo del valor cuadratico
medio, obtenemos:

Ax/2 3Ax/2
E(x?)= I xz[i]dzmix—
-AX/2 Ax Ax -Ax/2
_1 (g)[g] _ L[ oy
3Ax 2 2 3Ax 8 8
AIZ
12
1
----L ----------------------------- LR Aj + Ax/2
M_“T. ----------------------------------------- Aj
i N LT A}—Mﬁ

FIGURA V.10. Problema de cuantizacién, def nivel Ax al Ax + Ax/2
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Momentos de orden superior (orden 3 y orden 4)

Los momentos de orden 3 y 4 portan informacién valiosa en a caracteriza-
cién de variables aleatorias; el poco uso de ellos radica en la complejidad
computacional para su célculo. Los momentos centrales de orden 3 nos dan
una idea del grado de simetria 0 asimetria de una funcién de densidad; los
momentos de orden 4 nos indican qué tan cerca o lejos estd una funcién de
densidad con respecto a una funcién gaussiana. A continuacion se presentan
los momentos de orden 3, alrededor del origen y centrales.

Alrededor del origen:
m, = E[x"] = r X" fy (x)dx (V.42)
sin =3, entonces m, = E[x']= [ ¥ (x)dx (v.43)
1%
3
estimador 73 = E[x’]= ~ in (V.44)
i=
sin =4, entonces m, = Elx']= [ x'f(x)dx (v.45)
1 N
estimador M4 = Elx']= ﬁzx;‘ (V.46)
i=1
Centrales:
b, = El(e=7) 1= [ (=) f(x)dx (V.47)
si n =3, entonces Ui = E[(x- f)3] = I:(X - f)’fx(x)dx (V.48)
1% .
estimador M3 = N E(Xi -x) (V.49)
1=l
sin =4, entonces i, = El(x=9)']= [ (r-%)'fy(x)dx (V50)

N
l -
estimador H4 = N Z(-Y.' - X! (V.51)
=1

141



Andlisis de sefiales

El momento central de orden 3 (i), ecuacién V.48, representa una me-
dida de simetria de la funcién de densidad f,(x) alrededor de la media. Si
se normaliza p, con respecto a la desviacién estdndar al cubo, entonces se
obtiene el denominado coeficiente de simetria, como se expresa en la ecua-
cién V.52.

cs=t2 (V.52)
GX

El momento central de orden 4 (i), ecuacién V.50, representa una me-
dida de similitud de la funcién de densidad f (x) con respecto a una fun-
cién de densidad gaussiana. Si se normaliza p, con respecto a la desviacién
estdndar a la cuarta, entonces se obtiene el denominado coeficiente de
curtosis, como se expresa en la ecuacién V.53.

Curtosis =

alF

(V.53)

VARIABLES ALEATORIAS MULTIPLES

La salida de un experimento puede identificarse a partir de dos o mas va-
riables aleatorias, las cuales pueden ser o no independientes una de la otra.

FUNCION DE DISTRIBUCION CONJUNTA

Sean las probabilidades de los eventos A = {X <x} y B = [Y <y, las cuales se
definen como funciones de distribucidn de las variables aleatorias X e Y

respectivamente.
Fy(xy=P{X<x} Fuy)=PlY<y) (V.54)

Definamos ahora el concepto del evento conjunto {X < x, Y <y} a partir
de una funcién de distribucién conjunta:

Fo(x, y) = PIX < x, Y <y} (V.55)

Considerando que
P{X<x,Y<yl=PANB) (V.56)

Para una variable aleatoria discreta

Fx)’(xly) = ZZP(X,,,_V,")[I(X— xn)“(y_ .l/m) (V57)

n=l m=1
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Para N variables aleatorias x,n=12.,N

Fyoxyox, (X0 %o, %,) = P{X, <3, X, Sxp,., Xy S 3} (V.58)

PROPIEDADES DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION CONJUNTA

1. Fyy(—oe, —0) = 0 (V.59)
2. F (2, y)=0 (V.60)
3.F, (x,—=)=0 (V.61)
4.0<F,(x, <1 (V.62)
5. F,,(x, y) es una funcién no decreciente X e Y (V.63)

6. Fyy(xX3,¥2) % Fxy (x1,4)) = Fey (x1,¥2) = Fr (%2, 1))
=P{x,<X<x,y, <Y<y} (V.64)
7. Fyy(x,00) = Fy(x) y Fy (s, y) = F (y), funciones de distribucién

marginal (V.65)

FUNCION DE DENSIDAD CONJUNTA

Para dos variables aleatorias X, Y la funcién de densidad conjunta f,(x, y)
es definida por la segunda derivada de la funcién de distribucion conjunta,
si ésta existe.

' Fy (x,)

fXY(x/y)= axay

(V.66)

Si x, y son variables aleatorias discretas, la funcién de densidad es

S )= P(x,,y,)8(x = x,)8(y - v,,) (V.67)

n=1 m=1
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PROPIEDADES DE LA FUNCION DE DENSIDAD CONJUNTA

1 foy(x, y) 2 0 (V.68)

2 [ [ foxpddy =1 (V.69)

3. ny(x,y)=J‘;Iifxy(ql,gz)dgzdsl (V.70)

4. Fx(x)zJ‘;I:fxy(glfgz)dgzdgn y Fv(y)zIij:fxy(91f€2)d91d§2 (V.71)
Y2 X2

5. Plo <X <xn <Y<y} = [ [ (o yany (V.72)

6. )= [ foledy y f) =] fo(xypdx (vV73)

Las propiedades definidas por la ecuacién (V.73) establecen las fun-
ciones de densidad marginal para las variables aleatorias X e Y, respectiva-
mente.

Ejemplo. Encuentre Jas funciones de densidad marginal para las va-
riables aleatorias X e Y cuya densidad de probabilidad conjunta es:
Fuv (%, ) = xu(x)u(y)e ™"

Por la propiedad 6, ecuacién V.73, encontraremos las funciones de den-
sidad marginales, tanto para X como para Y.

fo(x)= J: xu(x)e "y = u(x)e™

1(y)
(y+1)*

fy(y) = J.wx“(y)e-x(ytl)dx - Ll(y)JAmXé’_x(y”)dx -
0 0

INDEPENDENCIA ESTADISTICA

Dos eventos, A y B, son estadfsticamente independientes, si y sélo si

P(A ~ B) = P(A) P(B) (V.74)
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Para dos variables aleatorias tenemos:
A=(X<x]yB={Y<y) (V.75)
Entonces X e Y son estadisticamente independientes si:
P{X<x,Y<yl=P{X<x) PlY<y} (V.76)
Entonces la funcidn de distribucién conjunta es:
Fyy (x,y) = F(x)- F, () (V.77)
y la funcién de densidad conjunta es:
Sor (o) = fx (0 fi(y) (V.78)

Para el ejemplo anterior, demostrar si X e Y son variables estadisticamente
independientes:

u(y)

=~x(y+1) X,
u(x)u(y)xe # u(x)e y+1)!

-X

e
# u(x)u(y) W . por lo tanto X e Y no son estadisticamente independientes.

Ejemplo. La densidad conjunta de las variables aleatorias X e Y es

| Q.
fxy(x,y)=ze‘””’ para -co<x <ocoly—eo <l < oo

a) ;Son X e Y estadisticamente independientes?
b) Calcule la probabilidad de que x <1,y <0

1 . o 1 oy 1
Sl =—e " debido a que e "-56’ . =7¢ "M por lo tanto X e Y

1 . } . .
fry)= 5" M son VA estadisticamente independientes

P{X<1Y<0}= L /. (X)dx.[ifv (y)dy

El valor esperado de una funcién de variables aleatorias muiltiples se
define por la ecuacion V.79.

Elgtvn)l= [ [ wf o yydy (vV.79)
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MOMENTOS CONJUNTOS SOBRE EL ORIGEN

Sea la funcién g(x,y) = x"y*, con m,, =E[x"y ]=J Jm x"y* fry (2, y)dxdy

m,, = momentos en el origen de orden n + k
Observe que:

m = E[x"] momentos m, de la variable aleatoria X
M, = E[y*] momentos m, de la variable aleatoria Y
Entonces m,, m,, y m,, son los segundos momentos de X e Y

02/
m, =X ~ (V.80)

10

m

=y (V.81)

al segundo momento m,, se le conoce como la correlacién entre X e Y

myy = Elxy)= Ry = [ [ s (2, )y (v82)

Si X e Y son estadisticamente independientes, entonces

Ry =EG-Ely] obien Ry =| sfudx[ yh(pdy (V83

Lo cual significa que X e Y son variables aleatorias no correlacionadas.

Ry, = 0 sélo se cumple si X e Y son funciones ortogonales, pero tam-
bién podemos decir que no hay ninguna relacién entre X e Y, es decir son
variables aleatorias independientes.

MOMENTOS CENTRALES

Sea la funcién g¢(x,y)=(x-%)"(y-y)"; para dos variables aleatorias X e Y,
tenemos:
R = El(x=%)"(y - )] (V.84)

Mo = [ G- =9 fu e, iy (V.85)
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Moo = E[(x - E)zl =0 (V.86)

Bo =Elly-9)'1=0, (V.87

El segundo momento central | recibe el nombre de covarianza.

b = Coy =Bl =Dy -D)= [_ [ =Dy -Df sy (v88)

La integral anterior se puede reducir a:
Cyy = Ry = E[x]E[y] = E[xy] (V.89)

* Si X e Y son variables aleatorias estadisticamente independientes
(no correlacionadas), entonces la covarianza es cero (C,, = 0), la
covarianza es una medida del] grado de correlacién entre dos varia-
bles aleatorias.

* Si X e Y son ortogonales, entonces C,, = E[x] E[y].

ESTACIONALIDAD

Un proceso aleatorio (PA) se dice que es estacionario si todas sus propieda-
des estadisticas no cambian con el tiempo, en caso contrario es no estacio-
nario.

Se tienen diferentes grados de estacionalidad, los cuales dependen de
las funciones de densidad de probabilidad de las variables aleatorias del
proceso.

Funciones de distribucién y de densidad de un PA

Sea t = t; entonces, la funcién de distribucion asociada a la variable aleatoria es:
X, = x(t,) serd F (x, t,) = P(X(t,) < x,) (V.90)

Para cualquier valor de x,.
En este caso, F,(x,, t,) recibe el nombre de funcién de distribucién de

primer ordeén.
Para dos variables aleatorias X, = X(t,) y X, = X(t,), tenemos:

Fo(x Xy b, h) = P{X(t)) S x,, X(£,) S .}

para cualquier valor de x, x,.
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A la funcién anterior se le llama funcién de distribucion de segundo
orden. Para n variables aleatorias.

Fo(xy, X5, X5, X, 5 b by, £) = PIX(H) S 2, X () S 0,00, X)) < x,) (V9T)

Funcidn de distribucion de orden n

Similarmente, para las funciones de densidad tenemos:

IE(x, 1,
fe(xy t) = % (V.92)

9"Fy(xy,..,x ;.. 1)

n’

0x,0x,...0x,,

(e Xty t) = (V.93)

INDEPENDENCIA ESTADISTICA

Dos procesos aleatorios X(f) e Y(t) son estadisticamente independientes si
las variables aleatorias del conjunto x(f,), x(¢,), ..., x(¢,) son independientes
del grupo Y(¢), Y(t,), ..., Y(¢t ), para cualquler tlempo SV SONS SV VN SO

For (X, X5y tty) = F (X X ) B (¥ ) (V.94)

Proceso aleatorio estacionario de primer orden

Un proceso aleatorio estacionario de primer orden esta determinado por
las caracteristicas de su funcion de densidad. Si la funcién de densidad no
varfa con el tiempo, es decir, es una constante, se denomina proceso esta-
cionario de primer orden. Debe cumplir con la siguiente relacién:

fi(x,,4,) = f(x,,t, + A), con A un incremento del tiempo. (V.95)

En consecuencia, f,(x,, t,) es independiente del iempo, por lo cual el
valor esperado de x(t,) es una constante:

E[x(t))]=X =cte (V.96)

Un ejemplo de un proceso aleatorio estacionario de primer orden es el
siguiente:
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X(ty= Acos(wt+¢) con A y w constantes; y ¢ una variable aleatoria con
funcién de densidad uniforme en el intervalo [0, 2x].
Demostracién: Si calculamos el valor esperado de X(¢#), se tiene que:

E[X(t)] = E[ A cos(wt + )] = j X(t)f (x)dx = j Acos(ot +0)d =0 = cte
- 0

Proceso aleatorio en sentido amplio

Un proceso aleatorio es estacionario de segundo orden si su funcién de
densidad de segundo orden satisface la siguiente relacién:

[ xt )= f(x, 0L+, +A) Yty L (V.97)
Si A =-t,, entonces
[oxy o xa0t ) = f(x,%,;0,8, —4) = f(x,,x,,0,7T) (V.98)
siendot=1¢, -t
La ecuacién V.98 representa la funcién de densidad de probabilidad
estacionaria de orden 2. Podemos apreciar que dicha expresién esta en fun-

cién tinicamente de la diferencia de tiempos £, - ¢,. Partiendo de la expre-
sidn V.98, podemos extraer las siguientes observaciones:

* Elvalor esperado de E[X(t,) X(t,)] estara iinicamente en funcién de
la diferencia de tiempos ¢, — ¢,

* La funcién de autocorrelacién definida por la ecuacion V.99 esta
Unicamente en términos de la diferencia de tiempos

Ryy(b,8,) = E[(X())X ()] = E[ X, X,] = Ryx (£, = £,) = Ry (7) (V.99)

Es decir, sit=t,-t, entonces R, (X,,X,)=R,,(1)= vélido solo para PA
estacionarios de segundo orden.
Puede observarse que
R, (4t +7)=[x(t), x(t, + 1)} = R, (1)

Si un proceso aleatorio cumple con las dos condiciones siguientes:

s E[x(t)] =cte
¢ R\’X(tll tl) = R\'(tn’ l I+ T)
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entonces se dice que el proceso aleatorio X(t) es estacionario en sentido
amplio.

La estacionalidad en el sentido estricto se cumple cuando la funcién
de densidad conjunta a cualquier instante de tiempo no cambia, es decir, es
constante para todos los intervalos de tiempo.

Ejemplo. Muestre que el proceso aleatorio X(t) = Acos(wt + 6) es esta-
cionario en sentido amplio. Considere que A y @ son constantes y 6 es una
variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo [0, 27].

Demostracién: Lo que se tiene que demostrar es que el proceso X(f)
cumple con las dos condiciones siguientes:

¢ E[x(t)]=cte
¢ Rxx(tllt2)=R1(t]It1+T)

Primeramente definimos la funcién de densidad para la variable
aleatoria 6, la cual es uniforme tnica y exclusivamente en el intervalo
[0, 27]. La funcién de densidad del proceso aleatorio X(t) estd determinada
por la variable aleatoria; en nuestro caso es 6, es decir:

— para0<0<2n
fo(®)=12m
0 en otro caso
A
f5(©)
Py(0)
1
on L e 7
}
i
8 f 0
0 2n 0 2n

(a) (b

FIGURA V.11. Funciones de densidad y de distribucién de probabilidad uniforme
en el intervalo [0, 2n)

a) Primeramente calculamos el valor esperado:

Ex(0) = [ o, ()i = L"Acos(mt +0)d6=0
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b) En segundo lugar, calculamos la funcién de autocorrelacién:

Ryx (t,t+7) = E[X(t)X(t + 1)) = E[Acos(w,t +B) A cos(w,[t + 7]+ 6)]
= A’E[cos(w,t +0)cos(w, [t + 1] + )]

Utilizando la identidad trigonométrica:
cos(a)cos(B) = %[cos(a +B) +cos{(o—P)]
la funcién de autocorrelacién queda:

Ryy (t,t+1) = E[Acos(®yt +0)Acos(w,[t + T]+6)]
2
= A E[cos(-,T) + cos(2wf + 0,T+ 26)]

Al AZ
= TE[cos(wor)] + - Efcos(2w,t +w,T+20)]

El segundo término es cero. Puesto que el valor promedio de una
cosenoidal en un periodo completo es cero, no importa a qué fase inicie ni
a qué frecuencia oscile. El primer término no depende de la variable aleatoria
0, asi que su valor esperado es ]a constante misma. Finalmente tenemos Ja
expresién para la funcién de autocorrelacién siguiente:

A}
R“(t,t+‘r)=-2—cosu)0‘:

Como el proceso aleatorio X(f) cumple con las dos condiciones ante-
riores, se puede concluir que es estacionario en sentido amplio.

Se deja como ejercicio para el lector e]l mismo proceso X(t), pero ahora
la variable aleatoria 6 varia en al rango [-=, 7).

Propiedades de la funcién de autocorrelacion

1. R (1) <R, _(0); la funcién de autocorrelacién tiene un valor maximo
en algun valorde t

2. R _(-t) = R_(1); la funcidn de autocorrelacion es una funcién par

3. R _(0) = E[xX(t)]

4. Si x(t) es ergédico, con media cero y no tiene componentes periddi-

cas, se cumple lim, R, (1)=0
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5. Si E[x(t)]=% #0 entonces R _(E) tendrd un valor constante
6. Si x(t) tiene una componente periédica entonces R (t) también ten-

dra una componente periddica
7. La funcién de autocorrelacién R (t) no puede tener formas de onda

estacionaria

Algunos autocorrelogramas tipicos

a) Sefal sin ruido

R,

AWAWAN

FIGURA V.12. Funcién de autocorrelacion para una senal periédica sin ruido

x

b) Senal con ruido

R (1)

xXx

B4 RV

FIGURA V.13. Funcion de autocorrelacién para una senal periodica con ruido
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¢) Senal de banda angosta

FIGURA V.14. Funcién de autocorrelacién para una senal periddica
de banda angosta

d) Sefial con ruido de banda angosta

R (1)

awANVANEN ANwal
VISV

FIGURA V.15. Funcion de autocorrelacion para una senal periddica
de banda angosta con ruido

Ejemplo. Sea la funcién de autocorrelacion definida por
R, (1)=100e"'" +100cost+100. Encuentre E[x(f)], vy o2:

E[x(t)] # 0= 100 =10

x =R, (0)# E[x*(t)] = 300

51 =300-100=200 o =200
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Ejemplo. x(t)= Acosw,t+ Bsenw,t, donde wy=cte y A, B son VA no
correlacionadas con media cero, con funciones de densidad diferentes pero
con igual varianza. Demuestre que el PA es estacionario en sentido amplio:

EfA]=E{B]=0

0% =63 = E[A*] = E[B’]

E[A, B] = 0, por ser no correlacionadas.
Necesitamos demostrar R_(¢,t+1)=R_(1):
E[x(t)x(t +7)] = E{(Acos,t + Bsenw,t)[ A cos (¢ + T) + Bsenw,(t +7)]}
= E[A?|E[cos @yt cOs W, (¢ +T) + senw tsenw, (t + 1))
como E[B?] = E[A?], la expresién final para la autocorrelacién queda:
=6 E(cos®,T)

~ R, (1) = 6% cosw,T, entonces x(t) es estacionaria en el sentido amplio.

FUNCIONES DE CORRELACION CRUZADA

Sean los procesos aleatorios X(t) e Y(t) cuya funcidn de correlacion cruzada
esta determinada por:
Ryy (8t +7) = E[X(DY(t +7)] (V.100)

Si X(t) e Y(t) son procesos aleatorios estacionarios en sentido amplio,
se cumple que
Ry, (1) = EIX(8)Y(t +7)] (V.101)

Si X(t) e Y(t) son PA estadisticamente independientes
E[X(t)Y(t +1)] = E[X(B)JE[Y(t + 1)] (V.102)

Si ademds de ser estadisticamente independientes son estacionarios
en sentido amplio, se cumple:

Ry (1) = E[X]E[Y]= XY =cte (V.103)
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Propiedades de la funcién de correlacién cruzada

1. Ry, (0) = Ryx(0) (V.104)
2. Ryy(=1) = Ryx (1) (V.105)
3. Ry (D] € |Ry (0) + Ry (O 2 (V.106)
4 Ry (0% 3[Ry (0)+ Ry (O) (V.107)

La propiedad V.105 nos indica que la funcién de correlacién cruzada
es simétrica con respecto al eje vertical, es decir; es una funcién par.

DENSIDAD ESPECTRAL DE POTENCIA

Definamos la potencia promedio como:
P, = lim = [/, E[x*()ldt
T 2T - (V'los)

es decir:
P, =<E[x*(t)]> (V.109)

Si aplicamos el teorema de Parseval: J:|x((n)|2dw, entonces podemos
definir la densidad espectral de potencia como:

Sy ()= 1'1mﬂ3—(M
Tow 2T

(V.110)
La funcién de autocorrelacion R, , se puede conocer a partir de la fun-

cién de densidad espectral de potencia S, via la transformada inversa de
Fourier de la segunda, es decir

1 = wt
Ry =£L5m(m)w do (V.111)

También aplicando la transformada de Fourier a la funcién de auto-
correlacion R,,, podemos conocer la funcidén de densidad espectral
de potencia 5,,, como se muestra en la siguiente ecuacion:

155



Andlisis de seriales
Sy =j Ry, (@)e ™ d1 (V.112)

Propiedades de la funcién de densidad espectral de potencia

1. Sy ()20 (V.113)

2. Syx(-w) =Syy () (V.114)

3. S,y s una funcién real (V.115)
_1_ —< Efy?

4 5[ S0 =<Ex*()]> (V.116)

5. % ) S, do =<R_(t,t+1)> (V.117)
S, (0)= r R, (4 t+T)e " dr (V.118)

El término <> define el valor promedio en el dominio del tiempo.

6. Para procesos aleatorios estacionarios en sentido amplio, se cumple lo
siguiente:
S (0)= j" R, (1)e ™dr (V.119)

1 o )
R_(1)= ZLS,, (©)e*do (V.120)
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CAPITULO VI

Curso Matlab

INTRODUCCION
Matlab V4 (MATriz LABoratory)

ATLAB ES UN PROGRAMA que nos permite realizar calculos numé-

ricos con vectores y matrices. También puede trabajar con es-

calares, tanto reales como imaginarios. Una de sus capacidades
maés atractivas es la de poder realizar una amplia variedad de gréficos en
dos y tres dimensiones.

En este curso de Analisis de sefiales utilizaremos el Matlab como una
herramienta para visualizar sefiales en forma gréfica.

Las siguientes instrucciones de Matlab son ampliamente utilizadas en
la generacion y procesamiento digital de sefales; esto permite observar
ciertas caracteristicas de la sefial de manera rapida y facil.

A continuacidén se muestran algunas instrucciones bdsicas. Se reco-
mienda al alumno practicarlas antes de intentar escribir un programa.

COMANDOS DE PROPOSITO GENERAL
Manejo de comandos y funciones

help Documentacién en linea. Nos permite ver lo que ‘hace una funcién’
what Listado de Directorio de archivos con extensién M-, MAT- y MEX
type Lista de archivos M-file
lookfor Busqueda desde el teclado a través del comando HELP
which  Localizar funciones y archivos
demo  Corrida de demos
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MANE]JO DE VARIABLES Y WORKSPACE (ESPACIO DE TRABAJO)

who Lista de variables actuales. Nos permite saber caracteristicas de
una variable tal como su tamario, el tipo, o si es real o compleja
whos Lista de variables actuales, forma larga

load Cargar variables de disco

save Salvar variables de workspace a disco
clear limpiar variables y funciones de memoria
size Tamafio de la matriz

length  Longitud del vector

disp Desplegar una matriz o texto

SISTEMA OPERATIVO Y ARCHIVOS

cd Cambiar directorio actual de trabajo
dir Desplegar directorio
delete  Borrar archivo

Es conveniente abrir una hoja en el editor de Matlab para ir guardan-
do lo que se va escribiendo. También es posible ir generando el programa
directamente en el comando de Matlab, la desventaja es que no se pueden
guardar las instrucciones escritas.

GENERACION DE SENALES

Para generar una sefial primero necesitamos generar un vector de tiempo.
Este se genera de la siguiente forma:

t =0:0.1:10; % generacién de un vector con incrementos de 0.1 segundos
En Matlab podemos implementar operaciones matriciales; por ejemplo:

generemos una matriz A de nxm.
Para poner comentarios se utiliza el caracter %

A=[123,456789]; % generacién de matriz de 3x3 elementos
B=[987;654;321];
S=A+B % suma de elementos

Resultado, suma elemento a elemento de las matrices
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S=
10 10
10 10
10 10
S51=A-B
resultado
S1=
-8 -6
-2 0

4 6
Z=A=x*B
Resultado
7 =

30 24

84 69
138 114
Z1=A+B
resultado
Z1 =

9 16
24 25
21 16

Curso Matlab

10
10
10

% resta de matrices
—4
2
8
% multiplicacién de matrices

18
54
90

% producto punto (multiplicacién elemento a elemento)

21
24
9

Podemos generar matrices de niimeros aleatorios utilizando la ins-
truccién randn y rand:

A = rand (10, 10) % matriz de nimeros aleatorios con distribucién

uniforme de 10 x 10;
B = randn (10, 10) % matriz de ntimeros aleatorios con distribucién

normal de 10 x 10.

Si previamente declaramos una matriz y queremos que la matriz de
nuimeros aleatorios sea del mismo tamano que la generada, podemos utili-
zar la instruccién size. Veamos como:
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~100:2:100; % matriz de 1x101
randn (size(t)); % matriz de numeros aleatorios de 1 x 101

t
Y

Las funciones matemaéticas tales como coseno, seno y exponencial, ya
vienen programadas en Matlab, asi que solamente hay que llamarlas.

Generemos una serfial senoidal x(t) = Asen(wt + ¢), con los siguientes
parametros:

A=4; % amplitud, la adicién del caracter ( ;) evita que
se despliegue el nimero en pantalla

w = 30; % frecuencia angular

o =pi/4; % angulo de desfasamiento

y = A%*sen (w*t + ¢);

plot(t, v) % grafica en forma continua

grid % adiciona a la grafica una malla

title(‘senal senoidal’)
xlabel(’tiempo(seg)’) % pone la etiqueta al eje X

ylabel(‘voltaje’) % pone etiqueta al eje Y
gtext('punto maximo’) % pone una leyenda que se puede colocar con el
mouse

La gréafica obtenida se muestra a continuacion:

senal senoidal

punto maximo
T T

..................................................

................................................

Voltaje

Tiempo (seg)

También se pueden obtener graficas logaritmicas:
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text(x,, ¥, ‘punto’) % pone una leyenda dadas las coordenadas (x,, y,)
loglog () % gréfica en escala logaritmica
semilog () % grafica en escala semilogaritmica

Grafiquemos ahora la secuencia x(n) = 0.97, 0 <n < 10.

n=0:10;
x=(0.9)."n; % aqui el simbolo * indica que 7 es un exponente
stem(n, x) % grafica en forma discreta
grid
xlabel(’nimero de muestra’)
ylabel('voltaje”’)
title(’secuencia’)
Secuencia
2 , -

5§

k)

S

Numero de muestra

Si deseamos cambiar la divisién en la grafica usamos las instrucciones:

set(gca, ‘xtick’,[0 12 3 4 5]);
set(gca, ‘ytick’,[0.1 .2 3]

Generemos ahora la secuencia compleja x(n)= """ _10<n<10.
Graficar su magnitud, fase, parte real y parte imaginaria. En Matlab ten-
driamos lo siguiente:

n =-10:10; alfa =-0.1 + 0.3f
x = exp(alfa* n)
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subplot(221), stem(n, real(x)); title('parte real’), xlabel('n’)
subplot(222), stem(n, imag(x)); title('parte imaginaria’), xlabel('n’)
(
(

subplot(223), stem(n, abs(x)); title("'magnitud’), xlabel('n’)
subplot(224), stem(n, (180/pi)*angle(x)); title("Angulo de fase’), xlabel('n")
) Parte real Parte imaginaria
1
0 l J> 60??%?90%%> 0( l A)o?? I %
P [¢]
-4 -2
-10 0 10 -10 0 10
?\' Angulo%e base
30 Magnitud 200 J
100 "TT
2 O
UL =
[Treey
0 ~200%

-10 0 10 -10 0 10
n n

Si utilizamos la instruccién hold on podemos graficar varias gréficas
en una sola hoja. Para graficar se pueden utilizar los siguientes colores y
caracteres:

Simbolo Color Cardcter
y amarillo
m magenta 0
T r0jo
g verde -
b azul --
w blanco X
k negro

Matlab permite colocar varias graficas en una hoja; veamos esto con
un ejemplo:

subplot(221) % abre una hoja en donde se pueden colocar cuatro
imagenes
t =-pi:0.01:pi % generacién del vector de tiempo
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y1 =sin(3*t)./t;

plot(t, y1); % gréfica en la posicién (1, 1)
title (“funcién sampling’)

subplot(222) % se coloca en la figura (1, 2)

stem(t, y1);

subplot(223) % grafica en la posicién (2, 1)
t = 0:pi/50:10*pi;

plot 3(sin(t), cos(t), t); % gréfica en tres dimensiones
title("hélice”)

subplot(224); % grafica en la posicién (2, 2)

x =-8:0.5:8;

Yy=x

[X, Y] = meshgrid(x, y); % convierte los vectores a matrices de n x m
R =sqrt(X.A2 + Y.A2);

z = sin(R)./R;

mesh(z); % gréfica en tres dimensiones

grid

title(’funcién sampling en tres dimensiones’)

Funcién sampling continua Funcién sampling discreta
1 -

Hélice
40
20
01 1
° -1 -1 0

Algunas veces es 1til reescalar la figura para ver mejor la imagen. La
instruccién axis{(xmin xmax ymin yméax]) nos permite hacer esto.

A continuacién veremos algunos ejemplos de programas sencillos para
andlisis de senales.
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SERIES DE FOURIER

Sabemos que utilizando el analisis de Fourier podemos descomponer
una sernal en sus componentes arménicos; por ejemplo, si tenemos una se-
fial cuadrada la cual podemos escribir como

4o 1 4v 1 1
fihy=— Z—sennwot = ?(senmot + gsen3¢o0t + gsenSmot +..)

n=1

Vamos a graficar los armdnicos de esta funcién generando uno por
uno, y posteriormente haremos un programa para obtenerlos.

f =0:1:10;
y = sin(t);
plot(t, y),

0.8
0.6
04
0.2

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

y = sin(t) + sin(3* £)/3;
plot(t, v) ,

0.8

0.6
04

Adicion de dos armoénicos
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Y =sin(t) + sin(3* t)/3 + sin(5* t) /5 + sin(7* t)/7 + sin(9* 1)/9;
plot(t, y)

0.8
06
04
0.2

-0.2
-0.4
DO

_0.8 “":"”E“':’ N £

Adicion de tres armonicos

t =0:.02:3.14;

y = zeros(10, max(size(t))); % abriendo espacio para almacenar los
valores de los arménicos

x = zeros(size(t));

% programa para generar los armdnicos de una sefial cuadrada
for k=1:2:19

x=x+sink* £)/k;

y((k+1)/2,) = x;
end

ANALISIS ESPECTRAL

Como vimos en el capitulo I1I, una herramienta poderosa en el andlisis de
senales es la transformada de Fourier. A continuacién veamos un ejemplo
de la obtencién de ésta utilizando el algoritmo FFT:

t =0:1/1000:0.25; % vector con datos muestreados
a1lkhz

x = sin(2* pi* 60* t) + sin(2* pi* 120* t);% suma de sefiales de 60 y 120 hz

y1 = x + 2* randn(size(t)); % adicionando ruido con desviacién

% estandar de 2

subplot(211)
plot(t(1:100), y1(1:100)), title(’sefial con ruido en el dominio del tiempo’);
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xlabel(‘tiempo (seg))

grid

y = fft(y1, 256);

yy =y.* conj(y)/256;
f=1000/256*(0:127);
subplot(212)

plot(f(1:100), yy(1:100));
title(‘espectro de la senal’);
grid

xlabel(‘frecuencia (hz)’)

Andlisis de seriales

% obtencién de la fft utilizando 256 puntos
% obteniendo la norma
% generacién del vector frecuencia

% graficando solamente 100 puntos

Sena! con ruido en el dominio del hempo

1 ] 1 ]
. 4 ._ »

I . 'I. . .d )
Al ' “) !I '\ﬂ '1 r.‘l ‘
OJ'---W-k i 1, ---,J.-s B i S e

wy ! :l,f’ R S
"H ' ] 1\ 1 |.|.
5 F edememeds i. . 1.,._ R a. 1..--J
' v ' 1 { ‘
0 P : R
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 006 007 008 009 0.1
tiempo (seg)
E Ral
80 . , spectro tlia la sefa . | .
! ! ! : :
R T S B B S A
. o y . '
20 N N ;
TERE :
0 ,\'\.\'-ﬂbj I"- t"lu’- |lf\ )‘L \ s SN )LJ""-— =LY
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Frecuencia (hz)

CONVOLUCION

También es posible obtener la operacién de convolucién utilizando Matlab.

Ejemplo 1. Dadas las dos secuencias

x(n)=1[3,11,7,0,-1,4,2],-3<n<3; h(n) =
encuentre 'a convoiucién y(n) = x(m * h(n)
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Curso Matlab

Secuencia x(n)

Ejemplo 2: Sea el pulso rectangular x(n) = u(n) — u(n - 10) la entrada a un
sistema cuya respuesta al impulso es h(n) = (0.8)" u(n). Encuentre la salida
y(n). Sabemos que la salida esta dada por la convolucidn entre x(n) y h(n).

Al = zeros(1, 5)

A2= ones(1, 10);

A3 = zeros(1, 40);

X =[A1 A2 A3];

n =-549;

stem(n, x)

grid

title(“secuencia x(n)")
xlabel('n’)
h=(0.9)."n;
subplot(311)

plot(n, x)
subplot(311)

stem(n, x)
title(‘secuencia x(n)’)
subplot(312)

stem(#n, h)
title(’secuencia h(n)’)
y = conv(x, h);
subplot(313)

% generando la secuencia x(n)

% generando la secuencia h(n)

% convolucién entre x(n) y h(1)
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stem(y)
title(’convolucién entre h(n) y x(n)’)
axis([0 60 0 15])

Secuencia x{n)

1 MNYW‘\NY\I T T T
05 L p
0 Fa eV a el e VA 0 YA T AT YA VA VA VAR VA A A A AV A I A S T
NAAANS \AAATAATOI I AT I A AT LA AR XA TR AKX ARR IR I KA AT
-10 0 10 20 30 40 50

Secuencia h(n)

2 T T T T T

1k .
0 NOAAAR 8RN S e a'a'a ava i ot
-10 0 10 ’ 30 40 50
Convolucién entre h(n) y x(n)

15 T T T T T
10 | -
s| T 1
0 MNV\Q?T X 7 h
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-10 0 10 20 30 40 50
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APENDICE A

Formulas

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

cos(x  y) = cos(x)cos(y) F sin(x)sin(y)

sin(x £ y) = sin(x) cos(y} £ cos(x)sin(y)

cos[xi g] = Fsin(x)

sin(x t g] =t cos(x)

cos 2x = cos*(x) - sin’(x)

sin (2x) = 2sin(x)cos(x)
2cos(x)=¢" +e7 "
2jsin(x)=¢" -7

2cos(x)cos(y) = cos(x - y) +cos(x+y)

2 siﬁ(x) sin{y) = cos(x - y) - cos(x +y)

2sin(x)cos(y) = sin(x - y) +sin(x +y)

(1

()

@)

(10)

an

17}



Andlisis de serinles

2cos*(x)=1+cos(2x)
2sin?(x)=1-cos(2x)
4cos’ (x) = 3cos (x) + cos (3x)
4sin’ (x) = 3sin(x) - sin(3x)
8cos* (x) = 3 - 4cos(2x) +cos (4x)
8sin*(x) = 3— 4cos (2x) + cos (4x)

Acos(x)-Bsin(x)= Rcos(x +8)

R=+vA?+B?
0=tan"'(B/A)
A =Rcos(0)
B =Rsin(6)
INTEGRALES INDEFINIDAS
n+l
J‘(a+bx)"dx=(a+bx) O<n
b(n+1)
J. dx 1 In |a + bx]
a+bx b
J‘ dx -1 ler
= n-1 <n
(a+bx)" (n-1)b(a+bx)
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(12)

(13}

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

21)

(22)

(23)

(24)

(25)
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J‘ dx _ 2 tan”! 2ax+b b < dac
crbx+ax’  fyoc-p? Vaac- b
1 e e
w/b —4ac ’2ax+b+\/b 4ac|
-2
= b? = 4ac (26)
2ax+b
xdx dx
B LI, b &
J.c+bx+m(2 |ax * x+cl -[c+bx+ax (27)
I—dx -itan"(—lz
a’+b*xr ab a (28)
J‘ xX’dx -x N X . X . tan"[iJ 59
(@*+x3)*  6(a* +x2)*  24a%(a* +x*)  16a*(a’ +x?) 16a° a (29)
J‘ dx x N 5x . 5x N 5 tan"(i)

(@ +x%) T 6ai(a* +x)}  24a*(a’ +x3)?  16a%(at +x*) 164 a (30)
J‘ xidx _ atx _ 7x . X N 1 tan"[i) 31)
(@1 6@ +x0)  24(@ + ) 16ai (@ +xY)  16a n {

'[ de 1 n x2+axy2 +a° L1 tan-) axy2
at+x' 4’2 | xP—ax2+a>) 22°\2 at-x (32)

J‘ xdx 1 In X +axy2 +a? 1o nr«./— ,
atex' T 4a2 | X —ax2+4’ 2(1\/— at=x* (33)
xdx 1 3

[ =intt e (34)
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x? dx of x
3 T =X—atan | —
a +x a

J ax . o +Ltan"[ij
(@ +x*)?  22%a*+x%) 24° a

J’ xdx -1
(@ +x%)? " 2(a’ +x%)

x? dx —x i
——5 -5~ t—tan" | =
(a+x7)" 2a*+x°) 2a a

J‘ dx _ x + 3x 3
(@ +x*)?  4a*(a® +x*)?  8a'(a®+x?) 84°

+——tan"

5

I xdx __ -x + X +——tan” (—]
(@ +x%)?  4(a* +x)?  8al(a’+x?) 8a° a

j xdx _ a'x 5 +itan”(£]
(@*+x?)’ " 4a*+x*)? 8(a +x?) 8a a

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Jcos (x) dx = sin (x)

Ixcos(x)dx = cos(x) + xsin (x)

jx2 cos(x)dx = 2xcos(x) + (x* - 2)sin(x)
jsin(x)dx = —cos(x)

IA’sin (x)dx = sin (x)— xcos(x)

Ixz sin(x)dx = 2xsin(x) - (x* = 2)cos(x)
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35)

(36)

37)

(38)

39

(40)

(1)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)
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FUNCIONES EXPONENCIALES

eux
Ie"" dx = — areal or complex
a

Jxe’" dx =e™ [ﬁ - lzil a real or complex
a a

2
X' 2x 2
Jx’ e dx =e™ l:— -+ 7] a real or complex
a a

3 2
o x> 3x* 6x 6
jx3e dx=e™| —-"+=—-—| arealor complex
a a* a2 a

ax

Ie”’ sin(x)dx = af+ - [asin(x) - cos(x)]

ax

J‘e”" cos(x)dx = af+ n [a cos(x) +sin(x)]

INTEGRALES DEFINIDAS

e 2.2 T )2 2
'[ e gy = \/—eb fudy 50
oo a

.[m I Iy

0

JmSa(x)dr =Jm5in—mdr =z
o Thox T2

JmSaZ(x)dx=n/2

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)
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SERIES INFINITAS
SERIES FINITAS

n=1

i"z N(N+1)(2N+l)

n=1

2
5 NA(N+1)

N
n N-n _ N
z ni _)1)| (x+_|:/)

n=

iejll)d-llw) _ sin[(N +1)¢/2] erve]
" sin(¢/2)

L(NY < N!
2[ n) :; (N = n)! =2

n=0
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(60)

(61)

(62)

(63)
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APENDICE B

Tabla de funcidon de distribucion
gausiana o normal

X .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000  .5040  .5080 5120 5160 5199 .5239 .5279 5319 5359
0.1 5398 5438 5478 .5517 .5557  .5596 .5636 5675 .5714 5753
0.2 5793 5832  .5871 5910 .5948 5987 6026 6064 6103 6141
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 .6406 .6443 .6480 6517
04 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 .6808 .6844 6879
0.5 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 .7190 7224
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 .7454 .7486 7517 .7549
0.7 7580  .7611 7642 .7673 7704 7734 7764 7794 .7823 7852
0.8 .7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 .8106 .8133
0.9 8159 8186  .8212 .8238 8264 .8289 .8315 8340 8365 8389
1.0 8413 8438  .8461 .8485 .8508  .8531 .8554 8577 .8599 8621
1.1 8643 8665  .8686 .8708 8729  .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 8849  .8869 .8888 8907 .8925 8944 8962 .8980 .8997 .9015
1.3 9032 9049 9066 5082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 9207  .9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 .9406 9418 9429 9441
1.6 9452 9463  .9474 9484 9495 9505 9515 9525 .9535 .9545
1.7 9554 9564  .9573 .9582 .9591 9599 9608 9616 9625 9633
1.8 9641 9649 9656 .9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 9713 9719  .9726 9732 9738 9744 .9750 9756 9761 9767
2.0 9773 9778 9783 9788 9793 9798 .9803 9808 9812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 .9857
2.2 9861 .9864 9868 .9871 9875 9878 9887 .9884 9887 9890
2.3 9893 9896  .9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
2.4 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
2.5 9938 9940 9941 9943 19945 9946 9948 9949 9951 Y952
2.6 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
27 9965 9966 9967 .9968 9969  .9970 9971 49972 9973 9974
2.8 9974 9975 9976 9977 9977 9978 .9979 9979 9980 9981
2.9 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 Y136 9986
3.0 9987 9987 9987 9988 19988 9989 9989 9989 9990 9990
3.1 9990 9991 9991 19991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
32 9993 9993 9994 29994 9994 9994 9994 Y995 9995 9993
3.3 9995 9995 9996 9996 9996 19996 9996 99996 9996 9997
34 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998 9998
35 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998
3.6 9998 9999 99 9999 9999 9999 19999 9999 9999 999y
3.7 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 999y 9999

38 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 1.0000) 1.0000 1.0000
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En la formacién de todo ingeniero en electrénica no debe faltar un curso en el
que se expongan, tedrica y experimentalmente, conceptos que le ayuden a ana-
lizar y caracterizar seniales. Los tipos abordados en esta obra son las sefiales
deterministicas y las aleatorias. Se presentan las herramientas que nos ayudan
a entender las primeras, como las series de Fourier, la transformada de Fourier,
la teoria de muestreo, incluidos el muestreo ideal y el real. Respecto a las segun-
das, se abordan conceptos como variables y procesos aleatorios, procesos ergoé-
dicos, funciones de densidad y distribucién, valores esperados desde primero
hasta cuarto orden, funciones de densidad y distribucién conjunta, funciones
de correlacion, etcétera.

En busca de la formacién completa, a la teoria y los ejercicios se agrega la
simulacién en Matlab: es importante que los estudiantes puedan apreciar los
fenémenos de manera grafica, explorar variando parametros y ver el resultado
inmediatamente. Asf pues, el libro comprende un capitulo de introduccién y
manejo de Matlab en el nivel de programacion.

Con toda seguridad, Andlisis de sefiales habra de contribuir a la mejor
comprensién de conceptos fundamentales que se hallan dispersos en varias obras,
a mds de que las malas traducciones que se hallan en el mercado no manejan los
términos que emplean comtinmente los profesionales de este campo.
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