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非対称形3ヒンジアーチの面内自由振動特性
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森田　千尋＊・清水　義和＊＊

Free　In－Plane　Vibration　of　Three－Hinged　Arches

　　　　　　　　　with　Nonsymmetrical　Axis

by

Takeshi　SAKIYAMA＊，　Hiroshi　MATSUDA＊，
Chihiro　MORITA＊，　and　Yoshikazu　SHIMIZU＊＊

　Asemianalytical　method　is　developed　to　study　the　free　in－plane　vibration　of　arches　with　any　shape．

The　fundamental　differential　equations　are　first　transformed　into　the　integral　equations．　By　applying　the

approximate　solution　of　integral　equation，　semianalytical　solutions　of　the　original　differential　equations　are

obtained．　The　method　is　applied　to　analyze　the　free　in－plane　vibration　of　arches　w並h　nonsymmetrical　axis

because　of　the　unequal　heigh　of　the　supports．　Numerical　results　for　the　cases　of　nonsymmetrical，3－hinged

arches　with　parabolical　axis　are　compared　with　the　solution　of　the　symmetric　arches．

1．まえがき

　アーチ系橋梁は，主として主構に対称形アーチを使

用しており，対称形アーチの振動問題に関しては，従

来，多くの研究が行われてきている。その自由振動性

状についても十分に明らかにされており，逆対称振動

は，ライズ比のいかんにかかわらず，曲げ変形主体の

振動であること，一方，対称振動は，ライズ比が小さ

な値から大きな値へと変化するにつれて，軸伸縮変形

主体の振動から，軸伸縮変形と曲げ変形との創成振動，

さらに，曲げ変形主体の振動へと移行することが知ら

れている。しかし，架設地点の地形，地質的な要因に

より，左右の両支点間に高低差が生じ，橋の主構に非

対称形アーチを使用しなければならない場合が見受け

られる。著者らの一人は，アーチの自由振動を支配す

る増分形基礎微分方程式の離散的一般解に基づく方法

により，非対称形2ヒンジアーチの面内自由振動を解

析し，その振動性状を明らかにしている。

　本研究は，上に述べた解析手法，すなわち，アーチ

の自由振動を支配する基礎微分方程式の積分方程式へ

の変換と，積分方程式の近似解法の応用により得られ

る離散的一般解に基づく非対称形3ヒンジアーチの面

内自由振動解析法を提示するとともに，同一ライズ比

をもつ対称形3ヒンジアーチの自由振動性状との比較

を行うことにより，非対称形3ヒンジアーチの自由振

動特性を明らかにしょうとするものである。

2．基礎微分方程式

　Fig．1に示すアーチ軸上の任意の位置に中間ヒンジ

を有する3ヒンジアーチに関して，微小要素に関する

力の釣り合い条件および，アーチの断面力（せん断力
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◎軸力以曲げモーメントM）と変形（アーチ軸接線

回転角θ，接線方向変位ω，法線方向変位のとの関係

によ’り，3ヒンジアーチの振動を支配する基礎微分方

程式は次のとおりである。

讐＋餐一凶肇一・

響一町＋平蕪一・

響＋ρ・纂一・

並＝」望
∂s　　1π

∂ω　％　N

∂s　1～1必

（1）

籍＋美＋喘・≠乃

ここで，1（s），11（5），R（s），ρ，瓦0およびκは，そ

れぞれ，アーチ部材の断面2次モーメント，断面積，

アーチ軸の曲率半径，材料の質量密度，弾性係数，せ

ん断弾性係数および平均せん断応力補正係数である。

　アーチ弓長，アーチ支間，曲げ剛性および伸び剛性

を，それぞれ，乙五，Eτおよび1L4として

X1一一ｯX・一一響，X・一響

X・一θ・X・一�w・巻η一重

なる無次元量を導入すれば，3ヒンジアーチの無次元

規準関数X1～X6に関する基礎微分方程式が得られ，

次式となる。

砦一丁・轟（η≠τ，　’ヂ1～6）　（2）

ここに，

　G12＝一レγ，G16＝レλ4，G21ニレγ，G25＝レλ4，G31＝り

　σ34＝一レλ4／α2，G43＝り，G52＝πレ／σ2，G56＝りγ

　G61＝一り／（μZ2），064＝レ，G65＝一り7，

　0醜θ7Gぬ・＝0

λ・一 OL4…一響・γ一多　急μ一藷

　　ω：固有円振動数

　基礎微分方程式（2）はη≠τとして定義されるので，

その解は関数X｝1（η）と渇2（η）の和として得られ，次

式となる。

　　忍（η）一邸1（η）＋革・（η）・・（η一・）　　（3）

　ここで，％（η一τ），τは，それぞれ，単位ステップ

関数，中間ヒンジ点の位置である。

　関数渇（η）（≠＝1，2，3，5，6）の連続性のため，η＝τ

に関して以下の条件を満足しなければならない。

　瓦2（τ）＝0（≠＝1，2，3，5，6）　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　（3）式を（2）式に代入すれば，微分方程式は次式で表

わせる。

警禽G轟1・≦・≦1　　（5）

警一町G議・τ≦・≦1　　（6）

Fig．2　Arch　Axis．

　また，Fig．2に示すように，アーチ軸接線の傾斜角

をφ（S）とすれば，アーチ軸微小長さdsと水平軸微

小長さ砒との間には，ゐ＝砒／COSφなる関係が成立

するゆえ，水平軸座標系に関して，ζ＝κ／しなる無次

元量ζを導入すれば，

4η一A．1。、φζ　　　　（7）

となる。（7＞式の関係を用いて，（5），（6）式の変数ηを

ζに変換すれば，次式が得られる。

要一禽、器蕩1・≦ζ≦1　　（8）

要一ゑ、．審φ邸・τ≦ζ≦1　　（9）

　基礎微分方程式（8），（9）を用いて非対称形アーチの

自由振動性状の解析を行うことができる。
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3．基礎微分方程式の離散的一般解

　水平軸上の無次元変数ζの原点をアーチ部材の左端

にとり，基礎微分方程式（8）を変域［0，ζ］で，（9）式

を変域［τ，ζ］で積分すれば，次の積分方程式が得ら

れる。

邸1（ζ）一二1（・）＋催．雛1ξ）瓦1（ξ）4ξ㈹

瓦・（ζ）一昂・（・）＋催織）濁・（ξ）4ξ＠

　次に，全変域［0，1］，すなわち，アーチ支間を〃z

等分し，Fig．3に示すように，左側等分点より順に，

0，1，2，…，4…，吻なる番号を付け，任意点ゴに対応

する諸量に添字づを付与すれば，関数X｝1（ζ），X｝2（ζ）

の値は，X詑，X訪として表示される。積分方程式⑩，

q1）に等間隔の数値積分法を繰り返し適用し，左側等

分点より順に解を求めてゆけば，基礎微分方程式

（8），（9）の，任意点ゴに対応する離散表示された近似的

な一般解が求められ，次式となる。なお，この離散的

一般解を求める方法の詳細については文献1）を参照

されたい。

　　　　　　X｝1ガ＝Σ4赫．X屍。　∫＝1～〃¢　　　　　　　O⇒
　　　　π＝1

Table　1　αガーValue

ゴ

1

2

3

4

5

6

7

8

フ

01234567812　12

8　32　8

9　27　27　9
8　　32　　16　　32　　8

9　　27　　27　　17　　32

8　　32　　16　　32　　16

9　　27　　27　　17　　32

8　　32　　16　　32　　16

8

32　8

16　32　8

32　16　32　8

濁2ゴ＝1）だ△θぬ　　づ＝1診～〃z

1

2

3
f

1n

⑬

　離散的一般解⑫に含まれる左支点の諸量X面は積

分定数であり，⑬式の△砺は中間ヒンジの左右にお

ける相対たわみ角である。また，任意点ゴに対応する

才量」㌦を積分定数蕩。に関係づける要素4雁は，伝

達マトリックス法における伝達マトリジクスに相当す

るものである。

4．数値解析

　3ヒンジアーチの固有値の計算方法について簡単に

述べる。まず，左右両支点の境界条件M（0）＝御（0）

三％（0）＝0，M（L）＝・z〃（L）＝％（L）＝0および，中間

ヒンジ点での曲げモーメントの条件M（τ）＝0より，

次の連立方程式が得られる。

0　　1　2　3 i m

［ii｝li麟］［1］一［i］．

Fig．3　Discrete　Points　on　Arch　Axis．

ここに，

晦一砺＋、螂轟喝

易Fδ・旧識β〃恭ρ弓‡彦

βガ＝αガ／24彿，δπ，：Kronecher’s　delta

ここで，島は数値積分法における重み係数であり，

Simpsonの多分割数値積分法を用いた場合の忌門は

Table　1に示す。

　この係数行列式から振動数方程式が得られる。係数

行列式の要素中に，振動数パラメーターλが含まれ

ているので，．この係数行列式の値を0とするλ値を

試行錯誤法によって求めることにより，固有値が計算

される。

　本章で数値解析するリブアーチの軸線形は放物線と

した。

　左右両支点間に高低差を持つ非対称形アーチの面内

自動振動を明らかにするため，Fig．4に示すような支

点間に高低差がある3ヒンジアーチにおいて，高低差

比耳／しが0．1～0．3の場合について自由振動解析を行

ない，Fig．4に示す。同一スパンL，同一ライズ比

∫／Lをもつ対称形アーチの自由振動性状との比較を

行った。なお，本論文においては，対称形アーチの逆



158 非対称形3ヒンジアーチの面内自由振動特性

対称振動および対称振動に対応する非対称形アーチ

の振動を，それぞれ，逆対称的振動（Semiantisym－

metric　Vibration）および対称的振動（Semisymmetric

Vibration）と称することとする。

f

f

H

L

Fig．4　Parabolic　Arch　with　Unequal　Height　of　Sup－

　　　　ports．

Fig．5に非対称形3ヒンジアーチの逆対称的一，二

次振動および対称的一，二次振動の固有振動数曲数を

示す。これにより，非対称形3ヒンジアーチの固有振

動数は，逆対称的振動においては，対称形3ヒンジアー

チの固定振動数より全体的に低く現われ，対称的振動

においては，逆に，全体的に高くなることが確認でき

る。

　Fig．6は，細長比σ＝200，ライズ比∫／L＝o．2の非

対形3ヒンジアーチと対称形3ヒンジアーチの振動

モードを比較したものである。実線は高低差比丑／乙＝

0．0の対称形3ヒンジアーチの鉛直変位モードおよび

水平変位モードであり，点線は高低差比π／L＝0．1

の非対称形3ヒンジアーチの変位モードである。
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Fig，5　Frequency　Curve　of　3－hinged　Parabolic　Arch　with　Unequal　Height　of　Supports．
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ヒンジアーチに拡張し，さらにこれを応用して，左右

両支点間に高低差のある非対称形3ヒンジアーチの自

由振動特性を明らかにすることができた。本文におい

ては，支点間に高低差をもつ非対称形3ヒンジアーチ

の，対称形3ヒンジアーチに対する，自由振動特性を

明らかにすることを目的として，高低差比E／Lニ

0．1，0．2，0．3の場合について解析結果を示した。数値

解析は放物線形の3ヒンジアーチについて行ったが，

カテナリー，円，サイクロイドその他の軸線形をもつ

非対称形3ヒンジアーチに関しても全く同様に解析す

ることができる。また，変断面の非対称形3ヒンジアー

チの解析にも応用できる。

Vb応C8’0佑ρ伯0θ㎜θηfルfodθ 月0疏ZOη個10ゆ』aoθ加θη’Modθ

Fig．6　Free　Vibrational　Modes．

5．あとがき

　2ヒンジアーチにおける，アーチの自由振動を支配

する基礎微分方程式の離散的一般解に基づく方法を3

　　　　　　　　参考文献
1）暗山毅：初期荷重を有する変断面任意形アーチの

　面内自由振動，土木学会論文報告集，第287号，

　pp．33～44，1979．

2）崎山毅・松田浩：非対称形アーチの面内自由振動

　特性，土木学会論文報告集，第368号，pp．425～

　428，1986．

3）T．SAKIYAMA，　FREE『VIBRA↑10N　OF

　　THREE－HINGED　ARCHES，　Journal　of　sound

　　and　Vibration　111，343－348，1986．


