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多層の被圧帯水層から揚水するときの

　　　　　　地下水定常流について
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Steady　Flow　to　A　Well　in　The　Case　of

　Pumping　in　Multi－layered　Aquifers

by

Hiroaki　KOMODA，　Takehiro　TAKEMASA

　　Pumping　from　artesian　aquifers　can　cause　drawdowns　in　the　aquifers．　When　those　drawdowns　are

so　large，　a　groundwater　nuisance　such　as　ground　subsidence，　dry　of　well　and　penetration　of　salt　water

to　wells，　will　occasionally　occur．

　　Both　to　utilize　groundwater　efficiently　and　to　prevent　a　groundwater　nuisance，　we　need　to　know

the　hydでaulic　behavior　of　aquifers．

　　In　this　paper，　the　linear　form　of　the　simultaneous　differential　equations　and　boundary　conditions

that　represent　a　steady　multi－layered　leaky　aquifers　system　in　which　pumpage　from　the　aquifers　is

balanced，　are　derived．　Moreover，　we　obtain　their　general　solutions　and　take　numerical　calculations　for

Var10US　CaSeS．

1．まえがき

　水は，人間が生活するうえで不可欠な重要な資源で，

太古から今日に至るまで，生活用水，農業用水，工業

用水として用いられてきた．その量も，工業の発達，

生活の向上などに伴って著しく増大している．用水を

得る手段としては，ダムや堰を設け河川や潮沼から取

水する方法，井戸を掘り地下水を利用する方法，海水

を淡水化する方法などがある．

　その中でも，地下水は，四季を通しての恒温性，良

好な水質，井戸のような簡単な施設によって取水可能

であるという経済性などの理由により，用水としての

需要が増大している．

　一方，近年のわが国の水需要の増大は，井戸取水に

おいては自由地下水から被圧地下水へと変化している．

それに伴って地盤沈下，井戸の枯渇，地下水の塩水化，

地下酸素欠乏空気などのような地下水障害現象が起

こっていることはよく知られている．良好な水資源と

しての地下水を有効に利用するだけではなく，このよ

うな現象を防止するために，被圧帯水層の水頭低下を

知る必要がある．漏水現象を伴う2層からの集水理論

は，Huisman1》，星田ら2）の研究がある．しかし，現実

の被圧帯水層は幾重にも重なっているものと考えられ，

多層被圧帯水層からの同時揚水について論じたものは，

今日でも見ることができない．

　本論文では，多層被圧帯水層から一定量揚水すると

きの各層の定常地下水流についての連続方程式を被圧

水頭の低下を用いて導き，その一般解を求めた．さら

に，種々の境界条件のもとでの特解を求め，数値計算

を行った．なお，Darcyの法則は完全に成り立ち，帯

水層に挟まれる半透水層を通しての鉛直方向の漏水が

あるものとする．ただし，井戸枠に設けられた集水孔

は連続的に一様に分布していて，そこでの井戸損失は

無視する．

2．連続方程式とその一般解

Fig．1において，　n層の被圧帯水層に完全完入した
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半径絢の井戸より一定揚水量Q。で汲み出し，井戸の

水位が初期水位よりS。だけ低下した定常軸対称流に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のついて考える．各層の連続方程式を導くために，以下

の仮定を前提としている．』

①各帯水層の組成は均一で，地下水の流動に対して

　等方性である．

②各帯水層の厚さは一定で，無限にひろがっている．

③各帯水層と半透水層または基盤との境界面は，平

　面かつ水平で，地下水面と平行である．また，基盤

　は完全不透水性とする．

④各帯水層間は半透水層を通しての漏水現象を伴う．

　漏水の流速は一般にきわめて小さいと推定されるの

　で，その流線は帯水層との境界面で直角に屈折し，

　帯水層内では井戸に向かう理想的な放射状流動をす

　る．ただし半透水層からの絞り出し現象は考えない．

⑤鉛直流動に対する抵抗を。とすると，c－4／々’で

　示される．ここに，4，ん’はそれぞれ半透水層の厚

　さおよび鉛直方向の透水係数：である．

⑥自由地下水層の流れは準一次二流である．また，

　水位は，揚水前後で変化しないものとする．

⑦揚水時における井戸損失は無視し，自由地下水層

　から井戸への直接の流入はないものとする．

⑧被圧帯水層および半透水層ではDarcyの法則が

　完全に成り立つ．

　これらの仮定のもとで，井戸および各帯水層の連続

方程式を導く．

　井戸における連続方程式は次式で示される．

　Q。＝Q。、＋Qo2＋…＋（9。∫＋…＋Q。。　　　　　（1）

ここに，ρ。fは上からゴ番目の被圧帯水層から井戸へ

　Qo庄，、．

蕊

　　Ground　surface
～㌦；、Phreaしic　騨aしer　しable

　　　Artesian　騨aしer　ヒable

O　U“confined　aquifer

1　Se皿i”pervious　layer

　　　　　　　ミ　き　ロ　の
血涙臨k1Hli唖1：∴：dら㎞・，一＿曲

　　　　鷲磨Q

　　　　血1虹　　　　　　　1　膨
　　　　　　　l　l
　　　　　　「2・・ヒ

　　　　甲騨　　　　　　　ロ　　　　　コ　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　k・H・iQ噂：・Q・一’・∵，

　　　　　　　　　　　　　　　　　1旧pervious　base
　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　一一一一r

Fig，1　Definition　Sketch　for　Multi－layered

　　　　Aquifers．

の流入量である．

　つぎに，各帯水層の連続方程式を導く．各被圧帯水

層の外向き流量をQl，Q2，…，　Qど，…，　Q。とすると，

Darcyの式より，

◎一2・回書，⑦一2輪醗，…

　　…，◎一2・礁私書，…

　　　…，o－2・脚半　　　 （2）

となる．ただし，＆は上からゴ番目の被圧帯水層の被

圧水頭の低下であり，基準面を自由地下水面にとって

いる．鳥，私は上からゴ番目の被圧帯水層の透水係数

および厚さである．

　一方，漏水を伴う帯水層の連続条件より次式が得ら

れる．

馨一2・・（旦＋5一5・Ol　 O2）

讐一2・・（≒＆＋≒＆）

響一2・・（5rs・一1＋sr＆＋10ご　　 α＋1）

響一2・些磐

（3）

ここに，Qは上からゴ番目の被圧帯水層の上部にある

半透水層の鉛直流動抵抗である．式（3）は，oが大きく

なると，漏水量が小さくなることを示している．

　さらに，式（2），（3）より，◎を消去すると，η層から

なる被圧帯水層の連続方程式は次のπ個の連立微分方

程式となる．

黒門÷書一（α1＋＆）＆＋礁・

夢＋÷穿＋偽＆

　　　　　　　一（α2＋β2）Sl＋β253ニ0

夢＋÷嘉＋砺＆1

　　　　　　一（α∫＋βゴ）Sゴ＋β∫Sど＋1＝0

4診1＋÷響1＋伽1距

　　　一（αη＿1＋βπ＿1）Sη＿1＋β卜1Sη＝0

讐号奮＋鳳一轟一・

（4）

ここに，α，βは漏水に関する定数で次式で示される．

　　　　1　　　　　　1
α’＝ XIH1。1・α2＝ X、紘。、，●’●・
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　　炉諒。、，…，偽一諒α　　（5）

βF鳥意。、，β・一島立。，，…，

　　β噸意1，…，砺島．翫1α　（6）

　連立微分方程式（4）はη個のBesse1方程式なので，一

般解は2η個の積分定数を含む変形Bessel関数ムお

よび凡で表される．γ→。・でS戸0を考慮して解く

と，この微分方程式の一般解は次のようになる3》．

SlrAl瓦（冊γ）＋、412瓦（拓γ）＋……

　　＋Aど」臨（πフ・）十……十．Alη漏（濡7）

S、一ん11論（濡γ）＋．A22凡（疲7）＋……

　　＋ノ12∫魚（源77）＋……＋．42。凡（濡γ）

S汗A1凡（源τ7）＋．4氾凡（砺7）十……

　　＋A漏（源7γ）＋……＋．4ゴ。瓦（轟γ）

s。一ん11丘（π7）＋A。、1丘（濡7）＋……

　　．4。ゴ」臨（源7γ）＋……＋、4。。瓦（～厩7）

（7）

　ここに，凡は0階の第2種変形Bessel関数である．

また，λ1，λ、，…，λ．は次の固有多項式のη個の解で

ある．

一α～

0

0

α【＋β1一λ　　　一β　　　0　　　……　　　0

　　　α2＋β2一λ　　　一β2　　……　　　0

　……　　一αf　αゴ＋βf一λ　一βガ　……　　0

一αη　　αη一λ

＝0　（8）

　一般解（7）の係数んは積分定数であるが，そのうち

任意の解＆の係数η個だけは独立で，他は従属関係に

ある．例えば，ガ＝2の場合，解S2の係数．4、ノは解S1

の係数．41，を用いて，

ん一硝＋ ｽ｝一んん　　　　（9）
　　　　　　　　　　　　　（ノ＝1，2，・…　。・，％）

で示される．同様に，ゴ＝3，4，……，ηの場合，A．2ブと

A－1ゴを用いて，

ん一一 墲�E’

　　　　αガ＿1＋βf＿1一ん
　　　　　　　　　　ん一1，　　　　　　　　　（1①　　　十　　　　　　βf．1

　　　　　　　　　　　　　（ブ＝1，2，……，η）

で表すことができる．

　また，λとα，βとの間には次式が成り立つ．

　λ1十λ2十…十λπ

　　・＝α1＋0ね＋…＋αη＋β1＋β2＋…βη＿1　　　　　　（ll）

この式は式（8）から導くことができる．

3．解析例
　数：値計算を行う場合，まず固有多項式（8）を解き，λの

各値を求めなければならない．解析例として3層の被

圧帯水層からなる多層集水井戸について考える．この

場合，解（7）は次のようになる．

Sl－A1凡（砺7）＋A2魚（》万7）＋A3凡（濡γ）

＆一Al働＋ ｽ｝一λ凡（πγ）

　　　＋ん仏＋多F甑（濡γ）

　　　＋譜＋多i一ゐ凡（濡7）

＆一ん偽P継竺計）凡（〉励

　　　＋譜源平許）魚磁）

　　　＋島喉叢ヂ）凡（儒7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

ここに，．4U，．412，．413は積分定数である．λ1，λ2，

λ3は，λについての3次方程式

　λ3一（α［＋α2＋α3＋β1＋β2）ノ12

　　＋｛（α1＋β1）（α2＋α3一トβ2）＋偽（α3一β1）｝λ

　　　一αLα乙α3＝0　　　　　　　　　　（13）

の3実根である．一般に代数方程式は3次まで解析的

に解くことができる．

　つぎに，種々の境界条件のもとで被圧水頭の低下＆

を求める（Fig。2）。

3．1　CASE1．半径名。の井戸は完全に帯水層に

貫入しており，3層の帯水層から同時に揚水する．．た

だし，全体としての揚水量は（2。で，γ＝％。．でS1ニS2＝

53－5。とする．ここに，5。は井戸水面の低下である．

　7→∞；51→0，S2→0，53→0

　7＝れ｝；51＝52＝53＝So＝const．

　　　　Qo1十Qo2十（203＝QO

この場合，解（12）の係数A1，・412，．413は次のようにな

る．

41一噌（λ2一λ3）（偽一λ）魚（隔）

ん一
ﾟ（λ3一λ）（価）凡（煽）

漏一 d（λ一λ2）（偽一㌦（論

ここに，！Vl　l，2＞12，！＞i3，1）1は次式で示される．

（14）
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6＝Qo
・　　　　●　　　●　　　●

@　　●　　．

　　9Cら E＝

↑1、1：デ」一　　・亨．：∵．

　・　●

諱@●　o

…≡．．

D∴・し0

：；鵬　　1

k1H1 11Q1
　　　重

k2H2i

　　　l

k3H3

：

：

lQ2－r一
書

Q3

　　　　一一ゆr

　　　Case　1

傷Q・　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　・　　　●　　　　　　　　　　　　　■　　・　■

亨

　　F●　　　●　　　　　　●

@■U　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
X　　　弓。　・
@　　　●　　　・　　　　■
@p＝　…●　　　　　　　●　　　　　　o　・　o　●

Q1一一レ

Qプー一P

　　　　ll
　　　　ilQ3一一一
　　　　ユ　　ロ

　　　　一→r
　　　　Case　2

砺Q・
・㌦∵・

　6　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

@　　・

Q1一

Q2一一

　　　　　　　Q3一噸一

　　　　→r
　　　　Case　3

Fig．2　Example　of　Pumping　for　Various　Cases．

繍朧÷盤；：ii三i｝

DI＝0急（α1＋β1一α3）｛λ1、そ2（λ一、そ2）

　　＋λ2λ3（λ2一λ3）＋λ3λ1（λ3一λ1）｝

⑮

（16）

　つぎに，全揚水量（2。と井戸水面の低下量S。との関

係を求める必要がある．7＝7。における連続条件より，

次式が得られる．

Q・一一2…｛ん1E1（割＋々・H・（雲）

＋磁（お34γ）｝。一乃　　　　　　（17）

51，S2，　S3の係数A1，．412，．413のなかにS。が含ま

れることより，一二水量（2。が決まると，それに応じて

井戸水面の低下量S・も決定される．逆に，5・が決まる

と，それに対応してQ。を決定することができる．

3．2　CASE2．半径名。の井戸で一番下層の帯水

層からのみ揚水する．

　7→∞；Sl→0β2→0，　S3→0

　7＝名0；S3＝SO

　　　　Q。3一（9。

この場合，解（12）の係数Al，．412，．413は次のようになる．

AF2。引率（囲、瓶1偏）

ん一 Q。門下（λ3一λ）撫1偏）　（18＞

疏一2。編差（塩鱒1偏）

　ここに，κ1は1階の第2種変形Bessel関数である．

また，魏，D1は次式で示される．

　1＞巨一β1（α3一λ）（偽一λ2）（α3一、そ3）　　　　　　　　　　　　　（19＞

　Z）2一α3（α1＋β1一ケ3）｛λ1λ2（ノ11一λ2）

　　　→一！そ2！λ3（ノλ2一λ3）十！そ3λi（ノし3一！そ1）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2①

3．3　CASE3．半径名。の井戸で一番上層の帯水

層からのみ揚水する．

　γ→∞；51→0，52→0，S3→0

　7＝名0；51＝SO

　　　　9。1一（2。

この場合，解（12）の係数Al，．412，．413は次のようにな

る．　　1

　　　　　Q。　　1
／111＝ Qπ7b々11ノ、πZ万（・そ3一ノ12）（偽一λ）（α1＋β1一ノ12）

　　・（α1＋β1』・そ3）π瓦1偏）

A・一2。藩訪「幅）（偽一λ2）（醐＋為）

　　　・（α1＋β1一λ1）繍1偏）

島一2。編ム幅）（偽一λ3）（幽＋廟一λ）

　　　・（α1ヨーβ1一λ2）孤κ1偏）

ここに，1）3は次式で示される．

　1）3一（α1＋β1一α3）｛λλ2（λ1一λ2）

　　　＋繍（λ2一λ3）＋λ，λ1（λ，一λ1）｝

同様に，中間の帯水層からのみ揚水する場合，

（21）

（22）

2層
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の帯水層から同時に揚水する場合に関しても，境界条

件を満足する解を得ることができる．

　また，認が小さい場合，変形Bessel関数を第1項ま

でで近似すると，

漁）吻1・123，漁）一■　　　　（23）
　　　　　　劣　　　　　　　　　灘

となり，解の係数（14），㈹，（2Dは容易に計算することが

できる．

4．数値計算例

　CASE1．について数値計算を行う．計算を簡単化す

るために，被圧帯水層の厚さ私，雌，1臨，透水係数

々1，々2，々3をそれぞれ一様に，

　1∫1＝172＝1匪3＝107η　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

　ノ診1＝ノ診2＝ノ～3＝10－5賜／s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

とすると，被圧帯水層の伝達係数は，それぞれ，

　々1π1一々2H2＝々3払＝1r4〃z2／∫　　　　　　（2㊦

となる．半透水層の厚さ，鉛直透水係数をそれぞれ一

様に，ゴ＝1〃z，々’一5．0×10－9〃z／∫とすると，鉛直流動

抵抗。は

　o：＝＝2●0＞く　108∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

となり，式（5），（6）のα，βの値は，

　o塩＝・の一α3一β1一β2－5．0×10－5〃z－2　　　　　　　　　　（28）

となる．この値を式（13）に代入することにより，3個の

λの値を得る．

繍iiヨil；釧
（29）

井戸の半径を乃瓢0．5mとして，式（14）で解の係数を求

めると，51，52，53は式（12）より，Soを用いて，

　S1＝So｛0．02081＜6（0．013γ）十〇．0631κ〕（0．009γ）

　　　　一ト0．0827K6（0．003γ）｝

　52＝So｛一〇．02591（6（0．0137）一ト0．0281κ）（0．0097）

　　　　一ト0．1490、＆）（0．003γ）｝

　53＝50｛0．01161《b（0．013フ1）一〇．05061（b（0．0097）

　　　　一ト0．18581（6（0．0037）｝

となる．これをFig．3に示す．

（3①

　　　　　　　　　　　　　　この図から，下層の被

圧水頭の低下が一番大きく，次に中層，上層となるこ

とがわかる．すなわち，上層から中層，中層から下層

の被圧帯水層へ各帯水層間で水の移動があることを示

している．

　式（30）に7＝四一〇．5〃zを代入すると，S1－S2＝S3－5。

となり，境界条件を満足する解であることがわかる．

また，この式は，式（17＞より，S。の代わりに（2。を用いて

表すこともできる．被圧帯水層から井戸への流入量と

全揚水量との間には，次の関係が成り立つ．

Qo1／Qo＝0．36，（202／（20＝0．33，　Qo3／Qo＝0．32 （31）

5．結論および考察

　多層被圧帯水層から種々の条件下で揚水したときの

定常状態における各帯水層の連続方程式を導き，その

解を求め，数値計算を行った．現場のデーターとの照

合は現在行っているが，以下の事が明らかになった．

①定常地下水流れを支配する連続方程式は，線形の

　微分方程式なので，解を重ね合わせることができる．

　すなわち，井戸が多数ある場合，個々の井戸につい

　ての被圧水頭の低下を求め，それぞれを重ね合わせ

　ればよい．

②解は全中水量（2。もしくは井戸水面の低下5。を

　用いて示すことができる．従って，全揚水量Q。が決

　まれば，それぞれの状況に応じた解を検討すること

　により，井戸のストレーナーの深さおよび半径を決

　回することができ，最も経済的な取水計画が可能と

　なる．

③各帯水層間の漏水量を予測することにより，自由

　地下水層に与える被圧水頭の悪い影響，例えば水頭

　低下で自由井戸が枯渇するなど，を未然に防ぐこと

　ができる．

④解に含まれる積分定数は複雑であるが，井戸の半

　径は一般に小さいことを考慮すれば，0階および1

　階の第2種変形Besselは第1次項で近似され，幾分

　簡単な形となる．

⑤解（7）はγ→∞で＆→0を考慮して求めたが，境界

　条件が異なり，0階の第1種変形Bessel関数あを

　考慮する必要があるときには，一般解＆は次式で示

　される．

　SF．4ご1凡（》冗γ）＋A2魚（～死γ）＋……

　　　＋．4ゴ茜（源7γ）＋……＋．4ガ。魚（～厩7）

　　　＋B、1あ（πγ）＋B、2為（4万γ）＋・・…・

　　　一ト・Bゴf16（～／7τ；一フ戸）十　　・・一一．。　一ト」B∫η1＝o（Vワτ；「γ）　　　　　　　　　　　　（32）

　　ここに，ノ㌧，Bがは積分定数で，境界条件に応じ

0

So

o 100 2∞ r（m）

　　　　　　　粗土ニニグ’一
　　　　　ノク　　　　！メ！’

　　ノ　。／
イ／

　　　　　　一S19
　　　　　　一一一一一一S2

　　　　　　一・一・一S3

S（m）

Fig．3　Drawdowns　for　Multi－layered　Aquifers．
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　て決定される．

⑥自由地下水層の水頭低下を無視できない場合には，

　一番上層の被圧帯水層を自由地下水層と考え，その

　上にある自由地下水層と半透水層の存在を無視すれ

　ばよい．ただし，この場合でも自由地下水層の流れ

　は準一次元流と仮定しなければならない．

⑦境界条件は各帯水層から井戸に流入する流量もし

　くは井戸における各帯水層の水頭である．従って，

　口径の異なるストレーナーで揚水する場合，任意の

　帯水層から一定の揚水量で取水する場合なども容易

　に解を求めることができる．
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