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lement nécessaires de stabilité L? pour des méthodes de volumes finis du premier ordre en
temps et en espace, appliquées aux équations de Maxwell. En deux dimensions d’espace,
nous proposons une condition suffisante de stabilité d’une grande généralité, puisqu’elle est
valable pour toute forme de volumes finis, avec des conditions aux limites absorbantes ou
métalliques. Nous montrons que cette condition est également nécessaire pour une classe de
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L? Stability of finite volume schemes for the Maxwell
system in two and three dimensions on arbitrary
unstructured meshes.

Abstract: In this report, we investigate sufficient and possibly necessary conditions for the
L? stability of first-order accurate finite volume schemes for Maxwell’s equations. In two
space dimensions, we yield a very general sufficient condition, since it is valid for any form
of cells, with metallic or absorbing boundary conditions. We show this condition is also
necessary for a class of regular meshes. In three space dimensions, the sufficient condition
takes a similar form. However, we show it is never necessary to achieve stability. We propose
another more complex sufficient condition for L? stability, which turns to be also necessary
for regular meshes made of parallelepipedic elements.

Key-words: electromagnetism, finite volume methods, L? stability, energy method, un-
structured mesh, absorbing boundary condition, metallic boundary condition



Stabilité L? de schémas volumes finis 2D /8D sur maillage non-structuré. 3
Table des matiéres

1 Introduction 4

2 Equations de Maxwell TM en 2D 5

2.1 Systéme arésoudre . . . . . ... 5

2.2 Volumes finis triangulaires . . . . . . . . . ... ... oo 6

2.2.1 Introduction . . . . . . . . .. ... 6

2.2.2 Propriétés des matrices . . . . . .. ... Lo 7

2.2.3 Estimations d’énergie . . . . . ... ... ... L. 8

2.2.4 Condition suffisante de stabilité . . . . . . ... ... ... ... ... 10

2.3 Généralisations . . . . . . .. ... 12

2.3.1 Eléments quelconques . . . . . . . . . .ou i 12

2.3.2 Autre traitement des conditions aux limites métalliques . . . . . . . . 13

2.3.3 Schémas implicites . . . . . . . . ... 14

2.4 Condition nécessaire de stabilité . . . . .. ... ... L. 14

3 Equations de Maxwell en 3D 16

3.1 Systéme drésoudre . . . . ... L. e e e e e e e 16

3.2 Volumes finis tétraédriques . . . . . . . .. ..o 17

3.2.1 Introduction . .. ... .. ... ... 17

3.2.2 Propriétés des matrices . . . . ... ... oL oo oo 18

3.2.3 Estimations d’énergie . . . . . ... ... .. Lo 19

3.2.4 Condition suffisante de stabilité . . . . . . .. ... ... ... ... .. 22

3.3 Généralisations . . . . . . .. L. e e 23

3.3.1 Eléments qUelCONQUES . . . . v v v v v v e e e e 23

3.3.2 Schémas implicites . . . . . . . ... L Lo 24

3.4 Condition nécessaire de stabilité . . . . . . . ... ... 0000 25

3.4.1 (69) n’est jamais nécessaire . . . .. .. ... ... 25

3.4.2 Vers une condition nécessaire et suffisante . . . . . .. .. ... ... 25

4 Autres estimations théoriques 26

5 Conclusion 27

RR n° 3486



4 Serge Piperno

1 Introduction

De nombreuses méthodes numériques ont été utilisées pour la résolution des équations de
Maxwell instationnaires. A coté des méthodes de différences finies, fondées sur le schéma de
Yee [12], sont apparues récemment des méthodes en volumes finis, depuis longtemps utilisées
en mécanique des fluides. Contrairement aux méthodes en différences finies, ces derniéres
s’adaptent naturellement aux maillages non-structurés [3].

La stabilité de méthodes en volumes finis est une question étudiée depuis de nombreuses
années. Pour des maillages réguliers et structurés, plusieurs types d’approches sont possible.
La plus utilisée est I’approche de von Neumann par modes de Fourier [1], qui donne un
résultat sur la stabilité L2 d’un schéma numérique. L’approche par équation équivalente
n’en est pas trop éloignée [11], mais n’est également valable que sur maillage régulier. Elle
donne un résultat de stabilité approché, puisqu’il concerne la solution continue de I’équation
équivalente du schéma numérique. Ces deux types d’approche ne traitent pas le probléme
des conditions aux limites. L’approche par équation équivalente est purement locale, tandis
que 'approche de von Neumann ne traite que des problémes infinis ou avec conditions aux
limites périodiques.

La notion de schéma & variation totale décroissante, introduite par Harten [6], a permis
de démontrer la stabilité L> de schémas en volumes finis sur des maillages non réguliers,
mais mono-dimensionnels.

On s’attache dans ce rapport & I’étude de la stabilité L? de schémas en volumes finis
en deux et trois dimensions d’espace sur maillages non-structurés, avec des volumes finis de
forme quelconque, et en incluant deux types de conditions aux limites. Le type de méthode
énergétique utilisé s’inspire de démonstrations pour des méthodes d’éléments finis [2].

On g’intéresse plus particuliérement ici au systéme des équations de Maxwell. Pour ce
systéme hyperbolique linéaire, on s’intéresse au schéma décentré d’ordre un, et on cherche
a établir la limite de stabilité du schéma d’Euler explicite en temps. L’étude est d’abord
menée en deux dimensions d’espace pour les ondes transverses magnétiques (TM) - il en va
exactement de méme pour les ondes transverses électriques - puis dans le cas général en trois
dimensions d’espace. Une étude similaire pourrait étre menée pour I’équation d’advection
en trois dimensions. On considére un domaine borné, avec des conditions aux limites absor-
bantes (pour la frontiére extérieure du domaine) et des conditions aux limites métalliques
(autour d’un obstacle par exemple).

Ce rapport s’articule ainsi: dans la section 2, pour les équations de Maxwell en deux
dimensions d’espace (ondes TM), on établit une condition suffisante de stabilité de la mé-
thode numérique (schéma décentré du premier ordre, schéma d’Euler explicite du premier
ordre en temps) sur une triangularisation quelconque, pour des volumes finis triangulaires,
avec conditions aux limites absorbantes ou métalliques. On étend ensuite cette condition
suffisante aux volumes finis de forme quelconque. On montre enfin que la condition suffi-
sante établie est également nécessaire pour des maillages réguliers. On procéde de méme

INRIA
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dans la section 3 pour le systéme de Maxwell en trois dimensions d’espace. On démontre
cependant que la condition suffisante de stabilité établie pour des volumes finis quelconques
n’est jamais nécessaire. Cependant, nous donnons une estimation d’une limite de stabilité
plus grande, qui est de plus nécessaire pour une partition en volumes finis réguliers.

2 Equations de Maxwell TM en 2D

2.1 Systéme a résoudre

On considére les équations de Maxwell (ondes TM) en deux dimensions d’espace (milieu
homogene de paramétres €, u et euc? = 1). Les grandeurs E,, H, et H, sont solutions des

équations suivantes:
8E. _ 0H, _ 3H,

b Ton,

P8 = oy (1)
0H, _ 9E,

=5 = “oe

Les équations sont posées dans un domaine borné 2. On impose sur le bord 992 du domaine
deux types de conditions aux limites: des conditions de type "bord métallique" autour d’un
obstacle par exemple, sur 9(2,,, et éventuellement des conditions absorbantes sur la frontiére
fictive & l'infini Q4 (voir Figure 1).

Fi1c. 1 — Domaine Q0 et bords du domaine

En deux dimensions d’espace, et pour des ondes TM, la condition au bord métallique
s’écrit E, = 0. La condition absorbante dans la direction sortante unitaire 7 que nous
considérons est la condition absorbante de Silver-Miiller d’ordre un, qui se réduit en deux
dimensions d’espace et pour des ondes TM, & E, = cu (nyHy — nyHy).

RR n° 3486



6 Serge Piperno

Par le changement de variables suivant:

E, =pu
Ho =71 (2)
Hy=2
on se raméne au systéme du premier ordre

u u u

v +A| v +B| v =0, (3)

w w w

t @ y

ol les matrices symétriques A et B sont données par

0 0 —c 0 ¢ O
A= 0 0 O , B= c 0 0 . (4)
—c 0 0 0 0 O

Le systéme précédent est hyperbolique strict, puisque pour tout couple de réels («, 3)
non simultanément nuls, la matrice aA + 5B est diagonalisable dans R, & valeurs propres
distinctes et égales &

po =0
p+ =cy/a? + (5)
b= /BT

La condition aux limites métalliques s’écrit maintenant v = 0 sur 992, et, sur 9, la
condition absorbante dans la direction sortante unitaire 77 se transforme en u—nyv+n,w = 0.

2.2 Volumes finis triangulaires

2.2.1 Introduction

On suppose que l'on dispose d’une triangulation quelconque, en particulier non nécessai-
rement structurée, du domaine 2. On considére une méthode de volumes finis centrés sur
les éléments, c’est-a-dire pour laquelle les cellules sont les triangles de la triangulation. Pour
chaque triangle 7;, A; représente sa surface. Pour chaque aréte a;; interne du maillage, entre
les triangles 7; et 7, on note 7;; = (nijz,Nijy) la normale & 'aréte, orientée du triangle 7;
vers le triangle 7; et de norme L;;, ot L;; est la longueur de ’aréte. Pour une aréte du bord
du domaine, les méme grandeurs sont définies, j jouant le role de I'indice d’un triangle fictif
a lextérieur du domaine. Le schéma, conservatif en volumes finis s’écrit:

Wit —wr
AWV S Ry =, ©)
JEV;

ou W =t (u,v,w), 'indice i représente le triangle 7;, At est le pas de temps et W™ est une

approximation de la valeur moyenne de W sur le triangle 7;. L’ensemble V; est ’ensemble
des triangles voisins du triangle 7; (ayant une aréte en commun).

INRIA
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Les flux numériques F;; sont donnés pour des arétes internes par

Fij = (Angjz + Bnyjy) "W + (Anije + Bngy) W, (7)
ou les exposants =+ signifient les parties positive et négative de la matrice considérée, aprés
diagonalisation. Ce schéma, d’ordre un en espace, est une extension directe du schéma dé-
centré monodimensionnel de Harten, Lax et van Leer [7]. Il utilise un solveur de Riemann
exact, disponible pour un systéme hyperbolique linéaire. Pour une aréte du bord métallique
Oy, la valeur manquante W au nceud fictif est prise (état miroir pour la condition au
bord u = 0) égale a

-1 0 0
W= 0 1 0 | W (8)
0 01
Pour une aréte de la frontiére & ’infini 9, la condition de Silver-Miiller d’ordre un est &
nouveau imposée de maniere faible, cette fois en prenant W* = 0. Il s’agit alors de ne pas
prendre en compte les ondes entrant dans le domaine. Le flux au bord vaut donc
Fij = (Angjz + Bnyjy) "W 9)
Pour mieux comprendre pourquoi le flux (9) traite de maniére faible et consistante la condi-
tion aux limites absorbante, il suffit d’observer que, pour tout état W =¢ (u,v,w), on a:

(Anijz + BTLUy)W = (An,]m + Bnijy)+W
—Ly
5 (- Dy 4 Rz, nij

Nija
Dans la suite, les exposants ™ sont omis, puisque nous étudions un schéma d’Euler explicite.
2.2.2 Propriétés des matrices
Pour chaque aréte a;;, on note désormais M;; la matrice
M;; = Angjy + Bnyjy = cLi; My;. (10)
On a bien sir les propriétés élémentaires:
js = —Tij, M;; = —M;j, Mj; = —M;; (11)

D’autre part, pour chaque triangle du maillage, on a les propriétés de type géométrique:

Z ﬁij = 6, Z Mij =0. (12)

arétes arétes

RR n° 3486



8 Serge Piperno

On utilise le vecteur normalisé 7;; = 7;;/L;;. La matrice M;; est diagonalisable, de valeurs

propres A\g = 0, Ay =1 et A\_ = —1, respectivement pour les vecteurs propres (deux & deux
orthogonaux)
0 1 -1
Wi =\ fuge | Wi = fuy | W= Ry | (13)
Nijy —Nijz —Nijz

Les parties positive et négative de Mi]‘ sont données par

:l:l Tijy _ Tija
2 2, 2
~ ~ =2 o 1
+ _ Tijy Ny ijaRijy _ Lttt
ME=| Zp sl gl | oaowd W (14)
_ Mija TijeTijy Nija
2 + 2 + 2

On note ‘1\7[; = J\;I; — 1\711; On a les identités remarquables suivantes:

It - Mo = M... METMET=+Mm=*
M + N = My, MEMZE = £

277

MM =0. (15)

2.2.3 Estimations d’énergie

On cherche & démontrer une condition nécessaire et/ou suffisante de stabilité de type L>
du schéma aux volumes finis précédent. Pour cela, on ne peut pas utiliser une approche par
modes de Fourier, puisque la triangulation est quelconque. On utilise alors une approche
"énergétique", ot 'on cherche une forme quadratique définie positive qui pourrait jouer le
role de fonction de Lyapunov pour la suite discréte des inconnues W™. On propose 1’éner-
gie suivante (dont ’expression est directement dérivée de la version discréte de ’énergie
électromagnétique en deux dimensions)

En = AW W (16)

Nous cherchons sous quelle(s) condition(s) I’énergie précédente ne croit pas au cours d’un
pas de temps. Nous pourrons alors conclure que le schéma, est stable, puisque 1’énergie reste
bornée (entre zéro et sa valeur de départ) et qu’elle est une forme quadratique définie positive
des inconnues numériques du probléme.
Nous utilisons une nouvelle expression des flux numériques Fj;:
— o+ Vi
Fij = CLij (M”W1 +Mz’j W])
c ~ ~
5 Lis [Mij(Wi +W;) — ‘Mij

otl on a posé AW;; = W; — W,. En notant AE = ™! — €™, nous avons:

W]

AE = Z —cAt Z Lithi I:Mij(Wi + Wj) — |M¢j
i JEV;

AW )]

INRIA
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2
2A 2
¢ ot A ]

4A;

Lij [Mz'j(Wi +W;) - ‘Mij
JEV;

%

Dans le dernier terme de I’équation précédente, on a utilisé abus de notation X2 pour *X X.
On a aussi maintenu la notation W; pour les arétes frontiéres (il faut garder a 'esprit que
W, est un état miroir pour les bords métalliques et est nul pour la frontiére infinie), ainsi
que le sens de la différence AW;;. Notons respectivement 17 et T5 les termes d’ordre un et
deux en At dans ’expression de AE. Les termes de 77 peuvent étre regroupés deux & deux
suivant les arétes a;;, sauf pour les termes correspondant aux arétes frontiéres. On utilise

aussi la décomposition du flux Fj; avec M;; et ‘Mij . On a alors:
I = a%tes —cAtLg; w [M”(Wl Wi - ‘M’j AWij] +
internes tWJ' [Mji(Wj +Wi) - ‘Mji AWji]
arétes -1 0 0
t Yas r—
+ ) —2eAtLy |'Wi [ MEW MG [ 0 1 0 | W
bord 99, 0 0 1
arétes ~ ~
+ Z —cAtL;; I:tWiMi]'Wi + W M;; Wi}
bord Qo

Pour les arétes frontiéres du bord métallique 91,,, une recombinaison élémentaire donne

arétes
T, = Z —At [tVVZ]M”VV1 + thMj,’Wj + tAWij |M1]| AW”]
internes
arétes 2 0 0
+ Z —At tWiM,‘jWi + CLithi 0 0 O W;
bord 99, 0 0 O
arétes
+ ) AWM W+ Wi | M| Wi
bord Qo
Remarquons alors qu’une recombinaison par triangles cette fois-ci élimine une partie des
termes. En effet,

arétes arétes
T, = Z [tWiMijWi + thMjin] + Z [tWiMijWi]
internes bords 9Qm |J 000
= D Wi My | W
triangles 4 JEV:
= 0

RR n° 3486



10 Serge Piperno

Donc on a finalement,

arétes arétes 2c¢L;; 0 0
Ty=  —At Y AW, M| AW, —At Y Wil 00 0 0 | W
internes bord Q. 0 0 0
arétes
—At Z tWi |Mij| W; (17)
bord Qo

Le terme T est clairement négatif. Le terme T, étant d’ordre 2 en At, ce résultat partiel
nous assure déja de la stabilité du schéma pour At assez petit. Pour les termes d’ordre deux,
on garde les mémes notations pour les termes de bord, puisque toutes les grandeurs utilisées
ont été définies. On a:

- 2
At?
I, = Z4A, D [My(Wi+ W) — | My| AWy)
i b Liews
- 2
At?

= T | 2 ML (= Wi+ W) — [ My AWy]
i v [sevi

- 2

At? _
ZQ—AI Z [MijAWij]

7 | JEVi

Le passage de la premiére & la deuxiéme égalité se fait en utilisant I'identité remarquable
(12) sur la somme des matrices M;; dans un méme triangle. On a donc le résultat global

suivant pour 75:
2

T = Z QA/)L Z [Mi;AWij] (18)

i JEV;

2.2.4 Condition suffisante de stabilité

Le terme T3 peut étre majoré. On envisage de majorer dans chaque triangle le terme X;

défini par
2

Xi= Y [M;awg]| . (19)
JEV;

Plus précisément, on va majorer X; par un somme de termes quadratiques tAWij Qi AW,
oll Q;; est une matrice dépendant seulement de M;; si possible. Une premiére majoration
grossiére peut étre obtenue en utilisant la version vectorielle de l'identité (z + y + 2)? <

INRIA
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3(2? +y? + 2°),
X, <3 Z tAW”MZ;M;AW” =c Z [3Lij] [tAWij (—Mz;) AWij] . (20)
JEVi JEV:

Pour cette premiére majoration, on n’a pas utilisé la forme particuliére des matrices M;;
dans un méme triangle. Or, on a:

M;AWU = aijLijW,‘;a (21)
C o c _
avec ay; = —5 W AW;; et af; = —2L“tAWijMij AW;;. (22)
1]
2
OnaX; = (Zjevi oy Ly WZ;) . On peut donc utiliser une majoration du type
(Y Lijwi)” < (Y Lij)( Y Lijaiy), (23)

JEVi JEVi JEVi

qui donne, en utilisant le fait que la norme des vecteurs W; est /2,

Xi 20> Lij)( Y Lijal).
JEVi JEVi
On fait finalement apparaitre des matrices ();; en réécrivant la formule ci-dessus & I’aide de
(22), en utilisant la notation P; =}y, L;; pour le périmétre du triangle 7,
X,‘ S CH Z [tAWZ'j (—MZ;) AWZ'J‘] . (24)
JEV;

Cette formule est & comparer avec celle donnée en (20). On obtient finalement pour 7> la
majoration suivante:

> [AWy (-M5) AW, . (25)

cP;At?
T < Z ’
T 24 JEV:

2

Ainsi, on a, en éclatant & nouveau les sommes en sommes par arétes, et en reprenant les
définitions de W; et AW,; pour les arétes du bord 90,

arétes
cP; At? cP; At?
T, < — AW, | ——— M I M| AW,
2= Z ’[ 24, it oL ﬂ]
internes
arétes -2 0 0 -2 0 0
D;At?
- Y w0 0o [CM Mij] 0 00 |W
bord 8, 0 00 g 0 0 O
arétes 9
. cPAt?
_ : — M- . 2
> Wz[ o1 ]W (26)

bord 0Qc

RR n° 3486



12 Serge Piperno

On regroupe maintenant le terme 77 donné par (17) et la majoration du terme Ty obtenue
ci-dessus (26). En utilisant la matrice symétrique T;; de diagonalisation de M;;, c’est-a-dire
M;j ='Ty;Dy;Ty;, avec Dyj ="' (0, cLyj;, —cLy;), on trouve finalement:

0 0 0
arétes 0 cAtPj 1 0
AE < cAt Z LithWijtTij 2Aj N TijAWij
internes 0 0 cAtP; -1
24A;
arétes CAAtH -2 0
t 1 .
+eAt Y Liy'W; 0 0 o | Wi
bord 09, 0 0 0
R 0 O 0
arétes 0 1 0
tyrrt -
+0At Z Lz'j Wi Tij CAtH TijWi
bord 8o T

Ainsi, une condition suffisante pour que le schéma soit stable en norme L? est que tous les
termes diagonaux ci-dessus soient négatifs, i.e.

V aréte interne a;;, cAt P; < 2A; et cAt P; <24,
V aréte frontiére a;; € 0, |JONa, cAt Pi< 24,

Cette condition se réécrit, en parcourant toutes les arétes,

24;

cAt < min P’, avec P; = Z L;;. (27)
vt JEV

Tl est intéressant de noter que la premiére majoration (20) conduit au résultat un peu plus

faible suivant: le schéma est stable si cAt est plus petit que le tiers de la plus petite hauteur

d’un triangle dans le maillage.

2.3 Généralisations
2.3.1 Eléments quelconques

On suppose désormais que 1’on dispose d’une partition quelconque du domaine €2 en un
nombre fini de polygones connexes (ayant un nombre fini de cotés) qui seront les cellules de
la, méthode de volumes finis. Pour chaque cellule 7;, A; représente sa surface. On appelle
désormais aréte (d’une cellule du maillage) la ligne polygonale commune & deux polygones.
Pour chaque aréte a;; = 7, () 7; interne du maillage, on note 7@;; = (n;jz,nijy) 'intégrale le
long de I’aréte de la normale & ’aréte, orientée de la cellule 7; vers la cellule 7;. On note de
plus L;; = ||7;;||.- Pour une aréte du bord du domaine, intersection entre le bord du domaine

INRIA



Stabilité L? de schémas volumes finis 2D /8D sur maillage non-structuré. 13

0N [ 00 et une cellule au bord du domaine, les méme grandeurs sont définies, j jouant
le role de l'indice d’une cellule fictive & 'extérieur du domaine. Enfin, on note V; ’ensemble
des indices des cellules voisines de la cellule 7; (ayant une aréte en commun).

Le schéma conservatif en volumes finis s’écrit de la méme maniére que pour les triangles
(6). Les flux numériques F;; sont encore donnés pour des arétes internes par (7) et on utilise
encore 1’état miroir (8) pour les flux de bord a travers les arétes de 912, et un état fictif nul
pour les flux de bord & travers les arétes de 9Q..

Les propriétés élémentaires des matrices, écrites en (10-15), et toutes les estimations
d’énergie faites sur les triangles (jusqu’a I’équation (18)) sont toujours valables. En effet, on
n’a pas utilisé la forme particuliére des triangles. Par contre, la majoration (20) du terme
X, n’est plus valable, car elle utilise explicitement le fait qu’un triangle a exactement trois
voisins, ce qui n’est pas le cas pour des cellules quelconques. Pour étre complet, on pourrait
quand méme utiliser une majoration de ce type, ot le nombre 3 serait remplacé par le nombre
maximal de cellules voisines pour une cellule dans la partition. Par contre, la majoration
(23) ne dépend nullement du nombre de voisins.

Toutes les étapes menant au résultat (27) sont valides, et celui-ci est donc obtenu pour
une méthode de volumes finis quelconques. Nous le rappelons: le schéma en volumes
finis (6-7) est stable en norme L? si

. 24
cAt < n%_n B avec P; = ; L;;.
J i

(28)

2.3.2 Autre traitement des conditions aux limites métalliques

Pour le traitement de la condition au bord 4 = 0 sur 912,,, on peut étre tenté d’utiliser
un autre flux que celui utilisant un état miroir. Une autre maniére classique de procéder est
de prendre le flux suivant & travers l’aréte frontiére a;;:

0 Us;
Fij = Ml V; , avec W,L = (o . (29)
w; w;

Ce flux est différent du flux décentré entre W; et son état miroir. On peut d’ailleurs montrer
qu’il n’y a pas d’état W; tel que Fj; soit égal & un flux décentré entre W; et W;. Cependant,
on montre facilement que ces flux aux bords métalliques ont tendance & produire de ’énergie.
Par exemple, pour un champ constant dans tout le domaine (sans frontiére infinie Q4 ), on

a:
arétes 1,2
iJ

AE =u’PA Y
bord 0Qm,

(30)

7

Ainsi, on ne pourra pas démontrer la décroissance de 1’énergie, ni donc la stabilité L2 du
schéma par ce moyen.
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2.3.3 Schémas implicites

On s’intéresse ici & une classe de schémas implicites en temps, couplés au méme schéma
en espace. Le schéma (6-7) peut s’écrire de maniére formelle

Wt = W™+ AtAW™, (31)

ol W™ est le champ des inconnues a l'instant t™ et A est une matrice, non symétrique,
dépendant uniquement de la géométrie et de la vitesse ¢. Dans le méme temps, on peut
réécrire I’énergie (16) sous une forme similaire,

En ="W"EW™, (32)

ou la matrice E est bloc-diagonale, symétrique définie positive. En termes matriciels, la
condition de stabilité (28) est équivalente &

24; At
cAt < min —= = (vw, ‘w [EA + 75&EA] W< 0) . (33)

On s’intéresse ici aux schémas implicites suivants:
Wt = W™ £ AtAW™ | avec W0 = (1 — 9)W™ + oW1, (34)

o @ est un paramétre fixé dans ]0,1]. Ce schéma est seulement d’ordre 1 en temps, sauf
pour § = 1/2, ou il est du second ordre. On a successivement:

wr = Wt _gAtAWn™to
wrtt = w4 (1 - 9)AtAW !
e+t = gnponiwrtt [ga ¢ L2008y pa] o

Le schéma implicite (34) est donc stable si

24,
in

- < mi .
cAt(1 —20) < mi i

(35)

En particulier, le schéma est inconditionnellement stable si # > 1/2, et conditionnellement
stable si < 1/2.

2.4 Condition nécessaire de stabilité

11 est difficile d’établir une condition nécessaire de stabilité avec un critére énergétique,
puisque la matrice d’évolution (A dans (31)) n’est pas symétrique. Sur le cas particulier
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d’un champ uniformément nul, sauf sur une seule cellule ou il est de la forme particuliére
i . 4 . N 4 , . A .
W ="(u,0,0), on arrive néanmoins & démontrer que I’énergie peut croitre si

P:

cAt > min (36)
T;

p? Ly
a4, T > 24
JEV;

Cependant, on peut montrer que la condition (28) est une condition nécessaire et suffi-
sante de stabilité pour des maillages particuliers, lorsqu’on considére un domaine égal & R?
tout entier ou lorsqu’on impose des conditions aux limites périodiques.

En effet, le schéma (6-7) peut se réécrire, grace a la propriété (12), sous la forme

Win+1 _ Win
i

A
At

+ Y (Anije + Bnig,)” (W) = W) =0. (37)
JEV;

On considére une classe de maillages (partitions en volumes finis) particuliers pour lesquels
les cellules peuvent étre coloriées en rouge ou en vert, de telle sorte que deux cellules voisines
ont des couleurs différentes. De plus, on demande que le maillage soit uniforme au sens
suivant: 4 A
3 (P, A) tels que VT;, = = =. 38
(P, A) tels que VT, 5= (39)
Nous allons exhiber un champ particulier de valeurs W, qui est amplifié par le schéma, (37),
c’est-a-dire que W =W, = Wi"+1 = AW, pour un réel A de module strictement supérieur
4 un. Nous proposons le champ suivant:

W, = 1t(l, 0, 0), si7; est rouge,

W =W, =
{ W, ="(=1, 0, 0), si7; est verte.

K3

On montre alors que le schéma (6-7) transforme le champ en:

wrtl W,  ¢P

Vi, (7; rouge), A; A7 5 (W =-W")=0
ntl _ P,
Vi, (T; verte), Aiw - 021 (Wr—=W?")=0

On a donc

AtP; AtP
Vi, Wi = \\W, avec \; =1 — ¢ At =1— %

2A

. cAtP .
Le schéma est clairement instable si > 2, c’est-a-dire si cAt > R

t
A
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Ce résultat s’applique notamment aux maillages réguliers en rectangles (ou les cellules
sont les rectangles ou bien les triangles moitiés des rectangles [4] [ceux-ci étant coupés en deux
de maniére réguliére - méme sens, drapeau anglais, etc...], ou encore les cellules médianes
dont les centres sont aux sommets des rectangles [5]), comme & bien d’autres maillages

réguliers... Par exemple, notre condition de stabilité est équivalente & celle proposée par
Depeyre [4] pour des volumes finis uniformes rectangulaires:

— 4+ —<1 (39)

3 Equations de Maxwell en 3D

3.1 Systéme a résoudre

On considére maintenant les équations de Maxwell en trois dimensions (milieu sans
sources, homogéne de paramétres €, p, avec euc? = 1). Le champ de vecteur inconnu
t L.
V="E;,Ey,E,,H;,H,, H,) vérifie:

( _O0E, _ 8H., _ 0H,y

ot dy 0z
GBEy __ OH, _ 0H.
ot — Oz oz
€8E'z _ O0Hy _ 8H,
ot — 0Oz dy
\ ,0H. _ 0B, _ oE, (40)
h ot ~— 0Oz Ay
O0Hy _ 9E, _ 0E,
at — Oz a,
dH, _ 8E+ _ 6§y
\ b ot — By oz

Les équations sont posées dans un domaine borné 2. On impose sur le bord 992 du domaine
deux types de conditions aux limites: des conditions de type "bord métallique", i.e. 7 X E=0
sur 9Q,,, et éventuellement des conditions absorbantes sur la frontiére fictive & 'infini 90 .
Nous considérons la condition absorbante (dans la direction sortante unitaire ) de Silver-
Miiller d’ordre un suivante:

ﬁxE:—cuﬁx(ﬁxﬁ). (41)
Par le changement de variables
t
E, E, E,
W = (—,—y,—,cHz,cHy,cHZ> , (42)
oo

les équations de Maxwell se raménent &

ow . ew oW oW
W AW gV g W, 4
ot gy Thvg, Ty, (43)
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ou les matrices symétriques A,, A, et A, sont données (avec ¢ = —c) par
000000 00000¢C€ 0000cO
00000cCc 000000 000cO00O0
0000¢cO 000c00O0 000000
Az = 000000 Ay 00c000O0 AZ_OEOOOO (44)
00c000O0 000000 c00000O0
0c000O0 c00000O0 000000

Le systéme précédent est hyperbolique (non strictement), puisque pour tout triplet de réels
(ng,ny,n.) non simultanément nuls, la matrice n, A, +nyA, +n. A, est diagonalisable dans
R, & valeurs propres doubles et égales &

po=0

p+ = cy/n2 +n2 +n? (45)
p— = —cy/n2 +n2 +n?2

3.2 Volumes finis tétraédriques
3.2.1 Introduction

On suppose que l'on dispose d’une trétraédrisation quelconque, en particulier non né-
cessairement structurée, du domaine Q2. On considére une méthode de volumes finis centrés
sur les éléments, c’est-a-dire pour laquelle les cellules sont les tétraédres eux-mémes. Pour
chaque tétraédre 7;, V; représente son volume. Pour chaque face f;; interne du maillage,
entre les tétragdres 7; et 7;, on note 7;; = (Nijz, Nijy,Nijz) la normale & la face, orientée
du tétraédre 7; vers le tétraédre 7; et de norme S;;, ot S;; est l'aire de la face. Pour une
face du bord du domaine, les méme grandeurs sont définies, j jouant le réle de l'indice d’un
tétraédre fictif & ’extérieur du domaine. Le schéma conservatif en volumes finis s’écrit:

wrtt _wn
Vi———— At Lo+ Z F; =0, (46)
JEV;

ott 'indice 4 représente le tétraédre 7;, At est le pas de temps et W,* est une approximation
de la valeur moyenne de W sur le tétraédre 7;. L’ensemble V; est ’ensemble des tétraédres
voisins de 7; (ayant une face en commun).

Les flux numériques F;; sont donnés pour des faces internes par

F; = (Aznijm +Aynijy +Aznijz)+Wi" + (Azni]-w +Aymjy +Azn,-jz)7 an, (47)
ou les exposants =+ signifient les parties positive et négative de la matrice considérée, aprés

diagonalisation. Ce schéma est d’ordre 1 en espace. Il utilise un solveur de Riemann exact,
disponible pour un systéme hyperbolique linéaire. Pour une face du bord métallique 9Q.,, la
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valeur manquante W dans le tétraédre fictif est prise égale a ’état miroir pour la condition
au bord nj; x E= 6, c’est-a-dire

- —I; + Znj'ng; 0
wp=wr=|( ST (48)
03 I

ou 03 et I3 sont respectivement les matrices nulle et identité de taille 3. Le lecteur notera
que la notation n'{jtn?j correspond & un produit tensoriel et a pour résultat une matrice de
taille 3. On voit bien que ’on impose faiblement que, & la frontiére, le champ E, A peu prés
égal aux trois premiéres composantes de (W* + W)/2, est bien colinéaire & n7;.

Pour une face de la frontiére & ’infini 0Q,, la condition de Silver-Miiller d’ordre un est
a nouveau imposée de maniere faible, cette fois en prenant W* = 0. Il s’agit alors de ne pas
prendre en compte les ondes entrant dans le domaine. Le flux au bord vaut donc

Fyj = (Agnijo+ Aynijy+Asng, ) T W, (49)
Pour mieux comprendre pourquoi le flux (49) traite de maniére faible et consistante la
condition aux limites (41), il suffit d’observer que, pour tout état W = t(E/ 1t cH ), on a:
(Aaije+Aynijy+ Ao )W = (Aehije+Aynijy+Aoni.) W
cSij Nij X [n}‘j x E + pc Nij X (n_{j X ﬁ)]

+ R .
2p [n_{] x E 4 pc n3; x (n_{] X H)]

Dans la suite, les exposants ™ sont omis, puisque nous étudions un schéma d’Euler explicite.

3.2.2 Propriétés des matrices

Pour chaque face f;;, on note désormais M;; la matrice

M;; = Agngjz + Aynijy + Aunij. = ¢Si; M;;. (50)
On a bien sir les propriétés élémentaires:
i = =iy, Mji=—My,  Mj=—M; (51)
D’autre part, pour chaque tétraédre du maillage, on a les propriétés de type géométrique:

faces faces

On utilise le vecteur normalisé ﬁij = i;;/Si;. Le vecteur ﬁi]- est donc de norme unité.
Pour chaque face, on définit deux vecteurs tangents t;; et t¢;; unitaires tels que le triédre
(i;j7 ﬁij, ﬁij) soit orthonormé direct. La matrice M;; est diagonalisable, de valeurs propres
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doubles A\yp = 0, A = 1 et A_ = —1, respectivement pour les paires de vecteurs propres
(deux & deux orthogonaux)

- e t,o o e t,m .
whe =t(nz’j70) WJ :t( ij» ttij) W :t( ijy —ttij) (53)
Wi = (0, ;) Wikt = (i, —t5) Wit = (i, tiy)
On a les identités remarquables suivantes:
Tt T — TETE _ arE AT —
Mij +Mij = M;;, MijMij = :l:Mij, MijMij =0. (54)
On note ‘Mz =M} —M;.Ona
~ 1 t t
+ tatyrr+a +hlrr4b] — T+
M= S [watwEe e wEt W] =1 (55)
~ 1 _at —a _pt —b| —
iy = = [witwit+witwgt| = -1 (56)

ou l'on a défini les projecteurs Hi+j et I, sur les sous-espaces propres associés respectivement
a)\+:16t)\_:—1.
3.2.3 Estimations d’énergie

On cherche & démontrer une condition nécessaire et/ou suffisante de stabilité de type L?
du schéma, aux volumes finis (46-47) comme précédemment en deux dimensions d’espace.
On utilise désormais ’énergie suivante

=Y "Vi'wpr wy (57)

Nous cherchons sous quelle(s) condition(s) I’énergie précédente ne croit pas au cours d’un
pas de temps. Nous utilisons une nouvelle expression des flux numériques Fj;:

Fij

Il

cSis (NI W; + NI W)
g S [Mij(Wi +W;) - ‘Mij

AW

ot on a posé AW;; = W; — W,. En notant AE = E"T! — €™ nous avons:

AE = grtl_gn
= Z —cAt Z Sithi I:Mij(Wi + Wj) — ‘Mz]
i JEV;

AWij)]

AWij]

2 2 . -
—|—Z At Z Si]‘ I:Mij(W,‘ + Wj) — ‘Mij
. J
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Dans le dernier terme de I’équation précédente, on a utilisé ’abus de notation X2 pour ‘X X.
On a aussi maintenu la notation W; pour les faces frontiéres (il faut garder & I’esprit que
W, est I’état miroir W, défini en (48) pour les bords métalliques et est nul pour la frontiére
infinie), ainsi que le sens de la différence AW;;. Notons respectivement T et T» les termes
d’ordre un et deux en At dans ’expression de AE. Les termes de 77 peuvent étre regroupés
deux & deux suivant les faces f;;, sauf pour les termes correspondant aux faces frontiéres.

On utilise aussi la décomposition du flux Fj; avec M;; et ‘Mij . On a alors:
faces t Y Y
T1 _ Z —cAtS’ij th I:]\fzj(Wz + WJ) ‘]\{U AWzJ] +
internes W; I:Mji(Wj + Wi) - ‘Mj,’ AWj']
faces
+ Z —QCAtSi]' [tWi <MZ—;W1 + M;W,)}
bord Qm
faces
> —cAtSy ['W MW+ Wy || W]
bord 99

Pour les faces frontiéres du bord métallique 912,,, une recombinaison élémentaire donne
X= QtWi (Mj;Wl + M;Wl)

. - —Is+ &ni'ni; 0
:fWi<2M;§+2M,-j< 3+ B 3>>Wi

0 I
- - (—I; 0
_ ot + 3 03 ,
= w2t + 201, (58§ ))w
_ 1 +atirr4a +blyrr+b —atyrr—a —blyrr—b I; 05
='W, [Wij W W W W W Wt W ]( 0o 1. )] Wi

Pty - t—
= "W, M;;W; + 2'W; ( tij tij Bt i tti; 03 ) W,

t— R

On trouve alors, en notant IL;; = f;j t;; +tt;; tti; le projecteur sur le plan de la face frontiére,

faces
Tl = Z —At [tWiMijWi + thMj,‘Wj + tAWij |M1'j| AW”']
internes
faces 0. 0
_ 7 M TV L ETT7 ij V3 )
+ > -At [ W; My;W; + 2681 W; ( o o ) Wl]
bord Q.
faces B )
+ Z —CAtSij I:tWi MijWi + tWi M,‘j Wl]
bord Qo
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Remarquons que, par recombinaison par tétraédres cette fois-ci, une partie des termes
se simplifie. En effet,

faces faces
Ty = Z [tWiMijWi +thMjin] + Z [tWiMijWi]
internes bords 9Q2m |J 000
- | w
tétraédres ¢ JEVi
= 0
Finalement,
faces faces L. 0
— t . . L Lt 1y Y3 )
Ti=  -At D AW M| AW — At Y 2¢8;; Wi( s 05 )Wz
internes bord 0Q.,
faces
—At YW M| W (58)
bord 9

Comme en deux dimensions, le terme 77 est négatif. Le terme T5 étant d’ordre 2 en At,
ce résultat partiel nous assure déja de la stabilité du schéma pour At assez petit. Pour les
termes d’ordre deux, on procéde comme 3 la section précédente:

B 2
At?
T o= Y g |2 My(Wi+ W) - M| AW
i Tt Liew
B 2
At?
= Z4V Z [Mij(_Wi+Wj)_|Mij|AWij]
i ! | JEV:
At? [ B ’
- ZQV. > [M;AWy]
i ! | JEVi

Le passage de la premiére & la deuxiéme égalité se fait en utilisant I'identité remarquable
(52) sur la somme des matrices M;; dans un méme tétraédre. On a donc le résultat global

suivant pour T5:
2

At? _
L= oy |2 [M5Aw] (59)

JEV:
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3.2.4 Condition suffisante de stabilité
On majore dans chaque tétraédre le terme X; défini par
2

Xi= Y [M;aw]| . (60)

JEV;

Plus précisément, on va majorer X,; par un somme de termes quadratiques tAWij Qi AW,
ol @;; est une matrice dépendant seulement de M;; si possible. Une premiére majoration a la
louche peut étre obtenue en utilisant la version vectorielle de 'identité (z; +z2 + 23 +24)? <
A2} + 23 + 23 + 23),
t — — t _
X; <4 TAWG M M AW = ¢ Y [ALg) ['AWy; (—M,;) AW;;] . (61)
JEVi JEV:

Pour cette premiére majoration, on n’a pas utilisé la forme particuliére des matrices M;;
dans un méme tétraédre. On a:

Mi;AWij = —CSin;jAWij. (62)

Dong, si les tétraedres 7;, 7y, 7; et T, sont les quatre tétraédres voisins du tétraédre 7;, on
a:
X; = 2 (Sini_jAWij + SikHi_kAWik + SilHi_l AW + SimHi_mAWim)2- (63)

On peut alors utiliser une majoration du type

(Y- Sias)* < (D Su) (D Syal)), (64)

JEV: JEV: JEV:
qui donne, en utilisant la notation P; = ) jevs Sij, et les propriétés élémentaires des projec-
teurs,
Xi <P Sy AWGIIG AW, = P Y [FAWy; (- M) AW;] . (65)
JEVi JEV:

Cette formule est & comparer avec celle donnée en (61). On obtient finalement pour T la
majoration suivante:

> AW, (=M;) AW, - (66)

ey

CP,'AL‘2
I: < Z 2V

Ainsi, on a, en éclatant & nouveau les sommes en sommes par faces, et en reprenant les
définitions de W; et AW;; pour les arétes du bord 9,

faces 2 9
. cPAt? . cPjAt?
n o< - > fAw [TWMij+ o7 M3 | AW
internes
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_ f%‘is gy (=25 05\ [eRAE ][ =2T 05
’ 03 03 2V ¥ 03 03 '

bord 0Qm
faces
P, At?
bord 9o !

On regroupe maintenant le terme 77 donné par (58) et la majoration du terme Ty obtenue
ci-dessus (67). En utilisant la matrice symétrique T;; de diagonalisation de M,;, c’est-a-dire
M,; = 'Ty; DTy, ot la diagonale D;; est donnée par Dy; = (0,0, cLyj,cLij, —cLqj, —cLij),
on trouve finalement:

faces 0 At103 0
AE < cAt Z SithWijtTij 0 CQVJ. t -1 0 TijAWij
. cAtP;
internes 0 0 2V, blocs 2x2
faces
CPZ'At + Hij 03
bord Q.
f 0 0 0
aces 0 —1 0
+cAt Z SithitTij cAtP: T”Wz
bord 9Qec -1
2V; blocs 2x2

Ainsi, une condition suffisante pour que le schéma soit stable en norme L? est que tous les
termes diagonaux ci-dessus soient négatifs, i.e.

V face interne f;;, cAt P; <2V et cAt P; <2V;
V face frontiére f;; € 0Qm |J N0, cAt Pi <2V,

Cette condition se réécrit, en parcourant toutes les faces,

2V;
B avec P, = Z Sij- (68)

cAt < min
T; f ‘
JEV;

11 est intéressant de noter que la premiére majoration (61) conduit au résultat un peu plus
faible suivant: le schéma est stable si cAt est plus petit que le quart de la plus petite hauteur
d’un tétraédre dans le maillage.

3.3 Généralisations
3.3.1 Eléments quelconques

On suppose désormais que 1’on dispose d’une partition quelconque du domaine 2 en un
nombre fini de polyédres connexes (ayant un nombre fini de faces) qui seront les cellules de
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la méthode de volumes finis. Pour chaque cellule 7;, V; représente son volume. On appelle
désormais face (d’une cellule du maillage) la surface polyédrique commune & deux polyédres.
Pour chaque face a;; = 7; () 7; interne du maillage, on note #i;; = (n4jz, Nijy, Nij- ) U'intégrale
sur la face de la normale, orientée de la cellule 7; vers la cellule 7;. On note de plus S;; =
|7:;]]. Pour une face du bord du domaine, intersection entre le bord du domaine et une
cellule au bord du domaine, les méme grandeurs sont définies, j jouant le role de I'indice
d’une cellule fictive & lextérieur du domaine. Enfin, on note V; I’ensemble des indices des
cellules voisines de la cellule 7; (ayant une face en commun).

Le schéma conservatif en volumes finis s’écrit de la méme maniére que pour les tétraédres
(46). Les flux numériques F;; sont encore donnés pour des faces internes par (47) et on utilise
encore 1’état miroir (48) pour les flux de bord & travers les arétes de 9Q.,, et un état fictif
nul pour les flux de bord & travers les arétes de 0.

Les propriétés élémentaires des matrices, écrites en (50-56), sont toujours valables. Toutes
les estimations d’énergie faites sur les tétraédres (jusqu’a I’équation (59)) sont toujours va-
lables. En effet, on n’a pas utilisé la forme particuliére des tétraédres. Par contre, la majora-
tion (61) du terme X; n’est plus valable, car elle utilise ezpliciterment le fait qu’un tétraédre
a exactement quatre voisins, ce qui n’est pas le cas pour des cellules quelconques. Pour étre
complet, on pourrait quand méme utiliser une majoration de ce type, ot le nombre 4 se-
rait remplacé par le nombre maximal de cellules voisines pour une cellule dans la partition.
Par contre, la majoration (64) ne dépend nullement du nombre de voisins. Le résultat (68)
s’étend donc pour une méthode de volumes finis quelconques. Nous le rappelons: le
schéma en volumes finis (46-47) est stable en norme L? sous la condition

2V;
IR avec P, = Z Sij.

cAt < min
T i .
JEV;

(69)

3.3.2 Schémas implicites

On g’intéresse 4 nouveau aux #-schémas implicites (34), ou la matrice A est la matrice
d’évolution dans (31) correspondant au schéma en volumes finis (46-47). On démontre comme
a la section précédente, que le f-schéma implicite (34) est stable sous la condition

2
P

=~

cAt(1 — 20) < min
T,

(70)

Comme plus haut, le 8-schéma est inconditionnellement stable si § > 1/2, et conditionnelle-
ment stable si 0 < 1/2.
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3.4 Condition nécessaire de stabilité
3.4.1 (69) n’est jamais nécessaire

On peut montrer que la condition (69) n’est jamais une condition nécessaire de stabilité,
contrairement & ce qui se passe en deux dimensions d’espace. En effet, reprenons ’ensemble
des majoration du terme T> défini en (59). L’inégalité large (64) devient une inégalité stricte
pour tous les champs ne vérifiant pas

V’i, ElKl/ V] S 7;, H;AWH =K.

En trois dimensions d’espace, cette condition est seulement vérifiée si chacune des deux
composantes de AW;; est colinéaire & 7;;. Il est & retenir que ce type de champ, s’il existe
est stationnaire pour le schéma (46-47).

En somme, on a, pour tout champ W™, et pour tout pas de temps At:

e soit W™ est stationnaire, et AE =0
e soit W™ n’est pas stationnaire, et AE < 0 si At vérifie (69).

Ainsi, un argument élémentaire d’uniforme continuité (les champs W sont dans un espace
de dimension finie) nous montre que, dans tous les cas, le pas de temps maximal permis par
(69) n’est pas optimal.

3.4.2 Vers une condition nécessaire et suffisante

La majoration (64) est une version discréte de l'inégalité de Cauchy-Schwartz. Dans cette
majoration, on n’a pas utilisé le fait que le champ de vecteur, égal a Hi_jAWij sur chaque
face S;j, est partout tangent a la face elle-méme. On aurait donc pu affiner la majoration.
Pour une cellule quelconque C de bord 9C, appelons K la plus petite constante, telle que,
pour tout champ de vecteur Z tangentiel sur 9C, on ait:

(/ac f>2 =k ac 7 e

Pour toute cellule C, on a K < P. D’autre part, on a par exemple:

parallélépipéde rectangle de cotés a > 3 > ~: K =2a(f+~v)=P—-2V/«
sphére de diamétre D: K =2/3 #D* = P —2V/D
Si on utilise la majoration (71) & la place de la majoration (64), la variable P; est

remplacée par K; dans (65), et ceci pour toute forme de cellule. On obtient ainsi une nouvelle
condition suffisante de stabilité:

2V; . .
cAt < min 7o, avec K, défini en (71).

i 1
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Sur un maillage régulier de parallélépipédes rectangles, de cotés a > 8 > +, la nouvelle
condition (72) s’écrit cAt(S + ) < fv. On peut montrer alors que la condition précédente
est aussi une condition nécessaire sur un maillage infini (ou fini avec conditions périodiques)
en utilisant la méme méthode que pour les ondes TM en deux dimensions d’espace (champ
constant dans la direction du plus grand coté et alterné dans les deux autres directions) .

Plagons ici une derniére remarque. Imaginons que nous nous concentrons sur une seule
cellule de forme circulaire ou sphérique de rayon R. En deux dimensions d’espace, la condition
de stabilité (28) donne localement cAt < R, ce qui est raisonnable pour des ondes allant &
la vitesse ¢ dans toutes les directions. En trois dimensions d’espace, la condition de stabilité
(69) donne localement cAt < 2R/3, alors que la nouvelle condition (72) donne cAt < R, ce
qui est plus satisfaisant.

4 Autres estimations théoriques

On peut se demander comment la condition de stabilité (28) en deux dimensions ou (69)
en trois dimensions se situent par rapport & des résultats précédents.

Rappelons d’abord que notre condition nécessaire et suffisante de stabilité en deux di-
mensions pour des volumes finis uniformes rectangulaires est équivalente a celle proposée
par Depeyre [4].

Un autre résultat théorique bien plus général a été présenté par Vila et Villedieu [10].
Ils démontrent que sous une condition deux fois plus forte (que (69)) sur le pas de temps,
le schéma est stable en norme L2 (la condition est trois fois plus forte que (72) pour un
maillage en cubes ou localement pour une sphére). En fait, on peut démontrer dans le cas
général du systéme de Maxwell en trois dimensions (40) que cette condition, & savoir

. Vi _
cAt < n%n B avec P; = ; Sij, (73)
J i

permet d’assurer une certaine monotonie du schéma (les concepts de décroissance de la
variation totale [6] ou méme de décroissance des extrema locaux [8] n’étant pas disponibles
pour les systémes en plusieurs dimensions [9]). La monotonie est entendue au sens suivant:
sous la condition (73), chaque vecteur d’état est transformé en une sorte de combinaison
convexe des vecteurs d’état voisins et de lui-méme 3 l'instant précédent, c’est-a-dire:

Wit = NuW + > Ny W, (74)
JEVI

oll, pour tout ¢, les matrices N;; et N;;, pour tout j € V;, sont symétriques positives. Ainsi,
on retombe sur la définition donnée par Harten de la monotonie, oit

n+1l __ n n
Wi =F (Wz 7(Wj )jEVi) )

et F est une "fonction croissante" de chacun de ses arguments. On peut se permettre de
parler de combinaison convexe pour la forme (74), puisque la consistance du schéma implique
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que
N;; + Z Nij = Ig,Vi.
JEV;

Le schéma conservatif en volumes finis (46) se réécrit:

wrtt = W A ~ (Mi-;Wi +Mijo)
1€V
At n — n
= 16—71_ MENWR+ Y [-M )W
JEV; JEV;

On prend donc
\V/Z,V] c Vi, Nij = —Mi;
At
; T = +
\V/Z, Nn—IG V; ZM“
JEV;:

Les matrices IN;; et N;; sont clairement symétriques. Il est clair également que les matrices
N;; sont positives. Enfin, sous la condition (73), les matrices IV;; sont aussi positives, puisque,
Vi, VW, on a:

At
t B _ ot _ t +
WNaW = ‘WW - - S TWMEW
JEV;
At cAtP;
TWW 2: tWW tww
. _Vijev.CSij = (1_ Vi ) =0

5 Conclusion

Dans ce rapport, nous avons cherché des conditions suffisantes et éventuellement néces-
saires de stabilité pour des méthodes de volumes finis du premier ordre en temps et en
espace, appliquées aux équations de Maxwell. Pour établir la stabilité L2, nous avons uti-
lisé une version discréte de I’énergie électromagnétique comme fonction de Lyapunov des
inconnues numériques. Cette méthode permet seulement d’établir des conditions suffisantes
de stabilité. Pour établir des conditions nécessaires, nous avons di recourir & des maillages
réguliers, pour lesquels des modes propres numériques peuvent étre mis en évidence.

En deux dimensions d’espace, nous avons établi une condition suffisante de stabilité
d’une grande généralité, puisqu’elle est valable pour toute forme de volumes finis, avec des
conditions aux limites absorbantes ou métalliques. De plus, nous avons montré que cette
condition est également nécessaire pour une classe de maillages réguliers.

En trois dimensions d’espace, nous avons également établi une condition suffisante de sta-
bilité similaire. Cependant, cette condition n’est jamais nécessaire. Nous avons quand-méme
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indiqué une nouvelle condition suffisante de stabilité, plus large, et qui s’avére nécessaire
pour des maillages en parallélépipédes rectangles.
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