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v ³pQ��ª³ ½ ikQ���½£³ l�	��^O�³ ½ À�Â�e$±©³ G��U� K
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S v ³
SL��³ ½2�

S v ½
S���½£³ Q�� 	�� O�³ ½ À�Â�e$±©³ G��@v K
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SL��³ ½ �

S v ½
S���½£³ Q�� 	�� O�³ ½ À�Â�e$±©³ G��#� K

������*"�©� � 	°���s
���( tu�at���*��c��*c
'�����������´�����:��
��§!c�kt�	�� vP� ��t�!��°t)*n���s
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S v ³
S�� � Á ~ v ³§Q �ª³ ½Q���°O�³ ½ À�Â�e$±©³ G��U� K

S v ½
S�� � Á ~ v ½>Q ��½£³(��� O�³ ½ À�Â�e ±©³ G��#� K
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� S vSL� { Á ~ v�� Q��¡��� O�³ ½ À�Â�e ±2³ G��e¢ K
°�prt��t���prt" r�i~�� ��t��� ������� � � t��r���it���prtÀ��|rsu�Ä��¶ ��prt"t��r�}�����t � Ë7|S~��7��y{�º�:�ip¹����|r£�pÈ�ip¹t
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S v ³
S�� � Á ~ v ³§Q �ª³ ½�	��^O�³ ½ À�Â[e ±©³ Gó�z� K

S v ³
S�� �}� v ³pQ d o 	���O�¼°S�M´³ Gó��� K

� tu�u�°������!�	���*c�a�5��tu���
� S vS�� { Á ~ v�� Q�� 	�� O�³ ½ À�Â�e ±2³ Gó��� K
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 v ³ 
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�
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 v ³ 
 ��³ {P~ h 	 ��� v ³���³ ��� 	 ���� ��� v ³��j³ { Á ~ �½��
·
�
i { �"l ���� � � 	  � � v ³��j³ Gó� � K
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S v ³
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S v ³
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	  � � i���³ ½ � ��½£³ { 
�Á ~ v ³ �

 � � l v ½*�  � � Q�� Gav � K
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Ù·Û�ùnÙ·Ø
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1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

145 154 172 181 210

PLANE test / N=3x3, n=100x100, k=...

k=50 
k=75 
k=100
k=125
k=150

Í�y{£�|r��tÀv��#I �?t��-�Q��������H¸�t��£�t�r��t���¶)��prtÀ° ~@¸�t��7|rs� Bt��

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

96 172 234

PLANE test / N=..., n=100x100, k=100

N=2x2
N=3x3
N=4x4

Í�y{£�|r��t � �#I �?t��-�Q��������H¸�t��£�t�r��t���¶)��prt��7|rs� Bt�����¶)��|r  � ��s"~�y{�r�

��¶�~"��|r  � ��s"~�y{�E¼Jo	prt���t���|r}{�����}�t�~���}´����pr�e° ~"}{y{�rt@~�� � t�?t� � t�r��t���¶�����H¸�t��£�t�r��t����
~ wÄ¼

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

96 210 357

PLANE test / N=..., n=100x100, k=...

N=2x2, k=100
N=3x3, k=150
N=4x4, k=200

Í)y�£�|¹��t ���Ç�����H¸�t���£�t��r�t�°�y´�ipÌ~L²¹�zt � �7|rs� Bt�����¶)° ~@¸�t�}{t��r£���pr�Q�Bt�����|r  � ��s"~�y��

 �j��|rsus"~�����¯r�iprtÀsut��pr� � ~����¹��t���t��H�it � ���u¶a~�� ��tt�su�����¡����~�}�tÀ°�y´�ip��iprtÀ�¹���� r}{t�s
��y{Â�t Gasut���p¡��y{Â�t K ¯� r|¹���r����°�y{��pL�iprtÇ° ~@¸�t��7|rs� Bt��J~�� ��� �����iprt±�7|rs� Bt��M��¶S��|r  � ��s"~�y{�r�¼
o	prt��t¶·����t�¯V��|r�n�¹t-�D���� z��t��-�iy´¸�tÇy��E��� � t¸�t�}{�����r��t����� � y´�iy{���ry{�r£��it���p¹�ry�Ë7|rt��¶·���nt��r��|r��y{�r£
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����~�}�~� ry{}�y´�º��°�y´�ip¡��t����Bt��-�d�i�Q��prt �7|rs� ?t�d��¶N��|r  � ��s"~�y{�r�¯7~�� � y{s"�¹���e¸Dy��r£À����H¸�t��£�t�r��t
y{����prt�pry�£�p�¶·��t�Ë7|rt�r�����t£�y{s"t�¼

� � �������������������������� �(���d!������ �����
� 453 � ¦�� 7¬A 9�AB<:7¬¢
Á�t��t�¯r°�t���t���i��y��-����|r��~��S~�}´�D��y{�����¡�iprtÀ¶·��}{}��e°�y{�r£"�@~��r���ry���~�}n�r���� r}{t�s G·�¶�²S£�|r��t�� K ¼

Ænt���¿ BtÈ~þ B��|r� � t � ��t����¶ � � h °�y´�ip ~þ��t�£�|r}Ê~�����|r��¶a~���t�¼ � ��s"~�y{� M |r� � t�
�����r��y � t���~��iy{���jy��	� � � ��»�g � ¼dÃÄt�|r��tÀ�º°��"��|r  � ��s"~�y{�r�¬M x ~�� � M h � t-²S�rt �  H�

M x Q � � � ��»�g x � G��H� K
M h Q � � � g x »�g x � g h � G�� � K

°�y´�ip ��
 g x ¯b��
 g h ~�� � g x � g h Q g	¼Lo	p¹t"��t��-�iy{���S~�}M¸�~���yÊ~� ¹}�t��~���t � t�r����t �  7�� »�B¯W�ip¹tL²S ?t��¸�~���y�~� r}{tLy{� � t��r���it �  H���¹¼�ÃÄtL°�y{}{}J~�}�����|r��t i � »�p»���l¬Q i��:»���lFQ 
 ¼
ÃÈt � t��r����t� 7�°O��´Q�� � g x �iprt�y{�H�it���¶a~���t� Bt�º°±t�t� M x ~�� � M h ¼

SΩ1 Ω2

Í�y{£�|r��t�� � �Àt���s"t-�i������¶��iprt�su� � t�}n�r���� r}{t�s

o	prt�y��H��t���t����y��r£��B��y��H�Ç~� B��|¹���ipry{�J�r���� ¹}�ts y{�M�ipS~��Jy´�d��t��S~���~��it�d�iprt ¸�~���yÊ~� ¹}�t�±~�� �
¶a~��y�}{y{�i~��it�	�iprt�t-�z�r}�~��S~V�iy{���j��¶�����sut�¶·t�~��i|r��t�����¶��iprt�sut��pr� � ¼

5 ��y��r£þ�ip¹t��r��t-¸zy{��|r��}{� y{�H�i��� � |¹��t � �r���i~��iy{���E¯��ip¹t�s�~V�i��y �
� ��¶���prt������ � t��r��t �
�r���� r}{t�s$��~��j BtÀ°���y´����t��j~��

� Q�� � � h� x ��� G���¢ K

°�prt��t � x G·��t���E¼ � h K y{�u�iprt�|r�ry´��~����þ���Bt��i~V�i���uy{�7����� � |r�t � y{� ��prtj�¹����~���y���� GY��� K ¯~������D��y�~��it � °�y{��p ��|r  � ��s"~�y{�fM x G·��t����E¼$M h K ¼jo	p¹t¦���Bt��-�i��|¹s ��¶ s�~V�i��y � � ���¹��t@~ � �
���»��prtL|r�¹y{�À�y�����}{tL��¶d��prtL����s"�¹}�t��Ì�r}�~��rt���t��H��t���t � y�� �¡~�� � pS~����º°���~����|rs�|r}�~��iy{���
�B��y��H��� �J���¹tÀy�� "u~�� � �iprt�����prt���y{�»�°Ga�-¶Ö¼JÍ�y{£�|r��t � K ¼

� � �Äªr©����b`a_ � �n�u�����5-8t)*c�B�c�§!���	B�[�������*�	B�[��!�!c
���
'( ���at�	��}	B���ctº%'�c������( 
L��*©%'�c�§�c�5��(u( �
��!�!��c()�c�5���B��*>����� !�	������c�a%'�c�§!��F	B���©�c��()	�� � ( t 	��m���c�u��	s��*��qtu�²t)*,�§	��§�c�u���c()��*�*F!c()����m�u�����²�u���
��!�!c
���
'( ���at�	��[��	�tu���:()	"!���B��[tu�������c�B�c��t�	��5���B��* ������!�	�����tu�at�	���tu��%°	B� �����a��tº- � r
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� �§	�� 	����c��( �c����tu��%���	�����tu� ����!�	��F��	"*ctu�at�	������c�u��	s�,�&	������c( �W��	�( ���m����	��s()�c� �e¢

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-3 -2 -1 0 1 2 3

Spectral analysis of operator

Circle  (0,1)
Circle  (1,1)
Circle (-1,1)

Spectre of Db-operator

Í�y{£�|r��t ���±xz�?t�����|rs$��¶�s"~�����y � �

� � �Äªr©����b`	� ���§!c�����*ctu��%��u���¬�������s
��c�§!c�©�&	�����%8tu���c�f����*�� ����*�� � 	 ������!c�u*sr$�¾tu��*c�u�tu�F��tu��tu��t)*�����*��u�������c��*ctu�k� ����	�
'���°��������!�!c
���
'( ���at�	�� ��	�tu���u*[����� tu�§!c�����*"��*n�u������t)* �
���c��*ct�	�� 	B�W������* ����!c�k��
���r�����!�	������>�u������
����c��t�!��(���!�!c
���
�( ���kt�	�� ��	�tu����*W��	����n� � �������	�� �n����� ��r ������*"�¬� � 	m����	����c���at���*m�������©!�	����a�5����t�!c�B	����[������!c�u*2	�� �����©!�	������c�a%'�c�§!��* ������^����� �5-z��( ��tu�������©������t�	�
�*N!c��	"*�*ctu��%.*N	B� �u����!�	������c�k%'�c�§!���!c
'������*sr

� 4�� � ¨�¦�@L9�;'¡:�n¡:7,¡C� �>¢'A£¢
Ã prt������r��y � t��y{�r£���|¹�d�@~��r���ry���~�}S�r���� r}{t�s�¯H�iprt	����}�|z�iy{���r�J��¶B�iprt�Á�t}�supr��}{��Â��¹���� r}{t�s
y{��M x ~�� � M h s"~@�� Bt � t����su�?����t � ~��	�iprt���|¹s"����¶

�
�
i���l��

�
i��Nl Gó�'" K

°�prt��t��
�
~���t'�iprt't�y{£�t��¹¶·|¹�r���y����¹�¡��¶��iprt�Æ(~��¹}Ê~��t¦���Bt���~��i��������� � t��¹���it �  7�
	��N¼

Á�t�r��t�¯S°�t�pS~@¸�t
	���

�
Q { i�� � l h � � � Gó�z� K

o	p7|r��¯N�ip¹t�¶·|¹�r���y����¹� �
�
y���t@~���pj��¶��iprtÀ�º°±�'��|¹  � ��s�~�y��r���i~V�iy{��¶ø���ip¹t���� � y{�S~���� � y �Wt�¾

��t�H�iy�~�}nt�Ë7|S~���y����
��� �
� � � ~ h { i�� � l h � � � Q�� � Gó��� K

o(°��"�@~���t���s�|r���Q Bt � y{���iy{�r£�|¹y���prt �
1 ~ h�� i�� � l h �)��pry��Çy{�Ç��prt��¹�����S~�£H~��iy´¸�t��@~���t�¼MÃÈt � t��¹���it ~ �� Q�� ~ h { i�� � l h ~�� �°±t�pS~@¸�t �

�
i���l#Q � ³������� � ��� ³������� ¼
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1 ~ h � i��
�
l h � ��pry{��y��Ì��prt �@~���tþ��¶�~³¸�~��ry���pry{�r£ ° ~@¸�t�¼ ÃÄt � t��r����t ~ �� Q� {F~ h � i�� � l h ~�� � °�t�pS~@¸�t � � i �8l:Q  � � �� � � � � � ���� ¼

 ��t@~���p��@~���t�¯ j~�� � ��~���t � t��t���suy{�rt � ¶·����s ��prtL B��|r� � ~����j����� � y{��y����r�À~�� �[QR�'�����Q�g	¼
Ænt�L|¹�Ly��H��t����¹��t�L�rpH�z��y���~�}{}{�È�iprt�~� ?�e¸�t"�º°�����~���t��¼Ìo	p¹t'²S�����L��~���t¦�������t����?��� � �

�i�^~Ì°�~@¸�t�°�pry{��p³������y{}�}�~��it�u��}{�U°�}´� ��� ��prt�y��H��t���¶a~���t�~�� � �r�����S~�£�~��it�L�ipr����|r£�p �ip¹t
��|¹  � ��s�~�y��r�¼�o	prtL��t����� � ��~���t¡�������t����?��� � �Q�i��~"° ~@¸�t¡°�pry{��p^�����y�}{}�~��it��������~��ry � }{�
���Ì��prtLy{�7��t���¶a~���tL��pS~��Ày´�À�@~��r�r���À�¹�����S~�£H~��it�y�����prtL��|¹  � ��s�~�y��r�¼  ����� � t�Q�i�����?tt �
|r������H¸�t���£�t��¹��t�¯(°±t � t¸�t�}{���:�º°±������su�r}{t�sut�7�i~����Ì�r��t����� � y{��y����¹t����À��pS~����i~���£�t-���ip¹t
�º°±� � y��?t���t��H�"�@~���t���¼ o	p¹t�pry�£�pþ¶·��t�Ë7|rt�r��þ�rp¹t��r��sut�S~:��� �iprt�y{�7��t���¶a~���t�w °�p¹y���p
��������t���B��� � � ����¸�~��ry{��pry{�r£L°�~@¸�t��	y{�¦�ip¹t���|r  � ��s"~�y{�r�	~�� � prt��¹��t�}{�z��~�}N° ~@¸�t��~�����|¹� �
�ip¹t�y{�H�it��¶a~��t���w °�y�}{}E BtÀ²S}{��t���t �  7��~u}{�D�@~�}E�¹��t����� � y´�iy{���rt��¼dÃÈt�°�y{}{}E�����¹���i��|r����ip¹t
}{�z��~�})�¹��t����� � y´�iy{���rt�À~��Q~���~��r�¹���@�zy�s"~���tLy��H¸�t�����tu��¶M�ip¹tLprt���suy{��yÊ~����r~����Q��¶ �»¼�o	prt
}{�U°Å¶·��t�Ë7|rt�r��»�rprt��¹��sut��S~uw °�pry{��p���������t���B��� � �Q����°�~@¸�t��À�¹�����S~�£H~��iy{�r£"y��Ì~�}�}(�ip¹t
��|¹  � ��s�~�y��r��w °�y�}{}E Bt�²S}{��t���t �  H��~L£�}{�� S~�}?�r��t����� � y{��y����rt��	�ipr~�� °�y{}�}E Bt���t¶·t�����t � ���
y{����prt���tËD|¹t�}�~�� �ip¹t��C	s����*"� � �cta�À�r��t������ � y´�iy{���rt��¼±o	p¹y�������~�����t�£���y � �¹��t����� � y´�iy{���rt�
y{�L~j�¹������t��iy{��� ���Ä�iprt"���r~���t¦�����ip¹��£����S~�}J���Ì~���t����¶ ¶·|r�¹��iy{���r��°�pry{��pþ~���t � t²S�¹t �
�����ip¹t�y{�H�it���¶a~���t��¼±Á�t��t�¯r��prt���t�¶·|¹�r���y����¹��~���t���pr����t��Ì~���}{�e° ¶·��t�Ë7|rt��¹����r}�~��rtÀ° ~@¸�t��
� t-²S�rt � }��D�@~�}�}´������t@~���p»y{�7��t���¶a~���t©O�³ ½U¼

� 4�
 � «¬¦ �B<>@§¡:�W¨¬;�¦�@p<C7,=�A�9�A£<:7¬¦�;�b`���`a_ UWV � ])©�Y  «�Y�] � �
Á�t��t�¯	��|r�"£��H~�}�y{���i�È��t�r}Ê~���tj��prt»����}{|¹�iy{��� ��¶Q�iprt�}�y{�rt�~��'���z���its � � Q �� 7�5�ip¹t
����}�|¹��y�������¶d�iprt����D����t�s � � � Q � �e¯W°�prt��t¡s"~�����y ��� y{�À~���~��r�r���@�zy{s�~V�it¡y{�7¸�t�����t
��¶�s"~�����y � i � � � � l ��
z¼jÃÈt � t�r����t¦ H���³��prt'¸�t�������L�r����s"~�}J�i� O��u~�� � �B��y{�H�iy{�r£
�i�e°�~�� � ����prt�y��r���t�~���y{�r£ �¹¼Jo	pD|¹��¯

� x � S v xS�� � Á ~ v x {��
S v x
S�� { Á ~ v x Gó��� K

� h � {
S v h
S�� � Á ~ v h {�� {

S v h
S�� { Á ~ v h Gó��v K

Ænt��|r����t�r��t��t�7��� x Ga��t����E¼%� h K y{����prt� S~���y�����¶��iprtÀ¶·|r�¹��iy{���r� � � i���l-¼ ¶ v x#�  �
Q �

�
i �Wl-¯r�ip¹t��E¯Sy{��M x ¯

v x Q �
�
i ��l

�
�
iag x l

�
�
i �Wlc»

~�� �
S
� v x Q

� �
�
iag x l�

�
iag x l

�
�
i �Wl �
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� �§	�� 	����c��( �c����tu��%���	�����tu� ����!�	��F��	"*ctu�at�	������c�u��	s�,�&	������c( �W��	�( ���m����	��s()�c� �z�

Á�t�r��t�¯

� x � �
�
i��Nl {��

� x
�
� iag>�jl { Á ~ � x� iag>�jl� x

�
� iagm�"l � Á ~ � x� iag>�jl

�
�
i��Nl � Gó� � K

xzy{suy�}�~���}´��¯

� h � �
�
i �Nl {�� { � h� � ikg 
8l { Á ~ � h� ikg 
8l

{ � h� � ikg 
8l � Á ~ � h� ikg 
8l
�
�
i��Nl � Gó�'� K

 �'��prtQ��~���t���¶ � y{��y{��pr}{t�	 B��|r� � ~����"����� � y´�iy{���r�����'�iprt��º°���¶a~���t����¶E��prtQ�-�D}�y{� � t��¯r���¹t
pS~��

1 � x
�
i���lCQ��&Á��¾i ~ �� ��l y{����prt��r�����S~�£H~���y{¸�t��@~���t�¯

1 � x
�
i���lCQ��jEqi ~ �� ��l y{����prtÀ¸�~��ry{��pry{�r£"�@~���t�¯

1 � h
�
i���lCQ��&Á��¾i ~ �� i�� { g:ll�y{���iprt��r�����S~�£H~V�iy´¸�t��@~���t�¯

1 � x
�
i���lCQ��jEqi ~ �� i�� { g:l5l	y{���iprtÀ¸�~��ry{��pry{�r£"�@~���t�¼

Á�t�r��t�¯

1
� x
�
�

� x
�

ikg>�jl#Q ~ �������� "§i ~ �� gm�"l©G·�r�����E¼d�@~���t K ¯

1
� x
�
�

� x
�

ikg>�jl#Q ~ �������� Ebi ~ �� g>�jl2Gø¸�~��E¼d�@~���t K ¯

1
� h
�
�

� h
�

ikg 
8l#Q {F~ �� ���	� "§i ~ �� g 
8l Ga�¹�����E¼J��~���t K ¯

1
� h
�
�

� h
�

ikg 
8l#Q {F~ �� ���	� Ebi ~ �� g 
8l G·¸�~��E¼J��~���t K ¼
 ��¶·��}{}��e°��	�ipS~V�@¯ry{����prt��r�����S~�£H~���y{¸�t��@~���t�¯

� x � �
� {�� ~ ��
����� "�i ~ �� g>�jl { Á ~

~ �� ���	� "§i ~ �� g>�jl � Á ~
�
�

Gó��� K

� h � �
� {�� ~ �� ����� "�i ~ �� g 
8l { Á ~

~ �� ���	� "§i ~ �� g 
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� ½>Q { i4")("» �0, ½ l À�Â�Q���» ����� »�� GÖ�#"�v K

, �
 x Q7")( �

�� ½5¹ ( � ½&, ½ GÖ�#" � K

1 � t-�it��suy��r~��iy{���»��¶)��prt�ËD|r~��H�iy´�º� �0, �
 x

�0, �  x Q+��"%( �
�� ½¹ ( � ½ �0, ½ GÖ�#" � K

1 ½�����s"~�}{y�Â�~��iy{������¶��iprtÀ²S����� � t����t�H� � y{��t��iy{���

, �
 x Q , �  x

� i ��, �
 x » �0, �

 x l
�0, �

 x Q �0, �
 x

� i �0, �  x » �0, �
 x l

GÖ�#"H� K

1  ��t��i~V�iy{��� � � ����¶)��prt��r������t���t � ��� � ¶·��� ��� � � �
� � t�it��suy{�S~��iy{���j��¶)��prt����¹��y�s"~�} � t���t��H�Q��zt-µ"��y{t��H�

3 � Q { i�" � » ��, � l GÖ�#" � K
� 5 � � ~��it���¶��iprt�����}�|z�iy{���»~�� � ��prt���t��y � |S~�}

� �! x Q � � � 3
� , � GÖ�#"�¢ K

" �  x Q
" � � 3
� �0, � GÖ���#" K

� ����s"�¹|¹��~���y����j��¶��ip¹t��¹��� � |r�����¶�¸�t������ ��, �  H��s�~V�i��y � �
� h , � GÖ����� K

� � t�it��suy{�S~��iy{������¶D�iprtd�rt-° � t���t��H� � y���t��-�iy{���� H�À�����ip¹��£����S~�}�y{Â�y{�r£ ¶·��� � � �
¸�t��-�i��� �+�0, � °�y´�ip���t���Bt�����i�¡��prt��r��t-¸zy{��|r��}{�����su�r|¹�it �j� y���t����y����r�

� �½ Q { i � h , � » ��, ½ l À�Â�Q��'» ����� » � GÖ���U� K

, �! x Q �0, � �
�

� ½¹ ( � �½ , ½ GÖ���e� K
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� � t�it��suy{�S~��iy{���j��¶)¸�t��-�i��� �0, �! x

��, �! x Q+� h , � �
�

� ½¹ ( � �½ �0, ½ GÖ���@v K

� ½�����s"~�}{y{Â@~���y�������¶��iprt � t���t��H� � y{��t���y�����¸�t������

, �  x Q , �! x
� i �0, �  x » �0, �  x l

�0, �! x Q �0, �! x
� i �0, �! x » ��, �! x l

GÖ��� � K

�b` �q`�� 	 � §¨[Ya§@§�
 � §
Á�t��t�~�£H~�y{�E¯r�ip¹t�s"~V�������S~����Q��¶��ip¹t�����s"�¹|¹��~���y����»����������t���y � t���y{�j��prt�s"~�����y �7¾ë¸�t������
�r��� � |¹��@¼Jo	prt���t���������|r£H~���y����r��~���t���|r�������@~�}Ê~����r��� � |r�����~�� � }�y{�rt@~������s� ¹y��S~V�iy{���r����¶
¸�t��������¼  �J¶·��}{}{�U°��Ç�ipS~V�Ç��prt�����su�r|¹�i~��iy{������¶E S~���y{� � Q �-, (&» ����� » ,

�
�7¯7�� ¹�i~�y{�rt �  7�

� � � �����ip¹���r����s�~�}�y{Â@~���y�������¶Ç S~���y{�	� ��t�r��t��t��H����~��:y{su�?������~��7�À~�su��|r�H����¶Ç����su�r|D¾
��~V�iy{���E¼  ��°���|¹} �  ?t�~���t��¹�Bt��¹��y´¸�t¡~��	��prt�����su�r|¹�i~��iy{���j��¶)��prt2� � �À²S����� � y���t����y����r���¶ ��� ��¯�y´¶� S~���y�� �+°±t���t¦�r��� � t²r�rt � }{�z��~�}{}{��¯My��H��t���¶a~���t' H�Èy��H��t���¶a~���t�¼�o	prt¦��p¹��y��t
s"~ � tL¶·���Q S~���y{���$~�� � ��prtL¶a~��-���ipS~V���iprtLÆ�~�£��i~��¹£�tLs�|¹}{��y��r}{y{t�����~���t � t²r�rt � �����ip¹t
� ��|¹ r}�tQ��¶n�iprtQ£�}��� S~�}By��H�it��¶a~��tÀ��t���i��y��-� �ip¹t�����su�r|z��~���y�������¶n�iprt��¹��� � |r�� ��¶�~�¸�t�������j³W H�"s"~��i��y´�����i��~��r��� � |¹��± 7�u��prt�}{�D�@~�}Ns"~��i��y´� µ ³º¯H°�pry{��p�y��±~�¶·����° ~�� � ¾ë S~�� �H° ~�� �
��|¹ r����y{��|¹�iy{���E¯n~�� � �i�¦t��z��pS~��r£�t�À��¶ � ~��i~' Bt�º°±t�t��^�rty�£�pD B������|r  � ��s"~�y{�r��¼�o	p¹tL�������
�i�� r|ry{} � ��prt� S~���y�� � y{�	~������D��y�~��it � °�y´�ip¦��pS~�����¶(�?t��¶·����suy��r£¡y{��t@~���p���|r  � ��s"~�y{� M´³
~���s"~��H��¶·����°�~�� � ¾ë S~�� �H°�~�� � ��|r r���iy´�i|¹��y����¹��~����iprt��7|rs� Bt��Q��¶My{�H�it���¶a~���t�Q��¶)�iprt���|r D¾
� ��s"~�y{�E¯?~�� � �ipry{��¶·����t�~���p����H~�����t�¶·|r�r�-�iy{��� � t-²S�rt � ���Ì~��»y{�7��t���¶a~���t�¼����Ì~"�S~���~�}�}{t�}
�r���z�t���������¯By´¶��ip¹t��7|rs� ?t�Q��¶����H~�����t�£���y � ¶·|¹�r���y����¹���Bt���y��H��t���¶a~���t���t�s"~�y{�r�������r����~��H��¯
~���y{�r����t@~���t���¶(��prt��D|¹s� Bt�����¶)��|r  � ��s"~�y{�r�	°���|r} � pS~@¸�t��r�ut �?t��-�������iprtÀ}{�z��~�}E���sL¾
�r|¹�i~��iy{���S~�})������Q��¶J S~���y�� � ¼�o	prtL������À��¶M�iprt� S~���y{�Q¶·|r�¹��iy{���r�Q��¶M�ip¹tL���H~�����t�£���y � y{�
�ip7|r����s"~�}{}(����su�S~���t � ���"��prt�����������¶)�iprt�����su�r|z��~���y����j��¶M��prt�� � ��²S����� � y���t����y����r���¶��iprt���� � ~�}{£�����y{��prs�¼

 ����prt�¶·��}{}��e°�y{�r£u��t��iy{���E¯S°±t��r��t��t��H���ip¹t�����H¸�t��£�t�r��t���|r��¸�t��°�prt����prt��r��t�����D¾
� y´�iy{���rt���"�r�����B����t � prt���tj~���t�|r��t � ¼þo	prt���t»�|r��¸�t��"��pr�e°$��pS~��¡�ip¹t��Bt���¶·����s"~��¹��t���¶
�ip¹t¡�r�����B����t �:� ��s"~�y{� � t�����s"�B����y{��y����:sut��pr� � tËD|¹y��r�Bt � °�y´�ip^�iprt¡�r��t����� � y´�iy{���rt���
� t������y� Bt � prt���t�t��zpry� ¹y{��� ~À}��e° � t��Bt�� � t�r��"���u�ip¹t�°�~@¸�t�D|¹s� Bt��	~�� � ���¡��prt��7|rs� ?t�
��¶)��|r  � ��s"~�y{�r�¼

� � �	� # ���)� ������� � # ��!�� �������������������������� ����� ����� ���´1
����� �����(�-���-��� � � ��!����

Á�t��t�¯B°±t¡~�����t����Q�ip¹t�y{s"�r~���Q��¶���prt��r��t����� � y´�iy{���rt�����r��t���t��H�it � y��»��prt��¹��t¸Dy{��|r����t���¾
�iy{���r�u��� ��prt������H¸�t��£�t�r��tj��¶Q��prt��r�����?����t �5� ��s"~�y{� � t����su�?����y{��y����³sut��pr� � ¼ ÍS���
�ip¹y����r|r���?����t�¯S°±t�t�su�r}{�U����prt��i~�sutÀ�it�����r���� r}�ts ~��	�ipr~���y��H����� � |r��t � y{����t��-�iy{���Ì�z¼
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 �Ì~¡²S�����Q���it�»°�t�y��H¸�t�����y�£�~��it��iprt�y�� �S|rt��¹��t���¶��ip¹t��7|rs� ?t�Q��¶����H~�����t�£���y �  r~���y{�
¶·|r�r�-�iy{���r�Ç���u�iprt��7|rs� Bt��Ç��¶Wy{��t��i~V�iy{���r�¬G·²S£�|r��t�¢ K ¼ D �Ç���i~��it �  Bt¶·����t�¯H�ip¹t���H~�����t�£���y �

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

PLANE test / N=3x3, n=100x100, k=100, m_max=...

   C.G.(m_max=11)
   C.G.(m_max=10)
   C.G.(m_max=9) 
   C.G.(m_max=8) 
   C.G.(m_max=7) 
   C.G.(m_max=6) 
   C.G.(m_max=4) 
   C.G.(m_max=2) 
no preconditioner

Í�y{£�|r��t�¢��:I �Wt�����¶��iprt���y{Â�t���¶��iprt���H~�����t��r���� ¹}�ts
�r��t������ � y´�iy{���rt���~�y{s"��~���²S}´�it��y{�r£j��prt��¹prt��r��s"t�S~»~������D��y�~���t � °�y´�ipÈ}��e° ¶·��t�Ë7|rt�r��y{t��
���Ä��prt'y{�H�it��¶a~��t���¼  ¶	°�t���pr�z����t�~»�7|rs� ?t�L��¶	��H~�����t¦£���y �  S~���y���¶·|¹�r���y����¹���ipS~V��y{�
�i�D����s"~�}{}?���su�S~���t � �i�

�
��� � Q ~�� ��g	¯D����sut�}��e° ¶·��tË7|rt��r�-�'su� � t��Ç°�y�}{}B ?t � ~�su�Bt � r|¹�Ç�ip¹tQ����prt����Ç°�y{}�}B��}{�e° � �e°��'�ip¹tQsut��pr� � GYÆÌy{�±��prt�}{t��¹£��ip¦��¶W�ip¹tQy{�7��t���¶a~���t K ¼  ¶E°±t

y{�r����t@~���tL�iprt¡�7|rs� ?t�À��¶Ç S~���y{��¶·|r�r�-�iy{���r�À�Bt���y{�H�it��¶a~��tL�i��t-�z�t�t �
�
��� � ¯W��prtL��H~�����t£���y � °�y�}{}J~ �?t��-����prtusuy �r� }�t�~�� � pry{£�p:¶·��t�Ë7|rt�r��:������y{}�}�~��iy{���r�����^�ip¹t"y{�H�it��¶a~��t���¼  �

����prt��Ç°���� � ��¯z�iprt�£�}��� S~�}N�r��t����� � y{��y����rt���°�y{}{}Wy{�7��t���¶·t���t�°�y{��p'�iprtQ}��D�@~�}N���¹t�¼JÁ�t�r��t�¯ry´�
��tt�su�Çs"����t���t�r��y{ r}{t��i��|r��t���prt����H~�����t�£���y � �r��t����� � y´�iy{���rt�±���¹}{�L¶·���d}��e°³¶·��t�Ë7|rt�r��y{t��
~�� � �i��|¹��tQ��prt�}{�z��~�}N�r��t����� � y{��y����¹t���¶·���±pry{£�p'¶·��tË7|rt��r�-�¦�rp¹t��r��sut�S~¹¼do	pry{� �����i~���t�£��
y{� ~�}{������|r����y{²St �  H����prt�¶a~���Ç�ipS~V�±��prtQ}{�z��~�}N�r��t����� � y{��y����rt��±y��r���t�~���t� �iprt�£��i~��D|¹}Ê~���y{�º�
��¶��iprt�sut��pr� � °�y´�ipr��|¹��~ �r� y{�r£"��t��������|r£�~��iy{���r��~���t�~���pjy´�it�i~���y����E¼

 ��²S£�|r��t��#"¹¯7���rt��@~�����tt��ipr~��J�iprt�}��D�@~�}B�¹��t����� � y´�iy{���rt� ~����t}�t�i~���t�������H¸�t��£�t�r��t
���r�tÀ�iprt�}{�U° ¶·��tËD|¹t��r�-�jsu� � t���pS~@¸�t� Bt�t��²S}´�it��t � ¼

 �Ä��t����y���� �¹¯n°±t�pS~@¸�t�t��¹p¹y� ry´�it � ��prt"°±t@~ � � t��Bt�� � t��r�-�È��¶ ��|r�Àsut-�ipr� � ���^�ip¹t
sut���pj��y�Ât�¼±Á�t���t�¯r°±t���pr�e° y{��²S£�|r��t¡���À�ipS~V�	�ipry{� � t��Bt�� � t��r�-��y��	t-¸�t���°�t�~���t��°�p¹t��
�ip¹t��º°±�"�r��t����� � y{��y����¹t�����~���t�|¹��t � ¼

½�t��z��¯B°±t�²¹���iprt���y�Ât���¶)�iprt�}{�z��~�}nsut���p¹t���~�� � ��prt�£�t���sut-�i������¶��ip¹t�£�}{�� S~�}n�r����¾
 r}{t�s¿~�� � ¶·�D��|r�����'�ip¹tQ¸�~�}�|¹t���¶(�S~���~�sut��t��

�
��� � ¯D°�prt���t �

��� � � t��¹���it� �iprt�}�~���£�t����y{�7��t�£�t�Q��~��iy{��¶ø�Dy{�r£
� � 
 ~ w%°�prt��t�w%y����iprt�}�t�r£��ip»��¶J~���|r  � ��s"~�y{�Ìy��H��t���¶a~���t�¼  �

����prt���°±��� � ��¯J~�}{}±��prt'¶·|r�¹��iy{���r� � �Fi ��lÀ°�y{��p
�

�
�
��� � ��������t���B��� � ���»¸�~��ry{��pry{�r£su� � t�����pS~�� � ���r���L�¹�����S~�£H~��it����þ~»}{���r£Ì��~��r£�t�¼»ÃÈt¦�����¹��y � t��u~»£�y{¸�t�� ¶·��tËD|¹t��r�-�

~�� � ~:£�y{¸�t��³�7|rs� ?t�'��¶Q��|r  � ��s"~�y{�r��±È¼  ¶ ± y{�uy��r���t�~���t � ¯ �iprt�sut@~�� � y�~�sut�it�
w ��¶��ip¹tj��|r  � ��s"~�y��¹�'y{����t � |r�t � ¯�~�� � ���Èy��

�
��� � ¼ o	p¹tj�i����~�}	�7|rs� ?t�¦��¶� r~���y{�¶·|r�r�-�iy{���r�L��¶ �iprt'���H~�����t�£���y � ���r~���t¦��t�s"~�y{�r�L|r�¹��pS~��r£�t � ¯J r|¹��¯M}��D�@~�}�}´�^�iprt¦�7|rs� ?t�
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1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

172 195155715342

PLANE test - H=1/3, h=H/100, k=100, Prec.=...

 method alone 
      C.G.(2) 
      C.G.(7) 
      C.G.(9) 
      C.G.(11)

local+C.G.(11)

Í�y{£�|r��t"�-"��¾I �Wt�����¶��iprt�}{�z��~�}E�r��t������ � y´�iy{���rt��

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

139 15831 48 70 88

PLANE test - H=1/3, h=H/..., k=50, m_max=6

h=H/50   method alone  
h=H/100  method alone  
h=H/150  method alone  
h=H/200  method alone  

h=H/50   local+C.G.(6) 
h=H/100  local+C.G.(6) 
h=H/150  local+C.G.(6) 
h=H/200  local+C.G.(6) 

Í�y{£�|r��t"�����Ç���¹�iy{s"~�}n�����H¸�t���£�t��r�t���t��|r}´�i�

��¶� S~���y��¡¶·|r�¹��iy{���r�u�Bt��¡��|r  � ��s"~�y�� � y{suy��¹y���prt�����p¹t��r�t�¯±��prt�����s"�¹|¹��~���y����S~�} ������uy{�
��t � |r�t � ¼�Í�y{£�|r��t�G��e� K ��pr�e°����ipS~����iprt����H~�����tL£���y � �r��t����� � y{��y����¹t��À~���p¹y�t-¸�t���~'°±t@~��
� t�?t� � t��¹��t���¶)��prt�s"t-�ipr� � �����iprtÀ�ip¹t��7|rs� ?t����¶���|r  � ��s"~�y��¹��¼

½�t��z��¯?°±t����i��t���Q��pS~����iprt��7|rs� Bt�����¶d����~�����t�£���y � ¶·|r�r���y����r�Qs�|r����¸�~�����°�y{��p»�ip¹t
°�~e¸�t��7|rs� ?t� ~ ¼  � � t�t � ¯�°�p¹t����iprtd¶·��tË7|rt��r�-��y��ny{�r����t@~���t � ¯����rtdpS~��n�����¹�����B������y����S~�}{}{�y{�r����t@~���t'�iprt��7|rs� Bt��

�
��� � y��Ä��� � t�����j²S}´�it�L~�}{}d�iprt��r�����r~�£H~���y{¸�t'su� � t���¼jÍ�y{£�|r��t�e�»��pr�e°��L�ipS~V�@¯�°�y´�ipþ~��þ~��r�r�����r��y�~��it"¸�~���y�~��iy{��� ��¶	�iprt¦�7|rs� ?t�L��¶	��prt���t¦¶·|r�r���y����r�

�Bt���y��H�it��¶a~��t�¯By{��y{���B������y� ¹}�t�����y{�r���t@~���t���prt�¶·��t�Ë7|rt�r���°�y{��p»���¹}{��~"��s"~�}{}(¸�~���yÊ~V�iy{���
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PLANE test - H=..., h=H/100, k=100, m_max=...

H=1/2  method alone  
H=1/3  method alone  
H=1/4  method alone  
H=1/2  local+C.G.(16)
H=1/3  local+C.G.(11)
H=1/4  local+C.G.(8) 
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PLANE test - H=1/3, h=H/100, k=..., m_max=...

k=50   method alone  
k=100  method alone  
k=150  method alone  
k=200  method alone  

k=50   local+C.G.(6) 
k=100  local+C.G.(11)
k=150  local+C.G.(16)
k=200  local+C.G.(22)
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PLANE test - N=..., h=H/100, k=..., m_max=16

H=1/2  k=100  method alone  
H=1/3  k=150  method alone  
H=1/4  k=200  method alone  
H=1/2  k=100  local+C.G.(16)
H=1/3  k=150  local+C.G.(16)
H=1/4  k=200  local+C.G.(16) 
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