
On Seat Congestion, Passenger Comfort and Route

Choice in Urban Transit: a Network Equilibrium

Assignment Model with Application to Paris

Fabien Leurent

To cite this version:

Fabien Leurent. On Seat Congestion, Passenger Comfort and Route Choice in Urban Transit:
a Network Equilibrium Assignment Model with Application to Paris. TRB. Annual Meeting of
the Transportation Research Board Session Transit Capacity and Quality of Service, Jan 2009,
Washington, United States. TRB, pp.TRB#09-1784, 2009. <hal-00348513>

HAL Id: hal-00348513

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00348513

Submitted on 19 Dec 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
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!�! �B-,?��##�$!/ !��/-+ &#�-3�%,��!��,�!#�����,�33�<�<-!$ #��-!���#��  !�/-+ && +�
 ��� ,� �#� * ��<& � <-!$ #��-!� �&-!$� �� � ,-%� � �,�<?�� -,� �'� , +%<�!$� �� � # ,*�< �
3, C% !<'�B����, #8 <���-� ;< ##�3&-B�-3�8�## !$ ,��,,�*�&#4������,+��'8 �-3�<-!$ #��-!�
��#��  !�/-+ && +��'�� %, !��1/2!�1"2.������-3�# ���<-!$ #��-!��� <�%# �� �!$�# �� +�-,�
#��!+�!$� /�? � +�#��!<�� -!6�-�,+� #��� #� 3-,� �� �,�!#��� ,�+ ,�� , #%&��!$� �!� +�#��!<��
+�#<-/3-,��<-#�#��B����8-� !���&��!3&% !< �-!�,-%� �<�-�< �-!��� ��,�!#���! �B-,?4�

�� �8�8 ,���#����B-3-&+�-�D <��* �-3��3�,#���8,-*�+�!$���<-!<�# �#��� / !��-3��� �# ���
<-!$ #��-!�/-+ &���!+�# <-!+�� , 8-,��!$�-!� ��#��88&�<���-!� �-� �� ���,�#�/ �,-8-&���!�
�, ��E���8,-�& /�-3�* ,'�&�,$ �#�F 4��� �/-+ &�/�? #� ;8&�<����� �, #�+%�&�# ��<�8�<��'�
�!+� ��#�  *-&%��-!���� �!'� #��$ ��&-!$��� # ,*�< � &�! G� �� �8,�-,��'� ,%& #� �/-!$#�� ,�+ ,#�
+ 8 !+�!$� -!� �� �,� -,+ ,� -3� �,,�*�&� �!� �� � <-/8 ����-!� �-� $ �� �� # ��G� �!+� �� �
,�!+-/! ##��!�& $�<-#���-��� �,�+ ,4���! ��&$-,���/#��!+�<-!#�#� !��! �B-,?��&$-,���/#�
�, �8,-*�+ +4�

-�.'�����

� ��� <-!$ #��-!4� � �� +� <�8�<��'4� ��8�<��'� <-!#�,��!�4� ��## !$ ,� <-/3-,�4� �,�!#���
�,�33�<��C%�&��,�%/4��,�!#���! �B-,?��##�$!/ !�4���,�#��,�!#���! �B-,?4�

�
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!� + !# &'� 8-8%&�� +� %,��!� �, �#�� 8%�&�<� �,�!#��� �#� �� � �,�!#8-,�� /-+ � #8 <�3�<�&&'�
8%,8-,� +��-�<�,,'�&�,$ �8�## !$ ,�3&-B#��&-!$�/ +�%/��-�&-!$�+�#��!< #������, C%�, �
/ <��!�<�&��,�!#8-,�4��� ���$� ,��� �8�## !$ ,�3&-B#���� �&�,$ ,��� �#<�& � <-!-/� #�
����� <�!� � � �<�� * +�� �!+� �� � � �*� ,� �!+� /-, �  33�<� !�� �,�!#��� /-+ � ����� <�!� � �
�/8& / !� +.�3,-/��� ��%#��-��� ��,��!��8�##�!$��'��� ��,�/��!+��� �/ �,-4����#�'� &+#�
� ! 3��� !-�� -!&'� �-� �� � # ,*�< � -8 ,��-,�� �%�� �&#-� �-� �� � �,�!#��� ,�+ ,� � <�%# � -3�
�!<, �# +��,�* &�#8  +��!+��&#-��!<, �# +�3, C% !<'�1�� �	-�,�!$� 33 <�24����#��#��&#-�
� ! 3�<��&��-��� � !*�,-!/ !��#�!< ��,�!#����#�#�3 ,����!��� �<�,��#8 !+#�& ##� ! ,$'��!+�
 /��#�3 B ,�8-&&%��!�#�B����, #8 <���-��-��&�+�#��!< ��,�* && +��'��,�86/�? ,#4�

���#���#�8,-*�+ +�<-!#�+ ,��& ��/8 �%#��-�+ * &-8��,�!#����!�%,��!��, �#��8�,��<%&�,&'�
#-��!��� �8 ,#8 <��* �-3�#%#���!��& �+ * &-8/ !�4��� �8&�!!�!$�-3��,�!#���! �B-,?#���#�
��? !� �� <&�##�<�&�� ,���-!�&�F +� 3-,/� -3� /�; +� � <�!�<�&� �!+�  <-!-/�<� �!�&'#�#.� ��
�,�!#8-,��8,-D <��-,�#<� / ��#�#�/%&�� +�-!��� ���#�#�-3����,�!#���! �B-,?��##�$!/ !��
/-+ &�102��112��B��<��'� &+#� #��/�� #�-3��,�33�<��!+�, * !% #���-�� ���&�!< +��$��!#��
�� � 8,-D <�� <-#�#4��%�� -3� �� # �� -3� �&� ,!���* � #<� / #�� �� �/-#�� ���,�<��* � -! �B����
, #8 <���-���# ��-3��88,��#�&�<,�� ,����#�, <-// !+ +��'��� ��,�!#8-,����-!�8&�!! ,��-�
�� �8-&���<�&�+ <�#�-!6/�? ,4�

���#�/ ��-+-&-$'�<&-# &'�, # /�& #������3-,�,-�+�! �B-,?�8&�!!�!$��B��<����#�<�%# +�
/%&��/-+�&�8&�!!�!$��-� / ,$ ��!��� �)���#4��-B * ,��,-�+�! �B-,?��##�$!/ !����#�
/-��*�� +�/%<��/-, �/-+ &&�!$� 33-,�����!��,�!#����##�$!/ !���!-���&'�#-��#�, $�,+#�
<-!$ #��-!� 8� !-/ !�.� �� �/-, � �,�33�<� �&-!$� �� ,-%� �� �� � &-!$ ,� ��� ��? #� �-� �,�* &�
�&-!$� ���� ��%#� �� �/-, � <-#�&'� �#� �� � ,-%� � �-� �� � �,�86/�? ,�B�-� + <�+ #� -!�B��<��
,-%� ��-�%# ��!���<-#�6/�!�/�F�!$�/�!! ,4�
���#�B &&�?!-B!��-��,�!#8-,����-!�8&�!! ,#�
������� ���/ �#�*�!$#���!�-�� ,�B-,+#��� �<-!$ #��-!�$��!#��-3���,-�+��,�!#8-,��#<� / �
/�'� , 8, # !�� %8� �-� ��H� -3� ��#� #�/%&�� +� � ! 3��#4� ���#� /�'� �--#�� �� � , �%,!6-!6
�!* #�/ !�� �!+�<��-,� �!� �� �  <-!-/�<� �88,��#�&� -3� �� � 8,-D <�� %��&��'� �-� �� � #-<� �'4�
�++&'� !-%$���&���& ��3��!'��<<-%!����#��  !���? !�-3��� �<-!$ #��-!������8 ,���!#��-�
8%�&�<��,�!#8-,���+ #8�� ��� �3�<��������,�!#���/�? #��� ��'6<�-�< ��, !��3-,�<-!$ #��-!�
-B�!$��-��� �/�$!��%+ �-3���#�3&-B#I��3�<-%,# ���� �8�<?�!$�-3�/�!'�8�## !$ ,#��!�-���
$�* !��,�!#���* ��<& �#8&��#��� ��##% �-3��,�!#���<-!$ #��-!��!��B-�8�,�#������8 ,���!��-�
�� � * ��<& � -,� �� � 8�## !$ ,�� , #8 <��* &'4� �-!$ #��-!� �!� * ��<& � 3&-B� �&-!$� �� �
,-�+B�'� B�#� �++, ## +� �'� �8� ##� �!+� &-,��!� 122� �!� �� #����<� B�'� #�/ � �#� �!� ,-�+�
! �B-,?��##�$!/ !���-!� �� ���#�#�-3� �� #8  +63&-B� , &���-!#��8���� �� � &�!?� & * &4��� �
! ;��#� 8�B�#��-�, &�� ��� �8�## !$ ,�3&-B��!<-/�!$������#����-!��-��-�,+����,�!#���&�! ��
�-� �� � &�! �3, C% !<'�� ��%#� &�!?�!$� �� �* ��<& �<-!$ #��-!� �-� �� �8�## !$ ,� 3&-B.�#  �
� �� ���!+� ,!�!+ F�132��!+��-//�! ����������142��1 24��&� ,!���* &'��	�,<-�� ��!+�
�$%' !� 1$2� #%$$ #� +� �-� �-%!+� �� � �-�,+�!$� 3&-B� �-� �� � <�8�<��'� �*��&��& � ��� �����
#�-8G����#�&�! �B�#�<-!��!% +��'����/�/-�-�������1/#2�B�-�<-!#�+ , +��� �8,-����&��'�
-3��<< ##�!$��� ��,�!#���# ,*�< ���� �<��#�-84�

� < !�&'�� %, !�� 1/2�� 1"2���#�+ * &-8 +���/-+ &�-3�# ���<-!$ #��-!��B��<��/�? #���
���,+�8� < �3-,�<-!$ #��-!��!��� ��,�!#����##�$!/ !���--&?��.��� ��88,-�<���#��-��+ !��3'�
�� �, #�+%�&�# ���<�8�<��'�����!'�#��$ ��&-!$��� �&�! ���!+��-�#��, �����/-!$#��#��!+�!$�
,�+ ,#�%!+ ,�8,�-,��'� ,%& #4��#� # ���!$�-,� #��!+�!$�/�? �+�#��!<�� #��� #� 3-,� �� � ,�+ ,��
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�� # � �!+%< � +�#��!<�� �,�* &� <-#�#�� B��<�� �!3&% !< � �� � ,-%� � <�-�< 4� 
!� �� ���� +�
�, 3 , !< �#%,* '�-,+ , +��'����3���� ���,�#��,�!#���, $%&��-,'��-+'�1//2���� �%!���<-#��
-3�#��!+�!$���/ �B�#� *�&%�� +����)4=���/ #������-3�# �� +���/ ��8&%#��!��++���-!�&��4(�
��/ #��3��� ��!6* ��<& �#��!+�!$��, �#��, �+ !# &'�<,-B+ +4�

�� �-�D <��* �-3� �� �8�8 ,� �#� �-� #��� � �����/-+ &�-3� # ��� <-!$ #��-!� �!� �� #�/8&�3� +��
C%�&�����* � B�'� �!+� �-� , 8-,�� -!� ��#� �88&�<���-!� �-� �� � �,�!#��� ! �B-,?� �!� �� � ��,�#�
/ �,-8-&���!��, �4����#��88&�<���-!�B�#�<-!+%<� +��'��� ��%��-,#��!�8�,�! ,#��8�B����
���8���� �/�D-,��,�!#���-8 ,��-,��!��� ���,�#��, �4��/-!$#���� �-%�<-/ #��& ��%#�C%-� �
�����-!�< !�,�&�/ �,-� &�! #� ��� �� �/-,!�!$�8 �?�8 ,�-+�� #�$!�3�<�!��<��!$ #�-3�%8� �-�
(�H� B , � -�# ,* +� �!� �� � &�!?� 3&-B#� �#� <-/8�, +� �-� , #%&�#� 3,-/� �� � 8, *�-%#��
#��!+�,+�/-+ &G�3%,�� ,/-, ���� �/ �!�$ ! ,�&�F +�<-#��-3����,�!#����,�8�B�#��!<, �# +�
�'�):H4�

�� ��-+'�-3��� �8�8 ,��#�-,$�!�F +��!�-���,  �/��!�8�,�#��!+���<-!<&%#�-!4�� <��-!���
#��� #� �� � /-+ &� �!� �� C%�&�����* � B�'� �'� 8,-*�+�!$� �� � 8�'#�<�&� �!+� � ��*�-%,�&�
�##%/8��-!#���-%���!+�*�+%�&��,�8#�3�< +��-�$�* !��,�33�<�#��� #��&-!$����,�!#���&�! .����#�
�!*-&* #� !-��-!#� -3� <-/3-,�� #��� #�� �,�* &� � ��*�-%,� �!+� 8,�-,��'� ,%& #4� � <��-!� (�
8,-*�+ #��� �/��� /���<�&��, ��/ !���3,-/�&�! �&-�+�!$��!+�<-#��!$��&$-,���/#��-��� �
8,-�& /�-3��,�!#���! �B-,?��,�33�<� C%�&��,�%/��!+��� �! �B-,?��##�$!/ !���&$-,���/#G�
����5���(����(�
��
�����5(��5���
�5������(�5(���6�����������������
�������	4�� <��-!�0�
+ #<,�� #� �� � �88&�<���-!� �-� �� � ��,�#� �,�!#��� ! �B-,?�� �!� � ,/#� -3� �88&�<���-!� +�����
#�/%&���-!� �--&��!+�<-/8%����-!�-3� C%�&��,�%/���##�$!/ !�� , #%&�#�B����<-/8�,�#-!�
�-� ��-# ���# +�-!� �� �8, *�-%#�/-+ &� ��? !��#� , 3 , !< 4���#�&'��� <��-!�:�8,-*�+ #�
#-/ �<-!<&%+�!$�<-// !�#��!+�8-�!�#��-�, # �,<���-8�<#4�

30 �4��+�2�5��6������2������1�7�

�%,�/-+ &&�!$��##%/8��-!#�8 ,���!� �-�<-/3-,��#��� #��!+� �� �,�<-#�� 1#%�# <��-!��4)2��
�!+��&#-��,�* &�� ��*�-%,��!+�8,�-,��'�,%& #��<,-##�%# ,#�1#%�# <��-!��4�24��� '�& �+�%#�
�-� + 3�! � �� � !-��-!� -3� �� # ,*�< �/-+ � 1#%�# <��-!� �4(2��B��<�� �#� �� #8 <�3�<�B�'� -3�
%#�!$���&�! �J& $K�3,-/��<< ##�#����-!��-� $, ##�#����-!4��#��� �%# ,#�<-/8 � �3-,��� �
, #�+%�&�# ���<�8�<��'���� , ��#�,�!+-/! ##��!�$ ���!$���# ����B��<��/�? #��� �& $�<-#��
��,�!+-/�*�,���& �1#%�# <��-!��4024�

30� ��������������������!����"����


!���8%�&�<��,�!#8-,��# ,*�< �����3, C% !�&'�-<<%,#������# * ,�&�<�� $-,� #�-3�8&�< #�B����
+�#��!<�� ���,��%� #� � � 8,-*�+ +� �-� �� � %# ,#4� 
!� %,��!� �,�!#��� �'� �%#�� �,�/��/ �,-� -,�
�,��!�� �� �+�#��!<��-!�� �B  !�� �!$� # �� +��!+� #��!+�!$� �#�8�,��<%&�,&'� #�$!�3�<�!�.� ��
# �� +�,�+ ,��#�& ##��!<-!* !� !< +��'��� �* ��<& �#��<< & ,���-!��!+�+ < & ,���-!��!+�
�'��� �#&-8 #��!+�<%,* #��!��� �* ��<& �#��,�D <�-,'G�� �/�'��!* #����#��,�* &���/ ��!�-�
�� <-/8& / !��,'� �<��*��'� #%<�� �#� , �+�!$�� &�#� !�!$� �-�/%#�<�� , &�;�!$� -,�B-,?�!$G�
/-, -* ,��� ��#�/%<��& ##�#%�/��� +��-�<,-B+�!$4�

� ��%#��##%/ ������-!����,�!#���&�! �# $/ !��3,-/���#����-!��-��� �! ;����� , ��, ��B-�
,�+�!$�#��� #�!�/ &'�# ���!$��!+�#��!+�!$��B�����##-<��� +�<-#�#������, 3& <���� �%# ,#��
8, 3 , !< � �-� ��* � �� # ��4� � ���� + !-� � �� &�! � # $/ !��� �5 � ��#� +�#<-/3-,�� <-#�� �-� ��

,�+ ,����# ���!$���!+� �5 ���#�+�#<-/3-,��<-#���-���,�+ ,����#��!+�!$.��� ���#�<��##%/8��-!�

�#������ �� 55 ≤ �B��� * ,��� ��,�33�<�&-�+4�
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303 ���8�*�$�!�8�� ������,������.�� *���


���#��##%/ +������ * ,'�,�+ ,��#���<-#�6/�!�/�F�!$��!+�*�+%�&�+ <�#�-!6/�? ,��#�,�*�!$�
�-�, +%< ���#��,�* &�<-#�4��� !���,�+ ,�B�-��#�#��!+�!$��,� #��-�$ ����# ����#�#--!��#�-! �
� <-/ #��*��&��& 4��#��� , ��#���&�/�� +�!%/� ,�-3��*��&��& �# ��#��#�'�κ�3-,�<�8�<��'��
�!+��&#-���!%/� ,�7�-3�,�+ ,#������B-%&+�&�? ��-�#���� ���/�'�� ��� �<�# �B� , � 7<κ ��
/ �!�!$� ����� <�8�<��'� �#� & ##� ���!� + /�!+4� 
!� ���#� <�# � -!&'� �� 8,-8-,��-!� 7Aκ � -3�
,�+ ,#�/�'�#��4��� ��##% �-3�B��<��,�+ ,#�B-%&+�$ ����# ����#��++, ## +�� , ��!���#�/8& �
B�'�� �##%/�!$� ����� �&&� -3� �� /� ��* � �!�  C%�&� 8,-����&��'� �-� #���� �4 4� ! $& <��!$� �� �
�!+�*�+%�&� ���,��%� #� -3� �$ � �!+� 8�'#�<�&� !  +#��  �$ ,! ##6�-6#���� 8&�!! +�  $, ##�
#����-!� �<4�

�� � ��/ � ��� B��<�� # ��#� � <-/ � �*��&��& � �!+� <-/8 ����-!� -<<%,#� �#� �/8-,��!�.�
#��!+�!$�,�+ ,#������#��'�-!��-�,+���* ��!��+*�!��$ �-* ,��� ��!<-/�!$�,�+ ,#��B��<��
�#�/-+ && +��'��##%/�!$��B-�#%<< ##�* �<-/8 ����-!#.��� �3�,#��-! ��/-!$�J��,-%$�K�
,�+ ,#�� �� � -�� ,� -! � �/-!$� �!<-/�!$� ,�+ ,#4� ��%#�� �!� -%,� ��#�<� /-+ &� -3� # ���
<-!$ #��-!�����������6����
��, ��##%/ +.�1)2������#��!+�!$�,�+ ,#�B����#�/ �& * &�-3�
8,�-,��'���* � C%�&�<��!< �-3�$ ���!$���*�<�!��# ��G��!+�1�2������#��!+�!$�8�## !$ ,#�
$-�!$� ��,-%$���� �,�!#���#�-8�-����!��<< ##� �-�*�<�!��# ��#�8,�-,� �-� ,�+ ,#��-�,+�!$����
�����#�-84�

309 ���8�"����������������������*���

�!���J��	K�3,-/��!��<< ##�#����-!��-��!� $, ##�#����-!��&-!$����,�!#���&�! ���� �%# ,��#�
8,-*�+ +� # ,*�< � �!� ��8�,��<%&�,�B�'��+ 8 !+�!$�-!�B��<��<-/3-,�� #��� #�� �$ �#�-!�
 �<��&�! �# $/ !���!��� �& $4�

� ��%#�+ 3�! ���J
�+�5������K��#� �� �# C% !< �-3�# $/ !��<-/3-,��#��� #��&-!$� �� �
& $4�
!���& $�/�+ �%8�-3���# $/ !�#���3��� , ��, ��B-�<-/3-,��#��� #��##-<��� +��-� �<��

# $/ !��� �� , �<-%&+�� ��#�/%<���#� �� �# ,*�< �/-+ #��##-<��� +� �-� �� � & $���%�� �!�
3�<�� �� �%# ,#��� ��*�-%,� , +%< #� �� �!%/� ,�-3� �&� ,!���* � # ,*�< �/-+ #� �-� )+� .�
�3� ,�$ ���!$���# �����%# ,��#��##%/ +�!-���-�, & �# ����%!��&��,,�*�&������#� $, ##�#����-!4�

��%#���# ,*�< �/-+ � �#� 3%&&'�+ #<,�� +��'� �� �#����-!� �� + ����B��<�� �� �%# ,�$ �#���
# ���� B���� �!+ ;� L44��)M�� ��∈ .� �'� <-!* !��-!�� $ ���!$� �� # ��� -!�  ;���!$� ��� �� + �
/ �!#�#��!+�!$��&&�-* ,��� �& $4�

�� �<-#��-3�# ,*�< �/-+ ���3,-/��<< ##�#����-!����-� $, ##�#����-!� ��8 += ��#.�

� NONO )
2)�1

)
2)�1 ��

−
+= +≈

−+
= +≈ += 8

��� ���
��
�� ���

�
�8 555 � 1)2�

30� 5���"����������������8����$*��

�� ����,��%��-!�-3���$�* !�# ,*�< �/-+ �+- #�!-��+ 8 !+�#-& &'�-!��� �%# ,��� <�%# �
��#�8, 3 , !< ��-�� �# �� +�,��� ,����!��-�#��!+�/�'�$ ���!�-�<-/8 ����-!�B����-�� ,#��
8, 3 , !< #�� , #%&��!$� �!� �� <-&& <��* � �&&-<���-!� 8,-< ##� -3� # ��#� ,��� ,� ���!� �!� �!�
�!+�*�+%�&�<�-�< �-3���# ,*�< �/-+ 4�

�� � # ��� �&&-<���-!� 8,-< ##� ���  �<�� #����-!� /�'� � � #%//�,�F +� �'� �B-� #����!$�

8,-����&��� #.� �� �3�,#��-! �#�'� �
�� � 3-,� ��,-%$��,�+ ,#���!+� �� �-�� ,�-! �#�'� +

�� � 3-,�

�!<-/�!$�,�+ ,#4�
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�� �8,-����&��'�-3�?  8�!$�#��!+�!$�3,-/����-� �� + ��#�

� N2)1O42)1 )
)� ∏ −

= +
+

+ −−=π �
�

�
���

�
��� �� � 1��2�

�� �8,-����&��'�-3�#����!$����#����-!� �� + ��#.�

� +
+ =π ���� ��

� ���� �=� ���� !� 1��2�

� �
��

�
�

�
���

�
��� ��� +

−
= +

+
+ ∏ −−=π 4N2)1O42)1 )

)� ���� L)44��)M −∈ �� � 1�<2�

�� �8,-����&��� #� ��
�

��� 44�� 21 =+π ��, ��##-<��� +�B������ �# ,*�< �/-+ #��!+�+ #<,�� �

�� �,�!+-/�8,-< ##�-3�$ ���!$���# ,*�< �/-+ 4�� ,*�< �/-+ �����#�8,-����&��'� �
��� +π � �

#��� +��!�1�2��!+�<-#�� �
���5 +� �#��� +��!�1)24�

��%#���-��� �%# ,��� �& $�<-#���#���,�!+-/�*�,���& � ���5 +� ��+ 8 !+�!$�-!�B��<��# ,*�< �

/-+ ��#�-����! +4�
����#�/ �!�*�&% ��!+�*�,��!< �*�&% �-3��, #8 <��* &'.�

� � = ++++ π=≡ �
�

�
���

�
��������� 555 � ���� 4N�O

�
� 1(�2�

� � = +++++ −π=≡ �
� ���

�
���

�
��������� 555+ �

�
����� 214N*�,O

�
� 1(�2�

30: 2��" ������

�� ��B-�8,�-,��'�,%& #��!+%< ��� �8,-����&��'��-�#��� ��� ,�3,-/��� �8, *�-%#�# $/ !��-,�
��� �-�,+�!$�� #-� �'� #%<< ##�* � # $/ !�#� �&-!$� �� � �,�!#��� & $� 1�,�!#��� # <��-!2� ��
8,-����&��'�, #%&�#�3-,� �<��J# ,*�< �/-+ K�/�+ �%8�-3���# C% !< �-3���# $/ !�#����
#��!+�!$� 3-&&-B +� �'� �� − � # $/ !�#� ��� # ���!$� �!� �� & $� -3��� # $/ !�#4���� �� � & $�
& * &���� �# ,*�< �/-+ ��#�-����! +��!���#-/ B����,�!+-/�B�'�1+% ��-�3�,#��,%& 2���!+�
'� &+#� �� ,�!+-/� & $� <-#��� B���� +�#�,��%��-!� <��,�<� ,�F +� �'� �-��� �� � # $/ !�6#��� �
<-#�#��!+��� �# ,*�< �/-+ �8,-����&��� #4�

�-��� �& $�%# ,���� �& $�$ ! ,�&�F +�<-#���#�+ ,�* +�3,-/��� �<-#��-3��� �,�!+-/�# ,*�< �
/-+ 4� �� � ,�!+-/� & $� <-#�� ��#� �� $�* !� +�#�,��%��-!� � !< � $�* !� / �!� *�&% � �!+�
*�,��!< 4� �* ,'� �,�86/�? ,� �!<&%+ #� �� � & $� <-#�� �!� �� � ,-%� � <-#�� 3,-/� -,�$�!� �-�
+ #��!���-!.����#� !��& #���/��-�<�--# ���#�8, 3 ,, +�,-%� �3,-/��/-!$��� ��*��&��& �
,-%� #�-!��� ���#�#�-3��� �,�, #8 <��* �<-#�#4�

90 +��4�+��1��5�6��+#5��1�&��&2��5;��1�4+��

� ��%#�!-B�#��� �����������	�����6��� �/��� /���<�&��!�&'#�#��!+��&$-,���/#�3-,��� �
/-+ &�-3�# ���<-!$ #��-!4��,#�����&�! �&-�+�!$��&$-,���/��#�8,-*�+ +��-�&-�+��!��<< ##6
 $, ##��,�8�/��,�;�-!�-��� �&�! ���!���B�'�<-!#�#� !��B������ �8,�-,��'�,%& #��!+�'� &+�!$�
�&&� #����!$� 8,-����&��� #� �!� �!�  33�<� !�� B�'� 1#%�# <��-!� (4)24� �� !�� �� &�! � <-#��!$�
�&$-,���/��#�8,-*�+ +��-�<-/8%� ��� �/ �!�& $�<-#�#��&-!$��� �&�! �1#%�# <��-!�(4�24�
�3� ,� #����!$� �-B� �-� , 8, # !�� �� � ! �B-,?� �!+� B��<�� *�,���& #� �-� <-!#�+ ,�
1#%�# <��-!�(4(2���� �8,-�& /�-3��,�33�<� C%�&��,�%/�-!��� ��,�!#���! �B-,?��#�+ 3�! +�
1#%�# <��-!�(4024���#-&%��-!��&$-,���/��#�8,-*�+ +��B��<���!*-&* #��� ,���-!#�/�+ �%8�
-3�!-+ 6�-6+ #��!���-!�<-#��!$��3&-B�&-�+�!$��!+�3&-B�%8+�� �1#%�# <��-!�(4:24�
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90� 5�����*�'�*��������*�����!��

�� � &�! � &-�+�!$�8,-�& /� �#� �-� �##�$!��� &�! ��<< ##6 $, ##� �,�8�/��,�;� �-� �� � # ���!$�
�!+� #��!+�!$� #��� #� �&-!$� �� � &�! � # $/ !�#�� �!+� � , �'� �-�  #���&�#�� �� � #����!$�
8,-����&��� #����#����-!� � �3-,�#��!+�!$�,�+ ,� ��� ,���,-%$��-,��-�,+�!$4��8�,��3,-/�&�! �

# ���<�8�<��'� κ ���� ��!8%�#�<-!#�#���!��� �&�! ��<< ##6 $, ##��,�8�/��,�;� �
�

∈< 8��8� NO 4�� ��

%#� <-!#�+ ,� �#� #��� � *�,���& #� ��� #����-!� � � �� � , #�+%�&� <�8�<��'� �κ � �!+� �B-� 3&-B�

* <�-,#� -3� ,�+ ,#� �!+ ; +� �'�  $, ##� #����-!� 8 .� � 87 � 3-,� # �� +� ,�+ ,#� �!+� 87 � 3-,�

#��!+�!$�,�+ ,#4�

�� � &�! � &-�+�!$��&$-,���/�+ �&#�B����#����-!� � � 3,-/�� $�!!�!$� �-� !+�-3� &�! ��&-!$�
�� �3-&&-B�!$�#� 8#.�

6 �� �# �� +�,�+ ,#������ ;������ � �, & �# ��� �,�# ��#��'� &+�!$� ��
�
� 7+κ=κ −

−). 4�

6 �� �-!6�-�,+�#��!+�!$�,�+ ,#������+-�!-�� ;������ � ���!�!%/� ,�-3� � >= �8 8
�
� 76 . ��

�,'� �-� $ �� �� # ���� B���� #%<< ##� 8,-����&��'� -3� LA�)M/�!. �
�

�
�

�
� 6� κ= 4� ���#�

+ <, �# #��� �, #�+%�&�<�8�<��'��-� �
�

�
�

�
�� 6� 4. −κ=κ+ ��B� , �#��� � $, ##�3&-B#�

�, �<��!$ +��!�-� 8
�
�88 7�77 4. += ��!+� 8

�
�8 7�7 42)1. −= ��'�#����-!� �8 > 4�

6 �� ��-�,+�!$�,�+ ,#��!�!%/� ,�-3� � >
+ = �8 �8� �6 �. ��,'��-�$ ����# ����B����#%<< ##�

8,-����&��'� -3� LA)�M/�!. +++ κ= ��� 6� 4� ���#� + <, �# #� �� � , #�+%�&� <�8�<��'� �-�
+++−

+ −κ=κ ���� 6�) �� B� , �#� �� �  $, ##� 3&-B#� �, � <��!$ +� �!�-�
�
�8�88 ��77 4. ++= ��!+� �

�8�88 ��77 42)1. +−+= ��'�#����-!� �8 > 4�

���#� �!*-&* #���!%/� ,�-3� & / !��,'�-8 ,���-!#� �!� 21 �
��9 ��B���� �� � �� �!%/� ,�-3�

#����-!#� � ��&-!$�&�! � � 4�

903 5����*���"��������*�����!��

�� �3&-B�#��, ��!+�<-#��-3� �<��# ,*�< �/-+ ���#�#��� +��!�1)2��!+�1�2��/�'�� �, �+�&'�

 *�&%�� +�-!��� ���#�#�-3��� �#����!$�8,-����&��� #4���, <%,#�* ��&$-,���/��!� 21 (
��9 �B�#�

$�* !��!�1/2���-$ �� ,�B����#�, �/&�! +��&$-,���/#��!� 21 �
��9 ���,$ � +����-!&'��� �/ �!�

�!+�*�,��!< �-3�& $�<-#�4�� ��%#�, <�&&�� , ��� ��&$-,���/��-� *�&%�� ��� �/ �!�& $�<-#���
B��<�� + �&#�B������ $�* !� #����-!� 8 � -3�  $, ##� �'� ��?�!$� �� � �<< ##� #����-!#� 8� < � �!�

+ <, �#�!$�-,+ ,�3,-/� )−8 �+-B!��-�)4��-�-����!��� �/ �!�& $�<-#�� �85
�

�3,-/��<< ##�

#����-!����-� $, ##�#����-!�8��& ��%#��##-<��� ��B-�<-#�#��-������& $��!�/ &'.�

6 �� �# ���!$�<-#�� �
−
= +≈= )

2)�1
� 8

�� ����8 55 ��

6 �!� �%;�&��,'�/ �!� <-#�� �8γ � B��<�� �#� ��/ �!� <-#�� 3,-/� �� �-� 8� <-!+���-!�&� -!�

#��!+�!$�-!�# $/ !�� 2)�1 +�� 4�

�� # � <-#�#� #���#3'� �� � 3-&&-B�!$� , <%,#�* �  C%���-!#�� +% � �-� �� � &�B� -3� �-��&�
8,-����&��'.�
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� �
�)2)�1

�
� 8����8� 555 ++≈ += � 10�2�

� 8�
�
�8�

�
����8� �5�5 �))

�
�))2)�1� 42)14 +++++≈ γ−++=γ � 10�2�

� 8��8��8� �5�5 �
�
�� 42)14 γ−+= ++�

� 10<2�

909 &��'��(���,���������������������������8����$*���

�� �-�*�-%#�B�'��-��++, ##�# ���<-!$ #��-!��#��-��##-<��� �-! �! �B-,?��,<��-� �<��& $�
-3��� �,�!#��� &�! �� ���& +���� �� ��<< ##�#����-!��!+�� �+ +� �-� �� � $, ##�#����-!4�-,� �!�
-,� !� +� �,�!#��� &�! � � �B���� �� � #����-!#� � � !%/� , +� �!� 3-,B�,+�-,+ ,� 3,-/�)� �-� �� ��

�� , � �, � )−= �� �� � &�! � # $/ !�#� 2)�1 +�� 4� �� � # �� -3� ! �B-,?� !-+ #� , C%�, +� �-�

/-+ &��� �&�! ��#� −+= ��� � ��� �B���� )L6)44.!M � ��� ��� � == ++ ��� �#%�# ��-3�!-+ #�3-,�

�<< ##����#����-!� � ��!+� L�44.!M � ��� ��� � == −− �3-,� $, ##�!-+ #4��� �&�! �# $/ !�#�$�* �

,�# � �-� # �� L).2!�1!M �� ���� �8��� 8� ≤<≤≈= −+ � -3� &�! � & $� �,<#�� �!� !%/� ,� -3�

2�21)1PP �
) −−= ��� ��� 4�

��& $��,<���#����,�* &�<-#��B��<��+ 8 !+#�-!��� �&�! ��<< ##6 $, ##��,�8�/��,�;��B��<��
�#��##-<��� +��-��� �# ��-3�& $��,<#�3-,������&�! 4�


!� &�,$ � ! �B-,?#� ���#� , 8, # !����-!� -3� �� � & $#� '� &+#� �� * ,'� &�,$ � �##�$!/ !��
! �B-,?G��-B * ,�!-�-�� ,�! �B-,?�, 8, # !����-!�B-%&+�#�* �-!��� �<-/8%� ,�<-#���
#�!< � ��� �#� , C%�, +� �-� �+ !��3'� �� � &�! � �,�8� /��,�;� B��<�� �#� �!�&-$-%#� �-� �� � &�! �
#%�* <�-,�-3���! �B-,?�3&-B4�

�� �! �B-,?� N�O ��: = ��#�<-/8,�# +�-3���# �� � �-3�!-+ #� � ��!+���# �� � �-3��,<#� � �

B�������&�!-+ � +
�! ��!+�� �+�!-+ � −

�! ��!� � 4��!'�!-+ �-,��,<�� &-!$#��-����/-#��-! �

�,�!#���&�! � &∈� �# ��-3�&�! #4��,<#������+-�!-��� &-!$��-����,�!#���&�! ��, �<�&& +�J!-!6
�,�!#��K� �,<#� �!+� <-,, #8-!+� �-� -�� ,� �,�!#8-,����-!�/-+ #� #%<�� �#� �'� 3--�4��/-!$�

!-!6�,�!#����,<#����-# �� �+ +��-��!��<< ##�!-+ � +
��!� ��&-!$����,�!#���&�! � � ��, �<�&& +�

�<< ##��,<#��-������&�! 4�

�,<� � ���#��* ,�$ ��,�* ,#�&�<-#�� �5Q ���!+���# ,*�< �3, C% !<'� �� �B��<���#�# ���-� ��� ,�

&�! �3, C% !<'� �� �B� !����#��!��<< ##��,<��-�&�! �� ��-,��!3�!��'�-�� ,B�# 4�

�
61;#�������,�����������������������*����'��!�����������������'��(0�
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�� � # �� -3� + #��!���-!#� �#� + !-� +� �'� � � E� 3-,� #�!?� !-+ #4� �-� �� + #��!���-!� 
 � �#�

�##-<��� +���# �� 
; �-3�-,�$�!6+ #��!���-!�1��2�8��,#� 2�1 
�� = �B�������3&-B�-3� �
� 4�

�-��� �# �� 

�
 ;; ∈= � ��#��##-<��� +��� �* <�-,�-3����3&-B#� ;��� ∈= NO) 4�

����� ��,<�& * &��& �� �
7 �+ !-� ���3&-B�-3�%# ,#�-!��,<�� �+ #��! +��-� 
 4�

�� * <�-,� -3� �,<6+ #��!���-!� 3&-B#� N�.O �
��7�
�� ∈∈=/ � �#� <�&& +� �� �*�'� �����4� 
�#�

, #�,�<��-!��-��� �& $#�-3����,�!#���&�! �� ��#�+ !-� +��#� N�.O �
��7�
� ∈∈= ��/ 4��

90� �����������'��(�������"��) �*�$�� ��,��$*���

��3&-B�#��� � ��/ �'� &+#��!��<< ##6 $, ##��,�8�/��,�;� �
) ��'��,�!#���&�! � � �-!��� ���#�#�

-3� N.O �
�� ���� ∈=) � �!� B��<�� � ∈= �
 �
� 7�� 4� �88&�<���-!� -3� �� � &�! � &-�+�!$�

�&$-,���/��-� �
) �'� &+#�%!�C% &'�+ 3�! +�#����!$�8,-����&��� #� ��� ∈= �

�
�

� � NO �, ������,-%$��

!-+ #� �!+� ��� ∈
++ = ��� NO �, � ��� �<< ##� !-+ #4� �� !�� �� � &�! � <-#��!$� �&$-,���/� �!+%< #�

%!�C% &'� + 3�! +� �* ,�$ � &�! � & $� <-#�#.� �!� 3�<�� ���#� �&$-,���/� �#� �� <-#�63&-B�
, &���-!#��8������ �&�! �& * &��-!��� ���#�#�-3�# �� +��!+�#��!+�!$�# $/ !��<-#�#�1B��<��
<�!�� �3%!<��-!#�-3��� �3&-B�#��� 24�

� * ,�&�-8��-!#��, ��*��&��& � �-�<�8�%, ��� �# ���<-!$ #��-!� 33 <�#� �!��� ,-%� �<�-�< �
/-+ &� -3� �,�!#��� �##�$!/ !�.� #����<� -,� +'!�/�<�� �'8 ,8���6��# +� -,� ,-%� 6��# +� �-�
�++, ##� �� � <-//-!� &�! � 8,-�& /.� �4 4� �-B� �-� #8&��� �,�33�<� ��� �� #����-!� !-+ �B� , �
# * ,�&��,�!#���&�! #��, ����,�<��* �3-,��� �,�+ ,��-�$ ��<&-# ,��-���#�+ #��!���-!4�

� , �3� ,�B � 3-<%#� -!��� #����<�� �'8 ,8���6��# +�/-+ &.� �� ,�+ ,� �,�* &#� �&-!$� �� #%�6
! �B-,?�� <�&& +��� �'8 ,8�����B��<�� �#� �� �%!+& � -3����8���#� #%<�� ����� ,-%� �<�-�< �
��? #�8&�< ����#8 <�3�<�!-+ #��+ 8 !+�!$�-!�B��<���&� ,!���* �&�! ��#�# ,*�< �3�,#�4�

�#�#�-B!��!�122����'8 ,8����/-+ &��!<&%+ #��B-�#8 <�3�<�! �B-,?��&$-,���/#.��� �3�,#��
-! ��-�# �,<��3-,�����'8 ,8���#�-!��� ���#�#�-3�# $/ !��<-#�#��!+�&�! �3, C% !<� #G�
�� �-�� ,�-! ��-�&-�+��� ����*-&%/ �-!�-��� ��##-<��� +��'8 ,8���4�
!�-%,��+�8����-!�
-3��'8 ,8�����,�!#����##�$!8/ !����� ��B-�! �B-,?��&$-,���/#��, �& 3��%!<��!$ +.��� �
#�$!�3�<�!��/-+�3�<���-!�8 ,���!#��-��� �<-#�63&-B�, &���-!#��8������ �&�! �& * &4�

�-��< � ����� ��� �!� �<< ##� !-+ �� �� � #����!$� 8,-����&��� #� +-� !-�� /�? � ,-%��!$�
8,-����&��� #� #�/�&�,� �-� ��-# � �##-<��� +� �-� ,-%� � <�-�< � ��� #����-!� !-+ #.� ���#� �#�
� <�%# � �� � # �� +��!+� #��!+�!$� #��� #� �, �!-��/-+ && +��'�+�#��!<�� �,<#� 3-,� ��$�* !�
&�! �# $/ !�4�

�* ,�&&����# +�-!���3&-B�#��� ��� �,-%� �<-#�#��'����8��,�<�!�� �+ ,�* +G��##-<��� +��-�
�� # � ,-%� � <-#�#� �, � -8��/�&� ,-%��!$� #�,%<�%, #� 1�'8 ,8���#� -,� �,�!#��� ,-%� #2�� �&-!$�
B��<���� ��##�$!/ !��-3��� �����,�8�*-&%/ #�B-%&+�'� &+��!-�� ,�3&-B�#��� 4�

�� ���
���������� �����5� ����������� �#� , �<� +���� ��$�* !� 3&-B� #��� � #%<�� ����� ��� �#�
-8��/�&�B����, #8 <���-���#�-B!�,-%� �<-#�#4�

�� �! �B-,?��##�$!/ !��8,-�& /��#��-�3�!+����,�!#���! �B-,?��,�33�<� C%�&��,�%/.������#�
�  !� <�#�� �!�-� �� /��� /���<�&� 8,-$,�/� -3� !-!&�! �,� <-/8& / !��,��'�� �!+�
 C%�*�& !�&'� �!�-� �� *�,����-!�&� �! C%�&��'� 8,-�& /�� �!� �� � 3,�/ B-,?� -3� �'8 ,8����
�##�$!/ !��1"24���<-!* ,$ !< �<,�� ,�-!��#��*��&��& ����# +�-!��� �+%�&��'�$�8�-3��� �
*�,����-!�&��! C%�&��'������$�* !�3&-B�#��� 4�
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���#� 3-,/%&���-!� �#�  !+-B +�B���� �� �� -, /� -3�  ;�#� !< � 3-,� �� �,�33�<�  C%�&��,�%/��
8,-*�+ +�������� ��,<�<-#��3%!<��-!#��, �<-!��!%-%#4�	%&��8& � C%�&��,���/�'��,�# �B����
!-�#�,%<�%,�&�3 ��%, �-3�%!�C% ! ##���#�B�#�+ /-!#�,�� +��!���#�/8& �<�# 4�

90: &��'��(�������������*�����!���

�,�33�<� �##�$!/ !�� �-� �� �,�!#��� ! �B-,?� B���� # ��� <-!$ #��-!� <�!� � � 8 ,3-,/ +� �'�
/ �!#�-3��� �3-&&-B�!$� C%�&��,���-!��&$-,���/��B��<��/�? #�%# �-3��B-�! �B-,?�3&-B�
#��� #� ��/ �3-,���<%,, !��#��� ��!+� ��. �3-,��!��%;�&��,'�#��� ���B-�, &�� +�-* ,�&&��,<�

3&-B�* <�-,#� �/ ��!+� �. ��-! �# ��-3�!-+ �8-� !���&#� ���� ∈= NO ���!��� ,���-!�<-%!� ,�

� �� *�,���& #� β �� Γ �* �� ; � �!+� < 4� 
!8%�� *�,���& #� <-!#�#�� �!� : �� & �� �,<� <-#�#�

���5 ∈= NO" � �!+� ���5 ∈= NO" �� &� ∈= �� NO� �� &∈κ= �� NO< �� �� � ��� �,�8� /��,�;�

�
9��
 

� ∈∈= �NO) �� �� �-& ,�!< � ε � -!� �� � <-!* ,$ !< � & * &�� �!+� �� # C% !< � -3�

+ <, �#�!$�8-#���* �!%/� ,#� �21 ≥ζ �� �B���� )� =ζ 4�

�� � C%�&��,���-!��&$-,���/��#�/�+ �%8�-3�3�* �#� 8#.�

=�������>�����4�� �� �.=��/ ��!+� �.=�/ 4�� �� �.=� �� �.=β ��!+� �.=Γ 4�

��
�-%���� ��������
(��4� �*�&%�� � �� � �,<� <-#�#� 21� ����5 /= � 3-,� �&&� ��∈ � �#� �!�

#%�# <��-!�04(4�

���������
���	�����%����&�����	4�� �� �.=* ��!+� �.=�. 4�-,� * ,'�+ #��!���-!�
!-+ � �
∈ .�

6 �!+��� �-8��/�&��'8 ,8����+ #��! +��-� 
 �%!+ ,��� �<%,, !���,<�<-#�#��'� &+�!$�
!-+ �8-� !���&#� �� 4�

6 �-�+��� ����3&-B#� N.O ����
 ∈ �-!��� �<%,, !�&'�-8��/�&��'8 ,8���#��-� 
 ��

'� &+�!$��,<�3&-B#� �
6 4�

6 � �� � ∈+= �� �
�
��** . 4�� �� �
�� 666 +=. �3-,��&&� ��∈ 4�

%����*�����4�� �� � ∈−= �� �� 65*; . 4�� �� �ζ+Γ=Γ . ��!+� ;�ζ+β=β . 4�� ��

� ∈Γ

β
+−= �� ��75*.R 4��� !�& �� 21. ��������� /.// −ζ+= ��!+�

21. ����� /.// −ζ+= 4�

���+�	��5����
�4�
3� ε≤< ��� !�� ,/�!�� �� &# �& �� ). += �� ��!+�$-��-�#� 8���
��%����
��������
(��4�

���#��#���/ , �/ ��-+�-3�#%<< ##�* ��* ,�$ #���!�B��<���� ��%;�&��,'�3&-B�#��� � ��. �

�#���%# ,6-8��/�F +��##�$!/ !��-3��&&��� ����3&-B#�-!��� ���#�#�-3��� �<-#�#��!+%< +�
�'��� �<%,, !��3&-B�#��� � ��/ 4��� �<-!* ,$ !< �<,�� ,�-!� < ��#��� �+%�&��'�$�8��!��� �

*�,����-!�&��! C%�&��'�8,-$,�/��##-<��� +��-��� ��,�!#8-,��/-+ &�1"24�

�

�

�

�
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�0 ���51���1�&�����4�����1�����&�1��&��=��-�

�3� ,� �!�,-+%<�!$� �� � �88&�<���-!� +���� �!� �� � ��,�#� <�# � 1#%�# <��-!� 04)2�� B � #��&&�
, 8-,�� -!� �� � <-/8%����-!� -3� �� �,�33�<�  C%�&��,�%/� 1#%�# <��-!� 04�2� �!+� -!� �� �
�##�$!/ !�� , #%&�#��B����<-/8�,�#-!��-��� , 3 , !< ��%!<�8�<���� +�/-+ &� 1#%�# <��-!�
04(24�

�0� �,,*�"������"�������������

�� � �, �� ,� ��,�#� �, �� 1�� � JS& 6+ 6,�!< K� , $�-!2� �#� 8-8%&�� +� �'� ))4=� /�&&�-!�
�!������!�#��#�-3����9��-* ,���&�!+��, ��-3�)���))�?/T4�

&��'��(��8��8��'0��� ��%�&�<��,�!#8-,��1��2�#'#� /��#�<-/8,�# +�-3�,��&��!+�� �*'�
/ �,-�1J���K2��#%�B�'���,�/B�'��!+��%#�&�! #4��� �,��&�&�! #��!<&%+ ���J�,�!#�&� !K�
&�! #�-3�#%�%,��!�,��&�# ,*�< +��'��=���+�, <��-!�&�* ��<& �,-%� #��:�����&�! #�# ,*�< +�
�'�9��* ��<& � ,-%� #��)=�/ �,-� &�! #��!+�0� �,�/B�'� &�! #��B������=�#����-!#��&-!$���
�-��&�& !$���-3�)�=0��?/4��� , ��, �)�(9)��%#�&�! #�B����(���=���%#�#�-8#��&-!$��,�<?�
/�& �$ �-3�)��9���?/4�

�/-!$#���� �&�! #�-3�, $�-!�&��,��!��!+�� �*'�/ �,-���� ��%#� #��&�! ��#�����&�! ����
-8 ,�� +����/-,!�!$�8 �?�%#�!$�(���,��!#�8 ,��-%,��!+�+�, <��-!�-!���#��,%!?�# <��-!��
��%#� 8,-*�+�!$� &-<�&� <�8�<��'� -3� ��-%�� ���� ��-%#�!+� 8�## !$ ,#� 8 ,� �-%,4� ���& � )�
$�* #�#-/ ��!+�<���-!���-%���� �� �*'�/-+ #��'�,��&4�@� , �#��� # �/-+ #�<-* ,��� �
, $�-!��!���/-#�&'�,�+��&�8��� ,!�< !�, +�-!��� ���,�#�<��'���� �#%�B�'�&�! #�#8�!��� �
<��'��!+���#�<&-# �#%�%,�#��� !< ��� �+ !# #���, ����!���+ !# �/�!! ,.��� , ��, ���-%��
(���#����-!#�#8�< +��'���&3���?�&-/ �, �-!��� ��* ,�$ 4��%�B�'�&�! �)(��#��� ��%#� #��
-! �� # ,*�< +� ���/-,!�!$� 8 �?� �'� %8� �-� (:� �,��!#� 8 ,� �-%,� �!+� +�, <��-!.� ��� # * ,�&�
#����-!#��� , ��, �C% % #�-3�,�+ ,#�B����!$�3-,��� �! ;���,��!#��/�?�!$������ �/-#���<%� �
�!#��!< � -3� �,�!#��� <-!$ #��-!� �!� �� �/ �,-8-&���!� �, �G� B� , �#� �&-!$� ���� &�! ���
<-!$ #��-!�/-#�&'� -<<%,#� �!� �� � 3-,/� -3� + !# &'� <,-B+ +� �,��!#4� ���& � �� 8,-*�+ #�
�!+�<���-!���-%��#%�B�'�&�! #��!+�<�8�<��'4�

�� � ! �B-,?� +�����# � 8 ,���!#� �-� ' �,� ���0� �!+� <-!���!#� )�()0� # ,*�< � ,-%� #�B����
�9��):� # ,*�< � !-+ #4� 
�� �#� <-/8,�# +� -3� �:��0(�� &�!?#�� �/-!$� B��<�� �9��:(� �, �
# ,*�< �&�!?#��)(��0����,�!#3 ,�&�!?#��!+��0�����<-!! <�-,#4�

�����������,�4��!��� ��* ,�$ �B  ?+�'��#�-3�������-%��-3�)��/�&&�-!�1	2��,�86/�? ,#�
1�!<&%+�!$��!������!�#��%��!-��*�#��-,#2����-%��(�	�%# ����,�!#���/-+ ��'� &+�!$���-%��9�
	� �,�!#��� �,�8#� �!+�))�	� & $#4��� � �,�8� �!+� & $�+�#��!< ��, �/%<��*�,� +��'� �,�!#���
/-+ � �!+� B���� , #8 <�� �-� -,�$�!6+ #��!���-!� 8��,4� �� � /-+�&� #��, � -3� �,�!#��� �#�
�!<, �# +�3,-/���H�B����!���,�#�<��'��%8� �-�=�H�� �B  !���,�#�<��'��!+� �� �+�#��!��
#%�%,�#��8�##�!$��'�:9H�� �B  !���,�#�<��'��!+���#�<&-# �#%�%,�#4�� �#-!���<? �#��, �
� &+��'���-%���4:�	��!������!�#�B�-�/�? ���H�-3��� ��,�!#����,�8#4��� �#�,%<�%, �-3�
��,�33#�B����, #8 <���-�&-<���-!���#���/-!-< !�,�<�8��� ,!4�

�� �#�%+'��, ���#�+�*�+ +��!�-�)���)��,�33�<��##�$!/ !��F-! #4��� ����/��,�;������ �
/-,!�!$�8 �?�<-!���!#���-%��)�	��,�8#�8 ,��-%,4�
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���5����4��8.����*�5�����'��!�>�!�"*����,�"��.��������3		��
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�,�33�<�  C%�&��,�%/� �!� �� � �,�!#���/-+ &�B���� # ��� <-!$ #��-!�B�#� <-/8%� +� �'� �� �
	 ��-+�-3��%<< ##�* ��* ,�$ #���#��!+�<�� +��!�#%�# <��-!�(4:4��� �#� 8#�F �B�#�# ��
�-� 2)A1) +=ζ �� 4��!��<< 8���& �& * &�-3�<-!* ,$ !< �B�#�, �<� +��3� ,�(���� ,���-!#��
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�##�$!/ !��3-,��� �%!�-%!+ +�/-+ &24�
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��# +�-!��� ����3�#%,* '�/ !��-! +��!��� �
!�,-+%<��-!���� �<-#��-3�#��!+�!$��!6* ��<& �
B�#� # �� �-�)4�� ��/ #� �����-3�� �!$� # �� +4��� � C%�&��,�%/��##�$!/ !��� �&&%#�,�� +� �!�
�$%, �(��'� &+#�$ ! ,�&�F +�<-#��-3��4=� %,-#�8 ,��,�8�-!��� ��* ,�$ �1�##%/�!$���%!���
<-#��-3���/ �-3���WA���!+�! $& <��!$��� ���,�33#24��#�#�-B!��!����& �(���� �#��, �-3��!6
* ��<& � ��/ � �#� �!<, �# +� 3,-/� 0)H� �-� 0=H� -3� �� � $ ! ,�&�F +� ��/ �� '� &+�!$� ��
8,-8-,��-!�� �, +%<��-!��!��� �#��, �-3��-���� ,/�!�&���/ ��!+��,�!#3 ,���/ G��-B * ,�
�� �B����!$� ��/ �/��!���!#� ��#� #��, � �!+� * !� �!<, �# #� �!� ��#-&%� � *�&% �� �/8&'�!$�
����� ,�+ ,#��, �8%#� +� �!�-�<��!$�!$� �� �,� ,-%��!$� #�,�� $'4����#� �#� <-!3�,/ +��'� �� �
�!+�<��-,#�-3�,-%� �!%/� ,�8 ,����8��,�� *�&%�� +��!�� ,/#�-3�!%/� ,�-3��,�!#���&�! #�
-,� !%/� ,� -3� # ,*�< � ,-%� #�� , #8 <��* &'.� ,�+ ,#� �, � &�? &'� �-� +�* ,# � �-� ,-%� #� -3�
, &���* &'� &-B� 3, C% !<'�� B��<�� ��� 3�,#�� &--?� B-%&+� � � & ##� ���,�<��* � �!+� & ##�
<-!$ #� +4�

�--?�!$� �!�-� �� � + ���& +� , #%&�#� -3� �##�$!/ !�� ��� �� �/-,!�!$� 8 �?�� �� � &�!?� 3&-B#�
�&-!$�/�D-,��,�!#���&�! #�/�'�� �<��!$ +��'�#-/ ���-%#�!+�8�## !$ ,#�8 ,��-%,�3,-/�
8, *�-%#�� %!�-%!+ +� /-+ &� �-� �� � /-+ &� B���� # ��� <-!$ #��-!4� �%<�� <��!$ #� �, �
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��H4��$%, �0�+ 8�<�#��� �*�,����-!�-3�# $/ !��&-�+��&-!$��� �#����-!#�-3�#%�B�'�&�! �
).��� �@ #��-%!+�+�, <��-!�B��<�� !+#��!��� �/�D-,��%#�! ##�< !�, �J����53 !# K��#�
#%�/��� +� �-� &�,$ � , +%<��-!��  #8 <��&&'� #-� �!� �� � < !�,�&� 8�,�� 3-,� B��<�� ���,�<��* �
�&� ,!���* �,-%� #��, ��*��&��& 4�
���5��9�2�"��,�����������;�����*�C������������& �$�������� ����,����2������

1���"������

+���*�

	 �!�
� ! ,�&�F +�
�-#��1W2�


!6
* ��<& �
��/ �

@����!$�
��/ �

�,�!#3 ,
��/ �

� ,/�!�&�
��/ �

X���! �
,-%� #�A�
���8��,�

�����"������� �4�(� 0=H� )�H� ))H� ((H� :4=�

#�$� ����� �4��� 0�H� ))H� )(H� (=H� 04=�

�

5EF8�* �����������F��������G�,���������*EF������$� �

0,01

0,1

1

10

100

1000

1�
��
�

1�
�9
�

1�
�:
�

1�
�
�

1�
�

�

1�
��
�

1�
�9
�

1�
�:
�

1�
�
�

1�
�

�

1�
3�
�

1�
39
�

1�
3:
�

1�
3
�

1�
3

�

N° d'itération

30I18AD

��1�����1�&�

��������	�
�

�



� %, !�����%� � )0�A�)9�

��������	�
��������
����������������������

�	������������ ��������������������	��  !�"##$�

�
61;#���9�+�,����,���������*���������������,��(������������*����'��(�

�

61;#�����+���*�"��,��������*����� $'�.�*����������!����������,��(�?=���$� ���8�0�

����$� ��A%��������"�,�"��.��$� ��:�			�,*�"���,���!� ������,�������"�����
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� ��� <-!$ #��-!� �!� %,��!� �,�!#��� # ,*�< #� ��#� �  !� /-+ && +� �!� �-��� 8�'#�<�&� �!+�
� ��*�-%,�&� , #8 <�#4��� � 8�'#�<�&� , #8 <�#� 8 ,���!� �-.� �� �  *-&%��-!� -3� �� � , #�+%�&�
# ��� <�8�<��'� ��� �!'� #��$ ��&-!$��� # ,*�< � &�! G� �� � ,�!+-/! ##�-3� �� � # ,*�< �/-+ �
������� �,�+ ,�$ �#�-!���#��,�!#���& $�3,-/��<< ##�#����-!��-� $, ##�#����-!G��� �8,�-,��'�
,%& #� �/-!$#�� ,�+ ,#� �,'�!$� �-�$ �� �� # ���-!� �� ���#�#�-3� �� �,�-,+ ,�-3� �,,�*�&� �!� �� �
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* ��<& 4��� �� ��*�-%,�&�, #8 <�#�8 ,���!��-��� �,�+ ,�#�8, 3 , !< ��-�� �# ���!$�,��� ,�
���!�#��!+�!$���!+��-��� ��!<&%#�-!�-3��� �& $�<-#���!�-��� �$ ! ,�&�F +�,-%� �<-#��������#�
<-!#�+ , +��'��� �,�+ ,��-�/�? ���#�,-%� �<�-�< 4��� # �/-+ &&�!$��##%/8��-!#���* �
�  !�<�#���!�-���/��� /���<�&�3-,/%&���-!��'� &+�!$���8,-�& /�-3��,�33�<� C%�&��,�%/��!�
�,�!#���! �B-,?4���#-&%��-!��&$-,���/���#��  !�8,-*�+ +4�

�88&�<���-!��-��� ���,�#�/ �,-8-&���!��,�!#���! �B-,?���!+  +���8,-�& /�-3�* ,'�&�,$ �
#�F � B���� (�� &�! #� �!+� ���� #����-!#� -3� ,��&�� )�(��� �%#� &�! #� B���� (������ #�-8#�� �!+�
)����� �,�33�<� �##�$!/ !�� F-! #�� '� &+ +� #�$!�3�<�!�� <��!$ � 3,-/� �� � 8, *�-%#��
%!�-%!+ +� �##�$!/ !��/-+ &� -3����8.�/ �!� $ ! ,�&�F +� <-#�� �#� �!<, �# +� �'� ):H��
#%�B�'�&-�+#��, �<��!$ +��'���-%��(�H����%#�+,�*�!$��� �,�+ ,#��-�/�? �%# �-3��,�!#���
& $#��!���/-, � &��-,�� �B�'4�

�%<�� <��!$ #� �, �  ;8 <� +� �-�  ; ,�� #�$!�3�<�!�� <-!# C% !< #� �!� �� � �88,��#�&� -3�
�,�!#8-,�� #<� / #� ����� , +%< � 8�## !$ ,� <-!$ #��-!�� �'� <-,, <��!$� 3-,� �� � ���#� -3�
� ! 3���%!+ , #��/���-!������#%<��#<� / #��!<%,�B� !�#�/%&�� +��'���/-+ &������+- #�
!-��<�8�%, �# ���<-!$ #��-!��!+�8�## !$ ,�<-/3-,�4�

� &�� +��-8�<#�3-,�3%,�� ,�, # �,<���!<&%+ .�

6 ��## !$ ,�<-!$ #��-!����#����-!#.�� �B  !�8&��3-,/��!+�* ��<& #�� �!�<-,,�+-,#�
3-,��<< ##��!+��,�!#3 ,��-!�8&��3-,/4�

6 	-, �, �&�#��<�, 8, # !����-!�-3���,�33�8,�< #��!+�#�,%<�%, ���!�<-!#�#� !<'�B����
<-/8& ;��!+�*�+%�&�,-%��!$�#�,%<�%, #�#%<���#��'8 ,8�����!+��,�!#���,-%� 4����#�
�#��&&��� �/-, �, C%�, +�#�!< ��/8,-* +�/-+ &&�!$�-3�# ,*�< �C%�&��'�<�&&#�3-,�
�/8,-* +�/-+ &&�!$�-3�C%�&��'��-�8,�< ��,�+ 6-33#4�

6 �#��/���-!� -3� � ��*�-%,�&� 8�,�/ � ,#� �!� ,-%� � <�-�< � �!+� /-+ � <�-�< �� -!�
<-/��!�!$�, �&�#��<�, 8, # !����-!�-3��,�!#���C%�&��'�B����� * �& +��, 3 , !< �
+����<-/�!$� 4$4�3,-/��-%# �-&+��,�* &�#%,* '4�

�"(��'*��������0� �� � �%��-,#� $,�� 3%&&'� �88, <��� � �� � � &83%&� <-// !�#� �!+�
�88&�<���-!��##�#��!< �-3�� ,!�,+��-'�1�!�* ,#��'���,�#6��%8�! �����82��!+��&�%+�! �
	�F &�1���824�

D0 ��6���&����

1)2� � %, !�� � 1���=2� �-!3-,��  �� C%�&��5� + � # ,*�< �  !� �,�!#8-,�� <-&& <��3� %,���!� + �
*-'�$ %,#�.��!�&'# ��/-+5&�#���-!� ��5*�&%���-!?���5�����	
�����(����������	�

��
�@������������4���������,�#��,�!< 4�

1�2�� %, !���1����24���������	�
����5��	�
�����������
����

�	�����?�@-,?�!$�8�8 ,�
#%�/��� +�3-,�8%�&�<���-!��-��,�!#8-,����-!�� # �,<����,���4�

1(2���-/�#���1)��)2������5��

�	��������5(�����
4��* �%,'�� <�!�<�&4�

102� �,�%F�,�� �4� + � ��-F��@�&&%/# !�� �4�4� 1���024��������	� ���
����� (,+�  +���-!4�
@�& '���-!+-!4�1�,#�� +���-!�)���24�

1:2��8� ##����&-,��!�	�1)���2��8��/�&�#�,�� $� #.���! B��##�$!/ !��/-+ &�3-,��,�!#���
! �B-,?#4����
�����������
��5(���39.��(6)��4�

1=2�� �� ����� ,!�!+ F���1)��(2��,�!#����##�$!/ !�� 3-,�<-!$ #� +�8%�&�<� �,�!#8-,��
#'#� /#.��!� C%�&��,�%/�/-+ &4����
����������5���5��3.�)((6)094�
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192� �-/�! ���� ��� �-,, �� �� 1���)2� �-//-!6&�! #� �!+� 8�## !$ ,� �##�$!/ !�� �!�
<-!$ #� +��,�!#���! �B-,?#4����
����������5���5��9:.��:�6�=94�

1�2�� 8 +��	���-/�! �������&-,��!�	�1���=2���3, C% !<'6��# +��##�$!/ !��/-+ &�
3-,� <-!$ #� +� �,�!#��� ! �B-,?#� B���� #�,�<�� <�8�<��'� <-!#�,��!�#.� <��,�<� ,�F���-!� �!+�
<-/8%����-!�-3� C%�&��,��4����
�����������
��5(��������	.�0(960:�4�

1�2� 	�,<-�� � ��� �$%' !� �� 1)���2� �'8 ,8���� 3-,/%&���-!#� -3� �,�33�<� �##�$!/ !��
8,-�& /#4�
!�	�,<-�� �����$%' !���1 +#2������������������+��5������
���������
��������	��)9:6���4�"&%B ,���-#�-!4�

1)�2����/�/-�-����"%,�%<�����
�+��Y��� &&�	�����<�/Z<? ,����1���:2��*�&%���!$�
8%�&�<� �,�!#��� <-!$ #��-!�/���$���-!�/ �#%, #� %#�!$� �� 8�## !$ ,� �##�$!/ !��/-+ &4�
A��������� �(����
�����
�����5���6� ������
���������������
�D.� ��9=6���)�����:4�
�*��&��& �-!&�! �������8.AABBB4 �#�#4�!3-A-!6&�! AD-%,!�&[�=A��9=48+34�

1))2� � �,�!<��� ��� �-&+� ,$� ��� �%<��� �%� ��� ",- #� ��� "-%B !�-B !� 	� 1���=2�
7�&-,�#���-!�+ �&��,5$%&�,��5�+ #�,�+��& #�3 ,,5 #� !�
& �+ �,�!< 4���5�����	
�����(��
��������	�

���@������������4���������,�#��,�!< 4�

1)�2�� �� ����� ,!�!+ F���1)���2��,�!#����##�$!/ !���-�/�!�/�&�,-%� #.��!� 33�<� !��
! B��&$-,���/4������5���	������	������������9	.�0�)60�04�
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