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Resumen

El origen de la materia que compone el universo es una de las incégnitas que el modelo
actual ACDM no resuelve completamente. En teoria cudntica de campos hay varios mecanismos
de creaciéon de materia a partir de las fluctuaciones del vacio cudntico que podrian explicar el
origen de gran parte de la materia del universo. En este trabajo se analizan varios fenémenos que
llevan asociados procesos de creacién de particulas dentro del marco de la Teoria Cudntica de
Campos: unos debidos a la presencia de campos de fondo electromagnéticos (efecto Schwinger) o
gravitatorios, y otros debidos a variaciones temporales de las condiciones de contorno de regiones

acotadas del espacio que dan lugar a un efecto Casimir dindmico.
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1. Introduccion

La inestabilidad del vacio en una teoria cuantica de campos puede dar lugar a procesos
de creacién de particulas como consecuencia de la presencia de campos electromagnéticos o gra-
vitatorios o de cambios rdpidos en el tiempo de la geometria de un objeto. Dado que el vacio
es un concepto central en estos procesos de creacién de particulas, en primer lugar conviene
diferenciar la nocién de vacio en la teoria cldsica y la teorfa cudntica. Clasicamente, el vacio se
entiende como la mera ausencia de materia. Sin embargo, en la teoria cuantica el concepto de
vacio es mucho maés rico, ya que presenta fluctuaciones que no se tienen en el caso cldsico y que
originan los fendémenos que se van a estudiar en este trabajo. En estos fenémenos, el vacio en
un estado inicial no tiene por qué coincidir con el vacio fisico del estado final, lo que causa la
produccion de particulas.

Entre los procesos de creacién de particulas en presencia de campos de fondo, destacan el
efecto Schwinger, cuando se tiene un campo electromagnético; o la produccién cosmoldgica de
particulas en un espacio-tiempo curvo, en el caso de un campo gravitatorio. La denominacién
de campo de fondo se debe a que los campos electromagnéticos y gravitatorios que se consideran
se tratan de forma cldsica. Estos son los responsables de la inestabilidad del vacio que causa la

produccién de particulas.

El efecto Schwinger es un fenémeno de creacion de pares particula-antiparticula en presen-
cia de un campo eléctrico suficientemente intenso. Fue predicho por Werner Heisenberg y Hans
Euler en 1936 tomando como referencia la teoria de Dirac sobre el positrén y un trabajo previo
de Sauter de 1931 [I}, 2]. Posteriormente, Schwinger en 1951 lo formaliz6 en el marco de la elec-
trodindmica cudntica [3]. Debido a que se necesitan campos eléctricos muy intensos, imposibles
de generar actualmente, el efecto Schwinger no se ha conseguido observar experimentalmente
todavia.

Respecto a la produccion cosmoldgica de particulas, esta es debida a la presencia de un
campo de fondo gravitatorio. En este trabajo se estudia este fendmeno en el espacio-tiempo de
De Sitter, caso particular de un espacio-tiempo curvo que se utiliza para modelizar un universo
en expansion acelerada, con constante cosmoldgica positiva. Un problema que surge al estudiar
la produccién de particulas en un espacio-tiempo curvo es que el concepto de vacio pasa a ser
ambiguo y esto hace que el nimero de particulas no esté bien definido [4]. Con el fin de solu-
cionar este problema y obtener un vacio en el que el niimero de particulas esté bien definido, se
aplicara la aproximacion WKB.

Por otro lado, en este trabajo también se van a estudiar fenémenos de produccién de
particulas debidos a cambios répidos de la geometria (en particular, de la posicién de algunas
fronteras) [5]. Si bien estos muestran diferencias importantes respecto de los anteriores, todos
ellos tienen un origen comun en las fluctuaciones cuanticas del vacio. En este grupo de fenémenos
se engloba el efecto Casimir dindmico, que se planted al sugerir que un espejo que experimenta
un movimiento relativista podria convertir fotones virtuales en fotones reales, directamente ob-
servables [6]. Su denominacién se debe a que este fendmeno tiene su origen en las fluctuaciones

cuanticas del vacio, en analogia con el efecto Casimir estatico estudiado por el fisico holandés H.



B. G. Casimir en 1948. El efecto Casimir estatico se considera una manifestacién de las fluctua-
ciones cuanticas del vacio que aparecen cuando se introducen fronteras que matematicamente se
manifiestan en unas condiciones de contorno que los campos deben satisfacer. El caso estudiado
originalmente por Casimir tenfa en cuenta el confinamiento del campo electromagnético entre
dos placas perfectamente conductoras y paralelas entre si [7]. Sin embargo, el propio Casimir no
estudio el caso dinamico, que es el que nos interesa en este trabajo.

Para realizar el analisis de estos procesos de creacion de particulas, se van a presentar
dos métodos. El primero de ellos es el método de la transformacion de Bogoliubov, en el que
los vacios del estado inicial y el estado final estan relacionados por medio de una transforma-
cién lineal cuyos coeficientes nos permitiran calcular magnitudes de interés como el nimero de
particulas creadas [8, 9] [10]. Por otro lado, el segundo método es el método de la aproximacién
WKB con trayectorias complejas (CWKB), que considera la produccién de particulas como un
proceso de reflexion en el tiempo y se puede definir asi un coeficiente de reflexién a partir del

que se calcula la produccién de particulas [111, 12].

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera: en la seccion [2 se describe la me-
todologia necesaria para estudiar los fenémenos de produccién de particulas en presencia de
campos de fondo y se aplica al efecto Schwinger. Posteriormente, en la seccién [3] se analiza la
produccion cosmolégica de particulas en el espacio de De Sitter. A continuacién, en la seccion
se realiza una descripcion teérica del efecto Casimir dindamico. Finalmente, en la seccién || se
hace una sintesis de lo expuesto en las secciones anteriores y se comentan las principales conclu-

siones que pueden extraerse de este trabajo.

Para finalizar este apartado, es conveniente fijar los convenios de notaciéon que se van
a seguir en el cuerpo del trabajo. Se utiliza la notacién cuadrivectorial v* = (v°,v), donde
v¥ representa la componente temporal y v las componentes espaciales. Se utilizan indices del
alfabeto griego para representar las cuatro componentes del cuadrivector (p = {0,1,2,3}) e
indices del alfabeto latino para denotar tnicamente las componentes espaciales (i = {1,2,3}).
Para la métrica de Minkowski, se adopta el convenio 7,,, = diag(+, —, —, —). Respecto al sistema
de unidades empleado, salvo que se indique explicitamente el uso de otro sistema de unidades,
en todos los calculos se sigue el sistema natural de unidades, en el que h =c = 1.

2. Creaciéon de particulas en campos de fondo electromagnéti-

cos: el efecto Schwinger

En esta seccion, se va a describir la metodologia que se va a aplicar para estudiar los
procesos de creacion de particulas que nos interesan en este trabajo. En particular, se presentan
dos métodos de célculo diferentes: por un lado, el método de la transformacion de Bogoliu-
bov [8, 9, 10]; y por otro lado, el método de la aproximacién WKB con trayectorias complejas
(CWKB) [111, 12]. Estos métodos también son aplicables para el caso de produccién de particu-
las en campos gravitatorios. Para describir estos métodos, vamos a mostrar su aplicaciéon al
caso concreto del efecto Schwinger. El efecto Schwinger es un proceso de creacién de pares
particula-antiparticula en presencia de un campo eléctrico suficientemente intenso. El origen



de este fenémeno estd en el hecho de que el vacio se hace inestable como consecuencia de la

aplicacién del campo eléctrico.

Primero de todo, vamos a introducir dos campos diferentes que conviene diferenciar. Por
un lado, consideramos un campo escalar complejo ¢ de masa m, que se tratard de forma cudntica
y es el campo del que se va a estudiar la produccién de particulas. Ademas, se aplica un campo
eléctrico externo E que se trata de forma cldsica, de manera que actia como un campo de fondo.
Este es el campo responsable de la inestabilidad del vacio que causa la produccién de particulas.
Se describe el campo electromagnético a traves del cuadrivector potencial A, = (Ag,A). En
particular, se considera un gauge en el que A, es dependiente del tiempo e independiente de las
coordenadas espaciales (aunque, como veremos en el anexo también se puede considerar un
gauge en el que A, es independiente del tiempo y dependiente de una coordenada espacial):

A, = (0,0,0, —Egt) (2.1)

Asi, se tiene un campo eléctrico constante E de moédulo Fy en el sentido positivo del eje

dA
Por su parte, la densidad lagrangiana del campo escalar complejo ¢ en ausencia de campo

electromagnético en la teoria cldsica estd dada por:
L= 0,0"0" —m?¢"o (2.3)

Para adaptar esta densidad lagrangiana a la interaccién con el campo electromagnético,
simplemente deben reemplazarse las derivadas habituales por derivadas covariantes: 9, — D,, =
Ou +1qA,, donde g denota la carga eléctrica. Asi, la densidad lagrangiana de ¢ en presencia de

un campo electromagnético puede escribirse como:
£ = (Du$)" D" — m¢*s (2.4)

Teniendo en cuenta la expresion de la derivada covariante, la densidad lagrangiana toma

la siguiente forma:
L =0,0"0"p + 0u0*iqA"d — iqAd"0"d + > Ay AP d — m>¢* ¢ (2.5)
Si se aplican las ecuaciones de Euler-Lagrange al campo ¢*, se obtiene la ecuacién para el

campo escalar ¢, que es la ecuaciéon de Klein-Gordon con interaccion electromagnéticas:

oL P oL

a¢* "9(0,0%)

Puede expresarse el campo ¢ en términos de su transformada de Fourier:

=0 = (DD'+m*)p=0 (2.6)

b(tx) = (2;)3/2 / Fo (D)%, (2.7)

Se sustituye ¢ por su transformada de Fourier en la expresién ([2.6)):

(D.D" +m?) ((2771)3/2 / fk(t)eik'xd?’k) —0=



= / (fr + k2 fr — iqfr0. A, — iqA, fr0. + A2 i, + m? fr)e™*d3k = 0 =

donde se ha tenido en cuenta que la tnica componente no nula de A, es la correspondiente
al eje Z. fk denota la segunda derivada de fj respecto al tiempo t. Ademads, los elementos
contravariantes se han convertido en elementos covariantes bajando indices, por medio de v* =
n*v,, donde v* es un vector contravariante genérico y v, su correspondiente covariante. Asi, si
denotamos v* = (v, v), se tendrd v, = (vp, —v). Para que se verifique la dltima igualdad, debe
anularse el integrando, de forma que, si se sustituye A, por su valor de acuerdo con la expresién

, se obtiene:
Fe(®) + (k2 + k) + (k — gEot)® +m®] fu(t) = 0 (2.8)

Se ha obtenido una ecuacién diferencial de segundo orden que tiene la forma de la ecuacién
de un oscilador arménico:

Frt) + QE() fr() = 0 (2.9)
La caracteristica especial que presenta esta ecuacién respecto a la del oscilador armdnico

habitual es que la frecuencia Qi (¢) depende del tiempo. Esta toma la siguiente expresion:
Op(t) = k2 + kI + (k. — qEot)> + m® (2.10)

Ahora debe resolverse esta ecuacién diferencial, para lo que se aplicard la llamada aproxi-
macion WKB, que se explica a continuacién.

2.1. Aproximacion WKB

La aproximacién WKB representa un método aproximado de resoluciéon de ecuaciones
diferenciales lineales en el caso en el que los coeficientes no son constantes. Este método fue
desarrollado por Wentzel, Kramers y Brillouin en 1926 [13] [I4]. En nuestro caso se tiene una
ecuacién diferencial lineal de segundo orden, de tipo oscilador arménico y con una frecuencia
Q. dependiente del tiempo. Por tanto, (2.9)) puede resolverse de forma aproximada utilizando la
aproximacion WKB.

Si Q. fuera independiente de t, la solucién general de seria una combinacion lineal de
las soluciones particulares e*™%?: f;(t) = Ae "%t + BeT™*%* donde A y B son dos constantes
arbitrarias. Sin embargo, en la ecuacién que se ha obtenido £ si depende de t. Por tanto, pueden
probarse soluciones particulares de la siguiente forma:

fr(t) = exp (ii /tt (We(t') + in(t’))dt’> (2.11)

0

siendo el integrando una funcién compleja cuya parte real estd dada por la funcién real Wy(t) y
cuya parte imaginaria es la funcién real Vi (t). Si se introduce esta expresién en ([2.9)), se obtiene

la siguiente ecuacion:
—(Wi(t) +iVi(£))? £ i(Wi(t) +iVi(t)) + Q2(t) =0 (2.12)

Se puede separar la parte real y la parte imaginaria, obteniendo una ecuacion en cada
caso. Asi, la ecuacion resultante de considerar la parte real es:

—WA(t) + V2(#) F Vi(t) + Q2(t) = 0 (2.13)



mientras que si se considera la parte imaginaria, se tiene:
—2iWi (1) Vie(t) £ iWj(t) = 0 (2.14)

Puede despejarse Vi(t) de ([2.14)):

Wi (1)
Vi(t) =+ 2.15
Si se introduce esta expresién en (2.13)), se obtiene:
V. s
02 —Ww2=_—k "k 2.1
PR T oW, AW (2.16)

donde se ha omitido la dependencia temporal de 2, y W}, por simplicidad en la notacién. De esta
forma, se puede concluir que (2.11]) es una solucién particular de (2.9) si se cumple la condicién
dada por (2.16). Esta se puede expresar de la siguiente manera, si se sustituye Vj(¢) por su valor

de acuerdo con ([2.15):
t S TR t, t 1
fr(t) = exp (:l:z/ <Wk(t/) + LT )> dt/> = exp <:i:i Wk(t/)dt/ 3 log Wk(t)>
to

5 Wk‘ (t/) to

t

fi(t) = Mik(t) exp (ii

De esta forma, la solucién general de la ecuacién (2.9) se puede expresar de la siguiente
manera siempre y cuando se cumpla la condicién ([2.16]) [9]:
A t

_ k . A, By, . ! N 34!
fr(t) = m exp <z . Wi (¢ )dt) + m exp <z \ Wi (t )dt> (2.18)

Wk(t’)dt’> (2.17)

to

donde Ay y By son dos constantes arbitrarias. A continuacién, debe determinarse la funcién
Wi (t) teniendo en cuenta que se satisface la condicién (2.16]). A orden cero, los términos de
(2.16) que incluyen derivadas de Wj(t) son pequefios comparados con 2 (t) y se toma:

W () = (1) (2.19)

Los valores de Wy(t) para los sucesivos érdenes pueden calcularse mediante el método de
aproximaciones sucesivas de Picard, de forma que para orden n se tiene [10, [15]:

ir(n—1) i (n—1)\ 2
w = o | e _3 sz - (2.20)
2W," 4\w"

Quedéndonos a orden cero, de acuerdo con (2.19)) y (2.16)), se tiene que (2.18) es la solucién
general aproximada de la ecuacién diferencial de segundo orden:

Fe(@®) + (1) = Q) fr(t) = 0 (2.21)
donde () esta dado por:
302 14y
Q—Zg—z—iﬂ—k (2.22)

Comparando la ecuacién que se ha obtenido a partir de la aproximacion WKB, dada por
(2.21)), con la ecuacién ([2.9)) que se tenia inicialmente, se deduce que la aproximacién WKB es
vélida si se verifica la siguiente condicién:

Q< Q2 = @«1 (2.23)
k



2.2. Meétodo de la transformacion de Bogoliubov

Se comienza estudiando la produccién de particulas propia del efecto Schwinger a través
del método de la transformacién de Bogoliubov. En primer lugar, se cuantiza el campo escalar
¢(t,x) siguiendo la prescripcién de la cuantizacién canénica. Desde el punto de vista clésico,
¢(t,x) y su momento candnico conjugado II(t,x) = IL/0(0rp) = Oré(t,x) son funciones. Si se
trabaja en la llamada imagen de Heisenberg, que es aquella en la que los operadores dependen
del tiempo y los vectores que representan un estado cuantico son independientes del tiempo,
la cuantizacién candnica pasa por promover las funciones ¢(t,x) y II(¢,x) a operadores que
satisfacen las siguientes reglas de conmutacién para tiempos iguales [16]:

[o(t,x), IL(t,x)] = i8> (x —=x')  [6(t,x), ¢(t,x)] = [IL(t,x), 11(t,x')] = 0 (2.24)

El campo escalar ¢(t, x), solucién de la ecuacién de Klein-Gordon con interaccién electro-

magnética, dada por (2.6, se puede desarrollar en modos de la siguiente manera:

3t x) = (axux(t, x) + blug (t,x)) (2.25)
Kk
donde uy(t,x) = fx(t)e’ *. En esta expresién, fi(t) viene dada por la ecuacién . Se han
utilizado los operadores de creacién a;r{ y destruccién ay asociados a particulas, y sus analogos
para antiparticulas, blt y bk respectivamente. Estos operadores satisfacen las siguientes reglas
de conmutacion, que son consecuencia de las reglas de conmutacion que cumplen los
operadores ¢(t,x) y II(t,x):

[, 0] = Guae, [ bl] = ey [an, are] = [al, al,] = [bi, be] = b1, 01,1 =0 (2.26)

El siguiente paso consiste en caracterizar los estados cudnticos del sistema que se estd
considerando. Por simplicidad, se estudia primero el caso libre, en el que no hay campo electro-
magnético, y luego se presentan las modificaciones que es necesario introducir para adaptarlo
al sistema con campo electromagnético. Asi, en el caso libre, en la imagen de Heisenberg los
estados cudnticos generan un espacio de Fock F, que se define como el conjunto de espacios de
Hilbert correspondientes a cero particulas, una particula, dos particulas y asi sucesivamente [17]:
F ={Hy,Hy,....,Hn,...}, siendo Hy el espacio de Hilbert correspondiente a N particulas. Hay
un estado de especial relevancia en el espacio de Fock, que es el estado en el que no hay ninguna
particula. Este se denota como |0) y recibe el nombre de vacio. El estado vacio es aniquilado por
todos los operadores destruccién ay:

ac|0) =0, Vk (2.27)

Todos los demas estados cuanticos del espacio de Fock correspondientes a un cierto nimero
de particulas se pueden construir a partir del estado vacio por medio de los operadores creacion
aL. Si se trabaja en la llamada representacion nimero de particulas [18], el estado de una
particula viene dado por:

i) = af |0) (2.28)

Igualmente, pueden construirse estados de varias particulas de la siguiente manera:

[Mhcy s s ooy i) = (s iy iy ) ™2 (el )™ (af, ) ™2 . (a] )™ 10) (2.29)



donde el factor (ny, !nkQ!...nkj!)_l/ 2 se introduce para tener estados normalizados. Los operado-

res de creacion y destruccién verifican:
af [m) = v+ 1|(n+ D), axlne) = v |(n— D) (2.30)

Cuando se pasa a considerar el caso en el que se tiene campo electromagnético, en general,
los operadores de creacién y destruccién son diferentes en cada instante de tiempo t. De esta
manera, el estado vacio también serd distinto en instantes de tiempo diferentes [4]. Podemos
considerar el pasado remoto (¢ — —o0), caracterizado por el estado |in) del espacio de Fock, en
el que no hay ninguna particula ni ninguna antiparticula. Asi, este estado constituye el vacio
de la teoria cudntica de campos en t — —oo. El campo escalar ¢ puede desarrollarse en este

instante de tiempo como:

6= (auy + btu™) (2.31)
k

y se tiene que:
al |in) = 0, i Jin) = 0 (2.32)
También puede considerarse el futuro distante (¢ — +00). En este instante de tiempo, ¢
puede expresarse de la siguiente manera:

¢=> (apug™ + by Tugt) (2.33)
k

Los operadores destruccién ad™ y 6" no tienen por qué aniquilar el estado |in), sino que

el vacio que aniquilaran serd el correspondiente a t — 400, que se denota como |out):
ap™ lout) =0, b out) = 0 (2.34)

Los modos uy(t) y uk(t') correspondientes a dos instantes de tiempo diferentes ¢ # t/
pueden relacionarse entre si a través de una transformacion de Bogoliubov. Lo mismo puede
hacerse para obtener la relacién entre los operadores de creacién y destruccién en dos instantes
de tiempo distintos. La transformacién de Bogoliubov es una transformacién lineal que relaciona
los operadores de creacién y destruccion (e, igualmente, los modos) en dos instantes de tiempo
diferentes con la condiciéon de que sea una transformacién candnica. Es decir, las reglas de
conmutacién que satisfacen estos operadores en el instante de tiempo ¢ deben ser las mismas
que las que satisfacen en el instante de tiempo t' y estar dadas por . De esta forma, para
los modos uikn y u™, la transformacién de Bogoliubov que los relaciona se puede escribir como:

uy = ageu™ + Bieup™™, " = Bui™ + aju™ (2.35)

donde ay y Pk reciben el nombre de coeficientes de Bogoliubov. Igualando (2.31) y (2.33) y
inx*

sustituyendo uy' y up™ por sus expresiones en funcién de uﬁ“t y uﬁut*, de acuerdo con 1j se
obtiene la transformacion de Bogoliubov para los operadores de creacion y destruccion:

it (o A (o I A T I
nt) o B ap) \b et ) \Bk o) \

A continuacion, se impone la condicién de que la transformacion sea canénica haciendo
que las reglas de conmutacién para los operadores de creacion y destruccién en ¢t — 400 sean

las mismas que las que estos verifican en t — —oo y coincidan con ([2.26)):

02, 0] = oy —a TR = (ancald+ B0y (0fayg + B ) — (g + e ) (nead + By ") =

7



nf blnT]

= a0y [aif, ai{, | — Bk/ﬁk[ me] + ayx P [ai?, bi?/] — e Pi [ak, (ko — B Br) Ok

De aqui se ve que si k # k/, entonces se cumple [aﬁut,aﬁ?ﬁ] = [ak,aiy] =0.Sik =¥,
para que se satisfaga [a0"", at™] = [ai?, a™] = 1 los médulos de los coeficientes de Bogoliubov
deben satisfacer la condicién:

|on|* = |Bi]? = 1 (2.37)

Imponiendo esta condicién y realizando un calculo analogo, se obtiene que el resto de las
reglas de conmutacién coinciden para los operadores de creacion y destruccion ent — —ocoy t —
400, verificandose las reglas de conmutacién candnicas dadas por . Con la transformacién
de Bogoliubov efectuada, queda claro cémo el vacio |in) en ¢ — —oco es diferente del vacio |out)
en t — 400, pues:

a™ [in) = (axaif + Bib!) [in) = Brby [in) (2.38)
Es decir, el vacio |in) solo es aniquilado por el operador destruccién ag™ en el caso par-
out

ticular en el que Bk = 0. En el caso general, en el que Sy no tiene por qué ser nulo, ap** no

aniquilard el vacio [in).

Para calcular el nimero de particulas creadas, puede introducirse el operador numero de
particulas. Para el caso de particulas, este se define a partir de los operadores de creacién y

destruccién alT( y ax de la siguiente manera:

Ni(t) = af (£)ax (1) (2.39)

Asimismo, para antiparticulas también se puede definir un operador niimero de manera
analoga, reemplazando tnicamente a;r((t) — blf((t) y ax(t) — b (t): Ni(t) = b;r((t)bk(t). Asi, si se
quiere calcular el niimero de particulas creadas entre t — —oco y t — +00, debe calcularse el valor

outf out

esperado del operador Nk(t — +00) = a, 'ap™ en el vacio correspondiente a t — —oo, dado

por |in). Para calcular dicho valor esperado debe hacerse uso de la transformacién de Bogoliubov
t out’[ inf,
- ) para asi pasar de ap™", a ak y

(in|Nk(t — +00)|in) = <1n|aOUtJf Out|11r1> (m\(akak + ,Bkbk )(aka + ﬁkme)|1n>

= (in|(|oxcay o + 0By 0 + Beardiail + BP0t ") in) = |8l (infbieb fin)

(in| Ny (t — +00)[in) = | Bi|* ((in[ 62T b2 [in) + (in|in)) = |G |? (2.40)

donde se ha tenido en cuenta que al” |in) = 0, (in|a,; nf_py b me] = 1. Usando b} |in) = 0,
(in] me =0y [al, ai?T] =1 y realizando un célculo analogo para Nk(t — +00), se obtiene:

(in| Nie(t = +00)in) = (in[b2" 621" in) = |By|? (2.41)

De esta forma, se tiene que se crea el mismo nuimero de particulas que de antiparticulas, lo
que es consistente con la idea de que se crean pares particula-antiparticula. Ademads, de acuerdo
con el resultado obtenido, solo habra produccién de particulas si el coeficiente de Bogoliubov Sy
es no nulo. Por tanto, para obtener la produccién de particulas en el efecto Schwinger debera

calcularse |By|?, que es lo siguiente que se va a hacer.



Se denota:
k, )= k:i + m?

VaEo’ - gk
donde k% = k* — k2 = k2 + k‘z [8]. De esta manera, si se realiza el cambio de variable t — 7, la
ecuacion (2.9) queda:

qEot — (2.42)

d? fi(7)
dr?

Es una ecuacién de tipo oscilador arménico en la que la frecuencia ) depende de la

+ (TP N fr(r) =0 (2.43)

variable 7. Esta toma la forma:
Ye(m) = VT2 + A (2.44)

La ecuacién ([2.43]) se puede resolver de forma exacta. Su solucién general se expresa de la

siguiente manera [19]:

fe(m) = A1k D_(14iny 2l (1+9)7] + A2k D_ (1440 21— (1 +9)7] (2.45)

donde A; x y Az x son dos constantes dependientes de las condiciones iniciales y la normalizacion
y D, (z) es una funcién especial que recibe el nombre de funcién cilindrica parabdlica de orden
v. En el anexo se detalla informacion sobre este tipo de funciones especiales. Para calcular
loax|? v |Bk|? en T — +00, se compararé la solucién exacta que se acaba de obtener para
con el resultado que se tiene si se aplica la aproximacion WKB ya descrita en en los limites
de tiempo correspondientes a 7 — —oo (equivalente a t — —o0) y 7 — 400 (equivalente a
t — 400). Si se toma orden cero en la aproximacion WKB (Wéo)(T) = .(7)), entonces
toma la forma:

fulr) = 213’;(7) exp <_¢ / O 9;(7')d7’> + 2@’1(7) exp <+i / O Q@(H)d#) (2.46)

Puede escogerse el estado inicial de forma que:
fr(t = —0) = 29/ exp < / Q(r dT) (2.47)

Si se invierte la transformacién de Bogoliubov (2.35)) y se considera 7 genérico, se obtiene:

fi(T) = age(7) fi(r = —00) = Bi(7) fr:(T — —o0) (2.48)
de forma que utilizando (2.47)) se puede escribir:

fr(m) = O;liﬁ(g()ﬂ exp <—z/TOT Qﬁg(r')dr') - 521(9(;3()7) exp <z /TOT Q;(H)d#) (2.49)

El estado inicial (2.47) se ha escogido de forma que ax(7 — —o0) =1y fk(T — —o0) = 0.
A continuacidn, se procede a calcular la fase:

VIR v 2\’
(i = | Vrradr = |2 1 T o+ )] =
/T T / T+ Ndr [ 5 \A+ —i—)\

70

AT T2 T0 i T T2 To 5
o i+ - i+ Do [ =1+ ) —log [ 24y /14+ 1
2[\5 DYV N D Wl WY/ N T A A

(2.50)




donde se supone un instante de tiempo inicial que verifica 79 < 0 y |7o|/ VA > 1. En los limites
T — +00, se tiene que |7|/ VA > 1y, en este caso, la fase se puede expresar como:

T 1 AT
/ Q. (rdr' = §(T|T| + |7'Q|2) + 3 <‘7‘| log |7] + log ]7‘0|> (2.51)

70

Asi, la funcién fi(7) en los limites 7 — +oo de la aproximacién WKB esta dada por:

i —i|T T 7
fulr) = s exp (=g (rlr] ) ) 2P W Iy 002 (2.52)

A continuacién, en la solucién exacta se toman los limites 7 — +o00. En este caso,
es necesario aplicar el comportamiento asintético de las funciones cilindricas parabdlicas D, (z)
en el caso en el que z — 0o. Este puede consultarse en el anexo [B:I] En el limite de valores de
T negativos y grandes (7 — —00), toma la forma:

2 im(1—1 N—(1—i i N2 F
Felr) = A0y vr eI I=IN/A( ) =00 26075 /2) 7 1N2 f ()
I3 +%)

—i—(Al,kei”(Hi’\)ﬂ + A27k)\/§(1 + i)f(1+i)\)/2efi7—§/2|7_0|7i)\/2f;€k(7_) (2‘53)

donde f(7) estd dada por:

Fulr) = ﬁl@exp <—¢ /T : Q@(#)d#) (2.54)

Comparando esta expresiéon con ([2.47)), se obtienen los valores de las constantes Aj y
A2 k-

I'(3 + 2 —i7g —i
Al,k _ (2\F2 )em(l z)\)/4( )(1 z>\)/2 /2’7_ | iA/2 (2'55)

Ay — _F(f + i) TN /(1 _ )(14,\)/26473/2‘7_0’70\/2 (2.56)
) 2\/> .
Se puede hacer lo mismo en el limite de valores de 7 positivos y grandes (7 — +00). En
este caso, (2.45]) se puede expresar como:

fk('r) — A f\/i)\ e—iﬂ'(l—i)\)/4(1 o i)—(l—iA)/ZeiTgﬂ‘To‘i/\/2f~k(7_)
iz +%)
Jr(Agjkem(1+z',\)/2 + Al,k)\@(l + i)_(1+i’\)/2e_”3/2|7'0|_M/2f,;k(7) (2.57)
De esta expresion, finalmente se obtiene que el valor del médulo al cuadrado de los coefi-
cientes de Bogoliubov para 7 — +0o0 es:

(T = +00)P =1+e™,  [Bu(r = +o0)|? = 7™ (2.58)

Por tanto, teniendo en cuenta (2.40) y (2.41)), el nimero de pares particula-antiparticula
producidos en el modo k por el efecto Schwinger es:

m(k7 + m2)>

2.59
o (2.59)

Ni = exp <
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Para calcular el nimero total de particulas producidas IV, debe integrarse Ny a todos los
valores posibles de k., k, y k.. En el caso de k; y k, se integra de —oo a 400, mientras que
en el caso de k., como el campo eléctrico tiene la direccion del eje Z, se integra de 0 a qEgT),
siendo T el tiempo en el que se produce la transiciéon del estado inicial al estado final.

3 +o0o . +oo dk qEoT . k2 2
N — /(ir];iﬂN“ _ / dky dky Bz p (_”(ﬁrm)> (2.60)

oo 2T J_& 27 Jy 27 qEp

. . . . 00 _qx?
Teniendo en cuenta que se tienen integrales gaussianas de la forma fjoo e~ dr = \/7/a,

la densidad total de particulas producidas es:

2E2 2
N=9L20¢y <—7rm> (2.61)

873

Ademds del nimero de particulas, también puede calcularse la probabilidad de que no se
produzcan particulas en ningin modo o, dicho de otra forma, la probabilidad de que el vacio
‘2

del estado final |out) coincida con el vacio inicial, que denotamos como | (in|out) |*. Para ello,

debe relacionarse el estado inicial |in) con el estado |out). Este tltimo debe ser aniquilado por
los operadores ap®* y bp"*, de acuerdo con (2.34), y ademds debe estar normalizado. Asi, el
estado final puede construirse de la forma (en el anexo [C| se demuestra que se verifican las dos

condiciones anteriores):
Blt bin]L mT
lout) = | | B ‘exp " |in) (2.62)

Con esto se puede calcular ya la probabilidad de que no se produzcan particulas en ningin

modo:
<in|out>:H1<in|exp< Bkme mT) lin) = H i(Blt>n<in|(bi“T)”(ainT)”|in>
o] x| 2=\ ax k K

Dado que (in| bi?T = 0, solo se tiene contribucion no nula para n = 0:

| (injout) |? H on = exp (— zk:log(\ak]Q)> = exp (— zk:log(l + \Bk|2)> (2.63)

donde se ha utilizado (2.37)). Puede convertirse el sumatorio en k en una integral por medio de
la sustitucién >, — [V/(27)3] [ dk y entonces se tiene:

| (infout) |2 = exp <_ / log(1 + Nk)d3k> (2.64)

v
(27)?

Si se emplea el desarrollo en serie de Taylor de la funcién logaritmo, log(l + z) ~
S0 L (=1)MFLLE se puede escribir:

n=1

oo

n+1
| (injout) |? = ex (— V (=1) N"d3k>
P\ e Z_,: n / k

A continuacién, se resuelve la integral que aparece en el argumento de la exponencial tal

y como se ha hecho en (2.60)):

"3y _mr(kf_—i—mQ) 3, (qEo)*T _mrm2
/de k= /exp( B A’k = XD oFo (2.65)
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Asi, finalmente se tiene que la probabilidad de que no se produzcan particulas en ningin

modo k y, por tanto, de permanecer en el estado vacio inicial es:

= (—1)ntt nwm
[ Gnfout) 2 = exp (— oy aE 3 o e (- )) (2:60)

n=1

2.3. Método CWKB

A continuacion, se presenta un método alternativo a la transformacién de Bogoliubov que
permite estudiar el fendmeno de produccion de particulas propio del efecto Schwinger. Se trata
del método de la aproximacion WKB con trayectorias complejas (abreviado usualmente como
CWKB), en el que el espacio y el tiempo se describen utilizando nimeros complejos [11].

En el efecto Schwinger, se crean pares particula-antiparticula a partir del vacio en presencia
de un campo electromagnético suficientemente intenso. Si se tiene en cuenta la prescripcion de
Feynman-Stueckelberg, una particula de energia E' moviéndose hacia delante en el tiempo es equi-
valente a una antiparticula de carga opuesta y energia —F moviéndose hacia atras en el tiempo
[20]. Esto se fundamenta en el hecho de que la funcién de onda de una particula de energia E que
se mueve hacia delante en el tiempo tiene una dependencia con el tiempo y la energia de la forma
exp (—iEt). Si se realizan de forma simultdnea las sustituciones t — —t y £ — —FE, entonces
la dependencia de la funcién de onda sigue siendo la misma: exp (—i(—FE)(—t)) = exp (—iEt).
Asi, en este método, si se considera un gauge en el que el potencial electromagnético depende
de la coordenada temporal ¢, la produccién de particulas puede considerarse como un proceso
de reflexién en el tiempo segun la prescripcién de Feynman-Stueckelberg.

En este método, se parte de una ecuacién de tipo oscilador armoénico con frecuencia
dependiente del tiempo, como la dada por , que se puede reescribir de la forma en
términos de la variable 7 y el pardametro A, dados por . Los puntos de retorno t. se definen
como aquellos puntos que satisfacen la siguiente condicién:

Qk(te) =0 (2.67)

donde %, es en general un nimero complejo. En este caso, los puntos de retorno son tiempos,
ya que se estd considerando un gauge en el que el potencial electromagnético es dependiente
de t. Fisicamente, los puntos de retorno representan aquellos puntos en los que se produce la
reflexién. Este método se fundamenta sobre la aproximaciéon WKB descrita en la seccién en
la que se toma orden cero, de forma que Wi (t) = ,EO) (t) = Qi (t). Puede denotarse:

t

S(t, tg) = / Qr(t)at (2.68)

to

Se comienza considerando una onda que se mueve hacia atras en el tiempo. Si se denota por

to el instante de tiempo inicial, la onda en un instante de tiempo t < tg tiene una dependencia
de la forma:

exp (z tQk(t')dt’) = exp (iS(t, to)) (2.69)

to
Ademsds, otra onda empieza en ty moviéndose hacia atras en el tiempo y llega al punto
de retorno t. ;. A continuacién, experimenta p reflexiones entre los puntos de retorno ¢.1 y t. 2,

12



para finalmente volver hacia ¢ (¢t > t.1,%.2). Esta onda tiene una dependencia de la forma:

te,1 > te,2 t
—iexp <z Qk(t’)dt’> Z —iexp <z Qk(t’)dt’>] exp (—i Qk(t’)dt’> (2.70)
to p=0 te,1 te,1

donde el primer factor exponencial representa la contribucién debida a que la onda evoluciona
de %9 a t. 1, el segundo factor da cuenta de las sucesivas reflexiones entre los puntos de retorno
te1 ¥ te2 v el dltimo factor representa la reflexién que experimenta la onda en t.; para volver
finalmente a t. La expresién anterior puede reescribirse como:

exp (QiS(th, to))
1+ exp(2iS(te,te2))

exp (—iS(t, to)) (2.71)

donde se ha tenido en cuenta la serie de Taylor > >° ; (—1)"z" =1/(1+x). En t - —o0 no hay
ninguna particula y la onda se puede escribir como:

Yin L exp(iS(t, o)) (2.72)

t — —oo Qk(t)

Si se tienen en cuenta la contribucién inicial sin reflexiones y la contribucién con reflexiones,
la onda presenta la siguiente dependencia en t — 4-00:

'(/Jin eXp(iS(t,to)) — iReXp(—iS(t,to))] (2.73)

1
t— 400 /Qk(t)[
donde R denota el coeficiente de reflexién. Este, de acuerdo con (2.71)), estd dado por:

. eXp(QZ'S(th, to))
1+ exp(2iS(ter,te2))

(2.74)

Debe resolverse la ecuacién ([2.43)) utilizando la aproximacion WKB. Teniendo en cuenta
(2.44) y (2.67)), se tienen dos puntos de retorno 7.1 y 7.2 complejos que estan dados por:

Tel = —i\r)\, Te2 = +ivA (2.75)

Para calcular el coeficiente de reflexién R, es necesario calcular las integrales S(7.1, 7¢,2)
y S(7¢1,70). Teniendo en cuenta ([2.50)), se tiene:

AT

Srenmen) = —i00, S m) =~ 4 3(r) (2.76)

4

donde §(7p) da lugar a un término de fase en el coeficiente de reflexién y estd dado por:

A 2N A
d(m0) = §log(\/X) 70 7;) +A 2 log <7’0 +4\/Te+ )\) (2.77)

Asi, el médulo del coeficiente de reflexion es:

€7A7T/2

R=-S%""_
& 1+ eAn

(2.78)

A continuacion, se calcula la produccion de particulas a partir del coeficiente de reflexién.
La amplitud para la observacién de una particula escalar en un punto z, = (t4,%X,) y una
antiparticula en el punto z, = (,Xp) se puede escribir como [IT), 21]:

A

A== (2m)3

— nd
/ dkldk2d0¥d05u£1 (tl, xl)am G(l‘g, l‘l)aVQ’UJl*(z (tg, Xz) (279)
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donde, tal y como se ha visto en la seccién ux = XX fi.(t), siendo fi(t) la solucién exacta
de la ecuacién (2.9). Ademds, do* es el elemento de la hipersuperficie sobre la que se integra
4 <~

y el operador 0, se define como: ad,b = ad,b — bo,a. G(x2,x1) es la funcién de Green de una
particula que va de x9 a x1. Por su parte, Ag es la amplitud de probabilidad de que no se cree
ninguna particula. ux y G dependen de x a través de factores de fase, de modo que integrando
sobre d393172 y d3l<:1,2, los vectores de onda del par particula-antiparticula creado quedan fijados,
siendo estos opuestos: —k; = ks = k. De esta forma, la amplitud de probabilidad A puede

escribirse en la forma:

A= /A(k)d3k (2.80)

donde A(k) es la amplitud de probabilidad para la creacién de un par particula-antiparticula

con momentos opuestos k y —k. Su médulo verifica [11], 21]:

|A(K)[* = |Ao|*wi = |R|? (2.81)

De esta expresién se deduce que, como |A(k)|? es la probabilidad de que se cree un par
particula-antiparticula con vectores de onda k y —k y |A4g|? da la probabilidad absoluta de que
no se cree ninguna particula en el modo k, entonces wy representa la probabilidad relativa de
que se produzca un par particula-antiparticula si no hay ninguna particula en el estado inicial.
Teniendo en cuenta esto, la probabilidad de que se produzcan n pares particula-antiparticula

con vectores de ondas k y —k es:
Po(k) = |Ag|*w} (2.82)

La suma de las probabilidades P, (k) para todos los valores posibles de n, que van desde
0 hasta oo, debe ser uno. Esto nos permite obtener el valor de |Ag|*:

Y Puk)=1= A wi =1=[Agf =1 - w (2.83)
n=0

n=0

donde se ha utilizado que Y .2 jz™ = 1/(1 — z). De acuerdo con esto, la probabilidad absoluta

para la creacién de un par es:
AP = Pi(k) = (1w = |R = (1 —wi)w (2.84)

El nimero medio de pares con vector de ondas k esta dado por:

o o oo
N =) nPu(k) =Y n(l —w)wp = (1 - wi)wie Y nwp! (2.85)
n=0 n=0 n=0
Wk
k 1-— Wk ( )

donde se ha tenido en cuenta que:

> d [ d 1 1
S = g (Ser) = s () - (280

Recordando el resultado obtenido para el médulo del coeficiente de reflexién en (2.78) y
utilizando (2.84)), se tiene la igualdad:

€7A7T

2
=(1— _
|R| ( (.L)k)bdk = (1 + ef)\7r)2

= (1 — wk)wk (2.88)
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Una solucién de esta ecuacion es:

1 e/\ﬂ
— 1wy = —— 2.89
“k 1+ e’ “k 1+ et ( )
y, por tanto, el nimero medio de pares creados con vector de ondas k estd dado por:
(k% +m?
Nx = exp(—An) = Ny = exp <_(J_E)> (2.90)
qL0

que coincide con el resultado obtenido aplicando el método de la transformacion de Bogoliubov,
dado por . También puede calcularse la probabilidad de que no se cree ninguna particula
en ningin modo o, dicho de otra forma, la probabilidad de que, partiendo de un estado inicial
in) vacio, se permanezca en este en el estado final |out). Como |Ay(k)|? da la probabilidad
de que no se cree ninguna particula en el modo k, para calcular la probabilidad de que no se
cree ninguna particula en ningiin modo simplemente deberd multiplicarse esta probabilidad para
todos los valores posibles de k. Utilizando (2.83)), (2.89) y (2.90)), se tiene:

| (infout) | H |Ao(k)|? = exp <— > log(1+ Nk)> (2.91)

k

que coincide con la expresiéon (2.63)) obtenida utilizando el método de la transformacién de

Bogoliubov. Es relevante destacar que la ecuacion (2.88)) también admite la solucién matematica:

AT 1

e
1 —wk =

—_— 2.92
1+ e’ (2.92)

Wk = 14 e

Con esta eleccién el nimero de particulas en un modo k estaria dado por: Ny = exp(ﬁ(kf_—k
m?)/(qEp)). En una situacién sin campo eléctrico, no puede tenerse inestabilidad del vacio y
la probabilidad de que en el estado final se siga en el vacio inicial deberia ser 1. En este caso,
se tiene que en el limite Ey — 0, N(k) — +oo y, por tanto, | (injout) |?
de sentido fisico. En cambio, con la solucién para wy dada por , en el limite £y — 0 se

— 0, lo que carece

tiene N (k) — 0, de modo que | (infout) |> — 1, como se espera. Asi, matemdticamente las dos
soluciones (2.89)) y (2.92) son posibles, pero solo la primera de ellas tiene sentido fisico.

2.4. Interpretacion de los resultados

El ntimero de particulas producidas en un modo k presenta un decaimiento exponencial
con el cuadrado de k|, asi como con el cuadrado de la masa. De esta forma, la produccién de
particulas estard muy suprimida para los modos grandes, con k; y k, grandes. Lo mismo ocurrira
en el caso de masas grandes: en el limite m — oo, la produccién de particulas se hace nula. La
interpretacion fisica de este resultado se basa en el hecho de que el campo debe suministrar una
energfa igual a 2mc? para que se produzca el par particula-antiparticula. Asi, en el caso en el que
m — 00 se requeriria que el campo eléctrico proporcionara una energia infinitamente grande, lo
que fisicamente no es posible.

Respecto al resultado obtenido para | (infout) |2, dado por la expresién , se tiene que
si no hay campo eléctrico (Ey = 0), la probabilidad de que no se produzcan particulas en ningin
modo k es 1y, de este modo, el estado final |out) coincide con el estado vacio inicial. Por tanto,
para que tenga lugar la produccion de particulas se necesita un campo eléctrico Eg no nulo.
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Ademids, segun el resultado obtenido se tiene que Ey debe tener un valor suficientemente grande
para que la produccion de particulas sea apreciable. De esta manera, se puede definir un valor
critico . para la magnitud del campo eléctrico, de forma que la produccion de pares particula-
antiparticula solo es apreciable si Ey > FE.. El valor E. se obtiene imponiendo que el trabajo
realizado por la fuerza eléctrica ¢FEy en una escala de longitud caracterizada por la longitud de
onda Compton, A, = h/(mc), sea igual a la energia en reposo de las particulas producidas. Asi,
E. esta dado por:

E. = 2.93
o (2.93)

donde se han recuperado las constantes fundamentales & y ¢ para expresar la soluciéon en el
Sistema Internacional de unidades.

Para concluir esta parte, es importante destacar que los resultados obtenidos coinciden
con los obtenidos originariamente por J. Schwinger en 1951 [3], asi como con los de otros autores
como J. Martin [§] y S. Biswas, A. Shaw y B. Modak [I1]. Asimismo, aunque los cdlculos pre-
sentados aqui se han realizado considerando campos escalares y, en consecuencia, los resultados
obtenidos son aplicables solo a bosones, en 1951 Schwinger realizé el calculo originariamente pa-
ra fermiones y obtuvo un valor para la probabilidad | (inJout) |* que tiene la misma dependencia
que el obtenido aqui para bosones [3]. Asi, en el caso en el que se considera la produccién de
pares electrén-positrén (m = 9,109-1073! kg, ¢ = 1,602-107'° C) a partir del vacio en presencia
de un campo eléctrico externo, utilizando se tiene que el valor critico del campo eléctrico
es B, = 1,32-10'® V/m. Se trata de un valor de campo eléctrico muy elevado e imposible de
conseguir con la tecnologia actual en un laboratorio, ni siquiera utilizando los laseres més po-
tentes disponibles. Esto ha influido en el hecho de que el efecto Schwinger no se haya podido

observar ain de forma experimental.

3. Creacién de particulas en campos de fondo gravitatorios: es-
pacio de De Sitter
A continuacién, se pasa a estudiar los procesos de creacién de particulas en el caso cos-
moldgico, cuando se tiene un campo de fondo gravitatorio. Se considera un espacio-tiempo de
De Sitter, que es un espacio-tiempo curvo que constituye un modelo matematico compatible
con la expansién acelerada del universo. Primero, se introducen unas consideraciones generales

sobre el espacio-tiempo de De Sitter que es preciso conocer y, a continuacion, se pasa a calcular
la produccion de particulas aplicando los métodos ya explicados para el efecto Schwinger.

3.1. Fundamentos sobre el espacio-tiempo de De Sitter

El espacio-tiempo de De Sitter en 3 4+ 1 dimensiones se define como el conjunto de puntos
(20, 21, 22, 23, 24) en el espacio de Minkowski de cinco dimensiones:

ds® = dz2 — d2? — dz3 — d23 — d23 (3.1)
que satisfacen la siguiente ecuacion correspondiente a un hiperboloide:

-2k 22 = —o? (3.2)
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donde « es un parametro que caracteriza la escala de longitud. De acuerdo con esta expresion,
el grupo de simetria del espacio-tiempo de De Sitter de 4 dimensiones es el grupo SO(1,4), que
recibe el nombre de grupo de De Sitter y es el grupo de Lorentz del espacio de Minkowski de 5
dimensiones. Esta caracterizado por 10 parametros, pues existen 10 vectores de Killingﬂ Estos
pueden ser rotaciones en el espacio de 4 dimensiones o boosts, cuyos generadores estdn dados
respectivamente por:

0 d 0 0
N - 1 YR ‘:1727 74 .
2z o2 Z; o7 y oz 20 + 29 97, para i 3 (3.3)

En un espacio-tiempo de 4 dimensiones, el médximo niimero posible de isometrias es 10.
Aquellos espacios de 4 dimensiones en los que el nimero de simetrias es 10 reciben el nombre de
espacios mdzrimamente simétricos. De esta forma, el espacio-tiempo de De Sitter constituye un
espacio maximamente simétrico. El tensor de curvatura de Riemann-Christoffel se define como:

ory, ory
A My 2 A A
uvK oxr - W + FZVme - FZHFZ/T) (34)

Como el espacio de De Sitter es un espacio maximamente simétrico, Ry, se puede escribir

A

de forma proporcional a (gr,gux — 9axgur) v la curvatura escalar R = g"'R,, = g’“’Ru/\V

es constante y mayor que 0 [22, 23]. El espacio de De Sitter es una solucién de vacio de las
ecuaciones del campo de Einstein, que se escriben como:

1
Ry, — iRg’W + Agy =811, (3.5)

donde T}, es el tensor energia-momento, que se anula cuando se estudian soluciones de vacio,
y A es la constante cosmolégica. En el caso en el que T}, = 0, si se contraen los indices p y
v en las ecuaciones del campo de Einstein, se obtiene R = 4A, de forma que el espacio de De
Sitter se caracteriza por una constante cosmoldgica positiva, A > 0. Teniendo en cuenta que en
el espacio de De Sitter Ry, = (1/02) (9w — Grnguv), se puede calcular el tensor de Ricci

(R = R;\L)\V) y la curvatura escalar (R = g"R,.,):

Ruw = y0ur  R= 3 (3.6)

Teniendo en cuenta estas iltimas expresiones e introduciéndolas en en el caso de

solucién de vacio, se obtiene la siguiente relacién entre o y A: o? = % Ademss, si se tiene en

cuenta la primera ecuacién de Friedmann, que en el caso del espacio-tiempo de De Sitter toma
la forma: 2,

Z§:=4§ (3.7)

se tiene que a = % En la primera ecuacién de Friedmann a es el factor de escala, y H = a/a

se denomina pardmetro de Hubble. Asi, en el espacio-tiempo de De Sitter, la curvatura escalar

estd dada por:

R =12H? (3.8)

A continuacién, se pasa a describir las parametrizaciones del espacio de De Sitter que se

van a utilizar posteriormente. Se pueden considerar las coordenadas (¢,x), definidas a través de:

1 1
20 = H ™ sinh(Ht) + iHth|X‘2, 24 = H ' cosh(Ht) — §H6Ht]x|2, 2z =ellz;  (3.9)

'Los vectores de Killing £* son aquellos que verifican la ecuacién de Killing, que toma la forma: V€ +Vué =
0, donde V,, denota el operador derivada covariante.
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donde i =1,2,3y —o0 < t,z; < co. Esta parametrizacion describe la mitad del espacio-tiempo

de De Sitter, con zg 4+ z4 > 0. En este caso, la métrica se expresa como:
ds® = dt* — a*(t)(dz* + dy* + dz*), con a(t) = H ' exp(Ht) (3.10)

Otro sistema de coordenadas que se utilizara para parametrizar el espacio de De Sitter es
el descrito por (¢, x,0,¢):

20 = H 'sinh(Ht), 2z = H 'cosh(Ht)cosy, 2= H 'cosh(Ht)sinycosf  (3.11)

23 = H ' cosh(Ht) sin y sin 6 cos ¢, 24 = H ' cosh(Ht) sin x sin f sin ¢
donde —0 <t <00, 0 < x <7, 0<60<m 0<p <27, de forma que esta parametrizacion

cubre todo el espacio de De Sitter. En este caso, la métrica se expresa:

ds? = dt® — a®(t)[dx? + sin® x(d6? + sin® 0dp?)], con a(t) = H ' cosh (Ht) (3.12)

3.2. Estudio de la produccién de particulas

A continuacién, se estudian los procesos de creacién de particulas en el espacio-tiempo
de De Sitter. Cada uno de los sistemas de coordenadas y estd caracterizado por
un tensor métrico g,,, de forma que la métrica se escribe como: ds? = gudxtdx”. Como el
universo actual no se puede considerar en su totalidad un universo de De Sitter, se estudiara la
produccién de particulas en ambos sistemas de coordenadas. En lugar de trabajar con el tiempo

normal ¢, se puede introducir el tiempo conforme 7, que se define como:

- / o (#)dt (3.13)

Para el sistema de coordenadas (3.10)), se tiene:

1 1
n=—ep(-H) = ) =-gn S ds=

(dn? —da? — dy* —dz*)  (3.14)

mientras que para el sistema de coordenadas ([3.12)), queda:

1
_ -1 _
n=2tan" [exp(Ht)] = a(n) = Hsin) (3.15)
1
ds® = 7.2[d772 — dx? — sin® x(d#? + sin® Bdp?)] (3.16)
H?2sin*n

Se considera un campo escalar real ¢(t,x) de masa m. La densidad lagrangiana del campo
escalar real en el espacio-tiempo de Minkowski debe adaptarse al caso de un espacio-tiempo
curvo. Para ello, hay que tener en cuenta que un espacio-tiempo curvo esta caracterizado por
el tensor métrico g,,,. Ademds, puede tenerse un acoplamiento entre el campo escalar real y el
campo gravitatorio, lo que produce un término adicional de la forma £ R¢, siendo R la curvatura
escalar y £ una constante que habitualmente toma los valores £ = 0 (acoplamiento minimo) o
¢ = 1/6 (acoplamiento conforme). Asi, puede escribirse [4]:

L= SVGlg" 00,6 — (m? + ER)) (3.17)
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donde g = |det g, |. La teorfa es invariante conforme si m =0y £ = 1/6. Aplicando la ecuacién
de Euler-Lagrange, que debe modificarse reemplazando las derivadas habituales por derivadas
covariantes (d, — V), se obtiene la ecuacién para el campo ¢:

oL oL
— -V, —
0¢ " 0(0u9)

donde el operador d’Alembertiano en un espacio-tiempo curvo toma la forma: [0 = ¢"*V,V,.

=0= (O+m?>+£R)p=0 (3.18)

De esta forma, se tiene que:
1
——0,(v/—gg"" 0, ¢ 3.19
L 0.3 0,0) (319)

Antes de calcular la produccién de particulas que tiene lugar en el espacio-tiempo de De

O¢ =

Sitter, hay que tener en cuenta que en un espacio-tiempo curvo hay una ambigiiedad en la defi-
nicion del vacio, pues el comportamiento asintotico de los modos en los que se puede desarrollar
el campo escalar ¢ generalmente no se puede reducir al que se tendria en un espacio-tiempo de
Minkowski. El niimero de particulas se define con respecto a un estado vacio a partir del cual se
construye el espacio de Fock, tal y como se ha descrito en la seccién Por tanto, si hay una
ambigiiedad en la definicién del concepto de vacio, el nimero de particulas no estd bien definido.
Una posible soluciéon pasa por aplicar un método en el que los modos en los que puede desa-
rrollarse el campo ¢, que verifica la ecuacién , son los méas préximos al espacio-tiempo de
Minkowski en el caso asintotico. Asi, estos modos definen en un espacio-tiempo curvo el andlogo

a un estado vacio.

El campo ¢(n,x) se puede cuantizar y desarrollar en modos de forma similar a como se
ha visto para el efecto Schwinger en ([2.25)):

3
000 3) = [ s s (owann.) + o (0.30) (320

donde la separacion de las variables espaciales respecto de las variables temporales ug(n,x) =
fx(n)e™ ™ es posible porque a depende solo de 7. Introduciendo (3.20) en la ecuacién (3.18)), se
obtiene la siguiente ecuacién diferencial para fi(n):

d? fr.(n)

T Q2 (n) fr(n) =0 (3.21)

Igual que ocurria en el efecto Schwinger (ecuacién (2.9)), se ha obtenido una ecuacién
diferencial de segundo orden de tipo oscilador arménico con frecuencia {2, dependiente del
tiempo conforme 7. El cambio que se tiene ahora es que la dependencia de la frecuencia es
distinta: .

Qi (n) = k* + a*(n) [mQ + (5 — 6) R] (3.22)

Recordando lo explicado en la seccién la ecuacion posee soluciones de tipo WKB,
siendo la aproximacién WKB vélida si a(n) varfa suficientemente despacio. A continuacién, se
aplica el método CWKB descrito para el efecto Schwinger en la seccién que considera la
produccién de particulas como un proceso de reflexién en el tiempo [12]. Si se considera la
parametrizacién del espacio de De Sitter dada por , Q. toma la forma:

2 1 2 1 2 1 12
Q. (n) = k+?M7 con M = |m?+ (&= < | R (3.23)
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donde se ha redefinido una nueva constante M que depende de la masa m, de la constante de
acoplamiento £ y de la curvatura escalar R. En este caso, el vacio se define a partir de soluciones
de (3.21)), que para n — oo, segun la aproximaciéon WKB, toman la forma:

Qlk(m[exp@sm, m0)) — iR exp(—iS(n,m0))] (3.24)

donde se ha recordado la expresion (2.73)). En este caso, los puntos de retorno 7.1 y 7,2 son:

M M
Q(ne) =0 = mer =iy mep =i (3.25)

k
De acuerdo con (2.74)), el coeficiente de reflexién estd dado por:

exp(2iS(ne,1,m0)]

_ . 3.26
1+ exp[2iS(ne,1, 7e,2)] (3:26)
Ahora, recordando (2.68]), se calcula S(n¢,1,mc,2) ¥ S(Ne,1,m0):
. T
S(e,1sNe2) = —iMm, S(ie,1,m0) = —iM 5 +6(no) (3.27)

donde 6(np) da lugar a un término de fase en el coeficiente de reflexién y esta dado por:

M M?
5(no) = —\/k2ng + M2 + M log (kz O—i- 1—1—]{;2?7(2)) (3.28)

De esta forma, el médulo del coeficiente de reflexién es:

exp(mM)

_ 2
& 1+ exp(2mM) (3.29)

En el anexo |Ef se demuestra que utilizando la parametrizacién (3.12)) el resultado que se
obtiene es el mismo. De acuerdo con ([2.84]), la probabilidad relativa wy de que se cree un par de
particulas en un modo k es:

exp(—2m M) 1 — o = 1
1+ exp(—27M)’ X7 1+ exp(—2nM)

IR? =w(l—wi) = wi= (3.30)

Aplicando (2.85)) y (2.86)), el niimero medio de pares creados en un espacio-tiempo de De
Sitter como consecuencia de un campo de fondo gravitatorio es:

Wk

Ny = = Ny = exp(—27M) (3.31)

1—wk

Recordando que el valor de M esta dado por (3.23)) y que en el espacio-tiempo de De Sitter
R = 12H?, Ny toma la forma:

Nic = exp < [zz +12 (g - é)} 1/2> (3.32)

Igual que se ha hecho para el efecto Schwinger, también puede calcularse la probabilidad
de que no se creen particulas en ningiin modo. Si se denota por |Ag(k)|? la probabilidad de que
no se cree ninguna particula en el modo k, la probabilidad de que no se cree ninguna particula

en ningin modo sera:

| (injout) |? H |Ap(k)|* = H (1 —wk) =exp (— Zlog[l + exp(—QWM)]) (3.33)
k

k
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donde se han tenido en cuenta las expresiones (2.91)) y (3.30). De acuerdo con (3.30)), 1 — wy
es independiente de k, por lo que el sumatorio en k diverge. Si se toma k = (k, [, m), se puede
eliminar la divergencia fijando un corte £k = N y haciendo que este pueda variar [12}, 24]:

AN
AZZ Z 1= (N+1)>2AN — eglOgNT, conforme N — oo (3.34)
k=0 =0 m=—I

donde se ha usado que, para N — oo, entonces (N + 1)? ~ N2. Para el sistema de coordenadas
dado por (3.12), el momento fisico de un estado con nimero cudntico N es [12] 24]:

N
Kfisico = ————————— f N — 3.35
fisico H_l COSh(Ht) coniorme o0 ( )
Si se fija kfisico, AN puede relacionarse con el tiempo total transcurrido en la evolucién
del estado inicial al estado final:

AN  A(cosh Ht)
N cosh Ht

— HAt (3.36)

que equivale a log N — Ht conforme N y t se hacen grandes. El volumen cuadridimensional
AV} en un intervalo de tiempo At estd dado por [12] 24]:

2

27 2 2 AN 7r2
AV4 = F COShg(Ht)At — mengtHAt — — 4H 310gN (Z 1) (337)

donde se ha considerado el limite de NV y t grandes. De esta forma, se ha eliminado la divergencia

del sumatorio en k y la probabilidad | (infout) |? es

4H*
| (injout) |* = exp (-I'Vy), conT = 7 log[1 + exp(—27M )] (3.38)

donde I denota el ritmo de creacién de particulas. Asimismo, tras haber resuelto la divergencia
del sumatorio en k, también se puede calcular el nimero total de pares creados sumando Ny
para todos los modos k y utilizando (3.37):

ZNk—eXp —27 M) (Z1> —wexp( o M) (3.39)

donde Ny = exp(—27M) se puede sacar fuera del sumatorio porque es independiente de k.

Para finalizar el estudio de la produccién de particulas, se puede calcular lo que ocurre en
el caso en el que el campo ¢ se encuentra en un cierto instante en el vacio conforme. En este
caso, se aplicard el método de la transformacién de Bogoliubov descrito en la seccién Una

transformacion conforme de la métrica g, (z) se define como aquella que presenta la forma:

G (T) = G () = 02 () g () (3.40)

donde z denota un punto del espacio de cuatro dimensiones y Q(z) es una funcién real, finita,
continua y que no se anula. De esta expresion, se observa que si se efectiia una transformacion
conforme sobre el espacio-tiempo de Minkowski escogiendo adecuadamente el valor de Q(z), se
obtiene la métrica de De Sitter propia de las parametrizaciones y , de modo que si
g denota el tensor métrico del espacio de De Sitter, entonces g, (z) = Q%(2)n,,. En el caso de
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(3.14), Q%(z) = 1/(H?*n?); y en el de (3.16)), Q?(x) = 1/(H?sin?n). Asi, se dice que el espacio
de De Sitter es conforme respecto del espacio de Minkowski en los dos sistemas de coordenadas
considerados. Para que la ecuacién (3.18]) que verifica el campo ¢ sea invariante conforme, se

requiere que la masa sea nula (m =0) y que £ = 1/6:
1
<D + 6R> ¢ =0 (3.41)

Bajo la transformacién conforme g, — 02 9uv = Nuv, la ecuacion del campo ¢ transforma

de la siguiente manera cuando se aplica una transformacion conforme:
1 = 12\ - 3 1

donde O¢ = 18,0, (2¢) y ¢(z) = Qz)¢(x). Ry ¢ denotan la curvatura escalar y el operador
campo en el espacio de Minkowski. Asf, R = 0 y se tiene la ecuacién: (¢ = 0. La solucién de
esta ecuacién se puede expresar desarrollando el campo ¢ en modos 7 de la siguiente manera:

o(z) = Z (axux(z) + aLﬁf{(x)), con uk(x) L

= 7 3.43
- (27)3/2y/ 20" (3.43)

Teniendo en cuenta que ¢ = Q7 '¢, la descomposicién en modos del campo ¢ se puede
escribir como:

Ba) = 07 () Y (i) + ali (2)) (3.44)

2w
) -

El estado vacio asociado a estos modos, que es destruido cuando se actia sobre él con el
operador ay, se denomina vacio conforme. Teniendo en cuenta todo esto, se procede a estudiar

si en este caso especial de simetria conforme se producen o no particulas. Se resuelve de forma
exacta la ecuacién (3.21)). La solucién normalizada es:

i) = 5 o) V22 () (3.45)

donde H, (kn) es una funcién de Hankel de segundo tipo (en el anexo se aporta més informa-
cién sobre este tipo de funciones especiales). Se ha tenido en cuenta que una ecuacién diferencial

de segundo orden de la forma:

d*u  1-2adu , a?—1?
— =0 3.46
PR (ﬂ 22 ) " (3:46)

tiene como solucién la funcién u = 2%Z,(8z) [19], donde Z,(z) puede ser las funciones de
Bessel J,(z), Y, (z) o combinaciones lineales de ellas como las funciones de Hankel H,El)(z) y

Hﬁz)(z). La ecuacién 1' es un caso particular de 1' cona =1/2, 8 =k, z=ny
v =1/4— M?=9/4— (m?>+£ER)/H?.

Igual que se ha hecho para el efecto Schwinger, se pueden calcular las soluciones de
segun la aproximacién WKB y compararlas con la solucién exacta para obtener el coeficiente de
Bogoliubov By a partir del cual se calcula el niimero de pares de particulas producidos. Teniendo
en cuenta la aproximacion WKB, presenta soluciones de la forma:

ﬂlmexp (-i / ' Wk(n’)dn’> (3.47)

22
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donde Wi (n) = Wéo)(n) = Qp(n) si se considera orden 0 en la aproximacién WKB. Se calcula
la integral de Q(n):

7 n M M?

En el caso asintético n — oo, el valor de la integral anterior es kn y se puede definir un
vacio adiabdtico en el que fi(n) toma la forma:

feln) —— 1% exp(—ikn) (3.49)

n— o0

Utilizando la expresion asintética de H ,@(kn) para 1 — +oo (ver anexo D y conside-
rando el caso en el que la ecuacién (3.18) es invariante conforme (m = 0, £ = 1/6), se tiene
que la solucién exacta (3.45]) se puede expresar en los casos asintéticos n — +oo de la siguiente

o L [ 2 i L
fuln) = 50)! 2 e = (i) (3.50)

Asi, se tiene que en este caso particular con simetria conforme la solucién exacta (|3.45|

manera:

coincide con la solucién (3.50) obtenida mediante la aproximacién WKB en los casos asintéticos
n — to0o. De esta forma, no hay mezcla entre los modos de frecuencia positiva y frecuencia
negativa y, por tanto, el coeficiente de Bogoliubov Sy es nulo y no se producen particulas.

3.3. Interpretacion de los resultados

A la vista de los resultados obtenidos, de acuerdo con la expresién , el nimero medio
de pares creados Nk en un modo k presenta un decaimiento de tipo exponencial con la masa
m. Ademds, otro aspecto relevante es que el resultado es independiente del modo k. De acuerdo
con esta expresion, la produccion de particulas estard muy suprimida para valores grandes de
la masa. En el limite m — 0o, Ny se anula, lo que significa que no se pueden generar particulas
de masa infinita, ya que en ese caso se requeriria que el campo gravitatorio proporcionara una
energia infinita. Respecto al nimero total de particulas creadas, que se ha obtenido sumando Ny
para todos los modos k, el resultado final coincide con Ny reescalado con la constante 4H* /72
y el volumen cuadridimensional V.

Por su parte, la probabilidad | (in|out) |?> de que no se cree ninguna particula en ningiin
modo presenta un decaimiento de tipo exponencial con el ritmo de creacién de particulas I'. Este
disminuye conforme aumenta el valor de la constante M dada por , haciéndose nulo en el
limite M — oo y siendo méximo para M = 0, caso en el que vale:

_ 4H*

r=_—"_
2

log 2 (3.51)

En el caso particular en el que m > H, la constante M es muy grande y se tiene que el

ritmo de creacion de particulas decae de forma exponencial con M:
4H*
log[1 + exp(—27M)] ~ exp(—27 M) = T~ —-exp(—21M) (3.52)
T

Finalmente, respecto al caso en el que el campo se encuentra en un cierto instante en

el vacio conforme, se ha obtenido que no hay produccién de particulas. Esto concuerda con el
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resultado obtenido por L. Parker en 1968 [25], basado en el hecho de que un campo que satisface
una ecuacién que presenta invariancia conforme en un espacio-tiempo conforme respecto al de
Minkowski y que se encuentra en un cierto instante de tiempo en el vacio conforme, permanecera

en este vacio durante todo el tiempo y no habra produccién de particulas.

4. Efecto Casimir dinamico

En esta seccién se describe de forma tedrica el efecto Casimir dindmico. Se pretende ver
que, ademads de la produccién de particulas en presencia de campos de fondo electromagnéticos
o gravitatorios, también puede existir una produccién de particulas relacionada con las fluctua-
ciones del vacio cudntico como respuesta a la rapida variacién de la geometria de un objeto, o
més especificamente, de la posicion de algunas de sus fronteras. Para la descripciéon tedrica que
se va a realizar, se aplica un modelo que caracteriza superficies estaticas a través de propiedades
materiales dependientes del tiempo [26], 27]. Este modelo toma como base el enfoque perturba-
tivo de Ford-Vilenkin [28], y ademds hace uso de la transformacién de Bogoliubov descrita en
la seccién Se calculan magnitudes como la distribucién espectral de particulas creadas, el

numero total de particulas creadas y el ritmo de producciéon de particulas.

Se considera un campo escalar ¢(t,x) sin masa que satisface las condiciones de contorno
de Robin impuestas en un espejo estatico en 1+ 1 dimensiones. Las condiciones de contorno de
Robin para el campo ¢ se definen como:

_ . 99
N 70% frontera
7o €s una constante que se denomina pardmetro de Robin independiente del tiempo y que,

(4.1)

¢ ’ frontera

a la vista de esta expresion, tiene dimensiones de longitud. Este pardmetro nos proporciona un
rango continuo de condiciones de contorno que va desde las condiciones de contorno de Dirichlet
(70 — 0) hasta las de Neumann (79 — o0). Si en su lugar se considera un parametro de Robin
dependiente del tiempo (), se obtiene un modelo que permite simular superficies en movimiento
[26, 27]. Asi, las condiciones de contorno de Robin dependientes del tiempo, si se imponen en

T = 0, Se expresan como:

6(1,0) = (22D | (4.2

El enfoque perturbativo de Ford-Vilenkin consiste en suponer que la dependencia temporal
de v(t) se debe a pequenas desviaciones temporales 07(t) respecto de una constante positiva =y
[28]:

V() = +6v(t), max|dy(t)] <y (v >0) (4.3)

07(t) es una funcién de t que se anula para t — —oo y t — 400 y que se supone conocida.
Asimismo, el enfoque perturbativo que se ha aplicado a «y(t) puede trasladarse al campo ¢(¢, x),
de modo que se tiene:

o(t,x) = do(t, ) + 6o(t, ) (4.4)
donde ¢q satisface la ecuacién de Klein-Gordon, 0%¢y = 0, y las condiciones de contorno de
Robin independientes del tiempo, ¢(t,0) = ~o[0po(t, x)/0x]y—¢. La transformada de Fourier
O (w, x) del campo ¢o(t, z) en la regién x > 0 estd dada por:
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— 55 sin(wx w cos(wx w)a(w) — O(-w)al (—w .
|w|(1+73w2)[ (wz) + Yow cos(w)][O(w)a(w) — O(-w)al (—w)] (4.5)

Oy (w, x) =
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El operador de destruccién del estado final, agy(w), estd relacionado con los operadores
de creacién y destruccién del estado inicial, a;rn(w), a través de la siguiente expresion, que tiene
la forma de una transformacién de Bogoliubov (para ver el cdlculo detallado, se puede consultar
el anexo [F)):

_ . w T du’ w’ / / N1 / /

Aout (W) = ain(w) — 2i, /T’W /700 o W[@(w )ain(w') — O(—w')a), (—w")]él(w — w')
(4.6)
donde 0I'(w) se define como la transformada de Fourier de é-y(t). Como d+(t) se supone conoci-

da, 6T'(w) también es una funcién conocida. Si se toma el hermitico conjugado de esta expresion,
se tiene una relacién similar para el operador de creacién del estado final, aiut(w).

Esto nos permite calcular la distribucion espectral de las particulas creadas, que es el
numero de particulas creadas con frecuencia entre w y w + dw por unidad de frecuencia. Para
ello, se toma el valor medio del operador nimero en el estado |0;,), dado por N =ala, enel que
se toman los operadores de creacién y destruccién del estado final, aiut (W) ¥ aout(w). Hay que
tener en cuenta que, a la vista de , el estado |0;,) es un estado vacio solo respecto de los
operadores del estado inicial, pero no respecto de los del estado final:

dN (w) 1

o = o (Ol () dou ()| Oin) doo (4.7)

Sustituyendo el valor de a (W) ¥ Gout(w) de acuerdo con la ecuacién (4.6), se obtiene la

out

expresién general para la distribucion espectral de particulas creadas:

dN(w) _ 2 w T dw W NZO (o
~ a1 ~202 STz plol(w— © 4.8
=2 () [ el - rew) (4.9

donde se ha utilizado la regla de conmutacion para los operadores de creacién y destruccion,
[ain(w),ajn(w’)] = 21d(w — w'), y se ha aplicado que ain(w) |0in) = 0. A continuacién, puede
calcularse la distribucién espectral de particulas creadas para el caso particular en el que la parte
dependiente del tiempo del parametro de Robin, d7(¢), muestra un comportamiento oscilatorio

con una frecuencia dominante wy:
5(t) = eq cos(wot)e /T (4.9)

con woT > 1. La transformada de Fourier de §v(t), dada por 6I'(w), puede aproximarse por dos
deltas de Dirac en el caso en el que wor > 1:

6T (w)|? ~ gegf[a(w — wo) + 8(w + wo)] (4.10)

Asi, la distribucién espectral de particulas producidas que se obtiene para este caso par-

dN(w) _ (€T w(wy — w) .
Z (2077> (1 + g1+ (wo — oy Ol —w) (4.11)

Este resultado concuerda con el obtenido por los autores que se han tomado como refe-

ticular es:

rencia en el célculo realizado [26], 27]. En la figura [1| se muestra una representacién gréfica de
la distribucién espectral de particulas producidas en funcién del cociente w/wy para distintos
valores del pardmetro 7y. De acuerdo con esta grafica dN(w)/dw se anula para w > wy, por lo

que no se crean particulas para frecuencias superiores a wg. Ademas, el espectro es invariante
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Figura 1: Distribucién espectral de las particulas creadas, [(27)/(€27)]dN/dw, como funcién de
w/wp para tres valores diferentes de -y, tomando wy = 1. La curva roja corresponde a 79 = 1. La
curva azul corresponde a g = 5 y se representa 20[(27)/(e37)]dN/dw para comparar ficilmente
los espectros. La curva verde corresponde a 79 = 10 y se representa 100[(27)/(e27)]dN/dw.

bajo la sustitucién w — wp — w, teniéndose simetria de reflexién en torno a w/wy = 0,5, lo
que significa que las particulas se crean por pares, con frecuencias w y wg — w. Otro aspecto
importante es que si ¢g — 0, caso para el que se tienen condiciones de contorno de Robin con
un parametro independiente del tiempo 7y, el espectro de particulas creadas se hace cero. Este
resultado sugiere que solo hay produccién de particulas si las condiciones de contorno son depen-
dientes del tiempo. El espectro de particulas producidas también se anula en el limite v9 — oo,

correspondiente a condiciones de contorno de Neumann.

Para concluir esta parte de descripcion tedrica, puede calcularse también el niimero total de
particulas creadas. Para ello, simplemente debe integrarse en frecuencia la distribucién espectral

ya calculada:

_ [TdN), &\ [*  w(wo— w)O(wo — w) y
N_/O du ! _<27T>/0 (1+7§w2)[1—|—78(w0_w)2]d (4.12)

El resultado que se obtiene es:

NZ«@%)@+%%Wﬂﬂw@@—ﬁwwmwwwﬂ (4.13)

2m Yoo (4 + 78ed)

En consecuencia, el ritmo de produccién de particulas o niimero total de particulas pro-
ducidas por unidad de tiempo, R = N/, es:

n_ (6%0.18’) (2 + gwp) log(1 + vgwh) — 2y0wo arctan(yowo) (4.14)

2m Yowe (4 + 15wg)
Puede estudiarse esta expresiéon en los casos en los que yywg es muy grande o muy pequeno:

= Si ywp < 1, entonces:

;ggf<fgwg> (4.15)
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Figura 2: Representacién de (27/€3) R frente a wy, tomando 7o = 1.

= Siyowp > 1, se tiene:

9 3
€W | 2In(vowo)
~ 4.1
i (27T> (vowo)* (4.16)

En la figura [2] se representa el ritmo total de creacién de particulas R frente a wg. Se
observa que R empieza creciendo con wg hasta alcanzar un maximo para un cierto valor de wy.

Para valores de wqg superiores, R decrece hasta hacerse cero cuando wg — oo.

5. Conclusiones

A lo largo del trabajo, en el marco de Teoria Cuantica de Campos, se han descrito diferen-
tes procesos de creacién de particulas, ya sea en presencia de campos de fondo electromagnéticos
(efecto Schwinger), gravitatorios (produccién cosmolégica de particulas en un universo de De Sit-
ter) o por variacién rapida en el tiempo de las condiciones de contorno (efecto Casimir dindmico).

En el efecto Schwinger, se ha obtenido que se producen pares particula-antiparticula cuan-
do se aplica un campo eléctrico externo. Sin campo eléctrico no hay produccién de particulas.
Ademds, esta solo resulta apreciable cuando el valor del campo eléctrico estd por encima de
un valor critico. Este valor suele ser muy grande y ello dificulta la observacién experimental
de este efecto. Respecto al caso cosmoldgico, la presencia de un campo gravitatorio ocasiona la
produccién de pares de particulas en un espacio-tiempo de De Sitter. Un caso especial es aquel
en el que se toma el limite en el que se tiene invariancia conforme (m = 0,& = 1/6) y el campo se
encuentra en un cierto instante de tiempo en el vacio conforme. Como el espacio de De Sitter se
relaciona con el espacio de Minkowski a través de una transformacién conforme, se obtiene que
no hay produccién de particulas, lo que concuerda con el importante resultado obtenido previa-
mente por L. Parker [25]. Tanto en el caso del efecto Schwinger como en el de un universo de De
Sitter, se ha obtenido que el nimero de pares de particulas producidas muestra un decaimiento
exponencial con su masa. Si se analiza el nimero de pares producidos en un cierto modo k, en
el caso del efecto Schwinger se ha obtenido que este esta muy suprimido para valores grandes de
k, presentando un decaimiento de tipo exponencial. En cambio, en la produccién de particulas
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en un universo de De Sitter, este es independiente de k.

En el caso del efecto Casimir dindmico, las condiciones de contorno dependientes del
tiempo permiten modelizar una situacién analoga a una superficie en movimiento. El resultado
obtenido es que no hay creacién de particulas para frecuencias superiores a wy y que el espectro
es simétrico respecto de wp/2, lo que significa que las particulas se crean por pares, con frecuen-
cias w y wo —w. Ademas, también se obtiene que cuando las condiciones de contorno de Robin se
hacen independientes del tiempo (¢9 — 0) no hay creacién de particulas. Esto sugiere que es la
variacién en el tiempo de las condiciones de contorno lo que causa la produccién de particulas.
El efecto Casimir dindmico se consiguié observar experimentalmente por primera vez en el ano
2011 utilizando un montaje que constaba de una linea de transmisién y un SQUID [29]. Los
resultados experimentales concuerdan con la prediccion tedrica de que se trata de un proceso de
dos fotones como consecuencia de la simetria del espectro.

Los tres fenémenos analizados poseen la caracteristica comun de que la produccion de
particulas se origina por las fluctuaciones del vacio cuantico, que hacen que este sea inestable.
Asi, se parte de un estado vacio inicial en el que no hay ninguna particula. El vacio fisico del
estado final, en general, no es el mismo que el del estado inicial. Este es el motivo que en el
método de la transformacion de Bogoliubov lleva a la necesidad de relacionar los operadores de
creacion y destruccién en estos dos instantes de tiempo diferentes a través de una transformacion
lineal. De acuerdo con los resultados obtenidos, solo se producen particulas en los casos en los
que el vacio del estado inicial es diferente del vacio del estado final. Si ambos coinciden, entonces
no se producen particulas. Sin embargo, el efecto Casimir dindmico presenta una importante di-
ferencia respecto al efecto Schwinger o la produccién de particulas en un universo de De Sitter.
Esta se basa en el hecho de que, en el efecto Casimir dinamico, la produccion de particulas no se
origina en presencia de un campo de fondo, sino que es la consecuencia de la rapida variacién en
el tiempo de las condiciones de contorno. En cambio, en el efecto Schwinger o en el universo de
De Sitter, la produccion de particulas se debe a la presencia de los campos de fondo eléctrico y

gravitatorio, respectivamente, que suministran la energia necesaria para la creacién de particulas.

También pueden compararse entre si los dos métodos aplicados para analizar los fendme-
nos de produccién de particulas de este trabajo. Mientras en el método de la transformacién de
Bogoliubov ha sido necesario calcular las soluciones exactas de las ecuaciones diferenciales tipo
oscilador armoénico con frecuencia dependiente del tiempo, para asi poder relacionarlas con las
soluciones obtenidas con la aproximacion WKB en el estado inicial y el estado final, en el método
CWKB no se necesita conocer la solucién exacta, pues partiendo de las soluciones tipo WKB se
puede calcular el coeficiente de reflexién y, a partir de este, se calculan las demés magnitudes

relevantes.

Finalmente, se puede afirmar que con la descripcién de estos tres fenémenos de produccion
de particulas se pone de manifiesto la relevancia de las fluctuaciones del vacio cuantico. Estos
resultados tedricos, ademas de poseer una enorme relevancia en diferentes ramas de la Fisica
Teorica como la electrodindmica, la cosmologia o la fisica de particulas, también entranan un
estimulo para el desarrollo posterior de experimentos que posibiliten la observacién de este tipo
de fenémenos.
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A. Efecto Schwinger en un gauge dependiente del espacio

Los calculos que se han presentado en el cuerpo del trabajo para el efecto Schwinger se
han realizado considerando un gauge dependiente de la coordenada temporal ¢, de la forma
AL = (0,0,0, —Ept), que equivale a un campo eléctrico E constante de médulo Ej en el sentido
positivo del eje Z, E = (0,0, Ep). Sin embargo, podemos plantearnos qué ocurre en el caso en el
que se considera un gauge en el que el potencial electromagnético depende de una coordenada
espacial [I1]. Asi, en este anexo se va a presentar el cdlculo realizado en el cuerpo del trabajo para
el efecto Schwinger, pero aplicado al caso en el que el potencial electromagnético A, depende
de la coordenada espacial z:

A, = (Eyz,0,0,0) (A.1)

Los potenciales A, y AL se pueden relacionar por medio de una transformacion gauge:
A’# = A, + 0N (A.2)

donde A es una funcién dada por:
A= —Eozt (A3)

Igual que se ha hecho cuando se ha estudiado el efecto Schwinger en el caso de un gauge
en el que el potencial electromagnético depende de la coordenada temporal, se considera un
campo escalar complejo ¢ de masa m. Este verifica la ecuacién de Klein-Gordon con interaccion

electromagnética ([2.6)):
(D, D" +m*)¢ =0 (A.4)

donde D, = 0, +iqA, denota el operador derivada covariante. Puede expresarse el campo ¢ en

términos de su transformada de Fourier:
_ 1 —iwt Ji(kzx+kyy)
6.%) = g / Ful2)e et thaathm) ook, di, (A5)
Se sustituye ¢ por su transformada de Fourier en la ecuacién (A.4)):
1 o
2 —iwt ji(kgztkyy) _
(DuD" +m*) <(27r)3/2 /fk(z)e e vy dwdkxdkzy> =0 (A.6)
Se desarrolla el miembro de la izquierda en la expresiéon anterior:
/ dwdk,dk, (8,0" + iqd, A" + ig A" — 2 A, AP +m?) fi(z)e@teilkamthyy) —

d? L
= / dwdk,dk, [—w2 + (k2 + k) — 5= +iq00A° + qAgw — ¢° AF + mQ] fi(z)e @teilkerthyy) —

dz?
Esta integral se anula si el integrando es nulo, de forma que se tiene:
d2
(];zgz) + [(w— qFoz)* — kI — ki — m®] fi(z) =0 (A.7)

Se ha obtenido asi una ecuacién diferencial de segundo orden que tiene la forma de la

ecuacién de un oscilador arménico con frecuencia €2 dependiente de la coordenada z:

d? fr(2)
dz2

+QF(2) fr(2) = 0 (A.8)



donde Q(z) estda dada por:
Q2 (2) = (w—qEy2)? — k2 — k; —m? (A.9)

Se trata asi de una ecuacién que tiene forma similar, aunque no igual, a (2.9). Para
resolverla, se define:

w k2 +m?
=/qEoz — —— A=t A.10
g 10T ey qEo (4.10)

donde k:f_ =k2 k2 =kK2+ k:Z Reexpresando la ecuacién 1} en funcién de p y A, se obtiene:

& fr(p)
dp?

+(p* =N filp) =0 (A.11)

En este caso, se va a aplicar el método CWKB descrito en la seccién Los puntos de
retorno p; y p2, que son aquellos que verifican la ecuacién 2(z) = 0, estdn dados por:

p1 = +VA, p2=—VA (A.12)
El coeficiente de reflexién se puede calcular a partir de:

__ exp(2iS(p1, o))
1+ exp(2iS(p1, p2))

(A.13)

donde se ha tenido en cuenta la expresion ([2.74) y po denota el valor inicial de p. S(p, po) estd

dado por:
P VeE=XA A

S(p, po) = / (0> = N)?dp = % =5 log(p+Vp* = N) (A.14)

Po

VeE—X A
—%‘F §log <po+ \/pg—)\)
De esta forma, se tiene:
A
S(pr.pa) = —i% (A.15)
AT

S(p1,po) = —i=~ +8(po) (A.16)

donde d(pp) da lugar a un término de fase en el coeficiente de reflexién que no influye a la hora
de calcular el médulo del coeficiente de reflexién. Asi, el coeficiente de reflexién esta dado por:

_ A st
=Tt (A.17)
y su médulo es:
6—>\7r/2
Bl =T (A.18)

Asi, el médulo del coeficiente de reflexién que se ha obtenido aqui coincide con el que se
obtuvo para un gauge en el que el potencial electromagnético es dependiente del tiempo, dado
por la expresién . En conclusién, las expresiones calculadas en ese caso para el niimero de
pares creados y la probabilidad de que no se cree ninguna particula también seran validas aqui,

obteniéndose el mismo resultado.



B. Funciones especiales

En este anexo se describen las funciones especiales que aparecen en los calculos de este
trabajo. Asimismo, se comentan algunas de sus propiedades y se muestran sus expresiones en

los casos asintéticos.

B.1. Funciones cilindricas parabdlicas
Las funciones cilindricas parabélicas son soluciones de la ecuacién diferencial [30]:

2
%—F(GZQ—FI?Z—FC)JC:O (B.1)

donde z es una variable compleja. Esta ecuacién puede convertirse en las tres formas estandar

dadas por: ,
% - <iz2 + a) f=0 (B.2)
2
% + (izQ — a) f=0 (B.3)
2
flz«;”+<y+;_iz2)f:o (B.4)

La ecuacién tiene un par de soluciones independientes dado por las funciones U(a, 2)
y V(a, 2); tiene como soluciones las funciones W (a, +z), donde x denota una variable real;
y tiene como solucién las funciones D, (+z). U(a, 2), V(a,z) y W(a, z) son las llamadas
funciones cilindricas parabdlicas de Weber. D, (z) es una forma alternativa de denotar:

Dy(z) = U (—1 —, z> (B.5)

Las expresiones que relacionan U(a,—z) y V(a, —z) con Ul(a, z) y V(a, z) son, respectiva-

mente:
U(a,—z) = —sin(wa)U(a, z) + F(17:_61)1/(@, 2) (B.6)
2
V(a,—2) = If?f(ima))U(a,z) + sin(ra)V (a, 2) (B.7)
2

El comportamiento asintético de las funciones U(a, z) y V(a,z) para valores grandes y
positivos de z y z > |a| estd dado por [31]:

U(a,z) ~ 67(1/4)2227“*(1/2)[1 +0(272)] (B.8)

Via2) ~ \/Eewz?za—ﬂ/mp L oY) (B.9)
Vs



B.2. Funciones de Hankel

Se tienen funciones de Hankel de primer tipo H, ﬁ” y de segundo tipo Hl(,2), que se definen

Como:
HM(2) = J,(2) + Y, (2) (B.10)
HP(2) = Jy(2) — iV, (2) (B.11)
donde J,(z) y Y, (2) denotan las funciones de Bessel de primer tipo y de segundo tipo, respec-

tivamente, z es un nimero complejo y v es un parametro real o complejo denominado orden.
Ju(z) y Y, (2) son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Bessel, que es una

ecuacién diferencial de segundo orden que tiene la forma:

d2f df

52 2

2 (2 —v =0 B.12
Asimismo, las funciones de Hankel Hy)(z) y H,£2)<Z) constituyen también dos soluciones

linealmente independientes de la ecuacién de Bessel, motivo por el que se conocen como funciones

de Bessel de tercer tipo. J,(z) se puede expresar en forma de desarrollo en serie en torno a z = 0

de la siguiente forma [30]:

_ (_1)k 2N 2k+v
k(R v+ 1) (5) (B-13)

donde T es la funcién gamma. Y, (z) se puede expresar como:

Jy(z)cos(vm) — J_,(2)

sin(vm)

Y, (2) = (B.14)
Cuando z — oo, las funciones de Hankel Hl(,l)(z) y H,E2)(z) se pueden aproximar de la

siguiente manera:

2 o= (B.15
U4

Hy(2)® ~ %6_“2_%”_%”) (B.16)

C. Relacion entre el vacio en los estados inicial y final en el

H,,(Z)(l) ~

efecto Schwinger

En este anexo se demuestra que si el vacio del estado final se construye de la forma dada
por (2.62]):

lout) = H |a1k‘exp < Pie bq mT) |in) (C.1)
K

entonces este es aniquilado por los operadores aOUt y bout de acuerdo con lb y ademas esta

normalizado.

Comprobamos que se verifica (2.34)):

’B*inin 6/) inf\n/ inf\n |;
aail jout) = ayal H‘ p,exp( aiprapT> |in) = ayal H‘ p,z (pr) (apT) |in) =

n!




B /ak in in B /ak in in in in —
al® |ak| Z k (b T) (a kT )™ [in) = |ak‘ Z k (b T)n[(akT)nak+n(akT)n 1] _

1n > Oék int\n— int\n—1 |- %7.in
* Z / e @ ) = — g6 Jout)
=1

= (awal® + ﬁ;;b;“*) lout) = ad™ |out) = 0
donde se ha utilizado el desarrollo en serie de Taylor de la exponencial, la transformaciéon de
Bogoliubov (2.36)) y se ha tenido en cuenta que el tinico momento que contribuye es p = k, ya

que&p;ﬁk a yapJr
el estado |in). Ademds, se ha aplicado la siguiente propiedad:

conmutan y, por tanto, a " puede desplazarse a la derecha para aniquilar

ac(a)" = alax(al)" ™ + (a] )" = al (alax(a])""2 + (a])"7) + (a] )"t =
= (af)2axc(a)""2 + 2(af )" ' = (a} ) ax + n(af)"

De forma andloga, se obtiene que se verifica b0 [out) = 0:

’8* inf in ﬁ /O[ inf\n/,inf\n |;
bl Jout) = byl H‘ exp( pprapT) lin) = ayby H Z =) T) (apT) |in) =
ap

Z Bty 1) ) i) =

|ak|

_ * lnT 1 = ﬁ /ak -1 binT n—1, inf\n—1: .\ __ % _inf
= —Pray o ‘Z (n—1)! ()" ') lin) = —Bka, ' [out)

. (akbi? T 5;;@3* ) lout) = b [out) = 0

Por tanto, el estado ([2.62) cumple (2 . Se comprueba ahora que es también un estado
normalizado:

o 1 *
(out|out) = H 1n\ exp <—Bgag‘bg‘> H —— exp <—BIC)bngang> lin) | =
| aq |O[p‘ Qp

“ T g e (o) () Gl o

Las contribuciones no nulas son aquellas en las que p = q y, ademas, el nimero de

operadores de creacién y de operadores de destruccién es el mismo (n = m). Asi, se tiene:

<out\out>—H‘ai|22 o (2 gy g oy i)

nl

2 apl? = 1\" 1 1
P
(out|out) = || | 5 (inin) E ( TNE ) = | | PWE N = 1
i 1_(1_|04p|2)

n=0 P

donde se ha utilizado la expresién (2.37) y la serie de Taylor »_>° ;™ = 1/(1—x) y se ha tenido
en cuenta que el estado |in) estd normalizado: (in|in) = 1. Ademas, se ha aplicado la siguiente
propiedad:

()" (ala )" in) = (alt)" () "ale + (a2 1] fin) = (af2)" (el [in) = nl in)

Asi, se tiene que el estado ([2.62)) verifica (2.34) y ademds estd normalizado.



D. Relaciéon entre el método de la transformaciéon de Bogoliubov
y el método CWKB

En este anexo se tiene como objetivo determinar la relacién entre el método de la transfor-
macién de Bogoliubov descrito en la seccién[2.2]y el método CWKB descrito en[2.3] En el primer
caso, las cantidades relevantes para determinar la produccién de particulas son los coeficientes
de Bogoliubov «y v By, que caracterizan la transformacién de Bogoliubov que relaciona los es-
tados inicial y final. En el segundo caso, en el que la produccién de particulas se estudia como
un proceso de reflexién, la cantidad relevante es el coeficiente de reflexion R. Asi, se pretende
obtener la relacién entre R y los coeficientes de Bogoliubov ay y Sk [11].

Se parte de un estado inicial |0i,), correspondiente a ¢ — —oo, que se trata de un estado
vacio, en el que no hay ninguna particula. Si se crea un par particula-antiparticula, el estado

. . <z out{ out s ,
que caracteriza esta situacion es bk Tak, f |Oout>, donde |00ut> denota el vacio fisico de este nuevo

estado y los operadores bf{uﬁ y ail,lﬁ se deben a que se crea una antiparticula y una particula,
respectivamente. La probabilidad de que se forme un par particula-antiparticula estd dada por
Oout|aS¥8ut0;,,) |2. Recordamos la transformacién de Bogoliubov que relaciona los operadores

k' Yk g q p

de creacién y destruccién en los instantes inicial y final, dada por (2,36)), que si se invierte se

tiene: 1 g
= —Brap T+ oty = = a—ib}? = a—i{af{uﬁ (D.1)

Asi, se procede a calcular (Ogut|agy b Oin ):

*

O 05 0] = Qo2 (o0 + 250 0) = 25 0ot ) =

Kk Kk Kk
i B
= 5 (Oout|(Bra + 03" 1a2) [0n) = = (Ooue Oin)
k k
donde se ha utilizado que bi" |0;,) = 0, la relacién de conmutacion [agi®, ag"] = Sy v (Oout | ai“” —

0. La probabilidad relativa wy de que se produzca un par de particulas si no hay particulas pre-
sentes en el estado inicial es:

i = ’ <Oout’aﬂ1’ltbﬁUt’01n> ’2 _ 2
| <Oout’01n> ’2

Bic

ak

(D.2)

Si se recuerda la expresién (2.84)), que relaciona el coeficiente de reflexién R y la proba-
bilidad relativa wyx de que se cree un par particula-antiparticula, se tiene la siguiente relacién
entre |R| y los médulos de los coeficientes de Bogoliubov, |ay|? v |Bi/|*:

Bic

Ok

2 2
1 9 | Bx|
o2 = |R|” = 7(\041(\2)2 (D.3)

Ademads, se ve que si en esta ecuacién se introducen las expresiones determinadas para

IR = wi(1 —wy) =

loxc|? v |Bk|? a través del método de la transformacién de Bogoliubov en el caso del efecto
Schwinger, dadas por (2.58)), el valor de |R| que se obtiene coincide con el determinado a través
del método CWKB, dado por (2.78)). Asi:

e*ﬂ')\

2 —TA 2 —mA 2 _
la[*=1+e™™, [Bcl” =e = IR Tt emye

(D.4)



De esta forma, se ha encontrado la relacién entre el coeficiente de reflexién R y los coefi-
cientes de Bogoliubov ay y B y se puede concluir que, si bien el método de la transformacion
de Bogoliubov y el método CWKB son diferentes entre si, se puede relacionar el uno con el otro.

E. Calculo del coeficiente de reflexién en el sistema de coorde-

nadas (3.12)

En este anexo se demuestra que si se considera la parametrizacion del espacio-tiempo de
De Sitter dada por (3.12)), se obtiene también el resultado ([3.29)). Teniendo en cuenta la expresién
(3.26)), el coeficiente de reflexién en este caso se calcula como:

_ exp(2iS(ne,1,m0)] (E.1)
1 + exp[2iS(Ne,1, Ne,2)]

donde S(n,np) es la siguiente integral:
7
S(n,mo) = / Qi (n)dn (E.2)
70

y los puntos de retorno 7.1 y 1.2 en este caso estdn dados por:

M M
= sinneo = i— (E.3)

k
/ 1
() =[R2+ nM 2 (E.4)

que puede reexpresarse de la siguiente forma:

1 M k.2 1 M k‘2
Qu(n) = | k2 M? = 1+ ——sin’n = oy sinn ) =
k(n) iy sup VT3S T T (B2 sin? ] <sin77 T ”)
1

Y n kﬁ sinn
U sing[l 4 (k2/M2)sin?g]t/2 M [1 + (k2/M?)sin® n]1/2

De esta forma, las integrales que se tienen pueden dividirse en dos contribuciones:

/ 1
I:/ k2+sin2nM2dnzll+IQ (E5)

donde I; e I estan dadas por:

Qk(ne) =0 = sinne = —i

En este caso, se tiene:

1
L= | M d E.6
! / sinn[1 + (k2/M?2) sin? n]1/2 g (E6)
2 .
I k sinn (E.7)

= [ = d
M1+ (k2/M2) sin? 172"

Las soluciones de estas integrales son:

L= Mlog (cotn + [(k*/M?) + (1/ sin? n)]1/2> (E3)

1+ @A)



k/M
) ()

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, finalmente se obtiene:

I, = —karcsin (

S(NeasNe2) = —iMm (E.10)

S(Ne,1:m0) = —z‘Mg +6(no) (E.11)

donde 6(np) solo afectard a la fase del coeficiente de reflexién y estd dado por:

T co k2 /M2 1/ sin? 1/2 . k/M
d(no) = —k§+Mlog ( b0 [El —K(kz)/l\—zg)]/l/? o) )—i—k arcsin <[1 n (k2//M2)]1/2 cos 770>

Asi, finalmente el médulo del coeficiente de reflexion es:

exp(mM)
|R| =

~ 1+exp(2rM) (E.12)

que coincide con el resultado (3.29) obtenido para la parametrizacién del espacio-tiempo de De

Sitter dada por (3.10]).

F. Obtencién de la transformacién de Bogoliubov en el efecto
Casimir dinamico
Se dedica este anexo a explicar cémo se calcula la expresion (4.6]). Se aplica el enfoque

perturbativo de Ford-Vilenkin [28], por el que se consideran pequenas desviaciones temporales

07(t) respecto de una constante positiva vg:
V() = +0v(t), méx|5(t)] <y (v >0) (F.1)

donde 67(t) es una funcién de ¢ que se anula para t — —oo0 y t — 400 y que se supone conocida.
Introduciendo esta expresién en la condicién de contorno (4.2)), se obtiene:

o | 242 IR CURC 2] e (F.2)

Asimismo, el enfoque perturbativo que se ha aplicado a «(t) puede trasladarse al campo
o(t, z) [28]:
o(t,x) = ¢o(t,x) + dp(t, x) (F.3)
donde ¢ satisface la ecuacién de Klein-Gordon, 9%¢y = 0, y las condiciones de contorno de
Robin independientes del tiempo:

o 298] —ant0) =0 (F.4)

Dado que ¢ y ¢ satisfacen la ecuacién de Klein-Gordon, §¢ también la verifica: 826¢ = 0.
Sustituyendo (F.3)) en (F.2|) y utilizando (F.4)), se obtiene:
DoP(t, ) Oo(t, x)
—_— —09(t,0) = =6v(t) | —— F.5
o 2 a0, = a9t | P (F.5)
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donde se ha despreciado el término de segundo orden. Resulta 1til trabajar en el dominio de

frecuencias, de modo que se puede realizar la transformada de Fourier:

O(w,x) = /dtqﬁ(t,x)em; Dy (w, ) = /dwo(t, z)e™?t (F.6)

0P(w,z) = /dtégb(t,x)eiwt; 0l (w) = /dtév(t)em (F.7)

Asi, aplicando (F.6) se tiene que la transformada de Fourier ®¢(w,z) en la regién x > 0

estd dada por:

47

— 5 5y Sin(wx w cos(wz Walw) — O(—wa' (—w '
|w|(1+’y(2)w2)[ ( )+'70 ( )][@( ) () @( ) ( )] (FS)

Dp(w, x) =
donde ©(w) es la funcién escalén de Heaviside, que vale 1siw > 0y 0siw < 0. a(w) y a(w) son
los operadores de creacién y destruccion estandar en el dominio de frecuencias. Estos satisfacen
las siguientes reglas de conmutacién:

[a(w), a(w)] = [a' (w), al (W')] = 0; [a(w), a’(w)] = 276(w — ) (F.9)

Si en la ecuacién de Klein-Gordon se expresa d¢(t, x) en términos de su transformada de
Fourier §®(w, x), se obtiene la siguiente ecuacién:

(0% 4 w?)6®(w,x) = 0 (F.10)

Teniendo en cuenta la expresion (F.5) y escribiendo d¢(¢, ) en términos de 0®(w, x), se

tiene que 6P (w, x) verifica:

% [‘W} w0 = - / Cg;’ [W]M ST (w — ') (F.11)

La solucién de la ecuacién (F.10) debe ser tal que ¢(t,z) viaje hacia la derecha, ya que
0¢(t,z) debe describir una contribucién que proviene del espejo y no una que va hacia él. La
solucién buscada puede escribirse en términos de funciones de Green [26, [32]. Asi, se introducen

funciones de Green que satisfacen la siguiente ecuacién diferencial:

82 2 / /
= — F.12
(ax2+w>G(w,x,x) §(x — ') ( )
Por el teorema de Green, se tiene que:
0P(w,z) = —0P(w,0) 2G(w,w,x’) + G(w,0,2) 2(5@(0‘),36) (F.13)
8.’1: =0 a:l: =0

A continuacién, puede elegirse una funcién de Green Gg(w, z,2’) que sea solucién de la
ecuacién (F.11)) y satisfaga la condicién de Robin independiente del tiempo en x = 0. Teniendo
en cuenta ademads la ecuacién (F.3), se obtiene:

(F.14)

P (w,z) = Po(w, z) + Gr(w,0, ) [883:(5@(%0) — M]

o

Si se quiere calcular el campo @, (w,z) en el estado inicial, que en el dominio temporal
verifica:

din(t, ) = tgr_noo o(t, x) (F.15)



la funcién Gg en la ecuacién (F.14]) debe reemplazarse por la funcién de Green retardada,
G¥'(w,0,2), que satisface la condicién de contorno de Robin independiente del tiempo en z = 0:

GrRet(w,07$) = <1_’Y£}/Oa)) eiwx (F16)

De manera similar, si quiere calcularse el campo @, (w, ) en el estado final, que en el
dominio temporal verifica:

Gout (t, ) = tEerooqb(t,a:) (F.17)

la funcién G'g en la ecuacién (F.14) debe sustituirse por la funcién de Green avanzada G%{dV(O, x,w),
que esta dada por:

G (w,0,z) = (%) e (F.18)

A partir de esto, se obtiene la siguiente relacién entre el campo en el estado final ®qy(w, x)
y el campo en el estado inicial @i, (w, z):

1 P
B (0:8) = i) + -G (00,0) = G, 0.0)] (20 | 252D~ g0(wn0))
0 =0

(F.19)

Introduciendo las expresiones (F.8), (F.11)), (F.16) y (F.18) en esta tultima ecuacién, se
obtiene la relacion entre el operador destruccién del estado final, aoyt, y los operadores de

creacion y destruccion del estado inicial, ajn V ain, que tiene la forma de una transformacién de
Bogoliubov:

[ w toodw | W
aout(W) = ain(W)—Q’l W /_oo g W[@(w/)ain(wl) — @(—W/)aj-n(—wl)](sr(w — w/)

(F.20)
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