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1. Introduccion

En este trabajo se aborda el cdlculo numérico de la trayectoria de los proyectiles
disparados por pequefias armas estabilizados giroscdpicamente. Entran dentro de esta
categoria los fusiles, rifles, carabinas y demas armas largas rayadas, asi como las
pistolas o armas cortas. Estas ultimas, sin embargo, tienen alcances eficaces tan cortos
que el cdlculo de su trayectoria no presenta un interés destacado. En cuanto a las
armas largas, pueden presentar alcances de varios kildémetros, aunque su efectividad
practica queda reducida a unos centenares de metros llegando en casos particulares al
orden del kildmetro. Algunos sistemas de armas especializados pueden tener
efectividades de hasta 2 ¢, incluso, 3 km, aunque presentan un volumen y peso que
practicamente las excluye de la categoria de pequefias armas. En todos estos casos es
de aplicacién la aproximacion conocida como de tiro tenso o rasante.

Con los alcances mencionados arriba los efectos que afectan principalmente la
trayectoria del proyectil son, por este orden, la gravedad, el viento y las condiciones
atmosféricas (la densidad del aire). La fuerza de Coriolis, la deriva lateral y la variacién
de las propiedades del aire con la altura son esenciales en el calculo de trayectorias de
mayor alcance como las de los proyectiles de artilleria, pero su efecto es despreciable
en las distancias propias de las pequenas armas.

El calculo de la trayectoria pasa por la integracion de las ecuaciones de movimiento del
proyectil. En el caso de tiro tenso esta tarea se puede realizar facilmente mediante
calculo numérico. La mayor incertidumbre proviene de las caracteristicas
aerodinamicas del proyectil, en concreto de lo que se conoce como su coeficiente
balistico que es un compendio del coeficiente aerodinamico y de la densidad seccional.

El coeficiente balistico promedio de un proyectil a lo largo de su trayectoria se puede
obtener mediante ensayo realizando disparos calibrados. Como dichos ensayos son
costosos, se busca la similitud geométrica de cualquier proyectil problema con alguno
de los modelos estandar ensayados y asi obtener una estimaciéon de su coeficiente
balistico. Este procedimiento, algo tedioso, permitié hace mas de un siglo hacer una
integracién general de las ecuaciones de movimiento para cualquier proyectil afin a
uno modelo dado conocido como método de Siacci. El calculo de las trayectorias de
pequefias armas se ha basado en el método de Siacci hasta hace pocos afios.
Actualmente gracias a la potencia de cdlculo disponible se prefiere la integracion
numeérica de las ecuaciones de movimiento, pero todavia haciendo uso del coeficiente
balistico. En los ultimos afios, gracias al uso de medidas de |dser Doppler, se ha podido
obtener el coeficiente de resistencia en funcidon del nimero de Mach que permite una
caracterizacidn mas precisa del comportamiento aerodinamico de un proyectil. Este es
el camino que se ha intentado abordar en este trabajo.



2. Caracterizacion de la resistencia de
los proyectiles de pequeiias armas

En este apartado se tratard la caracterizacion de la resistencia de los proyectiles
balisticos. Las fuerzas que gobiernan las trayectorias de pequefias armas en tiro tenso
son las fuerzas gravitacionales y la resistencia aerodinamica. La primera se asume
constante e igual a la gravedad local y la segunda depende fundamentalmente de la
forma del proyectil y del viento relativo.

2.1 Ley de resistencia aerodindmica

La fuerza aerodindmica de resistencia al avance o de arrastre (drag force) es la fuerza
gue se opone al avance del proyectil al moverse en un medio viscoso como el aire.
Queda caracterizada por la siguiente expresion

— 1 —
FD = _EpSCDVV

Donde:

F, = vector fuerza de arrastre (drag force)

p = densidad del aire

S = seccién del proyectil

Cp = coeficiente de resistencia (adimensional)
V = vector velocidad del poyectil

V = méddulo de la velocidad

El coeficiente de resistencia depende fundamentalmente de la forma del proyectil, del
numero de Mach y del nimero de Reynolds. Para el rango de velocidades y tamanos
de proyectil de las pequenfas armas, este Ultimo parametro tiene un efecto
despreciable.

El nimero de Mach es la relacion entre la velocidad de un proyectil y la velocidad del
sonido en el medio en el que este se desplaza, en este caso el aire. Es un nimero
adimensional dado por:

M=Y/

Donde c es la velocidad del sonido en el aire.



Como ejemplo, la Figura 1 muestra el coeficiente de resistencia en funcién del nimero
de Mach de un proyectil calibre .30 Ball M2.
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Fig. 1: Funcion del coeficiente de resistencia, proyectil calibre .30 Ball M2.

Dependiendo del nimero de Mach se distinguen diferentes regimenes de flujo:

M < 0.7 Régimen Subsdnico;

0,7 <M < 1,2 Régimen Transodnico o de transicién;

1,2 < M < 5 Régimen Supersdnico

M > 5 Régimen Hipersdnico

En balistica externa de tiro tenso el régimen fundamental de operacion es supersénico.

Existe una coleccién de proyectiles de referencia cuyo coeficiente de resistencia
aerodinamica ha sido determinado en funcidn del nimero de Mach mediante ensayos
normalizados. Dichos proyectiles asi como sus coeficientes de resistencia,
denominados CD], estdn descritos y tabulados en el Anexo I. El subindice J hace

referencia al proyectil estandar correspondiente.

Puesto que los ensayos para determinar el coeficiente de resistencia de un proyectil
son muy caros, los fabricantes intentan referir la resistencia de un proyectil dado con
la de proyectiles de referencia normalizados. Para ello introducen el denominado
factor de forma.



El factor de forma, i, es el cociente del coeficiente de resistencia de un proyectil dado
respecto al coeficiente de resistencia del proyectil estandar / promediado en el rango
supersonico del niumero de Mach:

_ G

i =
]
Cp,

Si el coeficiente de resistencia de un proyectil es mayor que el del proyectil estandar
correspondiente su factor de forma sera mayor que uno y viceversa.

Por razones histdricas y a efectos practicos, los fabricantes utilizan una variable

llamada coeficiente balistico (ballistic coefficient en inglés) BC;, que se define como:

m1 -
BC] = ﬁ; [lb/m ]

Siempre definida en unidades americanas, siendo m/d? la llamada densidad seccional,
que se suele expresar en las mismas unidades [Ib/in?].

Asi pues, conociendo el coeficiente balistico dado por los fabricantes y la densidad
seccional del proyectil, se puede obtener el factor de forma como:

[ = —=—+ [adim]
Lo que permite calcular el coeficiente de resistencia del proyectil mediante la funcién

de resistencia del proyectil estandar correspondiente:

Cpr(M) = i] : CD](M)

2.2 Aproximaciones simples

Ademads de las funciones de resistencia de los proyectiles estandar también existen
aproximaciones simples del coeficiente de resistencia que permiten la obtencién de
soluciones cerradas como veremos mas adelante. Las aproximaciones simples mas
utilizadas del coeficiente de resistencia son:

Coeficiente de resistencia constante: Cp = K;
Coeficiente de resistencia inversamente proporcional al Mach: C,, = K, /M

Coeficiente de resistencia inversamente proporcional a la raiz del Mach: Cp, = K3 /vM



2.3 Propiedades de la atmdsfera

El medio en el que discurren las trayectorias balisticas de pequefias armas es una
delgada capa de la atmdsfera de un espesor de unos pocos metros. La propiedad de la
atmdsfera que influye en la trayectoria es la densidad del aire que depende de la
presién, P,y de la temperatura, T, a través de la expresion:

p [kg/m?]

TRT

Donde presidn y temperatura se obtienen de los registros meteoroldgicos locales y la
constante de los gases vale:

R = 2869 " 14
(Kg K)
El efecto de la humedad ambiente puede tenerse en cuenta haciendo correcciones
sobre la constante R que no se mencionaran aqui.

Finalmente es necesario calcular la velocidad del sonido en el aire:

¢ = /YRT [m/s]

Donde ¥ = 1.4 es la relacién entre los calores especificos del aire que también puede
ser objeto de correccion por efecto de la humedad ambiente.

La diferencia de altura entre el punto mas alto y el mas bajo de una trayectoria de tiro
tenso es tan pequefia que no tiene sentido considerar cambios en la magnitud de la
aceleracién de la gravedad, en la variacién de la presion ni en la variacidon de la
temperatura. Tampoco en la velocidad del sonido ya que solo depende de la
temperatura. Por tanto, durante el calculo de una trayectoria se consideraran todas

estas variables como parametros constantes.



3. Ecuaciones de movimientoy
simplificaciones de tiro tenso o rasante

3.1 Deduccidn de las ecuaciones generales de movimiento
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Fig. 2: Sistema de coordenadas de la trayectoria balistica.

Para la deduccién de las ecuaciones del movimiento de un proyectil con una masa
constante [4, cap. 5], partimos de la archiconocida segunda ley de Newton.

Zﬁzmc‘i

Ahora bien aplicando esta segunda ley de Newton al movimiento de un proyectil con
masa constante obtenemos la siguiente expresién.

dv—zﬁ+ j
mdt— myg

Donde:

m = masa del proyectil; V = vector velocidad,; t = tiempo;
av y R L

T = vector aceleracion; g = vector aceleracion debido a la gravedad;

S
Z F = vector sumatorio de fuerzas aerodinamicas.



Como se ha visto anteriormente en este trabajo solo se va a considerar la fuerza
aerodinamica de resistencia al avance o de arrastre (drag force). Por tanto, la ecuacién
de movimiento queda:

w__1 SCVV +m g
Dividiendo ambos miembros por la masa del proyectil obtenemos la siguiente

expresion:

v pSCp, - .
— = 4%
dt om 't

Los vectores aceleracién, velocidad y aceleracion debida a la gravedad se
descomponen ahora en sus componentes a lo largo del sistema de coordenadas
representado en la Figura 2.

V=V i+V,j+Vk

dv . "
Fri Vei+V,j+V k
g =9}
Donde:
V., = velocidad en el eje X; V, = velocidad eje Y; V, = velocidad eje Z
V, = aceleracioén eje X; Vy = aceleracion eje Y; V, = aceleracioén eje Z

i = vector unitario eje X; j = vector unitario ejeY; k = vector unitario eje Z

Dado que el término pSCp/(2m) aparecerd de forma continuada a partir de ahora, es
conveniente darle nombre a esta nueva variable:

C':* _pSCD_pnCD
b™92m 8 ¢

Donde: C = m/d? = densidad seccional

Noétese que este nuevo Cp no es adimensional y sus dimensiones son la inversa de una
longitud. Esto simplifica notablemente la ecuacidn anterior:

v _ CovV+ g
dt_ D )

10



En componentes:

—

V,=-CyVV,

x®

. A~

V=—-CVV,—g

. -

V,=—=ChVV,

Siendo: V = \/sz + Vy2 +V,? el médulo del vector velocidad.

3.2 Simplificacion de tiro tenso o rasante

En el caso del tiro tenso o rasante la trayectoria esta restringida a las proximidades del
eje X, por lo que en estos casos las componentes V,, y V, de la velocidad seran mucho

mas pequefias que la componente V, .

Ademds si no hay viento cruzado, V, es cero y el médulo del vector velocidad se puede
expresar en funcion de V, y 1,;:

V=R =v, 1+ (/%)

Expandiendo la expresidn anterior en una serie binomial:
2\1/2 1 2 1 4
V=Vx(1+(Vy/Vx)) =Vx[1+§(Vy/Vx) —g(Vy/Vx) +]

En caso de que |Vy/Vx| < 107! Ia expresién binomial muestra que V y V, difieren en
menos del 0,5%. Esta es la se considera como aproximacion de tiro tenso, que siendo
Vy/Vx = tan ¢, el angulo formado entre la trayectoria y el eje X, no debe superar 5.7

grados. Una forma sencilla de definir la aproximacion de tiro rasante sera V = V. .

Tras aplicar esta simplificacion a las ecuaciones de movimiento se obtienen las

siguientes expresiones:

av, R
Ve=—r=—C W’
d‘/y A x
VJ/=E=_CDVxVy_g

11



Puesto que el tiempo aparece como un parametro es posible eliminarlo de las
ecuaciones y obtenerlas en funcidon de la distancia X. La manera mas sencilla de
hacerlo es haciendo uso de la regla de la cadena:

V_de_dedX_V
T dt  dX dt *

._dVy_dVde_V dv.
Yoodt  dX dt * dX

SE
I
~
N

|74
V= d—; = derivada de la velocidad en el eje X respecto de la posicion X

vy = d_)? = derivada de la velocidad en el eje Y respecto de la posicion X

Aplicando este cambio de variable se obtienen las ecuaciones de movimiento de tiro
tenso o rasante expresadas con la derivada de la velocidad respecto de la posicidn X.

! de Ak
Vi=ay ="k
dV, R g
r_ Y _ _ _ 9
VS’_dX CDVy V,

12



4. Soluciones exactas de las ecuaciones
de tiro tenso

Como se comentd en el capitulo 2 existen algunas aproximaciones simples del
coeficiente de resistencia que permiten hallar soluciones analiticas exactas de las
ecuaciones de tiro tenso. En este capitulo vamos a describir las tres expresiones mas
simples que permiten obtener tales soluciones [4, pag. 91].

4.1 Coeficiente de Resistencia constante

Tomando Cp = K; un valor constante, podemos definir C, como:

S S
pS . _ P

— =—K=
2m P 2m? !

Lo que permite la cuadratura de las ecuaciones en funcidon de la distancia para obtener
[4, pag. 92]:

Ve =Vxo e kX

=) (i)
ens =m0+ )

1 1 (Vi 1 Ve 2 Vo
Y=Y, +Xt t? +(i—1) —(——1) 1 (—)
0 an ¢y — 9 [2 7 V. n 7
A partir de las cuales es facil calcular la componente Y y el mddulo de la velocidad:

|4

, = Vi tan ¢ V="Vecos¢p = [VZ+V?

Esta aproximaciéon es util para el cdlculo de trayectorias balisticas de proyectiles
subsénicos e hipersdonicos que presentan un coeficiente de resistencia
aproximadamente constante en ese rango del numero de Mach. Sin embargo no lo es
tanto en el marco de este trabajo que hace referencia a proyectiles en régimen
supersonico caracteristico de las pequenas armas.

13



4.2 Coeficiente de Resistencia inversamente proporcional al
Mach

Esta aproximacion se caracteriza por la expresion siguiente:

K.
CD ES _2
M
Siendo K, un valor constante.

Aproximando en el nimero de Mach como: M = V,./c . De acuerdo con la hipétesis de

tiro tenso. Se tiene:
A pS _pS K, pSKc

*

2m P 2mM  2m V,

Definiendo una nueva variable k,:

pS
kz —_ szc
C}, se puede expresar como:
A PSS Kyc ky
CD = — = =
2m Ve,V

La integracién da como resultado las expresiones siguientes [4, pag. 93]:

Ve = Vo — kX
X V, v,
= L)/
VxO V;c VxO
G-/ m(-50) |
= - (2 -1)/m(1-2
tan ¢ = tan ¢, v\ n 7

s Lo (- () )

V, =V, tan¢ V="Vecos¢p = [VZ+V?

Esta aproximacion del coeficiente de resistencia es utilizada en el limite de velocidades
altamente supersdnicas.

14



4.3 Coeficiente de Resistencia inversamente proporcional a
la raiz cuadrada del Mach

Esta aproximacién es la mas util en el marco de este trabajo ya que se adapta
especialmente bien al régimen supersénico de proyectiles con una buena
aerodinamica como el estandar G7 y similares.

Tomando Cp = K3/v/M . Con K5 un valor constante, C}, se puede expresar como:

Agrupando en k5:

Queda:

Se obtiene como resultado [4, pag. 94]:

1 2
Ve = [T = 5 ks |

. X Vi

VxO V;c
gt 1 VxO VxO
tang =tangpy —— || 1+ |+
® Vel3 Ve Vi

Y=Y, +Xt ! t21 1+2 b
=TIy an ¢, 29 3 Vo
V, =V, tan¢ V=Vcosp= [VZ+V?

Esta aproximacién del coeficiente de resistencia es la mas interesante de las tres
porque los coeficientes de resistencia de muchos proyectiles modernos de pequeiias
armas siguen una ley aproximadamente inversa a la raiz cuadrada del nimero de Mach
en régimen supersonico.

15



5. Integracion numérica de las
ecuaciones de movimiento

Dada la imposibilidad de conseguir una solucidon exacta para una ley de resistencia
general, se pueden aplicar los métodos numéricos de resolucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) de la forma dy/dx = f(x,y). Dentro de la variedad de
métodos numéricos disponibles se ha optado por uno de tipo Runge-Kutta.

5.1 Descripcion del método Runge-Kutta

El método Runge-Kutta (RK) escogido es uno clasico de cuarto orden por representar
un compendio adecuado entre precision y coste computacional.

Escribiendo la ecuacion diferencial en la forma estandar siguiente:
dy
—— x’
i AGSY)
El método Runge-Kutta de cuarto orden se escribe como [5, pag. 746]:

N N 1 - - — —
Yi+1 = Yi + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4)h

Donde:
El = ﬁ(}_;l)
— - > 1—>
ka =F(J’i +§k1 >

Donde h es el tamaiio del paso.

16



5.2 Integracion de la trayectoria respecto al tiempo

Recordando las ecuaciones de movimiento deducidas en el capitulo 3, las derivadas de
las dos componentes de la velocidad respecto al tiempo, es decir, las aceleraciones se

escriben:
dav, N
Ve=—r=—C W
dVy A x
W = dt =—C ViV, —g

Es necesario conocer también la posicidn del proyectil a lo largo del tiempo que puede
obtenerse de las ecuaciones diferenciales siguientes:

X _,
dt  *
ar _,
dt 7

Se observa que ni las derivadas de las velocidades ni las derivadas de las posiciones
dependen explicitamente del tiempo, sino que dependen de las propias velocidades.
Por tanto, cada una de las ecuaciones no se puede resolver de forma individual, sino
gue deben ser tratarlas conjuntamente. Para ello se reescribe el problema en forma

vectorial como sigue:

Vx ax _éB sz
Y Vy Vy

Donde podemos definir los siguientes vectores:

Vx ax _65 sz
y = ) F= -

X Vy Vy

Y vy vy

Con esta nueva notacion el sistema de ecuaciones viene dado por la siguiente forma
compacta:

d R
3 — F -
77 o)

17



Siendo los valores iniciales de las variables (a tiempo cero):
Vo cos ¢y
Vyo Vo sin qbo

Donde Y, es la posicion vertical del caidn respecto a la linea de punteria (Y, < 0)y V,
la velocidad del proyectil en boca de fuego.

El método Runge-Kutta descrito arriba se aplica directamente a la formulacién anterior
siendo en este caso h el paso de tiempo escogido.

5.3 Integracion de la trayectoria respecto a la distancia

De igual forma, recordando las ecuaciones obtenidas en el capitulo 3, las derivadas de
las dos componentes de la velocidad respecto de la posicidn X son:

Vx'=d—X=—CEVx
i dVS’ A g
YT odx D7y v,

Es necesario conocer tanto la posicién Y como el tiempo t. Ambos se obtienen a partir
de las ecuaciones diferenciales de las dos componentes de la velocidad, como se
muestra a continuacién:

X X de 1

ac = * 7 v, ax v

ay ay Vv,
— = 5 —==
e 7 dX V,

Igualmente se puede reescribir el problema en forma vectorial:

A% g
Ny = |7 T
i Vy/Va

1/Vy

18



Donde se definen los siguientes vectores:

-CH V.
Vx N D xg
L _ |W]. B = ~Cp Yy,
y - Y ) -
Vy/Vx
t 1/Vy

Por tanto con la nueva notacion, el sistema vectorial puede escribirse de la siguiente
forma compacta:
5 -F®)

La resolucion del método Runge-Kutta de cuarto orden sigue los mismos pasos
descritos previamente, pero en este caso el tamafio de paso h se expresa en metros.

En lo referente a los valores iniciales solo es necesario introducir t, = 0 [s].

5.4 Estudio de la convergencia del método

Una vez escogido y aplicado el método de integracion numérica a las ecuaciones de
movimiento se debe comprobar si el resultado es satisfactorio. Para ello se recurrird a
un analisis de la convergencia del método, es decir, si la solucién obtenida
numéricamente se aproxima a la solucién exacta de las ecuaciones conforme se reduce
el paso de integracion. Dado que para trayectorias de tiro tenso se dispone de las
soluciones analiticas exactas descritas en el capitulo 4, se utilizaran como soluciones
de referencia.

Por su utilidad en algunos casos se ha escogido la solucion exacta correspondiente a un
coeficiente inversamente proporcional a la raiz cuadrada del Mach (apartado 4.3).

Para llevar a cabo dicho estudio de convergencia se calculara para un caso dado la
solucidén exacta y diversas aproximaciones a la misma mediante el método Runge-
Kutta con pasos de integracién cada vez mas pequeiios. Se calculardn a continuacién
las normas del error asociadas a cada una de las soluciones numéricas verificando a
gué ritmo disminuyen conforme el paso de integracion se reduce.

La norma infinito del error se define como el maximo error en valor absoluto entre los
puntos de la solucion numérica y los correspondientes de la solucidn exacta:

ller?||o = max(lerr;]) vi=12,..N

Siendo N el nimero de paso y err el vector de errores absolutos.
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Mientras que la norma dos se define como:

ller?ll, =

Se ha escogido implementar este estudio de convergencia para la trayectoria de un
proyectil calibre .30 Ball M2. Esta es una de las municiones estandar del ejército
americano de 0.308” de didametro, 150 grain de masa, con una velocidad de 2800 ft/s.
Ver Tabla 1 con estos datos expresados en el SI.

Como se muestra en [4, fig. 5.2, pag. 94] vemos que en el rango de nimero de Mach
de 1.3 y 3, el coeficiente de resistencia del proyectil muestra un buen ajuste con la
siguiente expresion:

Cp = 0.491/VMach
Por lo tanto en este caso: K; = 0.491

Los parametros del tiro estdn contenidos en la Tabla 2 en unidades del sistema
internacional (Sl):

Vo (m/s) d (mm) m (Kg) K3
853.44 7.8232 0.00972 0.491
Tabla 1: Parametros del proyectil calibre .30 ball M2.
T(°C) $o (°) Yo (m)
20 0.31667 0

Tabla 2: Parametros de tiro tenso (SI). Proyectil .30 Ball M2.

Se calculara la trayectoria hasta los 1000 metros, distancia mayor a lo normal en este
tipo de municion. Alargamos la trayectoria Gtil para asi obtener un mayor abanico de
errores y hacer este analisis de convergencia mas riguroso.

Como es natural al haber formulado las ecuaciones de movimiento y su integracién
numérica por Runge-Kutta de dos formas distintas, con las derivadas respecto a la
posicién X y con las derivadas respecto al tiempo, hay que llevar a cabo este analisis de
convergencia para ambas formulaciones.

Se ha integrado la trayectoria con pasos espaciales que van desde un metro hasta 500
metros y con pasos temporales que van desde 2.2 milisegundos hasta 1.1 segundos.
Para cada paso de integracién se han calculado las dos normas de error definidas
anteriormente.

Como ejemplo se muestra en las Figuras 3 y 4 la convergencia de la posicién vertical Y
y del médulo de la velocidad. En ambas graficas en escala logaritmica se aprecia una
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reduccion del error que decrece con la cuarta potencia de la reduccion del paso de
integracion (pendiente -4), lo que corresponde perfectamente con un método de
orden cuatro como el empleado. Por otra parte la reduccidon del error alcanza la
precisiéon de maquina saturando aproximadamente en errores del orden de 102, El
resultado completo del estudio se muestra en los Anexos Il.1 y IL11.

Norma INFINITO: Y

-3 -2.5 -2 -1.5 0.5

(o ¢]

Log (NORMA)

y =4.0709x - 1.1183
R%2=10.9997

RN
[en)

[uiy
No

H
NS

Log (Dt)

Fig. 3: Grdfica de la norma infinito de la posicion Y, Runge-Kutta respecto al tiempo.

Norma INFINITO: V

Log (NORMA)

-6
o / y =4.0253x - 11.69

R?=0.9998

-10

-12
Log (DX)

Fig. 4: Grdfica de la norma infinito de la velocidad, Runge-Kutta respecto a la distancia.
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5.5 Metodo iterativo para hacer cero la trayectoria balistica

Como el eje del cafidn estd siempre por debajo y forma un adngulo ¢, con la linea de
punteria (Figura 5), la trayectoria cruza la linea de punteria (Y=0) en dos ocasiones: una
cerca de la boca de fuego (denominada cero proximo) y otra a una mayor distancia
(denominada cero lejano). Las distancias a las que ello se produce dependen del
angulo de elevacion del cafidn, ¢, dicho angulo es el pardmetro que rige la trayectoria
pero es tan pequefio que no se emplea habitualmente. En la practica, la forma de
definir el angulo de elevacién es a través del cero lejano. Es decir, se dice que una
trayectoria hace cero (Y=0) a X metros.

Definida una trayectoria por su “cero” (cero lejano) es necesario calcular el angulo de
elevacion (¢,) que cumplira con dicho requisito.

4

Range

Fig. 5: Sistema de coordenadas de la trayectoria balistica para hacer cero.

Para calcular el angulo ¢, es necesario implementar un método de prueba y error que
integre la trayectoria para diferentes dngulos de elevacién hasta dar con que el que
cumple el cero lejano impuesto. Se ha desarrollado un programa que junto a la
integracion numérica de la trayectoria, calcula el angulo ¢, necesario para hacer cero
a una distancia X mediante el método de la secante. El método de la secante es un
método numérico iterativo para buscar el cero de una funcién, en este caso de la
coordenada Y, dependiente de una cierta variable, en este caso del dngulo ¢,.

El método de la secante (Figura 6) se formula de manera general para una funcién
f(x) de igual forma que en [5, pag. 154], esto es:

Yo = s — fO) O — xp)
T f o) — f()
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Fig. 6: Representacion grdfica del método de la secante.

Aplicado a este caso, la funcién que buscamos hacer cero serd la posicion Y = f(¢,),
que es dependiente del angulo ¢,. Entonces la férmula anterior toma la forma:

i f(#0) (o' ™" = 0')
f(do'™) = f(¢o")

Asi pues se aplicara este método integrando numéricamente la trayectoria para cada

¢0i+1 = ¢o

valor de ¢, repetidas veces hasta llegar a la precision deseada para hacer cero (Y=0),
por ejemplo: Y = 0 + 1 mm. En la practica se consigue hacer cero con tolerancia de
0.1 mm en cuatro iteraciones.

El método requiere de dos valores iniciales del angulo ¢,. En este caso se ha utilizado
0° grados y 5.7 grados como valores iniciales, ya que este es el maximo angulo por
definicidn de tiro tenso.

5.6 Comparacion con programas externos de calculo de
trayectorias

Existen en la actualidad un gran nimero de programas para el calculo de trayectorias
balisticas, los hay tanto gratuitos como comerciales, incluso algunos desarrollados por
los propios fabricantes de cartucheria o de Ooptica. Existen también versiones
implementadas en teléfonos méviles (App’s). Aunque su precision estd comprobada
con el uso masivo que se ha hecho con ellos, tienen la desventaja de que no ofrecen
informacién sobre los métodos de calculo utilizados.
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En esta seccion se muestra la comparacién de algunos resultados del método
numeérico desarrollado en este trabajo frente a los de programas con buena reputacién
en el calculo de trayectorias balisticas como son JBM Ballistics [3] y Strelok [2].

En el caso de Strelok vemos que (al menos la versidon gratuita) solo ejecuta calculos de
trayectorias a partir de la funcién de resistencia estandar G1. Dada su funcionalidad y
los pardmetros de entrada demandados para el cdlculo, podemos deducir que utiliza el
método de Siacci. Dicho método es un procedimiento aproximado basado en la
integracion de la trayectoria universal de un proyectil estandar, por lo que sus
resultados no seran tan precisos como los de una integracién numérica. Para una
mayor profundizacién sobre el método de Siacci consultar [4, cap. 6].

En cuanto a JBM Ballistics, dada su funcionalidad y parametros, parece implementar
un método numérico de integracion. Pero desconocemos las ecuaciones y esquemas
utilizados.

5.6.1 Comparacion con proyectil Sierra 90 Gr. HP (funcién G1)
Comenzamos con la comparacion de un proyectil regido por la funcién de resistencia
G1, con el que podemos llevar a cabo la comparacién con ambos programas. Los
pardmetros de dicho proyectil obtenidos de [4, pdg. 113] junto con los parametros del
tiro se muestran en la Tabla 3:

Vo (m/s) d (in) m (gr) BC (Ib/in*)(G1)
1024 0.277 90 0.207
P (atm) T(°C) Distancia del Cero (m) Yo (cm)
1 20 300 -4

Tabla 3: Parametros del proyectil y del tiro tenso. Sierra 90 Gr. HP.

Con nuestro método numérico calculando la trayectoria hasta los 500 metros de
distancia, con un tamafo de paso de 0.4 metros que divide los 500 metros de
trayectoria en 1250 partes, se obtienen los siguientes resultados, Tabla 4:

Integracion Runge-Kutta respecto a la distancia, h=0.4 m
X(m)| Y(cm) V(m/s) | Vx(m/s) | Vy(m/s) | Fi(grados) | t(s)
0 -4 1024 1023.998 2.241 0.125 0
100 12.630 862.855 862.855 0.927 0.062 0.106
200 15.928 719.386 719.386 -0.367 -0.029 0.233
300 | -3.72E-04 | 590.699 590.697 -1.670 -0.162 0.387
400 -44.502 478.163 478.154 -3.021 -0.362 0.575
500 | -132.548 387.826 387.799 -4.523 -0.668 0.808

Tabla 4: Resumen de Resultados Runge-Kutta; proyectil Sierra 90 Gr. HP (G1).

Los resultados obtenidos con los programas de JBM Ballistics y Strelok son los
mostrados en la Tabla 5 y Tabla 6 respectivamente:
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Resultados JBM Ballistics
X(m) Y (cm) V(m/s) t(s)
0 -4 1024 0
100 12.6 863.5 0.106
200 15.9 720.2 0.233
300 0 591.5 0.386
400 -44.4 478.8 0.575
500 -132.2 388.1 0.807
Tabla 5: Resumen de Resultados JBM Ballistics; proyectil Sierra 90 Gr. HP (G1).
Resultados Strelok

X(m) Y (cm) V(m/s) t(s)

0 -4 1024 0
100 13 857.3 0.11
200 16.4 708.8 0.24
300 0 577.6 0.4
400 -46.3 462.9 0.59
500 -139.4 363.7 0.83

Tabla 6: Resumen de Resultados Strelok; proyectil Sierra 90 Gr. HP (G1).

Comparando nuestros resultados con los anteriores de JBM Ballistics y Strelok,

obtenemos los siguientes errores expresados porcentualmente, Tabla 7:

Error respecto a JBM Ballistics Error respecto a Strelok
X (m) Y v t Y %4 t
0 0% 0% 0% 0% 0% 0%
50 0.059% 0.037% 0.110% 3.333% 0.272% 15.094%
100 0.238% 0.075% 0.417% 2.846% 0.648% 3.235%
150 0.331% 0.102% 0.022% 2.672% 1.075% 1.743%
200 0.177% 0.113% 0.171% 2.877% 1.494% 2.750%
250 0.444% 0.117% 0.111% 3.143% 1.892% 1.180%
300 0% 0.135% 0.218% 0% 2.268% 3.290%
350 0.023% 0.120% 0.007% 3.741% 2.674% 2.850%
400 0.229% 0.133% 0.033% 3.884% 3.297% 2.510%
450 0.200% 0.106% 0.084% 4.365% 4.435% 2.061%
500 0.263% 0.071% 0.149% 4.915% 6.633% 2.626%

Tabla 7: Errores en la comparacion con JBM Ballistics y Strelok; Sierra 90 Gr. HP (G1).

Los errores obtenidos en la comparacion de resultados con JBM Ballistics son de
menos del 0.5%, obteniendo unos resultados altamente similares a los nuestros.

En la comparacion con Strelok apreciamos errores algo mayores pese a seguir siendo
relativamente bajos. Esto posiblemente se deba a que como mencionamos
anteriormente Strelok use un método aproximado, por lo que su precisién es algo
menor. Se muestra una exhaustiva comparacién de resultados con otros proyectiles en

los Anexos IIL.1y LIl
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6. Correcciones por accion del Viento

La desviacion de la trayectoria del proyectil por efecto del viento puede ser
importante, especialmente en largas distancias.

Para estudiar la correccion por accidn del viento se procede de forma similar a la vista
en el apartado 3.1 de este trabajo, donde se han deducido las ecuaciones de
movimiento de la trayectoria balistica [4, cap. 7]. En este caso el sistema de
coordenadas a usar serd el mismo que en apartados anteriores solo que afiadiendo un

_
vector velocidad del viento, W, cuyas componentes podemos ver en la Figura 7.

Y
bW,
v
: %
W, 170 Fp
j iy
1 ¢, mg ¥
s -
K __,__{___________5“28_" _____________ X// X
&
¥
5

Fig. 7: Sistema de coordenadas de la trayectoria balistica con viento

Teniendo en cuenta la velocidad del viento en la deduccion de las ecuaciones de
movimiento, es necesario trabajar con la velocidad relativa, es decir, de (I7 - W). La
fuerza de resistencia tendrd la direccién y el sentido contrario a dicha velocidad
relativa. Un fuerte viento en contra de la direccién de tiro resultara en un alcance
menor y viceversa, mientras que un viento cruzado conllevara una desviacion lateral.

Sustituyendo en la ecuacidon de la aceleracion del apartado 3.1 la velocidad del
proyectil por la velocidad relativa con viento, se obtiene la siguiente ecuacion de
movimiento:

W v (-W)+ g
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Siendo V el mdédulo de la velocidad relativa respecto al viento, que en el sistema de
coordenadas mostrado en la Figura 7 sera:

—

V=17 W] = [~ W02+ (%~ )+ 7, — W)

Por lo que las ecuaciones cinematicas de la trayectoria balistica con viento seran:

V,==Cp V(V — W)
Vy = _65 V(Vy_Wy)_g

V,=—=Cp V(V, — W)

Ecuaciones a las que de igual manera podemos aplicar una simplificacion de tiro tenso
o rasante.

6.1 Simplificacion de tiro tenso o rasante con viento

Al particularizar estas ecuaciones de movimiento en una trayectoria balistica de tiro
tenso hay que trabajar con la velocidad relativa, V, y ver cual es la contribucion de las
distintas componentes de las velocidades. Para ello expresamos el mdédulo de la
velocidad relativa de la siguiente forma:

‘7=\/(VX_W")2+(Vy_Wy)2+(Vz—Wz)2=(Vx—Wx)\/m

Siendo: gy =V, = Wy) [/ (Ve — Wy)

&= (V, = W)/ (Ve — Wy)

Esta expresion del modulo de la velocidad relativa puede ser expandida como una
serie binomial como se hizo en el apartado 3:

V= - W)(1+e,?+e,2)"

., 1 1
V= - 145 (2 +e?) —5 (67 +e?) + |

Donde podemos ver que V' y (V, — W,) van a ser cantidades practicamente iguales en
el caso de una trayectoria balistica de tiro tenso, cuando se cumpla que:

Wl K Vi (W] < Vs W] < Vg

Haciendo que: g2« 1 y 2«1
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Por lo que en este caso la simplificacién de tiro tenso sera:
V=, —W)

Asi pues, aplicando la simplificacion de tiro tenso a las ecuaciones cinematicas de la
trayectoria balistica con viento, obtenemos las siguientes ecuaciones de la aceleracién:

) dV. N
V, = === =Cp (V — Wy)?

dt
. dl A
Go=—r=—C (h—W(% - W) —g
coodv, o,
Vo=—r=—C (=W, — W)

Podemos ver que la correccion por accidon del viento es en definitiva tener en cuenta la
velocidad del proyectil junto con la del viento, es decir, la velocidad relativa en cada
una de las componentes del sistema de coordenadas.

De la misma forma que vimos en el capitulo 3, mediante un cambio de variable

obtenemos las ecuaciones de la velocidad derivadas respecto a la distancia X. Esta vez

también aplicamos el cambio de variable también a la componente Z de la velocidad:
dv, dV, dX dv,

V== e ==V Y

o T X d

Obteniendo:
A (W)’
X dX D .
VI=%=_A*(x_Wx)([/y_M/y)_£
Y dX P Ve Ve
A (WO W)
VA dX D Vx

De igual forma que en el Capitulo 5, podemos programar nuestro método de
integraciéon numérica con estas ecuaciones de tiro tenso con la correccién de viento. La
diferencia es que ahora afnadimos dos nuevas componentes a la forma vectorial del
método (la posicion Z y su velocidad V,). De esta forma podemos comparar los
resultados de este método con los de programas externos de cdlculo de trayectorias
como hicimos anteriormente. Los resultados de dicha comparacién se encuentran en
el Anexo IV. Donde se aprecia un acuerdo excelente.
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7. Tiro tenso o rasante inclinado

Una situacion particular de bastante interés practico es la de tiro tenso con una cierta
inclinacion. Es decir, aquella en que la linea de punteria no es horizontal. Dicho de otro
modo, cuando se bate un objetivo que estd a una altura mayor o menor que la de la
boca de fuego. Tal como muestra la Figura 8.

En este tipo de trayectorias la gravedad no solo actua en la direccion del eje vertical
tradicional, sino que tiene ahora una componente en la direccion de avance del
proyectil. Para realizar el calculo de este tipo de trayectorias es necesario modificar las
ecuaciones de movimiento del tiro tenso convencional que se han utilizado hasta el
momento.

% T )
‘ Target  -X
\ _

~
\

Gun - X

Fig. 8: Sistema de coordenadas del tiro tenso con inclinacion positiva.

Para ello definimos un nuevo sistema de ejes girado un angulo A (llamado dngulo de
situacion) respecto al anterior.

Como se puede apreciar en la Figura 8, en este nuevo sistema de coordenadas
compuesto por los ejes X e Y la aceleracién de la gravedad tiene proyeccidn sobre

ambos ejes.

Partiendo de la formulacién general de las ecuaciones cinemdticas de cualquier
proyectil sometido solo a fuerzas gravitacionales y aerodindmicas, deducidas en el
capitulo 3. Podemos aplicar esta en el sistema de coordenadas inclinado.

-

v _ Cyv v+
dt_ D g

Descomponiendo la ecuacién de la aceleracién en los ejes inclinados obtenemos:
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V, = =—C,VV,—gsind

V, = =—CpVV,—gcosA

Donde: V= W;Z + 17;,2

Ahora a partir de estas ecuaciones y siendo aplicable la simplificacion de tiro tenso o
rasante, dado que la condicién para dicha simplificacién viene dada porque si
|V,/V;| < 107%; entonces V y ¥, difieren en menos del 0.5%.

Como vimos en el capitulo 3, sabiendo que 173,/17,} = tan¢; y que por definicion
matematicamente estricta en un tiro tenso los angulos de salida y de caida deben ser
menores de 5.7 grados sobre el eje inclinado X, sabemos que esta condicién se
cumplird. De forma que podemos aplicar la simplificacién V = V. quedando las
ecuaciones de la aceleracidn del tiro tenso inclinado de la siguiente forma:

, _dle L, o2 .
Vx=dt=_DVx —gSlnA
oAy
I/S,=—t=—C[’§VxVy—gcosA

De igual forma que se hizo en el capitulo 3, se puede llevar a cabo el siguiente cambio
de variable:

V=—S="2"=y Z=7 W
T dt dX dt  *dfX O F
dv,  dV, dX A
Vy=—"A=—"2—=0 —2=01V
Yodt dX dt *akX  *Y

Para obtener las ecuaciones de movimiento conteniendo la derivada de la velocidad
respecto de la posicion X, a las que se puede aplicar igualmente le método numérico
de integracién desarrollado en las secciones anteriores:

ar, .
Vx’=—,’f=—cgvx—isin,4
dX A
av, A g
V=—"J=—(V —=cosA

y d D %y Vx

Se ha realizado una comparacion de los resultados obtenidos frente a los del programa
JBM Ballistics obteniéndose una concordancia excelente como se muestra en Anexo V.
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8. Aproximacion de la resistencia de
diversos proyectiles mediante la funcion
inversa de la raiz cuadrada del Mach

En este apartado se propone comprobar la viabilidad de utilizar las soluciones exactas
disponibles mediante la aproximacion simple del coeficiente de resistencia
inversamente proporcional a la raiz cuadrada del Mach (C, = K3/vM). La ventaja de
esta estrategia es la enorme sencillez de célculo al disponerse de soluciones cerradas
en forma algebraica.

Para ello se ha decidido proceder ajustando la constante K5 para conseguir la mejor
aproximacion a la cuerva de resistencia de un proyectil estandar G7. Se ha escogido
esta funcion porque aproxima de forma razonablemente buena la curva de resistencia
de proyectiles modernos con buena aerodinamica.

K3
7 \/M

Se busca tener un buen ajuste en el rango del numero de Mach que nos interesa en las

Cp
trayectorias balisticas de tiro tenso, comprendido entre 1.2 y 2.5.
Obtenemos asi un valor de la constante: K3 = 0.4226

Ajuste del coeficiente de 1/raiz(M)

0.400

0.350

0.300

d

© 0.250 —o—Cd_7
== K_3/raiz(M)

0.200 -

0.150

0.100 T T T T T T T T 1

Mach

Fig. 9: Ajuste de K_3 para la funcion de resistencia G7. K_3=0.4226.
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Para obtener el valor del coeficiente K3p de un proyectil p, haremos uso de su factor de
forma relativo al proyectil tipo G7, i?.

K K?
VM VM

De esta forma se obtiene la constante del proyectil p (K;’) y se puede implementar

P _ LD LD
Cp = CD7 i i

facilmente la solucién exacta de esta aproximacion, siendo:
P _ o .iP
K; = K3 i

Una vez conocida la Kf podemos aplicar las formulas cerradas de la trayectoria,
obtenidas en el Apartado 4.3 sin mas que definir k3 como:

pS
k3 = me\/E

La correccién debida a viento cruzado constante puede incorporarse también segun la
féormula [4 pag. 159]:

z=w (e~
B z VxO
V.
v=w,(1-71)
x0

Para estudiar la validez de esta aproximaciéon, en el Anexo VI se ha realizado una
comparacion con los resultados obtenidos mediante integracién numérica.

En dicho Anexo, podemos apreciar que en la comparacion de errores con el método de
integraciéon numérica siendo un método muy preciso, practicamente la totalidad de los
mismo son inferiores al 1%, lo que supone unos errores muy bajos. Por lo que
concluimos que este calculo aproximado es suficientemente valido, siendo un método
interesante para el célculo de trayectorias con muy reducidos costes computacionales
ya que son resultados obtenidos mediante féormulas cerradas.
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9. Conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido la obtenciéon de un programa propio de célculo de
trayectorias balisticas en tiro tenso. Para ello se han expuesto las leyes de resistencia
en este tipo de trayectorias junto con los proyectiles estandar utilizados para
caracterizar dicha resistencia, se han deducido las ecuaciones de movimiento del
proyectil bajo efectos aerodindmicos y gravitacionales asi como los efectos de las
condiciones atmosféricas y se han mostrado las soluciones exactas de dichas
ecuaciones de movimiento para distintas aproximaciones de las leyes de resistencia.

Tras esto se ha elegido e implementado un método de integracién numérica para las
ecuaciones de movimiento que ha sido programado en C/C++. A continuacion se ha
implementado un método numérico iterativo para “hacer cero” la trayectoria, asi
como la aplicaciéon del método de integracion numérica para otros casos como el tiro
tenso inclinado y el tiro tenso con la correccién por viento y se han realizado multiples
simulaciones de distintas trayectorias. Se han comparado los resultados con dos
conocidos programas de cdlculo de trayectorias, como son, JBM Ballistics y Strelok.

Finalmente se ha propuesto un método para calcular la trayectoria de proyectiles
modernos esbeltos mediante la aproximacién de su coeficiente de resistencia
aerodinamico por la funcién inversa de la raiz cuadrada del nimero de Mach. Ello
permite aplicar formulas algebraicas cerradas para la trayectoria. Este método se ha
mostrado suficientemente preciso en los ensayos realizados comparandolo con la
integracion numeérica.

De manera resumida se puede afirmar lo siguiente:

e Se ha establecido la convergencia del método numérico desarrollado haciendo
uso de la solucidn exacta correspondiente a una aproximaciéon simplificada de
las leyes de resistencia, consiguiéndose alcanzar precision de maquina.

e Las comparaciones de resultados obtenidos por integracién numérica con los
ofrecidos por los programas externos de cdlculo de trayectorias muestran un
acuerdo excelente.

e La aproximacion simple mediante las formulas cerradas correspondiente a la
ley de resistencia aerodinamica inversa con la raiz cuadrada del nimero de
Mach parece una solucién suficientemente precisa y econdmica, al menos para
proyectiles con buena aerodindmica asimilable a la del proyectil estandar tipo
7.
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Anexos

I Proyectiles y coeficientes de resistencia estandar

A continuacién presentamos como referencia los distintos proyectiles estandar en
balistica [4, cap. 1]. Empezando con el proyectil tipo 1 (G1), Figura 10; es uno de los
proyectiles mas antiguos existentes, su forma se caracteriza por una base plana y una
ojiva de 2 calibres.
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Fig. 10: Proyectil tipo 1 (G1), dimensiones en calibres.

El proyectil tipo 2 (G2), Figura 11; es un proyectil caracteristico debido a que su ojiva
toma una forma cdnica, lo que es poco comun en proyectiles de pequefias armas.
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Fig. 11: Proyectil tipo 2 (G2), dimensiones en calibres.

El proyectil tipo 5 (G5), Figura 12; se caracteriza por su cola de 7.5 grados (7°30") y su
ojiva de calibre 6.19.
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Fig. 12: Proyectil tipo 5 (G5), dimensiones en calibres.
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En el caso del proyectil tipo 6 (G6), Figura 13; lo que lo caracteriza es su base planay su
ojiva de calibre 6.99.
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Fig. 13: Proyectil tipo 6 (G6), dimensiones en calibres.

El proyectil tipo 7 (G7), Figura 14; es uno de los proyectiles tipo mas usados dado su

parecido a los proyectiles modernos. Este se caracteriza por su cola de 7.5 grados y su
ojiva de calibre 10.

4.230
T.8°

- 2180 ——-

= liw 4
|

| 0.842 |
-

0,600 10.0 R

- | —— 1 450 —

Fig. 14: Proyectil tipo 7 (G7), dimensiones en calibres.

El proyectil tipo 8 (G8), Figura 15; caracterizado por su base plana y una ojiva de calibre
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Fig. 15: Proyectil tipo 8 (G8), dimensiones en calibres

El proyectil tipo esfera (GS), Figura 16; es una esfera de calibre 9/16".
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916" Sphere

Fig. 16: Proyectil tipo esfera (GS), dimensiones en calibres.

El proyectil GL, Figura 17; es un proyectil romo de ojiva de radio calibre 0.5 usado para
representar proyectiles usados a finales de siglo XIX y principios del XX.

)

Fig. 17: Proyectil tipo GL, dimensiones en calibres.
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Finalmente, la Tabla 8 presenta los coeficientes de resistencia en funcién del nimero
de Mach de los distintos proyectiles estandar [McCoy, pag 112]:

Mach | Cpe | Cp, | Cp, Cps Coe | Cp;, | Cog | Cogp
0 0228 | 0263 | 023 | 0171 | 0262 | 012 | 0211 | 0.466
0.5 0.228 0.203 0.198 0.16 0.216 0.119 0.21 0.497
06 | 0228 | 0203 | 018 | 0153 | 0213 | 0119 | 021 | 0526
07 | 0228 | 0217 | 017 | 0147 | 0212 | 012 | 021 | 059
0.8 026 | 0255 | 0167 | 0149 | 0215 | 0124 | 021 | 0.661
0.9 | 0317 | 0342 | 018 | 0182 | 023 | 0146 | 0211 | 0.737
0.95 | 0373 | 0408 | 0259 | 0241 | 0273 | 0205 | 0257 | 0.776
1 0435 | 0481 | 0398 | 0338 | 036 | 038 | 0407 | 0814
105 | 0503 | 0543 | 041 | 0403 | 0426 | 0404 | 0448 | 0.851
11 | 0576 | 0588 | 0411 | 042 | 0447 | 0401 | 0448 | 0.887
12 | 0628 | 0639 | 0402 | 0434 | 0448 | 038 | 0435 | 0.951
13 | 0642 | 0659 | 039 | 0439 | 0439 | 0373 | 0421 | 0991
14 | 0642 | 0663 | 0376 | 0441 | 0428 | 0358 | 0.406 | 1.0030
15 | 0642 | 0657 | 0359 | 0439 | 0416 | 0344 | 0392 | 1.0080
16 | 0642 | 0647 | 0343 | 0433 | 0404 | 0332 | 0378 | 1.0090
18 | 0621 | 0621 | 0315 | 0412 | 0379 | 0312 | 0352 | 1.0070
2 0.602 | 0593 | 0293 | 0386 | 0352 | 0298 | 0329 | 1.0010
22 | 058 | 0569 | 0277 | 0363 | 0325 | 028 | 0308 | 0.994
25 | 0558 | 054 | 0257 | 0335 | 0288 | 027 | 028 | 0981
3 0514 | 0513 | 0231 | 03 | 0241 | 0242 | 0243 | 0.961
35 | 0479 | 0504 | 0209 | 0275 | 0209 | 0215 | 0215 | 0.943
4 0451 | 0501 | 0191 | 0255 | 0187 | 0.194 | 0.195 | 0.928

Tabla 8: Coeficientes de resistencia estdndares frente al nimero de Mach.
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IL.I
Tiempo

Convergencia del método Runge-Kutta respecto al

Vemos la tabla resumen de la norma infinito del error absoluto para cada pardmetro,

Tabla 9:
Log (Norma INFINITO del error)
N Intervalos | Paso (s) | Log(Paso) Y 74 Vx Vy Fi X
2 1.0924 0.0384 -0.775 0.101 0.101 -0.950 -1.883 0.981
4 0.5462 -0.2627 -2.133 -0.867 -0.867 -2.545 -3.609 -0.373
6 0.3641 -0.4388 -2.899 -1.585 -1.585 -3.385 -4.157 -1.136
8 0.2731 -0.5637 -3.432 -2.102 -2.102 -3.948 -4.619 -1.667
10 0.2185 -0.6606 -3.840 -2.496 -2.496 -4.376 -4.990 -2.073
20 0.1092 -0.9616 -5.085 -3.723 -3.723 -5.663 -6.174 -3.316
30 0.0728 -1.1377 -5.804 -4.435 -4.435 -6.394 -6.875 -4.034
50 0.0437 -1.3596 -6.705 -5.330 -5.330 -7.304 -7.782 -4.932
100 0.0218 -1.6606 -7.917 -6.539 -6.539 -8.525 -8.973 -6.144
200 0.0109 -1.9616 -9.124 -7.746 -7.746 -9.737 -10.171 -7.352
400 0.0055 -2.2627 -10.333 -8.952 -8.952 -10.947 | -11.368 -8.558
500 0.0044 -2.3596 -10.719 -9.339 -9.339 -11.336 | -11.756 -8.946
800 0.0027 -2.5637 -11.564 | -10.152 | -10.152 | -12.204 | -12.509 -9.751
900 0.0024 -2.6148 -11.728 | -10.356 | -10.357 | -12.334 | -12.806 -9.970
1000 0.0022 -2.6606 -11.809 | -10.518 | -10.518 | -12.346 | -13.297 | -10.137

Tabla 9: Resumen Norma Infinito, método Runge-Kutta respecto al tiempo.

Vemos la tabla resumen de la norma dos del error absoluto para cada parametro,

Tabla 10:
Log (Norma DOS del error)
N¢ Intervalos | Paso (s) | Log(Paso) Y 4 Vx Vy Fi X
2 1.0924 0.0384 -0.731 0.178 0.177 -0.843 -1.754 1.125
4 0.5462 -0.2627 -1.940 -0.661 | -0.661 -2.294 -3.452 -0.098
6 0.3641 -0.4388 -2.621 -1.293 | -1.293 -3.055 -4.070 -0.782
8 0.2731 -0.5637 -3.092 -1.745 | -1.745 -3.567 -4.504 -1.255
10 0.2185 -0.6606 -3.453 -2.095 | -2.095 -3.951 -4.843 -1.616
20 0.1092 -0.9616 -4.551 -3.173 | -3.173 -5.097 -5.903 -2.714
30 0.0728 -1.1377 -5.182 -3.799 | -3.799 -5.744 -6.523 -3.345
50 0.0437 -1.3596 -5.978 -4.584 | -4.584 -6.550 -7.332 -4.138
100 0.0218 -1.6606 -7.037 -5.642 | -5.642 -7.621 -8.374 -5.199
200 0.0109 -1.9616 -8.094 -6.698 | -6.698 -8.683 -9.423 -6.256
400 0.0055 -2.2627 -9.149 -7.753 | -7.753 -9.742 -10.470 -7.311
500 0.0044 -2.3596 -9.489 -8.091 | -8.091 | -10.082 | -10.803 -7.650
800 0.0027 -2.5637 -10.224 | -8.797 | -8.797 | -10.859 | -11.421 -8.354
900 0.0024 -2.6148 -10.376 | -8.990 | -8.990 | -10.956 | -11.735 -8.549
1000 0.0022 -2.6606 -10.488 | -9.154 | -9.154 | -11.040 | -12.360 -8.723

Tabla 10: Resumen Norma 2, método Runge-Kutta respecto al tiempo.
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Representando el logaritmo decimal del paso frente al logaritmo decimal de la norma
para cada parametro, obtenemos las siguientes graficas, Figuras 18 y 19:
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Fig. 18-a,b,c,d,e,f: Grdficas de la norma infinito, Runge-Kutta respecto al tiempo.
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Fig. 19-a,b,c,d,e,f: Grdficas de la norma dos, Runge-Kutta respecto al tiempo.

44

[o¢]




ILII Convergencia del método Runge-Kutta respecto a la

Distancia
De igual forma, la tabla resumen de la norma infinito del error absoluto de los
parametros calculados, Tabla 11:
Log(Norma INFINITO del error)
N¢ Intervalos | Paso (m) | Log(Paso) Y 74 Vx Vy Fi t
2 500 2.6990 -1.274 -0.781 -0.794 -0.990 -1.657 -2.162
4 250 2.3979 -2.436 -2.030 -2.044 -2.206 -2.871 -3.400
6 166.667 2.2219 -3.157 -2.753 -2.766 -2.925 -3.589 -4.122
8 125 2.0969 -3.672 -3.262 -3.276 -3.435 -4.099 -4.631
10 100 2 -4.072 -3.656 -3.670 -3.830 -4.494 -5.025
20 50 1.6990 -5.307 -4.873 -4.887 -5.050 -5.714 -6.244
30 33.333 1.5229 -6.024 -5.582 -5.596 -5.760 -6.424 -6.953
50 20 1.3010 -6.922 -6.473 -6.487 -6.653 -7.317 -7.845
100 10 1 -8.135 -7.680 -7.693 -7.861 -8.525 -9.052
200 5 0.6990 -9.343 -8.885 -8.899 -9.067 -9.731 -10.258
400 2.5 0.3979 -10.550 | -10.090 | -10.104 | -10.272 | -10.936 | -11.463
500 2 0.3010 -10.939 | -10.485 | -10.499 | -10.659 | -11.323 | -11.849
800 1.25 0.0969 -11.732 | -11.192 | -11.202 | -11.481 | -12.155 | -12.683
900 1.111 0.0458 -12.490 | -11.394 | -11.394 | -11.623 | -12.223 | -12.699
1000 1 0 -12.071 | -11.394 | -11.394 | -11.877 | -12.569 | -13.117

Tabla 11: Resumen Norma Infinito, método Runge-Kutta respecto a la distancia.

A continuacién vemos la tabla resumen de la norma dos del error absoluto para cada

parametro, Tabla 12:

Log(Norma DOS del error)

N¢ Intervalos | Paso (m) | Log(Paso) Y 4 Vx Vy Fi t
2 500 2.6990 -1.270 -0.763 -0.775 -0.986 -1.656 -2.158
4 250 2.3979 -2.412 -1.955 -1.965 -2.177 -2.857 -3.372
6 166.667 2.2219 -3.104 -2.626 -2.635 -2.863 -3.554 -4.061
8 125 2.0969 -3.590 -3.092 -3.100 -3.341 -4.039 -4.539
10 100 2 -3.962 -3.449 -3.457 -3.706 -4.410 -4.904
20 50 1.6990 -5.090 -4.539 -4.546 -4.816 -5.534 -6.013
30 33.333 1.5229 -5.734 -5.168 -5.175 -5.453 -6.175 -6.649
50 20 1.3010 -6.533 -5.954 -5.961 -6.245 -6.972 -7.441
100 10 1 -7.604 -7.016 -7.022 -7.312 -8.041 -8.506
200 5 0.6990 -8.667 -8.073 -8.079 -8.371 -9.103 -9.566
400 2.5 0.3979 -9.725 -9.127 -9.134 -9.428 -10.161 | -10.623
500 2 0.3010 -10.066 -9.478 -9.484 -9.768 -10.500 | -10.961
800 1.25 0.0969 -10.761 | -10.018 | -10.022 | -10.490 | -11.234 | -11.693
900 1.111 0.0458 -11.399 | -10.143 | -10.139 | -10.588 | -11.265 | -11.669
1000 1 0 -11.054 | -10.048 | -10.050 | -10.842 | -11.610 | -12.090
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Representando el logaritmo decimal del paso frente al logaritmo decimal de la norma
para cada parametro, obtenemos las siguientes graficas, Figuras 20 y 21:
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Fig. 20- a,b,c,d,e,f: Grdficas de la norma infinito, Runge-Kutta respecto a la distancia.
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Fig. 21- a,b,c,d,e,f: Grdficas de la norma dos, Runge-Kutta respecto a la distancia.
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[II.I Comparacion con programas externos: Proyectil 7.62
mm M80 (funcién G7)

Este proyectil se aproxima a una funcién de resistencia G7, por lo que no es posible
compararlo con el programa Strelok que solo utiliza la funcidén G1. Los parametros de
dicho proyectil mostrados en [4, pag. 113] junto a los parametros del tiro tenso

expresados en la Tabla 13:

Vo (m/s) d (in) m (gr) BC (Ib/in*)(G7)
856 0.308 147 0.200
P (atm) T (°C) Distancia del Cero (m) Yo (cm)
1 20 300 -4

Tabla 13: Parametros del proyectil y del tiro tenso. Proyectil 7.62mm M80.

Los resultados de nuestro método numérico calculando la trayectoria con un tamaiio

de paso de 0.4 metros, son los mostrados en la Tabla 14:

Integracion Runge-Kutta respecto a la distancia, h=0.4 m
X(m) Y (cm) V(m/s) Vx (m/s) Vy (m/s) | Fi(grados) t(s)
0 -4 856 855.997 2.207 0.148 0
50 7.168 817.541 817.539 1.535 0.108 0.060
100 14.665 780.035 780.034 0.865 0.064 0.122
150 18.128 743.526 743.526 0.196 0.015 0.188
200 17.153 707.996 707.996 -0.473 -0.038 0.257
250 11.282 673.462 673.461 -1.143 -0.097 0.329
300 -4.30E-04 639.887 639.884 -1.814 -0.162 0.406
350 -17.277 607.281 607.276 -2.488 -0.235 0.486
400 -41.209 575.494 575.485 -3.166 -0.315 0.570
450 -72.554 544.532 544.518 -3.847 -0.405 0.660
500 -112.178 514.369 514.349 -4,535 -0.505 0.754
550 -161.082 484.957 484.928 -5.229 -0.618 0.854
600 -220.429 456.296 456.258 -5.931 -0.745 0.961

Tabla 14: Resultados Runge-Kutta. Proyectil 7.62mm M80.
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Los resultados y la comparacion de errores con JBM Ballistics aparecen reflejados en la

Tabla 15:
Resultados JBM Ballistics Error respecto a JBM Ballistics
X (m) Y (cm) V(m/s) t(s) Y v t

0 -4 856 0 0% 0% 0%
50 7.2 817.6 0.06 0.444% 0.007% 0.384%
100 14.7 780.1 0.122 0.240% 0.008% 0.314%
150 18.1 743.5 0.188 0.157% 0.003% 0.020%
200 17.2 708 0.257 0.273% 0.001% 0.018%
250 11.3 673.5 0.329 0.160% 0.006% 0.111%
300 0 640 0.406 0% 0.018% 0.116%
350 -17.3 607.4 0.486 0.134% 0.020% 0.053%
400 -41.2 575.8 0.57 0.023% 0.053% 0.056%
450 -72.5 544.9 0.66 0.074% 0.068% 0.055%
500 -112.1 514.7 0.754 0.070% 0.064% 0.016%
550 -161 485.3 0.854 0.051% 0.071% 0.027%
600 -220.3 456.6 0.96 0.059% 0.067% 0.055%

Tabla 15: Resultados y comparacion con JBM Ballistics. Proyectil 7.62mm M80.
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[ILII Comparacién con programas externos: Proyectil .30 Ball
M2 (funcién G8)

En este caso el proyectil se asemeja a la funcidn G8, por lo que tampoco serd posible
hacer la comparacion de resultados con Strelok. Los parametros del proyectil
mostrados en [4, pag. 113] y los pardmetros del tiro son los mostrados en la Tabla 16:

Vo (m/s) d (in) m(gr) BC (Ib/in*)(G8)
853.44 0.308 150 0.210
P (atm) T (°C) Distancia del Cero (m) Y, (cm)
1 20 600 0

Tabla 16: Parametros del proyectil y del tiro tenso. Proyectil .30 Ball M2.

Resultados del método numérico calculando la trayectoria con un tamafio de paso de
0.4 metros, son los mostrados en la Tabla 17:

Integracion Runge-Kutta respecto a la distancia, h=0.4 m
X(m) Y (cm) V(m/s) | Vx (m/s) | Vy (m/s) | Fi(grados) | t(s)
0 0 853.44 | 853.423 5.413 0.363 0
100 56.266 | 777.313 | 777.304 | 3.781 0.279 0.123
200 96.233 | 703.218 | 703.215 2.158 0.176 0.258
300 116.273 | 631.555 | 631.554 | 0.543 0.049 0.408
400 111.593 | 562.771 | 562.770 | -1.070 -0.109 0.576
500 75.757 | 497.326 | 497.319 | -2.690 -0.310 0.765
600 -1.51E-03 | 435.809 | 435.787 | -4.332 -0.570 0.980

Tabla 17: Resultados Runge-Kutta. Proyectil .30Ball M2.

Los resultados y comparacién de errores con JBM Ballistics son los mostrados en la
Tabla 18:

Resultados JBM Ballistics Error respecto a JBM Ballistics
X(m) Y (cm) V(m/s) t(s) Y v t

0 0 853.44 0 0% 0% 0%
100 56.1 777.4 0.123 0.236% 0.011% 0.199%
200 96.3 703.3 0.258 0.034% 0.012% 0.004%
300 116.1 631.8 0.408 0.168% 0.039% 0.005%
400 111.5 563.1 0.576 0.078% 0.058% 0.046%
500 75.7 497.7 0.765 0.086% 0.075% 0.033%
600 0.0 436.2 0.979 0% 0.090% 0.057%

Tabla 18: Resultados y comparacion con JBM Ballistics. Proyectil .30 Ball M2.
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[V. Comparacidon con programas externos con Viento:
Proyectil 338 Cal 300 gr Hybrid OTM Tactical (funcién G7)

Para esta comparacion con la correccidn de viento se ha decidido usar un proyectil del
fabricante Berger, dicho proyectil se aproxima con la funcién de resistencia G7 por lo
gue se comparara con el programa JBM Ballistics.

Los parametros del proyectil [1] junto con los del tiro tenso se muestran en la Tabla 19:

Vo (m/s) d (in) m (gr) BC (Ib/in®*)(G7)
950 0.338 300 0.421
P (atm) T (°C) ¢o(grados) Yo (cm)
1 20 0.185 -4

Tabla 19: Parametros del proyectil y del tiro tenso. Proyectil Hybrid OTM Tactical.

Para la correccién de viento se utiliza un viento cruzado a 90 grados (hacia la derecha
de la linea de vision) de 5 m/s.

En este caso se calculara la trayectoria hasta los 1500 metros de distancia, ya que
debido a la buena aerodinamica del proyectil a dicha distancia todavia estard en un
régimen de velocidad supersénico.

Los resultados del método numérico calculando la trayectoria con un tamafio de paso

de 0.5 metros, son los mostrados en

la Tabla 20:

Integracion Numérica Run

ge-Kutta respecto a la distancia, h=0.5m

X (m) Y (cm) Z(cm) V(m/s) t(s) Vx (m/s) | Vy(m/s) | Vz(m/s) | Fi(grados)
0 -4 0 950 0 949.995 3.060 0 0.185
100 22.623 1.096 911.609 0.107 911.607 1.904 0.202 0.120
200 37.436 4.483 873.902 0.219 873.902 0.749 0.400 0.049
300 39.399 10.315 836.947 0.336 836.947 -0.405 0.595 -0.028
400 27.351 18.757 800.826 0.459 800.824 -1.559 0.785 -0.112
500 -1.24E-03 29.983 765.587 0.586 765.582 -2.716 0.971 -0.203
600 -44.099 44.177 731.251 0.720 731.239 -3.875 1.151 -0.304
700 -106.553 61.544 697.799 0.860 697.780 -5.039 1.327 -0.414
800 -189.166 82.301 665.247 1.007 665.216 -6.210 1.499 -0.535
900 -293.961 106.692 633.559 1.161 633.514 -7.388 1.666 -0.668
1000 -423.215 134.979 602.741 1.323 602.677 -8.577 1.828 -0.815
1100 -579.498 167.463 572.647 1.493 572.560 -9.776 1.987 -0.978
1200 -765.729 204.488 543.308 1.672 543.193 -10.988 2.141 -1.159
1300 -985.237 246.432 514.692 1.861 514.541 -12.214 2.292 -1.360
1400 | -1241.830 293.726 486.759 2.061 486.567 -13.456 2.439 -1.584
1500 | -1539.910 346.863 459.510 2.273 459.267 -14.717 2.583 -1.835

Tabla 20: Resultados Runge-Kutta. Proyectil Hybrid OTM Tactical.
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Los resultados y comparacién de errores con JBM Ballistics son expresados a

continuacion en la Tabla 21:

Resultados JBM Ballistics

Error respecto a JBM Ballistics

X(m) Y (cm) Z(cm) V (m/s) t(s) Y 4 v t
0 -4 0 950 0 0% 0% 0% 0%
100 22.6 1.1 911.6 0.107 0.101% 0.356% 0.001% 0.426%
200 374 4.5 873.9 0.219 0.097% 0.383% 0.000% 0.225%
300 394 10.3 837 0.336 0.003% 0.147% 0.006% 0.125%
400 27.3 18.7 800.9 0.459 0.186% 0.305% 0.009% 0.094%
500 0 30 765.7 0.586 0% 0.058% 0.015% 0.048%
600 -44.1 44.2 731.3 0.72 0.003% 0.052% 0.007% 0.009%
700 -106.5 61.5 697.9 0.86 0.050% 0.071% 0.014% 0.008%
800 -189.1 82.3 665.3 1.007 0.035% 0.001% 0.008% 0.029%
900 -293.9 106.6 633.7 1.161 0.021% 0.086% 0.022% 0.021%
1000 -423.1 1349 603 1.322 0.027% 0.059% 0.043% 0.045%
1100 -579.4 167.3 573 1.493 0.017% 0.097% 0.062% 0.011%
1200 -765.5 204.3 543.7 1.672 0.030% 0.092% 0.072% 0.008%
1300 -984.9 246.2 515.1 1.861 0.034% 0.094% 0.079% 0.016%
1400 -1241.3 293.4 487.1 2.061 0.043% 0.111% 0.070% 0.007%
1500 -1539.1 346.5 459.9 2.272 0.053% 0.105% 0.085% 0.030%

Tabla 21: Resultados y comparacion con JBM Ballistics. Proyectil Hybrid OTM Tactical.

Como podemos ver en la comparacién sigue habiendo muy buenos resultados ya que
se obtienen diferencias de menos de un 0.5%. De forma que seguimos comprobando la

validez de nuestro método de integracién numérica.
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V. Comparacidn con programas externos, tiro inclinado:
Proyectil .30 Ball M2 (funcion G8)

En el caso de la comparacién del tiro tenso inclinado, se utilizara el proyectil .30Ball M2
semejante a la funcidn de resistencia G8, por lo que haremos dicha comparaciéon con el
programa JBM Ballistics. Este proyectil es el utilizado en una comparacién anterior, los
parametros del proyectil junto con los pardmetros del tiro tenso son los mostrados en
la Tabla 22:

Vo (m/s) d (in) m (gr) BC (Ib/in*)(G8)
853.44 0.308 150 0.210
P (atm) T(°C) ¢o(grados) Yo (cm)
1 20 0.363 0

Tabla 22: Parametros del proyectil y del tiro tenso inclinado. Proyectil .30 Ball M2.

En este caso de tiro tenso inclinado se utilizard una inclinacién positiva de 30 grados
sobre la horizontal (A = 30°). De forma que este angulo es el formado entre los
nuevos ejes inclinados (X e ¥) con la horizontal y la vertical respectivamente.

Los resultados del calculo de trayectoria de tiro tenso inclinado con el método
numeérico, de tamafio de paso de 0.4 metros, son los mostrados en la Tabla 23:

Integracion Runge-Kutta respecto a la distancia, h=0.4 m
X (m) Y (cm) V (m/s) V,(m/s) | V,(m/s) | Fi(grados) t(s)
0 0 853.440 853.423 5.413 0.363 0
100 57.244 776.719 776.709 3.934 0.290 0.123
200 100.390 701.988 701.984 2.465 0.201 0.258
300 126.251 629.646 629.645 1.002 0.091 0.409
400 130.588 560.137 560.137 -0.458 -0.047 0.577
500 107.667 493.926 493.923 -1.924 -0.223 0.767
600 49.600 431.606 431.593 -3.409 -0.453 0.984

Tabla 23: Resultados Runge-Kutta tiro inclinado. Proyectil .30Ball M2.

Los resultados y comparacién de errores con JBM Ballistics para el tiro tenso inclinado
son los mostrados en la Tabla 24:

Resultados JBM Ballistics Error respecto a JBM Ballistics
X (m) Y (cm) V (m/s) t(s) Y v t

0 0 853.44 0 0% 0% 0%
100 57.404 777.8 0.123 0.000% 0.139% 0.162%
200 100.838 703.8 0.258 0.000% 0.257% 0.079%
300 127 632 0.408 0.000% 0.372% 0.145%
400 131.572 562.9 0.575 0.001% 0.491% 0.339%
500 109.474 496.9 0.764 0.003% 0.599% 0.399%
600 52.578 434.8 0.98 0.007% 0.735% 0.371%

Tabla 24: Resultados y comparacion con JBM Ballistics; tiro inclinado. Proyectil .30 Ball M2.
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VI. Comparacién de la trayectoria aproximada mediante un
valor ajustado del coeficiente de 1/raiz(M) frente a la solucion
obtenida numéricamente con la funcion de resistencia (G7)

Para estimar la validez de esta aproximacién se ha realizado una comparacién con los
resultados obtenidos mediante integracién numérica, utilizando el proyectil 7.62 mm
M80 cuya funciéon de resistencia se aproxima bastante a la funcién G7. Los pardmetros
del proyectil obtenidos de [4, pag. 113] junto a los parametros del tiro se muestran en
la Tabla 25. Se ha tomado un viento cruzado positivo (hacia la derecha de la linea de
vision) de 5 m/s:

Vo (m/s) d (in) m(gr) BC (Ib/in?*)(G7) W, (m/s)
856 0.308 147 0.200 5
P (atm) T(°C) ¢o(grados) Yo (cm)
1 20 0.148 -4

Tabla 25: Parametros del proyectil y tiro tenso con viento cruzado. Proyectil 7.62mm MB80.

Los resultados del método numérico calculando la trayectoria con un tamafio de paso
de 0.4 metros se muestran en la Tabla 26:

Integracion Runge-Kutta respecto a la distancia, h=0.4 m

X(m) Y (cm) Z (cm) V(m/s) Vx (m/s) Vy (m/s) | Vz(m/s) | Fi(grados) t(s)
0 -4 0 856 855.997 2.207 0 0.148 0
50 7.168 0.679 817.541 817.539 1.535 0.225 0.108 0.060
100 14.665 2.780 780.035 780.034 0.865 0.444 0.064 0.122
150 18.128 6.402 743.526 743.526 0.196 0.657 0.015 0.188
200 17.153 11.654 707.996 707.996 -0.473 0.864 -0.038 0.257
250 11.282 18.653 673.463 673.461 -1.143 1.066 -0.097 0.329
300 -6.14E-04 27.531 639.888 639.884 -1.814 1.262 -0.162 0.406
350 -17.277 38.431 607.283 607.276 -2.488 1.453 -0.235 0.486
400 -41.210 51.514 575.496 575.485 -3.166 1.639 -0.315 0.570
450 -72.554 66.968 544.535 544,518 -3.848 1.819 -0.405 0.660
500 -112.178 85.001 514.373 514.349 -4.535 1.996 -0.505 0.754
550 -161.083 105.852 484.961 484.928 -5.229 2.167 -0.618 0.854
600 -220.429 129.795 456.302 456.258 -5.931 2.335 -0.745 0.961

Tabla 26: Resultados Runge-Kutta con viento cruzado. Proyectil 7.62mm M80.
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Por otro lado los resultados de la aproximacion simple con el ajuste del coeficiente
K? = 0.4677 para la funcién de resistencia G7 son los mostrados en la Tabla 27:

Trayectoria aproximada mediante el coeficiente; K_3=0.4226

X (m) Y (cm) Z(cm) V(m/s) Vx (m/s) Vy (m/s) Vz (m/s) | Fi(grados) t(s)
0 -4 0 856 855.997 2.207 0 0.148 0
50 7.169 0.672 817.908 817.906 1.536 0.222 0.108 0.060

100 14.669 2.753 780.683 780.682 0.867 0.440 0.064 0.122
150 18.143 6.343 744.325 744.325 0.198 0.652 0.015 0.188
200 17.188 11.555 708.836 708.835 -0.470 0.860 -0.038 0.257
250 11.348 18.513 674.213 674.212 -1.139 1.062 -0.097 0.329
300 1.09E-01 27.352 640.459 640.455 -1.810 1.259 -0.162 0.405
350 -17.114 38.224 607.573 607.566 -2.482 1.451 -0.234 0.485
400 -40.986 51.295 575.554 575.543 -3.159 1.638 -0.314 0.570
450 -72.269 66.753 544.404 544.387 -3.840 1.820 -0.404 0.659
500 -111.836 84.803 514.123 514.099 -4.527 1.997 -0.505 0.754
550 -160.692 105.681 484.710 484.677 -5.222 2.169 -0.617 0.854
600 -219.999 129.646 456.166 456.122 -5.927 2.336 -0.744 0.960

Tabla 27: Resultados de la trayectoria aproximada; K_3=0.4226. Proyectil 7.62mm M80.

Finalmente se muestra el error en tanto por ciento entre la trayectoria aproximada y el
calculo numérico en la Tabla 28:

Error respecto a la solucion numérica; K_3=0.4226

X(m) Y z v Vx Vy Vz Fi t
0 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
50 0.007% | 1.006% 0.045% 0.045% | 0.062% | 0.954% 0.017% | 0.023%
100 0.030% | 0.977% 0.083% 0.083% | 0.203% | 0.853% 0.119% | 0.044%
150 0.082% | 0.919% 0.107% 0.107% | 1.233% | 0.711% 1.124% | 0.063%
200 0.203% | 0.843% 0.119% 0.119% | 0.643% | 0.567% 0.761% | 0.076%
250 0.586% | 0.752% 0.111% 0.111% | 0.330% | 0.411% 0.441% | 0.085%
300 0% 0.650% 0.089% 0.089% | 0.256% | 0.264% 0.345% | 0.088%
350 0.944% | 0.538% 0.048% 0.048% | 0.234% | 0.116% 0.282% | 0.085%
400 0.541% | 0.425% 0.010% 0.010% | 0.214% | 0.021% 0.224% | 0.077%
450 0.392% | 0.322% 0.024% 0.024% | 0.195% | 0.042% 0.171% | 0.065%
500 0.305% | 0.233% 0.049% 0.049% | 0.171% | 0.073% 0.122% | 0.052%
550 0.243% | 0.162% 0.052% 0.052% | 0.133% | 0.068% 0.081% | 0.040%
600 0.195% | 0.115% 0.030% 0.030% | 0.082% | 0.034% 0.052% | 0.031%

Tabla 28: Comparacion con la solucion numérica; K_3=0.4226. Proyectil 7.62mm M80.
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