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BAB I

EKSPEKTASI BERSYARAT DARI VARIABEL
ACAK BIVARIAT

Bab ini akan membahas mean bersyarat dan varians bersyarat terkait dengan
dua variabel acak. Mean bersyarat sangat berguna dalam estimasi parameter
Bayesian dengan fungsi kuadrat.

1.1. Nilai Harapan Bersyarat

Definisi 1.1.

Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak dengan kepadatan gabungan
f (x, y). Ingatlah bahwa kepadatan probabilitas bersyarat dari X, dengan
syarat kejadian Y = y, didefinisikan sebagai berikut

g(x1ly)= : £(¥)>0

di mana f, ( y) adalah kepadatan probabilitas marginal Y. Demikian pula,
kepadatan probabilitas bersyarat dari Y, dengan syarat kejadian X =x,
didefinisikan sebagai berikut

f(x.y)
fi(x)

h(y|x)= , fi(x)>0

di mana f, (x) adalah kepadatan probabilitas marginal dari X.

Mean bersyarat dari X dengan syarat ¥ = y didefinisikan sebagai

My, = E(X]y)

Dimana

z xg (x |y) Jjika X adalah Diskrit

XERy

E(X|y)=

J‘O_O xg(x |y)dx Jjika X adalah Kontinu

Demikian pula, mean bersyarat dari . dengan syarat X = x didefinisikan
sebagai
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My, = E(Y]x)
Dimana
> vh(ylx) jikaY adalah Diskrit
=
E(Y|x)=
[ yh(y1x)dy  jikaY adalahkontinu

Jika X dan Y adalah variabel acak diskrit dengan fungsi kepadatan prob-
abilitas gabungan

%(x+y) untuk x =1,2,3; y=12

f(x,y)=

0 untuk yang lainnya

Berapa mean bersyarat dari X dengan syarat ¥ =), yakni £ (X | y) ?
Jawab :

Untuk menghitung mean bersyarat dari X dengan syarat Y =), kita me-
merlukan kepadatan bersyarat g(x |y) dari X dengan syarat Y =). Na-
mun, untuk mencari g(x |y), kita perlu mengetahui marginal dari Y, yaitu
£>(»). Jadi, kita mulai dengan

L(0)=2 )

x=1
- L6+3y)
EETRNR

Oleh karena itu, kepadatan bersyarat dari X dengan syarat Y = y diberikan
oleh

f(xy)
()

g(x|y)=
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_ x+y
6+3y’

x=1,2,3.

Nilai harapan (ekspektasi) bersyarat dari X dengan syarat kejadian ¥ =y

E(X|y)= xg(x1y)

XERy

:ix x+y

= 6+3y

Conditional Expectation of X given Y=y

ECEIY=1) gy yagy
L

Catatan 1.1. Perhatikan bahwa mean bersyarat dari X dengan syarat Y =y adalah
bergantung hanya pada ), yakni £ (X | y) adalah fungsi ¢ dari y.
Dalam contoh di atas, fungsi ¢ ini merupakan fungsi rasional,
_14+6y
6+3y

yaitu ¢(y)
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M Contoh 1.2. Misalkan X dan Y memiliki fungsi densitas gabungan
x+y untuk0<x, y<I
f(xy)=
0 untuk yang lainnya

Berapa mean bersyarat dari £ (Y | X = %) ?

Jawab :

12 (x) = Io(x+y)dy

1,7
o
1
=x+—
2
h()/lx)=f()(c;);)=x+y
1 X+ —

Joint PDF of Random Variables

Conditional Density h(y|x = 0.33)
2

1.75

1.5

1.25 h(y|x=0.33)
1

0.75

0.5

0.25

0 0z 04 06 08 1

E(Y |X=1j=j;yh(y|x)dy

_ I X+y
_.[oy ldy

X+—

2
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Teorema 1.1.

1
_(,3
—joy s

6
611 2
—gjo(gy” jdy
61 , 1 ,]
= —| — + —
5[6y 3yl

6|1 1
=—| —4+—
215+3)

Mean dari variabel acak Y adalah bilangan deterministik. Mean bersyarat
dari Y dengan syarat X =x, yaitu £ (Y \x) adalah fungsi ¢(x) dari
variabel x. Dengan menggunakan fungsi tersebut dapat membentuk ¢(X )
Fungsi ¢(X) ini adalah variabel acak. Jadi mulai dari fungsi deterministik
E(Y|x), kita telah membentuk variabel acak E(Y | X)=¢(X). Sifat-sifat
penting terkait dengan ekspektasi bersyarat diberikan dengan mengikuti te-
orema berikut ini

Nilai harapan dari variabel acak £ (Y | X ) adalah sama dengan nilai hara-
pan dari Y, yaitu

E(E,, (YIX))=E,(Y)
dimana £ (X ) adalah ekspektasi dari X dengan distribusi dari X dan
E, (Y |X ) adalah nilai harapan (ekspektasi) dari ¥ dengan kepadatan
bersyarat 4(y| X).
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Bukti :

Bukti teorema ini untuk variable kontinu

E (E, (Y1X))=E, U:yh(y |X)dy}

=[] o) £ ()

o0
—00

-] (.[wmyh(ﬂx)fl (X)dy)dx
=[] 1010 £ () vy
-] Z(f I (xay)dx)ydy

=" yh(»)dy

B Contoh 1.3. Seekor serangga meletakan sejumlah ¥ telurdimana ¥ merupakan distribusi
Poisson dengan parameter A. Jika probabilitas setiap telur bertahan adalah
p, lalu berapa rata-rata telur yang akan bertahan?

Jawab :

Misalkan X menunjukkan jumlah telur yang bertahan hidup. Kemudian
diberikan bahwa Y = y (dengan ketentuan bahwa serangga telah meletakan
y telur) variabel acak X memiliki distribusi binomial dengan parameter
y dan p. Jadi

X |Y ~BIN(Y, p)

Y ~POI (A)
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Oleh karena itu, ekspektasi jumlah telur yang bertahan hidup diberikan oleh

E.(X)=E,(E, (XI7)

X

=E,(pY) (karena X |Y ~BIN (Y, p))

= PE, (Y)
=pA (karenaY ~POI (A)
Definisi 1.2. Variabel acak X dikatakan memiliki distribusi campuran jika distribusi

X bergantung pada kuantitas yang juga memiliki distribusi.

B Contoh 1.4. Koin yang adil dilemparkan. Jika gambar pada koin muncul, 1 dadu digulir-
kan. Jika angka pada koin muncul, 2 dadu digulirkan. Misalkan ¥ menjadi
total pada dadu. Berapakah nilai harapan (ekspektasi) dari ¥ ?

Jawab :
Misalkan X menunjukkan hasil dari melempar koin. Kemudian
X ~BER( p ) , dimana probabilitas keberhasilannya adalah p :%

£, (1)=E, (£, (7))

y

1 1
=B (X =0)+—E,, (YX =1)

_l(1+2+3+4+5+6j+

2 6
l(2+6+12+20+30+42+40+36+30+22+12j
2 36

_1(126 252
2136 36
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Teorema 1.2.
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378
72

=5,25

Perhatikan bahwa ekspektasi jumlah titik yang muncul ketika 1 dadu

digulirkan adalah 126 , dan jumlah titik yang diharapkan muncul ketika 2

dadu digulirkan adalah %

Jika X dan Y adalah dua variabel acak dengan mean x, dan g, , dan
standar deviasi o, dan o, . Jika ekspektasi bersyarat ¥ dengan syarat
X = x linier dalam x, maka

E(Y|X =x)=p +p%(x—ux)

X

di mana p menunjukkan koefisien korelasi X dan Y.

Bukti :

Asumsikan bahwa variabel acak X dan Y adalah kontinu. Jika diskrit, buk-
ti teorema mengikuti dengan cara yang sama persis mengganti Integral (I )
dengan Sigma (Z) Diketahui bahwa E(Y | X =x) adalah linier dalam x,
yaitu

E(Y|X =x)=ax+b (1.0)

dimana a dan b adalah dua konstanta. Maka dari itu, dari atas kita dapatkan

Ilyh(y |x)dy=ax+b

yang berarti

y——">"=dy=ax+b

= f(x)
L

Mengalikan kedua sisi dengan f, (x) , kita dapatkan

[ 2 f (x.p)dy=(ax+b)f,(x) (1.1)
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Sekarang mengintegrasikan terhadap x, kita dapatkan

[" ] yr(xy)dyde=|" (ax+b) f;(x)dx

Hasilnya

Ly =ap, +b (1.2)

Sekarang, kita mengalikan persamaan (1.1) dengan x dan kemudian
mengintegrasikan pernyataan yang dihasilkan x untuk mendapatkan

[ b= [ e+ 1) )

Dari sini kita dapatkan

E(XY)=aE(X*)+bu, (1.3)

Menyelesaikan persamaan (1.2) dan persamaan (1.3) untuk @ dan b yang
tidak diketahui, kita dapatkan

Begitu pula yang kita dapatkan

O
b:;uy"'p_y Hx
(o2

X
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Misalkan a dan b menjadi (1.0) kita mendapatkan hasil yang tegas dan
bukti dari teorema sekarang telah selesai.

Misalkan X dan Y adalah variabel acak dengan
EY|X=x)=—x+3dan E(X |Y =y)= —ly+5 . Berapakah koefisien
korelasi X dan Y ? g

Jawab :

Dari Teorema 1.2, kita dapatkan

Hy +p&(x—,uX)=—x+3
Oy

Oleh karena itu, dengan menyamakan koefisien dari suku-suku x, kita dap-
atkan

por =1 (1.4)

Begitu pula saat

kita punya

Or o= 1.5
pO'X 4 ()

Mengalikan (1.4) dengan (1.5), kita dapatkan

yang mana
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Saat p& =—1 dan p& >0, kita dapatkan
O-X O-X
1
P=—E

1.2. Varians Bersyarat

Definisi 1.3.

B Contoh 1.6.

Varians dari fungsi kepadatan probabilitas f(y |x) disebut varians bers-
yarat dari Y yang diberikan X = x. Variansi bersyarat ini didefinisikan se-
bagai berikut :

Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak dengan kepadatan gabungan
f (x, y) dan f(y |x) adalah kepadatan bersyarat dari ¥ yang diberikan
X =x. Varians bersyarat dari Y yang diberikan X = x, dilambangkan
dengan Var (Y |x), didefinisikan sebagai

Var(Y|x)=E(Y?|x)—(E(Y |x))’

Dimana (Y |x) menunjukkan mean bersyarat dari ¥ yang diberikan
X =x.

Misalkan X dan Y adalah variabel acak kontinu dengan fungsi kepadatan
probabilitas gabungan

S (%)=

e, untuk0<x<y<oo
0, untuk yang lainnya

Berapa varians bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x?
Jawab :

Densitas marginal f| (x) diberikan oleh

f(x)=] s (xr)dy

= j:e’y dy



20 Pengantar Statistika Matematika 2

untuk y > x

Jadi, diberikan X =x, ¥ memiliki distribusi eksponensial dengan parame-
ter @ =1 dan parameter lokasi x . Rata-rata bersyarat dari ¥ yang diberikan
X =x adalah

E(Y |x)=[" yh(y|x)dy
_ J‘“’y e ) dy
:J.:(z+x)e_zdz dimanaz=y—x
= xI:e’Z dz + I :Z e’ dz

=xI'(1)+I'(2)

=x+1

Demikian pula, menghitung momen kedua dari distribusi A(y |x)
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E(Y1x)=[" y*h(y |x)dy
_ Ji"yz e dy
=[(z+x) e"dz  dimanaz=y—x
=x*[ e dz+[ e dz+2x[ ze7 dz
=x’T(1)+T(3)+2xT(2)

=x>+2+2x

=(1+x)*+1

Joint PDF of Random Variables

Conditional Expectations of Y given X = x
s v

Karena itu

Var(Y|x)=E(Y*|x)—(E(Y|x))’

=(l+x)2+l—(1+x)2

21
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Catatan 1.2. Varians dari ¥ adalah 2. Hal ini dapat dilihat sebagai berikut :

Karena, marginal Y diberikan oleh

f(y)=] e dc=ye
Nilai harapan dari ¥ adalah
E(Y)=[ ye*dy=T(3)=2
Dan
E(Y’)=[ "y dy=T(4)=6
Jadi, varians dari ¥ adalah
Var(Y)=6-4=2

Akan tetapi, diberikan X = x, varians dari Y adalah 1.

Teorema 1.3. Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak dengan masing-masing den-
gan mean g, dan u , dan standar deviasi o, dan o, . Jika ekspektasi
bersyarat ¥ dengan syarat X =x adalah linear pada x, maka

E. (Var(Y|x)) = (l—pz)Var(Y)

di mana p menunjukkan koefisien korelasi dari X dan Y.

M Contoh 1.7. Misalkan E(Y | X =x)=2x dan E(Y | X = x)=4x" dan misalkan X memi-
liki distribusi seragam pada interval dari 0 sampai 1. Berapakah varians dari
Y?
Jawab :

Jika E(Y | X =x) adalah fungsi linier dari x, maka

E(Y|X =x)=pty + pX(x~ p1y)

X

Dan
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E, (Var(Y|x))=0;(1-p)
Kita dapatkan

/uy"'p&(x_lux):zx

Ox

Karenanya, dengan menyamakan koefisien dari suku-suku x, kita dapatkan

p& )
O-X
yang mana
O
=2-r 1.6
p=2 - (1)
Maka

Var(Y|X) =4y’

Saat X ~UNIF (0,1) , kita mendapatkan kepadatan X menjadi f (x) =1 di
atas interval (0,1) Oleh karena itu,

Ex(Var(Y|X)):J.:Var(Y|X=x)f(x)dx

= j ;4x2dx

Dari teorema 1.3,
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B Contoh 1.8.
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ngx(Var(ﬂX))

o319

Karena itu

o, =§+4(7)2(

Karena X ~UNIF (0,1), varians dari X diberikan oleh 0)2( = L Oleh kare-
na itu, varians Y diberikan oleh 12

) 4 16 4 20

4 5
GY=—+ =t —=—=—
3 12 12 12 1 3

Misalkan E(X\Y = y) =3y dan Var(X|Y = y) =2, dan misalkan ¥ memi-
liki fungsi kepadatan

e’ Jikay >0

0 untuk yang lainnya

Berapakah Varians X ?
Jawab :

Dengan menggunakan Teorema 1.3 didapatkan

Var(X|Y =y)=03 (1-p*)=2 (1.7)

Dan
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po+p (v g1y ) =3y

Y

Sehingga

(o2
p=3—"
GX

Karenanya dari (1.7), kita mendapatkan E, (Var (XY )) =2 dan

oy =90, +2

Sekarang kita akan hitung varians Y. Untuk itu, kita memerlukan £ (Y ) dan

E(Y?)
E(Y) = jyf(x)dy

0

= jye_ydy
0

=T (2)

=1

Demikian pula
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Karena itu

Var(Y)=E(Y?)-[E(Y)] =2-1=1

Oleh karena itu, varians X dapat dihitung

o =907 +2
~9(1)+2
=11

Catatan 1.3. Perhatikan bahwa, pada Contoh 1.8, kita menghitung varians Y secara
langsung menggunakan bentuk f ( y). Mudah untuk dihitung bahwa
f ( y) memiliki bentuk kepadatan eksponensial dengan parameter 6 =1
dan oleh karena itu variansnya adalah kuadrat dari parameter tersebut se-
hingga o =1

1.3. Kurva Regresi dan Kurva Skedastik
Salah satu tujuan utama dalam studi statistik adalah untuk mengetahui hubu-

ngan antara dua atau lebih variabel acak. Misalnya, perusahaan ingin meng-
etahui hubungan antara potensi penjualan produk baru dalam hal harganya.

Definisi 1.4. Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak dengan fungsi kepadatan
probabilitas gabungan f (x, y) dan misalkan /(y |x) adalah kepadatan
bersyarat dari Y yang diberikan X = x. Sehingga rata-rata (mean) bers-
yaratnya

E(Y|X:x): th(y|x)dy

disebut fungsi regresi Y pada X . Grafik dari fungsi regresi Y pada X ini
dikenal sebagai kurva regresi Y pada X .
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B Contoh 1.9.

27

Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak dengan kepadatan gabungan

xe—x(Hy)

f(xy)=

Berapa fungsi regresi Y pada X' ?

Jawab :

7(0)= 7 ()y

Kepadatan bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x adalah

S (%)

h(y|x) =

dimanax>0;y >0

untuk yang lainnya
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=xe ¥

Rata-rata bersyarat dari Y dengan syarat X = x adalah

0

E(Y|X =x)= [yh(y|x)dy

—00

= Tyxexy dy
0

Jadi, fungsi regresi (atau persamaan) dari ¥ pada X diberikan oleh

E(le)zl untuk 0 < x <
X

Definisi 1.5. Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak dengan fungsi kepadatan
probabilitas gabungan f (x, y) dan misalkan E(Y | X = x) menjadi fungsi
regresi dari Y pada X. Jika fungsi regresi ini linier, maka E(Y |X =x)
disebut regresi linier dari Y pada X . Sebaliknya disebut regresi nonlinier
dari Y pada X.

M Contoh 1.10. Diberikan garis regresi E(Y|X = x) =x+2 dan
E(X|Y=y)=1+ % y berapa nilai harapan (ekspektasi) dari X ?
Jawab :

Karena ekspektasi bersyarat £ (¥ | X = x) linear dalam x, Dapatkan
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Catatan 1.4.

yy+p&(x—yx)=x+2

Ox

Oleh karena itu, menyamakan koefisien x dan konstanta, kita dapatkan

GY
— =1 1.8
Py (18)
Dan
ty =2y =2 (19)
O-X

Dengan menggunakan persamaan (1.8) terhadap persamaan (1.9) kita dap-
atkan
My = Hy =2

Demikian pula, karena £ (X |Y = y) linear dalam y, kita dapatkan

Dan

Dalam statistik, regresi linear pada umumnya berarti ekspektasi bers-
yarat E(Y|x) adalah linear dalam parameter, tetapi tidak dalam x. Oleh
karena itu, E(Y |x)=a+6x” akan menjadi model linear, sedangkan
E(Y |x) = ax’ bukan merupakan model regresi linear.
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Definisi 1.6. Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak dengan fungsi kepadatan
probabilitas gabungan f (x, y) dan misalkan 4(y |x) adalah kepadatan
bersyarat ¥ dengan syarat X =x. Kemudian varians bersyarat

Var(Y|X:x): IyZh(y |x)dy

disebut fungsi skedastik Y pada X . Grafik fungsi skedastik ¥ pada X ini
disebut sebagai kurva skedastik Y pada X.

LATIHAN SOAL BAB 1

1. Diketahui garis regresi E(Y | X =x)=x+2 dan E(X |V =y)=1 +ly , Berapa nilai ekspek-
tasi dar1 ¥ ? 2

Jawab :
EX|X=x)=x+2
E[Y]|=E [E[Y|X =x]]
=E [x+2]
=E[X]+2 i (1)
Dan

EQY Y =p) =14

E[X]=E [EX|Y = y]]
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1
=1+=E[p] i
+E[y]

Substitusi persamaan (2) ke persamaan (1)

E[Y]=1+%E[Y]+2
E[Y]:3+%E[Y]
E[Y]—%E[Y]zS
%E[Y]:Z»
E[Y]=3x2
E[Y]=6

Jadi, nilai harapan dari ¥ adalah 6

2. Jika kepadatan gabungan dari X dan Y adalah

k Jika-1<x<lix* <y<l1

f(xy)=

0 untuk yang lainnya

Dengan k£ adalah konstanta, berapakah E(Y|X =x)?

Jawab :

£(x)=[ 1 (x.p)dy

31
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= Ilzk dy
= k[y].:

:k[l—xzj

Fungsi distribusi kumulatif dari ¥ | X =x

f(Y|X:x):

f(Y]X:x):[l—sz1 untuk x* < y <1

E(Y|X=x):_[lyyf(X=x)dy

:%[1—x2 Tl [(l—xz)(l+x2 )}menggunakana2 +b* = (a —b)(a +b)
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1
= —(1 +x° )
2

Jadi, E(Y|X:x):%(1+x2)

3. Jika kepadatan gabungan dari X dan Y didefinisikan oleh

10xy° Jika0<x<y<l1
f(xp)=

0 untuk yang lainnya

Berapakah E(X°|Y = y)?
Jawab :

Densitas marginal dari f| ( y) diberikan oleh

£,0)=[" S (xy)dy
=j:)10xy2 dy

= lOJ.:)xy2 dx

Selanjutnya menentukan densitas bersyarat dari X diberikan ¥ =y

f(xy)
£ ()

glx|y)=

33
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B 10xy°
Sx

Maka diperoleh

E(X*)Y=y)=[ x*e(ly)dx
:J.:)x2 2y° dx
:2jz)x2.y2 dx

:ZJ.i)x3 yidx

Jadi, E(X2|Y:y):%y2

4. Misalkan X dan Y fungsi densitas gabungan

2e720) Jika0<x<y<oo

f(xy)=

0 untuk yang lainnya
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Berapa nilai harapan dari Y diberikan X =x, untuk x>0 ?

Jawab :

35
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Jadi, E(Y|X:x):%+x

5. Misalkan X dan Y fungsi densitas gabungan

8xy Jika0<x<1;0<y<x
f(xy)=

0 untuk yang lainnya

Berapa kurva regresi y pada x, yaitu E(Y|X =x)?

Jawab :

f(x)=] S (ry)dy
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= I;Sxy dy

=2x

Jadi, kurva regresi y pada x, yaitu E(Y|X = x) adalah 2x

Misalkan X danY adalah variabel acak dengan mean masing-masing x, dan u,, dan

E(Y|X=x):—§x+10 dan E(X|Y=y):—%y+2

Berapa nilai g, dan g, ?
Jawab :

X danY adalah variabel random dengan mean yaitu g, dan g,

37
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E(Y|X:x):—%x+10

E(X|Y=y):—%y+2
Dari probabilitas bersyarat,

E(X)=E(E(X|Y))

Sekarang menghitung,

Substitusikan persamaan 1 ke persamaan 2

pylE(X)= —%[—%E(x)ﬂo}rz
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E(X):ZE(X)—%M
E(X)-30+38

Substitusikan £ (X ) ke persamaan E (Y )

ﬂY/E(Y)z—%E(x)Ho

Jadi mean dari X yaitu y, = —% dan mean dari Y yaitu g, = 12
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7. Misalkan X dan Y memiliki densitas gabungan

?(x+y) untuk0<2y <x<1
f(xy)=

0 untuk yang lainnya

Berapa ekspektasi bersyarat dari X diberikan Y =y ?
Jawab :

Fungsi kepadatan probabilitas marginal dari ¥ adalah

£, (0)=] 1 (xy)dx

Jadi,

%[%+y—4y2} untuk OSySl

\S)

0 untuk yang lainnya
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Fungsi kepadatan probabillitas bersyarat dari (X |Y = y) adalah

f(xy)

g(x|y)=

(x+)
g(xy)= (;+y—4y2j

0 untuk yang lainnya

untuk 2y <x<l1

Sekarang, kita memerlukan

41



Pengantar Statistika Matematika 2

s (G ER)

3
:%B%J%}
[3+-+)

3
6 1+X_14y
32 3

1 >
6| ~+y—4
(2 g y]

C1(2+43y-28))
3(1+2y-8y7)

Misalkan X dan Y memiliki densitas gabungan

cxy’ untuk 0y <2x;1<x<5

f(xy)=

0 untuk yang lainnya

Berapa ekspektasi bersyarat dari ¥ dengan X =x ?
Jawab :

Fungsi kepadatan probabilitas marginal dari X adalah

f. (x) = J.(z)xcxy2 dy

= cxfixyz dy

3 2x
3 0
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3!
8x°

Nilai ekspektasi bersyarat dari ¥ dengan syarat X =x adalah

E(Y|X =x)= j;xyfm (Y] X)dy

_ 2x3y3
=Jy 5o

43
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(3)(1 6x")
32x°

B 48x*
32x°

9. Misalkan X dan Y memiliki kepadatan gabungan

e’ untuk y > x>0
f(xy)=

0 untuk yang lainnya

Berapa ekspektasi bersyarat dari X dengan syarat Y = y?

Jawab :

Fungsi kepadatan probabilitas marginal pada ¥

f(y) = ‘Te_ydx

- [
=e”[y-0]
=ye” dimanay >0

Fungsi kepadatan probabilitas bersyarat dari X dengan syaratY =y
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glx|y)=

f(xy)

y

Ekspektasi bersyarat dari X dengan syaratY =y

y

dimana0<x<y

E(X|Y = y) = [xg(x|y)dx

(=]

Jadi, E(X|Y = y) = %

45
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10. Misalkan X dan Y memiliki kepadatan gabungan

2xy untuk0<y<2x<2
f(xy)=

0 untuk yang lainnya

Berapa ekspektasi bersyarat dari X dengan syarat Y = y?
Jawab :

Fungsi kepadatan probabilitas marginal dari X adalah

f()=] S (xy)dy

= Tny dy
0

[0<2x<2 « 0<x<]]

4x°, untuk0<x<1

f.(x)=

0 untuk yang lainnya

Fungsi kepadatan probabilitas bersyarat dari (Y | X =x) adalah
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_f(xy)
fY\X:x(y)_ ﬂ(X)
2%y
4x°
-
2x7
Jadi
2—);2; untuk0 <y <2x
Sy | X=x (y) =
0; untuk yang lainnya

Sekarang, kita peroleh

E[Y |X =x]= [y fye(¥)dy

1

2x°

2x
[y*ay
0
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. . . 4
Jadi, ekspektasi bersyarat dari X dengan syarat Y = y adalah gx

11. Misalkan E(Y|X = x) =2+5x, Var(Y|X = x) =3, dan jika X memiliki fungsi kepadatan

X

erii untuk 0 < x < oo

S (%)=

0  untuk yang lainnya

Berapa mean dan varians dari variabel acak Y ?

Jawab :
Diketahui
er‘é untuk 0 < x < oo
S (%)=
0  untuk yang lainnya
E((y |x))=2+5x
Var (Y |x) =3
Sehingga,

E(y)=E |E(y |x=x):j:(2x+5)fxdx

- lj.w[bcez + 5x262]dx
470
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49

- %[—4(x+2)e2 —10(x? +4x+8)ez}
0

- 58]

E(y):22

Sekarang :

Var(Y|X =x)=EY*|X =x)—(E(Y| X =x))’

3= E(Y* X =x)-[2+5x]

3=E(Y’|X =x)-4-

E(Y’|X =x)=7-25x"—-20x

25x* = 20x

E(y*)=E|E(y|x=x)=] (7-25%" -20x) fidx

= lr (7xe_2 +25x% 2 + ZOxZe_szx
40

:%{—14(“2)52

—40(x* +4x+ 8)52}

1

=687

X

—50(x° +6x% +24x +48)e 2

o0

0

= Z[14(2)—50(48)+40(8)]
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Varians dari y adalah

Var(Y|X =x)=E(Y*|X =x)—(E(Y | X =x))’

=687-22°

=203

12. Misalkan X dan Y memiliki densitas gabungan

2 untuk0< y <l;dan 0 <x <1

f(x%y)=
0 untuk yang lainnya

Berapa Varians bersyarat dari ¥ dengan syarat X =x

Jawab :

Var(Y|X =x)=E(Y?|X)-E(Y| X =2)’

Menentukan fungsi kepadatan probabilitas bersyarat dari g ( y |x)

_S(%y)
g|x) 7o)
f.(x)marginal dari x

f(x)=]f (ry)dy
g

=2[y],”
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=2(1-x)

glx) =

2
2(1-x)

g(ylx)=%
— X

Jadi, fungsi kepadatan probabilitas bersyaratnya adalah

g0l =——
—Xx

Menentukan nilai ekspektasi

51
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13. Misalkan X dan Y meliliki densitas gabungan

12x  wuntuk0<y<2x<l1
f(xy)=

0 untuk yang lainnya

Berapa varians bersyarat dari ¥ dengan syarat X =0,57?

Jawab :

f(x,y):12x O<y<2x<l
f(x)=] 1 (xy) dy
=J-2xl2x dy

:[12xy](2)x

=24x* 0<x<0,5

=—, O<y<l
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f(y|x:0,5)=

O<y<l
2x0,5 4

Varians bersyarat dari ¥ dengan X =0,5

Var(Y|X =0,5)=E(Y*|X =0,5)-E(Y| X =2,5)’
E(Y|X=2,5)=j:yf(y|x=o,5)dy

= .[:Jyxldy

E(V’|X=2,5)=]"y* f(ylx=0,5)dy

= J.;y2 x1dy
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Var(Y|X =0,5)=E(Y?|X =0,5)- E(Y| X =2,5)’

55
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TRANSFORMASI VARIABEL ACAK DAN
DISTRIBUSINYA

B Contoh 2.1.

Dalam penerapan ilmu statistik, diberikan distribusi probabilitas variabel
acak univariat X, dimana akan dicari distribusi probabilitas dari selain
variabel acak univariat ¥ = ¢(X ), di mana ¢ adalah beberapa fungsi yang
diketahui. Contohnya, jika kita mengetahui distribusi probabilitas dari vari-
abel acak X, kita akan mengetahui distribusi dari ¥ = ln(X ) Untuk varia-
bel acak univariat X, beberapa variabel acak transformasi ¥ dari X yang
sering digunakan adalah :

2
,Yzln(X),Y:u,dan Y:u
o

Y=X%Y=|X
O

LY =X

Demikian pula untuk variabel acak bivariat (X Y ), beberapa transformasi
X dan Y yang paling umum adalah :

X+Y, XY, % min {X,Y}, max{X,Y}, atau X +Y?

Kita mulai dengan contoh untuk variabel acak diskrit univariat

Fungsi kepadatan probabilitas dari variabel acak X ditunjukkan pada tabel
di bawah.

X|=2|-1]0 1 2 3 4

1 2 1 1 1 2 2
x _ JR— JR—
f( ) 10 [ 10 | 10 | 10 | 10 [ 10 | 10

Berapakah fungsi kepadatan probabilitas dari variabel acak ¥ = X ?
Jawab:

Ruang dari variabel acak X adalah R, = {—2,—1,0,1, 2,3,4} Maka ruang
variabel acak Y adalah R, = {x2 |x IS RX} Jadi, R, = {O,l, 4,9,16}. Seka-
rang kita menghitung fungsi kepadatan probabilitas g ( y) untuk y diR,

g(0)=P(Y=0)=P(X*=0)=P(X =0)=—
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B Contoh 2.2.

57

g(4)=P(Y=4)=P(X2=4)=P(X=—2)+P(X=2)=%
g(9)=P(Y=9)=P(X*=9)=P(X=3)="
g(16)=P(Y=16)=P(X2=16)=P(X=4)=%
Kita ringkas distribusi Y dalam tabel berikut :
Y 0 1 4 9 | 16
g L2222
10 [ 10 | 10 | 10 | 10
ano L ]
Zno ) e @ 20 L L] ®
e | e e ® @ o | e
Density Function of X Density Function of ¥ = X 2

Fungsi kepadatan probabilitas dari variabel acak X ditunjukkan pada tabel
di bawah ini :

X 1 2 3 4 5 6

/()

Lyt
6 |6 |6|6|6]|6

Berapakah fungsi kepadatan probabilitas dari variabel acak ¥ =2X +17?

Jawab:

Ruang dari variabel acak X adalah R, = {1, 2,3, 4,5,6} . Maka ruang dari
variabel acak Y adalah R, = {2x+1|x c RX} . Jadi, R, ={3,5,7,9,11,13}.
Selanjutnya kita menghitung fungsi kepadatan probabilitas g ( y) untuk y



58

Pengantar Statistika Matematika 2

di R, . Fungsi Kepadatan Probabilitas g( y) diberikan oleh

g(3)=P(Y=3)=P(2X+1=3)=P(X =1)=

g(5)=P(Y=5)=P(2X+1=5)=P(X =2)=

g(7)=P(Y=7)=P(2X+1=7)=P(X =3)=

N~

g(9)=P(Y=9)=P(2X+1=9)=P(X =4)=

N~

g(ll):P(Y:II):P(2X+1:11):P(X:S):é

g(13):P(Y:13):P(2X+1:13):P(X:6):%
Kita ringkas distribusi ¥ dalam tabel berikut.
Y 3 5 7 9 11 | 13
1 1 1 1 1 1
S A A
Distribusi X dan 2X +1 diilustrasikan di bawah ini.
1= * & & & & & b L ] L ] L - L ] L
Donsty Function of X Dansty Function of ¥ = 21

Pada contoh 2.1, kita menghitung distribusi (yakni, fungsi kepadatan prob-
abilitas) dari variabel acak yang ditransformasikan ¥ =¢(X), di mana
@ (x) = x°. Transformasi ini tidak meningkat atau menurun (yaitu, monoton-
ik) dalam ruang, R,, dari variabel acak X. Oleh karena itu, distribusi ¥
ternyata sangat berbeda dengan distribusi X. Pada contoh 2.2, bentuk distri-
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busi dari transformasi variabel acak Y = ¢(X ) , dimana ¢(x) =2x+1, pada
dasarnya sama. Hal ini terutama disebabkan oleh fakta bahwa ¢ (x) =2x+1
monotonik di R, .

Dalam bab ini, kita akan memeriksa fungsi kepadatan probabilitas dari
transformasi variabel acak dengan mengetahui fungsi kepadatan dari vari-
abel acak aslinya. Ada beberapa metode untuk menemukan fungsi kepada-
tan probabilitas dari variabel acak yang ditransformasikan. Beberapa dari
metode tersebut adalah:

(1) Metode Fungsi Distribusi

(2) Metode Transformasi

(3) Metode Konvolusi

(4) Metode Fungsi Pembangkit Momen.

Di antara keempat metode ini, Metode Transformasi adalah yang paling
banyak digunakan. Metode Konvolusi adalah kasus khusus dari metode ini.
Metode Transformasi diturunkan menggunakan Metode Fungsi Distribusi.

2.1. Metode Fungsi Distribusi

B Contoh 2.3.

Sebuah kotak harus dibuat sedemikian rupa sehingga tingginya 4 inci dan
dasarnya adalah X inci kali X inci. Jika X memiliki distribusi normal
standar, berapa distribusi volume kotaknya?

Jawab :

Volume kotak adalah variabel acak, karena X adalah variabel acak. Vari-
abel acak V ini diberikan oleh ¥ =4X’. Untuk mencari kepadatan dari
fungsi V', pertama kita tentukan bentuk dari fungsi distribusi G(v) dari
V' dan kemudian kita turunkan G(v) untuk mencari fungsi kepadatan V.
Fungsi distribusi V' diberikan oleh

G(v)=P(V <v)

- 19(4)(2 < v)

= P(—%\/; <X s%\/;j
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8]

E\N 1 1o
=2 J. 2 dx
0

e
N2

Oleh karena itu, dengan Teorema Dasar Kalkulus, kita dapatkan

=V ~GAM 8,lj

FOF of the Rand Varable % FDF of the Eandom Varinkle W
s 1.4

o 1.3

ol . [ET R
L
_,.-/ e, . 0.2 -

=
]
w
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B Contoh 2.4. Jika fungsi kepadatan X adalah

untuk —1<x <1

S (%)=

0 untuk yang lainnya

Berapa fungsi kepadatan probabilitas dari ¥ = X* ?
Jawab:

Pertama, kita cari fungsi distribusi kumulatif dari ¥ dan kemudian den-
gan diferensiasi, kita dapatkan kepadatan Y. Fungsi distribusi G( y) dari
Y diberikan oleh

G(y)=P(r<y)
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=— untuk0< y <1

FDF of the Eandom Variable X FDF of the Eandom Yariable Y
[ g

Le

2.2. Metode Transformasi Kasus Univariat

Teorema 2.1.

Teorema berikut adalah dasar dari metode transformasi

Misalkan X adalah variabel acak kontinu dengan fungsi kepadatan prob-
abilitas f (x) Misalkan y =T (x) menjadi fungsi peningkatan (atau
penurunan). Kemudian fungsi kepadatan dari variabel acak Y =T (X )
diberikan oleh

dx

2(y)= d—yf(W(y))

di mana x = W( y) adalah fungsi invers dari T (x) .

Bukti :

Misalkan y =T (x) adalah fungsi yang meningkat. Fungsi distribusi G( y)
dari Y diberikan oleh
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:f(W(y))— (saat sz(Y))

Sebaliknya, jika y =T (x) adalah fungsi penurunan, maka fungsi distribusi
Y diberikan oleh

=P(XS W(y)) (saat T(x)menurun)

Seperti sebelumnya, dengan melakukan diferensiasi kita mendapatkan fung-
si kepadatan dari Y, yaitu
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dx

_ —f(W(y))d—y (sejakx =W (y))

Oleh karena itu, dengan menggabungkan kedua kasus tersebut, kami dap-
atkan

Misalkan Z XK Jika X ~N ( ,u,az) berapa fungsi kepadatan
o

probabilitas Z ?

Jawab :

=0z+ U

Karena itu
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B Contoh 2.6.

Oleh karena itu, dengan menggunakan Teorema 2.1, kepadatan dari Z yaitu

2
1 _l( zo-+,u—/1]
2 o

FOF of the Random VWariable X
0.5

Misalkan Z = X —#
O

chi-square dengan satu derajat kebebasan, yaitu Z* ~y° (1)

JJika X ~N ( y,o-z), tunjukkan bahwa Z adalah

Jawab :
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W(y)=,u+a\/;, y>0

dx o

&2y

Kepadatan Y adalah

Oleh karena itu Y~)(2(1).
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PDF of the Random Variable X2

M Contoh 2.7. Misalkan Y =—In X. Jika X ~UNIF (0,1) lalu berapakah fungsi kepadatan
Y dimana bukan nol?

Jawab :
Kita dapatkan
y=T(x)=-Inx.

Oleh karena itu, invers dari y =T (x) yaitu

w ( y) =X
— e_y
Karena itu
dx _
dy

maka dengan menggunakan Teorema 2.1, kepadatan probabilitas ¥ adalah

dx

g(y)= d—yf(W(y))

= f(W(»))
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Jadi Y ~EXP(1). Jadi, jika X ~UNIF(0,1), maka variabel acak
~In X ~ EXP(1).

PDF of the Random Variable X PDF of the Random Variable Y

1.4
1.2

1

0.8
0.8

0.6
0.6

0.4
0.4

0.2
0.2

2.3. Metode Transformasi untuk Kasus Bivariat

Pada bagian ini, kita perluas Teorema 2.2 ke kasus bivariat dan menyajikan
beberapa contoh untuk menggambarkan pentingnya ekstensi ini. Kita nya-
takan teorema ini tanpa bukti

Teorema 2.2. Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak kontinu dengan kepadatan
gabungan f(x,y). Misalkan U =P(X,Y) dan V = Q(X,Y) adalah
fungsi dari X dan Y. Jika fungsi P(x, y) dan Q(x, y) memiliki nilai
invers tunggal, katakanlah X = R(U,V') dan Y = S(U,V ), maka densitas
gabungan g(u,v) dari U dan V' diberikan oleh

g(u,v):|J|f(R(u,v),S(u,v))

dimana J menunjukkan Jacobian dan diberikan oleh

o o

J = det ou Ov
Py

ou Ov

Ox Oy Ox Oy

Ou Ov  Ou Ov
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B Contoh 2.8.

Misalkan X dan Y memiliki fungsi kepadatan probabilitas gabungan

8xy untukO<x<y<l1

f(x,y)=

0 untuk yang lainnya

Berapa kepadatan gabungan U = %dan V=Y?
Jawab :

Karena

U=
Y
V=Y

Kita dapatkan dengan menyelesaikan X dan Y

X=U0Y=UV
Y=V

Oleh karena itu, transformasi Jacobian diberikan oleh

_Oxdy Ooxdy
Ou Ov Ou Ov

=v.1-u.0

=y

Fungsi kepadatan gabungan dari U dan V' adalah

g(u,v):|J| f(R(u,v),S(u,v))

= |v|f(uv,v)

:v8(uv)v
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=8uw’
Perhatikan, saat
O<x<y<l
kita punya
O<uv<v<l

Pertidaksamaan terakhir menghasilkan

O<uv<v

O<vx<l

Oleh karena itu, kita dapatkan
O<ux<l

O<v<l

Jadi, kepadatan gabungan dari U dan V' diberikan oleh

8uv’ untukO0<u<1;0<v<l1
g(u,v):

untuk yang lainnya

Jobot PDF of Basdom Vadables X and ¥

Jolm PDF of Random Vadables U aml ¥

#o.q T-amLE
s

Jfoa
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B Contoh 2.9.

Jika setiap variabel acak independen X dan ¥ mempunyai fungsi kepada-
tan.

X

e untuk 0 < x <o
f(x)=

0 untuk yang lainnya

Berapa kepadatan gabungan dari U = X dan V' =2X +3Y dan dimana do-
main kepadatannya adalah positif ?

Jawab :

Saat

U=X
V=2X+3Y

Kita dapat menyelesaikannya untuk X dan Y
X=U
y=1r_2y

3 3

Oleh karena itu, transformasi Jacobian diberikan oleh

o oy
Ou Ov Ov ou
1 2

=1. -0.| -
NI

_1

3

Fungsi kepadatan gabungan dari U dan V' adalah

g(u,v)= |J|f(R(u,v),S(u,v))
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1 1 2
=|—f|lu,=v——u
s

Karena

O<x<w

0<y<oo,

Kita dapat

O<u<oo

O<y<oo

Selanjutnya, saat v=2u+3y dan 3y > 0, kita mempunyai

v>2u.

Oleh karena itu, domain dari g (u, v) dimana bukan nol diberikan oleh

0<2u<v<oo.

Kepadatan gabungan g(u,v) dari variabel acak U dan V' diberikan oleh

le_(%vj untuk 0 < 2u <v <o

0 untuk yang lainnya
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B Contoh 2.10.

73

Jika X dan Y menjadi variabel acak independen, masing-masing dengan

fungsi kepadatan

Ae ™ untuk 0 < x <o
f(x)=

0 untuk yang lainnya

Dimana A >0. Jika U = X +2Y dan V' =2X +Y. Berapa kepadatan gabun-

gan dari U dan V' ?
Jawab :

Saat

U=X+2Y
V=2X+Y

Kita dapat menyelesaikan X dan Y

x=-tusiy
373
v=2u_1y
3003

Oleh karena itu, transformasi Jacobian diberikan oleh

J_Gx Oy Ox Oy

(=G5
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Fungsi kepadatan gabungan dari U dan V' adalah

g(u,v) = |J|f(R(u,v),S(u,v))

_ % Ao R 5 A8(u)

— l /Ize/l[R(u,v)-#S(u,v)]

= lﬂ%ﬁl{gj.
3

Oleh karena itu, kepadatan gabungan g(u,v) dari variabel acak U dan V
diberikan oleh

Lo, )
gxle untuk 0 <u <00 <v<oo

0 untuk yang lainnya

Jika X dan Y menjadi variabel acak independen, masing-masing dengan
fungsi kepadatan

—00 < X <0,

Jika U = % dan V' =Y . Berapa kepadatan gabungan dari U dan V' ? Juga,
berapa kepadatan dari U ?

Jawab :
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U=
Y
V=Y

Kita dapatkan dengan menyelesaikan X dan Y

Saat

X=U0V
Y=V

Oleh karena itu, transformasi Jacobian diberikan oleh

Ox Oy Ox Oy

Fungsi kepadatan gabungan dari U dan V' adalah

g(u,v) = |J|f(R(u,v),S(u,v))

=|v|f(R(u,v))f(S(u,v))

75
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Loy
“bigge
2
Sehingga kepadatan gabungan g(u,v) dari variabel acak U dan V' diberi-
kan oleh

1 LI
glur)=ploe

Dimana —oo <u <o dan —o0 < v < o,

Jolmt PDF of Random Vanables X oo Y Joint POF of Bandom Yarkables U and V

Selanjutnya, kita ingin menemukan kepadatan dari U. Kita bisa memper-
olehnya dengan menemukan marginal dari U dari kepadatan gabungan U
dan V. Oleh karena itu, marginal g (u) dari U diberikan oleh

1 (1 2 Lewa)| O
Al

272\ 2 )| u” +1 —o0

— —lv2u2+ o0
(1 2 e
272\ 2 Jl u” +1 0

1 1 I 1
+

2wt 4l Eu2+1
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Catatan 2.1.

B Contoh 2.12.

77

o
7r(u2+1)'

Jadi, U ~CAU(1).

Jika X dan Y adalah independen dan variabel acak normal standar, maka
hasil bagi % selalu merupakan sebuah variabel acak Cauchy. Akan tetapi,

sebaliknya tidaklah benar. Sebagai contoh, jika X dan ¥ independen dan
masing-masing memiliki fungsi kepadatan yang sama yakni

2
f(x):gljx“ —00 < X < 00,

Kemudian itu dapat ditunjukkan bahwa variabel acak adalah % variabel

acak Cauchy. Laha (1959) dan Kotlarski (1960) menjelaskan secara leng-
kap tentang kelompok dari semua kemungkinan fungsi kepadatan f

mengenai hasil bagi dari % mengikuti distribusi standar Cauchy

kapanpun X dan Y adalah independen dan distribusi identik variabel
acak dengan kepadatan gabungan f.

Jika X mempunyai sebuah distribusi Poisson dengan rata-rata 4. Temu-
kan sebuah transformasi T (x) sehingga Var(T (X )) bebas untuk A, untuk
nilai yang besar dari A.

Jawab :

Kita kembangkan fungsi T’ (x) dengan deret Taylor tentang A. Lalu, abai-
kan urutan tertinggi untuk nilai terbesar dari A, kita peroleh

T(x)=T(A)+(x=A)T"(2)+...
Dimana T '(/1) menunjukkan turunan dari T (x) dari x = A. Sekarang, kita

hitung varians dari T (X )

Var(T(X)):Var(T(/"t))wL(X—;t)T'(/I)+...)

=Var(T(A))+Var((X -2)T' (1))
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=0+[7'(2)] var(X)
=[7'(2)] var(x)

=[1"(2)] .

Kita buat Var(T (X )) untuk menjadi bebas dari A. Oleh karena itu, kita
dapat

[T'(D)] 2=k

Dengan k£ adalah konstanta. Maka dari itu kita dapatkan

T’(i):%

Dimana ¢ =+/k. Kita selesaikan dengan persamaan diferensial, kita dapat

T(ﬁ):didz

Ja

= 20\/;

Maka dari itu, transformasi 7'(x)= 2¢/x akan bebas Var(T(X )) dari A
jika variabel acak X ~POI (/1)

Jika X ~POI (/11) dan Y ~POI (/11) Berapa fungsi kepadatan probabilitas
dari X +7Y jika X dan Y adalah independen?

Jawab :

Akan kita tunjukkan U = X +Y dan V' = X. Pertama, kita temukan kepa-
datan gabungan dari U dan V' lalu jumlah dari kepadatan gabungan kita
tentukan marginal dari U dimana fungsi kepadatan dari X +Y Sekarang,
tulis X dan Y dalam U dan V', kita dapat
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X=V
Y=U-X=U-V

Oleh karena itu, transformasi Jacobian diberikan oleh

J_8x oy Ox Oy

Fungsi densitas gabungan dari U dan V' adalah

g(u,v) = |J|f(R(u,v),S(u,v))

= |—1|f(v,u —v)

i) g VA TV
B 1 2

- (v)!(u—v)! ’

Dimana v=0,1,2,...,u dan u=0,1,2,...,0. Oleh karena itu, kepadatan
marginal dari U diberikan oleh




80

Teorema 2.3.

Pengantar Statistika Matematika 2

) e(ﬂﬁﬂz)l‘l}iu;v
& (u) B VZ::; (v)!(u—v)!
lvlu—v

(4+4)

o

Lalu, fungsi kepadatan dari U = X +Y diberikan oleh

e—(ﬁl‘*”h) u
: (4 +4,) untuku =0,1,2,...,00
u!
& =
0 untuk yang lain

Contoh ini memberitahukan kita bahwa jika X ~POI(A,)dan Y ~POI(4,)
dan masing-masing independen, lalu X +Y ~POI (4 +4,).

Jika kepadatan gabungan dari variabel acak X dan Y menjadi f (x, y).

Probabilitas fungsi kepadatan dari X +Y, XY, dan X masing-masing
diberikan oleh X

hyy (V)= r_owf(u,v—u)du
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Bukti :

Jika U=X dan V=X+Y. Sehingga X=R(U/JV)=U, dan
Y=5 (U , V) =} —U. Oleh karena itu, transformasi Jacobian diberikan oleh

oudv oOvou

Fungsi kepadatan gabungan dari U dan V' adalah

g(u,v) =|J|f(R(u,v),S(u,v))
= f(R(u,v),S(u,v))

=f(u,v—u)

Oleh karena itu, kepadatan marginal dari ' = X' +Y diberikan oleh

hy.y (v) = J.:f(u,v—u)du

Dengan cara yang sama, dapat kita peroleh dua fungsi kepadatan lainnya.

Selain itu, jika variabel acak X dan Y pada teorema 2.3 adalah independen
dan memiliki probabilitas fungsi kepadatan f (x) dan g( y) , maka kita
miliki

o0

by (2)=] () f(z=¥)dy
hn(2)=ffwﬁg(y)f(§jdy

hy ()= j:|J/|g(y)f(zy)dy.

~ |

Setiap angka berikut ini menunjukkan bagaimana distribusi variabel acak
X +Y didapatkan dari distribusi gabungan dari (X,Y).
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Joint Density of (X, Y) Joint Density of (X, Y)
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B Contoh 2.14. Lempar dadu sebanyak dua kali. Jika X menunjukkan hasil di lemparan

pertama dan Y menunjukkan hasil di lemparan kedua, berapakah distribusi
variabel acak Z =max {X, Y} ?

Jawab :

Ruang sampel X adalah R, :{1,2,3,4,5,6}. Begitu pula dengan ruang
sampel Y adalah R, :{1,2,3,4,5,6}. Oleh karena itu, ruang variabel acak
(X Y ) adalah R, xR, . Tabel berikut menunjukkan distribusi (X Y )

TR UL R IR U B S D U I
36 36 36 36 36 36
2 = = = = = =
36 36 36 36 36 36
3 = = = = = =
36 36 36 36 36 36
s | L L)L
36 36 36 36 36 36
s (L | L L] L
36 36 36 36 36 36
6 = = = = = =
36 36 36 36 36 36
1 2 3 4 5 6

Ruang sampel variabel acak Z=max{X,Y} adalah R, ={1,2,3,4,5,6}.
Jadi Z =1 hanya jika (X,Y)=(1,1). Oleh karena itu, P(Z=1)= %
Demikian pula, Z =2 hanya jika (X,Y)z(l,Z),(Z,Z) atau (2,1).

Karenanya, P(Z = 2) = 33_6 Selanjutnya dengan cara yang sama, kita

mendapatkan distribusi Z yang dirangkum dalam tabel di bawah ini.
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h(z) 1 3 5 7 9 11

36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Dalam contoh ini, variabel acak Z dapat dideskripsikan sebagai yang ter-
baik dari dua lemparan. Perhatikan bahwa kepadatan probabilitas Z juga
dapat dinyatakan sebagai

h(z) = 226_1 , untukze {1, 2,3,4, 5,6}.

2.4. Metode Konvolusi untuk Jumlah Variabel Acak

Definisi 2.1.

Pada bagian ini, kita ilustrasikan bagaimana teknik konvolusi dapat diguna-
kan untuk menemukan distribusi jumlah variabel acak ketika distribusinya
independen. Teknik konvolusi ini tidak dapat digunakan jika variabel acak
tidak independen.

Misalkan f dan g adalah dua fungsi bernilai real. Konvolusi dari f dan
g, dilambangkan dengan f % g, didefinisikan sebagai

(f*&)(2)=] f(z=»)g(y)dv

= I:g (z - x)f(x)dx.

Dari definisi tersebut terbukti bahwa fxg=g* f

Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak independen dengan fungsi
kepadatan probabilitas f (x) dan g( y). Sehingga dengan teorema 2.3 kita
dapatkan

h(z)=[" g(z=»)g(y)dv.

Oleh karena itu, hasil ini menunjukkan bahwa densitas variabel random
Z = X +Y adalah konvolusi dari kepadatan X dengan kepadatan dari Y.
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Berapa kepadatan probabilitas dari jumlah dua variabel acak independen,
yang masing-masing terdistribusi secara uniform pada interval [O,l]?

Jawab :

Misalkan Z =X +Y, dengan X ~UNIF(0,1) dan ¥ ~UNIF(0,1). Oleh
karena itu, fungsi kepadatan f (x) dari variabel acak X diberikan oleh

1 untuk0< x <1
f(x)=

0 untuk yang lain
Fungsi kepadatan g ( y) dari variabel acak Y diberikan oleh
1 untuk0 < x <1

S (%)=

0 untuk yang lain

Karena X dan Y independen, fungsi kepadatan dari Z dapat diperoleh
dengan metode konvolusi Karena, jumlah z=x+ y adalah antara 0 dan 2,
kita memperhitungkan dua kasus. Pertama, misalkan 0 <z <1, maka

h(z)=(f*g)(2)
=[S (z=x)g(x)dx
= [/ (z=x)g(x)dx
= [ f(z=x)g(x)dv+[ f(z-x)g(x)dx

= J.;f(z—x)g(x)derO (Karenaf(z—x) = Oantarazdanl)
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Dengan cara yang sama, jika 1<z <2, maka

h(z)=(f*g)(2)

:J‘z_lf(z—x)g(x)dx+J‘]Hf(z_x)g(x)dx

0

= O+J.1271f(z—x)g(x)dx (karenaf(z—x) = OantaraOdanz—l)

-

=2-z.
Jadi, fungsi densitas Z = X +7Y diberikan oleh

0 untuk —o0<z<0

z untuk 0<z <1

h(z)=
2—z  untuk 1<z<2
0 untuk 2 <z <o
PDF of the Random Variable X Distribution of Z = X+Y

1.4 1.4

1.2 1.2

1

A
8 0.8 A . Distribution
6 0.6
4 0.4
2

0.z}

Grafik fungsi densitas ini tampak seperti tenda dan disebut fungsi tenda. Na-
mun dalam literatur, fungsi kepadatan ini dikenal dengan sebutan distribusi
Simpson.
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Berapakah kepadatan probabilitas dari penjumlahan dua variabel random
independen yang masing-masing adalah gamma dengan parameter o =1
dan =17

Jawab :

Misalkan Z =X +Y, dimana X ~ GAM(I,I) dan X ~ GAM(I,I) Oleh ka-
rena itu, fungsi kepadatan f (x) dari variabel acak X diberikan oleh

—X

e untuk 0 < x < oo

S (%)=

0 untuk yang lainnya

Demikian pula, fungsi kepadatan g( y) dari Y diberikan oleh

e’ untuk0 <y <o

0 untuk yang lainnya

Karena X dan Y adalah independen, fungsi kepadatan Z dapat diperoleh
dengan metode konvolusi. Perhatikan bahwa jumlah z = x+ y berada di an-
tara 0 dan o, dan 0< x< z. Oleh karena itu, fungsi kepadatan Z diberikan
oleh

h(z)=(f*g)(2)
=] f(z=x)g(x)dx
=[[7(z-x)g(x)ax
~ [ e dx
[eeds

=| e dx
0
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B Contoh 2.17.

Karenanya Z~GAM (1,2). Jadi, jika X ~GAM (1,1)dan ¥ ~GAM (1,1),
lalu X +Y ~ GAM(I,Z),X+Y adalah gamma dengan a=2 dan #=1. In-
gat bahwa variabel acak gamma dengan « =1 disebut sebagai variabel acak
eksponensial dengan parameter €. Jadi, dengan melihat contoh di atas, kita
melihat bahwa jumlah dua variabel acak eksponensial independen belum
tentu merupakan variabel eksponensial.

Berapa kepadatan probabilitas dari jumlah dua variabel acak independen,
yang masing-masing adalah normal standar?

Jawab :

Misalkan Z =X +Y, di mana X ~N(O,l) dan Y ~N(0,1). Oleh karena
itu, fungsi kepadatan f (x) dari variabel acak X diberikan oleh

— e ?

Demikian pula, fungsi kepadatan g( y) dari Y diberikan oleh

2

1 Yy

g(v)= \/ﬂej

Karena X dan Y adalah independen, fungsi kepadatan Z dapat diperoleh
dengan metode konvolusi. Perhatikan bahwa jumlah z = x + y berada di an-
tara —o dan oo. Oleh karena itu, fungsi kepadatan Z diberikan oleh

h(z)=(/*g)(2)
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B Contoh 2.18.
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Integral dalam tanda kurung sama dengan satu, karena integrand adalah
fungsi kepadatan normal dengan mean g =0 dan varians ¢° = % . Oleh

karena itu, jumlah dua variabel acak normal standar sekali lagi merupakan
variabel acak normal dengan mean 0 dan varians 2.

Berapa kepadatan probabilitas dari jumlah dua variabel acak independen,
yang masing-masing adalah Cauchy?

Jawab :

Misalkan Z=X+Y, di mana X ~N(0,1) dan Y ~N(0,1). Oleh karena
itu, fungsi kepadatan f (x) dari variabel acak X dan Y masing-masing
diberikan oleh

3 1 an B 1
f( )= ) d g(») (

7r(l+x2 T 1+y2)
Karena X dan Y adalah independen, fungsi kepadatan Z dapat diperoleh
dengan metode konvolusi. Perhatikan bahwa jumlah z=x+y berada di an-
tara —co dan co. Oleh karena itu, fungsi kepadatan Z diberikan oleh

h(z)=(/g)(z)
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o 1 1
:;Iw(l+(z—x)2) 1+ x7 dx

Untuk mengintegrasikan integral di atas, kita dekomposisi integral tersebut
menggunakan dekomposisi pecahan parsial. Karenanya

1 1 24x+B 2C(z—-x)+D
= +
1+(z—x)2 1+x* 1+x* l+(z—x)2
Dimana
1 1
A=——=C dan B= =D
Z(4—Z)2 44z

Sekarang hasil integrasi

o0

_ 1 1+x2 —1 2 -1
—WI:ZHI(WJ + z%2tan x—z"tan (Z—X) o

1
:W—’_Zz)[0+22ﬂ'+227f]

__2
7[(4+22)
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Definisi 2.2.
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Karenanya jumlah dari dua variabel acak Cauchy independen bukanlah
variabel acak Cauchy.

Jika X ~CAU(0) dan Y ~CAU (0), maka dapat dengan mudah

ditunjukkan dengan menggunakan Contoh 2.18 bahwa variabel acak

Z:X+Y

sekali lagi adalah Cauchy, yaitu Z ~CAU (0)

Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak diskrit yang keduanya
mengambil nilai yang merupakan bilangan bulat. Misalkan Z = X +Y ada-
lah jumlah dari dua variabel acak. Oleh karena itu Z mengambil nilai pada
himpunan bilangan bulat. Misalkan X =# di mana n adalah bilangan bulat.
Maka Z =z jika dan hanya jika Y =z—n. Jadi kejadian (Z = Z) adalah
gabungan dari pasangan kejadian disjoint (X = n) dan (Y = z—n) dimana
n adalah bilangan bulat. Fungsi distribusi kumulatif A (z) dari Z dapat
diperoleh sebagai berikut:

P=(Z=z)=Y P(X=n)P=(Y=z-n)

n=—0

Yang mana

#(z)= 2 £ (n)a (=)

di mana F (x) dan G( y) masing-masing adalah fungsi distribusi kumulatif
dari X dan Y.

Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak diskrit independen bernilai
bilangan bulat, dengan fungsi kepadatan probabilitas masing-masing
f(x) dan g(y). Maka konvolusi f(x) dan g(y) adalah fungsi distri-
busi kumulatif #= f x g diberikan oleh

#(m)= 3 £ (n)s(m=n)

untuk m =-oo, ...,—2,-1,0,1,2, ....c0o. Fungsi h(z) adalah fungsi distribu-
si probabilitas dari variabel acak diskrit Z = X +7.
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B Contoh 2.19.

Misalkan masing-masing variabel acak X dan Y mewakili hasil dari dadu
bersisi enam. Berapakah fungsi kepadatan kumulatif dari jumlah X dan Y ?

Jawab :

Karena range dari X dan Y adalah {l, 2,3, 4,5,6}, maka range Z =X +Y
adalah R, ={2,3,4, ...,11,12}. Fungsi kepadatan probabilitas dari Z diberi-
kan oleh

1_1
6 36

11 11 2
(B)=r()g(2)+ 1 (2)g)=t bt L2
11 11 11 3
h(4)=f(1)g(3)+h(2)g(2 3)g(l)=——4+——+——=—
(=1 ()2(3)+h(2)z(2)+r@)g=t il Ll 13
Melanjutkan dengan cara ini kita memperoleh
4 5 6 5
h(S)—g, h(6)—£, h(7)—£, h(S)_%’
4 2

By
—~~
O
~
Il

= h(lO):%, h(ll)zg, h(12)=

1
36 36

Letakkan ini ke persamaan yang kita miliki

:w, z=2,3,4,...,12

Mudah untuk dicatat bahwa operasi konvolusi bersifat komutatif dan asos-
iatif. Menggunakan asosiativitas operasi konvolusi, kita dapat menghitung
fungsi distribusi kumulatif dari variabel acak S, =X, + X, +...+X,, di
mana X, + X, +...+X, adalah variabel acak yang masing-masing memi-
liki fungsi distribusi kumulatif f(x) yang sama. Maka fungsi distribusi
kumulatif dari S, adalah f (x) .Karena §, =S, | + X, dan fungsi distribusi
kumulatif dari X, adalah f (x), fungsi distribusi kumulatif S, dapat diper-
oleh dengan induksi.
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2.5. Metode Fungsi Pembangkit Momen

B Contoh 2.20.

Kita tahu bahwa jika X dan Y adalah variabel acak independen, maka

M., (t)=My(t)M, (7).
Hasil ini dapat digunakan untuk menemukan jumlah X +Y . Seperti metode
konvolusi, metode ini dapat digunakan untuk menemukan distribusi X +Y

jika X dan Y adalah variabel acak independen. Secara singkat diilustrasi-
kan metode menggunakan contoh berikut.

Misalkan X ~ POI (/11) dan Y ~ POI (/12). Berapakah fungsi kepadatan
probabilitas dari X +7Y jika X dan Y independen?

Jawab :

Karena, X ~POI(4) dan Y ~ POI(4,), kita dapatkan

M (1)=e"")

Dan

Selanjutnya, karena X dan Y adalah independen, kita punya

My, (t)=M,(1)M,(1)

_ ell(e’ —l)eﬂ,z(e’—l)
_ ezl(e’q) eﬂq(e’—l)
_ e(ll-*—/lz)(e'—l)

yaitu, X +Y ~ POI (ﬂ1 +/12). Oleh karena itu fungsi kepadatan h(z) dari
Z = X +7 diberikan oleh
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B Contoh 2.21.

e’(}“l*ﬂe)

(A+4)  untukz=0,1,2,3...

z!

h(z)z

0 untuk yang lain

Bandingkan contoh ini dengan Contoh 2.13. akan terlihat bahwa metode
momen memiliki keuntungan yang besar dibandingkan metode konvolusi.
Namun, jika menggunakan metode momen pada Contoh 2.15, maka akan
kesulitan mengidentifikasi bentuk fungsi kepadatan variabel acak X +7V .
Dengan demikian, sulit untuk mengatakan metode mana yang selalu ber-
hasil.

Berapakah fungsi kepadatan probabilitas dari penjumlahan dua variabel
acak independen yang masing-masing adalah gamma dengan parameter 6
dan o ?

Jawab :

Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak gamma independen den-
gan parameter 6 dan «, yaitu X ~GAM (6,a) dan Y ~GAM (6,a).
Dari Teorema 6.3 (Pengantar Statistika Matematika 1), fungsi pembangkit
momen X dan Y diperoleh masing-masing sebagai M, (t)=(1-6) " dan
M, (t)=(1-6)".Karena, X dan Y adalah independen.

M, (t)=M,(t)M,(¢)
=(1-0) " (1-0) “

:(1_9)7205

Dengan demikian X +Y memiliki fungsi pembangkit momen dari variabel
acak gamma dengan parameter # dan 2« . Karena itu

X+Y ~GAM (6,2a).
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LATIHAN BAB 2

1. Misalkan X adalah variabel acak dengan fungsi kepadatan

3x2 untuk0<x<?2

/(%)=

0 untuk yang lainnya

Misalkan Y =mX?, di mana m adalah bilangan positif tetap. Berapakah fungsi kepadatan Y

di mana bukan nol?

Jawab :
=f(W —|, Teorema?2.1
s0)=r(r)
Transformasi antara x dan y adalah satu-satu
Y =mX’

l:xz

m

E-

m

dx|_| m
dy 2m\/;
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_3
16m (m)
3 |y
=— = ;(0, 4m
16m \' m 4 ( )
Fungsi distribusi kumulatif dari Y
3 |y
—. = untuk0 <y <4m
16m \ ' m
S ()=
0 untuk yang lainnya

2. Misalkan X adalah variabel acak kontinu dengan fungsi kepadatan

2¢  untukx>0
f(x)=

0 untuk yang lain

dan misalkan Y =e " . Berapakah fungsi kepadatan g( y) dari Y dimana bukan nol?
Jawab:

Langkah 1 = misalkan ¥ =e™*

X =-logX

Langkah 2 =saat x>0 =>y>0

Langkah 3 = jacobian J adalah J = & =

-1
dy 'y

Langkah 4 = PDF dari Y adalah
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g(v)=r(x)y]

— 26—2x x l

26—2(—logy) > l

2y  untuk0<y<1

g(»)=
0 untuk yang lainnya

3. Misalkan X dan Y adalah variabel acak dengan fungsi kepadatan gabungan

X

e untuk0<x <o, 0<y<l1

f(xy)=
0 untuk yang lain
Jika Z = X +2Y , lalu berapa kepadatan gabungan X dan Z di mana bukan nol?

Jawab:

X

e untuk0 < x <o, 0< y<1

f(xy)=

0 untuk yang lain

Z=X+2Y
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Jika U=X

Maka, transformasi (x,y) ke (U,Z)

. . Z -
Kita mempunyai, X =U dan Y =TU

de dy | 1
(X,y)_du du| 2
J = =
U.2) | &) 1
dz dz 2
1
|J|=5
Untuk g(Z,U)=f(x,y).[]
:eiUl
2
Untuk
0<U<o {~U=Xx)
0<Z-x<2 {.'.Z—x=2y}
X<Z<2+x
%e" 0<x<Z<24x<
g(Z.x)=
0 untuk yang lainnya

4. Misalkan X adalah variabel acak kontinu dengan fungsi kepadatan

f(x) % untukl<x <2
=< X
0

untuk yang lain
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Jika ¥ =~/X , maka berapakah fungsi kepadatan ¥ untuk 1< y < V29
Jawab :

Fungsi distribusi kumulatif dari y = f ( y)

=P(Y<y)

i)
y
d

oleh karena itu fungsi kepadatan probabilitas dari y : f ( y) [d—j(2 [1 — —2]]
y

f(y)Z%

4 untuk0<y<\/§

0 untuk yang lainnya
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5. Lemparkan dadu yang tidak bias 3 kali. Jika U menunjukkan hasil di lemparan pertama, V
menunjukkan hasil di lemparan kedua, dan ' menunjukkan hasil dari lemparan ketiga, Bera-
pa distribusi variabel acak Z =max{U ,V,W} ?

Jawab :

Dibawah ini adalah distribusi probabilitas Z

P(Z =1) = P(semuanyaadat) = @&j{ ! ) L

P(Z = 2) = P(semuanya paling banyak 2)—P(Z = 1) = (%)[%j (%) _2L16 = 2L16

e )z(gj_(gj_(gj_zié_zzé B 21196

P(Z:4):23_176
P(z=5)= 11
P(Z:6):29—116
atauP(Z=z)=%, z=1,2,3,4,5,6.

6. Kepadatan probabilitas V', kecepatan molekul gas, menurut hukum Maxwell-Boltzmann
diberikan oleh

4h3 2 —h%?
—Vv'e untuk 0 <v < oo
1()={Vz
0 untuk yang lain

dengan & adalah konstanta Plank. Jika m mewakili massa molekul gas, maka berapakah
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densitas probabilitas energi kinetik Z = %sz ?
Jawab :
Misalkan V' adalah sebagai kecepatan dari molekul gas.
ap® 22
_ iVZ —hy

Probabilitas kepadatan dari V, f, (v) = e veRr

Ir

Z:lsz
2
2z
y=,|—
m

veER=zeR"

dz = 1 mx2vdv
2
1 1 / m
= —=—X _—
mv m \2z
Probabilitas kepadatan dari Z adalah f, (z)

42z 1w
\/; m m 2z

4> [27 -

j— e m

_m\/;m

dv

dz

Jacobian dari transformasi adalah
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7. Jika variabel acak X dan Y memiliki kepadatan gabungan

gx untuk1 <x+y<2,x>0,y>0

f(xy)=

0 untuk yang lain

berapa kepadatan gabungan U =2X +3Y dan V =4X+Y?
Jawab :

Diberikan fungsi kepadatan gabungan

gx untuk1<x+y<2,x>0,y>0

X)=
f( ) 0 untuk yang lainnya
Sekarang
U=2x+3y .
V=4x+y 2

dengan menguraikan 1 dan 2

I ->U=2x+3y

2x3 — 3V =2x+3y

U-3V=-10x
3V-U
X =
10

_)U:V_4x:V_4(3V—Uj: 10V —12V +4U

10 10

2U-V
10
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1 6 5 1

x=Ly=l=>x+y=2

U=2x+3y=y20; V=4x+3y=520

1<

W-U 2U0-V
+ <
10 10

2

1<3U+V<20,U20;V =20

Sekarang mari kita cari kepadatan gabungan dari (U , V)

h(U V)= f(xy). 1]

6 1 6
= X X |———|=——X
7 10| 70
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6 ¥ U_3 (3 y
707 10 350

Kepadatan gabungan dari (U , V) adalah

?£6@V—U) untuk1<3U +V <20 ;U >0V >0

0 untuk yang lainnya

Misalkan X dan Y memiliki fungsi kepadatan probabilitas gabungan

5
—xy° untukO<x<y<2

f(xy)=116

0 untuk yang lainnya

Berapakah fungsi kepadatan gabungan dari U =3X —-2Y dan V' = X +2Y di mana bukan
nol?

Jawab :

Diberikan

%xy2 untuk0<x<y<?2

f(xy)=

0  untuk yang lain

u=3x-2y,v=x+2y

u+v 3v—u
dx=u+v,x= , Y =

QU

N

S
o= |~
0L A|—
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ERN
32 32 8
J=a
8
O<y<y<?2

u+v 3v-u
<

0<2u<2v<3v—u<lé6

Karenanya fungsi kepadatan probabilitas dari (u,v).lS, g(u,v)z f (x, y) 15

2
i utvif3v—u l untuk 0<2u <2v<3v—-u<l16
g(u.v)=116 4 8 8

0 untuk yang lainnya

5(9v3 —5u + 3w’ +u3)
g(u.v)= 32768
0 untuk yang lainnya

untuk0<22u<2v<3v—u<16

9. Misalkan X dan Y memiliki fungsi kepadatan probabilitas gabungan

4x  untuk0<x <,y <1

f(xy)=

0 untuk yang lain

Berapakah fungsi kepadatan gabungan dari U =5X —-2Y dan V' =3X +2Y di mana bukan
nol?

Jawab :
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4x 0<x<,4y<l

f(xy)=

0 untuk yang lainnya

U=5x-2y

V=3x+2y

U+V =8x

_U+r
8

X

V=3(U;V]+2y

3U +3V

V= +2y

y U+ 16y
8

8V =3U +3V +16y
3U+3V +8V =16y
5V -3U =16y

5V -3U
ST

11
8 §_5 3 _8
3 5| 128 128 128
16 16

Untuk Jacobian |J | =

105
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|J|=% dengan 0<x<\/;<1

U+V 5V -3U
=0< < <1
8 16

:>O<U;V<%\/5V—3U <1

=0<U+V <2J5V =-3U <8

Karena fungsi kepadatan gabungan dari (U ,V) adalah g(U , V) =f (x, y).|J |
Maka

4 vy i untuk 0 < x <,y <1
8 128

g(U,V)

0 untuk yang lainnya

(U;V] untuk 0 <U +V < 25V —3U <8

0 untuk yang lainnya
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BAB III

DISTRIBUSI DISKRIT BIVARIAT

Dalam bab ini, kita akan mempelajari beberapa fungsi kepadatan probabil-
itas diskrit bivariat. Bab ini akan berfokus pada beberapa distribusi diskrit
bivariat terkenal yang distribusi marginalnya merupakan distribusi univariat
yang terkenal.

3.1. Distribusi Bernoulli Bivariat

Definisi 3.1.

Teorema 3.1.

Kita definisikan variabel acak Bernoulli bivariat dengan menentukan bentuk
distribusi probabilitas gabungan.

Variabel acak diskrit bivariat (X,Y) dikatakan memiliki distribusi Ber-
noulli bivariat jika kepadatan probabilitas gabungannya berbentuk

|
f(xy)=1xyld-x-y)

1-x—y

pp(=p=p) ",  jikax,y=0,1
0 untuk yang lainnya

Dimana 0< p,, p, ,p,+ p, <ldan x+ y <1. Kita menunjukkan variabel
acak Bernoulli bivariat dengan menuliskan (X Y ) ~ BER ( D> pz)

Dalam teorema berikut, disajikan nilai yang diharapkan dan varians X dan
Y, kovarian antara X dan Y, dan fungsi pembangkit momen gabungan-
nya. Ingatlah bahwa fungsi pembangkit momen gabungan dari X dan Y
didefinisikan sebagai M (s,t):=E (eSX ”Y) :

Jika (X Y ) ~BER( Dis Dy ) ,dimana p dan p, adalah parameter. Maka

E(X)=p,

Var(X)zpl(l—pl)

Var(Y):pz(l—pz)
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Cov(X,Y) =—-pD,

M (s,t)=1-p,—p,+ pe’ + p,é'

Bukti :

Pertama, kita peroleh fungsi penghasil momen gabungan dari X dan Y,
kemudian menetapkan hasil darinya. Fungsi pembangkit momen gabungan
X dan Y diberikan oleh

M(s,t) =F (esx”y)

= £(0,0)+ f(1,0)e" + £ (0,1)e' + f(L,1)e™

=l-p —p,+pe +p,e +0e™
=l-p,-p,+pe +pzet
Nilai ekspektasi dari X diberikan oleh

oM

E@m_?g

(0.0)

=§ﬂ—n—m+ﬂ5+m6)

(0.0)

:pl
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Demikian pula, nilai ekspektasi dari ¥ diberikan oleh

oM

E(r)=2L
(Y)== "

:£<1_p1 -p,tpe +pzet )‘

Os (0,0)

=D

Hasil kali momen dari X dan Y adalah

2

" otds

(l—p1 -p,+pe erze’)(0 )

Oleh karena itu kovariansi dari X dan Y adalah

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=-p.p,

Demikian pula, dapat ditunjukkan bahwa

E(Xz):p1 dan E(Yz):p2.
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Jadi,

Var(X)=E(X*)-E(X) =p,-p =p/(1-p,)

dan

Var(X)=E(Y*)-E(Y) = p,=p} = p,(1-p,)

Teorema berikutnya menyajikan beberapa informasi mengenai distribusi
bersyarat f(x |y) dan f(y |x).

Teorema 3.2. Jika (X,Y)~BER(p,,p,),dimana p dan p, adalah parameter. Kemu-
dian distribusi bersyarat f (x | y) dan f ( y |x) juga Bernoulli dan
E(Y |x)= P(1=%)
1-p,
E(X |y)_ pl(l J’)
1- 2
Var(Y |x) _ 12 (l_pl _pzz)(l_x)
(1-p)
Var(X |y): J2! ( — P _pzz(l_y)
(1-p,)

Bukti :

Perhatikan bahwa
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= x=0,1;y=0,;0<x+y<I1

Oleh karena itu

f(1j0)=

Dan

Sekarang kita hitung ekspektasi bersyarat £(Y |x)untuk x=0,1. Maka

E(Y |x:o):gyf(y 0)

=/ (110)

Dan

E(Y |x=1)=f(1]1)=0.
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Menggabungkan keduanya, kita dapatkan

Demikian pula,
1
E(Y? [x=0)=>""f(y10)
y=0

= f(110)

Dan

E(Y? [x=1)=/(1[1)=0.

Oleh karena itu

Var(Y [x=0)=E(Y [x=0)-E(Y |x=0)’

2
__P _[ P, j
1-p, 1-p,

Dan
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Menggabungkan keduanya, diperoleh

p,(1-p,—p,)(1-x)

Var(Y|x): (l—p)z

, x=0,1.

Ekspektasi bersyarat E(X |y) dan varians bersyarat Var(X |y) dapat
diperoleh dengan cara yang sama.

3.2. Distribusi Binomial Bivariat

Definisi 3.2.

B Contoh 3.1.

Variabel acak binomial bivariat ditentukan dengan menentukan bentuk dis-
tribusi probabilitas gabungan.

Variabel acak bivariat diskrit (X,Y) dikatakan berdistribusi binomial bi-
variat dengan parameter n, p,, p, jika kepadatan probabilitas gabungann-
ya berbentuk

n!

f(xpy)=3xIyl(n—x—-y)!

pp,(l=p —p,)" "7, Jjikax,y=0,,...,n
0 untuk yang lainnya

dimanaO0< p,, p,, p,+p, <l, x+y<n dan nadalah bilangan bulat
positif. Kita menunjukkan variabel acak binomial bivariat dengan menu-
liskan (X,Y) ~ BIN(n,p],pz).

Distribusi binomial bivariat juga dikenal sebagai distribusi trinomial. Akan
ditunjukkan dalam bukti Teorema 3.4 bahwa distribusi marginal dari X dan
Y masing-masing adalah BIN (n, p,) dan BIN (n, p,).

Dua contoh berikut mengilustrasikan penerapan distribusi bivariat binomial.

Di kota Yogyakarta pada Jumat malam, stasiun radio 4 memiliki 50 persen
pendengar, stasiun radio B memiliki 30 persen pendengar, dan stasiun radio
C memiliki 20 persen pendengar. Berapa probabilitas bahwa di antara 8
pendengar radio di kota Yogyakarta, yang dipilih secara acak pada Jumat
malam, 5 akan mendengarkan stasiun A4, 2 akan mendengarkan stasiun B,
dan 1 akan mendengarkan stasiun C ?

Jawab :

Jika X menyatakan jumlah pendengar yang mendengarkan stasiun 4, dan
Y menyatakan pendengar yang mendengarkan stasiun B. Kemudian

distribusi gabungan dari X dan Y adalah binomial bivariat dengan
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n=8,p, = %, dan p, = % . Probabilitas bahwa di antara 8 pendengar

di kota Yogyakarta, yang dipilih secara acak pada Jumat malam, 5 akan
mendengarkan stasiun A4, 2 akan mendengarkan stasiun B, dan 1 akan
mendengarkan stasiun C diberikan oleh

P(X=5Y=2)=f(52)

_ n! . A
B X!y!(n—x—y)!pl r(1=p-r)

i) (o) ()

=0.0945.

Sebuah permainan tertentu melibatkan pelemparan sepasang dadu yang adil
dan mengamati lemparan berjumlah 4 dan 5. Berapakah probabilitas bahwa
dalam 10 lemparan dadu, satu 4 dan tiga 5 akan muncul?

Jawab :

Jika X menunjukkan dadu berjumlah 4 dan ¥ menunjukan dadu berjumlah
5. Maka distribusi gabungan X dan Y adalah binomial bivariat dengan

n=10, p, = %, D, :é dan 1-p, —p, = % Oleh karena itu, probabilitas

bahwa dalam 10 lemparan sepasang dadu, muncul 4 satu kali dan 5 tiga kali
adalah

P(X=4,Y=5)=f(13)

. n! ; oy
e rhrm LI CTRTN

10! (1)(1)'(1 1 1)”’"‘3
~131(10-1-3)1L6 ) L6 6 6
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Teorema 3.3.

:1Bm1:T1—3y(%j(%j(g)ﬁ

573440
10077696

=0.0569.

Dengan menggunakan metode transformasi yang telah dibahas pada bab 2,
dapat ditunjukkan bahwa jika X, X,, dan X, adalah variabel acak binomial
independen, maka distribusi gabungan dari variabel acak

X=X +X,dan Y =X, +X,

adalah binomial bivariat. Pendekatan ini dikenal sebagai teknik reduksi tri-
variat untuk membangun distribusi bivariat.

Untuk menetapkan teorema berikutnya, diperlukan suatu generalisasi dari
teorema binomial yang telah dibahas pada Bab 1 (Pengantar Statistika
Matematika 1). Hasil berikut ini menggeneralisasi teorema binomial dan
dapat disebut dengan teorema trinomial. Mirip dengan bukti teorema bino-
mial, kita dapat menyusun

a+b+c ZZ( j b,
X,y

x=0y=0

Dimana 0 <x+ y<n dan

(xny) x'y!(nn—!x—y)!

Dalam teorema berikut, disajikan nilai harapan dari X dan Y, variansnya,
kovariansi antara X dan Y, dan fungsi pembangkit momen gabungan.

Jika (X,Y)~BIN(n, p,, p,), dimana n, p, dan p, adalah parameternya.
Maka

E(X):np1

E(Y)=np2
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Var()():np1 (l—pl)
Var(Y):npz(l—pz)

COV(X,Y) =-np,p,

M (s,t)= (l—pl —p,+pe +p,e )n

Bukti :

Pertama, kita temukan fungsi pembangkit momen gabungan X dan Y.
Fungsi pembangkit momen M (s,t) diberikan oleh

M(s,t) = E(eSX”Y)

! n—x—
=D e a pipy(1-p—p,) "

x=0y=0 X!y!(n—x—y)!

= Zn:Zn: i (esp1 )X (etpz )y (1_p1 P )n—x—y

x=0y=0x!y!(n—x—y)!

n

= (l—p1 -p,+pe + pze’) , (a’engan teorema trinomial)
Nilai harapan dari X diberikan oleh

oM

E(X)_g

(0.0)

:%(1_171 -p,tpe +pzet )"

(0.0)
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1

= n(l—p] -p,+pe +pzet )"7 pe ‘(0,0)

=np
Demikian pula, nilai harapan dari Y diberikan oleh

_oM

E(Y)

:2(1_]71 -p,tpe +pzet )”

ot (0,0)

s At '
=I’l(1—p1—p2+ple +p2€) pre

(00)

=np,

Hasil kali momen dari X dan Y adalah

o*M
( ): OtOs
(0,0)

2

" otos

(1 PPt ples +p2et)
(0,0)

n

a s -1 5
:_(n(l_pl_p2+ple +pzet) pze)

ot (0,0)

=n(n-1)pp,

Oleh karena itu kovariansi dari X dan Y adalah

Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=n(n—1)p1p2 —n’p,p, =—np,p,.

Demikian pula, dapat ditunjukkan bahwa
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E(Xz):n(n—l)pf+np1 dan E(Yz)zn(n—l)p§+np2.
Jadi,

2

Var(X)=E(X*)-E(X)
=n(n—1)p§ +np, —nzpl2

=np1(1—p1)

dan demikian pula

Var(Y)=E(Y*)-E(Y) =np,(1-p,).

Hasil berikut diperlukan untuk teorema berikutnya dan dapat disusun meng-
gunakan teorema binomial yang dibahas dalam bab 1 (Pengantar Statistika
Matematika 1). Untuk bilangan real a dan b, kita peroleh

f‘y(mjayb’” —ma(a+b)"" (3.1)

Dan

g [’;jab —ma(ma+b)(a+b)" (3.2)

dimana m adalah bilangan bulat positif.

Jika X sama dengan angka satu dan Y sama dengan angka dua dan tiga
ketika sepasang dadu yang adil digulirkan, lalu berapa koefisien korelasi
dari X dan Y?

Jawab :

Kepadatan gabungan X dan Y adalah binomial bivariat dan dinyatakan
oleh
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21 N (2Y (3™
f(x’y):x!y!(2—x—y)!£g] (gj (gj Osxdys2

di mana x dan y adalah bilangan bulat nonnegatif. Dengan menggunakan
Teorema 3.3, diperoleh

1 1) 10
Var(X)=np (1— p ) =2 1-L =19
ar(X)=np (1= 1) 6( 6) 36

2 2 16
Ve Y)= 1- =2 |1-=|=—
ar(Y)=np,(1-p,) 6( 6) 36
dan
1 2 4
ov(X,Y)==npp, =2 —=——
Karena itu
Cov(X Y)
Corr X, Y
\/Var Var

4
4410

=-0.3162

Teorema berikutnya menyajikan beberapa informasi tentang distribusi ber-
syarat f(x |y)dan f(y[x).

Teorema 3.4. Jika (X Y ) ~BIN (n, D> pz), dimana n,p ,dan p, adalah parameter.
Kemudian distribusi bersyarat f(y |x) dan f(x |y) juga binomial dan
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oty 2R Y0

par(x 1)« HU=P ) n20)

Bukti :

Saat

f(xy)

f(ylx)= e

Pertama kita temukan kepadatan marginal dari X. Kepadatan marginal
f,(x) dari X diberikan oleh

= {Zj p(l-p)"

Untuk menghitung ekspektasi bersyarat, dibutuhkan kepadatan bersyarat
f (x, y) . Kepadatan bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x adalah

S (%)
fi(x)

f(ylx)=
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_ (n_x)! ¥

y!(n—x—y)!p2

—n

(1-p,—p,)"  "(1-p)

x-n| B—X n—-x—
=(1-p) (y jpi(l—pl—pz) '

Oleh karena itu ekspektasi bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadian X = x

adalah

E(Y |x)="iy(l_pl)x_n[n;xjpzy (g

Selanjutnya, kita temukan varians bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadi-
an X = x. Untuk itu kita memerlukan ekspektasi bersyarat E(Y”|x), yang

diberikan oleh

E([x) =S5 f (x.)

. x-n| B—X n—x—
S (1-p) [y]p;(l—pl—pz) y

»=0



122 Pengantar Statistika Matematika 2
=(1-p) "> (n _xj p(l=p-p) "
y=0 y
= (l_pl)x—n P> (n_x)(l_pl)n—x—Z I:(n_x)pz +1-p _p2:|

P, (n_x)[(n_x)pz +1-p, _pz:l
(1_p1)2

Oleh karena itu, varians bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x adalah

Var(Y |x)=E(Y?|x)—E(Y|x)’

pa(n=x)[(n=x)p,+1-p, —p2]_[p2(n_x)]2

- (1_p1)2 1-p

_D (1_P1 _pz)(”_x)
(1_p1)2

Demikian pula, kita dapat menyusun

p(l=p—p,)(n-y)
(l_pz)z

E(X|y):M dan  Var(X |y)=

1-p,

Perhatikan bahwa f(y |x) pada teorema di atas adalah fungsi kepadatan
probabilitas binomial univariat. Untuk melihatnya, perhatikan

¥y n—x-y
x-n| B—X n—x— n—x P P
(1-p) {yjz( = ps) o s T

Oleh karena itu, f(y|x) adalah fungsi kepadatan probabilitas dari variabel
P

1-p, .
Kepadatan marginal f, ( y) dari Y dapat diperoleh dengan cara yang sama

acak binomial dengan parameter n—x dan

Jz(y)=[ﬂp;(l—p2)”‘y
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dimana y=0,1, ...,n. Bentuk dari kepadatan ini menunjukkan bahwa mar-
ginalnya adalah distribusi binomial bivariat.

B Contoh 3.4. Jika W sama dengan berat dari sabun dalam 1 Kg kotak didistribusi-
kan di Bantul. Misalkan P(W <1)=0,02 dan P >1,072)=0,08
Sebut sekotak sabun ringan, bagus, atau berat tergantung apakah
W<1,l <W <1.072,atau W>1.072, masing-masing. Dalam sampel acak 50
kotak, jika X sama dengan jumlah kotak ringan dan ¥ jumlah kotak yang
bagus. Berapa kurva regresi dan skedastik dari ¥ pada X ?

Jawab :

Fungsi kepadatan probabilitas gabungan dari X dan Y diberikan oleh

)SO—X—y

f(xy)=

50! .
'plpzy(l_pl_pz , 0<x+y<50

x!y!(SO—x—y).

di mana x dan y adalah bilangan bulat nonnegatif. Misalkan
(X,Y)~BIN(n,p,,p,), dengan n=50,p, =0.02 dan p,=0.90. Kurva
regresi ¥ pada X adalah diberikan oleh

2 (I’Z—X)

E(Y |x)= -
1

~0.90(50-x)
C1-0.02

45
=—(50-
19 (50-%)

Kurva skedastik dari ¥ pada X adalah varians bersyarat dari ¥ dengan
syarat X =x dan itu sama dengan

P (l_pl _pz)(n_x)
(1-p)’

Var(Y |x) =

~0.90(0.08)(50-x)
C (1-0.02)°
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180
240100 ~%)

Perhatikan bahwa jika n =1, maka distribusi binomial bivariat berkurang
menjadi menjadi distribusi Bernoulli bivariat.

3.3. Distribusi Geometri Bivariat

Definisi 3.3.

B Contoh 3.5.

Ingatlah bahwa jika variabel acak X menunjukkan jumlah percobaan ke-
berhasilan pertama, maka X adalah geometri univariat. Fungsi kepadatan
probabilitas dari variabel geometri univariat adalah

f(x)zp"_l(l—p), x=123,...,0

Dengan p adalah probabilitas kegagalan dalam sebuah percobaan Bernoul-
li. Distribusi geometri univariat ini dapat digeneralisasikan menjadi kasus
bivariat.

Variabel acak bivariat diskrit (X ,Y ) dikatakan memiliki distribusi geo-
metri bivariat dengan parameter p, dan p, jika bentuk kepadatan prob-
abilitas gabungan
x+y)! . ..
%plp;(l_pl_pZ)a ]lkax,y:O,l,.,.,oo
f (x, y) =4 x!y!

0 untuk yang lainnya

dimana 0 < p,, p,, p, + p, <1. Kita tunjukkan bahwa variabel acak geo-
metri

bivariat dengan menulis (X Y ) ~ GEO( D1 Ds )

Kendaraan bermotor yang tiba di sebuah perempatan dapat belok ke kanan
atau ke kiri atau terus lurus ke depan. Dalam suatu studi tentang pola persim-
pangan lalu lintas pada saat ini selama periode waktu yang lama, insinyur
telah mencatat bahwa 40 persen kendaraan bermotor belok kiri, 25 persen
belok kanan, dan sisanya terus lurus ke depan. Untuk 10 mobil berikutnya
yang memasuki persimpangan, berapa probabilitas 5 mobil berbelok ke kiri,
4 mobil berbelok ke kanan, dan mobil terakhir akan berjalan lurus ke depan?

Jawab :

Misalkan X menunjukkan banyaknya mobil yang belok kiri dan Y
menunjukan jumlah mobil yang belok kanan. Karena, mobil terakhir akan
lurus ke depan, distribusi gabungan X dan Y geometri dengan parameter
p,=0,4,p, =0,25dan p, =1- p,— p,=0,35. Untuk 10 mobil berikutnya
memasuki persimpangan, kemungkinan 5 mobil berbelok ke kiri, 4 mobil
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akan berbelok ke kanan, dan mobil terakhir yang akan lurus di depan diberi-
kan oleh

P(X=5Y=4)=f(54)

x+y)!
! ,y,) p'py (1=p=py)

x!y!
_(5+4)! 0.4) (0.25) (1-0.4-0.25
=2 04) (025 (1-04-029)
=2 (0.4 (0.25)" (0.35)

51410 ' '
—0.00677

Hasil teknis berikut ini penting untuk membuktikan teorema berikut. Jika a
dan b adalah bilangan real positif dengan 0 <a+b <1, maka

ii(“y)!aw S (3.3)

x!y! l-a-b

Dalam teorema berikut, disajikan nilai harapan dan varians dari X dan 7,
kovarian antara X dan Y, dan fungsi pembangkit momen.

Jielfa (X,Y)~GEO(p,,p,),dimana p, dan p, adalah parameter. Sehing-
g
E(X):l—pll)l P,
E(Y):l—:z P,
Var(X)= (ﬁg_i))z




126

Pengantar Statistika Matematika 2

1_
var(r)=—207P)
(I-p,—p,)

PP
Cov(X,Y)=—"1=—
( ) (1_p1_p2)2

1- b= P
M =
(S,t) 1-pe’ - pye’

Bukti :

Diketahui fungsi pembangkit momen gabungan M (s,¢) dari X dan Y.
Fungsi pembangkit momen gabungan M (s,t) diberikan oleh

M (s,t) = (EeSX”Y)

S5t

x=0y=0

+
_ZZ SX+1y x y) lp;(l_pl_pz)

x=0y=0 x"

=(1—pl—p2)22(x yy) (') (pye')

x=0y=0

_ (1_p1_p2)

- pe —pe (dengan(3.3))
1 2

Hasil berikut diperlukan untuk teorema berikutnya. Misalkan a adalah bi-
langan real positif kurang dari satu. Sehingga

SICAILRT.
; x!y! . _(l—a)“1 (3'4)

e = 35
iyt 2 T i) (3.5)
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Teorema 3.6.

Dan

(x+y')!y2ay :g(_lT+)xx+)3[a(l+x)+1] (3.6)

yz_:; x!y!
Teorema berikutnya menyajikan beberapa informasi tentang kepadatan ber-
syarat f(x |y)dan f(y |x).

Jika (X,Y)~GEO(p,,p,), dimana p, dan p, adalah parameter. Kemu-
dian distribusi bersyarat f(y |x)dan f(x |y) juga geometri dan

E(Y |x)= pzl(_l;x)
P
Var(Y |x):](912£1—;2;2)
Var(X yy)=i(_l—;)y2)

Bukti :

Seperti sebelumnya, pertama-tama kita temukan kepadatan probabilitas ber-
syarat dari Y dengan syarat kejadian X =x. Kepadatan marginal f, (x)
diberikan oleh
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= (1 ;lli;];i)lplx (dengan(3.4))

Oleh karena itu, kepadatan bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadian X = x
adalah

|
Fvx)=2 f(’(“;y)) - (’;Tj)'p;a—pz)“

Ekspektasi bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadian X = x adalah

E(Y 1x)= 20/ (v.)

© !
S e

= xiy!
=—1221(_1;:;) (dengan(3.5))

Demikian pula, dapat ditunjukkan

p1(1+y)

(l_pl)

Untuk menghitung varians bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadian X = x,
pertama kita harus mencari E(Y”|x), yang diberikan oleh

EX|y)=

BP0 =30 £01)

> x+y)!
-3 2l sy

=0

:l(?lzfl—pt;cz)[pz (l+x)+l] (dengan(3.6))
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Karena itu

Var(Y* |x)= E(Y?|x)— E(Y|x)’

—p2“”)[pz<1+x>+11—(M]z

- (1_p2)2 (l_pz)

~ p,(1+x)

(1- ]92)2

Momen lainnya dapat ditentukan dengan cara yang sama.

3.4. Distribusi Binomial Negatif Bivariat

Distribusi binomial negatif univariat dapat digeneralisasikan ke kasus bi-
variat.

Definisi 3.4. Sebuah variabel acak diskrit bivariat (X,Y) dikatakan memiliki distri-
busi binomial negatif bivariat dengan parameter k, p, dan p, jika kepa-
datan probabilitas gabungannya adalah dalam bentuk

(x+y+k-D! ., | o
RSO AL A 1-p, — , Jjikax,y=0,1,...,00
f(xp)=1 x!yik-D)! pipi(=p —p,), jikax,y

0 untuk yang lainnya

dimana 0< p,,p,, p,+ p, <1 dan k adalah bilangan bulat positif bukan
nol. Kita tunjukkan variabel acak binomial negatif bivariat dengan menu-
liskan (X,Y)~NBIN (k, p,, p, ).

M Contoh 3.6. Eksperimen terdiri dari pemilihan kelereng secara acak dan dengan pengem-
balian dari kotak yang berisi 10 kelereng putih, 15 kelereng hitam dan 5 kel-
ereng hijau. Berapa probabilitas yang dibutuhkan tepat 11 percobaan untuk
mendapatkan 5 kelereng putih, 3 kelereng hitam dan 3 kelereng hijau pada
percobaan ke-11?

Jawab :

Jika X menunjukkan banyaknya kelereng putih dan ¥ menunjukkan jum-
lah kelereng hitam. Distribusi gabungan dari X dan Y adalah binomial

negatif bivariat dengan parameter p, = %, P, = %,dan k =3. Oleh karena
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itu probabilitas dibutuhkannya tepat 11 percobaan untuk mendapatkan 5 pu-
tih, 3 hitam dan ketiga kelereng hijau pada percobaan ke-11 ini

P(X =5Y=3)=f(53)

_(x+y+k—l)! . k
—mplpzy(l—Pl—Pz)

(5+3+3-1)!

- m(o.w)s (0.5)’(1-0.33-0.5)’

10!

= 33)°(0.5)’(0.17)°

=0.0000503

Teorema binomial negatif yang dibahas dalam bab 5 bisa jadi digeneralis-
asikan menjadi

x+y+k U 1

y:
ZZ x!yl(k-1)! pip: (1-p-p)

x=0 y=0

(3.7)

Dalam teorema berikut, kami menyajikan nilai ekspektasi dan varians dari
X dan Y, kovarian antara X dan Y, dan fungsi pembangkit momen.

Jika (X Y )~NBIN (k, J2 75 ), dimana k,p, dan p, adalah parameter.
Kemudian
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var(r)=2207P2)
l1-p —-p,
COV(X,Y) kpp >
(1—}71—]?2)
M(say=U=PP)
(1 pe —p, )

Bukti :

Kita hanya mencari fungsi penghasil momen gabungan M (s,t) dari varia-
bel acak X dan Y. Fungsi pembangkit momen diberikan oleh

M (s,t)= E(eSX”Y)
_ _pe sX+tY (X+y+k—1)' X _y 1 k
=2 D¢ e ppi(1-p—p,)
© 2 (x+y+k-—1)! x
= (l_pl - P )k ZZM(@H) (etpz )y

x=0y=0 x'y'(k—1)|

= k (dengan(3.7))

Untuk menyusun teorema berikutnya, kita membutuhkan dua hasil berikut.
Jika a adalah konstanta real positif dalam interval (0,1), maka

x+y+k 1) y_l(x+k)

Z x!y k 1) a _(l_a)x+k

(3.8)

»=0
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(x+y+k—1)! B a(x+k)

Zy x!y!(k_l)! ay_(l_a)xgm (3.9)

y=0

Dan

2(x+y+k—1)! ’ (x+k

& x!yl(k-1)! @ = )x+k+2 [1"‘ x+k)a ] (3.10)

y=0 (l—a

Teorema berikutnya menyajikan beberapa informasi tentang kepadatan ber-
syarat f(x |y) dan f(y [x)

Jika (X Y )~NBIN (k, D pz), dimana k,p, dan p, adalah parameter.
Maka kepadatan bersyarat f(y |x) dan f(x|y) juga binomial negatif
dan
E(Y )= 22U
1-p,
P (k +y)
E(X |y)=
( ) 1-p,
Var(Y |x) it (k-HZ)
(1-p,)
Var(X |y) pl(k+);)
(1-m)

Bukti :

Pertama, kita temukan kepadatan marginal X . Kepadatan marginal f, (x)
diberikan oleh

£i(x)=21 (xy)

xX+y+k— Q

- (
ZX"kl) p1p2y

y=0
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3 v L (x+y+k-1)
=(I-p-p,) pi mpf

1

(1 _ p2 )x+k

Kepadatan bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadian X = x adalah

=(1-p,-p, )k Dy (dengan(3.8))

f(x.)
fi(x)

f(ylx)=

(x+y+k—1)! ’ ik
SR A A O T
ey )

Ekspektasi bersyarat E(Y |x) diberikan oleh

x+y+k 1)!

E(Y |x) ZZV ) pi(1-p,)"

x=0y=0

x+y+k U

x+k zzy ) !

x=0y=0

:(l_pz)erk% (dengan(3.9))

D (x+k)
(1-p,)

Ekspektasi bersyarat E(Y?|x) dapat dihitung sebagai berikut

E(Yz |x) Z&ZLIC)I)% (1-p)"

x=0y=0

o x+y+k—1
i es e

x=0y=0
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=(1—p2)x+kM|:l+(x+k)p2] (dengan(3.10))

(1 _ p2 )x+k+2

_PYTR) (x+kz)[1+(x+k)p2]

(1—p2)

Varians bersyarat dari ¥ dengan syarat X =x adalah

Var(Y |x)=E(Y* |x) - E(Y|x)’

=M[l+(x+k)p2:|—£MJz

(1—p2) (l_pz)

Wz (x+k)

(1- p2)2

Nilai ekspektasi bersyarat E(X |y) dan varians bersyarat Var(X | y) dapat
dihitung dengan cara yang sama. Perhatikan bahwa jika k =1, maka distri-
busi binomial negatif bivariat berkurang menjadi distribusi geometri bivar-
iat.

3.5. Distribusi Hipergeometri Bivariat

Definisi 3.5.

Distribusi hipergeometrik univariat dapat digeneralisasikan ke kasus bivar-
iat.

Variabel acak bivariat diskrit (X Y ) dikatakan memiliki distribusi hiper-
geometrik bivariat dengan parameter r, n,, n,, n, jika distribusi probabil-
itas gabungannya berbentuk

L)
f(xy)= [n1+n2+n3j

r

Jika x,y =0,1,...,r

0 untuk yang lainnya
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B Contoh 3.7.

B Contoh 3.8.

dimana x<n,, y<n,, r—x—y<n, dan r adalah bilangan bulat positif
kurang dari atau sama dengan n, +n, +n,. Variabel acak hipergeometrik
bivariat dapat dituliskan sebagai (X Y )~HYP(r,nl,n2,n3 ) .

Panel calon Senat Universitas terdiri dari 6 orang dengan gelar Doktor, 4
orang dengan gelar Magister dan 9 orang Profesor. Jika pemilihannya secara
acak, berapakah probabilitas bahwa juri akan terdiri dari 4 orang Doktor, 3
orang Magister dan 5 orang Profesor?

Jawab :

Diketahui n, =7,n, =3 dan n,=9 sehingga n=19. Totalnya 12 Senat Uni-
versitas akan dipilih sehingga r=12. Dalam contoh ini x=4,y=3 dan
r—x—y=5. Oleh karena itu kemungkinan bahwa juri akan terdiri dari 4
Doktor, 3 Magister dan 5 Profesor adalah

Di antara 25 mahasiswa berprestasi, ada 15 dari Pulau Jawa, 7 dari Pulau
Sumatra, dan 3 dari Pulau Sulawesi. Jika 5 dari Mahasiswa Berprestasi ini
pilih secara acak, berapa probabilitas untuk mendapatkan 4 dari Pulau Jawa
dan 1 dari Sumatra?

Jawab :

Disini n=25,r=5 dan n, =15,n, =7,n, =3. Probabilitas mendapatkan 4
dari Pulau Jawa dan 1 dari Pulau Sumatra adalah

f(41)= (ljj([z%@] = 593515350 =0.1798
5

Dalam teorema berikut, kita menyajikan nilai ekspektasi dan varians dari
X dan Y, dan kovarian antara X dan Y
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Teorema 3.9

Pengantar Statistika Matematika 2

Misalkan (X,Y)~HYP (r,n,,n,,n,), dimana r,n,n, dan n, adalah pa-
rameter. Sehingga

rn

E(X)= !
(¥) n, +n, +n,

rn

E(Y)= 2
(¥) n +n, +n,

rng\n,+n n+n,+n,—r
VCll"(X)Z 1( 2 3)2 1 2 3
(n,+n,+n,)" \ n+n,+n,—1

T e
(n1+n2+n3)2 4y +ny—1

B rmn, n+n,+n,—r
Cov(X,Y)—— 5
(n1+n2+n3) n+n,+n;—1

Bukti :

Kita hanya menemukan mean dan varians dari X . Mean dan varians dari
Y dapat ditemukan dengan cara yang sama. Kovarians dari X dan Y dapat
diselesaikan secara individu. Untuk mencari nilai ekspektasi dari X, kita
membutuhkan kepadatan marginal f (x) dari X. Marginal X diberikan
oleh
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n,+n
:;( : 3] (denganteorema1.3)
n+n,+n |\ r—x

Hal in1 menunjukkan bahwa X ~HYP (r,n,,n,,n, ). Oleh karena itu, dengan
menggunakan Teorema 5.7 (Pengantar Statistika Matematika 1), kita dap-
atkan

Dan

) (o en )
(m+n,+ny) \m+n+n -1

Demikian pula, variabel random Y ~HYP (r,n,n,,n;). Oleh karena itu,
dengan Teorema 5.7 diperoleh

Dan

) 058 (om0
(m+n,+ny) \m+n+n—1

Teorema berikutnya menyajikan beberapa informasi tentang kepadatan ber-
syarat f(x |y) dan f(y [x)
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Teorema 3.10

Pengantar Statistika Matematika 2

Misalkan (X,Y)~HYP (r,n,n,,ny), dimana r,n,n,dann, adalah pa-
rameter. Maka distribusi bersyarat f (y |x) dan f (x|y) merupakan
hipergeometri dan

n,\r—x
e
2 3

ni\r—
(x )=
1 3

Var(Y |x)= n,n, [n1+n2+n3—x]£x—nlJ

n, +ny —1 n, +n, n, +n,

Var(X|y)= mn, (n1+n2+”3_J’](y_nzj

n+n,—1 n +n, n +n,

Bukti :

Untuk mencari E(Y |x), kita membutuhkan kepadatan bersyarat f(y |x)
dari Y dengan syarat kejadian X = x. Densitas bersyarat f(y |x) yaitu

f(ylx)=

n, ny
L)
B n, + n,
(7]
Oleh karena itu, variabel acak Y diberi X =x adalah variabel acak hiper-
geometri dengan parameter n,,n, dan r —x, yaitu

Y |x~HYP(n,, ny,r —x)

Oleh karena itu, dengan Teorema 5.7, kita dapatkan
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n, (I”—X)

E(Y |x)= n,+n
2 3

Dan

Var(Y|x): n,n; (n1+n2+n3—xj[ X—n J

n,+n, —1 n, +n, n, +n,

Demikian pula, kita dapat menemukan E(X |y) dan Var(X |y).

3.6. Distribusi Poisson Bivariat

Definisi 3.6.

Distribusi Poisson univariat dapat digeneralisasikan menjadi bivariate
kasus. Pada tahun 1934, Campbell pertama kali memperoleh distribusi ini.
Namun, pada tahun 1944, Aitken memberikan rumus eksplisit untuk fung-
si distribusi Poisson bivariat. Pada tahun 1964, Holgate juga mencapai di
distribusi Poisson bivariat sehingga memperoleh distribusi gabungan dari
X=X+X, dan Y =X, +X,, dimana X,,X,,X,; adalah variabel acak
Poisson independen. Berbeda dengan sebelumnya distribusi bivariat, dis-
tribusi bersyarat dari distribusi Poisson bivariat bukan Poisson. Faktanya,
Seshadri dan Patil (1964), menunjukkan hal itu tidak ada distribusi bivariat
yang memiliki distribusi marginal dan bersyarat dari bentuk Poisson.

Variabel acak bivariat diskrit (X Y ) dikatakan berdistribusi Poisson bi-
variat dengan parameter 4,,4,,4, jika kepadatan probabilitasnya berben-
tuk

N (=) (A=A w(x,»)

tuk x,y=0,1,...,
f(xa)’): x!y! HITHE %5 *

0 untuk yang lainnya

Dimana

Dengan
X = x(x—=1)...(x=r+1)

dan A, > A, >0, A4, > A, >0 adalah parameter. Kita menunjukan variabel
acak Poisson bivariat dengan menuliskan (X,Y)~POI (4,4,,4,).
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Dalam teorema berikut, kita menyajikan nilai ekspektasi dan varians dari
X dan Y, dan kovarian antara X dan Y, dan fungsi pembangkit momen

gabungan
Teorema 3.11. Misalkan (X,Y)~POI(4,4,,4;), di mana 4,4, dan A, adalah param-
eternya. Maka

E(X)=4

E(Y)=4
Var(X) =1
Var(Y) =1,

cov(X,Y) =4,

M (s,t) _ oAt il e

Teorema berikutnya menyajikan beberapa karakteristik khusus dari kepa-
datan bersyarat f(x |y)dan f(y |x).

Teorema 3.12. Misalkan (X,Y)~POI(4,4,,4,), di mana 4,4, dan A, adalah param-
eter. Maka

E(Y |x)=24 -4 +[%jx

E(X|y)=h-4 J{%Jy
Var(Y |x)=4,— 4, J{%jx
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AIZ

Var( |x)=@—@+[M)x

Latihan BAB 3

1. Satu kotak berisi 10 kelereng putih, 15 kelereng hitam dan 5 kelereng hijau. Jika 10 kelereng

dipilih secara acak dan tanpa pengembalian, berapakah probabilitas terpilihnya 5 kelereng
putih, 3 kelereng hitam dan 2 kelereng hijau?

Penyelesaian :
Diketahui :

n, (kelereng merah) =10

n, (kelereng hitam) =15

1y (kelereng hijau) =5

Ny ( Jumlah satu kotak kelereng ) =n+n,+n, =30
Jumlah kelereng dipilih secara acak r =10

x=5y=3r—x—y=2

Ditanyakan :

Probabilitas terpilihnya 5 kelereng putih, 3 kelereng hitam dan 2 kelereng hijau adalah
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2.

Penyelesaian :

Pengantar Statistika Matematika 2

/(5.3) =m
o

~ [(101—05!)!5!j((151—53!)!3!1(5—52!)!2!j

- 30!
(30-10)!10!

10! 15! 5!
C\SISTLT2131 A 3121

B 30!
20!10!

(252)(455)(30)
30045015

3439800
30045015

=0,1145

Jadi probabilitas terpilihnya 5 kelereng putih, 3 kelereng hitam dan 2 kelereng hijau adalah

Sebuah guci berisi 3 bola merah, 2 bola hijau dan 1 bola kuning. Tiga bola dipilih secara acak
tanpa pengembalian. Berapakah probabilitas bahwa setidaknya 1 warna tidak dipilih?

bola merah (M) =3

bola hijau(H) =2
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bola kuning(K) =1

Totalbola=3+2+1=6

6
Tiga bola dipilih secara acak tanpa pengembalian (3] =20

3) (2) (1
Banyak cara pemilihan 1 bola tiap warna = [Jx[ ]x( ]

:((3—?)!3!}((2—21!)!1!][(1—11!)11!j

=3x2x1

P (l boladari setiap warna ditarik) = % = %

P (1 warnatidak diz‘arik) =1-P (lbola dari setiap warna ditarik)

Jadi probabilitas bahwa setidaknya 1 warna tidak ditarik adalah %

3. Sebuah guci berisi 4 bola merah, 8 bola hijau dan 2 bola kuning. 5 bola dipilih secara acak
tanpa pengembalian. Berapakah kemungkinan 1 bola merah, 2 bola hijau, dan 2 bola kuning
akan dipilih?

Penyelesaian :
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bola hijau =n, =8
bola kuning =n, =2
bolamerah =n, =4

n, =8+2+4=14

total

Jumlahtotal cara = ( " j
X,y

n!

- x!y!(n—x—y)!

- 5!
- 2121(5-2-2)!

_ 5x4x3x2x1
2x2x1

=30
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P(X=2Y=2)=f(2,2)

_ n! . sy
xlyl(n—x-y)! pi P (1= -p2)

AR

960
= ?

Di antara banyak pelamar untuk posisi tertentu, 60 persen hanya memiliki pendidikan Sarjana,
30 persen memiliki pendidikan Magister, dan 10 persen memiliki pendidikan Doktoral. Jika
5 pelamar secara acak dipilih untuk diwawancarai, berapa probabilitas setidaknya satu orang
memiliki gelar Doktoral?

Penyelesaian :

Probabilitas bahwa seseorang terpilih memiliki gelar Doktoral p =0,10. Jumlah pelamar
yang dipilith n=35.

Asumsikan bahwa pemilihan dilakukan secara independen.

Jumlah pendaftar yang telah memiliki gelar Doktoral, X mengikuti distribusi binomial den-
gan parameter n =35 dan p =0,10 maka fungsi kepadatan probabilitas dari X sebagai beri-
kut :

o)<}

X

j(o,lo)" (1-0,10)"

Probabilitas bahwa setidaknya satu orang terpilih memiliki gelar Doktoral.

P(X>1)=1-P(X =0)
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=1—KZ](O,10)° (1—0,10)”}

=1-[(1)(1)(0,5905)]
=1-0,5905

=0,4095

5. Dalam populasi sebanyak 200 mahasiswa yang baru saja menyelesaikan kursus pertama mata
kuliah Statistika, 50 mahasiswa mendapatkan nilai A, 80 mahasiswa mendapatkan nilai B dan
sisanya mendapatkan F. Sebuah sampel berukuran 25 diambil secara acak tanpa penggan-
tian dari populasi ini. Berapa probabilitas 10 mahasiswa mendapatkan nilai A, 12 mahasiswa
mendapatkan nilai B dan 3 mahasiswa mendapatkan nilai F?

Penyelesaian :

Diketahui :

n, ( Jjumlahmendapatkan nilai A) =50
n, ( Jjumlahmendapatkan nilai B ) =80
n, ( jumlahmendapatkannilai F ) =70

Myl ( Jumlah satu kotak kelereng ) =n, +n, +n, =200

Jumlah kelereng dipilih secara acak =r =25

x=10, y=12, r—x—y=3
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Ditanyakan :

Berapa probabilitas 10 mahasiswa mendapatkan nilai A, 12 mahasiswa mendapatkan nilai

B dan 3 mahasiswa mendapatkan nilai F adalah

(50](80}( 70 ]
f(x,y)z i yzO?)S—x—y untuk x>0,y >0,x+ y <25
=
50(80\(70
10){12){ 3

200
25

((50—510()!)!10!J((80—8102!)!12!][(707—03!)!3!J

200!
(200-25)125!

50! 80! 70!
_ 140101\ 681121 )\ 67!3!

200!
175125!

£(10,12) =

_ 608164100127151395625
811744530737959007797446

=0.0007492062799

Jadi probabilitas 10 siswa mendapatkan A, 12 siswa mendapatkan B dan 3 siswa mendapa-
tkan F adalah 0.0007492062799
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5
6. Jika fungsi pembangkit momen gabungan X dan Y adalah M (s,7)= k(%) , lalu
—e' —2e

berapakah nilai konstanta & ? Berapa koefisien korelasi antara X dan Y ?

Penyelesaian :

My (5.6) = K(LJS

7—e' =2¢

Diketahui bahwa M ,, (0,0) =1

Sehingga

-5

My (s.6)=1024(7-¢ —2¢')

Marginal fungsi pembangkit momen dari x

M, (s)=M,,(s,0)
=1024 (7-¢ - 2¢ )*5

=1024 (5-¢°)°

=1024(-5)(5-¢')" (0-¢')

s=0
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=1024(5)(5-¢') "¢

berdasarkan persamaan (1)

S=!

024 (s-¢) ¢ s ()fs-¢) (0]

s=0

=1024(5)[ (5-1) " +6(5-1) |

25
16

Marginal fungsi pembangkit momen dari y
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M, (t)=M,, (0,1)
~1024 (7—1—2ef)*5

M, (r)=1024 (6-2¢')"

E(Y)=%MY (1)

t=0

-6

=1024(-5)(6-2¢') "(0-2¢')

t=0

=1024(10)(6-2) "

d -6
=Eloz4(1o)(6—2ef) ¢

o berdasarkan persamaan (2)

=1024(10)|:et (-6)(6-2¢') " (-2¢')+(6-2¢') " et}

t=0

~1024(10)[ 12(6-2) +(6-2) |
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_120 10160
16 4 16
=10

Var(Y)=E(v*)-[E(Y)]

dZ

= 1024 (7-¢ ~2¢)"

s=t=0

=1024(10)¢ (=6)(7-¢’ ~2¢') ' (~¢')

s=t=0

=1024(10)(6)(7-1-2)"
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Cov(XY)=E(XY)-E(X)E(Y)

00

o | L

_ Cov(XY)
COW(XY) - \/Var(X)Var(Y)

Il
=N
b

0 | i
q‘
~—

5 4x2

=—X
8 515

RE

=0.2582

7. Sebuah dadu dengan 1 titik pada tiga sisi, 2 titik pada dua sisi, dan 3 titik di satu sisi digulir-
kan 15 kali. Berapa probabilitas kita akan mendapatkan delapan 1, enam 2, dan 3 di lemparan

terakhir?

Penyelesaian :
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w,=3 y=06

Berapakah probabilitas yang akan didapatkan dari W, =8, W, =6,dan W, =37

P(X=8Y=6)=1(806)

n! ¥ n—x—
=x!y!(n_x_y)!plpzy(l—pl—pz) '

“si) () (1)
816!\ 17 ) \17 ) \17

=0.03695.

153

8. Output mesin dinilai sangat baik 80 persen, baik 15 persen, dan cacat 5 persen. Berapa proba-
bilitas bahwa sampel acak berukuran 15 memiliki output 10 sangat baik, 3 baik, dan 2 cacat?

Penyelesaian :

Probabilitas bahwa sampel acak berukuran 15 memiliki output 10 sangat baik, 3 baik, dan 2

cacat item adalah

P(X =10,Y =3)= £(10,3)

_ n! . pxey
T AR
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15!

B 10!3!2!(0'80)10 (0.15)(0.05)°

=0.0272

9. Penilaian ujian Statistika dinilai dengan 80 persen mahasiswa mendapatkan nilai A, 15 pers-
en mahasiswa mendapatkan nilai B, dan 5 persen mahasiswa mendapatkan nilai C. Sampel
acak berukuran 15 diambil dari mahasiswa ujian Statistika. Berapa probabilitas 10 mahasiswa

mendapatkan nilai A, 3 mahasiswa mendapatkan nilai B dan 2 mahasiswa mendapatkan nilai
C?

Penyelesaian :
p, =0,8 x=10
p,=0,15 y=3
l1-p —p,=0,05 n=15

probabilitas 10 mahasiswa mendapatkan nilai A, 3 mahasiswa mendapatkan nilai B dan 2
mahasiswa mendapatkan nilai C

P(X =10,Y =3)= £(10,3)

x+y)

=(x!y!) pipy(1-p—p,)
10+3)!

:(10!3!) pipy(1-p,—p,)
13!

= m(0.80)10 (0.15)(0.05)

=0.00518
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BAB IV

DISTRIBUSI KONTINU BIVARIAT

Dalam bab ini, kita akan mempelajari beberapa fungsi kepadatan proba-
bilitas bivariat kontinu yang umum digunakan. Pertama, kita ingat terlebih
dahulu terkait dengan fungsi kepadatan probabilitas univariat yang dibahas
dalam bab 6 (Pengantar Statistika Matematika 1). Kemudian akan diberikan
beberapa distribusi bivariat lainnya yang telah dibahas dalam bab ini. Kita
mulai bab ini dengan distribusi uniform bivariat.

4.1. Distribusi Uniform Bivariat

Definisi 4.1.

Pada bagian ini, akan dibahas distribusi uniform bivariat Morgenstern se-
cara rinci. Marginal dari distribusi uniform bivariat Morgenstern adalah
uniform. Dalam pengertian ini, ini adalah perluasan dari distribusi uniform
univariat. Distribusi uniform bivariat lainnya akan ditunjukkan tanpa pem-
bahasan lebih lanjut.

Distribusi bivariat yang marginal univariatnya berdistribusi uniform adalah
dengan rumus berikut :

/(%)= fi(x) () A+ a[ 2F (x)-1][2F, (v)-1]

Dimana « €[-1,1] adalah parameter. Jika kita mengasumsikan bahwa
fungsi distribusi kumulatif E(x):x dan fungsi kepadatan probabilitas
fi(x)=1(i=1,2), kemudian kita telah sampai pada distribusi uniform
Morgenstern pada satuan persegi. Fungsi kepadatan probabilitas gabungan
f (x, y) dari distribusi uniform Morgenstern pada satuan persegi diberikan
oleh

Sy =1+a(2x=1)(2y-1), 0<x,y<l, —-1<a<l

Selanjutnya, kita definisikan distribusi seragam Morgenstern pada persegi
panjang yang berubah-ubah [a,b]x[c,d].

Variabel acak kontinu bivariat (X Y ) dikatakan memiliki distribusi uni-
form bivariat pada persegi panjang [a,b]x[c,d ] jika fungsi kepadatan

probabilitasnya berbentuk
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Teorema 4.1.
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(h—a)d —c) , untuk x €la,b]lye€lc,d]

0, untuk yang lainnya
di mana o adalah parameter yang berubah-ubah di [—1,1]. Kita menun-

jukkan variabel acak uniform bivariat Morgenstern pada persegi panjang
[a,b]x[c,d] dengan menuliskan (X,Y)~ UNIF(a,b,c,d,a).

Joint PDF of Random Variables X and Y The equi-density curves ¢ = f(x,y)

Gambar berikut menunjukkan grafik dan kurva equi-density f (x, y) pada
satuan persegi dengan « =0,5
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Dalam teorema berikut, kita sajikan nilai ekspektasi, varians dari variabel
acak X dan Y, dan kovarians antara X dan Y.

Misalkan (X,Y)~UNIFM (a,b,c,d,c), dengan a,b,c,d dan o adalah
parameter. Sehingga

b+a
E(X)= >

d+c
E(Y)= >
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Cov(Y,X):%a(b—a)(d—c)

Bukti :

Menentukan kepadatan marginal dari X yaitu

J(@)=['f (x.)dy

1_|_0{2x—2a _lj(2y—2c_1j
:J'd b-a d-c J

‘ (b—a)(d—c) 4

Dengan demikian, kepadatan marginal dari X adalah seragam pada inter-
val dari a ke b.Dimana X ~UNIF (a,b). Karenanya dengan Teorema 6.1,
kita memiliki

2
E(X)zb;a dan Var(X)z(bl_za)

Hal ini menunjukkan bahwa Y ~ UNIF (c,d ) sehingga dengan Teorema 6.1

af—c)2

E(Y): dan Var(Y):( B

Hasil kali momen dari X dan Y adalah

E(XY) = jijjxyf(x,y)dxdy
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4o 2x—2a_1 2y-2c
brd b-a d—c
[

(b-a)(d—c)

_lj
dxdy

:%a(b—a)(d—c)+%(b+a)(d+c)

Kemudian kovarians dari X dan Y adalah

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
—ca(b-a)(d-c)+ o (bra)(d+e)-(bra)(d+e)

:;—6a(b—a)(d—c)

Dalam teorema berikutnya, diberikan beberapa informasi yang berkaitan
dengan kerapatan kondisional f(y |x) dan f(x |y).

Teorema 4.2. Misalkan (X,Y) ~UNIF (a,b,c,d,a), dimana a,b,c,d dan « adalah pa-
rameter. Kemudian

d+c a ) [ 2x-2a
E(Y |x)= 4ed )+ d -1
( |x) 5 +6(b—a)<c +4c )+ )( P j

EX|y)= b;“ + 6(ba_a)(a2+4ab+b2)(2y—:ic—1j

Var(Y|x) :%(Z’:;j [0{2 (a+b)(4x—a—b)+3(b—a)2 —4a2x2}
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Var(X|y):%(z:Z) [az(c+d)(4y—c—d)+3(d—c)2—4a2y2}

Bukti :

Pertama, kita tentukan fungsi kepadatan bersyarat f(y|x). Ingatlah bahwa

f(ylx)= dl—c[“a(zz:za _1J(2§i30_1ﬂ

Ekspektasi bersyarat E(Y |x) diberikan oleh

fi(x)= % . Karenanya

E(Y 1x)=['y f|x)dy

d+c a (2x—2a
= + —

> 1}[d3—c3+3dcz—30d2}
2 6(d—c)'\ b-a

:d+c+ a 2(2x_2a—1j[d2—4dc+cz}
2 6(d—c)'\ b-a

Ekspektasi bersyarat E(Y* |x) diberikan oleh

E(r x)=[0 1o lx)dy

I e, 2x-2a 2y-2c
1+ -1 -1]||d
d—cLy { a( b—a j( d-c ﬂ g
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2 2
_ 1 {d ¢, «a (2x—2a_1jl(dzcz)(d_c)z}
d—c 2 d—c\ b-a 6

a(d2 —cz)(zz:za —lj

e R ]

Oleh karena itu, varians bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadian X =x
adalah

)
+
|~

Var(Y |x)=E(Y* |x) - E(Y|x)’

:%(Z’__;T [az (a+b)(4x—a—b)+3(b—a)2 —4a2x2}

Ekspektasi bersyarat E(X |y) dan varians bersyarat Var(X |y) dapat
ditemukan dengan cara yang sama.

Regression and Scedastic Curves
0.8

0.7
0.6 Regression Curve

0.5 /
0.4
0.3
0.2

Scedastic Curve
0.1

Gambar berikut mengilustrasikan kurva regresi dan skedastik dari fungsi
distribusi uniform Morgenstern pada satuan persegi dengan a =0,5.

Selanjutnya, diberikan definisi dari distribusi uniform bivariat umum lain-
nya
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Definisi 4.2.

Jika S « R? adalah suatu daerah pada bidang Euclid R® dengan luas 4
Variabel acak X dan Y dikatakan uniform bivariat terhadap § jika ke-
padatan gabungan X dan ¥ berbentuk

% untuk(x,y) esS
f(xy)=

0 untuk yang lainnya

Pada tahun 1965, Plackett menyusun kelas distribusi bivariat F' (x, y) yang
menyatakan bahwa marginal f, (x) dan f, ( y) sebagai akar kuadrat dari
persamaan

(a=1)F(x,y) ~{1+(@=1)[F(x)+F ()]} F(x,y)+aF (x) F (y) =0

(Dimana 0 < o < ) yang memenuhi pertidaksamaan Fréchet

max{Fl (x) + F, (y)—l,O} < F(x,y) < min{F1 (x),F2 (y)}

Kelas fungsi kepadatan gabungan bivariat yang disusun oleh Plackett ada-
lah sebagai berikut

[(a=1){F (x)+F,(y)-2F (x) F, ()} +1]
|S(xy) ~da(a-1)A(x)A(y)

f(xwy)=afi(x) ()

Dimana

S(x,y)zlJr(oz—l)(F1 (x)+F2 (y))
Jika kita mengambil F,(x)=x dan f;(x)=1 (untuk i=1,2), maka fungsi
kepadatan gabungan yang dibangun oleh Plackett berkurang menjadi
[(a —1){x+y—2xy} +1:|

f(xy)=«a ) 3
[{1+(a—1)(x+y)} —40{(05—1))@/}2

dimana 0<x, y<1,dan ¢ >0.
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4.2. Distribusi Cauchy Bivariat

Definisi 4.3.

Ingatlah bahwa distribusi probabilitas Cauchy univariat didefinisikan pada
bab 3 yakni

0

ﬂ[9+(x—a)2}

—00 < X <0

S (%)=

dimana >0 dan @ adalah parameter real. Parameter o disebut parameter
lokasi. Dalam Bab 4, ditunjukkan bahwa setiap variabel acak yang fungsi
kepadatan probabilitasnya adalah Cauchy tidak memiliki momen. Variabel
acak ini, lebih lanjut tidak memiliki fungsi pembangkit momen. Distribu-
si Cauchy banyak digunakan untuk tujuan instruksional selain penggunaan
statistiknya. Tujuan utama dari bagian ini adalah untuk menggeneralisasi
distribusi univariat Cauchy menjadi kasus bivariat dan mempelajari berb-
agai sifat intrinsiknya. Kita definisikan variabel acak Cauchy bivariat den-
gan menggunakan bentuk fungsi kepadatan probabilitas gabungannya.

Variabel acak bivariat kontinu (X Y ) dikatakan memiliki distribusi Cau-
chy bivariat jika fungsi kepadatan probabilitas gabungannya berbentuk

f(an’): 0 3 —00 < X <00

27| 0+ (x=a) +(y-B) |

dimana @ adalah parameter positif dan o dan g adalah parame-
ter lokasi. Kita tunjukan variabel acak bivariat cauchy dengan menulis
(X,Y)~CAU (6,a,B)

Gambar berikut menunjukkan grafik dan kurva equi-density fungsi kerapa-
tan Cauchy f (x, y) dengan parameter  =0= £ dan €=0,5.

Joint PDF of Random Variables X and Y The equi-density curves ¢ = f(x,y)

1

Teorema berikut menunjukkan bahwa jika variabel acak bivariat (X Y )
adalah Cauchy, maka tidak ada momen seperti variabel acak Cauchy uni-
variat. Selanjutnya, untuk variabel acak Cauchy bivariat (X,Y), kovarian
(dan karenanya korelasi) antara X dan Y tidak ada.
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Teorema 4.3.

Misalkan (X,Y)~CAU(6,a,f), dimana 6> 0,a dan S adalah param-
eter. Maka momen E(X),E(Y),Var(X),Var(Y), dan Cov(X,Y) tidak
ada.

Bukti :

Untuk menemukan momen X dan Y, kita membutuhkan distribusi margin-
alnya. Mencari margin X yang diberikan oleh

A)=]" S (x)dy

:I: ’ Tdy
272[6’2 +(x—a)2 +(y—ﬂ)2J3

Untuk mengevaluasi integral di atas, kita gunakan substitusi trigonometri

y:ﬂ+\/[6?2+(x—a)1tany/

Kemudian

dy = \/[02 Jr(x—a)2 Jseczwdl//

Dan

2 2 2
3

[92 +(x—a)2 +(y—ﬂ)2} :[92 +()c—a)2}g (1+ta:121,y)E
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= 0 2] J.izrzcosl//dl//

B ﬁ[92+(x—a)1

Oleh karena itu, marginal X adalah distribusi Cauchy dengan parameter
0 dan « . Jadi, untuk variabel acak X, nilai ekspektasi E (X ) dan varians
Var(X ) tidak ada (lihat Contoh 4.2 Pengantar Statistika Matematika 1).
Dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa distribusi marginal dari
Y juga Cauchy dengan parameter 6 dan B schingga E(Y) dan Var(Y)
tidak ada. Berdasarkan

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y),

Mudah untuk dicatat bahwa Cov(X Y ) juga tidak ada.

Distribusi bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x diberikan oleh

N :f(x,y):l 0 +(x—a)
f(J’| ) f1(x) 2[6’2+(x—a)2+(y—ﬁ)2}2

Demikian pula, distribusi bersyarat dari X dengan syarat kejadian Y =y
adalah

o |x):l 0> +(y-p)

[0+ (v-a) +(r-p) |

Teorema berikutnya menyatakan beberapa sifat dari kepadatan bersyarat

f(v1x) dan f(x|y).

Jika (X,Y)~CAU(6,a, ), dimana 6 >0,a dan B merupakan parame-
ternya. Maka ekspektasi bersyarat

E(Y|x)=p
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E(X |y)=

Dan varians bersyarat Var(Y |x) dan Var(X | y) tidak ada.

Bukti :

Pertama, kita akan menunjukkan bahwa £ (Y |x) adalah g . Ekspektasi ber-
syarat dari ¥ dengan syarat kejadian X = x dapat dihitung sebagai

E(Yx)=[ yf(y|x)dy

0 1 02+ x—0{2
P

o2 [92 +(x—05)2 +(y—,3)2};

dy

)ZMOO d (0 +(x—a) +(y-B)

[ (ea) +(v-p) T

:i[02+(x—a

e ]

+ ﬁ[e%(x—aﬂ.[%%

=0+p

=p

Demikian pula, dapat ditunjukkan bahwa E (X | y) =« . Selanjutnya, kita
tunjukkan bahwa varians bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x tidak ada.
Untuk menunjukkan ini, kita membutuhkan E (Y ? |x) , yang diberikan oleh
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2
B )= [y

(0> +(x—a) +(y-B) |

Integral di atas tidak ada dan karenanya momen kedua bersyarat dari Y
dengan syarat X = x tidak ada. Akibatnya, Var(Y |x) juga tidak ada. De-
mikian pula, varians X dengan syarat kejadian Y = y juga tidak ada.

4.3. Distribusi Gamma Bivariat

Pada bagian ini, kita sajikan tiga fungsi kepadatan probabilitas gamma bi-
variat yang berbeda dan mempelajari beberapa sifat intrinsiknya

Definisi 4.4. Variabel acak kontinu bivariat (X Y ) dikatakan memiliki distribusi gam-
ma bivariat jika fungsi kepadatan probabilitas gabungannya berbentuk

Ha) .
(xv)2 - (2 Oxy
f(xay): (1_0)1—*((1)(9)5(“*1) 1-6

0, untuk yang lainnya

J, untuk 0 < x,y <o

Dimana 6 €[0,1) dan & >0 merupakan parameternya

oz

g r!F(k+r+1)

Penulisan variabel acak gamma bivariat ini adalah (X Y ) ~GAMK (a, 9).

Fungsi I, (Z ) disebut fungsi Bessel modifikasi dari jenis pertama susunan
k . Dalam bentuk eksplisit f (x,y) diberikan oleh

)0{+k71

2 e 0
! elfez ( aid untuk 0< x,y <o

f(x.)=10"T(a) R0 (a+k)(1-6)
0, untuk yang lainnya



Distribusi Kontinu Bivariat 167

Teorema 4.5

Gambar berikut menunjukkan grafik fungsi kepadatan gabungan f (x, y)
dari variabel acak gamma bivariat dengan parameter & =1 dan € =0.5 dan
kurva equi-density f(x,y).

Joint PDF of Random Variables X and Y T'he equi-density curves ¢ = I(X,y)

SN
TN

Pada tahun 1941, Kibble menemukan fungsi kepadatan gamma bivariat ini.
Akan tetapi, Wicksell pada tahun 1933 telah menyusun fungsi karakteristik
dari fungsi kepadatan gamma bivariat ini tanpa mengetahui bentuk eksplisit
dari fungsi kepadatan ini. Jika {(X,,Y,)i=1,2,...,n} adalah sampel acak
dari distribusi normal bivariat dengan mean nol, kemudian variabel acak
bivariat (X,Y), dimana

i=l1

X=lzn:Xi2 dan Y=lZn:Yi2,
n nig

memiliki distribusi gamma bivariat. Fakta ini dibuktikan oleh Wicksell den-
gan mencari ciri khasnya fungsi (X Y )

Jika variabel random (X, Y) ~GAMK(a,0), dimana O0<a <o dan
0< 6 <1 merupakan parameternya. Maka marginal dari X danY mer-
upakan gamma univariat dan

E(X)=a
E(Y)=a
Var(X)=a
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Cov(X,Y)=ab

1

[(l—s)(l—t)—ﬁst]a

M(s,t)z

Bukti :

Pertama, menunjukkan bahwa distribusi marginal dari X adalah gamma
univariat dengan parameternya « (dan 8 =1). Kepadatan marginal dari X
adalah sebagai berikut

fi(x)=] f (xy)dy

_ Iw 1 67% - (exy)aJrkfl

d
060" T(a)  Hrr(a+k)i-0f" "

a+k-1
o1 o (99)

:Z a1 € a2k

=0 T(a) kT (a+k)(1-6)

© .
J‘Oya+k—le l_gdy

1 e—i (exy)aﬂrk—l
KIT (@ +k)(1-0)

o (1-0)" T (@ +k)

1 _x X0
— x% o 1-0p1-0
I'(a)
1 a-1_-x
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Teorema 4.6.

Jadi, distribusi marginal dari X adalah gamma dengan parameternya o
dan @ =1. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 6.3 (Pengantar Statistika
Matematika 1), kita dapatkan

E(X)=qa, Var(X)=a
Demikian pula, kita bisa menunjukkan bahwa kepadatan marginal dari Y
adalah gamma dengan parameternya & dan € =1. Sehingga didapat
E(Y):a, Var(Y)za

Fungsi pembangkit momen dapat dihitung dengan cara yang sama

Hasil berikut diperlukan untuk teorema berikutnya.

B k
¢ = k% (4.1)

Dan deret tak hingga di sebelah kanan menyatu untuk semua Z € R . Dif-
erensiasi kedua sisi dari (4.1) lalu mengalikan pernyataan yang dihasilkan
dengan Z, satu memperoleh

. 0 Zk
Ze :Zkﬁ (4.2)

k=0

Jika kita diferensiasi (4.2) lagi sehubungan dengan Z dan mengalikan per-
nyataan yang dihasilkan dengan Z, maka akan didapat

Ze sz =SK 2 43
e+ —kZ(; pr (4.3)

Jika variabel random (X,Y)~GAMK (a,6),dimana 0<a <o dan
0 <6 <1 merupakan parameternya. Maka

E(Y |x)=0x+(1-0)a

E(X |y):l9y+(l—l9)a
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Var(Y |x)=(1-0)[ 20x+(1-0)« |

Var(X |x) = (1—«9)[29y+(1—t9)a:|

Bukti :

Pertama, kita mencari fungsi kepadatan probabilitas bersyarat ¥ dengan
syarat X = x, yang diberikan oleh

f(x,)

f(ylx)= 700

_ 1 6_% oo (0xy)a+k_l
0""x" e SR (a+k)(1-0)""

AN ! (0x)
- ;r(mk)@_e)“”" k!

_r
a+k-1 _
e 1-0

y

Selanjutnya, kita menghitung ekspektasi bersyarat dari ¥ dengan syarat ke-
jadian X = x. Ekspektasi bersyarat £ (Y |x) diberikan oleh

E(Y |x)=[ yf (v [x)dy
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=(1-0)a+6x

Untuk menentukan varians bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadian X =x
kita membutuhkan ekspektasi bersyarat dari Y* yang diberikan kejadian
X=x

Ekspektasi bersyarat dapat dievaluasi sebagai berikut:

E(Y |x)=[ 5 (v |x)dy

(1-0)" T (a+k+2)

—(1-0) e"lfei(mm)(mk)i( Ox jk

k=0 k' 1_0

2 x—%w 1 Ox g
=(1-0) e 19;(a2+2ak+k2+a+k)ﬂ(gJ
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Ox

:(1—0) {a +a+(2a+l)Te+Te ) ki];{—(—jk}

-0 1-0 (1-6

:(1—9)2{a2+a+(2a+1) Ox  Ox J{ O jz}

:(a2 +o¢)(l—0)2 +2(a+1)0(1-0)x+6°x*
Variansi bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x adalah
Var(Y |x)=E(Y* |x)-E(Y |x)’

:(a2 +a)(1—0)2 +2(0¢+1)(9(1—6?))c+(92)c2
~ [(1-6) @* +6*x* +2a0(1-6)x]

=(1-0)[ a(1-6)+26x]

Karena fungsi kerapatan f (x, y) simetris, yaitu f (x, y) =f ( y,x) , ekspek-
tasi bersyarat E(X |y) dan varians bersyarat Var(X |y) dapat diperoleh
dengan menukar x dengan y dalam rumus E(Y |x) dan Var(Y |x).

Pada tahun 1941, Cherian membangun distribusi gamma bivariat yang
fungsi kepadatan probabilitasnya diberikan oleh

et i 2 (e 2) (- 2)"
e =TT ()" 2(x-2)(y-2)

0 untuk yang lainnya

efdZ, untuk 0<x,y <o

Dimana «,,,a, e(O,oo) merupakan parameternya. Jika variabel
acak bivariat (X Y ) memiliki fungsi kepadatan probabilitas gamma bi-
variat Cherian dengan parameter ¢;, a, dan «,, hal ini dapat ditulis
(X.Y)~GAMC (e, 2, 13).
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Teorema 4.7.

Teorema 4.8.

Dapat ditunjukkan bahwa margin dari f'(x,y) diberikan oleh

1
— xS e untuk 0<x <o
Si(x)= F(al +0‘3)
0 untuk yang lainnya
Dan
1
———x""e, untuk 0< y <o
S =1T (e, +a;)

0 untuk yang lainnya

Jika (X,Y)~GAMC(a, B,y), maka

E(X)=a+y

E(Y)=,B+7

Var(X):a+]/

Var(Y)=B+y

E(XY)=7/+(0{+}/)(,B+}/)

Teorema berikut dapat ditetapkan dengan terlebih dahulu menghitung fung-
si kepadatan probabilitas bersyarat

Jika (X, Y) ~GAMC(0{,ﬂ,;/), maka

E(Y|x):ﬁ+af_7 dan E(X|y):a+ﬁi/_7/y
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Pada tahun 1934, McKay memberikan distribusi gamma bivariat lain
yang fungsi kepadatan probabilitasnya berbentuk

0a+ﬂ

f(xy)=1T(@)L(B)

x (y—x)lH e, untuk 0<x<y<o

0, untuk yang lainnya

di mana 6,a, [ e(O,oo) adalah parameter. Jika berupa kepadatan gabungan
variabel acak (X Y ) mirip dengan fungsi kepadatan dari distribusi gamma
bivariat dari McKay, kemudian kita tulis (X,Y)~GAMM (6,a,f). Grafik
fungsi kepadatan probabilitas f (x, y) dari distribusi gamma bivariat McK-
ay untuk € =« = =2 ditunjukkan di bawah ini. Gambar lainnya mengi-
lustrasikan kurva densitas ekuivalen dari fungsi densitas gabungan f (x, y) .

Joint PDF of Random Variables X and Y The equi-density curves ¢ = f(x,y)

’i;}:;.:g;:-';;;g’g;;' R

R

4 AR

AN R
fofy

KRR

—axis

Dapat ditunjukkan bahwa jika (X Y )~GAMM (9,0{, y/j ), maka marginal
A (x) dari X dan marginal f,(y) dari ¥ diberikan oleh

a

x“ e 0, untuk 0 < x <o
fi(x)=<T(a)
0 untuk yang lainnya
Dan
0a+ﬂ -
X untuk 0 < x < oo

£,(») =T (a+p)

0 untuk yang lainnya

Karenanya X ~GAM(0{,%) dan Y ~GAM(a+ﬂ,éj.

Jika (X,Y) ~GAMM (6,a, ) maka

E(X) :%
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Teorema 4.10.

M(s,t)z(g_es_ty(eijﬂ

Kami menyatakan berbagai sifat kepadatan bersyarat f (x, y) , tanpa bukti,
dalam teorema berikut.

Jika (X,Y) ~GAMM (6,a,3) maka
E(Y |x):x+§
E( |y)=aa+ﬂﬂ
Var (Y |x)=§
Var(X |y):(a+ﬁ)20£i+ﬁ+1)y2

Kita tahu bahwa distribusi eksponensial univariat adalah kasus khusus dari
distribusi gamma univariat. Begitu pula dengan distribusi eksponensial bi-
variat adalah kasus khusus dari distribusi gamma bivariat. Saat mengambil
parameter indeks menjadi kesatuan dalam distribusi gamma bivariat Kibble
dan Cherian yang diberikan di atas, kita memperoleh distribusi eksponensial
bivariat. Sesuai fungsi kepadatan probabilitas eksponensial bivariat untuk
bivariat distribusi gamma dari Kibble diberikan oleh
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[xty k
e [l_y)zw (ny) untuk 0<x,y <o

f(xy)= R (k+1)(1-6)
0, untuk yang lainnya

2k+1 72

di mana 96(0,1) adalah parameter. Distribusi eksponensial bivariat yang
sesuai untuk distribusi bivariat Cherian adalah sebagai berikut :

"M 1 e yntuk 0 < X,y <o
f(xy)= [ ]

0, untuk yang lainnya

Pada tahun 1960, Gumble telah mempelajari distribusi eksponensial bivari-
at berikut yang fungsi kepadatannya diberikan oleh

[(1 + Hx)(l + 6’y) - 6’:' e yuntuk 0 < x, y < oo
0, untuk yang lainnya

f(xy)=

di mana €>0 adalah parameter

Joint PDF of Random Variables X and Y The equi-density curves ¢ = f(x,y)
2

A

0 0.5 1 1.5 2

Pada tahun 1967, Marshall dan Olkin memperkenalkan distribusi eksponen-
sial bivariat berikut

—(a+}/)x . e_(ﬂ+y)y + e—(ax+/i’y+ymax{x,y})

l-e , untuk x,y <0

f(xy)=

0, untuk yang lainnya

di mana «,f,y >0 adalah parameter. Fungsi distribusi eksponensial dari
Marshall dan Olkin memenuhi sifat kekurangan memori

P(X>x+t,Y>y+t/X>tY >t)=P(X >x,Y > ).

4.4. Distribusi Beta Bivariat

Distribusi beta bivariat (juga dikenal sebagai distribusi Dirichlet) merupakan
salah satu distribusi dasar dalam statistik. Distribusi beta bivariat digunakan
dalam geologi, biologi, dan kimia untuk menangani data komposisi yang
didasarkan pada batasan nonnegativitas dan jumlah konstan. Distribusi ini
juga digunakan saat ini dengan meningkatnya frekuensi dalam pemodelan
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Definisi 4.5.

Teorema 4.11.

statistik, teori distribusi dan statistik Bayesian. Misalnya, digunakan dalam
mencontohkan proporsi pemilih yang memilih calon di sebuah pemilihan
dua kandidat. Dalam statistik Bayesian, distribusi beta sangat popular se-
bagai prior karena menghasilkan distribusi beta sebagai posterior. Di dalam
bagian ini, diberikan beberapa fakta dasar tentang distribusi beta bivariat.

Sebuah variabel acak bivariat kontinu (X Y ) dikatakan memiliki distri-
busi beta bivariat jika fungsi kepadatan probabilitas gabungannya dalam
bentuk

r'(6,+6,+6,)
fx,y)= F(Hl)F(HZ)F(HS)

PURIe (1_x_y)€r] , untuk 0<x,y,x+1<1

0, untuk yang lainnya

Dimana 6,,6,,0, adalah parameter positif. Kita akan menunjukkan vari-
abel acak beta bivariat (X Y ) dengan parameter positif 6,,6,,6, dengan
cara menuliskan (X,Y)~Beta(6,,6,,6;).

Gambar berikut menunjukkan grafik dan kurva kepadatan ekuivalen f (x, y)
pada domain dari definisinya.

Joint PDF of Random Variables X and Y The equi—density curves ¢ = f(x,y)
1

Dalam teorema berikut, diberikan nilai ekspektasi, varians variabel acak X
dan Y, dan korelasi antara X dan Y

Jika (X Y ) ~ Bez‘a(9l ,0,,0, ) ,dimana 6,,6,, 6, adalah parameter yang dip-
ilih apriori positif, maka X ~ Beta(é’l,ﬁ2 + 493) dan Y ~ Beta(&z,@1 + (93)
dan

E(X) =%, Var(X) =%
E(1)=2, Var(¥) :9922((971912))
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0,9,

Cov(X,Y) :—m

dimana 0=6,+6, +0,.

Bukti :

Pertama,  kita  tunjukkan  bahwa X ~ Beta(6,,6, + 6’3) dan
Y ~ Beta(6,,6,+6,). Karena (X,Y)~ Beta(6,,6,,6,), kepadatan gabun-
gan dari (X Y ) diberikan oleh

) Ty *

dimana 0=6, +0, +0,.
Kemudian kepadatan marginal dari X diberikan oleh

F)=[ f(xy)dy

0

_ )xel—lj‘l‘xyez—l (l_x_y)eﬂ dy

F(H) 0-1 01 fl-x 91( y T}l
= (11— T I—-— d
re )x ( x) IO Y 1—-x 4

Y

Sekarang kita substitusikan u =1——— dalam integral di atas. Kemudian
kita dapatkan I-x
re o, _
f1(x): ( ) xH]—l(l x)é’z 0 1J‘ 92-1(1 )6’3 ldu
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= F(H) xel—l N\t
“rerere)” 1
Schingga
ﬁuez1(1_u)031du:B(92,93):%

Ini membuktikan bahwa variabel acak X ~ Beta(6,,6, +6,). Demikian
pula, kita dapat menunjukkan bahwa variabel acak Y ~ Beta(6,,6,+6,).
Sekarang menggunakan Teorema 6.5, kita tahu bahwa

E(X) =%, Var(X) =%
E(1)=2, Var(Y) :—‘9922((991912))

dimana 6 =6,+6, +0,.
Selanjutnya, kita menghitung hasil kali momen dari X dan Y.

E(XY) = j;“;xxyf(x,y)dy} dx

Sekarang kita substitusikan u = T ke dalam integral di atas
—Xx
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E(XY)= r(9) J‘lxe‘ (l—x)‘gﬁe3 Dl_xuez (l—u)‘gr1 du}dx
L(6)T(6,)T(6;)"° 0
Karena
J.:xuez (l—u)as_1 du=B(6,+1,6,)
Dan

E(XY)= A B(6,+1,6,)B(6,+1,0,+6,+1)

r(9) or(6,)(6,+6,)T(6,+6,) 6,1 (6,)r(6,)
r(6)r6,)r(o,) 0(0+1)T(0) (6,+6,)r(0,+6,)

91 92

dimana 0= 6 +06, +6
0(0+1) b

Sekarang kita menghitung kovarians X dan Y

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

6> (0+1)

Koefisien korelasi X dan Y dapat dihitung menggunakan kovarian sebagai
berikut
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Cov(X,Y) _\/( 6,6,

- JVar(X)Var(Y) "\ (6+6,)(6,+6,)

Teorema berikutnya menyatakan beberapa sifat dari fungsi kepadatan bers-

yarat f(x |y) dan f(y|x).

Teorema 4.12. Jika (X,Y)~Beta(6,,6,,6;), dimana 6,,6,,0; adalah parameter positif.
Maka
2
E(y x)= 2020, Var (¥ 1) =— 2201 =)
0, + 0, (6,+6,) (6,+6,+1)
_ 1—v)
E(X |y):01(1 y), Var(X |y): 01932( y)
0 +0, (6,+6,) (6,+6,+1)

Bukti :

Kita tahu bahwa jika (X,Y)~Beta(6,,6,,6,), variabel acak
X ~ Beta(6,,0,+6,). Maka

f(x.)
fi(x)

f(ylx)=

Ll (7 )

. . . Y
Untuk setiap 0< y <1-x. Kemudian variabel acak ——
bel acak beta dengan parameter 6, dan 6, . I-x

adalah varia-
X=x

Sekarang kita menghitung ekspektasi bersyarat dari Y |x.

E(Y 1x)=], v f(y |x)dy

Lo ()
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Sekarang kita substitusikan u = Y ke dalam integral di atas

1-x

_I(6,+6,)

E(Y |x) _W(l_x)j;u@ (1-u)"" du

r'(6,+6;)

:—F(92)F(93)(1-x)3(.92+1,93)

_I'(6,+6,) 6,1 (6,)r(6,)
_r(az)r(@)( _x)(92+93)r(¢92+93)

0,

= (1-x)

0, +0,

Selanjutnya kita hitung E (Y ? |x) .

E(v* |x)=[ "y o lx)dy

1 I(6,+6,) Il_xyz( o jaz_l (I_Lj@-ldy

T1-xT(6,)T(6,) 0

F(t92+493) 2 (1 g 0,1
:W(l—x) Iou (l—u) du

B r(6,+6,)

-—r(e‘z)‘r@)‘(l—x)zB(ez+2,93)

CT(6,46) .  (6,+1)6,T(6,)(4,)
_r(ez)r(eg)( ) (6, +0,+1)(6,+0,)T (6, +0,)

B (6,+1)6, )
(6,+06,+1)(6, +93)(1_x)
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6,6,(1-x)’
(6,+6,) (6, +6,+1)

Var(Y |x)=E(Y?[x)—E(Y|x)’

Distribusi Dirichlet dapat diperluas dari satuan persegi (0,1)2 ke persegi
panjang sembarang (al,b1 ) X (az’b2 )

Definisi 4.6. Sebuah variabel acak bivariat kontinu (X, X, ) dikatakan memiliki distri-
busi beta bivariat umum jika fungsi kepadatan probabilitas gabungannya
berbentuk

[(6+6,+6,) (x —a, i X, —a, o
f(x.x,)= I1 -t
L(6)r(6,)r(6,) s\ b, —a, b, —a,
di mana O0<x,x,,x,+x,<1 dan 6,.6,,0,,a,,b,a,,b, adalah pa-
rameter. Kita akan menunjukkan variabel acak beta umum bivari-

at (X ,Y ) dengan parameter positif 6,6, dan 6, dengan menuliskan
(X.Y)~GBeta(6,,6,.,0,,a,,b,,a,,b,)

Dapat  ditunjukkan ~ bahwa  jika X, =(b, —a,)Y, +q, (un-
tuk k=12) dan masing-masing (Y.Y,)~ Beta(6,,6,,0,), lalu
(X,.X,)~GBeta(6,,6,,6,,a,,b,,a,,b,)

Teorema 4.13. Jika (X,Y)~GBeta(6,,6,,6,,a,,b,a,,b,), di mana 6,0, dan 6, ada-
lah parameter terpilih apriori positif. Maka X ~Beta(91,6’2 +t93) dan
Y ~ Beta(6,,6,+6,) dan

E(X)=(b1—al)%+al, Var(X):(bl—al)Z%
E(Y)z(bz—az)%Jraz, Var(Y):(b2—a2)2%
60,
Cov(X,Y)=—(b—a,)(b, —az)m

Dimana 6 =6, +06, +0,.

Generalisasi lain dari distribusi beta bivariat adalah sebagai berikut:
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Definisi 4.7.
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Sebuah variabel acak bivariat kontinu (X,,.X,) dikatakan memiliki dis-
tribusi beta bivariat umum jika kepadatan probabilitas gabungan fungsin-
ya berbentuk

1
)= e ) B (s )

x4 (1-x, )ﬂﬂxrﬂ2 x5 (1= xx, )ﬁ2 -

dimana 0 < x,,x,,x, +x, <1 dan a,,a,, 3, 5, adalah parameter.

4.5. Distribusi Normal Bivariat

Definisi 4.8.

Distribusi normal bivariat merupakan generalisasi dari distribusi normal
univariat. Pada bagian ini, diberikan perlakuan mendalam tentang distribusi
bivariat normal.

Sebuah variabel acak bivariat kontinu (X,Y) dikatakan memiliki distri-
busi normal bivariat jika fungsi kepadatan probabilitas gabungannya ber-
bentuk

1 Lo,
f(xy)= e oy <o
2rno,0,\1-p

dimana u, 1, €R, 0,,0, €(0,0) dan p e(-1,1) adalah parameter, dan

Q(’f’y):zl—lp2 [[JC;_IMT_QP(X;Mj(y;zﬂz}{y;:’z ﬂ

Seperti biasa, kita menunjukkan variabel acak normal bivariat ini dengan
menulis (X,Y)~N (u,1,,0,,0,,p).Grafik f(x,y) berbentuk “gunung”.
Pasangan ( M, ,uz) memberi tahu kita di mana letak pusat gunung dalam bi-
dang (x, y), sedangkan o] dan o mengukur penyebaran gunung ini pada
arah x dan arah y, masing-masing. Parameter p menentukan bentuk dan
orientasi pada bidang (x, y) dari gunung. Mengikuti gambar menunjukkan
grafik distribusi normal bivariat dengan perbedaan nilai koefisien korelasi
p . Dua gambar pertama menggambarkan grafik distribusi normal bivariat
dengan p=0,1, =, =0,dan o, =0, =1 dan plot equi-density. Dua gam-
bar berikut mengilustrasikan grafik dari distribusi normal bivariat dengan
p=0,5 u=u=0,dan o, =0,=0,5 dan plot equi-density. Dua gam-
bar terakhir mengilustrasikan grafik dari distribusi normal bivariat dengan
p=-0,5 4 =u,=0,dan o, =0, =0,5 dan plot equi-density.
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Teorema 4.14.

Joint PDF of Random Variables X and Y B

The equi-density curves ¢ = fix,y)

Joint PDF of Random Variables X and Y The equi-density curves ¢ = f(x,y)

Joint PDF of Random Variables X and Y
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Salah satu ciri khusus dari distribusi normal bivariat yaitu jika secara ver-
tikal mengiris grafik f (x, y) sepanjang segala arah, maka akan didapatkan
distribusi normal univariat. Secara khusus, jika kita memotong grafik secara
vertikal dari f (x, y) sepanjang sumbu x, maka didapatkan distribusi nor-
mal univariat. Artinya marginal dari f(x, y) kembali normal. Kita dapat
menunjukkan bahwa margin dari f (x, ») diberikan oleh

Dan

Jika (X,Y)~N(t,11,,0,,0, p), kemudian

E(X):ﬂl
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E(Y):,Uz

Var(X)=o0;

Var(Y)=o,

Corr(X,Y):p

1
yls+,uzt+5(ofsz +2po‘10'2st+0'22t2 )

M(s,t):e

Bukti :

Mudah membuktikan formula untuk E (X ),E (Y ),Var(X ) dan Var(Y )
Kita hanya akan membuktikan fungsi pembangkit momen. Berdasarkan
(X,Y) ~ N(yl,yz,al,az,p), kita memiliki X ~N(,ul,0'12) dan Y ~N
(4,,03) . Selanjutnya, untuk setiap s dan ¢, variabel acak W =sX +tY
kembali normal dengan

puw=sy +ty, dan ol =s'0] +2st

Karena W adalah variabel acak normal, fungsi pembangkit momennya yai-
tu

Fungsi pembangkit momen gabungan (X Y ) adalah

M(s,t) = E(eSX”Y)
yw+%o’2w

1
,u]s+/12t+5(0'12s2 +2p010'2st+0'22t2)

Dapat ditunjukkan bahwa kepadatan bersyarat ¥ dengan syarat X = x ada-
lah
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Teorema 4.15.

A
f(yIX)_Gz\/bz(l—pz)e

Dimana

b:,u2+p%(x—,ul)

1

Demikian pula, kepadatan bersyarat f(x|y) adalah

I xee
e 2 51\11—,02

_ 1
iy ey

Dimana

C:ﬂ1+pﬂ(y_/"2)

o,

Mengingat bentuk f(y|x) dan f(x|y), teorema berikut ini sudah jelas.

Jika (X,Y) ~N(,ul,,u2,al,0'2,p) , kemudian

E(Y|x)=p, +p2(x—u1)

0,

EX|y) =+ p2(y- 1)

2

Var(Y|x) = o; (l—pz)

Var(X|y) =03 (1-p°)

Kita dapat melihat bahwa jika (X Y ) adalah distribusi normal bivariat, se-
hingga distribusi dari X dan Y adalah juga normal. Namun, kebalikannya
adalah tidak benar. Yaitu jika X dan Y memiliki distribusi normal sebagai
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Teorema 4.16.

Teorema 4.17.
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marginnya, maka distribusi gabungannya belum tentu normal bivariat. Se-
karang diberikan beberapa teorema karakterisasi tentang distribusi normal
bivariat. Teorema pertama berasal dari Cramer (1941).

Variabel acak X dan Y memiliki distribusi normal gabungan bivariat
jika dan hanya jika setiap kombinasi linier dari X dan Y memiliki distri-
busi normal univariat.

Variabel acak X dan Y dengan satuan varians dan koefisien korelasi p
memiliki distribusi normal bivariat gabungan jika dan hanya jika

memiliki fungsi arbitrer g (x, y) dari dua variabel.

4.6. Distribusi Logistik Bivariat

Pada bagian ini, dipelajari dua distribusi logistik bivariat. Sebuah Distribu-
si logistik univariat sering dianggap sebagai alternatif dari distribusi nor-
mal univariat. Distribusi logistik univariat memiliki bentuk yang sangat
mendekati distribusi normal univariat. Distribusi ini juga digunakan sebagai
alternatif Distribusi Weibull univariat dalam pengujian kehidupan. Distribu-
si logistik univariat memiliki fungsi kepadatan probabilitas berikut

f(x): —00 < X < 0,

di mana —co< u<o dan o >0 adalah parameter. Parameter u adalah
mean dan parameter o adalah standar deviasi dari distribusi. Sebuah vari-
abel acak X dengan distribusi logistik di atas akan dilambangkan dengan
X ~LOG(p,0). Diketahui bahwa fungsi pembangkit momen distribusi
logistik univariat yaitu

M(t)= e*"r(nﬁat]l“[l—ﬁm]

T T
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T

o3

Untuk |¢|< , diberikan bukti singkat dari hasil di atas untuk =0

dan o = % Kemudian dengan asumsi tersebut, fungsi kepadatan logistik

berkurang menjadi

—X

= J-:)(z_1 —1)4 dz dimanaz = Tie

=B(1+1,1-1)

C(1+¢)T(1-1)
C(1+¢+1-1)
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=T(1+)T(1-1)

= tcosec(t)

Ingatlah bahwa marginal dan persyaratan dari distribusi normal bivariat ada-
lah normal univariat. Sifat distribusi normal bivariat ini ternyata kurang dari
distribusi bivariat lain yang telah dibahas selama ini. Jika kita tidak dap-
at mendefinisikan distribusi logistik bivariat sehingga syarat dan marginal
merupakan logistik univariat, maka setidaknya memiliki satu dari distribusi
logistik marginal dan distribusi bersyarat dari variabel logistik lainnya

Sebuah variabel acak bivariat kontinu (X ,Y) dikatakan memiliki distri-
busi logistik bivariat jenis pertama jika probabilitas gabungannya fungsi
kerapatan berbentuk

_L(LM+M]

NE) o1 o2

77[%/4} _7 [y—/lz]
Lie VLot )y Al

di mana —oo< g, 1, <o, dan 0< o0,,0, <o adalah parameter.

Jika acak variabel (X ,Y ) memiliki distribusi logistik bivariat jenis pertama,
maka dapat ditulis (X,Y)~ LOGF (u,,1,,0,,0,). Gambar-gambar berikut
menunjukkan grafik f(x,y) dengan g =0=g, dan o, =1=0, serta plot
kesetaraan.

Joint PDF of Random Variables X and Y The equi-density curves ¢ = f(x,y)

Dapat ditunjukkan bahwa secara garis besar, X adalah variabel acak logis-
tik yaitu X ~LOG(p,0,). Demikian pula, ¥ ~ LOG(u,,0, ). Fakta-fakta
ini mengarahkan pada teorema berikut.
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Teorema 4.18.

Jika variabel acak (X,Y)~LOGF (4, 1,,0,,0,),

Maka

E(X):,Ul
E(Y):,Uz
Var()()zal2

Var(Y) = 0'22

1
E(XY) 250-102 T

dan fungsi pembangkit momen diberikan oleh

M(S,t) = eﬂIHmtr[l-i_M}F(l_%\/EJF(I—L@J

T T

T
o3

Untuk|s| <L dan |t| <

o3

Ini adalah latihan yang mudah untuk menghitung jika variabel acak X dan
Y berdistribusi logistik bivariat gabungan, kemudian korelasi antara X dan

Y adalah % . Ini dapat dianggap sebagai salah satu kelemahan dari

distribusi ini, artinya membatasi ketergantungan antara variabel acak X
dan Y.

Kepadatan bersyarat dari ¥ dengan syarat X =x adalah

L)
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Demikian pula kepadatan kondisional X dengan syarat ¥ =y

Menggunakan kepadatan ini, teorema berikutnya menjelaskan berbagai si-
fat kondisional dari distribusi logistik bivariat.

Teorema 4.19. Jika variabel acak (X,Y) ~ LOGF (u,14,,0,,0,)

Maka

E(Y|x) _1—1n[1+ej§[x"fh]J

E(X|y)=1-In [1+e%(y"ﬂ]

3

Var(Y |x) :%—1

3

Var(X|y)=%—l

Definisi 4.10. Sebuah variabel acak bivariat kontinu (X Y ) dikatakan berdistribusi
logistik bivariat jenis kedua jika bentuk fungsi kepadatan probabilitas
gabungan adalah

x.v) = [¢a (X,J’)]Ha ¢, (x,y)-1
=t (wﬂz[

+aJe“(”y), —00 < X,y <00
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1
di mana « >0 adalah parameternya, dan ¢, (x, y) =le " +e ™). Sep-
erti sebelumnya, kita menunjukkan variabel acak logistik bivariat jenis
kedua (X,Y) dengan menulis (X,Y)~LOGS(a) )

Kepadatan marginal dari X dan Y adalah logistik dan diberikan oleh

Silx)= ,—0 < X <00
(1+e_x
Dan
e*)’
fH(y)= =00 < y <o
(1+e_y)

Hal ini ditunjukkan oleh Oliveira (1961) bahwa jika (X Y ) ~LOGS (a),
maka korelasi antara X dan Y adalah

1
X,Y)=1-
p(X.Y)=1-77

LATIHAN SOAL BAB 4

Jika (X,Y)~N(.1,0,,0,,p) dengan Q(x,y)=x"+2y" —2xy+2x—-2y+1, lalu berapa-
kah nilai varians bersyarat dari ¥ dengan syarat kejadian X =x?

Jawab :

Q(x,y):x2+2y2 —-2xy+2x-2y+1

Jika (X,Y)~N(p,1,,0,,0,,p) maka
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(Y 1X =x)~N| i, + p22(x= ), 03 (1- )

o,
Misalkan

p = koefisiendarix* =1= %
e

1

q = koefisiendariy* =2 = ————
(1-p%)os

r = koefisiendari xy = -2

2
rq 2
2 1
pzﬂzimakapzz—dan ~— =2
N (4}
Sehingga
1 1

1 1 1
V i d i Y = = 1— 2 2: 1—— '1:_'1:_
arians ar1( | X =x) ( ) )0-2 ( 2} : :

2. Jika (X,Y) ~ N(,ul,,uz, o, 02,,0) dengan
0(x.y) =~ [ (x+3) ~16(x-3)(y-2) +4(y-2)' |
’ 102
lalu berapakah nilai ekspektasi bersyarat dari ¥ dengan syarat X =x?

Jawab :
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Diketahui (X,Y) ~ N(p,1,, 0y, 0,,p)

O(x.y)= _ﬁ[(ﬁa)z_16(x_3)(y_z)+4(y_2)2}

Distribusi normal bivariat (X,Y) ~ N ( Uy, 1y O 05, p)
maka
1

1 L (- m) 2
_ X — — _

expl— . [x H j ~2p MY~ H, +[y /sz

2uc,0,:1-p’ 2(1-p < 0,0, 0,

Kita tahu bahwa

o)=L (e

f(x,y)=

Maka kita dapat memiliki g, 1,, o,, 0,,p

1 1
o ==3,1,=2, of =1 maka o, =1, O'ZZZZ maka 0'225,,0:—0,02
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Dimana B, = u, + pﬁ(x— 4, ) adalah mean
0,

E(Y |X =x)=p, =u2+p%(x—u1)

1

dengan o (1 - pz) adalah varians

Sehingga :

Var =%(1+o, 02)

1,02

=0,255

3. Jika (X Y )~N ( s 1y, 0,,0,, ,0) , maka berapa koefisien korelasi dari variabel acak U dan V'
dimana U =2X+3Y dan V =2X-3Y?

Jawab :

Diketahui (X,Y) ~ N(,ul,,uz,al,az,p)

U=2X+3Y
V=2X-3Y

Corr(uv)zm ................ (1)

v(u)yv(v)

Cov(u,v) = C0v(2x+3y,2x—3y)
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:4v(x)—6C0v(x,y)+6C0V(x,y)_9v(y)

= 4v(x)—9v(y)

2 2
=40, -90,

v(u)=v(2x+3y)
=4v(x)+9v(y)+12Cov(x,y)
=40! +90; +120,0, p

v(v)=v(2x-3y)

= 4v(x)+9v(y)—12a1 o,p

2
40! -90;

\/40'12 +90; +120,0,p \/4012 +90; 120, 0,p

Koefisien korelasi dari variabel random U dan V' adalah

2 2
40, -90,;

Corr(uv)=p,, =
’ \/4012 +90; +120,0,p \/4612 +90; —120,0,p




198 Pengantar Statistika Matematika 2

4. Misalkan variabel acak X dan Y masing-masingmenunjukkan tinggi dan berat kalkun liar.

Jika variabel random X dan Y memiliki bivariat normal distribusi dengan g =18 inci,

M, =15 pound, o, =3 inci, o, =2 pound, dan p=0,75, lalu berapa bobot yang diharapkan
dari salah satu hewan kalkun liar setinggi 17 inci?

Jawab :
X = tinggi(inci)
Y =berat( pound )

(X.Y) ~N(g =18,1, =15,67 =32,6; =22,p, =0,75)

Distribusi normal bivariat

O
E(Y |X=x)=ﬂy+p6—y(x—ﬂ])

X

E(Y | X =x) =, + p22(x—p1)

0,

Nilai ekspektasi dari Y (berat) dengan tinggi X =17 inci

EY |X=17)=15+0,75+ %(17—18)

_1s+s .2
4 3
=15-0,5

E(Y | X =17)=14,5 pound

bobot yang diharapkan dari salah satu hewan kalkun liar setinggi 17 inci adalah 14,5 pound

5. Jika (X Y ) ~N ( s 1 ,0,,0,, p) , berapakah fungsi pembangkit momen dari variabel acak U

dan V', dimana U =7X +3Y dan V =7X-3Y?
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Jawab :
(X')Y)NN(/’Ilaﬂzao-]:Gzap)
U=7X+3Y dan V =7X -3Y

Fungsi pembangkit momen normal bivariat

1 5 5 2
M,, (tlatz) =exp |:tlll’ll th, +E(t1 o, +1,0;, +2ptt,0,0,

Berdasarkan definisi MGF dari variabel random adalah M _(t)=E (e’X )
MGF dari U =7X +3Y adalah
M, (t)=E(etU)

.y (et(7X+3Y))

- E (e(7t)X+(3t)Y )

=exp| (7t) u +(3t) 11, +%[(7z)2 ol +(3z)2 o, + 2p(7t)(3t)010'2ﬂ

B 2
e t(7,u]+3,uz)+%[720'12+320'22+2p(7)(3)0'10'2ﬂ

Dimana fungsi pembangkit momen dari distribusi normal dengan parameter g =7x +3u,
dan o® =70} +3*0; +2p(7)(3) 0,0,

Untuk itu U=7X+3Y  berdistribusi normal dengan pu=7x +3u, dan
o’ =70} +3'0, +2p(7)(3) 0,0,
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MGF dari V =7X —3Y adalah

M, (t):E(e’V)
:E(et(7X—3Y))

:E(e(7t)X+(—3t)Y)
=exp {(71)/11 +(=31) 11, +%[(7t)2 ol +(-3t) o2 +2p(7t)(—3t)alo3ﬂ

2
- exp{t(%u1 —3y2)+%[72012 +3%02 —2p(7)(3)0'102]}

Dimana MGF dari distribusi  normal dengan parameter u=7-3u, dan

o’ =70 +30; —2,0(7)(3)0‘102

Untuk itu U=7X+3Y  berdistribusi normal dengan u=7u -3y, dan
o’ =To! +3%0; -2p(7)(3)0,0,

6. Misalkan (X Y ) memiliki distribusi normal bivariat. Rata-rata dari X adalah 10 dan varians
dari X adalah 12. Rata-rata dari Y adalah —5 dan varians dari Y adalah 5. Jika kovarians dari
X dan Y adalah 4, berapakah probabilitas X +Y adalah lebih dari 10?

Jawab :

E(X)=10 dan Var(X)=12
E(Y)=-5 dan Var(Y)=5

Cov(X,Y)=4

Ditanyakan P(X +Y >10)
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(X +Y ) berdistribusi normal

E(X+Y)=E(X)+E(Y)
E(X+Y)=10-5=5
Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)
=12+5+2 4
=17+8
=25

P(X+Y>10)=1-P(X +Y <10)

(X+Y)-E(X+Y) _10-5

- Jar(x+y) = 5

=1-P(Z<1)

=1-0,8413

=0,1587

Jadi probabilitas P(X +Y >10) adalah sebersar 0,1587

7. Misalkan X dan Y memiliki distribusi normal bivariat dengan mean x4, =5 dan u, =6 sim-

pangan baku o, =3 dan o, =2, dan kovarians o,, =2. Misalkan @ menunjukkan fungsi
distribusi kumulatif normal dari sebuah variabel acak dengan mean 0 dan varians 1. Berapa-

kah P(2 <X-Y< 5) dalam pengertian ® ?

Jawab :
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Diberikan

Uy =5
Hy =6

Standar deviasi

Kovarians

Jadi
Kemudian
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Cov(X,Y)zZ

o’ =4V (X)+V (Y)—4cov(X,Y)

~4(3)+5-(2)(4)
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Sehingga

P(2X-4<5)=P(X <5)
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BEBERAPA TEKNIK DALAM MENEMUKAN
ESTIMASI TITIK PARAMETER

Definisi 5.1.

Sebuah statistik populasi terdiri dari semua pengukuran penting dalam
sebuah investigasi statistik. Biasanya sebuah populasi digambarkan den-
gan variabel acak X . Jika kita dapat membangun beberapa pengetahuan
tentang fungsi kepadatan probabilitas f (x;@) dari X kemudian ita juga
membangun pengetahuan mengenai populasi pada investigasi.

Sampel adalah bagian dari populasi yang biasanya dipilih dengan metode
sampling acak dan juga himpunan variabel acak X ,X,,...,X, dengan
beberapa probabilitas fungsi kepadatan f (x;H) sebagai populasi. Setelah
pengambilan sampel selesai, kita dapatkan

X =x.,X,=x,..,X =x

n

dimana x,,x,,...,x, adalah data sampel.

Setiap metode statistik memakai sebuah variabel acak untuk mendapatkan
informasi dari sebuah populasi. Ketika populasi telah menunjukan proba-
bilitas fungsi kepadatan f (x;H) dalam membuat kesimpulan statistik ten-
tang distribusi populasi f (x;H) berdasarkan informasi sampel. Sebuah ke-
simpulan statistik adalah pernyataan berdasarkan informasi sampel tentang
populasi. Ada tiga jenis kesimpulan statistik :

a) Estimasi
b) Pengujian hipotesis
c) Prediksi

Pada poin estimasi, kita mencari parameter 6 dari distribusi populasi
f (x; (9) dari informasi sampel. Jadi, parametrik titik estimasi di asumsikan
membentuk fungsi kepadatan probabilitas f (x; 6’) untuk diketahui dan ha-
nya memperkirakan parameter 6 yang tidak diketahui dari populasi meng-
gunakan informasi yang tersedia dari sampel.

Misalkan X adalah populasi dengan fungsi kepadatan f (x;@) dimana 6
parameter yang tidak diketahui. Himpunan semua nilai yang dapat diter-
ima dari @ disebut ruang parameter dan dinotasikan sebagai €2, bahwa

Q:{eeR"

f(x;0) adalah pdf |

Untuk semua bilangan asli m
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B Contoh 5.1.

B Contoh 5.2.

Definisi 5.2.

Jika X ~EXP(6), lalu berapakah ruang parameter dari 6 ?
Jawab :

Saat X ~EXP (9) maka fungsi kepadatan dari X diberikan oleh

f(x:0)= ée(;]

Jika @ adalah nol atau negatif maka f (x;H) bukanlah fungsi kepadatan.
Jadi, nilai yang dapat diterima dari 6 adalah semua bilangan asli positif.
Oleh karena itu

Q={0cR|0<0<w}

=R

+

Jika X ~N ( u,c’ ) , berapakah ruang parameternya ?
Jawab :

Ruang parameter Q2 diberikan oleh

Q:{96R2|f(x;9) ~N(,u,0'2)}
={(u.0)eR’|—0< u<0,0<0 <0}
=Rx R,

= bidang setengah atas

Umumnya, sebuah ruang parameter adalah subset dari R*.mengenai statis-
tik dengan estimasi parameter 6 yang tidak diketahui dari sampel acak
X,,X,,...,X, . Mengingat bahwa statistik adalah fungsi dari X, X,,..., X,
dan bebas dari populasi parameter 6.

Misalkan X ~f(x;0) dan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari popu-
lasi X .. Beberapa statistik bisa juga digunakan untuk menduga param-
eter @ yang disebut estimator dari €. Nilai numerik dari statistik disebut
perkiraan dari 6. Estimator dari parameter € disebut 6.
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Salah satu hal yang mendasar ialah bagaimana mencari sebuah estimator
dari populasi parameter €. Ada beberapa metode dalam mencari estimator
dari 4, yaitu :

a) Metode Momen

b) Metode Likelihood Maksimum
c) Metode Bayes

d) Metode Kuadrat Terkecil

e) Metode Chi-square Minimum
f) Metode Jarak Minimum

Pada bagian ini kita hanya akan membahas tiga metode pertama dari esti-
masi populasi parameter

5.1. Metode Momen

Misalkan X, X,,..., X, adalah sebuah sampel acak dari populasi X den-
gan probabilitas fungsi kepadatan f (x;01,92,...,6?m) dimana 6,,6,,...,6,
adalah parameter m tidak diketahui. Diberikan

E(X") =[x f(x:6,6,.....0,)dx

Menjadi populasi momen ke-k sekitar 0. Selanjutnya, misalkan

M, = %Zn:Xi"
i=1

Menjadi sampel momen ke- £ sekitar 0.

Dalam metode momen, kita mencari estimator untuk parameter 6,,6,,...,0

m

dengan menyamakan populasi momen pertama ( jika ada ) ke sampel momen
pertama, yakni

E(X)=M,
E(X*)=M,

E(X*)=M,
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m

E(X")=M

Metode momen adalah salah satu metode klasik untuk memperkirakan pa-
rameter dan alasan datang dari fakta bahwa sampel momen adalah beberapa
perkiraan yang masuk akal untuk populasi momen. Metode momen pertama
ditemukan oleh orang inggris yang bernama Karl Pearson pada tahun 1902.
Sekarang kita memberikan contoh ilustrasi metode momen.

B Contoh 5.3. Misalkan X ~ N(,u,az) dan X,,X,,..., X, adalah sampel acak berukuran
n dari populasi X . Berapakah nilai estimator dari populasi parameter u
dan o’ jika kita menggunakan metode momen ?

Jawab :

Saat populasi berdistribusi normal, yakni

X ~N(,u,0'2)

Kita tahu bahwa

Oleh karena itu
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Oleh karena itu, estimator dari parameter x adalah X, sehingga
u=Xx

Selanjutnya, kita cari estimator dari o yang menyamakan E (X 2) dengan
M, . Catatan bahwa

O'ZZO'2+/J2—/J2

£

n

1
n-ig

1y 1 = 1,
=— Y X" ——HI2XX+—)D X
n; ! n; ' +an=1:

Iy S5l T2
_nZXi 2XnZXi+X

i=1 i=1

1 - =
==Y X! -2XX +X°
noio
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B Contoh 5.4.

1 n _
=—yY'X?-Xx?
nZ (X

i=1

Jadi, penaksir dari o adalah lZ:(X .~ X)*, yaitu

i=1

o :%j(x,,_;?)z

i=l1

Misalkan X,,X,,...,X, menjadi sampel acak berukuran » dari populasi
X dengan fungsi kepadatan probabilitas

o0x"", Jika 0<x <1
0,  untuk yang lainnya

(0)-]

Dimana 0 < 8 <o adalah parameter yang tidak diketahui. Dengan menggu-
nakan metode momen, temukan estimator dari 6?. Jika x, =0.2,x, =0.6,
x, =0.5, x, =0.3 adalah sampel acak berukuran 4, maka berapakah penak-
sir dari 6

Jawab :

Untuk menemukan estimator, kita akan menyamakan populasi momen terh-
adap sampel momen. Populasi momen E (X ) diberikan oleh

E(X) = J'fo(x;é?)dx
= J.:)xgxg’ldx

= Gj;xgdx

Kita tahu bahwa M, =X . Sekarang, menyusun M, disamakan dengan
E(X) dan penyelesaian untuk 6, kita dapatkan
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B Contoh 5.5.

B Contoh 5.6.
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Sehingga

X
1-X

0:

. = . N, ¢ . .
Dimana X adalah sampel mean. Jadi, statistik = adalah estimator dari
parameter €. Oleh karena itu -X

6=—"=
1-X

Saat x, =0.2,x, =0.6, x, =0.5, x, =0.3, kita mempunyai X =0.4 and
0.4

o904 _2
1-04 3

Merupakan penaksir dari 6.

Apa prinsip dasar dari metode momen?
Jawab :

Untuk memilih nilai parameter populasi yang tidak diketahui dengan data
yang diamati memiliki momen yang sama dengan populasi.

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari populasi X dengan fungsi
kepadatan

5
re jika 0 <x <o
f(x,ﬂ): F(7)IB7’ J
0, untuk yang lainnya

Temukan estimator dari f dengan menggunakan metode momen
Jawab :

Karena kita hanya memiliki satu parameter, kita hanya perlu menghitung
populasi momen pertama £ (X ) sekitar 0. Jadi,
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E(X)zj:xf(x;ﬂ)dx

Saat M, = X , menyamakan E (X ) dengan M, kita dapatkan

1B=X

Sehingga

p=Lx

<2~

Oleh sebab itu, estimator dari £ dengan metode momen adalah diberikan
sebagai berikut

)
Il
x|~
>l
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B Contoh 5.8.
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Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari populasi X dengan fungsi
kepadatan

1

—, jika 0<x<0
f(x0)=106 /

0, wuntuk yang lainnya
Carilah sebuah estimator dari & menggunakan metode momen.

Jawab :

Periksa fungsi kepadatan dari populasi X, kita lihat bahwa X ~UNIF (O, 6).
Oleh karena itu

E(X)=§

Sekarang dengan menyamakan populasi momen ini dengan sampel momen,
kita peroleh

ng(X):MI:)_(

Oleh karena itu estimator dari @ adalah

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari sebuah populasi X den-
gan fungsi kepadatan

|
f(xaB)=1B-a

0, untuk yang lainnya

, jika a <x< p

Carilah estimator dai ¢ dan £ dengan menggunakan metode momen
Jawab :

Periksa fungsi kepadatan dari populasi X , kitalihatbahwa X ~UNIF (a, p )
. Karena distribusi memiliki dua parameter yang tidak diketahui, kita me-
merlukan dua populasi momen pertama. Oleh karena itu
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E(x)=2%F dan E(x?)= (,31—205)

: +E(XY

Menyamakan momen-momen ini dengan momen sampel yang sesuai, kita

dapatkan
“;ﬁ —E(X)=M,=X
Sehingga
A+L=2X i (1)
Dan
(,3—05)2 2 1 &
L E(X) =E(X*)=M, =;;Xf

Yang mana

Oleh karena itu, kita dapatkan

pa- \/2§(X;_)?)2 ..................... 2)

n i

Menambahkan persamaan (1) terhadap persamaan (2), kita peroleh

3 n

2ﬁ:2)?i2\/—2()(f—)_()2

n-ig
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Sehingga

Karena a < 3, kita lihat bahwa estimator dari & dan £ adalah

1 —\2

3¢ =)\2 = |3
= (X7-X)  dan ﬁ:X+\/;;(Xi2_X)

5.2. Metode Maksimum Likelihood

Definisi 5.3.

Metode likelihood maksimum pertama kali digunakan oleh Ronald Fisher
pada tahun 1912 untuk mencari estimator dari parameter yang tidak diketa-
hui. Bagaimanapun, metode ini berasal dari Gauss dan Bernoulli. Selanjut-
nya, kita akan membahas materinya secara detail.

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari populasi X dengan
fungsi kepadatan probabilitas f (x;H) dimana @ adalah parameter yang
belum diketahui. Fungsi likelihood, L(G) adalah distribusi dari sampel.

Yakni .,
L(6)=T 17 (x:0)

Definisi ini menyatakan bahwa fungsi likelihood dari sebuah sam-
pel acak X, X,,...,X, adalah gabungan dari kepadatan sampel acak
X, Xy X,

6 yang memaksimalkan fungsi likelihood L (6) disebut estimator

maksimum likelihood dari @ dan dinotasikan sebagai 6. Oleh karena itu

0 = Argsup L (0)

0eQ

Dimana Q merupakan ruang parameter dari € sehingga L(H) adalah
gabungan kepadatan dari sampel.

Metode likelihood maskimum dalam arti lain 1alah memilih dari semua nilai
kemungkinan dari € yang paling mungkin menghasilkan observasi yang
diberikan x,,x,,...,x,. Metode penjumlahan ini diantaranya :

a) Memperoleh sampel acak x,,x,,...,x, dari distribusi populasi X

dengan pdf f(x;0);
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B Contoh 5.9.

b) Definisikan fungsi likelihood untuk sampel x,,x,,...,x,
dengan L(@):f(xl;H)f(xz;G)...f(xn;Q).

c¢) Carilah pernyataan untuk & bahwa L(H) maksimal. Ini bisa
diselesaikan langsung atau dengan In L (4) maksimal.

d) Ganti @ dengan 6 untuk memperoleh sebuah pernyataan bahwa
estimator likelihood € maksimum.

e) Carilah nilai yang diamati dari estimator ini untuk sampel yang

diberikan.

Jika X|,X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi kera-
patan

l—@)x_‘g, Jika 0 < x <1
0, untuk yang lainnya

(o)

Carilah estimator maksimum likelihood @ ?
Jawab :

Fungsi likelihood dari sampel diberikan dengan

L(0)=T1/ .0,

Oleh karena itu

lnL(0)=ln(ﬁf(xi ;e)j

i=1

:Zn:lnf(x[;e)
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=nln(1-0)-0) Inx,
i=1
Sekarang kita maksimalkan In L (9) terhadap 6

dlnL(@) d

70 Z%(nln(l—ﬁ)—ﬁglnxij

n n
_—I_Q—me,.

i=1

dlnL(é’)

Selesaikan turunan ————= untuk 0, kita dapatkan

dlnL(&)__ n —Zn“lnx
do 1-6 <&
=0
Sehingga
L_—lme[
1_0 Vlizl
Atau
Lz_lzlnxi
1_0 l’ll-:l
=—Inx
Atau
0:1+;
Inx

Disini 6 bisa juga menunjukan menjadi maksimum dengan menguji turun-
an kedua. Sehingga, estimator dari € adalah
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B Contoh 5.10.

é=1+;
In x

217

Jika X,,X,,...,X, adalah samppel acak dari distribusi dengan fungsi ke-

padatan

Jika 0 < x <o

FsB) =T 5

0, untuk yang lainnya

Kemudian berapakah estimator dari maksimum likelihood dari g ?

Jawab :

Fungsi likelihood dari sampel diberikan oleh

L(B)=T 1/ (x:)

i=1

Jadi,

1nL(/3)=glnf(x,-;ﬂ)

:6ilnxi —%ilnx[ —nIn(6!)—7nln(p)
i=1 i=1

Oleh karena itu

d 1 & Tn
ﬁlnL(ﬂ)—F;:lnxi —?

Selesaikan turunan éln L() hingga 0, kita punya

%Zlnxi—7—n=0
B p

Yang mengasilkan



218 Pengantar Statistika Matematika 2

1 n
—— Ny
B 7n§nx,

Disini £ bisa juga menunjukan menjadi maksimum dengan menguji turun-
an kedua. Oleh karena itu, estimator dari £ diberikan oleh

f==X

2|~

Catatan 5.1. Perhatikan bahwa MLE dari £ adalah sama seperti yang digunakan untuk
metode momen pada Contoh 5.6. Namun, secara umum penaksir dengan
metode yang berbeda adalah berbeda, seperti berikut mengilustrasikan
contoh

B Contoh 5.11. Jika X, X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi kepa-
datan

f(x'@)— é, Jika 0<x <@
0,

untuk yang lainnya

Lalu carilah estimator maksimum likelihood dari 8 ?
Jawab :

Fungsi likelihood dari sampel diberikan oleh

L(0)=] T/ (x:0)
T (lj 0>x (i—123 n)
-T1(; (i=123....

:(_j 6?>max{xl,x2,...,xn}

Karena ruang parameter dari € dengan memperhatikan L(é’) diberikan
oleh
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B Contoh 5.12.

Q={0eRx

max

<0 <0} = (X,0)

Sekarang kita maksimalkan L(H) pada Q. Pertama, kita hitung lnL(é?)
lalu turunkan sehingga

InL(8)=-nlIn(0)

Dan

L nr(e)=-"<0
do 0

Oleh karena itu lnL(Q) adalah fungsi menurun dari @ dan demikian juga
maksimum dari InL(6) terjadi di titik akhir kiri pada interval (x,,,,).
Oleh karena itu, 8 = x,,, fungsi likelihood sampai maksimum. Karena esti-
mator likelihood dari 6 adalah

Dimana X (n) dinotasikan sebagai urutan statistik ke-n dari sampel yang
diberikan.

Jadi, contoh 5.6 dan contoh 5.11 mengatakan bahwa jika kita mengestimasi-
kan parameter @ dari distribusi dengan kepadatan uniform pada interval
(0, (9) lalu estimator maksimum likelihood diberikan oleh

Dimana

0=2X

Adalah estimator yang didapatkan dari metode momen. Karena, umumnya
ada 2 metode yang tidak memberikan estimator yang sama dari parameter
yang tidak diketahui.

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan

1 2
f(x;0)= \/—eig(H) ; jika x>0
) - T

0, untuk yang lainnya
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Berapa estimator maksimum likelihood dari 6 ?
Jawab :

Fungsi likelihood L () diberikan oleh

L _lxv_ )
L(@):(\EJ [Ie L 2 0(i=1,23,...n)

Karena ruang parameter dari € diberikan oleh

Q={0eR0<O<x,,}=[0,x,,]

Dimana x,;, =min{x,,x,,...,x,}. Sekarang kita evaluasi logaritma dari
fungsi likelihood.

1nL(9)=§1n(3)—%§n:(x[—9)2

T i=1
Dimana 6 adalah interval pada [O,xmm]. Sekarang kita maksimalkan sub-
jek InL(@) untuk kondisi 0<@<x,; . Dengan pengambilan turunan kita
dapatkan

Pada contoh ini, jika kita samakan turunan dengan nol, lalu kita dapatkan
0 =X . Akan tetapi nilai dari @ tidak ada pada ruang parameter Q. Jadi,
6 = x bukanlah solusinya. Karena untuk mencari solusi dari proses optima-
si ini, kita menguji In L (6?) pada interval [O,xmm] . Ingatlah bahwa

d ll’l n
L inL(0)=-=
S nL(0)=—22

i=1 i=l1

Ketika x, > 6. Oleh karena itu, fungsi In L(6) adalah fungsi peningkatan
pada interval [O,Xmin] dan demikian pula ini akan didapatkan maksimum
pada titik akhir kanan pada interval [0,x,,, ]. Oleh karena itu, estimator
maksimum likelihood dari 6 adalah
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Dimana X, 0 dinotasikan sebagai pengamatan terkecil pada sampel acak
X, X, X,.

n

B Contoh 5.13. Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari sebuah distribusi normal
dengan rata-rata x4 dan varians o . Berapa estimator maksimum likelihood
dari x dan o°?

Jawab :

Saat X ~N ( 1,0° ), fungsi kepadatan probabilitas dari X diberikan oleh

LA
f(x;,u,a)zaﬂe ( ]

Fungsi likelihood dari sampel diberikan oleh

JEREE |
L(,u,a)=l;[6\/ge

Karena, logaritma fungsi likelihood ini diberikan oleh

1 n
lnL(,u,J)=—%ln(27z)—nln(a)—262 (x, — u1)
i=1

Dengan menggunakan turunan parsial dari InL ( M, 0') untuk # dan o, kita

dapatkan
ZnL(w0)=--> (5 -)(-2)
ou 245
1 n
o)
Dan
ilnL(y,a)———+— 3 (x —u)2
aﬂ ’ i=1 l
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B Contoh 5.14.
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Selesaikan turunan ailn L(u,0)=0dan InL(u,0)=0, dan carilah p
1
dan o yang belum diketahui, kita dapatkan

X =X

i
i=1

S |-

,L[ =
Jadi, estimator maksimum likelihood dari 4 adalah

u=X

Demikian pula

Implikasi

Sekali lagi ¢ dan o° yang ditemukan pada uji turunan pertama menunju-
kan maksimum menggunakan uji turunan kedua fungsi dua variabel. Karena
menggunakan estimator dari ¢ dalam pernyataan tersebut kita punya esti-
mator dari o sebagai berikut

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan

1
f(xa,p)=1p-a

0, untuk yang lainnya

, Jika a<x< pf

Carilah estimator dari & dan £ dengan menggunakan metode maksimum
likelihood

Jawab :
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Teorema 5.1.

B Contoh 5.15.

Fungsi likelihood dari sampel adalah

i 1
L(a,ﬂ)zl:l[ﬂ_a

Untuk setiap o < x; dimana (i =1,2,.. .,n) dan untuk setiap £ > x, dimana
(i =1,2,.. .,n). Sehingga domain dari fungsi likelihood adalah

Q:{(a,ﬂ)|0<a <X, danx(n) Sﬂéoo}

Ini menunjukan bahwa L(«a, ) maksimum jika & =x, dan g=1x, . Oleh
karena itu, estimator maksimum likelihood dari ¢ dan g adalah

a=X

0 dan ,B:X(n

)

Estimator maksimum likelihood & dari parameter ¢ mempunyai sifat yang
luarbiasa yang dikenal sebagai sifat tak seragam (invarian). Sifat invarian
mengatakan bahwa jika @ adalah estimator maksimum likelihood dari &
lalu g&é) adalah estimator likelihood maksimum dari g(@) dimana g
adalah fungsi dari R* c R" .

Misalkan 6 adalah estimator likelihood maksimum dari parameter € dan
misalkan g(é?) adalah fungsi dari 6. Kemudian estimator maksimum
likelihood dari g(6) diberikan oleh g(6).

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari populasi normal dengan
rata-rata u dan varians o”. Carilah estimator likelihood maksimum dari
o dan u—oc?

Jawab :

Dari contoh 5.13 kita punya estimator maksimum likelihood dari # dan *
adalah

u=Xx

Dan



224

B Contoh 5.16.

Definisi 5.4.

Pengantar Statistika Matematika 2

ol = lzn:()([ —)_()2 =3 (katakanlah)

nio

Sekarang, dengan menggunakan sifat invarian dari estimator likelihood
maksimum kita dapatkan

Dan

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan

1
f(xa,B)=1B-a

0, untuk yang lainnya

, Jika a<x< pf

Carilah estimator dari y/a” + #° dengan menggunakan metode maksimum
likelihood.

Jawab :

Dari contoh 5.14 kita punya estimator maksimum likelihood dari & dan g
masing-masing adalah

a=X,

0 dan ﬂ=X(”

)

Sekarang, dengan menggunakan sifat invarian dari estimator maksi-
mum likelihood kita tunjukan bahwa estimator likelihood maksimum dari

2 2 2 2
Ja? + p* adalah /X(1)+X(n) .

Misalkan X adalah observasi dari sebuah populasi dengan fungsi kepa-
datan probabilitas f(x;0). Jika f(x;6) kontinu, terdiferensiasi dua kali
dan tidak bergantung pada 6. Kemudian informasi Fisher, / (0) , sebuah
pengamatan tunggal dari X yang diberikan oleh

1(9):]1{%(’“9)}2 f(x;0)dx

do
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. L . dIn f(x;0)
Jadi, 1 (6?) adalah kuadrat nilai ekspektasi dari variabel acak ————=

Sehingga
1(6)= Eﬁ—d IDZSC;Q)D

Lemma 5.1. Informasi Fisher memuat pengamatan tunggal mengenai parameter 6
yang tidak diketahui sehingga bisa diberikan alternatif sebagai berikut

1(9):—]1{M} f(x:0)dx

o’

Bukti :

Ketika f (x;0) probabilitas fungsi kepadatan

[ f(xo)ax=1 (3)

Menggunakan turunan persamaan (3) dengan mengingat £, maka

d o
d—ej‘iwf(x;é?)dxzo

Dengan menulis ulang persamaan terakhir, kita punya

I df (x,6) 1

By f(x;g)f(x;é’)dxzo

Karena

J-oo dlnf(x;@)

B 10 f(x; H)dx =0 (4)

Menggunakan turunan persamaan (4) dengan memperhatikan 6, maka

dx=0

J«oo d21nf£x;0)f(x;9)+ dn f(x;0) df (x;0)
—=0 do do
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B Contoh 5.17.

Pengantar Statistika Matematika 2

Dengan menulis ulang persamaan terakhir, kita punya

J-wwI:dZ 1nf(x;0)f(x;9)+dlnf(x;9) df (x:0) 1

40° d0 a0 7o) (X;e)} w=0

Dengan

do’ do

J‘w [dz 1nf(x;9){dlnf(x§9)}2] f(x:0)dx=0

Persamaan terakhir mengimplikasikan bahwa

[ 25O o= [ oy

Karena dengan menggunakan definisi informasi fisher, kita punya

= dg’

1(0)=|" {M}f(x;ﬁ)dx

Misalkan X adalah observasi tunggal yang diambil dari normal populasi
dengan rata-rata u tidak diketahui dan varians o diketahui. Carilah infor-
masi Fisher x# dalam observasi tunggal X .

Jawab :

Ketika X ~N ( 75 0'2) probabilitas kepadatan dari X diberikan oleh

Karena

Oleh sebab itu
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B Contoh 5.18.

dlnf(x;,u) xX—u

2

du o
Dan
d’Inf (x; ,u) 1
du’ o
Karena

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari normal populasi dengan
rata-rata u tidak diketahui dan varians o diketahui. Carilah informasi
fisher x pada sampel berukuran ».

Jawab :

Misalkan 7, ( ,u) adalah yang diperlukan dalam informasi fisher. Kemudian,
dari definisi kita punya

d*Inf(X,X,...,X,;
)=o)

2
2

[dﬂ

=_E(d2 lnf(Xl;,u)J_m_E(dz lnf(Xn;,u)J

{lnf(Xl;,u)+...+1nf(Xn;,u)}J

du’ du’

=I(p)+...+1(p)

=nl(u)
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B Contoh 5.19.

Pengantar Statistika Matematika 2

Contoh diatas menunjukan bahwa X, X,,...,X, adalah sebuah sampel
acak dari populasi X ~ f(x;6), lalu informasi Fisher I, (@) dalam sampel
dari parameter € berukuran n sama dengan n kali informasi Fisher X pada
0 . Jadi

1,(6)=nlI(6)

Jika X adalah variabel acak dengan fungsi kepadatan f (x;@) dimana
0= (91 A ) adalah parameter vektor yang tidak diketahui lalu informasi
fisher, 1, (6) adalah matriks nxn yaitu

|z o’ In f(X;0)
e

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi populasi nor-
mal dengan rata-rata g dan varians o”. Berapa informasi Fisher matriks
I, ( y,oz) dari sampel berukuran »n parameter g dan o ?

Jawab :

Misalkan 6, = ¢ dan 6, =c”. Informasi Fisher, 7, (8), pada sampel den-
gan ukuran n tentang parameter (6’1,6’2) adalah sama dengan 7 -kali infor-
masi Fisher pada populasi tentang (6?1,92) maka

1,(6,6,)=nl(6,,6,)

Saat terdapat dua parameter 6, dan 6,, informasi fisher matriks 7, ( U, o’ )
adalah matriks berordo 2x2

—~

](9 0): 111(91,92) ]12 01,92)
L (6.6,) 1,(6.6,)

Dimana

2 .
1,.1.(01,92)=—E(6 1nf(X,01,02)J
260,

Untuk i= j=1,2. Selanjutnya kita hitung I,
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e
1(x;0,6,)=——e **
(x : 2) 27r«92€
Kita punya
! (x-6)
In f(x;6,,6,)=——In(276,)—~——
(16,0.) = =3 n(240,) -

Dengan menggunakan turunan parsial dari In f (x; 6, 92) kita punya

oln f(x;6,,6,) x—-8,

00 0,

olnf(x:6,0) 1 (x-6)

+
00, 20, 20

o*In f(x;6,,6,) 1

00; o,

Olnf(x0.6) 1 (x-6)

- +
06; 20; 20,

o'Inf(x6.0,) x-6

06,00, 0

Oleh karena itu

229
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Dengan cara yang sama

X-6
121(9”92):112(01592)=_E{_ 92 1]
2

E(X) 0,

A

0 _9

NS

Dan

[22(91,62)——E£—(X01)2 — J

0, 20;

E((x-6))

e 20
0, 1
0. 207

Jadi dapat disimpulkan bahwa
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Teorema 5.2.

B Contoh 5.20.

231
L
o2

1,(0.0,)=n
0 1
20"
n
— 0
n
0
20"

Kondisi dimana f (x;@) adalah estimator maksimum likelihood & dari
6 didasari oleh sampel acak berukuran n dari populasi X dengan kepa-
datan probabilitas f (x; 9) terdistribusi normal asimtotik dengan rata-rata

4 dan varians

1
. Sehi
nI(H) ehingga
1

éML ~N(6’, n](@)J dimanan — o

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan

1
—, Jika 0-1<x<0+1
f(x0)=12" "7
0, untuk yang lainnya
Carilah estimator maksimum likelihood dari € ?

Jawab :

Fungsi likelihood dari sampel adalah

L(0)= (%) , Jika max{x,,...,x,} —1<@<min{x,...,x, | +1

0, untuk yang lainnya
Ketika fungsi likelthood konstan, maka apapun nilai pada interval

[max {xl yeur X, } —1,min {xl yeer X, } + 1] adalah estimator maksimum likeli-
hood dari 4.
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B Contoh 5.21.

Pengantar Statistika Matematika 2

Apa prinsip dasar dari estimator maksimum likelihood?
Jawab :

Untuk memilih nilai dari parameter data yang diamati memiliki probabilitas
besar/tinggi atau kepadatannya memungkinkan. Dengan kata lain, estimator
maksimum likelihood adalah nilai parameter dimana data tersebut mempu-
nyai probabilitas yang sangat tinggi.

5.3. Metode Bayes

Definisi 5.5.

Definisi 5.6.

B Contoh 5.22.

Pada pendekatan sederhana, parameter @ diasumsikan tidak diketahui na-
mun jumlahnya tetap. Sebuah sampel acak X, X,,...,X, diambil dari pop-
ulasi dengan probabilitas fungsi kepadatan f (x;@) dan didasari pada nilai
yang diamati pada sampel.

Pada pendekatan Bayes, € ditinjau dari jumlah dengan variasi yang dapat
dijelaskan dengan probabilitas distribusi (dikenal sebagai distribusi prior).
Subjek distribusi ini, berdasarkan asumsi pada percobaan dan diformu-
lasikan sebelum data terlihat (dan karenanya dinamakan distribusi prior).
Sebuah sampel diambil dari populasi dimana & adalah parameter dan distri-
busi prior diperbarui dengan informasi sampel. Pembaruan prior dinamakan
distribusi posterior.

Pada bagian ini, kita akan menotasikan populasi kepadatan f (x; 0 ) menjadi

f (x|49) , yakni kepadatan dari populasi X diberikan parameter 6.

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi dengan kepa-
datan f(x|@) dimana 6 adalah parameter yang tidak diketahui untuk di
estimasi. Fungsi kepadatan probabilitas dari variabel acak 6 dinamakan
distribusi prior dari # dan biasanya dinotasikan 4 (9)

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi dengan kepa-
datan f(x|@) dimana @ adalah parameter yang tidak diketahui untuk di
estimasi. Kepadatan bersyarat k(8] x,,x,,...,x,) dari € yang diberikan
sampel x,,x,,...x, disebut distribusi posterior dari 6.

Misalkan X, =1,X, =2 adalah sampel acak berukuran 2 dari sebuah distri-
busi dengan fungsi kepadatan

f(ﬂ@):(i]exu—ef"‘, x=0,1,2,3.
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Jika kepadatan dari prior 6 adalah

1
h(9)= k ]lka5<9<l

0 untuk yang lainnya
carilah distribusi posterior dari 67
Jawab :

Ketika /(6) adalah probabilitas kepadatan dari 6, kita punya

[in(0)ao=1
2
Dengan implikasi
1
[edo=1
2
Oleh karena itu, k£ =2. Kepadatan gabungan dari sampel dan parameter
diberikan oleh
u(xl,xz,ﬁ):f(xl |0)f(x2 |¢9)h(l9)
3 3—x, 3 3—x.
= 0" (1-6) 0 (1-6) 2
ooy Horaeo
3 3 6—x,—x
:2 6x1+x2 1_9 17%
oo
Karenanya

u(1,2,0) = 2@@ 0’ (1-0)

=186 (1-9)

Distribusi marjinal dari sampel
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g(1.2)=[w(1.2.0)d6

2

= [1186° (1-6) a6
2
=18[,6°(1+36° 30 -6°)do
2

=18[ (6" +36° ~360' ~6°)d6
2

Distribusi bersyarat dari parameter 6 yang diberikan sampel X =1, X, =2
adalah

u(l, 2,9)

k@|x =Lx,=2)=
( |x1 axz ) g(1,2)

186°(1-0)’
=5
140

=2806°(1-6)’

Oleh karena itu, distribusi posterior dari € ialah

} 3 o1
k(9|x1:1>x2=2): 280 6°(1-0),  jika §<9<1

0, untuk yang lainnya

Catatan 5.2. Jika X|,X,,...,X, adalah sampel acak dari populasi dengan kepadatan

f (x|9) lalu kepadatan gabungan dari sampel dan parameter diberikan
oleh
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Definisi 5.7.

Definisi 5.8

u(xl,xz, X ( )Hf X, |l9

Diberikan kepadatan gabungan dari sampel bisa dihitung menggunakan for-
mula

n

g(xxpx,) = [ H(O)[1f (% 10)do

i=1

Sekarang gunakan aturan Bayes, distribusi posterior dari € bisa dihitung
menggunakan

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi dengan kepa-
datan f(x|6) dimana @ adalah parameter yang tidak diketahui. Misal &
adalah estimator dari €. Fungsi dari

£(60)-(5-0)
dinamakan squared error loss. Fungsi dari
6(0.6)=[f-0

dinamakan absolute eror loss.

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan ke-
padatan_f'(x|6) dlmana 6 adalah parameter yang tidak diketahui. Mis-
alkan 6 adalah estimator dari 6 dan misalkan E(@ 6?) adalah fungsi

loss. Maka nilai ekspektasi dari fungsi /oss mengenai distribusi populasi
f(x]8) adalah

R (0) =I£(é,0)f(§)dx

Ini dinamakan resiko.
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B Contoh 5.23.

Pengantar Statistika Matematika 2

Kepadatan posterior dari parameter 6 yang diberikan sampel x,,x,,...,x,
adalah

k(@]x,x,,...,x,)

Memuat semua informasi 6. Dalam metode Bayes estimasi dari parameter
dipilih satu estimasi 6 untuk @ sehingga

k(é\xl,xz,...,xn)

Maksimum subjek untuk fungsi loss. Secara matematis, persamaan ini
meminimalkan integral

[.£(6.6)k0]x,x,.....x,)d0

Dengan 6 dimana Q dinotasikan sebagai pendukung kepadatan prior h(@)
dari parameter 6.

Misalkan satu pengamatan diambil dari variabel acak X yang menghasil-
kan nilai 2. Kepadatan fungsi dari X adalah

f(x|‘9): JikaO<x <8

S N

untuk yang lainnya

Dan distribusi prior untuk parameter 6 adalah

3
h(0)=16"
0 untuk yang lainnya

Jikal< @ <o

jika fungsi loss adalah L(z,@)z(z—@)z, lalu berapakah estimasi Bayes
untuk 67?

Jawab :

Kepadatan prior dari variabel acak € adalah

3
h(0)=1 6"
0 untuk yang lainnya

Jikal< @ <o
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Karenanya, fungsi kepadatan probabilitas gabungan dari sampel dan param-
eter adalah

307 JikaO<x<6 dan1<@ <

0 untuk yang lainnya

Kepadatan marginal dari sampel adalah

Jadi, jika x=2,g(2)= 63_4 . Kepadatan posterior dari & ketika x =2 adalah

@1x=2)="29)
2(2)

=—307

6407 Jika2 <0 < oo

0 untuk yang lainnya
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Sekarang, kita cari estimator Bayes dengan meminimalkan pernyataan
E|L(60,z)/x=2).Bahwa

A

6= Argmax [ L£(6,2)k(6]x=2)d6

zeQ)

Kemudian

v(z)=| L(6.2)k(®]x=2)d0
=j°2°(z—9)2k(9|x=2)d9

= [ (z-0) 64070

Kita akan mencari nilai dari z yang menghasilkan minimum dari l//(z).
Ini bias dilakukan dengan mengambil turunan dari y (z) dan mengevaluasi
dimana turunannya adalah 0.

d d

“ -4 —_0Y 640
dzl//(z) e 2(z 9) 640 do

=2[ (z-0)640d0
=2 j jz 6407 dO—2 j je 6407 dO

=2z——

3

Selesaikan turunan dari y (z) ke 0 dan menyelesaikan z, kita punya

22—220
3

= Zz=

W | o0
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Teorema 5.3.

B Contoh 5.24.

2
Saat v (Z)

dz*

=2, fungsi (z) minimum di z = g . Oleh karena itu,
estimasi Bayes dari 6 adalah §

Pada contoh 5.23, kita mencari estimasi Bayes dari 6 langsung
diminimalkan IQE (é, 9) k [xﬁ 3 Xysees X, } df dengan menyelesaikan 6.
Hasil selanjutnya sangat bergima ketika mencari estimasi Bayes dengan
menggunakan fungsi /oss kuadrat. Ingat bahwa jika £ (é,@) = (49 - é)z , lalu
£(6,0)=(0-0)[ k(6]x,x,,...x,)d0 adalah E(0—0"|x,x,,...x,).
Berdasarkan teorema pada kenyataan bahwa fungsi & mendefinisikan

sebagai J (c) = E[(X - 0)2} mencapai minimum jika ¢ = E[X]

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan ke-
padatan f(x|6) dimana 6 adalah parameter yang tidak diketahui. Jika
fungsi loss adalah kuadrat eror, estimator € Bayes dari parameter € ada-
lah

é:E(9|xl,x2,...,xn)

Dimana  ekspektasi diambil dengan menghitung kepadatan
k(@|x,x,,...,x,)

Misalkan distribusi prior dari 8 seragam pada interval (0,1). Diberikan &,
populasi dari X seragam pada interval (0,6). Jika fungsi squared loss eror
digunakan, carilah estimator Bayes @ berdasarkan sampel berukuran 1.

Jawab :

Kepadatan prior dari 8 adalah

1 Jika0 <60 <1
h(0)=
0 untuk yang lainnya

Kepadatan dari populasi adalah

f(x|9)= JikaO<x <8

o -

untuk yang lainnya
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Kepadatan gabungan dari sampel dan parameter adalah

u(x,0)=h(6) f(x|0)

— Jika0<x <6

0 untuk yang lainnya

Kepadatan marjinal dari sampel adalah

1

g(x) = J.xu(x,H)dQ

-[ Lo
* 60
—Inx Jika0< x <1
0 untuk yang lainnya

Syarat kepadatan dari € diberikan sampel

k(0]x)=

JikaO<x <6<l

0 untuk yang lainnya

Saat fungsi /oss adalah kuadrat eror, karena itu estimator Bayes dari 6 ada-
lah
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B Contoh 5.25.

0=E[0|x]

=['ok(o|x)a0

Inx

Jadi, estimator Bayes dari € berdasarkan 1 observasi dari X adalah

X -1
InX

0=

Diberikan 6, variabel acak X mempunyai distribusi binomial dengan n =2
dan probabilitas sukses 6. Jika kepadatan dari prior adalah

o1
h(@): k ]zka5<9<l

0 untuk yang lainnya
berapa estimator Bayes dari 6 untuk squared error loss jika X =17
Jawab :

Ingat bahwa @ adalah uniform pada interval (l,lj karena k =2 karenanya
kepadatan prior dari € adalah 2

o1
h(9)= 2 jzka5<9<1

0 untuk yang lainnya

Kepadatan populasi
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n x n—x
f(x16) =(x]9 (1-0)

:[2j9)f(1_¢9)2"‘ , x=0,1,2

X

Gabungan kepadatan dari sampel dan parameter € adalah

u(x,0)=h(6) 1 (x[0)

X

- 2(2]96 (1-6)"

Dimana % <0< x dan x=0,1,2. Kepadatan marjinal dari sampel adalah

g(x)=[(x.0)d0

2

Integral ini mudah dievaluasi jika kita masukan X =1, karenanya
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1
3

Oleh karena itu, kepadatan posterior dari @ diberikan x =1 adalah

_ u(l,@)

g(1)

k(0/x=1)

=12(6-6°)

Dimana % <@ <1. Ketika fungsi loss adalah kuadrat eror, karenanya

estimasi Bayes dari 6 adalah

0=E[0/x=1]

= [\6k(6/x=1)d6
2

=[1120(0-6)d6
2

_u
16

Karena berdasarkan sampel berukuran » dengan X =1, maka estimasi

Bayes dari @ adalah %
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Teorema 5.4. Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi dengan kepa-
datan f(x|6) dimana 6 belum diketahui parameternya. Jika fungsi /oss
adalah absolut eror, estimator & Bayes dari parameter &, diberikan oleh

é:mediandarik(l9|xl,x2,...,x3)

Dimana k(l9| xl,xz,...,x3) adalah distribusi posterior dari 6.

B Contoh 5.26. Diberikan @ , variabel acak X adalah binomial distribusi dengan n =3 dan
probabilitas sukses €. Jika kepadatan prior dari 6 adalah

k jika% <f<1
h(0)=
0 untuk yang lainnya

Berapakah estimasi Bayes dari 6 adalah absolut /oss eror yang berbeda jika
sampel terdiri dari 1 pengamatan x =37

Jawab :

Ketika kepadatan prior dari € adalah

o1
h(@): 2 ﬂka§<9<l

0 untuk yang lainnya

kepadatan populasi

f(x]6)= [ij 0" (1-6)"

Kepadatan gabungan dari sampel dan parameter adalah
u(3,0) = h(@)f(3 | 0)

=26°

Dimana % < x <1. Marjinal kepadatan dari sampel (titik x =3) adalah
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g(3)=[w(3.0)d6

2

_ (' Hp3
_jizede

_Is
32

Karena itu, kepadatan bersyarat dari € adalah X =3, maka

u (3,9)
k(@|x=3)=
g(3)
ﬁéﬁ jikal <<l
15 2
0 untuk yang lainnya

Saat fungsi /oss adalah absolut eror, maka estimator Bayes adalah median
dari fungsi kepadatan probabilitas k& (H| xX= 3).

L7 gag
2 s

641 470
:@[‘94]1

2

~5ol03¢]
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é: 4 1_7
V32
=0,8537

M Contoh 5.27. Misalkan distribusi prior dari € adalah uniform pada interval (2,5 ) . Diberi-
kan 8, X adalah uniform pada interval (0,6’) . Berapakah estimator Bayes
dari @ untuk /oss absolut jika X =1 ?

Jawab :

ketika kepadatan prior dari 8 adalah

— Jika2<60<5
n(6)=
0 untuk yang lainnya
dan kepadatan populasi
1 .
— JikaO<x< 6
0
f (x/ 9) =
0 untuk yang lainnya

Kepadatan gabungan dari sampel dan parameter adalah

u(x,0)=h(6)[(x|6)

Dimana 2 <8 <5 dan 0 < x < @ kepadatan marginal dari sampel pada x =1
adalah

g(1)=[u(16)do



Beberapa Teknik Dalam Menemukan Estimasi Titik Parameter 247

= [u(1.0)d0+ [ u(1.0)d0

Oleh karena itu, kepadatan bersyarat dari € sampel x =1 adalah

_ u(l,@)

g(1)

k(6]x=1)

B 1
Hln(sj
2

Saat fungsi loss adalah absolut eror, estimasi Bayes dari € adalah median
dari k(t9|x = 1) karenanya

27): Gln(ij
_m(ﬁlnig)

2

Penyelesaian untuk 6, kita punya

0=+10=3,16

M Contoh 5.28. Apa prinsip dasar dari estimasi Bayes?
Jawab :

Prinsip dasar estimasi metode Bayes terdiri dari memilih nilai dari param-
eter 6 dengan data yang diamati tinggi dan sebuah probabilitas posterior
0 = Argsup L(6) dari 6 yang memungkinkan subjek untuk sebuah fungsi
loss.
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Latihan Soal BAB 5

1. Tentukan MME (Metode Momen Estimator) dari 6 yang bergantung pada sampel acak
X, Xy, X5,...,X, dengan

ox°"; untuk0<x <1
f(x:0)
0; untuk yang lainnya, 0<6

Penyelesaian :

f(x:0)= er"l;Oux<l;O>0

E(x) = J.;x.f(x; Q)dx
= J. ;xﬂxg’ldx

= Gj;xgdx

M, =E(x)

XX

ERE
__ 0
=2
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Ox+x=6

0-0x=x

0=——

1-X

Jadi MME (Metode Momen Estimator) dari € adalah 0= " x_
-X

Dapatkan MME (Metode Momen Estimator) dari sampel random berukuran » dari distribusi
x, ~ GAM (2, k)

Penyelesaian :

E(x)z,uzk@zk.Zsz

M =25k
n
M, =2k
X =2k
P=X
2

N | x|

Jadi MME (Metode Momen Estimator) dari x;, ~ GAM (Z,k) adalah k =

Dapatkan MME (Metode Momen Estimator) dari sampel random berukuran » dari distribusi
x,~DE(6,n7) dengan 6 dan 7 tidak diketahui

Penyelesaian :

E(x)=pu=n
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Persamaan a=»5

Pengantar Statistika Matematika 2

M, =E(x)=x
n=x
H=%

var(x) =26

E(xz):02+y2

=20 +7n’
=20 +Xx°
>xl
M, =E(x*)= :
20 15 = 2N
n
20> zx?_—z
n
290 - 205 =T)
n
9222“(3"-1‘_'}(’-)2
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Dapatkan MME (Metode Momen Estimator) dari sampel random berukuran »n dari distribusi
X, ~NB(3,p)

Penyelesaian :

,
E(x)=—
()=
M{:i
p

_ 3
T="
p
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5. Dapatkan MME (Metode Momen Estimator) dari sampel random berukuran n dari distribusi

X ~ WEI(@, %)

Penyelesaian :

s(w=or(1et)<or(1ed]-or(2)

6. Temukan MLE berdasarkan pada sampel acak X,..., X, dari distribusi Pareto X, ~ PAR(1,k)
dimana k tidak diketahui.

Penyelesaian :

Karena

f(xk)=k(l1+x)", x>0

Selanjutnya

lnL(k)=nlnk—(k+l)Zln(1+x[)

Dan persamaan ML adalah

%lnL(k):%—Zln(l+xi):0

Didapat MLE
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n

k= Zln(1+xi)

Untuk mencari CRLB (Cramer Rao Lower Bound)

lnf(x;k)zlnk—(k+1)ln(1+x)

a%lnf(x;k):%—ln(l+x)

Sehingga

1 [1 ’
CRLB=—E[%—In(1+x)}

n

Untuk mengevaluasi persamaan diatas dimisalkan dengan transformasi

Y:ln(1+x)~EXpGJ

Sehingga

E[in(14x)]=

E[%_m(ux)}z =Var[In(1+x)] :%
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7. Diberikan Y,7,,...,Y, yang menjadi sampel acak dari distribusi Normal dengan mean x dan
varians o . Temukan MLE dari # dan o”.

Penyelesaian :

Karena Y,,Y,,...,Y adalah variabel acak kontinu, L{( s, 02) adalah gabungan densitas dari
sampel. Sehingga L(,u,az)=f(yl,y2,...,yn |,u,02). Pada kasus ini,

L(ﬂ’O_Z):f(yl’yza""yn |/U5O_2)

=/ (n 1o )<, | 0% )xx(y, | 1,07)

Lebih lanjut

n

ln[L(,u,cr2 )} = —glna2 —gln27z— 2(1)_2 Z(yi —,u)2

i=l1

MLE dari g dan o” adalah nilai yang membuat In [L ( u,c’ )} menjadi maksimum. Ambil

turunan dengan memperhatikan z dan o, kita peroleh

Dan

a{ln[L(ﬂaffz)}}:_@(%}2_145:(%_#)2

ou

Atur turunan ini dengan di sama dengankan nol dan selesaikan, lebih lanjut dari persamaan
pertama
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I & - 1

S (3 -ft)=0, atau Yy, -np=0,dan  p=~Yy =7

~2
O ia i=1 i=1

S

Substitusikan y terhadap £ pada persamaan kedua dan temukan &, kita dapatkan

n 1 & _\2 O _\2
- + = =0, atau o =— =
Jadi, Y dan 6% = lZ(YZ -Y )2 adalah MLE dari masing-masing x dan o . Perhatikan
=)

bahwa Y adalah tidak bias untuk z. Meskipun 6 adalah bukan tidak bias untuk o?, ini
dapat disesuaikan dengan estimator tidak bias S°

8. Misalkan Y,,Y,,...,Y, menjadi sampel acak dari distribusi Bernoulli dimana P(Y, =1)= p dan
P(Yl = O) =1- p dan asumsikan bahwa distribusi prior dari P adalah beta (a, . Temukan
distribusi posterior dari P

Penyelesaian :

Karena fungsi probabilitas Bernoulli, dapat dituliskan sebagai berikut

p(y 1p)=p"(1-p)", »,=0,1

Likelihood L(y,,y,,...,y, |p) adalah

L(ylvyza""yn |p):p(yl’y29""yn |p)

=p™ (1-p)™", y,=0,1 dan 0< p<1

Kemudian,

F(Ds¥roees ¥ 2)=L(91. 15,0, |P)xg(P)

P = )
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C(@+B) sy n-Sy+p-1
=————"<p i 1-—
e’ 07

Dan

! F(OH'ﬂ) Zy,-+a—1(1_ )n*nyrﬂfldp

m(ypyza---,yn)=f0r(a)r(ﬂ)p

_T(a+p) T(Zy+a)l(n-2y +pf)
I'(a)T(p) C(n+a+p)

Akhirnya, densitas posterior dari p adalah

r(@)r(s)”
(0{+ﬂ) F(Zyl. +a)l"(n—2yi +ﬂ)
I'(a)C(B) [(n+a+p)

F(OH'ﬁ) Zy,.+a—1(1_ )n*Zyﬁﬂfl

g PV Yyses )= r ,0<p<l

B C(n+a+p)
CT(Zy+a)L(n-Xy+p

Yyita-l (1 _ p)n—Zy,+ﬂ—l

)xp ,0<p<l

Densitas beta dengan parameter @* =2y, +a dan " =n—-2y, + [

9. Misalkan Y,Y,,...,Y menyatakan sampel acak dari populasi normal dengan mean g tidak
diketahui dan varians o yang diketahui. Distribusi prior konjugasi untuk z adalah distribusi

Normal dengan mean 7 yang diketahui dan varians &> yang diketahui. Temukan distribusi
posterior dan estimator Bayes untuk 4 .

Penyelesaian :

Karena U =YY, adalah statistic kecukupan dari g dan diketahui memiliki distribusi Normal
dengan mean nu dan varians no,

1

L(ulp)= exp[ ! 2(u—n,u)2}, —00 <1 <0
\27no? 2no,

Dan gabungan densitas dart U dan x adalah
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fup)=L(u|p)xg(n)

1 1

1 2 2

Mari kita lihat kuantitas dalam eksponen di atas

1

2
2no;

1
210’5’

(u=nu) = (u=n)" = 8 (u=np) +na? (u=n) |

257

= _ﬁ[ézuz —28%unpu+6°n’ 1’
no

o

+no’y’ —2no’ un+noin’ J

== 1252 [(n252 +no’ )uz —2(n§2u + nof?]),u
no,

+0%u’ + nofnz]

_ 2n;252 [(né'2 +c702),u2 —2(52u +af77),u]
I
2no’5°

_ _né’+o, 2, Stu+o’n . S‘u+o’n ’
2n0.8° # Y SR Ll R

o o

(§2u2 + n0'02772)

n(52u + 00277)2

né* +o?

o

1
2nG26°

2.2 2,2
ou +non —

Akhirnya, kita peroleh :

1

2
2no;

2_1

2
2657 u=mi)

(u-n) =-

(u—np1) n52+002[ _52u+0'0277]2_2( 1

202 2 2 (
20,8 ns*+o. n252+naf)

Oleh karena itu,
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1

FA ) e — R () L
’ «/27[110‘02 \ 27652 2”‘75 26°

1 nd* +o’ Su+o’n ’
= eXp| — 2 20 H— 2 02
\/27rnc7§\/27z52 20,6 né° +o,

X exp —;(u —m7)2
2(11252 + naf)

Dan

exp —;(u —m7)2
2(11252 + nof)

m(u)= J-oo ox _n52+0'j _52u+0'f77 ’ J
\27no’ \2xs’ =P 20,8 g nd’ +o, g

exp| — 1 (u—m])z ox _n52 +o’ _52u+0'f77 ’
2(n’5> +n?) 5 P ™08 \ M st 402
_ d
\/27rn0'02 V278> - \/ 276.5°

nd’ +o’

Integral diatas sebagai fungsi densitas normal dan karenanya sama dengan 1, kita peroleh bah-
wa fungsi densitas marginal dari U adalah normal dengan mean n7 dan varians (n26 > +no; )
Lebih lanjut, densitas posterior dari x diberikan U =u adalah

né’ +o

o

2 2 2 2.2
g*(ﬂ |u):fn£1’(t;[/t)l) _ 1 exp[_n6 +O-O (ﬂ—é‘ u+0-0277j ,—C‘O</J<C”O]

Densitas normal dengan mean

. _[Su+oln
g né’> +o°

o

Dengan varians

5*2 _ 0-0252
né’+o’
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Oleh karena itu, estimator Bayes untuk x adalah

. SU+o’ né’ - o’
BT T2 o Tt o
néo-+o, nd +o, né”+o,

o

Sekali lagi, estimator Bayes ini adalah rata-rata terbobot dari MLE, Y , mean sampel, dan
mean dari prior 77. Saat ukuran sampel n meningkat, bobot yang diberikan ke mean sampel
Y meningkat sedangkan bobot yang diberikan ke mean prior 7 menurun.



260

BAB VI
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KRITERIA UNTUK MENGEVALUASI KUALITAS
DARI ESTIMATOR

Kita telah melihat di Bab 5 bahwa, secara umum, metode estimasi parame-
ter yang berbeda menghasilkan penduga/penaksir/perkiraan yang berbeda.
Misalnya, jika X ~UNIF (0,9) dan X,,X,,...,X, adalah sampel acak dari
populasi X, kemudian penduga/penaksir/perkiraan dari € diperoleh oleh
metode momen adalah

0, =2X

Sedangkan penduga yang diperoleh dengan metode kemungkinan maksi-
mum adalah

O = X(n)

Dimana X dan X, () masing-masing adalah rata-rata sampel dan statistik
terurut ke- n . Sekarang pertanyaannya muncul : manakah dari dua penduga/
penaksir/perkiraan yang lebih baik? Jadi, diperlukan beberapa kriteria untuk
menilai kualitas dari sebuah estimator (penaksir). Beberapa kriteria yang
diketahui untuk mengevaluasi kualitas sebuah estimator adalah :

1. Ketidakbiasan

2. Efisiensi dan Efisiensi Relatif

3. Ketidakbiasan Varians Minimum Seragam
4. Kecukupan

5. Konsistensi

Dalam bab ini, kita hanya akan memeriksa empat kriteria pertama secara
rinci. Konsep ketidakberpihakan, efisiensi dan kecukupan diperkenalkan
oleh Sir Ronald Fisher

6.1. Estimator Tidak Bias

Misalkan X,,X,,...,X, adalah sebuah variabel acak dengan ukuran » dari
sebuah populasi dengan fungsi kepadatan probabilitas [ (x;H). Penaksir
@ dari 6 adalah fungsi dari variabel acak X,,X,,...,X, yang bebas dari
parameter 0. Sebuah Estimasi adalah nilai realisasi penaksir yang diperoleh
saat sampel benar-benar diambil
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Definisi 6.1.

B Contoh 6.1.

B Contoh 6.2.

Penaksir 6 dari 6 adalah dikatakan menjadi penaksir tidak bias dari 6
jika dan hanya jika

E(6)=0

Jika 6 tidak bias, kemudian itu disebut estimasi bias dari €

Penaksir dari sebuah parameter mungkin tidak sama dengan nilai aktual pa-
rameter untuk setiap realisasi sampel X, X,, ..., X, tetapi jika tidak bias
maka rata-rata akan sama dengan parameter.

Misalkan X, X,, ..., X, adalah sampel acak dari sebuah populasi normal
dengan mean x dan varians o’ >0. Apakah sampel mean X adalah
penaksir tidak bias dari parameter y ?

Jawab :

Saat, masing-masing X, ~N ( 75 02) , kita mempunyai

2
¥ NN(;,,G_)
n
2

Maka sampel mean adalah normal dengan mean 4 dan varians 9 . Seh-
ingga "

E(X)=p

Oleh karena itu, sampel mean X adalah penaksir tidak bias dari sz .

Misalkan X, X,, ...,X, adalah sampel acak dari sebuah populasi normal
dengan mean x dan varians o’ > 0. Berapakah kemungkinan maksimum
penaksir dari ¢® ?. Apakah maksimum likelihood penaksir merupakan
penaksir tidak bias dari parameter o

Jawab :

Pada contoh 5.13, kita dapat tunjukan bahwa maksimum likelihood penak-
sir dari o adalah

o =23 (X, F)

i=1

Sekarang, kita periksa ketidakbiasan dari penaksir ini
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Oleh karena itu, penaksir maksimum likelihood dari o adalah penaksir
bias Selanjutnya, pada contoh berikut, kita tunjukkan bahwa sampel varians
S? diberikan dengan pernyataan

| =\2
§P=—NM(X,-X
n—1 IZI( ! )
adalah penaksir yang tidak bias dari varians populasi o terlepas dari dis-
tribusi populasi.
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B Contoh 6.3.

Misalkan X, X,, ..., X, adalah sampel acak dari sebuah populasi normal
dengan mean u dan varians o > 0. Apakah sampel varians S* merupakan
penaksir tidak bias dari populasi varians ¢ ?

Jawab :

Catatan bahwa distribusi dari populasi tidak diberikan. Namun, kita
diberikan E(X,)=u dan E[(Xl. - ,u)z} = o . Pada urutan untuk
menemukan E (S 2 ) , kita memerlukan E ()_( ) dan E ()_( 2 ) . Jadi kami

melanjutkan untuk menemukan dua nilai ekspektasi. Perhitungkan

Demikian pula,

Var()?) =Var (M]

Oleh karena itu

Perhitungkan
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B Contoh 6.4.
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= ! E[i)(f—n)?z}

n—-1 |3

Oleh karena itu, sampel varians S* adalah penaksir tidak bias dari populasi
varians o”.

Misalkan X adalah variabel acak dengan mean 2. Misalkan él dan 92 ada-
lah penaksir tidak bias masing-masing momen kedua dan momen ketiga
dari X tentang asalnya. Temukan penaksir tidak bias momen ketiga dari X
mengenai mean dalam pengertian 6, dan 6, .

Jawab :

Karena 631 dan éz adalah penaksir tidak bias momen kedua dan momen ket-
iga dari X tentang asal, kita dapatkan

E(§)=E(x*) dan E(6,)=E(X)

Penaksir tidak bias momen ketiga dari X mengenai mean adalah
30 3 2
E[(x-2) |=E[x*-6x+12x 8]

=E[ X*|-6E| X |+12E[ X]-8

A

=0,-60 +24-8
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B Contoh 6.5.

=0,-66,+16

Jadi, penaksir tidak bias momen ketiga dari X' mengenai mean adalah
0,606, +16.

Misalkan X|,X,, ..., X, merupakan sampel berukuran 5 dari distribusi se-
ragam pada interval (0,6?), dimana € tidak diketahui. Misalkan penaksir
dari @ merupakan kX, , dimana k adalah konstanta dan X, adalah
pengamatan terbesar. Dalam urutan k£ X, menjadi penaksir tidak bias, be-
rapakah nilai dari konstanta &

Jawab :

Fungsi kepadatan probabilitas dari X, diberikan oleh

5
:?)C4

Jika k£ X, adalah penaksir tidak bias dari 8, maka

max

0=E(kX,,)

:kE(Xmax)

= kjexg (x)dx

0

=k gixS dx
00

I
| W

=

N
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B Contoh 6.6.
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Maka dari itu,

Misalkan X,,X,,...,X, merupakan sampel dengan ukuran » dari distribusi

dengan mean tidak diketahui —oo < 7 < o0, dan varians tidak diketahui

X, +2X,+...+nX,
n(n-1)

2

o? > 0. Tunjukkan bahwa statistik X dan Y =

keduanya adalah penaksir tidak bias dari 4 . Lebih lanjut, tunjukkan bahwa
Var(X) < Var(Y) .

Jawab :

Pertama, kita tunjukan bahwa X adalah penaksir tidak bias dari x

E()_()=E(X1+X2+"'+X"]
n

1 n
D

Karenanya, sampel mean X adalah penaksir tidak bias dari populasi mean
terlepas dari distribusi X . Selanjutnya, kita tunjukkan bahwa Y adalah
juga penaksir tidak bias dari x .

X, +2X,+...+nX,

n(n—l)

E(Y)=E
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=u

Karenanya, X dan Y keduanya adalah penaksir tidak bias dari populasi
mean terlepas dari distribusi populasi. Varians dari X diberikan oleh

VGVI:)?:|=VGI"I:X1 +X, +...+Xn}
n

:nl—zVar[X1+X2+...+Xn]

1 n
= n—ZZ:Var[XZ]

2
(o}
n

Demikian pula, varians dari ¥ dapat dihitung dengan mengikuti :

X, +2X,+...+nX,

Var(Y):Var n(n—l)
2
:LVar[lX +2X,+ +nX]
nz(n+l)2 l P !
4

=—2iVar[iXi]

n’ (n + 1) i=1
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Zz Var

(n+1

:% 2n+1
3 (n+1)

Var[f]

Var [)? :' >1 untuk n > 2, kita dapat lihat bahwa

Var[)? } <Var([Y]. Ini menunjukan bahwa meskipun penaksir X dan Y
keduanya adalah penaksir tidak bias dari 4, namun varians dari sampel
mean X adalah lebih kecil dari varians Y .

6.2. Estimator Efisien Relatif

Kita dapat lihat pada Contoh 6.6 bahwa sampel mean

)—(:X1+X2+...+Xn

n

Dan statistik

X +2X, +.+nX,
1+2+...+n

Keduanya adalah penaksir tidak bias dari populasi mean. Akan tetapi, kita
selalu lihat bahwa
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Definisi 6.2.

B Contoh 6.7.

Var()?) <Var(Y)

Gambar grafik berikut mengilustrasikan bentuk distribusi dari kedua penak-
sir tidak bias

Distributions of Sample Mean Distributions of ¥

o | ’ 0| i
Ir.; I Ir.; i
15} 15} R
n:; e " n:; Y
ami S ; a.m} ..'1 |‘
i .- | | e, i 4 .
) 3 4 = & 7 N 2 3 4 = &

m m

Jika penaksir yang tidak bias memiliki varians atau dispersi yang lebih ke-
cil, maka ia memiliki peluang lebih besar untuk mendekati parameter 6
sebenarnya. Karena itu saat dua penaksir dari € keduanya tidak bias, maka
kita harus memilih satu dengan varians yang lebih kecil.

Misalkan 631 dan éz menjadi dua penaksir tidak bias dari 6. Penaksir él
adlah dikatakan menjadi lebih efisien daripada 6, jika

Var(él ) < Var(éz)

Rasio 7 diberikan oleh

>

S}

)zVar(})

77( b Var(él)

Adalah disebut efisien relatif dari é’l dengan memperhatikan é’z

Misalkan X, X,,X; menjadi sampel random dengan ukuran 3 dari popu-
lasi dengan mean g dan varians o > 0. Jika statistik X dan Y diberikan
oleh

X +2X,+3X,
- 6

Y

Adalah dua penaksir tidak bias dari populasi mean x, kemudian mana yang
lebih efisien?

Jawab :
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Saat E(X,)=u dan Var(X,)=0", kita dapatkan

()= KK )
3

1
=3
3 H
=y
Dan
E(Y)=E(Xl+)22+X3J

=u

Oleh karena itu X dan Y keduanya adalah tidak bias. Selanjutnya kita ten-
tukan varians dari kedua penaksir. Varians dari penaksir tersebut diberikan
oleh

Var()?) =Var (Mj

3

= [Var(x,)+Var (X,)+Var(x,)]
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B Contoh 6.8.

= l302

Dan

Var ()= Var(Xl +2X, +3X3j

6

=%[Var()(l)+4Var(X2)+9Va”(X3):|

Oleh karena itu

12

— 14
goszar(X)<Var(Y): 2

—0
36

Karenanya, X adalah lebih efisien daripada penaksir Y. Lebih lanjut,
efisiensi relatif dari X dengan memperhatikan Y adalah diberikan oleh

Misalkan X, X,,...,X, menjadi sampel acak berukuran n dari populasi
dengan kepadatan

—e? untuk 0 < x < oo

f(x:0)

0 untuk yang lainnya
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Dimana 6 >0 adalah parameter. Apakah penaksir X, dan X tidak bias?.
Berikan X, dan X', manakah penaksir yang lebih efisien dari 6?

Jawab :

Saat populasi X adalah eksponensial dengan parameter €, yaitu
X, ~EXP(0) , mean dan varians darinya adalah diberikan oleh

E(X)z@ dan Var(X)z@2

Saat X, X,,...,X, adalah sampel acak dari X, kita lihat bahwa statistik
X, ~EXP(0). Karena itu, nilai ekspektasi dari X, adalah @ dan itu adalah
penaksir tidak bias dari parameter €. Demikian pula, sampel mean adalah
penaksir tidak bias dari € sejak

. 1
E(X)=;llE(Xl)
zlnﬁ
n

=0

Selanjutnya, kita perhitungkan varians dari penaksir tidak bias X, dan X

Var(X,)=6’

Dan

Var(y):Var(Xl'i'XZ"‘...,Xn]

n

=Lzzn:Var(Xi)

n g

LR
=—nb
n2
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B Contoh 6.9.

Oleh karena itu

2

0 _
7:Var(X)< Var(X,)=6

Jadi X adalah lebih efisien daripada X, dan efisiensi relatif dari X dengan
memperhatikan X, adalah

Misalkan X, + X, + X, menjadi sampel acak berukuran 3 dari populasi
dengan kepadatan

et

x!

Jikax=0,1,2,...,00
f(xA)=

0 untuk yang lainnya

Dimana A adalah parameter. Apakah penaksir yang diberikan

2:%(X1+2X2+X3) dan 22:%(4X1+3X2+2X3)

Tidak bias?. Jika diberikan ;11\ dan 2 , manakah penaksir yang lebih efisien
dari A ?. Temukan penaksir tidak bias dari 4 yang mana variansnya lebih
kecil dari A, dan A,

Jawab :
Karena setiap X, ~POI (), kita dapatkan
E(Xl.)=/”t dan  Var(X;)=24

Dapat diperhitungkan sebagai berikut
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E(R)=(E(x)+28(x,)+E(x,))

~Las
4

E(Z) =4 (4B (X)) +3E(X,)+2E(,))

~Lo;
9

=1

Dengan demikian, ;11\ dan //1; keduanya adalah penaksir tidak bias dari A .
Sekarang kita perhitungkan variansnya untuk mengetahui manakah penak-
sir yang lebih efisien

Dan

Var(j;):%(Var()(l)+4Var(X2)+Var(X3))

Var(% )= %(16Var(Xl)+9Var(X2)+4Var(X3))

=—291
81
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Dengan menyamakan penyebutnya, kita bandingkan manakah yang lebih

—~

kecil antara Var (;L\) dan Var (/12 ) yakni dengan mengalikan Var (;L\)
dengan 81 dan mengalikan Val’(/@ ) dengan 16, maka diperoleh
Var (z) = %ﬂ dan Var (i:) = ﬁl . Dengan demikian

1296
Var (22) <Var (ﬂq) , penaksir 4, adalah efisien dibandingkan dengan

penaksir ;11\ . Kita dapat melihat pada bagian 6.1 bahwa sampel mean adalah
selalu menjadi penaksir tidak bias dari populasi mean terlepas dari populasi

distribusi. Varians dari sampel mean adalah selalu sama dengan 1 kali
n

populasi varians, dimana n menyatakan ukuran sampel. Oleh karena itu,
kita dapatkan

Var(X)=%

Kita samakan terlebih dahulu penyebut dari Var ()? ) agar sesuai dengan

~

penyebut dari Var (;11\) dan Var (27) yaitu dengan mengalikan penyebut
Var()? ) dengan 432 maka diperoleh
A 432

Var()_()ZE—%

Oleh karena itu, kita dapatkan

Var()?)< Var(//”t;)< Var(Z)

Jadi, sampel mean memiliki varians yang lebih kecil dari pada dua penaksir
tidak bias yang diberikan pada contoh ini.

Mengingat contoh ini, sekarang kita menghadapi masalah baru, yakni
bagaimana menemukan penaksir yang tidak bias yang memiliki varians
terkecil diantara semua penaksir yang tidak bias dari parameter tertentu.

6.3. Estimator Tidak Bias Varians Minimum Seragam (UMVUE)

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak berukuran n dari sebuah pop-
ulasi dengan fungsi kepadatan probabilitas f (x;@). Ingat bahwa penaksir
@ dari 0 adalah fungsi dari variabel acak X, X,,..., X, yang bergantung
pada 4.
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Definisi 6.3. Penaksir tidak bias 6 dari @ dikatakan menjadi penaksir tidak bias vari-
ans minimum seragam dari @ jika dan hanya jika

Var(0)<Var(7)

Untuk setiap penaksir tidak bias 7' dari 6

Jika penaksir 6 adalah tidak bias maka mean dari penaksir ini sama dengan
parameter €, yakni

:E[(é—eﬂ

Varians ini, jika ada, adalah fungsi dari penaksir tidak bias 6 dan itu min-
imum di kelas semua penaksir yang tidak bias dari 8. Oleh karena itu kita
memiliki definisi alternatif dari penaksir tidak bias varians minimum yang
seragam.

Definisi 6.4. Penaksir tidak bias  dari 6 dikatakan menjadi penaksir tidak bias

A 2
varians minimum seragam dari 6 jika meminimalkan varians £ {(«9 — 6?) }

B Contoh 6.10. Misalkan é\l dan é; menjadi penaksir tidak bias dari 6. Misalkan
Var(a) =1, Var(é;) =2 dan Cov(a,é;) = % Berapa nilai dari ¢, dan c,

yang mana 0151 +c2é; adalah penaksir tidak bias dari € dengan varians
minimum antara penaksir tidak bias dari tipe ini?

Jawab :

Kita ingin ¢, 6, +c,6, menjadi varians minimum penaksir tidak bias dari 6
. Kemudian
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E[cla+czé;}:9
= clE[é\l}chE[é;}:H
= ¢0+c,0=0

= ¢ +c, =1

Oleh karena itu

Var[cla +czé;} :char[é\]}+c§Var[é;}+2clc2Cov(l/9\l,§])
=cl +2c; +cc,
=ct+2(1-¢) +¢(1-¢)
:2(1—01)2 +e

=2+2¢ -3¢,

277

Karenanya, varians Var [cl [9\1 +c, [9;} adalah fungsi dari ¢, . Selanjutnya kita

tunjukkan bahwa fungsi dengan ¢( G ) , yaitu

#(c)= Var[clé?\1 +czé;} =2+2¢] -3¢,

Ambil turunan dari ¢(c,) terhadap ¢, kita dapatkan

d
dc,

—¢(cl)= 4c, -3
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Untuk menemukan c,, turunan tadi disamadengankan nol
3
4c,-3=0 = ¢ =—
4
Oleh karena itu

3

(& :l—Cl :l—Z:

NG

Pada contoh 6.10, kita melihat bahwa (/9\1 dan é; masing-masing adalah
dua estimator tidak bias dari @, sehingga c6, +(l—c)6?2 juga merupakan
estimator tidak bias dari € untuk setiap ¢ € R . Karenanya diberikan dua
estimator 6, dan 6,

C:{é |é=cl§1+(l—c)l/9;, ce]R}

membentuk kelas estimator tak bias yang tak terhitung dari 6. Ketika var-
ians dari 6, dan 6, diketahui bersama dengan kovariansnya, maka dalam
Contoh 6.10 kami dapat menentukan penduga tak bias varians minimum di
kelas C. Jika varians dari penduga 6, dan 6, tidak diketahui, maka sangat
sulit untuk menemukan penduga varians minimum bahkan dalam kelas pen-
duga C. Perhatikan bahwa C adalah himpunan bagian dari kelas semua tak
bias estimator dan menemukan estimator tak bias varians minimum di kelas
ini adalah tugas yang sulit.

Salah satu cara untuk menemukan penduga tak bias varians minimum yang
seragam untuk parameternya adalah menggunakan batas bawah Cram-
er-Rao atau ketaksamaan fisher.

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak berukuran n dari populasi
X dengan kepadatan probabilitas f (x;@) , dimana € adalah parameter
skalar. Misal @ merupakan estimator tak bias dari 8. Misalkan fungsi
likelihood L (9) adalah fungsi yang berbeda dari fungsi & dan memenuhi

d e

il (e x, ) L(O)dx, ...,
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—I j (X000 X )dieL(e)dxl,...,dxn (1)

Untuk setiap h(xl,...,xn) dengan E(h(xl,...,xn))<oo. Maka

Var(6)= (CR1)

Bukti :

Ketika L(H) sebuah fungsi kepadatan probabilitas bersama dari sampel
X, X550 X,

[* ] L(0)dx,....dx, =1 (2)

Turunkan pernyataan (2) terhadap @ kita punya

J._OO ‘[_w dxl, dx, =0

Dan gunakan pernyataan (1) dengan h(x,,...,x,)=1

0 e d
[ .. g L(O)dx,, . dv, =0 (3)

Tulis pernyataan (3) seperti

Jm Jm dL—W)LL(H)dxl,...,dxn =0
= = 46 L(0)
Sehingga

[ ] dln—L(G)L(H)dx],...,dxn =0
= g

Karenanya

[ dlnd];)(a) L(O)dx,,....dx, =0 (4)
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Saat 6 adalah estimator tak bias dari 6 maka
E(0)=[" ...[ 6L(0)dx,....dx, =0  (5)
Diferensiasi pernyataan (5) terhadap 6 sehingga kita punya

d

- D[ or(0)x,.....dx, =1

Gunakan pernyataan (1) lagi dengan 4(X,,..., X, ) =1, sehingga kita punya

0 e ad
[ .. O L(O)dx, . dv, =1 (6)

Tulis ulang pernyataan (6) seperti

Kita punya

[ 0D g e =1 ()

Dari pernyataan (4) dan (7) kita memperoleh

J:...I:(é—@)dlnL(e)L(H)dxl,...,dxn:1 (8)

do

dengan ketaksamaan Cauchy-Schwarz kita punya
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Teorema 6.2.

_ Var(é)Eﬂalna—Lg(e)jZ}

Oleh karena itu
1

| (omL(9))
00

Jika L(@) di diferensiasi 2 kali terhadap €, maka ketaksamaan (CRI) bisa
dinyatakan secara ekuivalen sebagai

Var(é) >

1
2
olnL(6

[(amz(o)

00
Ketaksamaan (CRI1)dan(CR2) dikenal sebagai batas bawah Cramer-Rao
dari varians @ atau ketaksamaan fisher. Pernyataan (1) menukar urutan
integrasi dan diferensiasi. Karena itu, beberapa distribusi yang range nya
bergantung pada nilai parameter tidak dicakup pada teorema ini. Karenan-

ya, distribusi seperti distribusi Uniform tidak bisa dianalisis menggunakan
batas bawah Cramer-Rao.

Var(0)> (CR2)

Jika estimator 6 merupakan varians minimum selain tak bias, maka persa-
maan berhenti. Kita nyatakan bahwa ini adalah teorema diluar bukti.

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampe acak berukuran »n dari populasi X
dengan kepadatan probabilitas f (x;6’) dimana 6 adalah parameter. Jika
0 adalah estimator tak bias dari € dan

1

=]

Maka 6 adalah UMVUE dari 6. Sebaliknya dari ini salah.

Var(0)=
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Estimator tak bias § dinamakan estimator efisien jika memenuhi batas
bawah Cramer-Rao, sehingga

1

)

Var(6) =

Kesimpulannya, teorema ini mudah untuk dicatat bahwa estimator efisien
dari parameter selalu sebuah UMVUE dari sebuah parameter. Namun, set-
iap UMVUE dari parameter merupakan efisien. Dengan kata lain, setiap es-
timator tak bias varians minimum seragam dari parameter memenuhi batas
bawah Cramer-Rao

o oot
=]

Misalkan X, X,,..., X, merupakan sampel acak berukuran » dari distribu-
si dengan fungsi densitas

Var (é

39x%e ka0 < x <oo
f(x:0)= ’ .
0 untuk yang lainnya
Berapakah CRLB untuk varians dari estimator tak bias parameter 6 ?
Jawab :

Misalkan merupakan estimator tak bias dari 8, maka batas bawah Cram-
er-Rao diberikan oleh

-1

e

Var(é) >
06?

Dimana L(6) dinotasikan sebagai fungsi likelihood dari sampel acak
X,,X,,...., X, . Karena fungsi likelihood dari sampel adalah

L(0)= 1£[3l9xze_""3
i=1
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B Contoh 6.12.

Kita peroleh
InL(0)=nn6+>" In(3x)-0>" x
omL(0) n < .
60 g
Dan

InL(0) n

00>  &*

Karenanya, dengan menggunakan ketaksamaan Cramer-Rao ini maka kita
punya

~N 67
Var(@) > 7

Jadi, batas bawah Cramer-Rao (CRLB) untuk varians dari estimator tak bias
2

6 adalah 0—
n

Misalkan X, X,,..., X, merupakan sampel acak dari populasi normal den-
gan rata-rata u tidak diketahui dan varians o > 0. Berapa estimator mak-
simum likelihood dari g ? Apakah estimator maksimum likelihood dari u
efisien ?

Jawab :

fungsi kepadatan probabilitas dari populasi adalah

Jadi,

Dan karenanya
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1 n
InL(u)= —gln(27z02)— = Do (x —,u)2

Dengan menggunakan turunan dari L ( ,u) terhadap u, kita punya

dlnL(,u)
dp

1 n
:?Zizl(xi —/J)

Hitung turunan tersebut sampai nol dan selesaikan 4, kita lihat bahwa
[=X . Varians dari X diberikan oleh

Var()?):Var(X‘+X2+"'+X”j

n

2
(o3
n

Selanjutnya tentukan batas bawah Cramer-Rao dari estimator X . Kita su-
dah tahu bahwa

Dan oleh karena itu

dzlnL(,u)__ n
du’ s
Sehingga
dzlnL(,u) _n
du’ o
Dan

1 _o
d*InL(u) n
du’

Jadi



Kriteria Untuk Mengevaluasi Kualitas Dari Estimator 285

B Contoh 6.13.

1

&

Var()_():—

Dan ()_( ) adalah estimator efisien dari x . Karena setiap estimator efisien
adalah sebuah UMVUE, oleh karena itu (X ) adalah UMVUE dari .

Misalkan X, X,,..., X, merupakan sampel acak dari populasi normal den-
gan rata-rata x4 diketahui dan varians o >0 tidak diketahui. Berapakah
estimator maksimum likelihood dari o*? Apakah estimator maksimum
likelihood sebuah UMVUE dari o ?

Jawab :

Mari kita tulis 8 = o . Maka

Dan

1 Ly
f(x, 0) = me 0
1

lnL(H):—gln(27z)—gln(é’)—gzgzl)(xi )

Diferensiasi lnL(H) terhadap € kita punya

nl 1 n 2
LO) =35 2 Zalsh)

Hitung turunan sampai nol dan selesaikan €, sehingga

A~ 1
6:_21‘:1(){" _’u)2

n

Selanjutnya kita tunjukan bahwa estimator tersebut tak bias. Sehingga kita

berpendapat bahwa
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Oleh karena itu 0 merupakan estimator tak bias dari @. Varians dari 6 bisa
kita peroleh sebagai berikut :

var(d) =ver( L5 0

n

A

Terakhir kita tentukan batas bawah Cramer-Rao untuk varians dari 6.
Turunan kedua dari In L (6) terhadap 6 adalah
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PMLO) n 1w
d@z( ) 20° _?Zle(x"_“)z

Karenanya

[ T e ()

:%—%E(Xz (n))

__n n
20° 6
__n
26°
Jadi
_ I _o
d*InL(6))
£ n 2( ) n
do
_204
n
Oleh karena itu
A 1
Var|0)=—
( ) dzlnL(G)
E 2
do

Oleh karena itu, & merupakan estimator efisien dari 8. Karena setiap esti-
mator efisien merupakan UMVUE, karena itu

I <
;Zizl(Xi _'u)z
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Merupakan UMVUE dari o°.

Misalkan X, X,,..., X, merupakan sampel acak berukuran » dari populasi
normal dimana rata-rata x diketahui dan varians ¢* > 0. Tunjukan bahwa

st =LY (XX

Merupakan estimator tak bias dari o”. Selanjutnya, tunjukan bahwa S’
tidak dapat menghasilkan batas bawah Cramer-Rao.

Jawab :

Dari contoh 6.2, kita tahu bahwa S*> merupakan estimator tak bias dari o”.
Varians dari S* bisa dihitung dengan

n—

Var(S?)= Var(

T )

n—1

Selanjutnya, misalkan @ = o> dan tentukan batas bawah Cramer-Rao dari
varians S°. Turunan kedua dari In L(6) terhadap 6 adalah

d*InL(60 n 1 n 2
d¢92( ):292 g Zaa = 4)

Karena itu
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SLO)) a1 e
E[ 0’ ]zzez_ﬁE(zf—l(X"_”z)

Jadi

Oleh karena itu

Ini menunjukan bahwa S tidak dapat menghasilkan batas bawah Cram-
er-Rao.
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Kekurangan dari batas bawah Cramer-Rao meliputi :
1. Tidak setiap fungsi kepadatan f (x;6’) memenuhi asumsi dari teorema
Cramer-Rao
2. Tidak setiap estimator mencakup batas bawah Cramer-Rao.

Oleh karena itu dalam salah satu dari situasi ini, kita tidak tahu apakah esti-
mator adalah UMVUE atau tidak

6.4 Estimator Kecukupan

Definisi 6.6.

B Contoh 6.15.

Dalam beberapa situasi, kita tidak bisa dengan mudah menemukan distribu-
si dari estimator € untuk parameter 6 meskipun kita mengetahui distribusi
dari populasi. Oleh karena itu, kita punya beberapa cara untuk mengetahui
apakah estimator @ kita bias atau tak bias. Karenanya, kita gunakan beber-
apa kriteria lain untuk menilai sifat dari estimator. Kecukupan adalah salah
satu dari beberapa kriteria dalam menilai sifat estimator.

Mengingat kembali bahwa estimator dari populasi parameter adalah fungsi
dari nilai sampel bahwa tidak ada parameter yang diperoleh. Sebuah estima-
tor penjumlahan mencari informasi dalam parameter sampel. Jika estimator
penjumlahan hanya sedikit informasi mengenai parameter yang sedang di-
estimasikan pada sampel, maka estimator disebut estimator kecukupan.

Misalkan X ~ f (x;@) merupakan populasi dan misalkan X, X,,..., X,
merupakan sampel acak berukuran n dari populasi X . Estimator € dari
parameter ¢ dikatakan estimator kecukupan dari € jika kondisi distribusi
dari sampel diberikan estimator & tidak bergantung pada parameter 6.

Jika X, X,,... X, merupakan sampel acak dari distribusi dengan fungsi ke-
padatan

£(x:0) - 0 (1-6)"  jikax=0,1
’ 0 untuk yang lainnya

Dimana 0 < @ <1. Tunjukan bahwa Y = ZLX . adalah statistik kecukupan
dari 0

Jawab :

Pertama, cari distribusi dari sampel, sehingga
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f(xl’xz""’xn):H@x" (1—9)11”
i=1

—0'(1-6)"

Karena, setiap X, ~BER(49) kita punya

Y=3%" X, ~BIN(n,0)

Oleh karena itu, fungsi kepadatan probabilitas dari ¥ diberikan oleh

n

y

«0)=[ "o -0y

Selanjutnya, karena setiap X ~BER(¢9) , ruang dari X, diberikan oleh

R, = {0,1}

Oleh karena itu, ruang variabel acak Y = Z;X ; diberikan oleh

R, ={0,1,2,....n}

Misalkan 4 adalah kejadian (X, =x,X, =x,,...,X, =x,) dan B dino-
tasikan kejadian (Y =y). Maka, 4 < B dan oleh karena itu ANB=4.
Sekarang, kita cari kepadatan bersyarat dari sampel yang diberikan estima-
tor Y, Sehingga

SO xy,. x|V =y)=P(X, =x,X, =x,,....X,=x, [Y =)

= P(4]B)
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:f(xl,x2,...,xn)
g(y)

o’ (1-6)"

[Z] 0’ (1-0)"

1
y
Karena itu, kepadatan bersyarat dari sampel statistik ¥ merupakan parame-

ter € independen. Oleh karena itu, dengan menggunakan definisi, ¥ adalah
estimator kecukupan.

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan proba-
bilitas fungsi kepadatan

0 ika@ < x <o

o)

0 untuk yang lainnya

Dimana —o <@ <oo. Berapakah estimator maksimum likelihood dari &

Apakah estimator maksimum likelihood terrmasuk estimator kecukupan
dari 6 ?

Jawab :

Kita lihat Bab 5 bahwa estimator maksimum likelihood dari @ adalah
Y=X 1) itu adalah statistik terurut pertama dari sampel. Misalkan kita cari
fungsi kepadatan probabilitas dari statistik ini, maka

g(v)= (n'ill),[F W] r-F)]”
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— nenﬁe—ny

Probabilitas kepadatan dai sampel acak adalah

— enﬂe—n(f)

Dimana nx = z;xi. Misalkan A adalah kejadian
(X, =x,X,,=x2,...,X,=x,) dan B dinotasikan kejadian ¥ = y . Maka,

A c B dan oleh karena itu 4" B = A . Sekarang kita cari kepadatan bers-
yarat dari sampel yang diberikan estimator Y, sehingga

f(x,x,...x, [Y=y)=P(X,=x,X,=x,,....X,=x, |[Y =)

= P(4|B)

né (1)

ne" e*(ny)

e—nf

ne ™
Karena kepadatan bersyarat dari sampel yang diberikan statistik ¥ adalah
independen dari parameter 6. Oleh karena itu, dengan menggunakan defin-
isi, ¥ merupakan statistik kecukupan.
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B Contoh 6.17.

Pengantar Statistika Matematika 2

Kita lihat bahwa apakah estimator merupakan kecukupan atau bukan, kita
harus memeriksa kepadatan bersyarat dari estimator sampel. Untuk meng-
hitung kepadatan bersyarat kita harus gunakan kepadatan dari estimator.
Kepadatan dari estimator tidak mudah dicari. Karena, memverifikasi ke-
cukupan dari estimator dengan menggunakan definisi tidaklah mudah. Te-
orema faktorisasi dari Fisher dan Neyman membantu dalam menentukan
estimator kecukupan.

Misalkan X, X,,...,X, menunjukan sampel acak dengan fungsi kepa-
datan probabilitas f (xl,xz,...,xn ; 9) yang bergantung pada populasi pa-
rameter

6. Estimator 6 merupakan kecukupan dari 6 jika dan hanya jika

A

f(xl,xz,...,xn;ﬁ):¢(l9,l9)h(xl,x2,...xn)

Dimana ¢ bergantung pada x,x,,...,x, hanya melalui 6 dan

h(x,,x,,...,x,) tidak bergantung pada 6.

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan

Afe”
f(x;ﬂ) =3 x!

0 untuk yang lainnya

Jikax =0,1,2,...,00

Dimana A >0 adalah parameter. Carilah estimator maksimum likelihood
dari 4 dan tunjukan bahwa estimator maksimum likelihood dari A adalah
estimator kecukupan dari parameter A .

Jawab :

Pertama, cari kepadatan dari sampel atau fungsi likelihood dari sampel.
Fungsi likelihood dari sampel diberikan oleh
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B Contoh 6.18.

/ln)?e—n/l

n
|
Hi:lx[ :

Pengambilan logaritma dari fungsi likelihood kita punya

InL(2)=nxtn A-nA—In] [ (x)

i=1

Karenanya

ilnL(ﬂu) :ln)?—n
da A

Hitung turunan sampai nol dan selesaikan A, kita punya

A=X

Uji turunan kedua diatas meyakinkan kita bahwa A adalah rata-rata sampel
X . Selanjutnya, kita tunjukan bahwa X adalah kecukupan, dengan meng-
gunakan teroema faktorisasi Fisher dan Neyman. Kita faktorkan kepadatan
bersama dari sampel sebagai

= $( X, A) (5, Xy0e0x,)

Oleh karena itu, estimator X adalah estimator kecukupan dari A .

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi normal dengan
fungsi kepadatan
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Dimana —o < g <o adalah parameter. Carilah estimator maksimum like-
lihood dari # dan tunjukan bahwa estimator maksimum likelihood dari u
adalah estimator kecukupan.

Jawab :

Kita tahu bahwa estimator maksimum likelihood dari g adalah rata-rata
sampel X . Selanjutnya, kita tunjukan bahwa estimator maksimum likeli-
hood X ini adalah estimator kecukupan dari x. Kepadatan dari sampel
diberikan oleh

f(xl,xz,...,x”;,u)=ll[f(xl.;,u)

]n e_%[z;[(xi_z)z+2(x,.—;)(§—p)+(f—y)]j

Karenanya, dengan teorema faktorisasi, X merupakan estimator kecuku-
pan dari rata-rata populasi.

Ingat bahwa probabilitas fungsi kepadatan dari contoh 6.17 adalah
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Teorema 6.4.

e

x!

Jikax =0,1,2,...,00
f(xa)=

0 untuk yang lainnya

Bisa ditulis seperti

f(x;,l) — e{"‘“i—lnx!—a}

Untuk x=0,1,2,...,0. Fungsi kepadatan ini berbentuk

f(x' ﬂ,) — e{K(X)A(/I)‘fS(X)‘fB(’l)}

Sama halnya fungsi kepadatan probabilitas dari contoh 6.12, yaitu

Bisa juga kita tulis

Fungsi kepadatan probabilitas ini berbentuk

f( X )= o K(D)A(u)rS(x)+B(u)}

Kita juga bisa lihat bahwa kedua contoh estimator kecukupan adalah

rata-rata sampel X yang bisa ditulis sebagai lzn X,
n

i=1 !

Teorema kita selanjutnya memberikan hasil yang umum pada petunjuk ini.
Teorema ini disebut teorema Pitman-Koopman.

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan dari bentuk eksponensial

1 (x50) = SOV C50)
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B Contoh 6.19.
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Pada kebebasan support dari €. Maka, statistik dari Z;K (X [) adalah
statistik kecukupan dari parameter 6.

Bukti :

Densitas gabungan dari sampel adalah

Karena dengan teorema faktorisasi estimator dari Z;K (X,) adalah statis-
tik kecukupan dari parameter 6.

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan

6x’" untuk0<x <1
S (x:0)=

0 untuk yang lainnya
Dimana € >0 adalah parameter. Gunakan teorema Pitman-Koopman untuk
mencari estimator kecukupan dari 6.
Jawab :

Teorema Pitman-Koopman mengatakan bahwa jikafungsi kepadatan proba-
bilitas bisa di ekspresikan dengan bentuk

1(x:6) = M 10S()2000)

Maka Z;K (X,) adalah statistik kecukupan dari €. Diberikan populasi
kepadatan bisa ditulis sebagai
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f(x;é’) =6x""

_ )

=e

e{ln 6+(6-1)Inx}

Jadi, K (x)=Inx,4(0)=0,S(x)=—In6 dan B(6)=Inb.

Karenanya dengan teorema Pitman-Koopman

ZLIK(X,.) = Z;ln){i

=In ﬁX ;
i=1

Jadi, In HX . merupakan statistik kecukupan dari 4.

i=1

Catatan 6.1. Perhatikan bahwa HX . juga merupakan statistik kecukupan dari 6,

i=1

karena diketahui In [HX ij dan kita juga tahu bahwa [ ]X,

i=1 i=1

B Contoh 6.20. Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan

—e? untuk 0 < x < oo

f(x0)=

0 untuk yang lainnya

Dimana 0 < # < adalah parameter. Carilah estimator kecukupan dari 6.

Jawab :
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Pertama, kita tulis ulang kepadatan populasi pada bentuk eksponensial, se-
hingga

f(x:6) :%e_g

h{; JZJ}

~lno->
0

Tadi, K (x)=x, A(9)=—é, S(x)=6, dan B(6)=-Ing.

Jadi, n_)? adalah statistik kecukupan dari 6. Karena nX diketahui, kita juga
tahu X . Estimator X juga estimator kecukupan dari 6.

Misalkan X, X,,...X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi
kepadatan

~{x-6) untuk @ < x < ©

S (x:0)=

0 untuk yang lainnya

Dimana —oo <@ <o adalah parameter. Dapatkah teorema Pitman-Koop-
man digunakan untuk mencari statistik kecukupan dari 6?

Jawab :

Tidak. Kita tidak bisa gunakan teorema Pitman-Koopman untuk men-
cari statistik kecukupan dari @ ketika domain dimana populasi kepadatan
bukanlah nol jadi ini tak bebas dari 6.

Selanjutnya, kita sajikan hubungan antara teorema Pitman-Koopman untuk
mencari estimator maksimum likelihood dan estimator kecukupan. Jika ada
estimator kecukupan dari parameter € dan jika estimator maksimum like-
lihood dari @ unik, maka estimator maksimum likelihood adalah sebuah
fungsi dari estimator kecukupan. Sehingga

éML = l//(és)
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Definisi 6.7.

Dimana y adalah fungsi bilangan asli, OML adalah estimator maksimum
likelihood dari @ dan 9S adalah estimator kecukupan dari 6.

Demikian pula, koneksi dapat dibuat antara UMVUE dan estimator kecuku-
pan dari parameter 6. Jika ada estimator kecukupan untuk parameter &
dan jika UMVUE dari ini adalah unik, maka UMVUE adalah fungsi dari
estimator kecukupan. Yaitu

éMVUE =n (és )

Dimana 7 adalah fungsi bernilai real, éMVUE adalah UMVUE dari 6, dan
0, adalah estimator kecukupan dari 6.

Suatu penaksir/estimator dikatakan sebagai estimator yang diperlukan
jika dapat ditulis sebagai fungsi dari setiap estimator kecukupan

6.5. Estimator Konsisten

Definisi 6.8.

Misalkan X, X,,...,X, menjadi sampel acak dari populasi X dengan
densitas f (x 9) Mlsalkan % menjadi estimator € berdasarkan sampel
berukuran 7. Jelas penduga tergantung pada sampel berukuran 7. Untuk

mencerminkan bahwa 6 bergantung pada n, kita nyatakan 6 sebagai 9

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak dari populasi X dengan

n

densitas f (x;@). Barisan estimator {én} dari @ dikatakan menjadi

konsisten untuk € jika dan hanya jika barisan {éﬂ} konvergen pada prob-
abilitas untuk @, yaitu untuk setiap £ >0

limP( )

>¢)=

Perhatikan bahwa konsistensi sebenarnya adalah konsep yang berkaitan
dengan barisan penduga {én }w_ tapi kami biasanya mengatakan

“konsistensi én ” untuk kesederhanaan. Selanjutnya, konsistensi adalah sifat
sampel besar dari penduga.
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Teorema berikut menyatakan bahwa jika kesalahan kuadrat rata-rata (Mean
Square Eror) menjadi nol saat n menuju tak terhingga, maka {Gn} konver-
gen dalam probabilitas 6.

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak dari populasi X dengan

A

densitas f (x;@) dan {6’ } menjadi barisan dari penaksir € berdasarkan

n

pada sampel. Jika varians én ada untuk setiap » dan berhingga dan

~ 2
limE((Hn -0) j =0
Maka, untuk setiap £ >0

limP(

é,,—e\zg):o

Bukti :

Dengan menggunakan Pertidaksamaan Markov (lihat Teorema 3.8) kita
mempunyai

Untuk setiap £ > 0. Karena kejadian

(6,-6) 2€> dan [6,-6|2¢

Adalah sama, kita lihat bahwa

P((@—G)Z >52jp(§n—e‘>5)<E((§"—_g)j

Untuk setiap n € N. Oleh karena jika

im#((2,-0) J=0
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Maka

i ([0, -6[=£) -0
Misalkan
B(é,@):E(é)—e

Adalah bias. Jika estimator tidak bias, maka B (é’, 9) =0. Selanjutnya kita
tunjukkan bahwa

E((@ —0)2)= Var(é){B(é,Q)T (1)

Untuk melihatnya, misalkan
E((é\ —9)2) = E((é2 —2ée+92)2j
= £(0)-2E(0)0+0"
=£(6*)-£(6) +E(6) —2£(68)0+6°

:Var(é)+E(é)2 ~2E(0)0+0"
:Var(é)+[E(é)—0T

- Var(é){B(é,a)T

Dengan melihat persamaan (1), kita dapat katakan bahwa

limVar (6, ) =0 (2)

n—>x0
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Dan

lim B(6,,0) =0 (3)

n—x0

Maka

im((0.-0) <0

Dengan kata lain, untuk menunjukan barisan dari estimator adalah konsisten
kita harus memeriksa limit (2) dan (3).

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak dari populasi normal X den-
gan mean u dan varians ¢’ > 0. Apakah penaksir likelihood

o~ n

o =13(x,-X)

nio

Untuk o® merupakan estimator konsisten untuk o ?

Jawab :
Karena o’ tergantung pada ukuran sampel 7, kita notasikan o’ sebagai

—~

a}f . Oleh karena itu

—~

Varians dari o adalah diberikan oleh

Var(&f)=Var(lZn:(Xi—)_()zJ

noio

=L2Va{gz ﬂ]

2
n (o2
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4

=Z—2Var(;(2 (n—l))

2(n-1)o*

2
n

Karenanya

lglgVar(én)zlgg{l—iz}2a4 =0

n n

Bias B(6,,6) diberikan oleh

Jadi
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2

lim B(6),,6) = ~lim“—=0

n—>0 n—>0 n

Oleh karena itu lz (X =X )2 adalah estimator konsisten untuk o’
=

Dalam contoh terakhir kita melihat bahwa estimator likelihood varians ada-
lah penduga yang konsisten. Secara umum, jika fungsi kepadatan f (x;@)
dari suatu populasi memenuhi beberapa kondisi, maka penduga maksimum
likelihood dari @ adalah konsisten. Demikian pula, jika fungsi kepadatan
f (x;H) dari suatu populasi memenuhi beberapa kondisi, maka estimator
yang diperoleh dengan metode momen juga konsisten.

Karena konsistensi adalah sifat sampel yang besar dari penaksir, beberapa
ahli statistik menyarankan bahwa konsistensi tidak boleh digunakan sendiri
untuk menilai kebaikan estimator, melainkan harus digunakan bersama den-
gan kriteria lainnya.

LATIHAN SOAL BAB 6

Diberikan X, X,.,..., X, adalah sampel acak berdistribusi Poisson, X, ~ POI (). Tunjukan
bahwa S = ZLX - adalah statistik kecukupan untuk !

1

Penyelesaian :

—u X

e’u
x!

Sedangkan fungsi kepadatan probabilitas gabungan untuk distribusi Poisson yaitu :

Fungsi kepadatan probabilitas dari distribusi Poisson yaitu : f (x) =

n o _ nxL _ no 1
f(xl,xz,...,xn;u): ’u—e “ =,uz’:‘ e ”H_ —

i=1
i* it

Diketahui bahwa § = z;X . maka diperoleh

—ny .S

e"u
fs(s;ﬂ)= n's!

Jika s = Z;X - maka

1
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! X _ a1
) qu,:] e ﬂHiZli

S (XX X5 1 _ x! s!

1 (s:42) e !

n's!

Sedangkan O untuk yang lainnya. Karena PDF tersebut tidak bergantung pada g maka
S = Z;X . adalah statistik kecukupan untuk .

2. Diberikan sebuah sampel acak berukuran n berdistribusi geometrik, X, ~ GEO( p). Tunju-
kan bahwa S = z;X . adalah statistik kecukupan untuk p .

Penyelesaian :

Untuk distribusi Geometrik, fungsi kepadatan probabilitasnya diberikan oleh

x—1
T e
0, untuk yang lainnya

Sedangkan fungsi kepadatan probabilitasnya bersamanya yaitu :

f(xl,xz,...,xn,p)=pno—p)-"“={p"(1—p>‘ e 2
0, untuk yang lainnya

Sehingga dapat dinyatakan dalam bentuk faktorisasi

I, jikax, 21

g(s.p)=p"(1-p)"" dan h(xl’xz’“"x"):{o untuk yang lainnya

Karena dapat dinyatakan dalam bentuk faktorisasi maka S = ZLIX . adalah statistik kecuk-
upan untuk p .

3. Misalkan Y,,,,...,Y, menjadi sampel random dari distribusi uniform pada interval (0,6).
Dua penaksir tidak bias dari 8 adalah

6,=2Y dan ézz(n—HjY

Dimana ¥, = max (Y,Y,,...,Y,). Temukan Efisiensi dari 631 relatif terhadap éz

Penyelesaian :
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Karena setiap ¥, adalah distribusi uniform pada interval (0,6), u=E(Y,) :g dan

2
o’ =V(Y)= 19—2 Oleh karena itu,

E(él)=E(217)=2E(}7)=2(,u)=2(§}=0

Dan 631 adalah tak bias, seperti yang di klaim. Lebih lanjut,

v(6)-= V(ZY):4V(Y)=4{@} :(%){%ng

Untuk menemukan mean dan varians dari éz , perhatikan bahwa fungsi densitas dari Y(n) ada-

lah diberikan oleh
n—1 1
n(lj [—j, untuk0<y <6
0 0

0, untuk yang lainnya

g(n)(y):nl:Fy(y)]nil fy(y)=

Kemudian,

+1 A
Dan itu mengikuti £ {M} Y(n)} = 0 ; itu adalah, 6, adalah estimator tidak bias untuk 6.
n

Karena

Kita peroleh
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Dan

(@)= i) )

B (n+1)2_ ) 6?
_{n(n+2) 1]0 n(n+2)

Oleh karena itu, Efisiensi dari él relatif terhadap éz adalah diberikan oleh

92
o V(Az) :n(n+2): 3
eﬁ(el’ez):V(él)_ ‘iz :n+2
3n

Efisiensi ini kurang dari 1 jika n>1. Artinya jika n>1, 0? memiliki varians yang lebih kecil
dari 6’1, dan oleh karena itu 9 umumnya lebih disukai darlpada H sebagai estimator dari 6.

4. Misalkan bahwa Y,,%,,...,¥, merupakan sampel acak seperti pada £ (Y)=uE (Y 2) 1, dan
E (Y 4) 1, adalah semua terbatas Tunjukkan bahwa

Adalah estimator konsisten dari ¢* =V (K) .
Penyelesaian :

Kita telah melihat di bab sebelumnya bahwa S*, sekarang ditulis sebagai S,

i

ST . o .
Statistik —ZYiZ adalah rata-rata dari n independen dan distribusi identik variabel acak,

n55

dengan E (le) = u, dan V(Yl.z) =4, — ( 1 )2 <oo. Dengan menggunakan aturan bilangan

besar, kita tahu bahwa lZ:le konvergen pada probabilitas dari z, .
=
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Kita tahu implikasi bahwa Y, konvergen pada probabilitas dari g . Karena fungsi g(x)=x>
adalah kontinu untuk semua nilai berhingga dari x. Jika g (-) adalah fungsi bernilai real bah-
wa kontinu pada &, sehingga g(@ ) konvergen pada probabilitas g(&) mengimplikasikan
bahwa Y’ konvergen pada probabilitas untuk z’. Ini kemudian mengikuti teorema bahwa

6’ + 6 konvergen pada probabilitas untuk 6+ 6'. Bahwa

Konvergen pada probabilitas untuk g, — u” = o . Karena adalah barisan dari konvergen

n—1
konstan untuk 1 sebagai n — o0, kita dapat menyimpulkan bahwa S> konvergen pada proba-
bilitas untuk o*. Ekuivalen S’ sampel varians adalah estimator konsisten untuk o populasi
varians

Misalkan Y,,Y,,...,Y menjadi sampel acak dengan E ( ) 4 dan V( ) o’. Tunjukkan
bahwa

$7= 2 (0-F)

noo

Adalah estimator bias dari o dan tunjukkan bahwa

Adalah estimator tidak bias dari ¢
Penyelesaian :

Ini dapat ditunjukkan bahwa

Karenanya
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:iE(xz)—n(Yz)

Perhatikan bahwa E(Y’) adalah sama untuk i =1,2,...,n. Kita menggunakan ini dan fakta
bahwa varians dari variabel acak adalah diberikan oleh V' (Y ) =F (Y : ) - [E (Y )]2 untuk
menyimpulkan bahwa E(Y) = V(Yi)+ [E(Yl)}2 =o'+,

E(P)=r(7)[£(0)] =7,

n+u’

Dan bahwa

Ini mengikuti bahwa
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Jadi, kita lihat bahwa S* adalah estimator tidak bias dari o

6. Misalkan Y,,Y,,...,Y menjadi sampel acak dengan Y, memiliki fungsi kepadatan probabilitas

%
(é]e ¢, untuk0 <y, <oo

f(10)=

0, untuk yang lainnya

Dimana 6 >0, i =1,2,...,n . Tunjukkan bahwa Y adalah statistik kecukupan untuk parameter
0.

Penyelesaian :

Likelihood L (9) dari sampel adalah densitas bersama

L(y1>y2""’yn |0):f(yl’y2""’yn ‘9)

=f(n10)xf(3,10)x..xf(1,10)

S »n A
et e? e ?
= X X... X
0 0 0
vh
e 0
= en
_ny
e 6
=—6n

Perhatikan bahwa L (@) adalah fungsi hanya dari 6 dan y dan bahwa jika
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v
0

g(7.0)= ee,, dan  h(y,550-59,)=1

Kemudian

L(ypyza'--ayn |9)=g()7,6’)><h(yl,y2,~--,yn)

Oleh karena itu, dengan menggunakan teorema dibawabh ini,

Misalkan U menjadi statistik berdasarkan pada sampel acak Y,Y,,...,Y, . Kemudian U
adalah statistik kecukupan untuk estimasi dari parameter € jika dan hanya jika likelihood
L(8)=L(y,,95,--.,y, |0) dapat difaktorkan menjadi dua fungsi nonnegatif,

L(yl,yz,...,yn |6‘)=g(u,9)><h(yl,y2,...,yn)

Dimana g (u, 9) adalah fungsi hanya dari # dan 6 dan h( VisVaseros yn) bukanlah fungsi dari
0.

Mengimplikasikan bahwa Y adalah statistik kecukupan untuk parameter 6.

7. Misalkan bahwa Y,,Y,,...,Y, menunjukan sampel acak dari fungsi densitas Weibull, diberikan
oleh

2

-
[%) ¢, untuk y >0

f(v10)=

0, untuk yang lainnya

Temukan MVUE (Minimum Variance Unbiased Estimation) untuk 6.
Penyelesaian :

Kita mulai dengan faktorisasi kriteria untuk menemukan statistik kecukupan

L(yloyza""yn |9)=f(yl’y2""’yn |0)
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i=l1

:(gj exp(_%iygjx(ylxyzx...xyn)

h()’l sV s---sYn)

Jadi, U = Z:Yl2 adalah minimal statistik kecukupan untuk 6.

i=1
Sekarang harus menemukan fungsi dari statistik ini bahwa itu adalah tidak bias untuk 6. Mis-
alkan W =Y?, kita dapatkan

:(l)e_e, w>0
0

Dengan demikian Y memiliki distribusi eksponensial dengan parameter €. Karena

Ini mengikuti bahwa

o=L3y
n

i=1

Adalah estimator tidak bias dari 6 itu adalah fungsi dari statistik kecukupan ZYiz . Oleh kare-
na itu, € adalah MVUE dari parameter 8 Weibull. =1

8. Misalkan X,..., X, sampel acak dari Distribusi Bernoulli, X, ~ BIN(1;p);0< p<1.
a. Cari UMVUE dari Var(X) = p(l—p) .
b. Cari UMVUE dari p*.

Penyelesaian :
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X, ~BIN(1,p)
Untuk sampel acak n, /¢ (X l.) =X, dan S = ZLIX . merupakan statistik kecukupan lengkap
untuk p.
a. UMVUE dari Var(X)=p(1-p)
Menggunakan X (1 - X )

UMVUE dari p(1-p) adalah c)_((l—)_() dimana ¢ =" 1
"
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b. UMVUE dari p’
Menggunakan X (1 -X )

E[)‘((l—)?)]:E()?)—E()?Z)

<

£[ (1_;—()]4(;?)_[;;()?)2+Var(y)}

E[)_((l—)?):lzp—(p2+Var()_())

_n)?(l—)?) B
E_ n—1 —p(l—p)
. nX (1-X) ey
i n—1
pzzp_E[nX(l—X)}
n—1

- nX ( 1-X )
UMVUE dari p° adalah p—-F — 1
n f—
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9. Misalkan sampel acak n dari Distribusi Poisson, X, ~ POI ( ,u); u>0. Cart UMVUE dari
P[X =0]=¢".

Penyelesaian :

PDF f(xl,...,xn;u): e"u

Dengan kriteria faktorisasi, S =2 X, merupakan statistik kecukupan.

S ~ POI (nu)

Sehingga fungsi u (s)

s

_ i u(s)e’””n,u

s=0 S!
Karena e ™ # 0, agar E [u (s)] = 0 untuk setiap koefisien @, ny’ harus nol. Jika u (f ) ~0
s s

maka u(s)=0. Dengan kelengkapan, X = % fungsi tunggal S dan unbias untuk E (X)=u
n

maka dari teorema yang telah dipelajari jelas bahwa X = 3 adalah UMVUE dari .
n
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BAB VII

BEBERAPA TEKNIK DALAM MENCARI
ESTIMATOR INTERVAL PARAMETER

Dalam estimasi titik kita mencari nilai parameter 6 yang diberikan oleh
sebuah data sampel. Contoh, jika X, X,,...,X, adalah sampel acak be-
rukuran n dari sebuah populasi dengan fungsi kepadatan probabilitas

—(x-0y
—e untuk x> 0
T

0 untuk yang lainnya

f(x:0)=

Kemudian fungsi likelihood dari @ adalah

n 7lx— 2
L(H):H\/%e 5(x-0)

i=1

Ketika x, 20,x, 2 6,...,x, > 6 . Fungsi likelihood ini disederhanakan

g 2
2 |2 —52(’%—9)
L(O)=|—]| e ™
@[
Dimana min{x,,x,,...,x,]=6. Dengan menggunakan logaritma natural
dari L(é’) dan maksimum, kita memperoleh estimator maksimum likeli-
hood dari @ sebagai statistik terurut pertama dari sampel X,,X,,..., X,
yaitu

A

0=X,
Dimana X, =min{X,,X,,...,X,}. Misalkan bilangan asli dari 6=1.
Dengan menggunakan estimator maksimum likelihood dari €, kita akan
mencoba untuk menduga bilangan dari € berdasarkan sampel acak. Misal-
kan X, =15, X, =1.1, X; =17, X, =2.1, X, =3.1 adalah himpunan data
sampel dari populasi diatas. Maka berdasarkan sampel acak kita dapatkan

A

Oy = X,y =min{1.5,1.1,1.7,2.1,3.1} = 1.1
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Graph of the Density Function

0.8
0.6
0.3

0.2

-0.2

Jika kita ambil sampel acak lain, katakanlah

X, =18, X,=2.1, X, =25, X,=3.1, X;=2.6
maka estimator maksimum likelihood dari € akan menjadi =18 ber-
dasarkan sampel tersebut. Grafik dari fungsi kepadatan f (x; 9) untuk € =1
adalah sebagai berikut

Dari grafik diatas, sangat jelas bahwa bilangan yang berdekatan dengan
angka 1 mempunyai kesempatan terambil acak yang tinggi dalam proses
pengambilan sampel, maka bilangan tersebut jauh lebih besar dari 1. Oleh
karena itu, masuk akal jika & mengestimasikan nilai sampel terkecil. Na-
mun, dari contoh kita lihat bahwa estimasi titik dari @ tidak sama dengan
bilangan asli dari 6. Bahkan jika kita mengambil beberapa sampel acak,
namun estimasi dari € akan jarang sama dengan parameter yang sebenarn-
ya. Oleh karena itu, daripada mencari nilai tunggal dari 6, kita harus mer-
encanakan berbagai kemungkinan nilai pada parameter 8 dengan interval
kepercayaan parameter tertentu.

7.1. Estimator Interval dan Interval Kepercayaan dari Parameter

Masalah estimasi interval dapat dinyatakan sebagai berikut : Diberikan
sampel acak X, X,,...,X, dan nilai probabilitas 1—« , carilah pasangan
statistik L =L(X,,X,,...,X,)dengan L<U sedemikian sehingga proba-
bilitas dari @ berada di interval [L,U] adalah 1—« . Schingga

P(L<O<U)=l-a

Ingat bahwa bagian dari populasi biasanya memilih dengan metode sam-
pling acak dan sama halnya himpunan variabel acak X, X,,..., X, dengan
fungsi kepadatan probabilitas f (x;@) yang sama sebagai populasi. Setelah
sampling atau pengambilan sampel selesai kita dapatkan

X, =x,X,=x,,....,X,=x

n n

Dimana x,,x,,...,x, adalah data sampel.
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Definisi 7.1.

Definisi 7.2.
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Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak berukuran » dari sebuah
populasi X dengan kepadatan f (x;@) dimana € adalah parameter yang
tidak diketahui. Estimator interval dari @ adalah pasangan dari statistik
L=L(X,X,,.,X,) dan U=U(X,X,,...,X,) dengan L<U se-

demikian sehingga jika x,,x,,...,x, adalah himpunan dari data sampel,
maka @ termasuk dalam interval [L(xl,xz,...,xn),U(xl,xz,...,xn )]

Interval [l ,u] akan dinotasikan sebagai estimasi interval @ sedangkan inter-
val acak [L,U ] akan dinotasikan sebagai estimator interval €. Perhatikan
bahwa, estimator interval & adalah interval acak [L,U ] Selanjutnya, kita
definisikan sebagai 100(1 — a)% interval kepercayaan untuk parameter 6
yang tidak diketahui.

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel acak berukuran » dari sebuah
populasi X dengan kepadatan f (x;@) dimana € adalah parameter yang
tidak diketahui. Estimator interval dari € dinamakan 100(1—a)% inter-
val kepercayaan jika

P(L<O<U)=1-a

Variabel acak L disebut limit kepercayaan terendah dan U dinamakan
limit kepercayaan terbesar. Bilangan (l—a) disebut koefisien keper-

cayaan atau derajat kepercayaan.

Ada beberapa metode dalam menyusun interval kepercayaan untuk param-
eter yang tidak diketahui seperti :

1) Metode Kuantitas Pivotal

2) Metode Estimator Maksimum Likelihood
3) Metode Bayes

4) Metode Invarian

5) Metode Inversi Uji Statistik

6) Metode Statistik atau Umum

Pada bab ini kita hanya fokus pada metode kuantitas pivot dan metode es-
timator maksimum likelihood. Kita juga sekilas memeriksa metode statis-
tik atau umum. Metode kuantitas pivot ini mungkin satu dari banyaknya
metode elegan dari penyusunan interval kepercayaan dengan parameter
yang tidak diketahui.
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7.2. Metode Kuantitas Pivotal

Definisi 7.3.

B Contoh 7.1.

Pada bagian ini, kita jelaskan bagaimana kuantitas pivot dapatdigunakan
menjadi penyusun interval kepercayaan untuk parameter yang tidak diket-
ahui. Kita akan belajar bagaimana cara menemukan kuantitas pivot terkait
dengan fungsi densitas probabilitas tertentu, kita mulai dengan definisi for-
mal dari kuantitas pivot.

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak berukuran n dari popula-
si X dengan fungsi kepadatan probabilitas f (x;@) dimana € adalah
parameter yang tidak diketahui. Kuantitas pivot Q adalah fungsi dari
X,,X,,...,X, dan € merupakan distribusi probabilitas yang independen
dari parameter 6

Catatan bahwa kuantitas pivotal Q(X X, X n,H) biasanya mengand-
ung dua parameter @ dan sebuah estimator dari 6.

Misalkan X, X,,...,X, adalah sampel acak dari populasi normal X den-
gan rata-rata 4 dan varians o’ yang diketahui. Carilah kuantitas pivotal
dengan parameter u tidak diketahui.

Jawab :

Karena setiap X, ~ N ( M, 0'2)

Standardisasi X kita punya

Statistik O diberikan oleh

Adalah kuantitas pivotal yang merupakan fungsi dari X, X,,...,X,. dan
4 dan fungsi kepadatan probabilitasnya bebas dari parameter x .

Tidak ada aturan umum dalam mencari kuantitas pivotal untuk parameter
6 dari sebuah fungsi kepadatan f (x; 9) yang berubah — ubah. Oleh karena
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itu untuk beberapa tingkatan, mencari kuantitas pivotal mengandalkan te-
bak menebak. Namun, jika fungsi kepadatan probabilitas f (x; 6’) termasuk
kedalam keluarga skala lokasi, lalu ada jalan sistematis untuk mencari pivot.

Definisi 7.4. Misalkan g:R — R adalah fungsi kepadatan probabilitas. Untuk setiap
u >0 dan o >6 maka keluarga dari fungsi

}_:{f(x;ﬂ’o_):ég(%)me(—oo,oo),O'E(O,oo)}

Dinamakan keluarga skala lokasi dengan standar kepadatan probabilitas
f (x;@). Parameter x disebut parameter lokasi dan parameter o disebut
parameter skala. Jika o =1 maka F disebut keluarga lokasi. Jika ¢ =0
maka F disebut keluarga skala.

Ini dinotasikan bahwa setiap keanggotaan f (x; ,u,O') dari keluarga skala
lokasi disebut fungsi kepadatan probabilitas. Jika kita ambil
LA
X)=——
g ( ) NG

e maka fungsi kepadatan normal dari

I (x- 1=
f(x;,u,a)z;g( O_’”Jz—ez o) —wm<x<w

ée_‘g Jika0 <x < o0
f(x:0)=
0 untuk yang lainnya

rmasuk keluarga skala. Namun, fungsi kepadatan dari

oOx"! Jika0 < x < o0

0 untuk yang lainnya

Tidak termasuk keluarga skala lokasi.

Secara keseluruhan sangat mudah dalam mencari lokasi kuantitas pivotal
atau parameter skala ketika fungsi kepadatan dari populasi termasuk keda-
lam keluarga skala lokasi F . Ketika fungsi densitas termasuk keluarga lo-
kasi, pivot dari parameter lokasi x# adalah g —u, dimana g adalah estima-
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Catatan 7.1.

tor maksimum likelihood dari g . Jika adalah estimator maksimum

likelihood dari o ., maka pivot dari parameter skala o adalah 9 Saat
o

fungsi kepadatannya termasuk dalam keluarga skala. Pivot parameter lokasi

al ~ 2 dan pivot untuk parameter skala o adalah 9 saat fungsi
o o

kepadatannya termasuk dalam keluarga skala lokasi. Terkadang ini sesuai
untuk membuat modifikasi minor pada pivot yang diperoleh dengan cara
ini, seperti penjumlahan bilangan konstan, sehingga modifikasi pivot dapat
diketahui distribusinya.

4 adalah

Kuantitas pivotal bisa juga disusun dengan menggunakan statistik kecuk-
upan untuk parameter. Misalkan, T=T(X,X,,...,X,) adalah statistik
kecukupan berdasarkan sampel acak X, X,,...,.X, dari populasi X den-
gan fungsi kepadatan probabilitas f (x;@). Misalkan fungsi kepadatan
probabilitas dari 7 menjadi g(#;6). Jika g(#;6) termasuk dalam kel-
uarga lokasi, maka kesesuaian kelipatan konstan dari T’ —a(@) adalah
kuantitas pivotal untuk parameter lokasi 8 dari beberapa pernyataan yang
sesuai a(@). Jika g(t;@) termasuk dalam keluarga skala lokasi, maka

kesesuaian kelipatan konstan dari adalah kuantitas pivotal untuk

T
b(0)
parameter skala € untuk beberapa pernyataan yang sesuai b (9) . Demiki-
an pula jika g(t; 0) termasuk dalam keluarga skala lokasi, maka

T—a(@)
b(0)

parameter lokasi € untuk beberapa pernyataan yang sesuai a(@) dan
b(@) Manipulasi aljabar dari pivot adalah faktor kunci dalam mencari

interval kepercayaan. Jika Q=0 (X X, X n) adalah sebuah pivot,

kesesuaian kelipatan konstan dari adalah kuantitas pivotal dari

maka interval kepercayaan 100(1—a)% bisa disusun dengan menggu-
nakan : Pertama, cari nilai adan b sehingga

P(a<Q<b)=1-a

Lalu ubah pertidaksamaan dari a < Q <b menjadi bentuk L <8 <U

Sebagai contoh, jika X adalah populasi normal dengan rata-rata g tidak
diketahui dan varians ¢* diketahui, maka PDF termasuk dalam keluarga

skala lokasi. Pivot x adalah % . Namun, ketika varians o* diketahui,

maka tidak perlu mengambil S . Jadi, kita berpendapat bahwa pivot X—p

disusun oleh interval kepercayaan 100 (1 - 2a) % untuk u . Ketika populasi
X ~N ( ,u,az), rata-rata sampel X juga normal dengan rata-rata x dan
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. o
varians ——. Karenanya

Jn

Oleh karena itu interval kepercayaan 100(1-2a)% untuk x adalah

Jn Jn

z,, disini dinotasikan sebagai 100(1— e )% persentil atau kuartil 100(1-a)
dari normal standar variabel acak Z , sehingga

[z_zai,mzai}

P(Z<z,)=1-a

0.4

0.2

Dimana a <0.5. Perhatikan bahwa o = P(Z <-z,) jika & <0.5

Interval kepercayaan IOO(I—a)%unmk parameter € harus mempunyai
interpretasi. Jika X, =x,,X, =x,,...,X, =x, adalah sampel berukuran »
maka berdasarkan sampel ini, kita susun interval kepercayaan 100 (1 - a) %
[l ,u] dengan sub-interval dari garis real R . Misalkan kita ambil bilangan
besar dari interval kepercayaan 100(1 —a)%, maka aproksiamasi interval
tersebut termasuk nilai parameter 6 yang tidak diketahui.
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Pada bagian selanjutnya, kita ilustrasikan bagaimana metode kuantitas piv-
otal dapat digunakan untuk menentukan interval kepercayaan untuk berb-
agai parameter

7.3. Interval Kepercayaan untuk Populasi Mean

Pada awalnya, kita menggunakan metode kuantitas pivot untuk membangun
interval kepercayaan untuk rata-rata populasi normal. Di sini kita asumsi-
kan terlebih dahulu bahwa populasi varians diketahui dan kemudian varians
tidak diketahui. Selanjutnya kita membangun interval kepercayaan untuk
rata-rata populasi dengan distribusi probabilitas kontinu, simetris dan uni-
modal dengan menerapkan teorema limit pusat.

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak dari populasi X ~N(,u,0'2)
dimana g adalah parameter yang diketahui dan o adalah parame-
ter yang diketahui. Pertama-tama, kita membutuhkan kuantitas pivot
0= (X . S, ¢ ,u). Untuk menyusun kuantitas pivot ini, kita definisi-
kan estimator likelihood dari parameter 4 . Kita tahu bahwa £ = X . Karena
setiap X, ~N ( J75 0'2) , distribusi dari rata-rata sampel adalah diberikan oleh

2
¥ NN[;,,G_]
n

Dapat dilihat bahwa distribusi dari estimator x adalah tidak independen
dari parameter . Jika kita standardisasi X , maka kita dapatkan

X —

2 N(0,)

Jn

Distribusi dari standardisasi X adalah independen dari parameter z . Stand-
ardisasi X adalah kuantitas pivot karena merupakan fungsi dari sampel
X,,X,,..., X, dan parameter u, dan distribusi probabilitas ini adalah inde-
penden dari parameter . Dengan menggunakan kuantitas pivot, kita susun
interval kepercayaan sebagai berikut :
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Karenanya, interval kepercayaan lOO(I—a)% untuk x ketika populasi X
adalah normal dengan varians ¢ diketahui adalah diberikan oleh

FH{E e (F

Ini dikatakan bahwa jika sampel berukuran n diambil dari populasi normal
dengan mean u dan varians o diketahui dan jika interval

FE e (B

Adalah disusun untuk setiap sampel, maka dalam panjang interval
100(1 - a) % akan mencakup parameter yang tidak diketahui dan karenan-
ya dengan kepercayaan (1 — a)lOO% kita dapat mengatakan bahwa u ter-

letak pada interval
= (o = [ o
X—-|—F&—=lz,, X+|— |z,
[ [ﬁj 2 (Jﬁj j

Estimasi interval u ditemukan dengan mengambil estimator terbaik X da-
lam hal ini maksimum likelihod x dan penjumlahan dan pengurangan z,
kali standar deviasi X . 2

Dengan menggunakan definisi interval kepercayaan 100(1-a)% untuk
parameter @ adalah interval [L,U ] sedemikian sehingga probabilitas €
berada pada interval [L,U ] adalah 1—¢« . Artinya

l-a=P(L<O<U)

Kita dapat menemukan dapat menemukan banyak pasangan L,U yang
tak terhingga, sedemikian sehingga

l-a=P(L<O<U)

Oleh karena itu, terdapat banyak interval kepercayaan tak terhingga untuk
parameter yang diberikan. Namun, kita hanya memperhitungkan interval
kepercayaan dengan panjang terpendek. Jika sebuah interval kepercayaan
dibangun dengan menghilangkan area ekor yang sama maka kita peroleh
yang disebut interval kepercayaan pusat. Dalam distribusi simetris, dapat
ditunjukkan bahwa interval kepercayaan pusat memiliki panjang terpendek.
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B Contoh 7.2.

B Contoh 7.3.

Misalkan X, X,,...,X|, menjadi sampel acak berukuran 11 dari distribusi
normal dengan mean u yang diketahui dan varians o> =9.9

11
Jika in =132, maka berapakah interval kepercayaan 95% untuk u ?
i=l1

Jawab :

Karena setiap X, ~N ( ,u,9.9) , interval kepercayaan untuk x adalah diberi-

kan dengan
)R

11
Karena in =132, rata-rata sampel X = % =12. Selanjutnya, kita lihat

bahwa =l
2
S = ,/g =0.9
n 11

Lebih lanjut, karena 1—a =0.95, = 0.05. Jadi

Z, =Zyps =1.96 (dari tabel normal)

2

Dengan menggunakan keterangan pada pernyataan interval kepercayaan u
kita dapatkan

[12-1.9610.9,12+1.96J0.9 |

Sehingga

[10.141, 13.859]

Misalkan X, X,,...,X,, menjadi sampel acak berukuran 11 dari distribusi
normal dengan mean g yang diketahui dan varians o* =9.9

11
Jika in =132, maka berapakah nilai konstanta k&

i=1
[12-54/09, 12+ k409 |

Interval kepercayaan 90% untuk gz ?
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Jawab :

90% interval kepercayaan untuk x ketika varians diketahui adalah

Ao F )]

2
N - /o
Kemudian kita membutuhkan untuk mencari x , ,|— dan z, berkorespon-
densi dengan 1-a =0.9 . Karenanya n 2

=12

" _ oo
n 11
=4/0.9

Zyos =1.64 (dari tabel normal)

Karenanya, interval kepercayaan untuk # pada 90% tingkat kepercayaan
adalah

[12-(1.96)7/0.9, 12+(1.96)7/0.9 |
Bandingkan interval ini dengan interval yang diberikan, kita mendapatkan

k=1.64

Dan korespondensi interval kepercayaan 90% adalah [10.444, 13.556]
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Catatan 7.3.

B Contoh 7.4.

Perhatikan bahwa panjang dari 90% interval kepercayaan untuk x adalah
3.112. Akan tetapi, panjang dari 95% interval kepercayaan adalah 3.718.
Jadi semakin tinggi tingkat kepercayaan semakin besar panjang interval
kepercayaan. Oleh karena itu, tingkat kepercayaan berbanding lurus den-
gan panjang interval kepercayaan. Mengingat fakta ini, kita melihat bah-
wa jika tingkat kepercayaan adalah nol, maka panjangnya juga nol. Yaitu
ketika tingkat kepercayaan adalah nol, interval kepercayaan dari g mer-
osot menjadi titik X .

Sampai sekarang kita telah memberikan kasus ketika populasi normal den-
gan mean u yang tidak diketahui dan varians ¢ yang diketahui. Sekarang
kita berikan kasus bahwa ketika populasi tidak normal tetapi fungsi kepa-
datan probabilitasnya adalah kontinu, simetris, dan unimodal. Jika ukuran
sampel besar, maka dengan teorema limit pusat

XM N1 e
(o}

=

Jadi, pada kasus ini kita dapat mengambil kuantitas pivot untuk menjadi

Y-
Q(Xl,Xz,...,Xn,,u):T'”

Jn

Jika ukuran sampel besar (n 232). Karena kuantitas pivot adalah sama
seperti sebelumnya, kita dapatkan sampel pernyataan untuk interval keper-
cayaan (1-a)100%

Misalkan X, X,,..., X,, menjadi sampel acak berukuran 40 dari distribusi
dengan varians yang diketahui dan rata-rata g tidak diketahui. Jika

Zx[ =286.56 dan o’ =10, maka berapakah 90% interval kepercayaan
i=l1

untuk populasi rata-rata u ?

Jawab :

Karena 1-a =0.90, kita dapatkan %= 0.05. Karenanya, z,,; =1.64 (dari

tabel normal standar). Selanjutnya, kita temukan rata-rata sampel
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286.56 —7 164

X =

Oleh karena itu, interval kepercayaan untik x adalah diberikan dengan

{7.164—(1.64)(\/%], 7.164+(1.64)( %H

Yaitu

[6.344, 7.984]

Dalam pengambilan sampel dari distribusi tidak normal dengan varians
25, berapa besar ukuran sampel sehingga panjang dari 95% interval keper-
cayaan untuk rata-rata adalah 1,96 ?

Jawab :

Interval kepercayaan saat sampel diambil dari populasi normal dengan var-

1ans 25 adalah
{f_(ijz —(i”
Jn )8 \Wn )

Jadi panjang interval kepercayaannya adalah

=2(1.96) 2
n

Tetapi kita diberikan bahwa panjang interval kepercayaan adalah ¢ =1.96
Jadi
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1.96 =2(1.96) 2
n

Jn =10

n=100

Oleh karena itu, ukuran sampel haruslah 100 sedemikian sehingga panjang
dari 95% interval kepercayaan akan menjadi 1.96

Sejauh ini, kita telah membahas metode konstruksi interval kepercayaan
untuk populasi rata-rata parameter ketika varians diketahui. Ini sangat tidak
mungkin bahwa kita akan mengetahui varians tanpa mengetahui rata-rata
populasi, dan dengan demikian apa yang telah kita bahas sejauh ini di bagi-
an ini tidak terlalu realistis. Sekarang kita memperlakukan kasus memban-
gun interval kepercayaan untuk rata-rata populasi ketika varians populasi
juga tidak diketahui. Pertama-tama, kita mulai dengan membangun interval
kepercayaan dengan asumsi populasi X adalah normal.

Misalkan X,,X,,...,X, adalah sampel acak dari populasi normal X den-
gan mean u dan varians ¢’ > 0. Misalkan rata-rata sampel dan sampel
varians masing-masing menjadi X dan S°. Maka

(n-1)8?

2
~z (n-1
—— 1 (n-1)

Dan

(n—l)S2
0_2

memiliki distribusi-¢ dengan derajat kebebasan (n - 1) ,

Oleh karena itu, variabel acak didefinisikan sebagai rasio dari
X-u

2
’O'
n

terhadap

yaitu
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O( X, Xorooos X, 1) = Xt e
(n-1)s* [s°
\/(n—l)az "

Dimana @ adalah kuantitas pivot yang akan digunakan untuk membangun
interval kepercayaan untuk x. Dengan menggunakan kuantitas pivot ini,
kita membangun interval kepercayaan sebagai berikut :

l—a=P| 1, (n-1)<

ZP[X—(%J%(n—l)SySy+(%jt(§(ﬂ—l)J

Oleh karena itu, interval kepercayaan untuk g ketika populasi X adalah
normal dengan varians o tidak diketahui adalah diberikan oleh

B Contoh 7.6. Sembilan pengamata sampel acak dari populasi normal pengamatan staistik
9
menghasilkan X =5 dan éZ(xl. -X )2 =36. Berapakah 95% interval
i=1
kepercayaan untuk u ?

Jawab :

Karena

=l
Il
W
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B Contoh 7.7.

I-a=0.95

95% interval kepercayaan untuk x adalah diberikan oleh
Yaitu

Yang mana

{5—(%)(2.306), 5+[%)(2.306)}

Oleh karena itu, 95% interval kepercayaan untuk x adalah diberikan oleh
[0.388, 9.612]

Manakah berikut ini yang benar dari interval kepercayaan 95% untuk ra-
ta-rata populasi?

a) Interval mencakup 95% dari nilai populasi rata-rata

b) Interval mencakup 95% dari nilai sampel rata-rata

c¢) Interval memiliki peluang 95% termasuk mean sampel
Jawab :

Tidak ada pernyataan yang benar karena interval kepercayaan 95% untuk
rata-rata populasi u berarti interval tersebut memiliki 95% peluang ter-
masuk rata-rata populasi g .

Akhirnya, kita berikan kasus ketika populasi tidak normal tetapi fungsi
kepadatan probabilitas kontinu, simetris dan unimodal. Jika beberapa kon-
disi rendah terpenuhi, maka varians sampel S* dari sampel acak berukuran
n>2, konvergen secara stokastik untuk . Oleh karena itu, pada



334

Pengantar Statistika Matematika 2

X—u
O_Z

o

Pembilang bagian kiri konvergen terhadap N (O, l) dan penyebut bagian itu
konvergen terhadap 1. Karenanya

XU NO1)
S2

n

Fakta ini dapat digunakan membangun interval kepercayaan untuk rata-rata
populasi ketika varians tidak diketahui dan distribusi populasi adalah tidak
normal. Kami berikan kuantitas pivot menjadi

X —u
SZ
n

O(X, Xy X, 1) =

n

Dan didapatkan interval kepercayaan sebagai berikut

) E )

Kita merangkum hasil bagian ini pada tabel berikut.

) Ukuran Sampel o
Populasi Varians o> Limit kepercayaan
n
Normal Diketahui n>2 XFz, 9
s
Normal Tidak diketahui n>2 X751, (n-1)—=
5 Jn
Tidak normal | Diketahui n>32 XFz, 9
s
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) ) ) Tidak ada rumus
Tidak normal | Diketahui n<32
yang ada
Tidak normal | Tidak diketahui n>32 XFt, (n-1)—=
5 Jn
. . . . Tidak ada rumus
Tidak normal | Tidak diketahui n<32
yang ada

7.4. Interval Kepercayaan untuk Populasi Varians

Pada bagian ini, pertama-tama kita akan menjelaskan terkait dengan metode
untuk menyusun interval kepercayaan varians saat populasinya normal den-
gan populasi mean x diketahui. Sehingga kita mengerjakan kasus ketika
populasi mean tidak diketahui.

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak dari populasi normal X den-
ganmean u diketahui dan varians o tidak diketahui. Kita ingin menyusun
interval kepercayaan 100 (1 - a) % untuk varians ¢, yaitu kita akan men-
emukan penaksir dari L dan U sedemikian sehingga

P(Lsa2 SU)zl—a

Untuk menemukan penaksir dari L dan U, pertama-tama kita susun kuan-
titas pivot. Sehingga

n (MT ~1 ()

i=1

Kita definisikan kuantitas pivot Q(X . G, ¢ n,az) sebagai
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n 2
Q(Xl,Xz,...,Xn’gz):Z(Xi_,UJ

i=1 o

Yang memiliki distribusi chi-square dengan derajat kebebasan # .

Karenanya

_p ZLI(XI.—,u)Z <o?< ZLI(XF#)Z
le_z (m) Zé(”)

2 2

Oleh karena itu, interval kepercayaan 100(1 - a)% untuk o ketika mean
diketahui adalah diberikan oleh

Z;(Xi—,u)z Z;(Xi_lu)z

Za(n) " zaln)

2 2
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B Contoh 7.8.

Sampel acak dari 9 observasi dari populasi normal dengan g =5

9 9
menghasilkan statistik yang diamati %fo =39.125 dan » x, =45.
i=1

= i=1
Berapakah interval kepercayaan 95% untuk o

Jawab :

Kita telah diberikan bahwa
n=9 dan H=>5

Lebih lanjut kita tahu bahwa

9 9
dx,=45  dan 1zx3 =39.125
= 8

i=1

Karenanya

9
D x! =313
i=1
Dan

9

Z(xl. —,u)2 = Zgle —Zyzglxi -9u’
i=1 i=1

i=1
=313-450+225

=88

337

Karena 1—a =0.95, kita dapatkan %= 0.025 dan 1—% =0.975. dengan

menggunakan tabel chi-square kita mempunyai

Zooss (9)=2.700 dan Teos (9)=19.02

Karenanya, 95% interval kepercayaan untuk o adalah diberikan oleh

S (Ximw) (X —u)

Za(m) T xa(n)

1-
2 2
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Yaitu
88 88
19.02° 2.7
Sehingga
[4.583, 32.59]
Catatan 7.4. Karena distribusi y* tidaklah simetris, interval kepercayaan diatas seha-

rusnya tidaklah terpendek. Nanti, di bagian selanjutnya, kita menggam-
barkan bagaimana kita membangun interval kepercayaan dengan panjang
terpendek.

Diberikan sampel acak X, X,,...,X, dari populasi normal X ~N ( ,U,O'Z)
dimana populasi mean x dan populasi varians ¢ adalah tidak diketahui.
Kita akan membangun interval kepercayaan lOO(l—a)% untuk populasi
varians. Kita tahu bahwa

Z;(Xi _)?)2

2
(o)

> (X -X)

2
o

membangun interval kepercayaan untuk o . Karenanya kita dapatkan

=

~y (n—l)

sebagai kuantitas pivot O untuk

Kita mengambil
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B Contoh 7.9.

_p Z%(Xl _)?)2 <ol< Z;Z(Xi _)?)2
;(171 (n—l) X (n—l)
2

2

Karenanya, interval kepercayaan 100(1 - a) % untuk varians o’ ketika
populasi mean adalah diketahui diberikan oleh

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak berukuran 13
13 13

dari distribusi Normal N(,u, o’ ) Jika in =246.61 dan Z =4806.61.
i=1 i=1

Temukan 90% interval kepercayaan untuk o

Jawab :

x =18.97

1 13

- Z(xf—n)?z)z

n-143

- 1 14806.61-4678.2]
12

=L128.41
12

Karenanya, 12s> =128.41. lebih lanjut, karena 1—«a = 0.90, kita dapatkan
% =0.05 dan 1—% =0.95. Oleh karena itu, dari tabel chi-square kita

dapatkan

Xoss (12) =21.03, 505 =5.23



340

B Contoh 7.10.

Pengantar Statistika Matematika 2

Karenanya, 95% interval kepercayaan untuk o adalah

128.41 128.41
523 7 21.03

Sehingga

[6.11, 24.57]

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak berukuran n dari distribusi
N ( 1,0° ) , dimana g dan o’ adalah parameter yang tidak diketahui. Be-
rapakah 90% interval kepercayaan terpendek untuk standar deviasi o ?

Jawab :

Misalkan S* menjadi sampel varians, sehingga

(n—1)s?

2
~x (n-1
— 2 (n-1)

Dengan menggunakan variabel acak sebagai pivot, kita dapat menyusun
lOO(l—a)% untuk o dari

1_a:p(agMSbJ

Dengan memilih konstanta @ dan b yang sesuai. Karenanya, interval ke-
percayaan untuk o adalah diberikan oleh

N(n—;)sz’\/(n—;)sz}

Panjang dari interval kepercayaan ini adalah diberikan oleh

L(a,b)zs\/ﬂ{%_%}

Untuk mencari interval kepercayaan terpendek, kita harus mencari pasan-
gan dari konstanta @ dan b sedemikian sehingga L(a,b) adalah minimum.
Jadi, kita memiliki kendala masalah minimalisasi. Yaitu



Beberapa Teknik Dalam Mencari Estimator Interval Parameter 341
Minimize L (a,b)

Kondisi Subyek ( MP)

Ibf(u)du =l-a

a

Dimana

Turunkan L terhadap a, kita dapatkan

da

dL 1 2 1 2ab
Zosyn-1|——a?2+-b 22
da " ( 2a 2 ]

Dari

Iif(u)du =l-a

Kita temukan turunan dari b terhadap a sebagai berikut

d b d
Z af(u)du ZE(I—Q)
Yaitu
db
)L f(a)=0

Karenanya, kita mempunyai

db _f(a)

da  f(b)

Misalkan ini kedalam penyataan untuk menurunkan L, kita dapatkan
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3

aL :S\/n—lﬁ—%az +

1
da 20 7 ()

o)

Samakan turunan ini dengan nol, kita dapatkan

1 5 1,5/
S\/E(—Ea +Eb WJ—O

Yang menghasilkan

Dengan menggunakan pernyataan dari f°, kita dapatkan dari pernyataan
diatas

Maka dari itu kita dapatkan

)

In| — |=

b n

Karenanya untuk memperoleh pasangan dari konstanta a dan b itu akan

menghasilkan interval kepercayaan terpendek untuk o, kita harus menyel-
esaikan sistem persamaan nonlinear berikut

IZf(u)duzl—a

(-5
In| —|=

b n
Jika a, dan b, adalah solusi dari (*) , maka interval kepercayaan terpendek
untuk o adalah diberikan oleh

[ Jw—b?si Jw—a?sz}

Karena sistem persamaan nonlinier ini sulit dipecahkan secara analitik,

(%)
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solusi numerik diberikan dalam literatur statistik dalam bentuk tabel untuk
menemukan interval terpendek untuk varians

7.5. Interval Kepercayaan Parameter dari Beberapa Distribusi bu-
kan milik Keluarga Skala Lokasi

Pada bagian ini, kita ilustrasikan metode kuantitas pivot untuk menemukan
interval kepercayaan untuk parameter € saat fungsi densitas bukan milik
keluarga skala lokasi. Berikut ini fungsi densitas bukan milik keluarga skala

lokasi :
Ox"", jika0<x <1
f(x:0)=
0, untuk yang lainnya

Atau

1 .

-, Jika0 < x <1

0

f(x:0)=

0, untuk yang lainnya

Kita akan mengkonstruksi penaksir interval parameter pada fungsi densitas
ini. Ide yang sama untuk menemukan penaksir interval dapat digunakan
untuk menemukan penaksir interval parameter dari fungsi densitas yang ter-
masuk dalam keluarga skala lokasi seperti

X

%e", Jika0 < x <o

f(x:0)=

0, untuk yang lainnya

Untuk menemukan kuantitas pivot dari yang disebutkan distribusi diatas
dan lainnya kita memerlukan tiga hasil berikut. Hasil pertama adalah teor-
ema 6.2 sedangkan pembuktian hasil yang kedua mudah dan kita serahkan
kepada pembaca
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Teorema 7.1.

Teorema 7.2.

Teorema 7.3.

Pengantar Statistika Matematika 2

F(X;0)~UNIF(0,1)

Misalkan F (X;6) menjadi fungsi distribusi kumulatif dari variabel acak
kontinu X . Maka

Jika X ~UNIF(O,1) , maka

~InX ~EXP(1)

si densitas

f(x:0)=

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak dari distribusi dengan fung-

%e_", Jika0 < x < oo

0,

Dimana 6 >0 adalah parameter. Sehingga variabel acak

%Zn:Xi ~x" (2n)

i=l1

untuk yang lainnya

Bukti :

Misalkan Y = %Z:X .. Sekarang kita tunjukkan bahwa distribusi sampling
i=1

dari Y adalah cili-square dengan derajat kebebasan 2n. Kita gunakan
metode pembangkit momen untuk menunjukkan ini. Fungsi pembangkit
momen Y adalah diberikan oleh
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Teorema 7.4.

n 2 -1
_1;[(1—9?]

=(1-21)"

2n

=(1-2t) 2

2n

345

Karena (1 — 2t)f7 berkorespondensi dengan fungsi pembangkit momen
dari variabel acak chi-square dengan derajat kebebasan 2n, kita simpulkan

bahwa

%Zn:Xi ~x*(2n)

i=1

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak dari distribusi dengan fung-

si densitas
0x"", jika0<x<1

0, untuk yang lainnya

Dimana € >0 adalah parameter. Sehingga variabel acak —2021n X,
memiliki distribusi chi-square dengan derajat kebebasan 2n .

i=l1

Bukti :

Kita diberikan bahwa

X, ~0x"",0<x<1

Karenanya, fungsi distribusi kumulatif f* adalah

F(x; 19) = J.zé’xa_l dx=x’

Jadi dengan Teorema 7.1,
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F(X,;0) ~UNIF (0,1)

Itu adalah

X! ~UNIF (0,1)

Dengan menggunakan teorema 7.2

~In X} ~ EXP(1)

Itu adalah

—0In X, ~ EXP(1)

Dengan menggunakan teorema 7.3 (dengan € =1), kita peroleh

—2QZn:1n X, ~ 2’ (2n)

i=1

Karenanya, distribusi sampling dari —2(921n X, adalah chi-square dengan
derajat kebebasan 2n =1

Teorema berikut yang pembuktiannya mengikuti dari Teorema 7.1, 7.2 dan
7.3 adalah kunci untuk menemukan kuantitas pivot dari banyak distribusi
yang bukan milik keluarga skala lokasi. Selanjutnya, teorema ini juga dapat
digunakan untuk menemukan kuantitas pivot untuk parameter dari beberapa
distribusi milik keluarga skala lokasi.

Misalkan X, X,,..., X, menjadi sampel acak daro populasi kontinu X
dengan fungsi distribusi F (x;0). Jika F(x;0) adalah monoton di 6,

maka statistik Q0 =2 In F(X,;6) adalah kuantitas pivot dan memiliki

i=1

distribusi chi-square dengan derajat kebebasan 2n (Q ~7’ (2n))

Perlu dicatat bahwa kondisi F (X,;6) adalah monoton di € diperlukan un-
tuk memastikan interval. Kalau tidak, kita mungkin mendapatkan area ke-
percayaan daripada interval kepercayaan. Perhatikan juga bahwa jika

—2Zn:1nF(Xi;(9) ~x*(2n),
i=1
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B Contoh 7.11.

maka

—2Zn:1n(1—F(Xl.;0)) ~x*(2n)

i=1
Jika X, X,,..., X, adalah sampel acak dari populasi dengan densitas

Ox"", jikaO0<x<1
f(x:0)=

0, untuk yang lainnya

Dimana € >0 adalah parameter yang tidak diketahui, berapakah interval
kepercayaan 100(1—a)% untuk 6?

Jawab :

Untuk membangun interval kepercayaan untuk @, kita memerlukan kuan-
titas pivot. Maka dari itu, kita memerlukan variabel acak yang merupakan
fungsi dari sampel dan parameter, dan yang distribusi probabilitasnya ada-
lah diketahui tetapi tidak melibatkan 6. Kita gunakan variabel acak

0= —26’zn: InX, ~y° (2n)

i=l1

Sebagai kuantitas pivot. Interval kepercayaan 100(1 — a)% untuk @ dapat
disusun dari

l-a= P[;{i (2n) <0< le_ﬂ (2n)]

2

. p[ 7 (m) <203 X, < 72, (Zn))
2 2

2 i=1

Xa(2n) X o (2n)

2 <f<—2
—26’2‘”21 In X,

=p|—2
-26% " InX,

Karenanya, interval kepercayaan IOO(I—a)% untuk & adalah diberikan
oleh
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Z@n) 20

2 2
263" InX, 203" InX,

Disini x* , (2n) menunjukkan (1—%) kuantil dari variabel acak
1-=
2

chi-square Y, maka dari itu

P[YS . (271)]:1—g
1_5 2

Dan y. (2n) demikian juga menunjukkan % kuantil dari Y, sehingga
2

P[Y <2 (2n)J =%

2

Untuk o <0.5 (lihat grafik berikut)

0.1

/2| a/2

2 5 y2 10 1
K x1—oz/2

B Contoh 7.12. Jika X, X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi dengan fungsi densi-
tas

l, JikaO<x< 6
0
f(x:0)=

0, untuk yang lainnya

Dimana >0 adalah parameter, maka berapakah interval kepercayaan
100(1—ea)% untuk 6?2

Jawab :



Beberapa Teknik Dalam Mencari Estimator Interval Parameter 349

Fungsi distribusi kumulatif dari f (x;0) adalah

, JikaO<x<6
f(x:0)=

0, untuk yang lainnya

Karena

n n Xl
—ZZInF(Xi,G) = —2; In (7J

i=1

=2nln9—2Zn:ln(Xl.)

i=l1

Dengan menggunakan teorema 7.5, kuantitas 22In6 -2 In(X,) ~ z*(2n)
n i=1

Karena 2rnln#—-2)"In(X,) adalah fungsi dari sampel dan parameter, dan
i=1

distribusi ini adalah independen dari @, itu adalah pivot untuk €. Karenan-

ya, kita mengambil

Q(Xl,Xz,...,Xn,H):2nln0—22n:ln(Xl.)

i=1

Interval kepercayaan 100(1 — a) % untuk @ dapat disusun dari

l—a:P(;(i (2n)£QS;(12a(2n)j

2

— 2 _ C 2
- P(;{a (27)<2nIn6-2> In X, < X (Zn)j

2 i=l 2

_ 2 n 5 n
_P(;(a(2n)+221n)(i <2nlnf < X a (2n)+2ZlnXl)

2 i=1 2 i=1
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1], . 1], :
E{Z%(Z")Jrz;lnx’} E{;{l%(Zn%ZZInXI}

=Ple <@<e =

Sehingga, interval kepercayaan lOO(I—a)% untuk 6 adalah diberikan
oleh

i, n i, n
;{Z%(Zn)JrZ;lnX‘} E{;{l%(2n)+2;ln)(/}

e ' , e

Fungsi densitas dari contoh berikut termasuk dalam keluarga skala. Akan
tetapi, kita dapat menggunakan teorema 7.5 unutk menemukan pivot dari
parameter dan menentukan penaksir interval dari parameter.

Jika X, X,,..., X, adalah variabel acak dari distribusi dengan fungsi den-
sitas

ée", Jika0 < x < o0

f(x:0)=

0, untuk yang lainnya

Dimana >0 adalah parameter, maka berapakah interval kepercayaan
lOO(l—a)% untuk 6?

Jawab :

Fungsi distribusi kumulatif F (x;@) dari fungsi densitas

X

1 2t
—e Y, jikaO<x <o

f(x:0)=

0, untuk yang lainnya

Adalah diberikan oleh

F(x;9)=l—e 0



Beberapa Teknik Dalam Mencari Estimator Interval Parameter 351

Karenanya

—2anln(l—F(Xi;0)):%Zn:Xi

i=1 i=1

Sehingga

2 )
_ X ~ 2
o272

Kita mengambil Q = %ZX . sebagai kuantitas pivot. Interval kepercayaan
i=1

100 (1 - a) % untuk € dapat disusun dengan

Karenanya, interval kepercayaan IOO(I—a)% untuk € adalah diberikan
oleh

" X, 2> X,

i =1 i

7. (2n) 72 (2n)

2 2

Pada bagian ini, kita dapat melihat bahwa interval kepercayaan 100 (1 - a) %
untuk parameter € dapat disusun dengan mengambil kuantitas pivot Q
menjadi salah satu dari

Q:—2Zn:1nF(Xl.;¢9)

i=1

Atau
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Qz—zzn:ln(l—F(X,.;e))

i=1

Dalam salah satu kasus, distribusi dari Q adalah chi-squared dengan derajat
kebebeasan 27, sehingga Q ~y° (2n) . Karena distribusi chi-squared ada-
lah tidak simetris terhadap sumbu y, interval kepercayaan yang dibangun
di bagian ini tidak memiliki panjang terpendek. Untuk memiliki interval ke-
percayaan terpendek, kita harus menyelesaikan masalah minimasi berikut :

Minimize L (a,b)

b
Keadaan Subyek J f(u)du =l-a

Dimana

f(x)=——r

nonlinier berikut :

Jika a, dan b, adalah solusi dari (NE ) , maka interval kepercayaan ter-

pendek untuk € adalah diberikan oleh

r(ﬂ-ljzz
2

Pada kasus contoh 7.13, proses minimalisasi mengarah ke sistem persamaan

n—1

X

x2

ez

(NE)

0

22::1)(1' 22:’:1Xi
b b
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7.6. Aproksimasi Interval Kepercayaan Parameter dengan MLE

Pada bagian ini, kita akan membahas terkait dengan bagaimana cara mem-
bangun aproksimasi interval kepercayaan IOO(I—a)% dari populasi pa-
rameter 6 dengan menggunakan estimator likelihood maksimum €. Misal-
kan X, X,,...,X, menjadi sampel acak dari populasi X dengan densitas
f (x;&). Misalkan 6 menjadi estimator likelihood maksimum dari 6. Jika
ukuran sampel n adalah besar, maka dengan menggunakan sifat asimtotik
estimator likelihood maksimum, kita dapatkan

Q_E(?) “N(01) o
Var(@)

Dimana Var(é) menunjukan varians dari estimator €. Karena untuk n
yang besar, estimator likelihood maksimum 6 adalah tidak bias, kita dap-
atkan

A

0-0

Var(é) ~N(0,1) n—> o

Varians Var (é) dapat diperhitungkan secara langsung apabila memungkin-
kan atau dengan menggunakan CRLB (Cramer-Rao Lower Bound)

-1

(N

Var(é) >
de’

Sekarang dengan menggunakan Q = sebagai kuantitas pivot, kita

6-6
[Var (é)
rancang aproksimasi interval kepercayaan 100(1 - a) % dari @ sebagai

l—azP(—za SQézaj

2 2

=P|—z, < ﬂ <z,
2 Var(é) 2

Jika Var(é) adalah bebas dari 8, maka didapatkan
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B Contoh 7.14.
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-« :P[H—ZZ /Var(e) 39S0+Z% /Var(@)j

Kemudian aproksimasi interval kepercayaan 100 (1 — a) % dari 6 adalah

-2, frr(d) 0, Jrr(d)

Asalkan Var(é) adalah bebas terhadap 6

Pada beberapa keadaan, Var(é) tidak bebas terhadap parameter 6. Pada
keadaan ini kita masih menggunakan bentuk diatas interval kepercayaan
dengan menggantikan parameter 6 dengan 6 pada pernyataan dari
Var (é )

Misalkan X,,X,,...,X, menjadi sampel acak dari populasi X dengan
fungsi kepadatan probabilitas

P (1 —p)(H) , jikax=0,1
f(xp)=

0, untuk yang lainnya
Berapakah aproksimasi interval kepercayaan 100 (1 - ) % untuk parame-
ter p?
Jawab :

Fungsi likelihood dari sampel adalah diberikan oleh

Dapatkan logaritma dari fungsi likelihood, kita dapatkan

n

mZ(p)=[xmp+(1-x)n(1-p)]

i=l1

Turunkan pernyataan diatas, kita dapatkan
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dlnL "

=— )X, —— 1 xi)
i=1 1 p i= l
Atur persamaan ini dengan menyamakan dengan 0 dan temukan p, kita
dapatkan
n_n-nx
p 1-p
Itu adalah
(1 p)nx =p(n nx)
Yang mana
nx — pnx = pn— pnx
Karenanya

pP=Xx

Oleh karena itu, estimator maksimum likelihood dari p adalah diberikan
oleh

>
1
>l

Varians dari X adalah
Var( X )=—
(1)-<

Karena X ~BER(p) , varians ¢~ = p(l—p) , dan

Var(p)= Var()_():—p(ln_p)

Karena Var( f?) adalah tidak bebas dari parameter p, kita ganti p dengan
p pada pernyataan dari Var ( f)) untuk mendapatkan

Var (

>
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Aproksimasi interval kepercayaan IOO(I—a)% dari parameter p adalah

diberikan oleh
[ﬁ—za\/—p(l_p) ,fa+za\/‘p(l_p)]
2 h 2 n

Yang mana

Yo /)?(1—)?) Xz /)?(1—)?)
2 n 2 n

Interval kepercayaan diatas adalah aproksimasi interval kepercayaan
100(1-&)% untuk proporsi

Sebuah jajak pendapat diambil dari mahasiswa Universitas sebelum ma-
hasiswa pemilihan. Dari 78 siswa yang dihubungi, 33 mengatakan mere-
ka akan memilih Dr. Smith. Populasi diambil 2200. Dapatkan batas keper-
cayaan 95% untuk proporsi pemilih dalam populasi mendukung Dr. Smith.

Jawab :

Sample proporsi p adalah diberikan oleh

33
5= 04231
P="g

Karenanya

n

\/13(1_,3) _\/(0.4231)(0.5769) 0.0559
78

Persentil ke-2.5 dari distribusi normal adalah diberikan oleh

Zops =1.96, (daritabel )

Karenanya, batas kepercayaan bawah dari 95% interval kepercayaan adalah

p-z pI=p) 0.4231-(1.96)(0.0559)

e
5 n
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=0.4231-0.1096

=0.3135

Demikian pula, batas kepercayaan atas dari 95% interval kepercayaan ada-
lah

oz [PUZP) g o3y, (1.96)(0.0559)
5 n

=0.4231+40.1096

=0.5327

Karenanya, 95% batas kepercayaan untuk proporsi pemilih dari populasi
yang mendukung Dr. Smith adalah 0.3135 dan 0.5327.

Catatan 7.6. Pada contoh 7.15, 95% aproksimasi interval kepercayaan untuk parameter
p adalah [0.3135,0.5327]. Interval kepercayaan ini dapat ditingkatkan
menjadi interval singkat melalui pertidaksamaan kuadrat. Sekarang kita
jelaskan bagaimana interval dapat ditingkatkan. Pertama, perhatikan bah-
wa pada contoh 7.14, yang mana kita menggunakan dari contoh 7.15, nilai
aproksimasi varians dari estimator 3maksimum likelihood p diperoleh

p(l—p).

menjadi

Oleh karena itu, ini adalah varian yang tepat dari p . Sekarang kuantitas
p—p

menjadi
Var ( p)

pivot Q=

Dengan menggunakan kuantitas pivot, kita dapat mengatur 95% interval
kepercayaan
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_p||_P=P | 196
p(1-p)
n

Dengan menggunakan p =0.4231 dan n =78, kita selesaikan dengan per-
tidaksamaan

Yang mana

0.4231-p

p(1-p)
78

<1.96

Kuadratkan kedua sisi dari pertidaksamaan diatas dan selesaikan, kita dap-
atkan

78(0.4231- p)’ <(1.96) (p-p’)

Pertidaksamaan terakhir adalah ekuivalen

13.96306158 — 69.84520000 p +81.84160000 p> < 0

Selesaikan persamaan kuadrat ini, kita memperoleh [0.3196 ,0.5338] se-
bagai interval kepercayaan untuk p . Interval ini adalah meningkat sejak
panjangnya adalah 0.2142 dimana panjang interval [0.3135,0.5327] ada-
lah 0.2192.
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M Contoh 7.16. Jika X, X,,..., X, adalah sampel acak dari populasi dengan densitas

0x"", jika0< x <1

0, untuk yang lainnya

Dimana 6#>0 adalah parameter yang tidak diketahui, berapakah
100 (1 - a) % aproksimasi interval kepercayaan untuk 6 jika ukuran sampel
besar?

Jawab :
Fungsi likelihood L () dari sampel adalah
L(0)= Hﬁxf -
i=1

Karenanya

nL(6)=nno+(0-1)Y Inx

i=1

Turunan pertama logaritma dari fungsi likelihood adalah

d N
%lnL(9)=g+glnxi

Atur turunan ini dengan menyamakan dengan 0 dan temukan €, kita per-
oleh

n

n
E ~Inx
i=1 !

Karenanya, estimator lokelihood maksimum dari € adalah diberikan oleh

0=—

n
n
" InX,
i=1 4

Untuk menemukan varians dari estimator ini adalah sangat sulit. Kita hitung
varians dengan menghitung CRLB (Cramer-Rao Lower Bound) untuk esti-
mator ini. Turunan kedua logaritma dari fungsi likelihood adalah diberikan
oleh
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d’ dn I
d92 lnL(H) :E(E‘FZIHXij

i=1

Karenanya

Oleh karena itu

Kemudian kita ambil

Var(0)=

I |

Saat Var(é) memiliki 6 pada pernyataan, kita ganti 6 yang tidak diketahui
dengan estimasi 6 sehingga

Var(é) = ﬁ

n

Aproksimasi interval kepercayaan lOO(l—a)% dari @ adalah diberikan

oleh
{é—za 04z
2

7
N

§|‘ >
[SYES]

Yang mana

on A | N
Z;lnXi %z;lnXi ’ z;lnXl. %z;lnXi
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Catatan 7.7. Pada bagian selanjutnya, kita turunkan interval kepercayaan yang te-

pat untuk @ saat distribusi populasi eksponensial. Interval kepercayaan
100(1 — a)% yang tepat untuk & adalah diberikan oleh

2en) 2. ()
2 2
ZZ; In X, T2 :lzllnXi

Perhatikan bahwa interval kepercayaan yang tepat ini bukanlah interval
kepercayaan pendek untuk parameter €

M Contoh 7.17. Jika X, X,,...,X,, adalah sampel acak dari populasi dengan densitas

oOx’", Jika0< x <1
f(x:0)=

0, untuk yang lainnya

Dimana € >0 adalah parameter yang tidak diketahui, berapakah 90%

aproksimasi dan interval kepercayaan yang tepat untuk @ jika
49
> In X, =-0.7567?

i=1

Jawab :

49
3 In X, =-0.7567

i=1

1-a=0.90

Karenanya kita dapatkan

Zyos = 1.64

n 49
> mx, -—0.7567
i=1 i

—64.75
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Dan

Jn 7

S X, T 207567

Karenanya, aproksimasi interval kepercayaan adalah diberikan oleh

[64.75—(1.64)(9.25), 64.75+(1.64)(9.25)

Ttu adalah [49.58, 79.92]

Selanjutnya, kita hitung 90% interval kepercayaan yang tepat untuk 6 den-
gan menggunakan formula

22 (2n) 74 (2n)

-2 0 -2
2> InX, 2> InX,
Dari tabel chi-square, kita dapatkan

Zous (98)=77.93 dan  z;,:(98)=124.34

Karenanya 90% interval kepercayaan yang tepat adalah

77.93 124.34
(2)(0.7567)" (2)(0.7567)

Itu adalah [51.49 ,82.16]

Jika X, X,,..., X, adalah sampel acak dari populasi dengan densitas

(1—6’)92, Jikax=0,1,2,...,00

0, untuk yang lainnya

Dimana 0 < @ <1 adalah parameter yang tidak diketahui, berapakah aprok-
simasi interval kepercayaan 100(1 - a)% untuk @ jika ukuran sampel be-
sar?
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Jawab :

Logaritma dari fungsi likelihood dari sampel adalah

lnL(e)zanZn:xi +nln(1-6)

i=1

Dengan menggunakan turunan kita peroleh

4 1y g (g)
0 1-6

Menyamakan turunan ini dengan nol dan menyelesaikannya untuk €, kita

dapatkan 6 = " x_ . Kemudian, estimator maksimum likelihood dari &
+X
adalah diberikan oleh
P
I+ X

Selanjutnya, kita temukan varians dari estimator ini dengan menggunakan
CRLB. Untuk itu, kita memerlukan turunan kedua dari In L (9) . Karenanya

02 (1_0)2
Oleh karena itu
d? nX n
E InL(6)|=E{ ——-—
(d62 n ( )J ( 92 (IQ)ZJ
n = n
=—F(X)-
02 ( ) (1_9)2
oL " (x ~GEO(1-0))
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e

n(1-6+6°)
6’ (1-6)

Oleh karena itu

6*(1-6)

Var(é) = m

Aproksimasi interval kepercayaan 100(1 - a)% untuk @ adalah diberikan

oleh
- o(1-6) . 0(1-9)
73,[n(1—é+9ﬂ2) 5,/n(1—é+éz)
Dimana

7.7. Metode Statistik atau Umum

Sekarang kita deskripsikan secara singkat Metode Statistik dan Umum un-
tuk mengkonstruksi sebuah interval kepercayaan. Misalkan X, X,,..., X,
menjadi sampel acak dari populasi dengan densitas f’ (x;H) , dimana @ ada-
lah parameter yang tidak diketahui. Kita akan menentukan estimator interval
untuk @. Misalkan T(X,X,,...,X, ) menjadi beberapa statistik memiliki
fungsi densitas g(t;é’) . Misalkan p, dan p, menjadi dua bilangan positif
tetap pada interval terbuka (0,1 dengan p, + p, <1. Sekarang kita defin-
isikan dua fungsi 4, (6) dan A, 89) sebagai berikut :

D= hl(e)g(t;@)dt dan  p,= J.fZ(e)g(t;H)dt

—00

Sedemikian sehingga
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P(h(0)<T(X,.X,....X,)<h(8))=1-p,~p,

Jika h,(6) dan h,(6) adalah fungsi monoton pada 6, maka kita dapat me-
nemukan interval kepercayaan

P(u1<¢9<u2):1—p1—p2

Dimana u, =u,(t) dan wu, =u,(t). Statistik 7(X,,X,,...,X,) mungkin
menjadi statistik kecukupan atau estimator maksimum likelihood. Jika kita
meminimalkan panjang u, —u, dari interval kepercayaan, keadaan subyek
1-p, —p, =1-a untuk 0<a <1, kita peroleh interval kepercayaan yang
pendek berdasarkan pada statistik 7.

7.8. Kriteria untuk Mengevaluasi Interval Kepercayaan

Dalam banyak situasi, kita dapat memiliki lebih dari satu interval keper-
cayaan untuk parameter yang sama. Oleh karena itu diperlukan beberapa
kriteria untuk memutuskan apakah interval tertentu lebih baik dari interval
lainnya. Beberapa kriteria baik yang diketahui adalah :

a) Panjang Terpendek
b) Tidak bias

Kriteria panjang terpendek menuntut bahwa interval kepercayaan [L,U ]
100(1-a)% yang baik dari parameter harus memiliki panjang terpendek
¢ =U — L. Dalam metode kuantitas pivot, kita menemukan pivot Q untuk
sebuah parameter dan kemudian mengubah pernyataan probabilitas

P(a<Q<b)=1-a

Menjadi

P(L<Q<U)=l-a

Diperoleh interval kepercayaan 100(1—0{)% untuk @. Jika a dan b
konstanta dapat ditemukan perbedaan U —L tergantung pada sampel
X,,X,, ...,X, adalah minimum untuk setiap realisasi sampel, maka interval
acak [L,U ] dikatakan sebagai interval kepercayaan terpendek berdasarkan
Q. Jika kuantitas pivot O memiliki jenis fungsi densitas tertentu, maka
kita dapat dengan mudah membangun interval kepercayaan dengan panjang
terpendek.
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Misalkan fungsi densitas dari pivot Q ~h (q; 6’) menjadi kontinu dan

unimodal. Jika dalam beberapa interval [a,b] fungsi densitas 4 memiliki
mode, dan kondisi memenuhi

[‘n(4:6)dg=1-a

kemudian interval [a,b] adalah dari panjang terpendek antara seluruh in-
terval yang memenuhi kondisi a

Jika fungsi densitas bukanlah unimodal, maka meminimalkan ¢ adalah
diperlukan untuk membangun interval kepercayaan terpendek. Salah satu
kelemahan dari kriteria panjang terpendek adalah dalam beberapa kasus,
¢ bisa menjadi variabel acak. Seringkali, panjang interval yang diharap-
kan E(¢)=E(U-L) juga digunakan sebagai kriteria untuk mengevaluasi
kebaikan suatu interval. Namun, ini juga memiliki kelemahan. Kelemahan
dari kriteria ini adalah minimisasi £ (E ) tergantung pada nilai sebenarnya
yang tidak diketahui dari parameter . Jika ukuran sampel sangat besar, maka
setiap perkiraan interval kepercayaan dibangun menggunakan metode MLE
memiliki panjang minimum yang diharapkan.

Interval kepercayaan hanya terpendek berdasarkan pivot Q tertentu. Ini
adalah mungkin untuk menemukan pivot Q" lain yang mungkin meng-
hasilkan interval yang lebih pendek dari interval terpendek yang ditemukan
berdasarkan Q. Pertanyaan yang secara alami muncul adalah bagaimana
untuk menemukan pivot yang memberikan interval kepercayaan terpendek
di antara pivot yang lainnya. Telah ditunjukkan bahwa suatu kuantitas pivot
QO yang merupakan suatu fungsi dari kelengkapan dan statistik kecukupan
memberikan interval kepercayaan terpendek.

Ketidakbiasan, adalah kriteria lain untuk menilai kebaikan suatu penaksir
interval. Ketidakbiasan didefinisikan sebagai berikut. Interval kepercayaan
100(1 - a)% [L,U ] dari parameter 6 dikatakan tidak bias jika

>l—-a jika0 =0
P(Lsa* SU)
<l-a jika® #0
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LATIHAN SOAL BAB 7

1. Diberikan sampel acak berukuran n dari distribusi normal, X, ~N ( 10,0’ )

a. Jika diketahui o> =9, tentukan 90% interval kepercayaan untuk z berdasarkan
estimasi x =19.3 dengan n=16
Penyelesaian :

o’ =9

o=3,n=16,x=19.3

Untuk 90% interval kepercayaan, 1 -« /2 =0,95 maka

_ P[19.3—1-65(%j << 19.3+1.65(%H

= P{19.3—1.65(%j <u< 19.3+1.65(%ﬂ

= P[19.3 -1.2375< u <193 +1.2375]

Sehingga diperoleh interval kepercayaan untuk a =90%

(19.3—1.2375 ,19.3 +1.2375)

(18.1,20.5)
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b. Berdasarkan pada informasi yang sudah diperoleh dari huruf (a),
tentukan batas bawah satu arah 90% limit kepercayaan untuk g . Juga tentukan batas
atas satu arah 90% limit kepercayaan untuk u
Penyelesaian :

Batas bawah satu arah 90% limit kepercayaan yakni

P[L(X,...X,)<0]=y

L(x):L(xl,...,xn)

L(x)=18.1

Batas atas satu arah 90% limit kepercayaan yakni

PlO<U(X,...X,)]=7

z O z O

1-< «

c. Untuk interval kepercayaan yang diberikan oleh contoh | X ——%—,x +—2

diperoleh rumus ukuran sampel yang diperlukan untuk menghasilkan panjang
spesifik A dari sebuah interval. Jika * =9, maka berapakah ukuran sampel yang
dibutuhkan untuk mencapai 90% interval kepercayaan dengan panjang 2
Penyelesaian :

Contoh adalah sebagai berikut
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o’ =9

o=3

Untuk 90% interval kepercayaan, 1 -« /2 =0.95 maka

Z1al2 :\/;()?_,U)/O'

2095 :\/;(X_ﬂ)/3

1.65=/n (X - u)/3

(1.65)(3) =/n (X - 1)

4.95=~n(X - p)

n=(4.95)
n=24.5
n=25

Dengan demikian diperoleh sampel berukuran 25 dengan panjang 2

d. Misalkan o’ tidak diketahui. Tentukan 90% interval kepercayaan untuk

jika X =19.3 dan s* =10.24 dengan n=16

Penyelesaian :

s?=10.24

s=32,n=16x=193,v=n-1=16-1=15

369
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Untuk 90% interval kepercayaan, 1 -« /2 =0.95 maka

(X -u)

l—a=P|~,,< I © bar

=P[)?—tl_a/2 s/iNn<u<X+t_,, s/\/ﬂ

—P(193-¢..32/J16 < <193+t ..3.2/16
[ 0.95 H 0.95

3.2 3.2
=P|19.3-1.753| — |< uu<193+1.753| —

= P[19.3-1.753(0.8) < 1 <19.3+1.753(0.8) |
=[19.3-1.4024 < 11 <19.3+1.4024]

Sehingga diperoleh interval kepercayaan untuk o =90%
(19.3-1.4024 ,19.3+1.4024)

(17.9,20.7)

e. Berdasarkan pada data huruf (d), tentukan 99% interval kepercayaan untuk o>

Penyelesaian :

s=32,n=16x=193,v=n-1=16-1=15

Untuk 99% interval kepercayaan, % =0.005 dan 1—% =0.995 maka
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n—1)s*
l_a:P{Z;/z <%<le—a/2:|

(n—l)s2
= P{Z&oos < T < Z(i%s}

:1{M<02<M}

2 2
X0.995 X0.005

P{MGM}

2 2
X0.995 Xo.00s

153.6 153.6
=P o
32.8 4.6

Sehingga diperoleh interval kepercayaan untuk o =99%

(153.6 153.6

, j: (4.68 ,33.39)
32.8 7 4.6

2. Misalkan bahwa X ,X,,...,X, merupakan sampel acak dari distribusi eksponensial
X, ~EXP(0)

a. Jika x =17.9 dengan n =50, tentukan batas bawah satu arah 95% limit
kepercayaan untuk 6
Penyelesaian :

Untuk 95% interval kepercayaan dengan y =0.95

Y= P[2n)?/;(y2 (2n) < 9]

L(x)=2nx/y;(2n)
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=2(50)(17.9)/ x50 (2(50))
=1790/ z5,5 (100)

=1790/124.34

=14.4

b. Tentukan batas bahwa satu arah 95% limit kepercayaan untuk P(X > t) =e'"

dimana ¢ adalah sebuah nilai yang berubah-ubah

Penyelesaian :
y=P|2nX/ 2} (2n)<0]
L(x)=2nX/y.(2n)
=2(50)(17.9)/ 7505 (2(50))
=1790/ z5,5 (100)

1790

12434

=14.4

Untuk P(X > t) = ¢’ maka dapat diperoleh batas bawah satu arah 95% limit

kepercayaan adalah e '**

3. Data berikut adalah waktu (per jam) gangguan peralatan AC di bagian pesawat terbang :

74,57,48,29,502,12,70,21,29,386,59,27,153,26,326
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Asumsikan bahwa data adalah nilai yang diamati dari sampel acak berdistribusi eksponensial
X, ~EXP(0)

a. Tentukan 90% interval kepercayaan untuk rata-rata waktu gangguan, &
Penyelesaian :

Dari data yang diberikan, dapat diperoleh

n=15

T4+57+48+29+502+12+70+21+29+386+59+27+153+26+326
15

X =

1819
15

=121.3

Untuk 90% interval kepercayaan, 1—a /2 =0.95 maka

l—a=P| 2., (2n)<2nX 10< z} ., (2n)]
=P[2nX | 1}, (2n)<0<2nX | 2, (2n)]
= P[2(15)(121.3)/ 1555 (2(15)) < 0 < 2(15)(121.3)/ 11505 (2(15)) ]
= P[3639/ 745 (30) <0 <3639/ 17,5 (30) ]

= P[3639/43.77 <f< 3639/18.49]

Sehingga diperoleh interval kepercayaan untuk o =90%

3639 3639

(— —j=(83.1 196.8)

43.77 °18.49
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b. Tentukan batas bawah satu arah 95% limit kepercayaan untuk persentil ke-10
dari distribusi waktu gangguan

Penyelesaian :

Untuk 95% interval kepercayaan dengan persentil ke-10 maka

y = P[2n)_(/;(72 (2n)< H]
L(x) = 2n)_(/;(72 (2n)

=2(15)(121.3)/ 25, (2(15))
=3639/ z;,(30)

3639
20.6

=176.65

4. Misalkan X,,...,X, adalah sampel acak dari distribusi eksponensial dua parameter,

X, ~EXP(0,77). Misalkan diketahui 7 =150, tentukan kuantitas pivot untuk parameter 6
berdasarkan statistik kecukupan

Penyelesaian :
(x=1)

Fungsi kepadatan probabilitas : f (x; 49,77) :ée ¢ , X, ~EXP ((9,77)

1
—(ZX,-
77 =150 schingga f(x;9)=_91n e §(ZXi-150)

0 =2 X, —150 adalah statistik kecukupan untuk @

X, -150 ~EXP(60,n)

=2 X, 150 ~GAM (0,n)
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27 (20)

2% X, -150

Jadi adalah kuantitas pivot

I

5. Misalkan X, X,,...,X, adalah contoh acak dari distribusi Weibull X ~WEI (9,2) ,
"X
a. Tunjukkan bahwa Q = 2;0—; ~y (Zn)
b. Gunakan Q untuk mendapatkan interval kepercayaan 100y% terhadap 6 .
c. Dapatkan batas bawah limit kepercayaan 100y % untuk P(x>?)=exp —(éj
d. Dapatkan batas atas limit kepercayaan untuk persentil ke- p dari distribusi ini
Penyelesaian :
Diketahui :
X,,X,,...,X, adalah contoh acak
distribusi Weibull X ~WEI (6,2) o
ﬁxﬂ _'e_(gj , untukx >0

Fungsi kepadatan probabilitas : f (x; 0,p ) =
0, untuk yang lainnya

Maka f(x; 0,2) = %xz_le(‘gj

Untuk f(x],xz,...,xn;H,Z) = %Zn:xie(gj
i=1

. X2
a. Akan ditunjukkan bahwa Q = 229—; ~7°(2n)

Jika X adalah kecukupan untuk 6 dan juga 2nX /6~ y*(2n). Telah jelas
bahwa persentil ke-y, y; (2n) dapat dilihat pada Tabel 4 (Introduction to

Probability and Mathematical Statistics) halaman 604. Dengan demikian,

y = P[2n)_(/6’ < ;(f (Zn)]

Y= P[2n/?/;(y2 (2n) < 0]
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Jika X dapat dihitung, maka batas bawah satu arah 100y% limit kepercayaan
diberikan oleh

L(x) = 2n)?/;(72 (2n)
Sama halnya, batas atas satu arah 100y% limit kepercayaan diberikan oleh

U(x) =2nX/ ;(f_y (2n)

Sehingga dari definisi kuantitas pivot diperoleh
2 C 2 2
Q :?in ~X (2]’1)
i=l1

0= 229—; ~7°(2n)
i=1

b. Menentukan interval kepercayaan 100y% terhadap 6 dengan menggunakan Q

n X2
Q0= 220—; ~7°(2n)
i=1

.. . 2 X
Dalam hal ini, & adalah parameter skala karena Q juga Q = 2 7’ ~ 7" (2n)
) i=1

sehingga Q = g adalah kuantitas pivot

n X2
S EAen
i=1

Anggaplah bahwa kita menginginkan 100y% limit kepercayaan untuk 6. Jika
dipilih nilai y, >0 dan y, >0 seperti y,+y, =y, =1—y, maka

2

n X
P ;(; (2n)<220—;~;(2(2n)<;(12%(2n) =l-y,-7,

i=1

Dengan demikian,
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P{2ZHJX,.2 I xi,, (2n)< 6 < 22'1:)(3 /X, (Zn)} =y

i=1 i=1

P{\/ZZn:Xf i, (2n) <0< \/ZZn:Xf /7, (m)} =y

i=l1 i=l1

Sehingga interval kepercayaan 100y% terhadap € adalah

Pxx) pxx)

9 =
x,,(2n) \ ), (2n)

2
c. Batas bawah limit kepercayaan 100y% untuk P(x > t) =exp {— (éj }

P >1)=7

fornf {1
:1_1{%; <exp{—(é}2n=7

2
Diperoleh batas bawah limit kepercayaan 100y% untuk P(x > t) =exp {—(éj }
P 2
adalah 1— P[;{f < exp[—(gj D

d. Batas atas limit kepercayaan untuk persentil ke- p
Jika g7 ,= ;(lzl (2n) adalah persentil ke- p dari distribusi chi-square dengan

2
derajat kebebasan (Zn) , maka
2

n X
p dengan daerah 1-y = P| ., < 220—’2 <X

i=1
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X 5/2 < L < X 127;//2
n 2 2 n 2
2Zi:1Xi o Zzz':lXi

2 2
Xi- X
_p 2 g y/2

DWW 4

2 2
A1~ V4
1-y/2 < 9< y/2

i=1" i =" 1

Diperoleh limit kepercayaan

0= le—y/2 Zj/z
ZZ;XI.Z ’ 22:1:1)(1'2

2
Dengan batas atas 6 = _ L2

ZZ;XI.Z

Misalkan p adalah proporsi orang Yogyakarta yang berambut keriting. Dalam suatu sampel

berukuran 40, ditemukan 5 orang berambut keriting. Temukan pendekatan 90% dari interval
kepercayaan terhadap p

Penyelesaian :

Diketahui bahwa p adalah proporsi orang Yogyakarta yang berambut keriting
x =5 adalah orang yang berambut keriting

n =40 adalah ukuran sampel

p=r=2_1 o125
n

1
40 8

1-a=90%=0.9 sehingga a =0.1 (koefisien kepercayaan)

_a 0l 00520095
2 2



Beberapa Teknik Dalam Mencari Estimator Interval Parameter

7 ,<Z<Z ,
1-= 1-=

0.125- p
~Zy95 <
\/0.125(1—0.125)
40

< ZO.95

0.125-p
0.125(0.875)
40

-7 <Z

0.95 0.95

0.125-p

T£0.95 0.95

0.109375
40

0.125-p

B AP Sl AP
02 J0.0027344 7

0.125-p
- 0.95<W< 0.95

p=0.125+7,,. +0.0523
p=0.125+1.645 « 0.0523

p=0.125£0.086

Diperoleh p = (0.21 1;0.039)

379

Dengan demikian, pendekatan 90% dari interval kepercayaan terhadap p adalah (0.2 11 0.039)
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7. Terdapat 45 pekerja bangunan yang dipilih secara acak untuk mempelajari tingkat kecelakaan
kerja yang terjadi. Angka kecelakaan tiap pekerja diasumsikan berdistribusi Poisson dengan
mean u, sedangkan nilai rata-rata kecelakaan tiap pekerja adalah x =1.7

a. Temukan pendekatan dari batas bawah sebesar 90% terhadap limit kepercayaan
X—u
uln
b. Gunakan perintah pada soal huruf (a), jika diselesaikan dengan
X-u

X/n

untuk g menggunakan persamaan

— Z~N(0,1)

persamaan —Z~N(0,1)

Penyelesaian :

Diketahui bahwa :

n=45

x=17

l-a=90%=0.9 sehingga a =0.1 (koefisien kepercayaan)

=% 2122121 0.05=0.96
2 2

Angka kecelakaan tiap pekerja diasumsikan berdistribusi Poisson dengan mean u
Fungsi kepadatan probabilitas distribusi Poisson

e’ *

e H
x!

f(xsu)=

Akan didapatkan dengan pendekatan sesuai persamaan

Xl 7 N0
Juln
Dan juga persamaan
X1 7 N(0)
X/n
X-u
a. Dengan persamaan -7~ N(O, 1)

N

7 ,<Z<Z ,
1-= 1-=
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Yo Nwin
-7 <X_’U<Z

1-— o 1-—
-Z <1'7_'U<ZO_95

-1.645-1.7<-pu<1.645-1.7

—1.645+1.7< u<1.645+1.7

0.055< 1 <3.345

Jadi, u=(0.055;3.345)

b. Dengan persamaan ——= — Z~N(0,1)
X/n
7 ,<Z<Z ,
- -
-7 < X__ﬂ <7
= X/n Ly
X—u
_Zo.95 <= <Zo.95
X/n
1.7—u
0.95 <m<zo.95
7 <A TZH g

381
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1645< T TH _ 6as
0.1944

—1.645 ¢ 0.1944 <1.7— u <1.645 « 0.1944
-0.3198<1.7— 1 <0.3198
-0.3198-1.7<—-u<0.3198-1.7
-0.3198+1.7<-u<0.3198+1.7

1.380 < 1 <2.020

Dengan demikian, y = (1 .380; 2.020)

8. Diberikan sampel acak independen dari dua distribusi normal, X, ~N ( 1,07 ) dan
Y, ~N ( ,uz,azz); i=1,...,n,j=1,...,n,. Jika diasumsikan bahwa gz, dan u, diketahui, dapat-
kan interval kepercayaan lOO(l—a)% untuk o; /o berdasarkan statistik kecukupan

Penyelesaian :

Diketahui : ada dua sampel acak independen distribusi normal
X, ~N(,u1,012) dan Y, ~N(,Ll2,0'22); i=1,..,n,j=1,...n
Diasumsikan bahwa g dan g, diketahui

Akan didapatkan interval kepercayaan 100(1 - a)% untuk o; /o] berdasarkan statistik ke-

cukupan
- ol o,
Karena ¥ — X ~N [ W, — ,ul,—1+—2j, 4, dan g, diketahui
noon

-7 ,<Z<Z ,
1-£ 1-£
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7 < Y_X_(ﬂz_,ul)

</

o, o) 2
n,.n
1-—= 1 1-=
e < < ——=
Y_X_(IUZ_IUI) 0'12 622 - _(/12_/”1)
nooon
-z ? Z ?
=< n n -
S <—L4 Lol —— 2
Y-X—(t,-w)| of o |Y-X~(t,-p)
2 2
_Zl,z 2 2 Zl,z
- 2 no, +n,o, 0
Y- X (1, ) olo; Y =X~ (1~ )

Dengan syarat statisik kecukupan pertidaksamaan diatas dapat diubah menjadi

2 2
Ly _Zl‘g o; 1 -2

—| oy | == -, |< =S <—|| ==

n Y_X_(,uz_ﬂl)

Sehingga interval kepercayaan 100(1 - a)% untuk o /o7 berdasarkan statistik kecukupan
adalah

-Z ’ z ’
ol | 1] . o =]
| T o 2 | v 2
ol |n —X—(,uz—,ul) n||Y
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2
Namun yang sering dijumpai dalam persoalan, interval kepercayaan untuk 0-—22 didapatkan
dengan menggunakan distribusi F Snedecor. 1

9. Misalkan X,,..., X, adalah sampel acak dari distribusi Normal, X ~N ( 75 0'2). Jika ¢ adalah
bilangan asli, temukan statistik yang merupakan statistik kecukupan dan distribusi yang ber-
gantung pada ¢, ,0° hanya jika F(t;,u,az) =P(X <1)

Penyelesaian :

Parameter skala lokasi f (x; M, 0'2) =F, (x — ,uj

2
o

Misalkan :

t=co’ +u

Jika 21 dan &* adalah MLE dari ¢ dan o yang mana bergantung pada ¢, 1,6°

F(t;,u,az):P(XSt)

Yang mana adalah fungsi dari ¢ dan kuantitas pivot untuk z dan untuk o’ yang bergantung
pada F(t;,u,az) =P(X <1)
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