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Resumen

En este trabajo analizamos el efecto de un potencial de pares periddico sobre la densidad de
estados y las propiedades de transporte en superconductores no convencionales, asi como el
efecto de superredes periddicas semi-infinitas o finitas que se presentan en heteroestructuras
conformadas por grafeno y superconductores. Se analiza un material superconductor con un
potencial de pares periédico en una red cuadrada, encontrado las bandas de energia y la
densidad de estados. Se encuentran y analizan la aparicién de nuevas brechas de energia, que
no aparecen en sistemas homogéneos, las cuales pueden ser relevantes cerca de la temperatura
critica. Para sistemas basados en grafeno se estudian superredes de bloques pn acopladas a un
superconductor, encontrando que el nimero de nuevos puntos de Dirac no es afectado por la
region superconductora, pero debido a las reflexiones de Andreev locales, se puede determinar
su aparicion e incrementar su intensidad, lo cual podria utilizarse para su deteccion. Adicional-
mente se analizan los casos de bloques pn asimétricos en voltajes “gate”, donde se demuestra
que se puede recobrar el caso simétrico haciendo un cambio en el dopaje efectivo en la ldmina
de grafeno, mientras que cuando los anchos son asimétricos los nuevos puntos de Dirac
pueden no crearse. Se analizan los mapas de probabilidad de transmision electréon-electrén y
electron-hueco en sistemas de lentes de Veselago GSG y G —SL—S — SL — G, con G grafeno
dopado tipo n, SL una superred y S un superconductor dopado tipo p. En estos sistemas los
puntos focales pueden ser mejorados cambiando los parametros del sistema, adicionalmente,
con la introduccion de las superredes se puede colimar la corriente de electrones y que la
senal de enfoque de huecos sea mayoritaria. Con bicapas de grafeno se estudian las lentes de
Veselago encontrando céomo los fenémenos de interferencia entre las dos monocapas afectan
los mapas de probabilidad de transmisién electron-electron, creando diferencias respecto a los
resultados con monocapas de grafeno.

Palabras clave: funciones de Green, superconductividad, grafeno, bicapas de grafeno,

reflexiones de Andreev, Lentes de Veselago

Abstract

In this work we analyze the effect of a periodic pair potential on the density of states
and transport properties in unconventional superconductors. The effect of semi-infinite or
finite periodic superlattices in heterostructures formed by graphene and superconductors is
also studied. A two-dimensional superconductor with a periodic pair potential in a square
lattice is analyzed, finding the energy bands and the density of states. The appearance
of new energy gaps, which do not appear for homogeneous systems, and which may be
relevant near the critical temperature, are found and analyzed. Block pn superlattices are
studied for graphene-based systems coupled to a superconductor. Thus, the number of new
Dirac points is not affected by the superconducting region; however, due to local Andreev



VI

reflections, its emergence can be determined, and its intensity increased, which could be
used for its detection. In addition, the cases of asymmetric pn blocks at gate voltages are
analyzed, where the symmetric case can be recovered by making a change in the effective
doping in the graphene sheet, while no new Dirac points can be created when the widths
are asymmetric. The electron-electron and electron-hole transmission probability maps are
analyzed in Veselago GSG and G — SL — S — SL — G lens systems, with G doped graphene
type n, SL a superlattice and S a p-type doped superconductor. In these systems, the
focal points can be improved by changing the system parameters. Additionally, with the
introduction of the superlattice, the electron current can be collimated and the hole focusing
signal can be increased. Veselago lenses with graphene bilayers are studied, showing that the
interference between the two monolayers affects the electron-electron transmission probability
maps, creating differences concerning the results with graphene monolayers.

Keywords: Green functions, superconductivity, graphene, bilayers graphene, Andreev
reflection, Veselago lens
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Capitulo 1

Introduccion

Los materiales superconductores presentan un cambio de fase del estado normal a uno donde
los electrones se comportan de manera coherente y la resistividad se hace cero. La primera
teoria microscopica para explicar la superconductividad fue desarrollada en 1957 por Bardeen,
Cooper y Schrieffer (BCS) [1,2]. Esta teoria se basa en que los electrones pueden sentir un
potencial atractivo neto, obtenido por el intercambio virtual de fonones entre electrones [3].
En los superconductores, el estado base es formado por parejas de electrones llamados pares
de Cooper los cuales poseen un momento y un espin opuesto para sistemas que respeten
la simetria de inversién temporal [2]. En el modelo BCS aparece un potencial de pares
cuya magnitud esta relacionada con el niimero promedio de pares de Cooper y cuya fase
expresa la correlacién de largo alcance del sistema [2]. Por otro lado, las excitaciones en
los superconductores se obtienen al romperse un par de Cooper y son descritas por las
ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes, que provienen de una teoria de campo medio cuyo
potencial de pares se debe encontrar de forma auto-consistente. Cuando el potencial de pares
es inhomogéneo, como sucede en la interfase de un material normal y un superconductor
(sistema N — S), se originan reflexiones de Andreev cuando un electrén que incide desde
el material normal con una energia menor que el moédulo del potencial de pares no puede
transmitirse al superconductor como un estado excitado, este electréon puede aparearse con
otro, formando un par de Cooper, lo que ocasiona que se refleje un hueco en el material

normal (fig. [1-1h) [4].

En un sistema N — S — N también se pueden presentar reflexiones de Andreev no locales o
cruzadas CAR (“Cross Andreev Reflection”), donde un electrén que incide desde la region
normal izquierda se transmite como un hueco en la regiéon normal derecha e induce un par de
Cooper en el superconductor (fig. [I-1p) [446]. El proceso inverso de CAR es equivalente a
desdoblar un par de Cooper que proviene del superconductor en cada una de las regiones
normales [7,8]. Estos procesos se han estudiado en grafeno [6,9], nanotubos de carbono [8}|10]
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Figura 1-1: a) Reflexién de Andreev local en un sistema N — S, donde un electrén incidente
se refleja sobre la interfase como hueco y un par de Cooper es transmitido al superconductor.
b) Reflexién de Andreev no local en un sistema N — S — N, donde un electrén que incide
desde el material normal de la izquierda se transmite como un hueco al material normal de la
derecha, induciendo un par de Cooper en el superconductor.

y nanoalambres [11,|12] con el objetivo de encontrar las condiciones para que los procesos
CAR sean dominantes respecto a otros como el proceso de tunelamiento de electrones, a
través del superconductor (cotunelamiento de electrones).

En el estudio de la superconductividad del modelo BCS, no es usual considerar el potencial
periddico de la red de iones. Sin embargo, es posible para el potencial de pares que tiene
la periodicidad de la red a partir de las relaciones de auto-consistencia y del teorema de
Bloch, que el potencial de pares presente la periodicidad de la red [13H15]. El anélisis de la
superconductividad para un potencial de pares con la periodicidad de la red se ha realizado a
lo largo de una dimension o de una direccién del espacio reciproco, donde aparecen nuevas
brechas de energia relacionadas con las dispersiones de Andreev [13H15]. Estas brechas se dan
en esferas centradas en los planos de Bragg, denominadas esferas de Andreev. El presente
trabajo extenderd los estudios [13-15] al incluir sistemas bidimensionales en la aproximacién
de electrones cuasi-libres obtienendo la densidad de estados y solucionando las relaciones de
auto-consistencia, lo cual serda un primer acercamiento al estudio de la superconductividad de
alta temperatura critica, considerando que los superconductores como los cupratos o los de
base de hierro pueden ser entendidos en términos de planos [16-18]. En estos materiales se
puede observar una nueva fase denominada “pseudogap”, caracterizada por la presencia de
un potencial adicional que se comporta como una brecha de energia [19,)20] la cual ha sido
observada en experimentos de ARPES [21,22] y en conductancia diferencial [23,24]. La fase
“pseudogap” sigue siendo motivo de estudio y podria ser una pieza clave para entender la
superconductividad en estos sistemas.

Para el estudio de superconductores con potencial de pares periodico utilizamos el modelo de
electrones cuasi-libres, el cual puede considerarse en los superconductores de base de hierro,
que presentan electrones débilmente o medianamente localizados [25,26]. Ademds, mostramos
los efectos de distintos términos de la expansion de Fourier del potencial de pares en las bandas



de energia y la densidad de estados para una red cuadrada; también exploramos el comporta-
miento con la temperatura de la primera y segunda componente de la expansién de Fourier
del potencial de pares, lo cual permitira observar su relevancia cerca de la temperatura criti-
ca y por lo cual la segunda componente podria ser candidata para explicar la fase “pseudogap”.

La superconductividad en nanotubos de carbono o en grafeno se puede lograr por efecto de
proximidad [27], lo que permite la construccién de sistemas G — S. Alli, las reflexiones de
Andreev pueden ser especulares o de retro-reflexion dependiendo de la energia de inyeccién
y el dopaje del grafeno [28,29]. El grafeno ha sido estudiado desde 1947 [30], logrando su
obtencién en 2004 [31], se caracteriza por ser un sistema bidimensional formado por atomos
de carbono en una red hexagonal con dos atomos por celda primitiva. En el espacio reciproco
la red es hexagonal, en los vértices del hexagono estan puntos de Dirac donde se unen la
banda de conduccién y de valencia del material, al rededor de estos puntos el espectro es
lineal por lo que es posible modelar la dindmica por la ecuacién de Dirac para fermiones no
masivos [32-34]. El grafeno como estructura finita posee bordes tipo “armchair” o zigzag,
que afectan el espectro de energia, por ejemplo, una nanocinta de grafeno con bordes zigzag
contiene estados superficiales o de borde, mientras estos estados no se presentan en una con
bordes “armchair” [35]. Para obtener semiconductores tipo n o tipo p, el grafeno se puede
dopar usando potenciales “gate”. Se observa que en interfases np se pueden obtener indices
de refraccién negativos (lentes de Veselago), pues el momento de los electrones y huecos es de-
pendiente de la banda donde se encuentren, lo que permite enfocar una corriente de electrones.
En el caso en que las magnitudes de las energias de Fermi de cada regién sean opuestas, el
indice de refraccion es -1, lo cual se puede analizar usando la éptica geométrica [36}37] como
se muestra en la fig. [I-2h. Este tipo de lentes de Veselago han sido estudiados experimental-
mente [38,39] examinando las condiciones en las cuales se puede obtener los puntos de enfoque.

En las lentes de Veselago realizadas en [37,/40] se observa que la diferencia de dopaje entre
las interfaces presenta un gradiente, donde se evidencia que si el cambio de dopaje se realiza
de manera abrupta, el proceso de enfoque es mejor. En un sistema G — S — GG podemos tener
lentes de Veselago que permiten que un electréon que incide desde el grafeno de la izquierda
se enfoque como un hueco en el grafeno de la derecha, lo que corresponde a una reflexiéon
CAR donde su punto enfoque de los huecos esta en un lugar diferente al de cotunelamiento
de electrones [41], como se muestra en la fig. [1-2p. Estos estudios se han realizado para
interfases perfectas, utilizando la aproximacién de Andreev, con lo cual en el presente trabajo
ampliamos su estudio introduciendo junturas no ideales y diferentes dopajes donde la apro-
ximaciéon de Andreev no es valida. Para ello usamos el formalismo de la funcién de Green
para hallar las probabilidades de transmision electron-electrén y electron-hueco, asi como
la conductancia diferencial no local, encontrando que cuando las interfases no son perfectas
se puede incrementar la intensidad de las reflexiones CAR respecto al cotunelamiento. De



igual manera, mostraremos que cuando la aproximacién de Andreev no es véalida obtenemos
aberraciones Opticas en las trayectorias de huecos que provienen de reflexiones CAR.

b)

source detector

Figura 1-2: a) Lente de Veselago formada por una juntura de grafeno np cuando el punto
de enfoque esta a la misma distancia de inyeccion y se encuentra usando las trayectorias
semi-cldsicas del electrén. Tomada de [38]. b) Proceso de enfoque en una lente de Veselago
GSG: las lineas rojas corresponden a las trayectorias semi-clasicas de las cuasi-particulas tipo
electrén y las azules son de cuasi-particulas tipo hueco, tomada de .

Adicional al sistema de grafeno tenemos las bicapas, formadas por dos monocapas de grafeno
apiladas. En particular se estudiard la bicapa de grafeno Bernal (bGB) donde un atomo
de carbono se encuentra en el centro de la red de la otra monocapa de grafeno (fig. )
El estudio de las bicapas de grafeno ha despertado gran interés ya que se ha encontrado
que la rotacién de las dos monocapas, una respecto a la otra, genera un nuevo tipo de
superconductor . La bGB presenta de manera similar al grafeno los puntos de Dirac, pero
el espectro de energia alrededor de estos es parabdlico y no lineal , lo que modela
a los portadores de carga como masivos y crea diferencias en el comportamiento del
tunelamiento Klein en estos sistemas ,. En las bGB se presentan cuatro bandas cerca
de los puntos de Dirac, donde dos de ellas se tocan mientras las otras estan separadas a una
distancia relacionada con el pardmetro de acople entre capas (fig. ) Un modelo usado
para estudiar las bGB es el de baja energia, donde solo se tienen en cuenta las bandas que
se tocan [48]. Este modelo introduce el dimero, el cual corresponde a los dtomos que estdn
directamente uno encima del otro; por su parte, el transporte se estudia en los a&tomos que
no forman el dimero. Estos modelos no permiten estudiar fronteras definidas en las bGB,
las cuales presentan diferentes densidades de estados en el borde . Las nanocintas de
las bGB pueden poseer cuatro tipos de fronteras, de las cuales dos de ellas son en zigzag,
conocidas como « y [, dependiendo de la cercania del dimero a la frontera. Las bGB se
pueden dopar usando potenciales “gate” pero, a diferencia de la monocapa, es posible que se
abran brechas de energia en los puntos de Dirac cuando se presenta un potencial eléctrico



alto [50] o si se tienen potenciales “gate” diferentes entre las capas superior e inferior [51]. Es
posible disenar lentes de Veselago usando potenciales “gate”, de manera equivalente a como
se realiza en las monocapas de grafeno [46], estas se estudiaran para interfases con bordes
bien definidos. Para esto encontramos la funcion de Green de la bGB infinita, con el método
de funciones asintéticas, y por medio de las ecuaciones de Dyson se encontraron las funciones
de Green de la bGB semi-infinita con borde. Con el aporte de las funciones de Green de
grafeno semi-infinitas se procede a ampliar los trabajos de la lente de Veselago con bGB [46].
Aqui encontramos efectos sobre las propiedades de transporte que, debido al tipo de frontera,
no ha sido considerado en otros trabajos.

Figura 1-3: a) Vista superior (arriba) y lateral (abajo) de una bicapa de grafeno Bernal,
el dimero estd conformado por los dtomos A y B’. b) Bandas de energias alrededor de los
puntos de Dirac de la bicapa de grafeno donde se aprecian cuatro bandas, dos de ellas se
tocan y son usadas para la aproximacion de baja energia, tomada de [52].

Se analizan sistemas superconductores con periodicidad intrinseca, asi como sistemas con
periodicidad extrinseca en superredes de grafeno formada por bloques np que se repiten.
Estas superredes de grafeno (SL) muestran nuevos puntos de Dirac, segin el ancho de las
regiones que conforman el bloque y el potencial “gate” [53}54]. Las superredes de grafeno se
pueden usar para colimar una corriente de electrones al suprimir la velocidad de propagacion
tangente a las interfases [55,56]. La fabricacion de superredes de grafeno de alta calidad se ha
logrado con grafeno encapsulado en nitruro de boro [57,58|. En este trabajo extendemos los
estudios de las propiedades de transporte en sistemas con monocapas de grafeno acopladas
a superconductores, en interfases SL — S usando la ecuaciéon de Dyson para encontrar la
funcion de Green de la SL semi-infinita, y la juntura SL — S donde mostramos que la
superconductividad no interfiere en el nimero de nuevos puntos de Dirac, y que debido a las
reflexiones locales de Andreev, se pueden intensificar la senal en la conductancia diferencial.



Mostramos como la energia de Fermi promedio efectiva del bloque np permite caracterizar
el punto de Dirac de la lamina SL y cémo la aparicion de los nuevos puntos de Dirac
depende de las asimetrias en anchos del bloque np. Se usaran SL finitas en las lentes de
Veselago N — S — N colocando superredes finitas a la derecha o izquierda del superconductor
para incluir los efectos de colimacién en el analisis del comportamiento de las reflexiones
CAR y cotunelamiento, donde mostramos que, tener una SL a ambos lados del supercon-
ductor incrementa la intensidad el punto focal de la senal CAR respecto a la de cotunelamiento.

Este trabajo se desarrolla de la siguiente manera: en el segundo capitulo realizamos una
introduccion a los aspectos tedricos mas relevantes de los sistemas mencionados y presentamos
las ecuaciones para su desarrollo. En el tercer capitulo, se presenta un estudio sobre la
superconductividad con un potencial de pares periédico, explorando resultados que no fueron
alcanzados en [14] como la solucién de las ecuaciones de auto-consistencia y la densidad
de estados de una red cuadrada. El cuarto capitulo esta dedicado a sistemas con base de
grafeno, y se presenta la funciéon de Green de superredes infinitas y semi-infinitas. En este
mismo capitulo se encuentra la conductancia diferencial de una superred acoplada a un
superconductor y el andlisis de sistemas de Veselago con superconductores. El quinto capitulo
se ha dedicado a las bicapas de grafeno en acople Bernal con diferentes fronteras zigzag donde
encontramos la funcién de Green de un sistema infinito y semi-infinito, a partir de la cual
encontramos las probabilidades de transmision electrén-electrén y electrén-hueco en lentes de
Veselago con bicapas. Por tltimo, se presentan las conclusiones del trabajo y sus perspectivas.



Capitulo 2

Generalidades de los superconductores,
el grafeno y las bicapas de grafeno

2.1. Teorema de Bloch y aproximacién de electrones

cuasi-libres

Consideremos un sistema de electrones que se mueven en un potencial periédico con un
Hamiltoniano en segunda cuantizacion dado por

= Z / et (r) (% +U(r) - Ep) B, (r), (2-1)

con U(r) como el potencial peridédico, EFr la energia de Fermi y W, (r) el operador de campo
que destruye un electrén en la posicion r con espin o, lo que podemos escribir en términos de
funciones de Bloch como

\Ila(r) - /C\k70§0k(r)7 (2_2)
k

donde las funciones ¢y (r) corresponden a las funciones de Bloch del sistema y ¢, el operador

de Bloch que destruye un electrén en vector de onda k y espin o, con lo cual tenemos el

Hamiltoniano

2
A=Y e [[areite) (2400 - Br ) pele) = ¥ Bucl i (23

2m
kk,o’ kX o

con

2

(L +00)- Br ) oule) = Bl (24



2.1 Teorema de Bloch y aproximacion de electrones cuasi-libres 9

las soluciones de (2 — 4)) satisfacen el teorema de Bloch, que permite escribirlas como
pi(r) = e*Tg(r), (2-5)

donde ¢(r) tiene la periodicidad de la red, ¢(r + R,,). Se observa que si a ¢k (r) se le suma
un vector que coincida con la periodicidad de ¢(r), se obtiene

Y(r+Ry) = ¢ Froh(r). (2-6)

Dado que las funciones U(r) y 1 (r) son periédicas, se pueden realizar las siguientes expansiones

de Fourier

Ur) =Y U (Ky)e™nr, (2-7)
ik _

P(r) = NG A uk, €, (2-8)

donde se ha usado como factor de normalizacién el volumen del sistema V} y los coeficientes
uk,, dependen del vector de onda k. Usando el Hamiltoniano (2-4)) y las ecuaciones (2-7)) y
(2-8)), obtenemos la siguiente ecuacién para el coeficiente u(K,,)

(h—2 (k+K,)? — EF) w(Ka) + YU (K, — Kpn) u(Ko) = Bu(K,), (2-9)

2m

el sistema de ecuaciones para los coeficientes u(K,,) permite obtener el espectro de energia E.

Asumimos que el potencial de la red es de orden perturbativo respecto a la energia cinética
de los electrones para introducir la aproximacion de electrones cuasi-libres, donde a primer
orden para un valor fijo de U (K,,) obtenemos

B 2mU (K,,)
B ((k + K,)* — k2)

u(K,) = u(0), (2-10)

el cual muestra una divergencia cuando (k + K,,)* — k2 = 0, también expresada como
K, (k+K,/2)=0, (2-11)

ecuacion que corresponde a los planos de Bragg. La aproximacién de primer orden no es
suficiente alrededor de estos planos, por lo que al usar (2-9)) obtenemos las siguientes ecuaciones
para encontrar las soluciones alrededor de los planos

h2
(%k2 ~E— EF) up +V (-Kp)ukx, = 0, (2-12)

2

I
(% (k + Kp)2 —F— EF) UKP +V (Kp) Uy = 0. (2—13)
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Energia

KJ2 K. 3K /2 2K,
Vector de Onda

Figura 2-1: El espectro de energia de un metal esta dado por varias bandas, obtenidas al
considerar los distintos cruces de las parabolas de los electrones, cuya periodicidad genera
una repeticién de estas. En la figura se observan dos bandas y el valor de la brecha de energia.
Imagen tomada de [14].

Para tener soluciones distintas de cero necesitamos que el determinante de la matriz del
sistema de ecuaciones sea cero, por lo que al utilizar las definiciones dadas por

h2

flr, = o (K K,)" - Er, (2-14)
€ +e

ex (k) = S (2-15)

obtenemos el espectro de energia
1/2
B(k) ==, (k)% (V, +2 (k) . (2-16)

Asi, la brecha de energia en un plano de Bragg esta dada por

AE(K,) =2|V,]|- (2-17)

El espectro de energia se obtiene a partir de la periodicidad y de la aproximacién de electrones
cuasi-libres en las cercanias de los planos de Bragg. En este espectro (fig. [2-1]) observamos
una brecha de energia cuando el vector de onda pertenece a un plano de Bragg.

Para obtener la superficie de Fermi se resuelve la siguiente ecuacién
E,.(k) — Er =0, (2-18)

siendo E, (k) la energia de la n-ésima banda. La descripcién de esta superficie de Fermi dard
informacion de las propiedades de los materiales. De esta manera diversos materiales tendran
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distintas superficies de Fermi, las cuales se pueden observar con experimentos de ARPES [59],
donde se puede determinar la forma de su superficie en el espacio reciproco para diversos
materiales, por ejemplo, para superconductores (fig. [2.1]).

Figura 2-2: Superficie de Fermi del material superconductor Bi(Pb)-2212. Tomada con Arpes [60].

2.2. Superconductores

Los materiales superconductores presentan un cambio de fase del estado normal a uno donde
los electrones se comportan de manera coherente y la resistividad se hace cero, este cambio
de fase esta caracterizado por un parametro de orden complejo el cual es cero en la fase
normal y méaximo en la fase superconductora a temperatura cero. El modelo BCS explica
el comportamiento de los electrones en la fase superconductora e introduce un potencial de
pares A [1] proporcional al pardmetro de orden [61], donde la magnitud del potencial de
pares esta relacionada con el nimero promedio de pares de Cooper y cuya fase expresa la
correlacién de largo alcance del sistema [2]. El Hamiltoniano del modelo BCS en segunda
cuantizacion, usando la aproximacién de campo medio, estd dado por

o~ ; / dr 0 (r) (% +U(r) — EF> B (r)

43, [ drdr {AG D) TLE) P () + A 0T () Tar) | (2-19)
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donde los operadores de campo \T/a(r) y {I\IL(r) destruyen o crean un electrén en la posicién r
con espin «a. Por su parte, el potencial de pares A cumple la relacién

AW, x) = =BV (1) (T 5(0)T5(x") ) (2-20)

con V(r',r) el potencial neto de interaccion entre los electrones, y <\Tl_5(r)\/1}5(r’ )> el valor
esperado de destruir dos particulas con espin opuesto. El valor esperado es cero cuando el
material se encuentra en el estado normal, pero en el estado superconductor es proporcional
al numero de electrones apareados.

Para diagonalizar el Hamiltoniano (2-19) realizamos la siguiente transformacién candnica de
Bogoliubov-Valantin

Tpe,t) = 3 [unlr, s+ Bus (0, 03] s (2-21)
G t) = D un(r 5] s = Bua(r, s | (2-22)

n

con lo cual se puede obtener el siguiente Hamiltoniano

H=Ey+> EA! Ana: (2-23)

donde Fj es la energia del estado base y F,, es la energia de excitacion del estado n. Para
que la transformacion (2-21)) y (2-22)) diagonalice el Hamiltoniano, las funciones u,(r) y v,(r)
satisfacen

2m

EWM::<£+U®—&OW®+/MAmﬂ%W% (2-24)

E%®::—(&+U®—&O%®+/mumm%wy (2-25)

2m

Observamos en las anteriores ecuaciones que cuando A(r, r’) = 0 el sistema queda desacoplado
y se obtiene que la ecuacién describe a un electrén con funcién de onda u,(r) por
encima de la energia de Fermi, mientras la ecuacién describe la funciéon de onda
v, (r) de un hueco por debajo de la energia de Fermi. Las ecuaciones y son las
ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes que describen los estados excitados descritos por un
espinor electrén-hueco formado por u,(r) y v,(r).

El potencial de pares genera una brecha de energia del mismo valor cerca de la superficie
de Fermi, la cual puede tener diferentes tipos de simetrfas (fig. [2-3]) [62H64]. Para los
superconductores convencionales, la brecha de energia es independiente de k, conocida como
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simetria s. En contraste, para los superconductores no convencionales podemos tener simetrias
tipo d o tipo p [64}65].
Cuando el potencial de pares es inhomogéneo, por ejemplo, en una juntura entre un material

2) A Ky b) A Ey
\ - P 2 N
c) A Ey d) A Ey

Figura 2-3: Simetrias del potencial de pares en el espacio reciproco: a) simetria s, b) simetria p,,

c) simetria dg,, y d) simetria d,2_,».

normal y un superconductor, tenemos nuevos procesos de dispersion conocidos como reflexiones
de Andreev, donde un electréon que no tiene energia suficiente para transmitirse como una
cuasi-particula puede formar un par de Cooper. Debido a la conservacion de carga, en este
proceso se crea un hueco dentro del material normal cuando este cede un electrén para formar
el par, como se muestra esqueméaticamente en la fig. 2-4] Las reflexiones de Andreev son
fundamentales para las propiedades de transporte para superconductores convencionales y no
convencionales.

2.3. Grafeno

Como se mencioné anteriormente, el grafeno fue estudiado desde 1947 por Wallace [30]
y sintetizado en el 2004 por Andre Geim y Konstantin Novoselov [31]. El grafeno es un
material bidimensional formado por atomos de carbono en dos redes triangulares entrelazadas
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electron —
. par de Cooper

hueco

[
L

Figura 2-4: Descripcién de una reflexién de Andreev, donde el potencial de pares varia en funcién

de x siendo 0 en el metal normal y maximo en el superconductor.

denominadas A y B (fig. [2-5|), donde los vectores de la celda primitiva estan dados por

a, = %(1\@) o, (2-26)

a, = 5(1,—@) ao, (2-27)

—_

donde ag = V3a es la distancia entre dtomos de carbono A — A, con a = 1.41A. Para el

Figura 2-5: Red de grafeno, los dtomos A y B son de carbono. El rombo del centro de la figura es
la celda primitiva con vectores a; y as. Los primeros vecinos de un atomo A son los del dtomo By

viceversa.

grafeno en el modelo “tight binding” se tiene el siguiente Hamiltoniano

H o= 3 talbis, + by, 00 (2:28)

1,0m
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donde, realizando la transformacion

1 -

a; = —— » ey, 2-29
VN Ek: - (2-:29)
1 .

by = — ) eFfip (2-30)
S

y sumando sobre los vectores a los primeros vecinos de un atomo A que son

5 = 0, (2-31)
5 = —% (1,—\/§> a, (2-32)
5, — %(1@) a, (2-33)

obtenemos que el espectro de energia esta dado por

E (k) = £ |t \/1 + 4 cos (kx\/§a0/2> (cos (kw\/gao/2> + cos (Sk:yao/Q)), (2-34)

como se observa en la fig. [2-6h. En este espectro se aprecia que las bandas de valencia y de
conduccién se tocan en los vértices del hexdgono correspondientes a los limites de la primera
zona de Brillouin, convirtiendo al grafeno en un semiconductor de brecha de energia cero. De
los seis puntos de Dirac sobre la red hexagonal solo dos son no equivalentes, dados por

4
K = 3v3a0 (1,0), (2-35)

K - 3\2};% (1\/§> (2-36)

Alrededor de estos puntos el espectro de energia se puede aproximar como
E (k) = & |y|/0k2 + 0k2, (2-37)

con y = t?%, siendo 0k, y 0k, las variaciones del vector de onda alrededor del punto K o K'.
Aplicando la aproximacion k - p obtenemos que el Hamiltoniano se puede escribir alrededor
del punto K o K’ como

S K —-F hvp (—i0, £ iq)
HX/X — d F 2-
7 ( hvp (=10, F iq) —EF ’ (2-38)

donde vg = v/h es la velocidad de Fermi y ¢ es idéntico a dk,. La dindmica de los electrones
es gobernada por la ecuacién de Dirac para fermiones con masa en reposo cero. Asi, es posible
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a)

Transmission
o
(@]

0.5

: 1.0
ky/Kp -90°

Figura 2-6: a) Espectro de energfa del grafeno donde Kp = 2m/ (v/3ag). b) Probabilidad de
transmisiéon de un electrén que incide en una juntura pn de grafeno en funciéon del angulo de

incidencia. Tomado de .

hacer un paralelo entre resultados relativistas y el comportamiento de los electrones del
grafeno, aunque la velocidad de estos sea de 1/300 veces la velocidad de la luz, lo que permite
observar la paradoja de Klein en el grafeno, la cual es la prediccién de que un electréon que
incida sobre una barrera de potencial puede atravesarla con probabilidad uno , indepen-
diente del valor de la altura de la barrera. Este efecto se ha observado experimentalmente en
junturas pnp y es dependiente del angulo de incidencia, siendo uno a incidencia normal y
variando con el 4ngulo, como se ilustra en la fig. [67].

Experimentalmente se construyen nanocintas de grafeno caracterizadas por bordes “armchair”
y zigzag (fig. ,. En el caso de nanocintas con borde zigzag, el material es metalico
y presenta estados de borde, mientras en el caso de nanocintas con borde “armchair” no se
presenta este estado y pasa de ser semiconductor a metalico, dependiendo de su ancho .

Los sistemas de grafeno también se han estudiado en contacto con materiales superconductores
donde se induce superconductividad en el grafeno usando el efecto de proximidad ,
como se aprecia en la fig. [2-8] Los electrones con superconductividad inducida son descritos
por las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes Dirac (BdG-D). Su construccién parte de agregar
un acople de electrones y huecos al Hamiltoniano del grafeno alrededor de los puntos de
Dirac, con lo cual se obtiene el siguiente Hamiltoniano

. H, A
HBGD = < Ai _Ijl ) s (2‘39)
g
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a) borde zigzag b) borde “armchair”
A
A B
4 A
A B
A A
B
A
A A
B
A

Figura 2-7: Bordes posibles de una nanocinta de grafeno donde se agregan el tipo de dtomo en el
borde. a) Borde zigzag donde solo se tiene un tipo de dtomo que sera tipo A para el resto del texto.
b) Borde «armchair» donde la frontera presenta ambos tipos de dtomos A y B.

donde H, s s el Hamiltoniano |) v A es el potencial de pares en la base de pseudo-spin,

grafeno normal grafeno superconductor

superconductor

Figura 2-8: Diagrama de una juntura grafeno-superconductor, donde la superconductividad se
obtiene por efecto de proximidad al estar la lamina de grafeno en contacto con un superconductor.

en la base de atomos A y B.

Las reflexiones de Andreev pueden ser retro-reflexiones o especulares cuando consideramos
una juntura grafeno-superconductor. El vector de onda del hueco esta relacionado con el
vector de onda del electron usado para formar el par de Cooper, este electrén puede ser
tomado de la banda de valencia o conducciéon |2§]. Debido a la cercania de las dos bandas,
cuando es tomado de la otra banda de la que incidi6 el electrén tenemos una reflexion de
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Andreev especular fig. donde se aprecia que solo la componente k, del vector de onda
del hueco cambia de signo. Cuando el hueco es generado en la misma banda, se tiene que el
vector de onda del hueco es opuesto al del electrén incidente, con lo cual hablamos de una

retro-reflexion (fig. [2-9pb).

a) b)
grafeno  superconductor grafeno superconductor

O

electréon

hueco

Figura 2-9: Diferentes formas de reflexiones de Andreev en grafeno. a) Reflexién especular cuando
el hueco se crea en la otra banda del electrén incidente y b) retro-reflexién donde el hueco se crea
en la misma banda del electrén incidente.

2.4. Bicapas de grafeno

Las bicapas de grafeno (BG) estéan formadas por el apilamiento de dos mono-capas de grafeno,
que puede ser Bernal o apilamiento AA, donde el Bernal es mds usado experimentalmente .
Ambos apilamientos se ven con vista lateral en la fig. , mientras que el apilamiento
Bernal se representa desde una vista superior en la fig. [2-10p. A diferencia de la monocapa
de grafeno, la bicapa presenta un espectro parabdlico a baja energia, lo que implica que la
dindmica sea modelada por portadores de Dirac masivos. En las bicapas también tenemos
bandas que se tocan en los puntos de Dirac, en los que se puede presentar una brecha de
energia controlable usando campos externos ; adicionalmente tenemos dos bandas de
energia separadas que dependen del acople entre las monocapas de grafeno.

Para modelar las bicapas usaremos la aproximacion k - p alrededor de los puntos de Dirac,
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a) apilamiento A — A b)
B A’ B A’ B’
oo oo —
-0—©@ *——0—

B A B A B

apilamiento A — B

B A B A B’
o—0 o—o— o

*——0—@

B A B A

Figura 2-10: a) Vista lateral de la bicapa de grafeno en ambas configuraciones. b) Vista superior
de la bicapa de grafeno en configuracion Bernal.

para lo cual usamos el siguiente Hamiltoniano

0 7 0 0
7zt 0 t; 0

H = 2-40
0 ¢t 0 = |’ (2-40)
0 0 7 0

con t1, como parametro que acopla el atomo A de la monocapa superior con el atomo B de
la monocapa inferior, donde 7 y 7 se obtienen de la misma manera que en la monocapa de
grafeno y estan dados por

T = v (pw + ipy) 7%T = Vf (p:c - 'L.py) . (2'41)

Cuando tenemos que t; = 0 en , el sistema queda descrito como dos redes de grafeno
desacopladas. En las bicapas de grafeno se encuentra que el valor obtenido de t; es de aproxi-
madamente 1/10 del valor de t. El espectro de energia para la bicapa en esta aproximacion
se observa en la fig. 2-11], donde, si bien el espectro es parabdlico, las dos bandas se siguen
tocando en un punto. Como en el grafeno, tenemos una brecha de energia cero entre las
bandas de valencia y conduccién, obteniendo resultados similares al grafeno. En este tipo de
sistemas también se presenta la paradoja de Klein, donde la transmisién es uno cuando el
electrén incide con un dngulo de m/4 [66], como se muestra en la fig. [2-11p.

2.5. Funciones de Green

En este trabajo usamos el formalismo de las funciones de Green para estudiar el espectro de
energia y las propiedades de transporte. Las funciones de Green se pueden definir usando los
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n=2

90°

0.2 0.2 ky/ (hvy)

Transmission

Figura 2-11: a) Espectro de energia de la bicapa de grafeno cerca de los puntos de Dirac, donde
se aprecia una forma parabdlica a bajas energias y presenta una segunda banda. b) Probabilidad
de tunelamiento de un electrén en una juntura pn de bicapa de grafeno en funcién del angulo de
incidencia. Tomado de [66].

operadores de campo para fermiones como
gr(r, 't t) = —i0(t—t) < [\ifg(r,t), \if:r,(r’,t’)] > : (2-42)
+

Q) = i0F —1) < [@U(r, £), Ut (', t’)] +> , (2-43)

donde O( — t) es la funcién paso de Heavyside y W, (r,t) y Wl (r,t) son los operadores de
campo que destruyen o crean electrones, respectivamente en la posicion r, en el tiempo ¢, con
espin 0. En el texto se considera degeneracion en espin, por que se omitird en las expresiones, a

no ser que sea necesario incluirlo. El término [\I/c, (r,t), Wit )] se refiere a un promedio
+

estadistico en un ensamble gran candnico. El superindice de la funciéon de Green, r y a, se refie-
re a las funciones de Green retardada y avanzada respectivamente, dado que la mas usada en
el este trabajo es la retardada se eliminara el superindice r, a menos que se considere necesario.

Cuando tenemos un sistema de particulas independientes, a partir de las ecuaciones de
movimiento de los operadores de campo en la imagen de Heisenberg, podemos encontrar que
la funcién de Green cumple la siguiente ecuacién diferencial

(zh% —h (r)) g, e,y =ho(t—t)o(r—1), (2-44)
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donde A (r) es el Hamiltoniano que actiia sobre una particula. También es usual describir
la funcién de Green usando las transformadas de Fourier en energia, donde la ecuacién a
resolver es

(E ' (r)) G0 E)=5(r—1), (2-45)

adicionalmente, cuando el sistema es homogéneo en el espacio, se puede hacer una transformada
de Fourier al espacio vectores de onda obteniendo la siguiente ecuacién para g (k, F)

<E —h (r)) gk B) =1. (2-46)

Para el caso de un sistema de grafeno tenemos que la funcién de Green es matricial de orden
dos, y se extenderd a orden cuatro cuando se considere un grafeno con superconductividad
inducida, trabajado en el espacio de Nambu. Adicionalmente, como estamos interesados en
sistemas que varian a lo largo del eje z, la funcién de Green que vamos a utilizar es de la
forma §(z,2’,q, E) donde se ha realizado una transformada de Fourier mixta en tiempo y
vector de onda en k, que llamaremos ¢, dada por

g(z,2',q, E) = / §(z,y, @'y 1) e VIREEhG(y — o )d(t — ) (2-47)

También introducimos los simbolos > y < E], para tener en cuenta cual es mayor o menor
entre x y 2/, de tal manera que

G (z,2',q,F) six>2a, (2-48)
G (x,2',q,F) six <z (2-49)

Usaremos la anterior notacién para los calculos que se realicen con las funciones de Green,
considerando que en general §~ (z,z,q, E) # < (z,x,q, F).

2.5.1. Meétodo de soluciones asintéticas para encontrar la funcion
de Green

Encontrar las funciones de Green asociadas a un Hamiltoniano inhomogéneo o matricial por
medio de la ecuacion diferencial puede ser tedioso para un grafeno finito para lo cual
se pueden usar otros métodos, por ejemplo, el método de las soluciones asintéticas utiliza
funciones de onda que solucionan el Hamiltoniano con condiciones de frontera especificas [73].

1Las funciones de Green con los simbolos > y < suelen usarse para las definiciones de las funciones de
Green «mayor» y «menor», las cuales son empleadas en el formalismo de Keldysh. En esta investigaciéon el
presente texto estos simbolos solo se usan para indicar cudndo x es mayor o menor que z’,
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Para construir la funcién de Green del grafeno usando el Hamiltoniano en un solo valle, como
se realiza en [73], debemos tener en cuenta las condiciones de frontera, las cuales dependeran
de si el sistema es infinito, semi-infinito o finito. Para el grafeno partimos de solucionar la
siguiente ecuacion

( —Er hwp (—i0, + iq) ) ( U () ) _ E( U ()

hop (—id, — iq) _Ep Uy(2) ) : (2-50)

Supondremos que las soluciones son de la forma

s = (gi0 ) = e, (251)

con ¢ un espinor que se obtiene a partir de una ecuacién de valores y vectores propios.
Reemplazando esta solucién en [2-50| se obtiene que k es dado por

o e

cuyos vectores propios estan dados por
¢ _ e—ia/Q (2 53)
T = pia/2 ’

_eia/Q
¢2 - ( efia/Z )7 (2‘54)

con
, k +1iq
+ia
=== 2-55
E+ Ep ( )
Con esto, las soluciones del Hamiltoniano ([2-50]) son
V(@) = e, (2-56)

de ellas construimos las soluciones asintéticas de acuerdo a las fronteras. Consideramos
dos posibilidades, dependiendo si el grafeno es finito o infinito. Para un grafeno infinito
(fig. [2-12h), solo tenemos que considerar cudles soluciones van hacia la derecha o hacia la
izquierda, ya que no hay procesos de dispersién. Para grafenos finitos, se encuentra que los
electrones se reflejan en la frontera con un coeficiente r; (fig. [2-12p). Con esto obtenemos
que las soluciones asintéticas son de la forma

p7/<(z) = e by g+ 1eT oy (2-57)
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Para un grafeno infinito tenemos r; = 0, al no tener procesos de reflexion; para grafenos con
frontera zigzag, consideremos que en el borde hay un atomo con lo cual una componente
de la funcién de onda toma el valor de cero. Si construimos la frontera con un atomo tipo
A, en la la frontera la componente de la funcién de onda 1>/<(x) debe anularse, es decir
Y5 (zr) = 0. Por otra parte, el atomo tipo B debe anularse para realizar los acoples en la
frontera izquierda, con lo cual tenemos ¥5(xzg) = 0. Al aplicar la ecuacién podemos
obtener que los coeficientes de reflexién ry y rg, son

rp = —e iaglkar (2-58)

)

rL = e ek (2-59)

Finalmente, para obtener la funciéon de Green con estas dos soluciones asintéticas se encuentra

Vv, .
K V@) o V()
Ty, TR X

Figura 2-12: Soluciones asint6ticas para las condiciones de frontera para a) grafeno infinito y b)
grafeno finito.

la combinacion lineal de las soluciones para satisfacer las condiciones de Frontera, con la
siguiente construcciéon de la funciéon de Green

9~(2,2,q, B) = Ap=(2)p™" (2)5, (2-60)
g (z,2,q, E) = A'p” (2)p~" ()6, (2-61)
donde ¢~ T (2’) es la transpuesta de la solucién y &, es la matriz de Pauli [73].

Para determinar el valor de A y A’ se utiliza la relacién entre ¢<(z,2',q, E) y ¢~ (x,2’,q, E)
que se encuentra a partir de la ecuacion ([2-44)) integrada en x, obteniendo

9> (2,2) — §%(x, ) = % ( " (1) ) | (2-62)

Al reemplazar (2-57) en (2-60) y (2-61)) y solucionar (2-62)), obtenemos la funcién de Green
de un grafeno infinito (r;, = 0)

. . , 1 _ i
g~(x,2', ¢, E) = —Ze_m(x_“( e ) (2-63)

hvp cos o —e 1

—1 : / 1 e @
> / E - ik(z—12') ‘ ) 2-64
g (‘/L‘?x 7q7 ) h/UF COSOée 67,0[ 1 ( )
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Al usar las condiciones de frontera (2-58|) y (2-59)), obtenemos la funcién de Green de la
nanocinta de grafeno con bordes zigzag, comprendida entre xy y x1, como

A ([ e 1 —el@ ; / o e —1
~< n_ % ik(z'—x) . tk(z+a’—2x0) ,—icv .
g = (e (T ) e (0 2)

) . _ (2-65)
—ik(x+x'+221)  —ic e i2kW _—ia ik(z—2' e’ e
A : ’ 1 —ia . , ) —i —1
g>(x.x/) _ 5 (ezk(wm) ( i € . ) + ezk(ach:Jc 72:100)67104 ( € ' i ))
A io 1 —ia 1 (2_66)
4 —ik(z+x'+221) —ix e A ik(z' —x) 2tkW —ic e ‘ o
D (e e ( EEp— ) +e e e < _p-2ia g-ia )) ,
con
W = x —x (2-67)
—1
A = o 2-68
2hvp cosa’ ( )
= (e TN L) | (2:69)

Las funciones de Green obtenidas son la base para encontrar la funcién de la superred de
grafeno en la seccién En la seccién [4.1] se mostrard otro método que implementamos en
este trabajo para encontrar la funcién de Green finita, usando la de un grafeno infinito.

2.5.2. Funcién de Green para la lamina de grafeno con supercon-
ductividad inducida

Para encontrar la funcion de Green de un grafeno con superconductividad inducida, que esta
descrito por el Hamiltoniano (2-39)), se debe solucionar la siguiente ecuacién

(E - ﬁBGD)gs(w7 1,17 q, E) = 5(1‘ - J’J)' (2_70)

Como mencionamos anteriormente, este proceso es tedioso, por lo que usaremos el método
de soluciones asintéticas, para lo cual vamos a obtener los valores y vectores propios del
Hamiltoniano Hpgp dado por | , donde se realiza el mismo proceso anterior

on(r) = eﬂkz/hzd)k/zh ® ( to/to ) ; (2-71)

Uo/UO

Uo/UO

ik?, x Ug/V
onl@) = e egn Goe/1n @ ( o/ ) ; (2-72)
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obteniendo el producto tensorial de la base espinorial del grafeno con la base de electrones y
huecos de superconductividad, y cuyos valores propios estan dados por

) (Ep £+ Q)

e/h = \/W - q2, (2—73>
con Q = \/E2—|A]* y ¢1/5 los descritos con las ecuaciones (2-53) y (2-54)), con eie/n =
ks £
=L hEFq. Los valores de ug y v son

u=1/3 (1 + E) (2-74)

v = % (1 _ %) (2-75)

Para las condiciones de frontera se tienen nuevos procesos de dispersion por las reflexiones
de Andreev, con lo cual ademés de las vistas en la fig. tenemos las mostradas en la
fig. [2-13] donde un electrén puede ser reflejado como hueco. En este caso, las soluciones
asintoticas estan dadas por

o (x) = g (x) + i () + iy (@), (2-76)
¢ (v) Yo (@) + 157 (2) + rpapy (o), (2-77)
¢ (v) Pis () + iy (x) + il (2), (2-78)
i (x) = Yy (z) +1% h(x)+T;L}7:R S(x). (2-79)

Por ejemplo, en la ecuacién tenemos un electrén que viaja a la derecha ( ¥:(z)) y
que puede reflejar un electrén que se desplaza a la izquierda (1. (x)) con una amplitud de
reflexién 7¢, o como un hueco que se desplaza a la izquierda (15 (z)) con una amplitud de
reflexién 7%. El coeficiente de reflexién r¢ corresponde a procesos de dispersiones de electrones
en electrones; mientras el coeficiente de reflexién r corresponde a dispersiones de electrones
en huecos, es decir, reflexiones de Andreev. Cada una de estas soluciones tiene en cuenta
estos procesos para cada frontera y tipo de cuasi-particula.

Como se hizo en el grafeno, tendremos un atomo tipo A a la derecha y B a la izquierda. Para
las fronteras finitas debemos aplicar las condiciones de frontera tanto para la componente

tipo electrén como tipo hueco, con lo cual obtenemos las siguientes ecuaciones:

calzr) = @palzr) = 0, (2-80)
e>,a(xR>:¢f>L,a(xR) - 07 (2—81)

donde xr y xr, son los puntos donde se encuentran las fronteras del superconductor a derecha
e izquierda, respectivamente. Al solucionar (2-80)) y (2-81)) obtenemos que los coeficientes de
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Figura 2-13: Diagrama de reflexiones de Andreev electrén-hueco en las fronteras de un grafeno
superconductor.

reflexion estan dados por

re/h h ; 2ik?

,r.];/ = ’)"}3%/ = eilae/heq: i e/th7 2—82)
re/h _ e/h +iay ), F2k5 L

=t = e /e el (2-83)

Finalmente, aplicando la construccién (2-60)) y (2-61)) tal como se hizo para la ldmina de
grafeno, de donde es posible obtener la funcién de Green con superconductividad inducida
como

1
Q;K(az, 7') = <ge>/<($, )+ g;/<(:c, x'))@— (E6o + A&x)+(ge>/<(x, z') — g;/<(:)§, x’)) R0,

Q
(2-84)

con
g(>e/h) (33" gj/) — Ae/h (eiikg/h(frfm’) + TL’e/heiik:/h(erxl))

FAesn (Preme ™) oy g e ) (2-85)
g(<e/h) (x’ CU/) — Ae/h (e¥ik2/h(17m’) + TL’e/heiikz/h(erxl))

e (TR’e/heﬂki/h(Hm/) + TL,e/hTR,e/he:Fik:/h(m/_m)) ) (2-86)
y

—1

o (2-87)

4hvr cos (oze/h) (1 — TL,e/hTR,e/h) ’

siendo xg y 1, la posiciéon de los bordes del grafeno superconductor y ¢, la matriz de Pauli.
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2.5.3. Ecuacién de Dyson

Consideremos un sistema descrito por un Hamiltoniano dado por
H=Hy+V(r) (2-88)

donde la funcién de Green asociada al Hamiltoniano H es conocida, entonces encontraremos la
funcién de Green del sistema descrito por H en donde estd presente un potencial inhomogéneo
V(r) Ahora, para encontrar la funcién de Green asociada al Hamiltoniano H, G (r,r', E),
resolvemos la ecuacion diferencial

<E .y <r)) G, E)=58(r—1). (2-89)
De igual manera, podemos obtener la funciéon de Green del sistema conocido (g (r,r’, E))
como

<E ~H(r)+ V(r)> Gt E)=6(r—1). (2-90)

Usando las ecuaciones (2-89)) y (2-90)), podemos obtener una relacién entre la funcién de
Green del sistema H, en términos de la funciéon de Green del sistema Hy como

. . -1
G(r,v',F) = (1 + (E —H (r)) V(r)) g(r,r', F) (2-91)
Finalmente, usando

N -1 A
<E— H@)) = /G(r,rl,E) dry (2-92)
obtenemos
G(r,r,E)=yg(r,v',E)+ /drlg (r,r1, E) V(r1)G (rq,v, E) . (2-93)

Esto es util para conocer la forma en que un potencial externo afecta la propagacién de una
particula a partir del sistema sin perturbar, al tiempo que puede modelar impurezas, junturas
etc. Para este trabajo se usard un potencial tipo delta de Dirac para realizar cortes y obtener
las funciones de Green de sistemas finitos y semi-infinitos.

La ecuacion de Dyson se puede utilizar para encontrar la funcién de Green de una juntura
que se forma a partir de dos sistemas que se acoplan, para los cuales tenemos las funciones
de Green gr1, V 9rr , y una auto-energia que los acopla ¥ g. La funcion de Green del
sistema acoplado se indicara con G.

La inclusion de los indices establece en el sistema perturbado los puntos iniciales y finales de la
propagacién, por ejemplo, la funcion de Green G, es la funcién perturbada que propaga del
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Figura 2-14: Diagrama metodoldgico de la obtencién de la funcién de Green de una juntura, un
sistema izquierda con funcién de Green gy, y un sistema a la derecha con funcién de Green ggrp
desacoplado. Se juntan para encontrar la funciéon de Green de todo el sistema G usando la ecuacién
de Dyson con un parametro de acople by LR/RL-

material izquierdo al mismo material izquierdo, mientras que G i propaga desde el material
izquierdo al derecho.

Para obtener la funciéon de Green de la juntura se establece la ecuacion de Dyson para
distintos sitios de propagacion, obteniendo un sistema de ecuaciones. Por ejemplo, para
obtener la funcién de Green Gy, (x,2',q, F) de dos sistemas semi-finitos que se acoplan en 0
es necesario solucionar las siguientes tres ecuaciones

GLL ($a$/7q7 E) = JLL (x7$/’Q7E) +gLL (x707q’ E) ZA:LRGRL (O7x/7Q7E) ) (2_94)
GRL (07 .Z’/, q, E) = JRR (07 07 q, E) ERLC';LL (07 xla q, E) ’ (2_95)
GLL (Oax/7Q> E) = 4gLL (073:,7an) +9LL (0>07Q7E> ELRC:RL (07$/7Q7 E) . (2_96>

Usando el sistema de ecuaciones (2-94), (2-95) y (2-96|) se obtiene la funcién de Green

perturbada del sistema al lado izquierdo como

GLL (3:7 iIZ'/, q, E) =4dLL (l’, xla q, E) + grLL (iL‘, 07 q, E)
1

YL (1 — 91 (0,0,q,F) S LRRR (0,0,q,F) XA]RL) gr (0,2',¢,E) .

(2-97)
Esta funcién de Green corresponderia en nuestro caso a un Hamiltoniano dado por
H:HL+ﬁR+ﬁLR_ﬂLNL_MRNR7 (2—98)

donde H; /r es el Hamiltoniano del sistema izquierdo y derecho, respectivamente, pr/rN7/r
es el potencial quimico multiplicado por el operador nimero y Hyr es el Hamiltoniano que
acopla los sistemas. En general conocemos la funcién de Green de los sistemas desacoplados,
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es decir, conocemos las funciones de Green asociadas a los Hamiltonianos H /R — ML/RNL/R
las cuales estamos denotando como grz/rr (7, 2', ¢, E). De esta manera, el papel del potencial
inhomogéneo que acopla los dos sistemas estd dado por H LR, que en la aproximacion
Hamiltoniana para dos sistemas de grafeno con un borde zigzag con un borde A de la
izquierda (ver la seccién y un borde B de la derecha, es

Hpp = Z ELR@LAUéR,Ba + ERL&E7B7JEL7AJ, (2-99)

g

Yrr como parametro de acople entre las interfaces y ¢ un operador que crea un electrén

i,n,0

en el lado 7 en el atomo n.

2.5.4. Calculo de la corriente eléctrica

En esta seccion se encuentra la ecuacion para encontrar la corriente eléctrica y la conductancia
diferencial cuando se aplica una diferencia de potencial entre dos sistemas (L y R) que
conforman una juntura, cuando consideramos que los electrones inciden desde el sistema de
la derecha. Para ello, calculamos la derivada respecto al tiempo del operador —eNy, en la
imagen de Heisenberg. Para el sistema se considera la aproximaciéon Hamiltoniana ,
donde la corriente esta dada por

1e

I = % <2LR <62,A,U(Q7 t)éR,Bo(% t>> + ERL <é}%,BU(Q7 t)éL,Aa(q, t)>> , (2_100)

donde los estados dependen del tiempo al ser este un sistema en no equilibrio. Para este
sistema podemos realizar una transformacién de calibracién, ¢, — e =%t/ (Qh)é;, para que
la dependencia temporal no esté en los operadores de campo. La diferencia de voltaje genera
un ajuste de los potenciales quimicos, donde el lado izquierdo estd a tierra y el lado derecho
tiene un voltaje (V'), obteniendo ug — pgr + V. En la corriente se aprecia una forma
similar a como se definen las funciones de Green en (2-42)) sin los conmutadores, con lo
cual, para estudiar estos sistemas usamos las funciones de Green de Keldysh [74-76]. Los
trabajos anteriores han mostrado que al estar estos procesos fuera del equilibrio en donde las
interacciones pueden depender explicitamente del tiempo, el estado inicial no perturbado en
—oo difiere esencialmente del estado final perturbado en oo [74,75]. Luego, para hacer uso de
la estructura formal de la teoria de perturbaciones en el equilibrio, en donde la interaccién
de acople es atenuada adiabdticamente a cero en los extremos ¢t = 400, es necesario que los
estados inicial y final difieran en un factor de fase constante. Esto se puede conseguir, en el
caso de no equilibrio, al comparar el estado inicial en —oo en la rama superior, con el estado

en —oo en la rama inferior luego de recorrer el contorno mostrado en la[2-15|

Estas ramas se conectan en 400 y definen la rama positiva y negativa, en este contorno
se definen diversas funciones de Green: G es la funcién temporal, G~ es la funcién
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A ¢t
Tz e LY X S \
_i‘__ < A \: \. LL]C__//
G++ G- 4=

Figura 2-15: Esquema del contorno temporal de Keldysh. Se distinguen las dos ramas del contorno
en el eje temporal t;, una por encima para la rama negativa y por debajo para la rama positiva.
Las flechas azules se meustra la direccién de propagacion entre estas ramas. Tomada de [76]

anti-temporal, G~ la funcién menor y G*~ la funcién mayor. Esta tiltima es necesaria para
calcular la corriente, definida como

~

G5 (. te ty) = =i (TU(Cilg, 1), Cl(a, 1)) (2-101)

donde para el grafeno es

. T
CZ(Q? tc) - (éi,A T (Q7 tC)J é7J,B T <QJ tc); C;‘F,A T <Q7 tc)7 C;‘r’B T (Q7 tc)) ; (2_102>
y T; es el operador de ordenamiento temporal de Keldysh para fermiones, dado por

ﬁ(éi(Q7tl)7 C’Z(qa tQ)OZ(q7tn)) = CA’ (q> C1)é <Q7 02) é (Q7 Cn) (2_103)

donde ¢; < ¢y < ... < ¢y, con lo cual podemos encontrar la corriente usando las funciones de
Keldysh definidas anteriormente [74-76]

2e N & At—
=2 dthTr[ (ZRLGRL(q,t)—ELRGLR(q,t)ﬂ, (2-104)

donde G;; y @;; son las funciones de Green sobre el contorno de Keldysh, definidas por

<é;r7A(t,)él,A7 (t>> ¢ ,A(t/)éz’,B(t) <éj7A(t/)éz,A(t)> <éj,A<t/)éz,B(t)>
G+ (1) = é;[,B(t’)ALA(t) A p)Est))  (Ept)eat))  (Ept)es()
Al at)) (Gatel (1)) (Galt)e4() (&Gal)e )
A a)ia0) (Ep®)els®) (Bs)dam) (Gs)d0
(2-105)
donde i, j se refiere a L y R, respectivamente con
01 0 O
Y=t [ 00 0 0], (2-106)
00 —10
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con t, un parametro de acople en las interfaces, que no debe confundirse con el tiempo. Para
el calculo de la corriente se realiza la transformada de Fourier de tiempo a energia y se
obtienen las funciones de Green de Keldysh en términos de funciones de Green sin perturbar
y las funciones de Green avanzadas y retardadas, usando las siguientes ecuaciones

At N+— \a Aa AT ST oA —

Grr(@,E) = Gip(a. E)S40910(0, E) + Grrla, E)SRp011 (¢, E), (2-107)
At At— Ca A AT & AT

Gir(,E) = §i7(¢, E)X{rGrr(q, E) + §1r(E)X rGRrr(q, E), (2-108)

donde grp/r1(¢, E) ¥ Grr/rr(q; E) se refieren a funciones de Green avanzadas y retardadas,

A

respectivamente; X¢ , = X}  es el pardmetro de acople en las interfaces y g;;’(E) funciones
de Keldysh sin perturbar (sistemas desacoplados), las cuales se pueden obtener de la siguiente

relacién
fIJLFE/RR(q7 E) = 27TiﬁLL/RR(Q> E)fLL/RR(E), (2-109)
Irtrr(@ E) = —27iprr pp(a, E) (1~ fro/rr(E)) (2-110)

siendo pr 1, prr(q, F) la densidad de estados obtenida a partir de la parte imaginaria de la
funcién de Green retardada y f(FE) la distribucién de Fermi Dirac. Estas ecuaciones se pueden
reescribir con la siguiente propiedad de las funciones de Keldysh

G -G =G -G (2-111)

Por su parte, el efecto de establecer una diferencia de potencial entre el lado izquierdo y
derecho de la interfase es ajustar las funciones de distribuciéon de Fermi como

TNE) = f(E£eV), (2-112)
WR(E) = f(B), (2-113)

de igual manera como ha sido realizado en [74-76], se obtiene la corriente como

- 87?2% (L+ L+ Is+ L), (2-114)
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con

L = tQ/dEqur [iZRRe <<i+té%L,ee< Q)ZLR> PrR.ce(E, Q)ELR <I+tZLRGRL ce(E, C]))

Prrec(E,q) (f(E+eV) = f(E))], (2-115)

~ ~ ~ ~ . T A ~T
Iy = —tS/dEqur [Re<<1+tELRGgL,ee(E7 Q)> ELRPLL,ee<E7q)O-{ RL,eh(qu)ELR

N S A AT
pRR,he(EaQ) + (I+tGRL,ee(E Q)01> ﬂRReh(E q)ELRGRL eh(E Q)ELRPLL ce(E, Q)E )

(f(E+eV) = F(E))], (2-116)

A AT N
Iy = t4/dEqu1" [Re( Fren (B @) SLrprrce(B, q)zLRG%L,eh(Evq)zLRpRR,hh<Ev Q)ELR>

(f(E+eV) = f(E)), (2-117)

AT, > % e ~ T A o o &
Iy = t4/dEqur [Re (Gﬁ;zeh(ﬂ q)ELRpLL,eeELR<E7Q)G];;B,eh(E7 OXLrPLLnn(E, Q)E

T, > % - ~ ~ T
GR; he(E Q)ZLRpLL nn(E, Q)ZLRGRR he(EvQ)ELRPLL,ee(EaQ)ELR> f(E+eV)| (2-118)

Esta corriente ha sido analizada en anteriores trabajos [74-76] donde cada término representa
diferentes procesos de dispersion de un electréon que incide desde la region L, a la region R
que, recordamos, es un superconductor. El término I; contiene los términos pPee 1.1, ¥ Pee,RR,
lo que indica que corresponde a dispersiones de electrones que se transmiten como cuasi-
particulas tipo electrén al superconductor. El segundo Iy corresponde a la transferencia de
electrones por el desdoblamiento de pares de Cooper pe. 11, que se visualiza en los términos
Pen.RR Y Phe,rr- Por su parte, I3 representa procesos de dispersion de electrones representados
POT pee rr, ¥ transmitidos como cuasi-particulas tipo hueco dentro del superconductor ppp g.
Todos los procesos mencionados corresponden a transferencias de electrones del grafeno como
cuasi-particulas al superconductor. El dltimo 4 E| corresponde a reflexiones de Andreev
locales, donde los electrones incidentes representados por pe. 11 son reflejados como huecos
dentro del mismo sistema L, representado por pps. 1, sin depender de la densidad de estados
a la derecha, ya que se transmiten como pares de Cooper.

Para obtener la conductancia diferencial se deriva la corriente en funciéon del voltaje, con lo
que se obtiene

2

o= 8%2% (Ce1 + Oe2 + O3 +04), (2-119)

2La funcién de Green es discontinua, por lo cual en este término se especifica que el calculo requiere la
funcién de Green notada con G~ a diferencia de las otras donde ya est4 indicado con LRy RL.
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con
T ~ T ~ T S Ak

o = 1 / dgTr [Re (141G 0o(B, 005 11) rree Bs ) (1 4+ 1500G1 o (Bo0))

Prie(E )], (2-120)

7 S Ak S ~ ~T Ar YA
Oe2 = —tg/qur [Re <([+t2LRGTRL,ee(E7Q)) ZLRpLL,ee(Evq>U?GRL,eh(E7q>ZLRpRR,he<E7q)
T A ~ ~ S Ak & ~ T
+ (I + tGEL,ee(EvQ)UlT) Pre.en(E OXLRGRLen (B, Q) SLRALL co(E, Q)ELR>] ; (2-121)

_— ~ . T Ay ~T ~

Oe3 = t4/qur [Re( EL,eh(EaQ)ZLRPLL,ee(E7Q)ELRGRL,eh(E>Q)ELRPRR,hh(EaQ)ELR>](2-122)
N . T A P AT

oA = t4/qur [Re (GEE,eh(EaQ)ELRpLL,eeZLR(E?q>GRR,eh,>(E7q>ELRIOLL,hh(E7q)ELR

A, > o ~ T Ap A ~ T
+Gé1>%,he(Ea Q)ZLRpLL,hh(Ev Q)ZLRGéE,he<E7 q)ZLRpLL,ee<E7 Q)ZLR>] ) (2-123)

conductancia, la cual se deja dependiente de la energia en cambio del voltaje y equivale
a hacer £ = eV. Estos resultados se usaran en capitulos posteriores para el estudio de
superconductores con potenciales de pares peridédicos, superredes de grafeno, bicapas de
grafeno e interfases de superredes de grafeno con superconductores.



Capitulo 3

Sistema superconductor con potencial
de pares periodico

La primera teoria microscopica de la superconductividad fue desarrollada por Bardeen, Cooper
y Schrieffer en el anio 1957 |1,12]. La teoria se basa en que los electrones pueden sentir un
potencial atractivo neto, obtenido en el modelo BCS por el intercambio virtual de fonones
entre electrones [3]. En los superconductores convencionales el estado base es formado por
parejas de electrones llamados pares de Cooper, con momento y espin opuesto [2]. Los pares
de Cooper estan caracterizados por una longitud de coherencia que relaciona la distancia
promedio entre los electrones del par. En el modelo BCS aparece un potencial de pares cuya
magnitud esta relacionada con el nimero promedio de pares de Cooper, mientras la fase
del potencial expresa la correlacién a largo alcance entre los electrones [2]. Las excitaciones
del sistema superconductor se obtienen al romper un par de Cooper y son descritas por las
ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes, las cuales provienen de una teoria de campo medio cuyo
potencial de pares se debe encontrar de forma auto-consistente. Para un superconductor en
“bulk”, las soluciones de estas ecuaciones usualmente consideran que el potencial es homogéneo
y 1o tienen en cuenta el potencial de la red de iones [77], pero debido a que las funciones de
onda de las cuasi-particulas deben satisfacer el teorema de Bloch, se encuentra que, por la
relacion de auto-consistencia, el potencial de pares debe presentar la periodicidad de la red,
lo cual ha sido estudiado en detalle para sistemas unidimensionales [13-15]. Los estudios de
superconductores con potenciales de pares periddicos se han construido de manera artificial al
usar una superred formada por dos superconductores de potencial de pares diferentes, donde
se pueden obtener cambios en la temperatura critica |78|. Sin embargo, no se han estudiado
los efectos de un potencial de pares periddico para sistemas bidimensionales debido a la red
de iones en la densidad de estados, lo que podria ser relevante en superconductores de alta
temperatura critica como los cupratos o superconductores con base en hierro.
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En los superconductores de alta temperatura critica se observa que los modelos con potenciales
de pares homogéneos no son suficientes para explicar sus propiedades [77]. Estos materiales
pueden mostrar la fase “pseudogap” cercana a la temperatura de transicion al estado
superconductor [26,79,80], donde aparece un nuevo potencial cerca de los planos de Bragg,
como se puede observar en los experimentos de ARPES, creando arcos de Fermi [21]. Tanto
en los cupratos como los superconductores con base en Hierro tenemos que los fenémenos
de superconductividad se pueden modelar en primera instancia sobre planos, por lo que
es posible usar modelos bidimensionales [1618]. Para entender la superconductividad de
alta temperatura critica algunos estudios se han centrado en la fase “pseudogap” [19,120],
por ejemplo, cambiando la forma de interaccién entre los pares de Cooper con un modelo
denominado “amperean pairing” [20]. Como en los superconductores de base de hierro tenemos
que los electrones estan medianamente localizados, podemos usar un modelo de electrones
cuasi-libres para entender algunas de sus propiedades [25,26]. Con esta idea deseamos estudiar
el efecto del potencial de la red cristalina sobre la densidad de estados, el espectro de energia
y el potencial de pares en sistemas bidimensionales y asi observar posibles relaciones con
resultados que se han encontrado para estos superconductores.

En este capitulo mostraremos que el primer término de la expansion de Fourier del potencial
de pares corresponde al que es usado en la teoria BCS para un superconductor homogéneo;
mientras el segundo término de la expansiéon, que no se considera normalmente, esta relacio-
nado con la periodicidad de la red y con las esferas de Andreev. Mostramos que el segundo
término es relevante cuando nos acercamos a la temperatura critica y por lo tanto podria ser
usado para entender la fase “pseudogap” en los superconductores [80]. En particular se puede
observar como este nuevo potencial presenta un comportamiento similar al responsable de la
aparicion de los arcos de Fermi en la fase “pseudogap” [21], cerca de los planos de Bragg.

3.1. Ecuaciones Bogoliubov-de Gennes para potenciales
de pares periddicos

Al incluir el potencial de la red, las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes (BdG) [13,/14]
pueden ser descritas como

2

Buy(r) = (p— +U(r) - u) w(r) + / dr' A(r, ¥ )u(r), (3-1)

2m

2m

Eu(r) = — (ﬁ +U(r) — u) u(r) + / dr' A(r, ') (r), (3-2)

donde [ denota un conjunto completo de niimeros cudnticos, U(r) es un potencial escalar que
describe la interaccion de los electrones con la red de iones y podria incluir el potencial de la
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aproximacién de Hartree-Fock, y u es el potencial quimico.

Cuando A(r,r') =0y U(r) = 0, tenemos que las soluciones de las ecuaciones y
corresponden a las de particula libre, cuyo espectro de energia es parabdlico en el espacio de
vectores de onda, como puede verse en fig. El espectro de energia para los electrones se
representa por parabolas con concavidad hacia arriba (linea negra punteada), mientras para
los huecos las pardbolas presentan concavidad hacia abajo (linea azul punteada). La energia
de Fermi desplaza la parabola de electrones hacia abajo y la de huecos hacia arriba, de tal
manera que estas se cruzan cuando el vector k esté sobre la superficie de Fermi. Cuando
A(r,r’) # 0 en un superconductor homogéneo A(r,r’) = A(r —r’), se abre una brecha de
energia en el punto de cruce de las dos pardbolas, como muestra la linea roja de la fig. [3-1]

. E / AO .

k:v/kF

Figura 3-1: El espectro de energia correspondiente a los electrones se representa por una

pardbola con concavidad negativa (linea punteada negra), mientras que el espectro de energia
del hueco corresponde a una pardbola con concavidad positiva (linea punteada azul). La linea
continua roja es la soluciéon con potencial de pares homogéneo.

Cuando el potencial de pares es homogéneo obtenemos que las soluciones de 3-1] y [3-2] son de

la forma
kUK + A(k)vk = Euk, (3—3)
—exvk + A (Ku, = Fo, (3-4)

con g, = h?k?/2m — p como la energfa cinética. El superconductor presenta un espectro de
energia dado por

E =/|A(k)

‘ 2

+ei, (3-5)



3.1 Ecuaciones Bogoliubov-de Gennes para potenciales de pares periddicos 37

donde se observa una brecha de energia A(k), la cual corresponde a la transformada de
Fourier de A(r — r’) dada por

Ak) = /e‘ik'(r_r,)A(r —1'), (3-6)

en el caso de un superconductor isotrépico A(k) = A(k), que es la brecha de energfa para un
superconductor con simetria s.

Las ecuaciones de Bogoliubov de-Gennes provienen de una teoria de campo medio y el
potencial de pares cumple la siguiente ecuacion de auto-consistencia

Alr,t') = V(r,r') Y () (1) (1 = fi) = w(e)oi () fo), (3-7)

con f; la funcién de distribucién de Fermi para el estado [ y V(r,r’) como el potencial de
interaccion neto de los electrones.

Para abordar el problema general de un superconductor inhomogéneo y anisotrépico, vamos
a considerar el sistema de una red de iones donde los electrones que forman un par de
Cooper estan en las coordenadas r y r’ (fig. . Las ecuaciones de Bogoliubov de-Gennes se
describen usando un sistema de coordenadas centrado en el par de Cooper, dado por

s = r—r, (3-8)

/
R = 5 (3-9)

Par de Cooper

[ T

—_—

r D
AU

Red de iones

Xz

Figura 3-2: El par de Cooper se desplaza sobre una red de iones que genera un potencial de pares
periédico, el sistema queda descrito en términos de los vectores r y r’. También se puede usar el
sistema de coordenadas centrado en el par de Cooper R y coordenada relativa s.

Cuando se introduce el potencial de la red se obtienen cambios en las soluciones de las
ecuaciones BdG, uno de las cuales es que el potencial de pares puede ser periddico [13]. Un
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potencial de pares periddico cumple
A(87R+Rm) = A(S7R)7 (3_10)

donde R,,, es un vector de la red.

Similar al caso homogéneo, definimos la transformada de Fourier del potencial de pares como

AR R) = / dse®A(s, R). (3-11)

Debido a que el potencial de la red es periddico en la coordenada r, y el potencial de pares es
periodico en la coordenada R se pueden expandir ambos en una serie de Fourier dada por

AKR) = > e®mBAg (k) (3-12)
Ur) = Y iy, (3-13)

con los coeficientes dados por

Ak, (k) = / dRe" K= RA(k R), (3-14)
Uk, = / dre EmT{ (1), (3-15)

Usando la aproximacién cuasi-cldsica [81] podemos hacer la siguiente aproximacién a la

integral

/dr'A(r, r —s)vl(r —s)e® 4 ~ A(q, r)u(r). (3-16)

Esta aproximacion es valida cuando (k) ™! << 1E| Ademds, nos permite usar el potencial
de pares en la coordenada r, usual para el estudio de superconductores anisotrépicos y que
serd el rango de aplicacién del andlisis para el presente capitulo. A partir de las ecuaciones
y para los potenciales del Hamiltoniano (3-10]), Para este problema los nimeros
cuanticos importantes seran la banda de energia que notaremos con [ y el vector de onda
k, con lo cual se propone la siguiente solucién que satisface el teorema de Bloch para las
funciones w;(r) y v;(r) dadas por

( U x,, (r) > _ Leik-rzeiKm-r ( ULk, Ko, ) (3-17)

VLK., (T) VV VikKy )

Km

'Donde & es la longitud de coherencia del superconductor, lo cual es equivalente a la aproximacién de
Andreev en la cual la temperatura de Fermi del material es mucho mayor que la temperatura critica.
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siendo V; el volumen de integracién. Ahora, reemplazando (3-17) en las ecuaciones de

Bogoliubov-de Gennes (3-1)) y (3-2), junto con el uso de y y las expansiones de

Fourier de los potenciales, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones para u; x x,, ¥ Ui,k K.,

Ek+K, U kK, T Z Uk, K, U kK, + Z Ak, k,, Kvxk, = BkKukk,, (3-18)
K, K

k4K, VL kK, — Z Uk, K,V kK, + Z Af(m_Kn(k)Ul,k,Km = E(k)ukk,, (3-19)
K, Km

donde ey, x, = h? (k + Kn)2 /2m — Ep, Uk, son los términos de la expansién de Fourier del
potencial de la red v Ak, (k) son los términos de la expansién de Fourier [14], v
se ha aproximado el potencial quimico a la energia de Fermi. En este sistema de ecuaciones
las incdégnitas son los coeficientes u; k,, ¥ Vi k,,, los cuales se buscan como las soluciones no
triviales de este sistema de ecuaciones. Para solucionarlas se pueden usar distintas aproxima-
ciones, en este capitulo nos centraremos en una aproximacion equivalente a la de electrones
cuasi-libres, con las cuales, al buscar soluciones no triviales, encontramos el espectro de
energia que dependerd de los coeficientes Uk, v Ak, (k).

El potencial de pares presenta una ecuacién de auto-consistencia, que se solucionara en
una secciéon posterior para un sistema periddico y se observara su comportamiento tanto
a temperatura cero, como cerca a la temperatura critica. En general, de esta ecuacion de
auto-consistencia se obtiene la temperatura critica del superconductor.

A continuacién estudiamos cémo aparecen las nuevas brechas de energias debido a la pe-
riodicidad del potencial de pares y las zonas donde se forman. Vamos a usar la teoria de
perturbacién para encontrar las funciones de onda de las cuasi-particulas con las ecuaciones

(3-18) y (3-19) cuando Uk, # 0y Ak, # 0, a primer orden obtenemos que los coeficientes

son proporcionales a
1

ek + x4k, ) (e — 5k+Kn)'

ULk K> Uik K, X ( (3-20)
Se observa una divergencia cuando, ex = ey K, , para los cuales la aproximaciéon de primer
orden no es valida. En los puntos donde divergen se aplica la teoria de perturbaciones a
segundo orden, donde obtenemos que la condicién ey = exk, conduce a la formacién de

planos de Bragg, debido a que los puntos satisfacen la ecuacién de un plano con vector normal

K,,, dado por
K2

kK, =" (3-21)

La condicion ex = ex1k, es equivalente al cruce de las soluciones parabdlicas de dos huecos
o dos electrones, como se observa en las lineas discontinuas de la fig. En esta figura
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Figura 3-3: En las lineas punteadas se tienen las soluciones parabdlicas para los huecos
cuando el potencial de la red es cero y las mismas desplazadas un vector de la red reciproca
K_;. Cuando se incluye el potencial de la red se abre una brecha de energia, linea continua
roja, valida en la primera zona de Brillouin.

se ilustra el espectro de energia en funcién del vector de onda para huecos cuando no hay
potencial de pares. Al tener en cuenta el potencial de la red se observa que se abre una brecha,
como es usual en la aproximacion de electrones cuasi-libres.

La condicién ey = —exyk, corresponde al cruce de una parabola de electrones con una de
huecos, desplazada un vector de la red reciproca K,, que son las lineas punteadas de la fig.
Esto se puede interpretar como una dispersién de una cuasi-particula tipo electrén en
una tipo hueco o viceversa, y por lo tanto podemos verlo como una dispersiéon de Andreev

entre cuasi-particulas. La condicién ex = —ex 1k, conlleva a
K,\’
(k + 7) = k7 — K2/4, (3-22)

la cual es la ecuacion de una esfera que estd centrada en un plano de Bragg y con radio
V k% — K2 /4, a esta esfera se le ha denominado esfera de Andreev [13,/14]. Es de notar que
el radio debe ser positivo para observar el cruce, con lo cual

k3 — K2/4 > 0. (3-23)

Por lo tanto, para un valor de energia de Fermi y vector de la red reciproca K, podemos
no tener esferas de Andreev. Esto es diferente a la aparicién de planos de Bragg, los cuales
existen para cualquier valor de energia de Fermi y vector de la red reciproca K,,.
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Figura 3-4: Soluciones en la aproximacion de electrones cuasi-libres. Las lineas punteadas
son para electrones y huecos sin potencial de red, la linea que corresponde al espectro de
hueco estd desplazada un vector de red K o. La linea azul demarca el cruce de las soluciones
punteadas y la linea continua roja representa la solucién cuando se tiene el potencial de la

red.

3.2. Analisis para una red cuadrada

Ahora vamos a aplicar estos resultados para una red cuadrada donde los vectores K,,, son
descritos como K, ,,, = n1b; +nsbs, donde b; como los vectores de la red reciproca. Usando
los subindices ny y no para identificar los términos U y A de la expansion de Fourier del
potencial escalar y el potencial de pares, obtenemos por la simetria del sistema que

KO,n = Kn,O = Kna (3_24>
UKnl,ng = UKn2,n1 = Un1,n27 (3—25)
Ak, .,k) = Ak, . (k) =24, k). (3-26)

Para la notacion se usard Ak, (k) para vectores arbitrarios. Cuando kr < K;/2 no tenemos
esferas de Andreev y la superficie de Fermi quedaria dentro de la primera zona de Brillouin
(fig. ) Para obtener esferas de Andreev se necesita que la superficie de Fermi salga de
la primera zona de Brillouin (fig. ) para K1v/2/2 > kp > K;/2, donde las esferas de

Andreev se ilustran con lineas rojas.

Cuando se toma el potencial de la red diferente de cero obtenemos que las superficies de
Fermi ya no se cruzan con las esferas de Andreev. Para analizar este caso pasamos a observar
la superficie de Fermi y la esfera de Andreev en el esquema de zona repetida para la primera
zona de Brillouin fig. vy la segunda [3-6p. Para ninguna de las dos zonas se encuentran
cruces de las superficies de Fermi con las esferas de Andreev.
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Figura 3-5: Se ilustran la superficie de Fermi (linea negra), las esferas de Andreev (linea
roja) y los planos de Bragg (linea azul) para diferentes valores de energia de Fermi y potencial
de red. a) Cuando la esfera de Fermi no sale de la primera zona de Brillouin, para este caso
no hay esferas de Andreev. b) Cuando la superficie de Fermi se extiende fuera de la primera
zona de Brillouin se obtienen esferas de Andreev

A continuacién, se encuentra el espectro de energia y se determina el valor de la brecha de
energia sobre los planos de Bragg, la superficie de Fermi y la debida a las esferas de Andreev
a lo largo de una direccion en el espacio reciproco y se observan diferencias cuando el sistema
es bidimensional. Para ello, consideremos un sistema en el cual solo existen las esferas de
Andreev con el primer vector de la red reciproca, por lo tanto K; \/5/2 > kp > K;/2. Para
analizar este sistema debemos resolver el sistema de ecuaciones y , para un vector
de la red reciproca arbitrario K, obteniendo

EL = & (k) +e (k) + Ug, + 1800 () + [Ax, (k)|

{422 (k) (UZ, + 22 (k) ) + 2| A, (K)[* (222 (k) + Ao (K))

+8e, (k) Uk, Re (Ao,a (k) Ak, (k)) + 2Re (AaO (k) A;gp(k)) Y172, (3-27)
ex (k) = @ (3-28)

2 2 L .
donde U_k, = Uk, = Ugk,, vy |A_xk, (k)| = |Ak,(k)|". Condicién que en particular se
consigue para los superconductores con simetria de inversion.
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Figura 3-6: Se ilustran la superficie de Fermi (linea negra), las esferas de Andreev (linea
roja) y los planos de Bragg (linea azul) para diferentes valores de energia de Fermi y potencial
de red. a) Esquema de zona repetida para la primera zona de Brillouin, también se indica el
recorrido en el que se analizard el espectro de energia. b) Esquema de zona repetida para la
segunda zona de Brillouin.

La ecuacion (3-27)) es valida cerca de los planos y esferas de Andreev, con lo cual podemos
obtener el valor de la brecha en los planos y las esferas como

AE=FE,—E_. (3-29)

Dado que los puntos sobre los planos de Bragg satisfacen que ex = ex+k, , entonces se puede
obtener el valor de E4 como

E2 = &2 (k) + UL + Do (K)]° + | Ak, (K)[* £ 2 ‘g+ (k) Uk, + Aoo (k) Ajc (k)] (3-30)

Cuando estamos lejos de la superficie de Fermi tenemos que €, (k) >> Uy, Ago(k), Ak, (k),
de donde se obtiene que la brecha es aproximadamente igual a

AE =~ |2Ux,| , (3-31)

de lo cual confirmamos que la brecha presente en los planos es igual a la que se tiene sin
superconductividad, siempre y cuando el potencial de pares sea despreciable respecto a ¢ (k).
En general, para cualquier plano de Bragg se obtendra que, mientras no estemos cerca de la
superficie de Fermi, la brecha de energia sera igual a la de su fase sin superconductividad.

Ahora, cuando lo analizamos sobre las esferas de Andreev, donde se cumple ¢ = —ex 1k, €l
mismo procedimiento anterior permite obtener que la brecha de energia es aproximadamente

AE =~ |2Ak, (k)| (3-32)
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o que el valor de la brecha en las esferas de Andreev viene dado por los términos de la
expansion del potencial de pares siempre y cuando no estemos cerca de la superficie de Fermi,
y dependera de la temperatura y la relacién de auto-consistencia.

Para obtener la brecha de energia superconductora equivalente a la teoria BCS se calcula la
primera banda de energia sobre la superficie de Fermi E_, donde obtenemos

B = [0 ()£ T (k) Ag, (k)] (3-33)

con

ek)+e(k+ Kp)> 7 (3-34)

0019 = Ui,/ (]

alli es importante recalcar que k debe encontrarse sobre la superficie de Fermi. Esta ecuacién
muestra que sin la red o sin la periodicidad del potencial de pares obtenemos los resultados
de la literatura para un superconductor homogéneo [82], resultado original de este trabajo
y que muestra el efecto neto de tener un potencial de pares periddico sobre el espectro de
energfa y sobre la brecha superconductora. Los casos de interés se presentan cuando U (k) no
es despreciable, lo cual sucede cerca a los planos de Bragg, donde el valor maximo o minimo
de la brecha es

E = Ago(k)* Ax, (k). (3-35)

Este resultado se muestra en la fig. donde se ha escogido que las componentes de Fourier
del potencial de pares Agp y Ay sean isotrépicas. En la figura se aprecia que a pesar de
que los términos de la expansion son isotrépicos, la forma de la brecha sobre la superficie de
Fermi no lo es, alli se incrementa y disminuye sobre esta superficie de Fermi dependiendo de
si su superficie es de electrones o de huecos. Ademads, conforme nos alejamos de los planos de
Bragg, la brecha superconductora vuelve a ser Ag .

Para finalizar la presente seccion obtendremos las bandas de energia de una red cuadrada con
un potencial de pares anisotrdépico con simetria d,2_,2. Para ello, debemos tener en cuenta
los vectores para cuatro planos de Bragg dados por (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1). Esta inclusién
implica tener una matriz ocho por ocho para resolver las ecuaciones (3-18)) y , lo cual
se hizo numéricamente. Ya que cuando kr < K;/2 no se obtienen esferas de Andreev, vamos
a analizar el sistema cuando K;/2 < kr < Kl\/§/2
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Figura 3-7: Brecha de energia sobre la superficie de Fermi cuando existen las esferas de
Andreev, se tomaron como isotrépicos los términos de la expansion de Fourier del potencial de
pares, la linea continua azul es cuando Ay g = Agp. Cuando A;y = 0 obtenemos la linea roja
punteada. El inserto ilustra la superficie de Fermi, cuya brecha de energia superconductora
se ha calculado sobre la energia roja.
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As M

Figura 3-8: Espectro de energia sobre el camino I'’X M de la fig. , para a) un super-
conductor homogéneo, es decir A; g = 0y b) |Ayo(k)| = |Aoo(k)|. El potencial de pares
considerado tiene asimetria d,2_,2 y se indican los puntos donde aparecen las brechas de las
esferas de Andreev con A; y A,. Cada banda se ilustra con un color diferente, siendo la roja
la banda de menor energia y la magenta la de mayor energia considerada.
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Para encontrar el espectro de energia usamos el camino mostrado en la fig. donde se
muestran los puntos de alta simetria y comienza en el punto I'. Adicionalmente, en la misma
figura del camino se muestran los puntos A; y Ay que corresponden a los cruces de las esferas
de Andreev, todos los puntos son indicados en la grafica de las bandas de energia. En la
fig. tenemos Aj o(k) = 0, es decir, solo hay efectos de la componente homogénea, y se
compara con el caso cuando ambas potenciales son iguales Aj (k) = Ag(k), ver fig. [3-8p.
Observando las dos figuras se aprecia que el efecto de la esfera de Andreev en A; es abrir
una brecha de energfa entre la banda roja y la banda azul, cuyo valor es A; o(k). También se
aprecia que cerca de A, la brecha del plano de Bragg deberia mantenerse constante (3-30)),
pero la presencia del potencial Ay o(k) cambia el valor de la brecha, conforme nos acercamos a
la esfera de Andreev. Es importante notar que el punto A; se encuentra entre dos superficies
de Fermi, una de electrones y otra de huecos, y que el lado afectado por la presencia del
potencial Ay o(k) es el cercano a la superficie de Fermi de huecos. Asi, en la gréfica se confirma
que lejos de la superficie de Fermi las brechas se comportan como lo esperado de un material
homogéneo; sin embargo, cerca de esta y las esferas de Andreev, los efectos del potencial de
pares periddico se hacen notorios y se modifican las brechas de energia, debido a que en la
zona donde aparecen puede existir una correlacion entre las esferas de Andreev y los arcos de
Fermi, ya que, como se menciond, son nuevas brechas de energia que aparecen cerca a los
planos de Bragg similares al potencial de la fase “pseudogap” [21].

3.3. Relaciones de auto-consistencia

En esta seccién se solucionaran las ecuaciones de auto-consistencia para las dos primeras
componentes de Fourier del potencial de pares y en consecuencia obtener su comportamiento
con la temperatura. Para comenzar, retomamos las soluciones de Bloch de y las
relaciones de auto-consistencia , para obtener la siguiente ecuacion para el potencial de
pares

A(I‘, I'/) = ‘/’(I‘7 I'/) Z ul,kJrKnUl*,kJer

luk’Iinylim
ik-(r'—r) i(Kpr'—K,,-r 1 r ik-(r—r') _i(Kpr—K,r’ r

(3-36)

Donde [ se refiere a la banda de energia y k es el vector de onda. Escribiendo el potencial de
pares en las coordenadas s y R, y usando las definiciones de (3-8) y (3-9)), encontramos que



3.3 Relaciones de auto-consistencia 48

la relacién de auto-consistencia es

A'(s,R) =V(s) Z UL K U K 4K €

LkKyn K

donde se ha realizado el cambio de variable K,,, — K, —K,,, y donde el potencial de interaccion
depende de las posiciones relativas. Se aprecia que el potencial de pares es peridédico en la
coordenada R, con lo cual directamente se obtiene la expansion de Fourier del potencial de
pares, recordando que

k. (s) = / dRe™®"BA(s,R), (3-38)

CcOo1mo

Ak, (8) = D kK Vs, 1x, V (s) (€0 TEnDS (1 — 1) — e Kt Km 25 g )

Lk,K,
(3-39)
Haciendo la transformada de Fourier (3-11]) de este potencial obtenemos
Ak, (q) = Z UL K+ K Ul kK e+ K (V(q, f{nm) (1= fix) — (V(a, —Kn,m)fl,k>- (3-40)

Lk Ky

con K,, ., = k+K,,—K,, /2. De la ecuacién 1} obtenemos las relaciones de auto-consistencia
para los dos primeros términos de la expansién de Fourier como

AO,O(q) = Z uz,k+Kn’Ul*,k+Kn (V(q, Kn,[)) (1 - fl,k) - V(q, _Rn,0>fl,k>7 (3-41)
Lk.K,

A1,0(Q) = Z (ul,kJrKnUl*,k—KlJrKn + ul,k+K1Ul*,k) (V(q, Kn,l) (1 - fz,k) - V(Ob —Rn,1)fl,k)-
Lk.K,

(3-42)

Las ecuaciones (3-41) y (3-42)) son auto-consistentes y requieren conocer los coeficientes
Wk+K, Y ULk+K,, con lo cual se debe solucionar el sistema de ecuaciones (3-18) y (3-19)

simultaneamente. Para ilustrar el procedimiento de encontrar la solucién de estas ecuaciones,
se resolveran a lo largo del camino I'X, cuando los términos de la expansién de Fourier son
isotropicos y podemos hacer las siguientes definiciones por simetria

Ul,O - Ufl,O = U1> (3_43)
A070<q) = A07 (3—44)
AiLo(q) = A:I:l' (3—45)
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Asi, es necesario encontrar w xk, ¥ Uikk, Para el primer vector de la red reciproca y
despreciar los términos de orden superior como

€k Uy Ay Ay Uk Uy k
Ui exik,, A Ay UkiKio | _ g | Wker (3-46)
5 A} —&x Uy Uk U1k 7
Ay Ay U —exk,, UL k4K 0 Ul k4K,

Para solucionar este sistema y encontrar el valor de los coeficientes, haremos el siguiente

“ansatz”
u -
( b ) = iy, (3-47)
ul7k+Kl,0
U1k -
( ) = v, (3-48)
Ul,k-‘rKl
tal que los @; y son la solucién del estado normal que cumple
- €k Uy - -
Hytyn = ( ) u,n = By v N, (3-49)
U]. €k+K170

con lo cual podemos escribir la ecuacién ([3-46|) como

Hy A Uy Uy, N (TR
SN\ _ g (s, 3-50
( A* —Hy ) ( Uy sUILN : VN ) ( )

siendo

(A AL
A(Ale)’ (3-51)

donde se verifica que A_; = A7, resultado que se obtiene directamente de las relaciones de
auto-consistencia.
Al solucionar la ecuacién (3-50) obtenemos la siguiente relacién entre las soluciones normales
y las soluciones superconductoras
— =T
(A7, N) “U N

U g = — Vs. 3-52
b (Ein — Eigx) ( )

Para encontrar los vectores de la solucién normal partimos de la ecuacién a primer orden del
Hamiltoniano dado por

(@ () ()
U ek, Up k1K, U k1K,
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y de manera similar se encuentra 7 , donde tenemos que las dos primeras bandas estd dada

por
E Ny =ey£4/e2 +UE, (3-54)
siendo
+
£y = w’ (3-55)
2
con lo cual el vector propio es
Uy

= . 3-56

Uk = = e (3-56)

Con las ecuaciones ([3-54)) y (3-56|) podemos obtener las soluciones de auto-consistencia para
los potenciales Ay y A; de manera explicita, ya que con la suma parcial sobre las bandas de
energia usando un potencial de interaccién cerca a la superficie de Fermi, tenemos

Bofa) = Y SIS (g k) (1~ ) - Via+ K, (357)

M) = 3SR g (g -1 (1 - ) - Via+ 05, (35%)
- .

€ = — \7@ (3-59)

d, = #&))% (3-60)

y

Elqx=Eln+ ‘Ao(q) — 2% 2 (3-61)

Si en estas ecuaciones de auto-consistencia se hace el potencial de la red U; = 0 obtenemos
que las ecuaciones se convierten en

Nofa) = 350 (Vla =191~ ) - Via+ ) (3-62)

Ai(aq) = 0, (3-63)

lo que coincide con la relacién de auto-consistencia para el caso homogéneo del potencial de
pares en la teoria BCS [82].
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Para resolver las ecuaciones de auto-consistencia se necesita solucionar de manera conjunta el
sistema dado por (3-57)) y (3-58)). Para ello, suponemos un potencial constante, pasando de la
suma en k a una integral cercana a la superficie de Fermi para definir las siguientes funciones

Flsoa, M) = [ a2y 0 ap)) - aa) (3-64)
Glaofa M) = [ ai (GRS - 25)) - Avfa) (369

Vamos a resolver este sistema para un potencial de pares isotrépico y un potencial V' constante
cerca de la superficie de Fermi. Para encontrar el valor de Ay y A; a una temperatura T, se

obtienen las superficies dadas por (3-64)) y (3-65]), como se muestra en la fig. La solucién

corresponde a cuando las superficies se encuentren en cero, es decir,

F(Ao, Al) = G(Ao, Al) =0. (3-66)

—0.5 A1073/V

Figura 3-9: Tlustracién de las superficies dadas en (3-64) y (3-65|) (superficies amarillas)
para un valor de T = 0. La solucién corresponde al punto donde se cruzan con el plano azul
que corresponde al plano cero.

El procedimiento anterior muestra que Ay = 1000A; cuando T° = 0, como se muestra en
la fig. para varios valores de potenciales de red cuando la temperatura es cercana a
0. Este resultado establece que el sistema a baja temperatura queda descrito por la teoria
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BCS usual. Cuando se solucionan las ecuaciones de auto-consistencia cerca de la temperatura
critica se encuentra que el valor de A; es del orden del valor de Ay, de tal manera que en
las proximidades de la temperatura critica ambos potenciales se deben tener en cuenta y los
efectos de la periodicidad de la red pueden ser mas relevantes. Este es un aporte nuevo que
no se ha encontrado en la literatura, que muestra como A; podria ser un candidato para
explicar la fase “pseudogap” debido a su dependencia con la temperatura, convirtiéndose en
un punto de partida para casos mas especificos, por ejemplo, para superconductores con base
en hierro o cupratos.

3.4. Densidad de estados

Finalmente, para ilustrar el efecto de Ay y A; o sobre las propiedades del superconductor se
calculara la densidad de estados por unidad de volumen, lo cual es posible cuando se conoce
el espectro de energia como

1

pE) =15 / dkS(E — Ey). (3-67)

Para realizar la anterior integral numéricamente, se utiliza la siguiente secuencia de la delta
de Dirac

n

EF) =1lim )
p( ) n—0 7T2 ((E _ El,k) + n2>2

(3-68)
Para calcular la densidad de estados para una red cuadrada vamos a utilizar la ecuacién ([3-27))
y asf obtener el espectro de energfa Fy, considerando una simetria d,2_,2 en los potenciales
Ago y Ayp. Para analizar la densidad de estados se realiza la fig con una magnitud fija
de |Ag| y diferentes valores de la amplitud de Aoy Uy.

De acuerdo con lo obtenido en las secciones anteriores, cuando la amplitud de |A; o(k)| =0y
Uy = 0 tenemos un sistema descrito por el modelo BCS con una simetria d,2_,2, que muestra
un maximo cuando la energia es igual a Ago(k), como se observa con la linea azul continua
de la fig. . Ahora analizamos el caso cuando la amplitud de A;o(k) =0y U; # 0
representada en la linea roja a trazos, en donde se aprecia que el punto donde se obtiene el
maximo de la densidad de estados no cambia, ademas, se observa un nuevo maximo mas
pequeno en E = Ag(k)/2. Este nuevo maximo es debido a que se presentan reflexiones
de Bragg, aunque este efecto no es muy notorio y es dependiente del valor de la brecha de
energia de las bandas en el estado normal y por tanto de U;, este resultado contrasta al
obtenido para un superconductor con base de hierro [83].
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----- Ag#0UL #0

--A1o=0U;#0
_AI,O =0 U1 =0

E/AO.O

Figura 3-10: Densidad de estados para una red cuadrada para distintos valores de Ay o(k) y
U,. Para todas las lineas Ag (k) es distinta de cero y con simetria d,z_,.

Por ultimo, analizamos cuando A o(k) = Ago(k) y Uy # 0, en este caso el méximo se ha
desplazado hacia la derecha en energia y ya no hay una correspondencia entre el maximo y la
magnitud del potencial de pares |Ajo(k)| de un superconductor homogéneo. En la densidad
de estados se observan dos picos bien definidos, el primero se encuentra a la izquierda del
pico de un superconductor homogéneo (sin potencial de red), y el otro es similar al del
superconductor homogéneo y se encuentra desplazado a la derecha. Estos cambios en la
densidad de estados son debidos a la presencia simultanea del potencial de la red de iones y el
potencial de pares periddico, debido a las reflexiones de Andreev de las cuasi-particulas. Estos
resultados son similares a los presentados por los superconductores de alta temperatura en
la fase “pseudogap”, donde se tienen dos potenciales, el segundo representado por Ay o(k) [20].

Con esto hemos observado que la segunda componente de Fourier del potencial de pares
puede afectar la densidad de estados y el espectro superconductor. Las condiciones para
obtener estos son primero, estar cerca de la temperatura critica donde el potencial Ay es
comparable al homogéneo, la segunda es que la esfera de Fermi salga de la primera zona
de Brillouin y la tercera es que estemos cerca a los planos de Bragg. Estas tres condiciones
permitirian decir que el potencial de la red de iones y sus efectos deben considerarse en el
potencial de pares, pues podrian permitir entender la fase “pseudogap” por medio de la
similitud entre su potencial y la segunda componente de Fourier del potencial de pares.



Capitulo 4

Superredes de Grafeno acopladas a
superconductores

En el capitulo anterior se estudiaron superconductores con una periodicidad microscopica
del potencial de pares, como producto de la red de iones, asi, continuando con la idea de
periodicidad, en este capitulo estudiaremos los sistemas periddicos de superredes basados
en grafeno. El grafeno es un material versatil que puede ser modificado para ser metalico o
semiconductor, gracias a que presenta un espectro lineal sin brecha de energia [32-34]. Esta
dualidad puede ser usada en superredes de grafeno, que son formadas por un potencial periodi-
co electrostatico unidimensional sobre una lamina, haciendo de este material un candidato
importante para el desarrollo de circuitos eléctricos [84]. Se ha mostrado tedricamente que
los portadores de carga del grafeno se comportan como fermiones de Dirac con quiralidad. Al
utilizar un potencial de superred unidimensional con amplitud U y periodo L, se crean nuevos
puntos de Dirac debido a que la quiralidad prohibe la apertura de una brecha de energia, los
nuevos puntos se crean cuando el producto de UL alcanza un valor critico [54}85.86].

La propagacién de electrones y huecos en las superredes de grafeno es altamente anisotropica y
puede ser controlada al variar el potencial de la superred y la energia de Fermi. Los electrones
que se transmitan perpendicularmente a la interfase no tienen cambios significativos en su
velocidad, sin embargo, conforme sean cada vez mas paralelos a la intefase, su intensidad
disminuye [56]. Se ha logrado obtener superredes de grafeno de alta calidad por medio de la
encapsulacion de nitruro de boro [57,58]. La formacién de puntos de Dirac ha sido medida
experimentalmente como picos en la resistividad [87-89)], cimentando el camino para una
novedosa y exética fisica en superredes basadas en grafeno [90,91].

El reciente descubrimiento de la superconductividad no convencional en bicapas de grafeno
ha mostrado una conexién entre las correlaciones superconductoras y las redes de Moiré [91].
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Sin embargo, no existen estudios sobre el efecto de la superconductividad en la formacion
de nuevos puntos de Dirac en superredes de grafeno. Las junturas de grafeno con supercon-
ductores pueden ser fabricadas en el régimen balistico [92-95]. En estas junturas hibridas,
electrones y huecos de la banda de conduccion de la terminal de grafeno se combinan para
formar pares de Cooper en el superconductor, a través de procesos microscépicos conocidos
como reflexiones de Andreev [96]. Cuando el dopaje es menor que el voltaje aplicado y el
potencial de pares, el espectro sin brecha de energia del grafeno permite tener reflexiones de
Andreev inusuales, donde electrones en la banda de conduccién se convierten en huecos de la
banda de valencia |28]. En este trabajo se muestra que estos procesos inter-banda presentan
respuestas caracteristicas en la formacién de puntos de Dirac, los cuales podrian facilitar su
deteccion experimental.

El control experimental de dispositivos de grafeno ha permitido una serie de trabajos que re-
portan reflexiones de Andreev inter-banda, [29], espectroscopia de estados ligados de Andreev
en junturas Josephson [97], desdoblamiento de pares de Cooper [98] y superconductividad
no convencional por efecto de proximidad [99-H102]. Trabajos teéricos han extendido estos
efectos a junturas de grafeno con materiales ferromagnéticos [103] y lentes de Veselago con
superconductores [104]. Se han observado los efectos de junturas np con base en grafeno con
un indice de refracciéon negativo que los hace funcionar como lente de Veselago y permiten
enfocar una corriente de electrones [38]|105,|106]. Otro sistema que se puede estudiar en
grafeno es el formado en la lente de Veselago pnp que enfoca una corriente de electrones de
manera similar a una lente de Veselago np. Cambiar el grafeno central por un superconductor
permite tener una corriente por tunelamiento y una corriente por reflexiones de Andreev
cruzadas (CAR) [|41]. Se encuentra que no se han mostrado los efectos de acoplar super-
redes de grafeno con materiales superconductores, lo que es el objeto de estudio de esta seccién.

En este capitulo analizamos los efectos conjuntos del potencial de la superred y la superconduc-
tividad inducida en el grafeno, enfocandonos en la aparicién de nuevos puntos de Dirac y en
las propiedades de transporte de la juntura superred-superconductor (SL — S). Demostramos
que el transporte para energias por debajo del potencial de pares es extremadamente sensitivo
a la creacion de nuevos puntos de Dirac, cuando los procesos de Andreev inter-banda son
dominantes. También observamos que la conductancia diferencial presenta cambios abruptos
para voltajes proporcionales a la energia de separacién entre el punto de Dirac original y los
nuevos puntos generados. Este efecto es robusto atin cuando existan asimetrias del potencial
de la superred, la presencia de un dopaje adicional en la lamina de grafeno y efectos de
tamano finito. Es debido a esto que junturas SL — S son convenientes para tratar preguntas
fundamentales acerca de la formacion de nuevos puntos de Dirac por un potencial periddico
y pueden ser una componente para futuras aplicaciones de circuitos basados en grafeno con
propiedades especificas.
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En la parte final del capitulo estudiamos las lentes de Veselago en sistemas n — S — n,
donde n se refiere a un grafeno con dopaje tipo n y S representa un superconductor, donde
analizamos cémo mejorar la corriente CAR y con esto ayudar a la deteccién del desdobla-
miento de pares de Cooper. En particular nos enfocamos en métodos que permitirin mejorar
la senal CAR, mostrando que, al no tener interfases perfectas, obtendremos que la senal
CAR sea dominante sobre la de cotunelamiento. También analizamos como el tener energias
de Fermi comparables con el potencial de pares superconductor afecta los puntos focales
de huecos. Finalmente, se introducen las superredes de grafeno en las lentes de Veselago y
se muestran sus efectos de colimacion para la senal de cotunelamiento de electrones y de CAR.

4.1. Obtencion de las funciones de Green semi-infinita
y finita, a partir de la funcién de Green infinita
para el grafeno

Para encontrar la funciéon de Green finita se puede usar el método de soluciones asintoticas,
mostrado en la seccién 2.5.1], sin embargo este método puede volverse mas complejo cuando se
incrementan el nimero de procesos de dispersién en las fronteras, por lo que una alternativa
es usar la funcién de Green del sistema infinito y cortarla para encontrar la funciéon de Green
de un sistema semi-infinito o una nanocinta. El método que se presenta a continuacion utiliza
la ecuacién de Dyson y la funcion de Green del sistema infinito, para el cual se deben tener
en cuenta las condiciones de frontera especificadas por el potencial de corte introducido. En
esta seccion mostraremos este proceso en el grafeno, considerando que se pueden comparar
los resultados con las funciones de Green de una nanocinta de grafeno en [73], encontradas
con el método de soluciones asintoticas. Este proceso se usara posteriormente para la bicapa
de grafeno, que al tener mas procesos de dispersion en las fronteras, hace mas complejo el
método de soluciones asintdticas respecto al de corte que se puede implementar numéricamente.

Consideremos un sistema infinito perturbable en z; con un potencial de corte V(z;) =
Ud (z1 — xo) S como se muestra en la fig. , y donde se muestra como el potencial de corte
divide al sistema en dos regiones, una que notamos LI para x < xy y otra RR, cuando
r > xg. La funcién de Green del sistema perturbado la encontramos usando la ecuacién de

Dyson ([2-93)), escrita como
Gl o) = o, o) + / dorg (i, 1)V (21)G (0, 2), (4-1)

donde g(x,z’) es la funcién del sistema infinito sin perturbacién, con ¢ como vector de onda
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paralelo a la juntura. Para la notacién de las deméas funciones de Green no se colocara
explicitamente la dependencia de q y E.

El potencial de corte es V(z) = Ud(x — 10)S, donde U es un parametro que al tender a
infinito permite desconectar la regién derecha de la region izquierda y S es una matriz de
acople caracteristica del sistema. La funcién de Green sin perturbar contiene diferentes formas
de propagar de x a 2’ o de = a z”, como se observa en la fig. Las funciones de Green
perturbadas las denotamos como G rr(z,2', E), que va de un punto x a un punto z’ a la
derecha de la barrera, y como G rr(z, 2", F) que va desde un punto x a la derecha de la
barrera a un punto z” a la izquierda. Cuando U tiende a infinito la funcién de Green Ggy,
es cero pues el potencial anula todas las trayectorias que crucen la barrera (lineas verdes),
mientras que la funcién G rr(x, 2, E) es la funcién de Green de un sistema semi-infinito para
x > xg.

La funcién de Green perturbada en el borde G rr(To, To, ) dependera de la forma que tenga
la matriz S, determinada por la condicién de frontera de los estados en el borde.

y A potencial de corte
izquierda LL derecha RR

Zo

LY

Figura 4-1: Diagrama que distingue las funciones de Green Gpp(z,z") y Grr(z,2’). Las
lineas verdes son procesos que el potencial de corte no permite, dejando solamente las lineas
rojas.

Usamos la notacion introducida en la seccion 2.5 con los simbolos < y > para las funciones
de Green, indicando cuando = < 2’ 6 x > 2/, respectivamente.

Cuando se hacen junturas en el grafeno se debe tener en cuenta la forma en que se aproxima
a la frontera de la juntura, donde la funcién de Green, en los bordes, puede estar dada por
G0, m0) = Gag(ro + 07,20 4+ 07) 0 Gple, o) = Gip(xo + 07,z + 07), donde 0F y
0~ observado en la fig. adaptada de |74].
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-0-00 00

Figura 4-2: Diferentes formas de acercarse a la frontera en una juntura de grafenos con
frontera zigzag. Adaptada de [74].

Usando el simbolo > y < para indicar como se toma zy, procedemos a resolver la ecuacion
de Dyson (4-1)), obteniendo que la funcién de Green al lado derecho es

£ </> . R A
GD/ ('Ia ZL'/, q, E) = g</>(xa ._'L'/, q, E) + Ug>($, Zo, 4, E)SMRg<(:L‘O7 ﬂf,, q, E)a (4_2)
donde §”/<(x, ') es la funcién de Green del sistema que vamos a cortar, cuando z > z’ 6
x <2, con

. N -1
Mg = (1 —Ug~ (o, %0, ¢, E)S> . (4-3)

El calculo més detallado se encuentra en el anexo [Al

Para aplicar estas ecuaciones al grafeno se debe tener en cuenta la estructura espinorial de los
sitios A y B, lo cual determinara las condiciones de frontera y por lo tanto las funciones de
Green semi-infinitas obtenidas. En el grafeno se pueden tener dos fronteras, una que mezcla
valles “armchair” y una zigzag caracterizada porque en el borde tenemos solo un tipo de
dtomo [73], como se observa en la fig. [4-3] tomada de [74].
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Figura 4-3: Bordes para obtener junturas “armchair” y zigzag, tomada de [74].

La matriz S para la frontera zigzag es construida de tal manera que quite las propagaciones
del dtomo A en la regién RR a un dtomo B en la regién LL en la funcién de Green (fig. [4-3]),
con lo cual la matriz es

S—(é 8). (4-4)

Cuando se resuelve (4-2|) para el sistema infinito, se obtiene la siguiente funcién de Green
para un grafeno semi-infinito derecho

-~ ; / ]_ _ela . ’ . . —ia _]_
G;R($,$/> = A (ez’“(“” ) ( _ —ia f ) + ethleta’) o =2ikzo g —ia ( 61 i )) ;

e —e
(4-5)
~ ; / 1 —to . , . . —io —1
G;R(JE,:L‘I) = A (elk(xm) ( pic 61 ) + eth(ata) o =2ikzo p—ia ( 61 _gia )) ;
(4-6)
con
—1
A= —— 4-7
2hvg cos o’ (47)
y
, k +1iq
+ia
= 4-
E+ EF (4-8)

El calculo detallado se encuentra en el anexo y coincide con lo reportado en la referencia .
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potencial de corte

YA nanocinta de grafeno

GLR(:L', l‘//)
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Zo X1
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Figura 4-4: Tlustracion de los procesos para encontrar la funcién de una nanocinta de grafeno
entre zo y x1, el cual se obtiene al volver a cortar la funciéon de Green semi-infinita derecha
en el punto x;. Se definen las nuevas regiones LL y RR para la solucién de las ecuaciones de
Dyson.

Ahora vamos a implementar el mismo método de corte para encontrar la funciéon de Green
para una nanocinta de grafeno entre xg y x;. Para ello se utiliza un potencial de corte
V(z)=Us (x —x;) S y la funcién de Green semi-infinita obtenida anteriormente, como se
observa en el diagrama de la fig. [4-4] El ancho de la pelicula es definido por W = 21 — xq con
lo cual, al usar la funcién de Green semi-infinita derecha y , junto con la ecuacién
se obtiene la funcién de Green de una nanocinta de grafeno con bordes zigzag asi

A A . ! 1 — Za : ! : ; _la _1
G (2,7) = 5 (e’k(”’c ) ( _ i T ) + eihlzta’) g=2ikzo o, —ia < ‘ | _gia ))

A ([ gikar —ik(ra’) —ia [ € 1 W —ia_ik(as) [ €0 €T (4-9)
‘5(6”‘””6”(_1 _em)“Z emez”( 1 6))
GEL(%QTI) = % (eik(“’”/) < ezl,a elm ) 4 eik(ata’) o ~2ikzo ,—ia ( elm __;a ))

AL ik —ik(zta!) —i el 1 k(o) 2R i e—ia _1 (4-10)
_5(61% -y m<_1 _e_w)ﬂz o) it m(_e_m -1 )>
con
D = (e72ee?HW 1 1) @i

Estas dos ultimas ecuaciones son las funciones de Green de una lamina de grafeno como se
obtienen en [73] por el método de soluciones asintéticas, ilustrado en la seccién [2.5.1]
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4.2. Unién de nanocintas de grafeno y la superred de
grafeno
Con la funcién de Green de la nanocinta de grafeno procedemos a encontrar la funcién de

Green de un bloque np (fig. [4-5)), el cual servird para formar la superred de grafeno, al juntar
varios de estos bloques.

Ty Te=xp+ W, xb+Wn:—Wp

Figura 4-5: Tlustraciéon de un bloque np y de la energia de Fermi de cada bloque. En la
figura se muestran los puntos x; y x. que definen el bloque n con energia de Fermi F,,. Esta
nanocinta de grafeno se acopla con el bloque p que estd entre z. y x, con energia de Fermi E,,.
El primer bloque verde, con energia de Fermi E,,, esta entre x, y x, + W,,, v para el segundo
en rojo, con energia de Fermi E,, estd entre z, + W, y x, + W), + W,

Primero utilizaremos la ecuacion de Dyson para unir una pelicula o nanocinta de grafeno n
con una nanocinta de grafeno p y formar la juntura np. Cada pelicula serd denominada ya
sea derecha R o izquierda L, de acuerdo con la fig. También es 1util definir que el ancho
de la primera pelicula es W,, = x. — 3, y el ancho de la segunda pelicula es W), = 2, — ..
Con estas definiciones, se obtiene la funcién de Green de un bloque np usando las siguientes
ecuaciones de Dyson

G;I/;RL(xhxj) = gz//;(xiaxc)TLR/RL

(1 - Q;ﬁ (xw ch)TRL/LRQE//; (l’m xc)TLR/RL)_l

N[>

gR/L (xcvxj)a (4_12)

~>/< . . S
GLL/RR(xi’ T;) = gZ//E(% ;) + Qz//;(ﬂfia fEc)TLR/RL

(1 - g;?; (l‘c, xc)TRL/LRg;//; (l’c, l’c)j—,LR/RL)_1

g;;z(:ﬁcv xc)TRL/LRgz//; (xcy 1’1) (4_13)

Donde las matrices de acople sufren un cambio respecto a las utilizadas para cortar. Para la
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union se toma el &tomo B de la derecha y se acopla con el atomo A de la regién izquierda,
con lo cual tenemos que la matriz Tg;, de acople es

- 0 to
T, = 4-14
RL ( 0 0 > ’ ( )

siendo ty un parametro, en general complejo, recordando que Trgesla transpuesta conjugada
de T RL-

La funciéon de Green del bloque np que se utiliza para encontrar la funciéon de Green de la
superred, se denotard en minusculas. Para construir la funcién de la superred de grafeno es
suficiente tener las funciones de Green del bloque np que van entre los extremos del bloque,
para las cuales tenemos

- — teik(Wa-i—Wb) 0 0 A
g a : : : -15
gLR(mbyQj ) hwr Dy Dp + tQKRKL ( (1 + 672204R> (1 + eszaL) 0 ) ( )
R _'l _teik(Wa+Wb) 0 1 + 6721'0113 1 + 672’L’O¢L
95 (Ta, 1) = 5 ( ) ) : (4-16)
hUFDLDR+tKRKL 0 0
con
DL/R _ <e—2io¢L/R62ik(Wn/P) + 1) , (4_17)
Kpr = eoL/R (1 — 62““W”/P) , (4-18)
[to|
t = —. 4-19
FL’UF ( )
Para las funciones de Green que van de un borde al mismo borde se obtiene
Qz£<($b, p) ZQZK(%, p)
- i o~ iR 0i2kWn 42 (1+ e—2iaL)2 (1 _ e2ikwp) 0 (4-20)
hUDL DLDR+t2KRKL 0 0
~>/< A<
9rr (Ta, o) =G7 (T4, Ta)
i et gi2kWy 2 0 0 , (4-21)
 hwpDRp DpDg + 2KpKy, \ 0 (14 e %an)? (1 — e2kWn)

donde gz/ “(2p,23) y g;/ (24, 4) son las funciones de Green de la nanocinta de grafeno 1)
y (4-10)) para la pelicula de grafeno dopada n y p, respectivamente.

Estas funciones de Green poseen como estructura
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e —3 0 —FE;
= hom ) 4-22
91 r(Tb, Ta) hom ( 0 0 ) ( )
. —1 0 0
@ = hoe ; 4-23
9r1(Ta, Tp) hop ( Er 0 ) ( )
N < —1 0 -1
= hoe 4-24
91 (T, ) hop ( 0 —C; ) ) ( )
A> _Z —CR 0
ara - I 5 4_25
95r(Tas Ta) hop ( 1 0 ) ( )
con
etk (Wat W)
Er = 4-26
g DiDp + (?KpKy’ (4-26)
elaL/R (1 _ eiQkWa/b) je oL/ R g12kWa b (1 + e‘sz/R) (1 _ @i%Wb/a)
Crm = + : : Epp. (427
b Dr/r e’k(Wa+Wb)DL/R (1 4 6*220¢R/L) L/R ( )

Las funciones de Green encontradas para el bloque np serdan usadas para construir superredes
finitas y semi-infinitas, las cuales seran acopladas a superconductores o en lentes de Veselago.

4.2.1. Construccion de la funcién de Green para una superred de
grafeno finita

Para la construccion de la superred finita partimos de un bloque fundamental np el cual se
repite N veces. Para comenzar el proceso se realiza la juntura de dos bloques, para ello se
usa el mismo proceso que se utilizo para unir el bloque np pero cambiando las nanocintas de
grafeno por los bloques. Para la unién de dos bloques se obtienen las siguientes funciones de
Green

A< —1
G, 1) = +—

_F), (4-28)

), (4-29)

:i{), (4-30)

_h/o), (4-31)

A> —1
Gr(Ta, 1) = ——

Grp(ry, 1) = —

A> —1
G (T, 7a) = +—

(

a3

) .
(
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con
i S tk(Wn+Wp) 1 —2iar) (1 —2iay,
P e (1+e J(1+e )7 (4.32)
DD+ t2KrKp,
; B eiOL/R (1 . 22k:Wn/p) . e~ 10L /R gi2k Wy 42 (1 + 6*21'%/3)2 (1 . eiZkWp/n) (4 33)
b Dr/r Drr(DDr +t2?KrKy) 7 )
(4-34)

Al unir dos bloques se aprecia que la estructura de la funcion de Green es igual a la de un
bloque np, pero con diferentes componentes en las matrices. Esto permite usar un método
iterativo para encontrar la funcién de Green de una superred de N bloques, utilizando la
funcién de Green de N — 1 bloques y por ultimo acoplandola con un bloque np, obteniendo

~ < —i 0 _Fsl N
G, d, V) = — 4-35
sy = ot (T, (1-35)
~ >
G,V,d) = — 4-36
sl( 7a) th< slN 0> ( )
. 0
Gy (d,d) = — 4-37
Rl a) th(O o) (4-37)
GL (V) = — ( ~Pran 0 ) (4-38)
U
con
itFsp n-1FR
F ’ , 4-39
b 1+ t*(Jan-1GR) (4-59)
2 (Fan-1)" Jan-1
P = Ggn_ - — 4-4
L,st,N Gsrv-1+ 2 (Pan 1) (4-40)
2 (Fr)’ Jg
Pr = Gr+ : 4-41
Tt BT 2 (Pypy 1) (4-41)
El ancho de la superred de grafeno esta dado por
Wsp = N(W,, +W,), (4-42)

donde N es el numero de bloques np. El cédlculo detallado de la funcién de Green de la
superred finita se encuentra en el Anexo [C]
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4.2.2. Superred de grafeno semi-infinita

En esta secciéon vamos a obtener la funcién de Green de una superred de grafeno semi-infinita.
Para ello partimos de una superred semi-infinita a la cual se agrega un bloque np adicional,
con lo que se convierte en la misma superred semi-infinita corrida (fig. , donde agregando
un bloque nuevo np se vuelve a obtener un sistema semi-infinito.

Figura 4-6: Diagrama de unién de un bloque np de ancho L a una superred semi-infinita
que va desde menos infinito hasta ;. Un bloque adicional no altera el nimero de bloques np
de un grafeno semi-infinito, por lo que una juntura de una superred con un bloque adicional
vuelve a ser una superred semi-infinita que se extiende ahora hasta z, = x; + L.

Con esta idea resolvemos la ecuaciéon de Dyson cuando la estructura grafeno semi-infinita en
el punto z; se agrega en el borde un bloque np

~

2, < 2, < o> A R A 2> _
GSL(fEb, ﬂﬁb) ZGRR(%, fb) + GRL(%, %)TRL(l - Q;L(%, xa)TLRGLL(%, %)TRL) !

a< ~ ~ < (4—43)
gSL<xa7 xa)TLRGLR(xm -Tb)a

donde G’; (T, Tn, ) es dada por la funcién de Green del bloque np segun las ecuaciones

(|4—22b, (|4—23|), (|4—24|) y d4—25|). Por su parte, GEL(%, xp) es la funcién de Green de la superred
semi-infinita perturbada con el bloque np en el extremo y g5, (74, ¥,) la funcién de Green de

una superred semi-infinita sin el bloque np, con x, = x, + L. Al agregar el bloque np no se
afecta la funcién de Green en el extremo, por lo que obtenemos que la funciéon de Green sin
perturbar en el borde debe ser igual a la funcién de Green sin perturbar en el mismo borde,
es decir,

~> ~ _Z GAA GAB
G ) - 3 asda) = £ ) 4_44
salanan) = Galowa) = oo (G0 G ) (44
donde Gaa, Gag, Gga v Gpp son los elementos de matriz a determinar de la superred
semi-infinita. Asi, al reemplazar la funcién de Green del bloque np (4-23), (4-22)), (4-25)) y
(4-24) y la relacién para la funcién de Green de la superred semi-infinita (4-44]) en la ecuacién
de Dyson (4-43)), se obtiene la siguiente ecuacién

GAA GAB 0 -1
= 2 12 . 4—4
( Gpa Grp ) ( 0 Cp+ rimh e (+45)

1+t%CLGBB
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con Ep, Cp g dados por las ecuaciones (4-26|) y (4-27)), respectivamente. Al solucionar la
ecuacion (4-45)) obtenemos

Gar = Gpa=0, (4-46)
Cap = —1, (4-47
(1 - BCRCy — BEY) £ /(1 - BCRCy — BED) + 46CC,
Gpp = — i . (4-48)
220,

De las dos raices, solo una es consistente con la funcion de Green de la superred, de la cual
obtenemos la funcién de Green de la superred infinita como

0 -1

A >

Gy, (zp, 1) = ( 0 (1+t§CRCL+t§E§)+\/(1+t§CRCL+t2E§)2+4t2cRcL ) . (4-49)
- 2t2C,

La grilla de potencial “gate” usada para obtener la superred es descrita como

Er+U,, x¢€[mL,mL—W,]
nLJ-

Viz) = { Er—U, xz¢&[mL—-W, (m-— (4-50)

donde U,, y U, son el valor necesario para obtener la energia de Fermi del grafeno dopado.
Para la superred de grafeno se define la energia de Fermi promedio de un bloque np, en la

forma
1 mL 1 mL—Wy,

En(z) = — / (Er +U,)dx + —/ (Er —U,)dx, (4-51)
L mL—Wpy L (m—1)L

de la cual obtenemos que
W, W,

Ep(z)=—"(Er+U,) +—2(Er—1U,). (4-52)

L L

También es 1til definir la relacién entre anchos de un bloque np como

W,
o= — 4—53
w,’ (4-53)
Ahora, para las energias de Fermi notamos que los aportes importantes son las variaciones
respecto a la energia de Fermi Er, con lo cual la relacién de voltajes estd dada por

Un

Con estas definiciones se puede observar que para la superred se obtiene un potencial de la
forma

* 143
V(a:):{ EF—i-wﬁ, rxe[mL,mL —W,]

E}—wzgf, re[mL—W,, (m—1)L]"

(4-55)
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L EFS

Figura 4-7: Diagrama de la superred semi-infinita acoplada con un superconductor. La
superred tiene energia de Fermi central Ep.

En la cual m es un nimero entero mayor que cero y w="U,(af —1)/(1 + «). Cuando W, =0
no existe superred de grafeno, y cuando U, = 0 el potencial se reduce a

Not1)

Er+U,—~, ze[mL,mL—W,]
Vie)=d oF ! n 4-56
() {Ep—UnaLH, v€[mL — W, (m — 1) L] (4-56)

Los parametros a y 8 determinan asimetrias en anchos y en el potencial periédico del sistema,
respectivamente. Para una red sin asimetrias estos parametros valen uno, por el contrario,
tenemos asimetrias cuando estos toman valores mayores o menores que uno. Para el caso
simétrico se aprecia que la energia promedio de Fermi es

Ej(x) = Er. o

y el potencial queda dado por

Vi) :{ Er+U,, xze€[mL,mL—W,] (4-58)

Er—U,, xz€[mL—-W,,(m—1)L]"

En estos sistemas se ha considerado que U,,, U, > 0, pero los resultados no dependen de tener
una superred np o una pn.

4.3. Superred de grafeno acoplada a un superconductor

Con los resultados anteriores analizamos una juntura de una superred de grafeno semi-infinita
acoplada con un superconductor, sistema mostrado en la fig. [4-7]

Para conformar la juntura se utiliza la funcién de Green para el superconductor, las
funciones de Green de la seccién [£.2]y la ecuacién de Dyson Vamos a encontrar numéri-
camente la funciéon de Green de la juntura y encontraremos la conductancia diferencial usando
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la ecuacién (2-119)).

El primer sistema para analizar es el conformado por una superred ideal simétrica, donde
W,=W,=L/2y U, =U,=U, cuando Er = 0. Para este sistema se puede renormalizar el
potencial U como u = UL/hvg. De alli se obtiene que los puntos de Dirac se abren cuando
u = 2nm, con un entero positivo n [54,55]. El nimero de nuevos puntos de Dirac no es
afectado por la juntura con el superconductor, pues, como lo muestra la fig/d-8p, el primer
par de nuevos puntos de Dirac se abren cuando u ~ 27, y los segundos cuando u ~ 4x. La
densidad espectral o(q, F) obtenida en la regién de la superred cerca del superconductor es
caracteristica de la superred con su forma de menora. Aun con la ausencia del potencial de
superred, se observa el punto de Dirac original (ﬁg.), centrado en ¢ = 0, se mantiene para
energias por debajo del potencial superconductor [27,73]. El potencial de la superred cambia
la velocidad de Fermi, de forma que ensancha el espectro cénico del grafeno, incluso antes de
crear un nuevo punto de Dirac. Cuando es acoplado el superconductor es importante que la
densidad espectral de estados por debajo de la energia de la brecha superconductora sea mas
alta, comparada con el caso no superconductor cuando A = 0, en los cuales pueden observarse
cambios bruscos de intensidad (representados por un cambio de color) para energias por
debajo y encima de la brecha en la fig[4-8h. Finalmente, conforme u se incrementa més
alla de los valores criticos de la creacién de nuevos puntos [paneles A-C en la ﬁg.], un
nuevo punto de Dirac aparece. El punto original de Dirac y el nuevo punto creado estan
desconectados cuando la energia es cero, pero estdan mezclados para valores finitos de energia
sobre un valor caracterfstico €, indicado por las flechas blancas en la fig/d-8h. El pardmetro €
es finito para valores de u > 27 y se incrementa con u hasta que se aproxima a A y aparece
un nuevo punto de Dirac en v =~ 4. En este valor critico, € vuelve a ser cero y vuelve a
ser finito nuevamente para u > 4. Por lo tanto el parametro de energia e es una medida
cualitativa de la separacion entre el punto de Dirac central y cada nuevo punto de Dirac.
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2
u/ (2m)

Figura 4-8: Superred de grafeno simétrica sin dopar. a) Conductancia diferencial espectral
para diferentes valores del potencial de la superred (A) u/(27) = 1.03, (B) 1.11, (C) 1.19,
(D) 2.15 y (E) 2.23. b) Mapa de la conductancia diferencial espectral a energia cero como
funcién de u y ¢ = q/Gmaz » cOn Avpgma: = 29A. ¢) Conductancia diferencial como funcién
de la energia para diferentes valores de u usados en (a). El pardmetro € indica la separacion
del nuevo par de puntos de Dirac del punto de Dirac central. d) a diferencial como funcién
de u para diferentes energias. e) Estimacion del valor de € de la segunda derivada de la
corriente con respecto al voltaje. Para todos los casos, Er =0y L = &/2, con £ la longitud
de coherencia del superconductor.

Los tres efectos mencionados, (1) la formacién de nuevos puntos de Dirac cuando u ~ 2n7, (2)
el incremento en la densidad espectral para valores por debajo de la brecha superconductora,
y (3) la separacién entre los nuevos puntos de Dirac caracterizada por el pardmetro €, pueden

ser observados en la conductancia diferencial normalizada o. Las fig. [4-8c y fig. [4-8d muestran

respectivamente la conductancia diferencial de la juntura SL-S como una funcién de la energia
de excitacion y la fortaleza de la superred. En la ausencia del potencial de superred y cuando
Ers = 0, se recuperan los resultados dados por , donde la reflexién de Andreev inter-banda
es dominante (linea gris con u = 0). Para u # 0, la conductancia diferencial para un valor
de energia de cero se mantiene fija a 20 con oy la normalizacién usada en [28], excepto en
los valores criticos donde se forman los nuevos puntos de Dirac. Como la conductancia del
estado sin superred oj tiene en cuenta la contribucién de los tres canales, el aumento de la
conductancia se debe a reflexiones de Andreev que toman lugar en el punto de Dirac original
y los nuevos puntos de Dirac.

En contraste, para energias finitas se observan dos efectos relacionados a la presencia de la
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superred. Primero, la conductancia muestra un pico o una depresion para energias iguales al
parametro € [ver flechas en la fig. ] Segundo, la superred incrementa la conductancia
para energias por debajo de la brecha (E < A), lo cual es una consecuencia directa del
incremento de la densidad espectral para energias por debajo de la brecha superconductora.
Lo primero esta asociado con las diferentes contribuciones de reflexiones de Andreev. Para
pequenos valores de €, la conductancia normalizada muestra un pico, indicando que los
procesos inter-banda se vuelven dominantes cuando los nuevos puntos de Dirac son creados.
Cuando € se acerca a A, el pico en la conductancia se vuelve una depresién ya que los puntos
de Dirac estan claramente separados, esto produce mas retro-dispersiones para valores de ¢
que estén entre el punto de Dirac central y los nuevos puntos de Dirac. En ambos casos, el
pardametro €, que indica la separacion entre los nuevos puntos de Dirac y el central, es accesible
a través de la conductancia diferencial. Tomando la segunda derivada de la conductancia
diferencial respecto al voltaje, es decir, 9?1/0V?, los pequenos cambios mostrados en la fig.
4-8c aparecen como picos claros en la derivada fig. [4-8.

Los resultados expuestos anteriormente muestran que cuando la energia es cero la superred
puede crear nuevos puntos de Dirac ain cuando se encuentra acoplada a un superconductor.
Siempre que el potencial U de la superred sea comparable con el potencial de pares del
superconductor, la conductancia diferencial es completamente dominada por las reflexiones
de Andreev inter-banda y se fija para valores de 20y. Para energias finitas, la conductancia
normalizada muestra cambios bruscos cuando E = ¢, lo cual determina la energia de separacién
entre los puntos de Dirac observados en la figura que muestra la relacién de dispersion. La
conductancia diferencial de una juntura SL-S y su derivada entonces son una herramienta
para estudiar la creacién de nuevos puntos de Dirac.

El siguiente paso es considerar cuando Fj # 0 y se mantiene la simetria de la superred. Al
dopar la superred uniformemente se cambia el lugar donde aparecen los puntos de Dirac
como se observa en la fig. [4-9h, pero no cambia la condicién de su aparicién, u = 2nz. El
corrimiento en la posicién de los nuevos puntos de Dirac a energia finita resulta en una
supresion de la conductancia como se observa en fig. y fig. -9k, lo cual se debe a la
desaparicién de la densidad de estados para las excitaciones tipo hueco [27}28].

Este resultado se debe a que el grafeno es un semiconductor de brecha de energia cero, la cual
no afecta la aparicién de nuevos puntos de Dirac, en contraste con el caso sin dopar cuando
Er =0 (comparar figuras y ) Dado que los nuevos puntos de Dirac se abren ahora
en la regién completamente positiva (si E > 0), el rango de energias donde el superconductor
muestra sus efectos respecto al parametro e se duplica respecto a la regién en energias
para Fr = 0. Un analisis de la derivada de la conductancia permite estimar el valor de €
correspondiente al cambio en la pendiente de la conductancia. El dopaje positivo de la capa de
grafeno, en el régimen donde las reflexiones de Andreev inter-banda son incrementadas, ayu-
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da a visualizar la formacién de los nuevos puntos de Dirac usando la conductancia normalizada.

0 1 2 3
u/ (27)

Figura 4-9: Superred de grafeno simétrica dopada. a) Conductancia diferencial espectral
con Er = 0.5A para diferentes valores de u/(27) (A)= 1.03, (B) 1.11 y (C) 1.19. En todos
los mapas ¢ = ¢/¢maz > CON AVEGma: = 16A. b) Conductancia diferencial en funcién de la
energia para diferentes valores de u en a). Las flechas indican el pardmetro €. ¢) Conductancia
diferencial en funcién de u para diferentes energias. En todos los casos L = £/2.

Para las redes asimétricas se usa la red dopada donde E7} = 0.5A energia que coincide con el
valor para el cual aparece el punto de Dirac central. El primer caso asimétrico es cuando a = 1
y B # 1 el cual corresponde a anchos simétricos y alturas de barrera asimétricas de la fig.
Para este caso el sistema queda descrito como un sistema simétrico donde el potencial
periédico estd dado por U = E} & (V) con (V) = U(1 + f3)/2, observado en la ecuacién [1-56|
El efecto neto de la asimetria es mover la energia de Fermi a E7., donde el punto original de
Dirac y los nuevos puntos de Dirac aparecen (fig. ), para la cual también se presenta el
caso simétrico de la fig. (linea azul). Cambiando el valor de 3, la conductancia muestra
el minimo a diferentes energias de inyeccién, mientras estas se encuentren por debajo de la
brecha superconductora, siempre y cuando Ej < A (linea verde). El dopaje E}. del grafeno
provee un parametro experimental controlable que puede rectificar la asimetria en las alturas
de barreras junto con su valor.
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Figura 4-10: Superred asimétrica caracterizada por los parametros « y 3, definidos en el
texto. a) Conductancia diferencial cuando se tiene asimetrias en el potencial “gate”, pardmetro
B, cuando v = 1y u/(27) = 1.11, para diferentes valores de Er y (. Para las lineas punteadas
se tiene que EFr = A/2, y para las lineas solidas Er = 3A/2. b-¢) para los casos asimétricos
en anchos, pardmetro « de las ldminas de grafeno p y n, siendo b) la conductancia diferencial
espectral y ¢) la conductancia diferencial para valores de § = 1, u/(27) = 1.11, y diferentes
valores de «; tanto en b) como en c¢) se ha ajustado la energia de Fermi uniforme Ep para que
se tenga que E}. = 0.5A. Para todas las figuras L = £/2 'y § = q/@maz cON hUpQne: ~ 15A
para los mapas.
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El dltimo caso corresponde a una red asimétrica en anchos, a # 1, en donde la posicién del
punto de Dirac original sigue estando en E7,, pero los nuevos puntos de Dirac aparecen en
diferentes energias. Por ejemplo, el dopaje real de los tres paneles de la fig. ha sido ajus-
tado de tal manera que todos los casos tienen £} = A/2. Sin embargo, el ancho de la pelicula
de grafeno dopada tipo n es mayor que el de la pelicula de grafeno dopada tipo p (a > 1),
mientras que para otro panel es la nanocinta de grafeno dopada tipo p la que es mas pequena
(av < 1). Como resultado, los nuevos puntos de Dirac aparecen para energias mayores o meno-
res del punto de Dirac original ubicado en la energia de Fermi E}. En el panel derecho de la fig.
[4-10p, la superred de grafeno es tan asimétrica que los nuevos puntos de Dirac se han unido
nuevamente al punto de Dirac original, recobrando el resultado para el grafeno con alto dopaje.

Para el caso asimétrico en anchos (« diferente de uno), se obtienen cambios drasticos en la
conductancia, como se observa en la fig. [4-10k, donde la linea azul que corresponde al caso
simétrico con Ej. = A/2 (linea azul) se ha usado como referencia. Para el caso asimétrico en
anchos se comparan los casos mostrados en [4-10b, donde se escogié que tengan la misma
energia de Fermi promedio £} = A/2. Cuando a < 1 (linea verde), los nuevos puntos de
Dirac aparecen para energias mayores a la energia de Fermi promedio y la conductancia
diferencial muestra una regién minima extendida por encima de la energia donde aparece el
punto de Dirac original. Para el caso contrario, si &« > 1 ( linea roja), los nuevos puntos de
Dirac aparecen para energias menores a la energia de Fermi promedio, lo que se puede ver
claramente como una distorsion en la conductancia para energias por debajo del punto de
Dirac original. El caso de alta asimetria (linea gris) aproxima la conductancia de una ldmina
de grafeno con alta presencia de reflexiones de Andreev intra-banda [28].

Una red asimétrica en el pardmetro 3 solo tiene un efecto de normalizacién de Er (fig. ),
esto se explica recordando que el sistema esta definido por las energias de Fermi de la superred
y los anchos de estas y no por las alturas relativas a Er, con lo cual es mejor considerar los
valores definidos anteriormente. Caso distinto cuando los anchos son los asimétricos. Como
se habia mencionado, el punto de Dirac central se ubica en la energia de Fermi promedio.
Los nuevos puntos de Dirac necesitan que aparezca la condicion u = 2nm para cada elemento
de la superred por separado, no en el bloque np. Cuando estas no lo cumplen, los nuevos
puntos de Dirac se desplazan en energia hacia arriba o abajo dependiendo de cuél es menos
ancho, si el bloque p (arriba) o el bloque n (abajo), como se observa en la fig. [4-10p y c.
Como se menciond inicialmente, cuando uno de los anchos es cero obtenemos una lamina de
grafeno. Con todo lo anterior se hace el mapa de todos los casos con asimetrias de a (fig.
, donde se observa cémo, al disminuir el ancho del bloque p, los nuevos puntos de Dirac
se van creando cada vez por encima de la energia de Fermi promedio, adicionalmente se
va acercando al punto de Dirac central. Para cierto valor del ancho del bloque p alcanza el
maximo desplazamiento en energia donde aparece para disminuir y luego unirse al punto de



4.3 Superred de grafeno acoplada a un superconductor 74

Dirac central. Finalmente, conforme se incrementa el valor de alpha se obtiene que el sistema
tiende al de una ldmina de grafeno con un superconductor.
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Figura 4-11: Mapas espectrales de la conductancia diferencial en funcién del vector de onda
q para diferentes valores de asimetrias en sus anchos, parametro «, con F5 =05y = 1.

Los resultados muestran la necesidad de superredes con anchos regulares, mientras las
asimetrias en los potenciales “gate” pueden ser compensadas por un cambio uniforme en el
nivel de dopaje de la lamina de grafeno.

4.3.1. Superred finita acoplada con el grafeno

La apariciéon de los nuevos puntos de Dirac y su separacion del punto de Dirac original en
una superred semi-infinita puede ser caracterizada por el parametro €. Ahora se analiza el
impacto de una superred de grafeno de longitud finita sobre la conductancia diferencial.
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El tamano finito en la direccion vertical, paralela a las interfases, puede introducir una
estructura adicional debido a la cuantizacién del momento paralelo. Por simplicidad, se
considera solamente el limite de ancho-infinito, donde el tamano vertical es mucho mayor que
la longitud horizontal. La superred finita es conectada en (z = 0) a un superconductor y en
el otro lado, (x = —NL), a un reservorio no superconductor, el cual es modelado como una
lamina de grafeno altamente dopada ,,. Nuevamente L es el tamano del bloque np,
y N es el nimero total de bloques np de la superred. Por simplicidad se consideran solamente
junturas transparentes entre la superred finita y el superconductor y entre el electrodo y la
superred, solamente se consideran los casos de superredes simétricas.

0 05 i 09 0.5 1
E/A E/A

Figura 4-12: Superred de grafeno finita. a) Conductancia diferencial espectral para N = 50,
con Er =0 (izquierda) y Er = A/2 (derecha). En ambos casos ¢ = q/Gmaz cON AUFGmaz ~
14A. b-c) Conductancia diferencial para diferentes niimeros de bloques np de la superred
donde para b) se ha usado que la Er = 0 y para ¢) F = A/2. La linea gris tanto en b)
como c) es la superred semi-infinita encontrada en las fig. y fig. . En todos los casos
L=¢/2.

El hecho de que la superred del medio sea finita resulta en la divisién del punto de Dirac
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continuo en bandas de energia (fig. ) En la superred, la condicién para la aparicion de
nuevos puntos de Dirac, u = 2nm, es mantenida para pocos bloques np. El patron menora
obtenido para la superred finita es similar al mostrado en la fig. [4-9b, aunque estas no
tengan muchos bloques np y pese a que las resonancias en las posiciones de los puntos de
Dirac son ensanchadas y no queden bien definidas. El ensanchamiento de la relacién de
dispersion para las energias por debajo de la brecha superconductora es mostrada en la
fig. para la superred sin dopar (panel izquierdo) y el caso dopado (panel derecho).
La forma borrosa de los nuevos puntos de Dirac es el resultado de un incremento de la
probabilidad de que se presenten retro-dispersiones. Se muestra el efecto del tamano de la
superred finita sobre la conductancia diferencial en las figuras fig. y para Ep =0
y Er = A/2, respectivamente. Las lineas grises muestran el caso semi-infinito ya analizado
con los mismos parametros. En esta se puede confirmar la fortaleza del efecto de la superred
sobre la conductancia diferencial para valores diferentes de energia de Fermi Fr. Cuando
Er =0, el caso semi-infinito es cualitativamente reproducido para valores de N > 50, con
L = &, sin embargo, para estimar el valor de 2¢ para la superred dopada, Er = A/2, solo es
necesario pocos bloques N > 20 son suficientes.

4.4. Lente de Veselago con grafeno y superredes

En el ano 2007 fueron propuestas junturas de grafeno np como lentes de Veselago, mostrando
un indice de refraccién ideal de -1 [38] y logrando su confirmacién experimental posterior-
mente [108,[109]. Los puntos de enfoque y otras propiedades de estas lentes se han estudiado
usando trayectorias semi-clasicas de la teoria de rayos de la éptica, explicando fenémenos como
el efecto Hall [36,37]. El estudio de cémo mejorar el proceso de enfoque y su uso ha motivado
la realizacién de modificaciones a las lentes de Veselago, como el uso de superconductores
para observar reflexiones de Andreev no locales en lentes de Veselago pnp [110], o usando
materiales ferromagnéticos con grafeno [111] en los cuales los procesos de focalizacién son
dependientes del espin. También se ha estudiado el efecto de las interfases sobre el enfoque,
encontrandose que, entre mas abrupta sea la interfase np, es mas facil enfocar la corriente
electrénica o cémo la presencia de impurezas afectan el punto de enfoque [37,40]. En esta
seccion se estudian las lentes de Veselago con un superconductor con el propdsito de observar
cémo se afectan los procesos de tunelamiento de electrones y reflexiones de Andreev cruzadas.
Vamos a analizar los efectos sobre los puntos focales cuando las interfases no son perfectas o
nos alejamos de la aproximacion de Andreev. Finalmente, se introduce superredes como un
colimador con el propédsito de separar la senal de tunelamiento electronico de las reflexiones
de Andreev no locales.

Al aplicar las condiciones de frontera en la interfase de la lente de Veselago con grafeno
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np, se puede obtener la ley de Snell, n, = —k,/k,, este indice corresponde a la regién
donde se encuentra el electréon. Los vectores de onda para cada regién se pueden escribir
como k,, = (k, cos ¢y, k,sin @) y k, = (k, cos ¢y, k,, sin ¢p). El pardmetro ¢/, es el angulo
de la velocidad de grupo con respecto a la normal en la banda de conduccién p y la de
valencia n, respectivamente. El indice de refraccion n, es igual a -1 si cada regién tiene una
energia de Fermi opuesta, Er, = —FEp,, dado que en esas condiciones las magnitudes de los
vectores de onda son iguales, k, = k,. El cambio de momento permite enfocar los electrones
como se muestra en y en la fig. , donde con las trayectorias semi-clésicas se puede
encontrar el punto de enfoque, el cual coincide con el que se encuentra con la 6ptica geométrica.

Figura 4-13: Proceso de enfoque de una lente de grafeno np, el punto de enfoque esté a la
misma distancia de inyeccién y se encuentra usando las trayectorias semi-clasicas del electron.

Tomada de .

Cuando la relacién entre las energias de Fermi es diferente de Ep, = —Ep,, el indice de
refraccion tiene un valor distinto de —1 y las trayectorias son modificadas, lo cual resulta
en la aparicién de trayectorias causticas. En este caso, una aberracion en el punto focal es
observada; un efecto de esto también puede verse como un maximo en el mapa de la corriente
eléctrica. En el trabajo de Cheianov se consideran algunos efectos que pueden causar
aberraciones en los puntos focales, como la inclusién de una pequena isla de bicapa de grafeno
o la presencia de un potencial debido a la carga ubicada en una distancia larga después de
la interfase, con la intencién de visualizar la fuerza de la focalizacion de los electrones en
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un punto especifico del espacio. En los casos considerados, el punto focal persiste con una
disminucién significativa en la intensidad del méaximo de la corriente. Dado que el efecto de
la focalizacion es robusto, se ha propuesto la construccion de lentes de Veselago basadas en
junturas pnp y npn para focalizar electrones. Recientemente, se ha mostrado que en las lentes
de Veselago pn el punto focal en la corriente eléctrica se puede apreciar hasta en temperaturas

cercanas a 60K [108].

Modelos de lentes de Veselago han sido estudiados en sistemas grafeno-superconductor-grafeno
con dopaje pnp e interfases perfectas ,, encontrando regiones especificas donde los
electrones y los huecos son enfocados, las cuales pueden ser establecidas por trayectorias
semi-clasicas de las cuasi-particulas. En estos sistemas las reflexiones de Andreev no locales
(CAR) son dominantes respecto al proceso de cotunelamiento de los electrones como se
muestra en la fig. haciendo posible que el rompimiento de pares de Cooper sea analizado
para regiones especificas sobre el eje 6ptico de la lente. En este trabajo estudiamos estas
lentes de Veselago cuando las interfases no son perfectas, buscando observar cémo cambian
las intensidades de los coeficientes de transmision y la conductancia diferencial. Se estudiaran
adicionalmente los cambios de la conductancia diferencial cuando las energias de Fermi no
son tan grandes respecto al potencial de pares del superconductor, debido a que en este
régimen existen cambios en las trayectorias semi-clasicas. Finalmente, se implementaran las
superredes de la seccion anterior como colimadores para obtener cambios en los puntos focales
de la corriente de electrones y huecos, buscando la posibilidad de separar ain més la senal de
tunelamiento de electrones de la de los procesos CAR.

a)

grafeno grafeno

‘ electrén electrén .

cotunelamiento

b)

grafeno grafeno

. electrén hueco

reflexién de
Andreev no local

Figura 4-14: Diagrama de procesos no locales en junturas grafeno-superconductor grafeno. a) Un
electron puede tunelar el superconductor para transmitirse como un electrén en el grafeno de la
derecha, lo que se llama cotunelamiento. b) El electrén puede formar un par de Cooper dentro del
superconductor, el cual se logra tomando un electrén del grafeno a la derecha, creando un hueco
que se propaga a la derecha de este.
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fuente

Ergo

Figura 4-15: Lente de Veselago compuesta por un material superconductor depositado
sobre una lamina de grafeno. Hay tres regiones bien definidas, la primera es un grafeno
(G1) semi-infinito, donde los electrones son inyectados, los cuales pasan a la segunda regién
superconductora (S) donde son dispersados y finalmente son enfocados en la tercera regién de
grafeno (Gy). La energia de Fermi del superconductor estd por encima de los puntos de Dirac
y por debajo en los grafenos, siendo un sistema pnp. También se consideran dos parametros
de acople, t; entre G; y S, y t5 entre S y G,. El superconductor estd entre z =0y x = Wy, y
los electrones son inyectados en x = —d y y = 0.

4.4.1. Lentes de Veselago

La lente de Veselago usando una region superconductora se muestra en la fig. siendo G
es el grafeno donde los electrones son inyectados y G, es la region donde los electrones y huecos
son enfocados. Entre las regiones de grafeno hay una regién S donde la superconductividad
es inducida por efecto de proximidad, depositando un superconductor sobre una lamina de
grafeno entre 0 y Wy. Para ambos, el grafeno y el superconductor, las energias de Fermi
han sido ajustadas usando un voltaje “gate”, la energia de Fermi para el superconductor es
Erg, v para los grafenos G’l y G2, son Erg1 vy Ergs, respectivamente. El sistema construido
cumple que Frs = —Erg1 = —FErgo, convirtiendo este sistema en un pnp. El parametro de
acople entre la interfase GlS es t1 y entre la interfase S G’g es ty. La transparencia entre

. 2
las interfases es T'y(2) = 4tf(2) / (1 + t%(Q)) con ty(9) normalizado a hvp, de donde se obtiene

transparencia perfecta cuando £z = 1.

Ahora vamos a analizar como los cambios en el dopaje y el pardmetro de acople entre las
interfases de la juntura afectan la conductancia diferencial y las probabilidades de transmisién
electron-electron y electron-hueco. Para esto, consideremos las diferentes dispersiones en las
interfases de la juntura. Un electron incidente desde la region G hacia al superconductor,
desde la banda de valencia, tiene una probabilidad de refractarse en la regién superconductora
como una cuasi-particula tipo electrén (g.). En este proceso el indice de refraccién al cambiar
a la region superconductora es de -1, ya que tenemos un cambio de bandas al pasar a la



4.4 Lente de Veselago con grafeno y superredes 80

banda de conduccién. Ahora, cuando este cuasi-electrén se transmite a la region Gy tenemos
nuevamente un cambio de banda, con lo cual el indice de refraccién es nuevamente -1 . El
electron que incide desde la region Gy, también puede ser transmitido al superconductor como
una cuasi-particula tipo hueco (g), en este caso no hay un cambio de la velocidad de grupo,
debido al cambio de cuasi-particula y de banda, y la trayectoria no cambia significativamente;
sin embargo, sobre la segunda interfase, un cambio de banda ocurre al transmitirse como un
hueco obteniendo un indice de refraccién de -1. Ambos procesos conllevan a que electrones
y huecos puedan enfocarse en diferentes posiciones espaciales, como es mostrado en la fig.

4-16| para interfases perfectas.

Para probar que las particulas en este sistema son enfocadas sobre los puntos predichos por
las trayectorias semi-cldsicas [104] se encuentra la probabilidad de transmisién T ee(eh), 1a cual
representa la probabilidad de que un electréon incidente desde la regién G sea transmitido
como otro electrén (hueco) en la regién Go. El coeficiente T.5, es conocido como coeficiente
de reflexién de Andreev no local [5] y es equivalente a la probabilidad que un par de Cooper
que proviene del superconductor presente un desdoblamiento en dos electrones con espin y
momento opuesto, uno en la regién derecha y otro en la regién izquierda [8,/11,|112]. Las
probabilidades de transmision locales son encontradas usando las funciones de Green, como

2

: (4-59)

2

) (4‘60)

A ~ AB
’o
Tee X ‘GRL,ee(xvoﬂx >y)

~

~ AB
Teh X )GRL,eh('T7 07 *T/a y/)

. AB

siendo G ..(7,0,2',9) la componente de la funcién de Green que propaga un electrén del

atomo A en la regién G; en el punto (z,0) al &tomo B en la regién Gs en el punto (2/,y').
A

De manera similar Gy, ., (7, 0,2', ') es la funcién de Green que propaga un electrén en Gy a

un hueco en Go, para los mismos puntos. Estas funciones de Green son obtenidas resolviendo
la ecuacién de Dyson (4-12)), para la geometria de la fig. [4-15|
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Figura 4-16: Diagrama de las trayectorias semi-clasicas de electrones y huecos, donde la
direccion para el vector de onda y la velocidad de grupo son mostradas en cada regién para
cada tipo de particula. El punto de inyeccién esté en (—d, 0), el ancho del superconductor es
W, y los puntos de deteccién estdn en Gy. En la figura, vi" y v?f representan las velocidades
de grupo para electrones y huecos en la banda de conduccién (valencia), respectivamente, y
k. el vector de onda para los electrones (huecos). Imagen adaptada de [104].

Las probabilidades Tee y Teh son graficadas como funcién de 2’ y normalizadas a T, siendo
este la probabilidad de transmisién maxima de la misma lente de Veselago de interfaces
perfectas sin un superconductor, que permite encontrar los puntos de maxima probabilidad,
los cuales corresponden al enfoque de las cuasi-particulas y coinciden con el punto donde las
trayectorias semi-clasicas se interceptan. Esto pasa incluso cuando son consideradas multiples
reflexiones dentro del superconductor, como se muestra en la fig. [4-16]

Con base en el trabajo [104], se encuentra que la conductancia diferencial no local o T eh—Tee
es positiva con maximos donde el punto focal de huecos estd presente, mientras es negativa y
presenta minimos en los puntos focales de electrones. La separacién espacial de los puntos
focales de electrones y huecos podrian permitir usar electrodos puntuales para maximizar el
desdoblamiento de los pares de Cooper y analizar el entrelazamiento de los estados electronicos
en estos sistemas.

Ahora se analiza el efecto de las interfases imperfectas (parametro de acople menor que
uno) sobre los puntos focales de electrones o huecos. Para una juntura np ya se ha realizado
una comparacion entre la aproximacion semi-clasica y el modelo “Tight Binding”, donde se
encuentran picos en la probabilidad de transmisiéon para electrones alrededor de los puntos
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Figura 4-17: Diagrama de las trayectorias semi-clésicas de los electrones (lineas sélidas y
punteadas rojas) o cuasi-electrones (lineas discontinuas rojas), y huecos (lineas discontinuas
negras) o cuasi-huecos (lineas punteadas negras). Las letras representan el punto de inyeccién
A, el hueco enfocado (D y I), el electrén enfocado G o puntos donde ocurren reflexiones.

focales que describen las trayectorias semi-clasicas [37]. Ahora vamos a analizar el efecto del
parametro de acople, y, por lo tanto, interfases no perfectas, sobre la conductancia diferencial
no local 0,,, analizando las trayectorias semi-clasicas de electrones y huecos en la lente de
Veselago (fig. , las cuales no cambian por tener interfases imperfectas pero tendran otro
efecto que se verd més adelante. En la fig. [4-17] comenzamos con la inyeccién en el punto A
en G, de tal manera que la distancia al punto de inyecciéon —d sea mas grande que el ancho
de la region superconductora W, y trayectorias simétricas de electrones respecto al eje optico.
Consideremos el camino ABCD, que genera el primer punto focal de huecos y requiere que en
la segunda interfase se presente una dispersién de Andreev y un segundo camino ABHI que
origina el segundo punto focal de hueco y necesita una dispersion de Andreev en la primera
interfase. Para el camino ABCEFG tenemos el punto focal de electrones que requieren dos
reflexiones internas de electrones dentro del superconductor. Un electrén que tunela usando el
camino ABCJ no se focaliza en GQ, haciendo una zona de dispersiéon. Estos procesos pueden
tener multiples reflexiones internas dentro del superconductor, que generan puntos focales de
electrones con una relacién de ' = (2m — 1/2) Wy y para huecos en o’ = (2m + 1/2) W con
m = 1,2,3,.... Vale aclarar que cuando la aproximacién de Andreev no es valida tenemos
cambios en las trayectorias de huecos que se veran mas adelante.

Teniendo en cuenta que T ce V T on estan relacionados con o,;, podemos analizar la conductan-
cia diferencial para valores de los parametros de acople. Para pardmetros de acople simétricos,
t =t = to, se grafican los coeficientes de transmisién en la fig. [4-18h-c, donde se observa
que cuando el parametro de acople decrece, la intensidad del coeficiente T.. disminuye con
respecto a T'.n. También se nota que el punto focal de electrones desaparece, mientras el punto
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focal de huecos se incrementa. Ahora, si graficamos o,,; sobre el eje éptico como una funcién
de z para diferentes valores de ¢ obtenemos la fig. [4-18d. En esta figura, podemos observar
que la conductancia diferencial presenta picos en los puntos donde los electrones y huecos son
enfocados en la fig. También se aprecia que cuando t decrece, ,; se incrementa hasta
tener unicamente valores positivos, mostrando un dominio de las reflexiones de Andreev no
locales. También podemos observar que el pico maximo inicialmente incrementa su valor y
posteriormente decrece a cero. El incremento del pico en la conductancia diferencial es el
resultado de un aumento en Teh con respecto a Tee, siendo Tee el que decrece rapidamente
cuando t disminuye, debido a que las junturas se desacoplan.

7 : 20
= 35) 5
=\ s
-~ i I
=~ Y ;
0 -—’,l . \\\— N N ‘,' \\N_-
1 2
e O !
1.8 T T r . : 12 —
: ! 1
. " — 0.8
8 : < 0 0.6
| n
209 & t=03 = 0.3
E E S 0 |
Qh -6 .
I 2 /€ 3 / 1 2 /€ 3 4

Figura 4-18: a c) Probabilidad de transmisién T, (linea negra) y Ty (linea discontinua
roja) normalizadas al méximo de la transmisién, T;,, de una lente de Veselago de interfaces
perfectas sin un superconductor, en el eje 6ptico para diferentes valores del parametro
de acople. d) Célculo de la conductancia diferencial o,; en el eje 6ptico para los mismos
parametros de a-c. Para todas las figuras t; = t; = t, Erg1 = Erge = —Ers = —500A, el
punto de inyeccién esta en d = 3/2W; y W, = €.

Ahora se encuentran la probabilidad de transmision y la conductancia diferencial para valores
asimétricos de los parametros de acople encontrando que la probabilidad de transmision T,
decrece (fig. [4-19)). Las asimetrias en los parametros de acople modifican la probabilidad
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de transmisién 7', dependiendo de los caminos de la fig. , de tal forma que, cuando
t1 < 1yty =1, el segundo punto focal en T, se incrementa y el primero decrece como se
observa en la fig. [4-19] esto es porque la reduccién de ¢; incrementa la probabilidad de que un
electréon en (1 pase a ser una cuasi-particula tipo hueco en S; en consecuencia la conductancia
diferencial se incrementa en el segundo punto focal de huecos debido al camino ABHI. Para
t1 = 1yty <1, laprobabilidad de que una cuasi-particula tipo hueco se convierta en una tipo
electron en Go se incrementa y favorece el punto focal de huecos por el camino ABCD, donde
Ton presenta un maximo para el primer punto focal. El comportamiento de la transmision
también puede observarse en la conductancia diferencial (fig. , donde los méaximos se
intercambian del primer al segundo punto focal, dependiendo del parametro de acople de
cada una de las interfases.
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Figura 4-19: ac) Probabilidades de transmisién T, (linea negra) y T, (linea discontinua
roja) normalizadas al maximo de la transmisién de una lente de Veselago de interfaces
perfectas sin un superconductor, en el eje 6ptico para diferentes valores del parametro de
acople en cada una de las interfases. d) Calculo de o, en el eje éptico para diferentes valores
del parametro de acople. Para todas las figuras Erg; = Ergs = —Ers = —500A, el punto
de inyeccién estd en d = —3/2W, y W, = &.

Para finalizar estudiamos los efectos de tener una energia de Fermi donde la aproximacién de



4.4 Lente de Veselago con grafeno y superredes 85

Andreev no es vélida, para lo cual se tomaran Erg entre 50A y 100A, lo que ocasiona cambios
en las dispersiones de Andreev. Para esto, en la fig. |4 - 0/ se muestran los mapas para T y T..
en ' y 3/, para diferentes valores de las energias de Fermi. Con base en los mapas es posible
observar una regién extendida donde los huecos son enfocados. Esta regién se incrementa en
tamano cuando la energia de Fermi decrece y cuando se ha asumido Ergy = Epge = —FEFs.
En la fig. [4-17] se muestra la trayectoria cuasi-clésica de los electrones por el camino ABCJ
el cual no presenta focalizacidn, como se aprecia en la fig. - 4-20| derecha que corresponde al
coeficiente T'.. En los mapas de Teh, parte izquierda de la fig. |4 , se observa un incremento
en el tamano del punto focal y también las correspondientes caustica, cuando la energia de
Fermi disminuye. En este punto, el cambio de las causticas se debe a que hay aberraciones de
las trayectorias semi-clasicas. El indice de refraccion para las cuasi-particulas en cualquiera
de las dos interfases dependen si son del mismo tipo, cuasi-electrén a cuasi-electron, o tipo
diferente, cuasi-electron a cuasi-hueco. En el caso de que la aproximacion de Andreev no sea
valida el indice de refraccion es diferente de 1.

En la fig. [4-20] se muestran las trayectorias de las cuasi-particulas cuando la energia de
Fermi decrece y la aproximacion de Andreev no es valida. En este caso se puede observar
una region extendida donde el hueco es enfocado. El punto focal de las cuasi-particulas
que no hacen reflexiones de Andreev internas esté espacialmente localizado en una posiciéon
diferente con respecto a los que realizan reflexiones de Andreev internas (fig. . Asi,
diferentes angulos de incidencia de las cuasi-particulas sobre las interfases hacen que la
probabilidad de transmision Ton tenga valores maximos sobre una region del espacio que esta
centrada, respecto al punto focal, cuando la energia de Fermi del sistema es alta (ver fig.
. Considerando que los procesos de tunelamiento en las interfases son independientes de
las reflexiones de Andreev internas, la probabilidad T.. 1o es afectada por la disminucion de
la energia de Fermi.

Podemos concluir que los cambios en los parametros de acople no afectan los puntos de
enfoque, pero afectan los diferentes maximos observados en los mapas de probabilidad de
transmision electréon-electron y electron-hueco. El parametro de acople en cada interfase
altera el primer y segundo maximo de los puntos focales de huecos por separado, pero
siempre decrece la probabilidad de transmisién electrén-electrén. Estos efectos aparecen en la
conductancia diferencial no local, donde los picos mas intensos dependen de cual interfase
tiene un parametro de acople menor que uno. También se puede observar qué energias de
Fermi cercanas al potencial de pares incrementan el tamano de los puntos focales de las
cuasi-particulas tipo hueco, debido a que la aproximacion de Andreev no es valida.
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Figura 4-20: Mapas de probabilidad de transmision electrén-hueco (izquierda) y transmision
electron-electron (derecha) para la regién Go, normalizadas al maximo de la transmision,
T,, de una lente de Veselago de interfaces perfectas sin un superconductor, cuando Erg, =
Ergs = —FErg para valores diferentes de Erg, el punto de inyeccién se encuentra a 0.5¢ y
con un ancho del superconductor de &.



4.4 Lente de Veselago con grafeno y superredes 87

Figura 4-21: Diagrama de las trayectorias 6pticas de cuasi-particulas tipo electrén (linea
rojas) y cuasi-particulas tipo hueco (lineas verdes y negras), cuando Erg decrece y la
aproximacién de Andreev no es valida. Las letras representan el punto de inyeccion A; el
punto focal de huecos D para diferentes reflexiones de Andreev internas, siendo el punto
central el que se obtiene en la aproximacion de Andreev.

4.4.2. Lentes de Veselago con superredes

Como mencionamos, las superredes pueden colimar una corriente de electrones, con lo cual
al incluirlas en una lente de Veselago se pueden observar cambios en los puntos focales de
los electrones o huecos. Para esto se considera el sistema descrito en la fig. donde las
superredes se “apagan” cuando los potenciales “gate” que forman la superred se hacen cero.
Las energias de Fermi del grafeno sin superred seran las energias de Fermi promedio de las
superredes adyacentes. Las superredes seran simétricas y con 40 bloques np para observar
los efectos de colimacion (fig. ) El punto de inyeccién se coloca en 1.5¢, siendo & la
longitud de coherencia del superconductor. Debido a que la superred finita de 40 bloques
tiene un ancho total de Ws;, = 40L, y se necesita que sea menor que 1.5£, se escoge que la
longitud L sea de 0.02¢, esto conlleva a incrementar el potencial “gate” de la superred a
U = 50A para tener nuevos puntos de Dirac de acuerdo con los resultados anteriores.

Los resultados se compararan con los de la seccién anterior y los encontrados en [74]. Para
el sistema mostrado en la fig. [4-23] tenemos un punto de enfoque de los electrones a 2.5¢,
también tenemos un punto de enfoque de los huecos a 1.5¢ y otro a 3.5, debido a que la
segunda superred va desde 1£ a 1.8£. El primer punto de enfoque que ocurriria en 1.5 no es
observado. A continuacién, estudiamos el sistema para el cual tenemos solo una superred a
la izquierda que se denota como n — SL — S — n, para la cual obtenemos la fig. [4-24h, en
esta se observa como al salir del superconductor la corriente de electrones esta mas dispersa
en la region central, lo cual es consecuencia de que la corriente de electrones es colimada,
también el punto focal ha perdido su intensidad siendo comparable a la senal de fondo. Para
la corriente de huecos se encuentra que, a diferencia de la de electrones, esta presenta puntos
menos dispersos, aunque la intensidad disminuye.
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Figura 4-22: Sistema bajo estudio, es construido con un grafeno dopado n, superred,
superconductor, superred y grafeno dopado n. Ambas superredes son simétricas y la energia
de Fermi central de la superred sera igual a la del grafeno adjunto. El inyector y el detector
se ubican sobre Gy y Gy, respectivamente.
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Figura 4-23: Transmisién electrén-hueco (panel izquierdo) y electrén-electrén (panel derecho)
del sistema n — S —n, cuando U =0y Frs = Ergi = Ergi = 5004, el comportamiento
concuerda con lo mostrado en [41].
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Figura 4-24: Probabilidad de transmisién electron-electréon y electrén-hueco cuando el punto
de inyeccion esta a 1.5, el tamano de las superredes es de 0.8 formada por 40 capas np
simétricas con energia de Fermi promedio de 500A y U = 50A. Las energias de los grafenos
son de 500A y la del superconductor de —500A. a) Cuando tenemos la SL a la izquierda del
superconductor y b) Cuando la SL estd a la derecha del superconductor, como en la fig.

Para cuando se considera una superred solo a la derecha, sistema n — S — SL — n, fig. [4-24p,
se tiene una situacién similar al caso anterior. En este sistema la corriente de electrones
es colimada pero ain se alcanza a notar el punto focal de los electrones, aunque no es tan
detallado como en el caso n — SL — S — n. La corriente de huecos nuevamente no se colima.

La explicacion de los efectos vistos, cuando el sistema presenta una sola superred, puede darse
al considerar la superred como un filtro angular de la senal. La superred filtra ciertos valores
del momento transversal ¢, dependiendo del producto u = UL/hvp, el cual caracteriza el
nimero de nuevos puntos de Dirac [113]. El momento transversal ¢ de las cuasi-particulas,
después de atravesar el superconductor, depende de los procesos que presentan, las que
cotunelan presentan valores en ¢ = 0, mientras que para los que provienen de reflexiones
de Andreev presentan el maximo para g # 0 [4]. Las lentes de Veselago con una superred
filtran las reflexiones de Andreev cruzadas al ser cero cuando el angulo de incidencia es cero
y ser maxima en vectores de onda que son filtrados por la superred. Mientras que el filtro
hace que la senal de los electrones sea mayormente la que tenga ¢ = 0, con lo cual el pico de
enfoque de la transmision electréon-electron se mezclara con la senal de fondo que procede
de electrones que tunelan normalmente a la interfase. Con esta senal se puede observar
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que la conductancia diferencial no local o, en el eje éptico (fig. 4-25|) presenta valores
distinguibles para cuando se tiene desdoblamiento de pares, con un solo punto positivo prove-
niente del hueco enfocado, mientras la senal de electrones se comporta como un ruido de fondo.

< L n—8—-n o
9: ............ n—SL—S—n
& === n—8L—-§—8L—n

a' /€

Figura 4-25: Conductancia diferencial no local en funcién de la distancia sobre el eje éptico
para la lente de Veselago con una superred (sistema n — SL — S — n), con dos superredes
(n—SL—S—SL—n)y sin superred (sistema n—.S —n). Las condiciones son las establecidas
en con U,, = 50A.

Para observar el efecto de los nuevos puntos de Dirac se considera el sistema n—SL—S—SL—n,
pues este sistema tiene los mismos puntos de Dirac a ambos lados del superconductor. La fig.
muestra que la senal de electrones mantiene el efecto de la colimacién, pero la de huecos
tiene mayor intensidad respecto a los casos anteriores. Esto indica que colocar la superred
tanto a la derecha como a la izquierda mejora la separacion de la corriente de electrones
colimada de la de huecos enfocada.
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Figura 4-26: Probabilidad de transmisién electron-electron y electrén-hueco para las mismas
condiciones de la fig. cuando ambas superredes estan presentes.

Finalmente, el comportamiento de este sistema es afectado por el valor del potencial “gate”
de la superred de grafeno, y no por el tamano. Cuando se incrementa el valor del potencial
“gate” al doble, U = 100A se obtiene la fig. donde se observa que este cambio no altera
la corriente de electrones, pero deforma la corriente de huecos moviendo el punto focal, y
disminuyendo considerablemente su senal. Esto hace que el sistema no sea eficiente para
enfocar electrones en huecos.
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Figura 4-27: Probabilidades de transmision electréon-electrén y electron-hueco cuando solo
tenemos la superred de grafeno a la derecha, con U=100A y, por lo tanto, tenemos dos puntos
de Dirac. Las condiciones son las establecidas en la fig. [4-22]

Al colocar superredes de grafeno en una lente de Veselago se permite colimar una corriente
de electrones, perturbando poco el punto focal de la corriente producida por reflexiones
de Andreev no locales. Este proceso podria ser usado para separar mejor la corriente de
electrones y detectar el desdoblamiento de pares de Cooper en este sistema.



Capitulo 5

Bicapas de grafeno

Las bicapas de grafeno se construyen a partir del apilamiento de dos monocapas de grafeno,
donde el més comun es llamado Bernal [43-46], como se muestra fig. y sera considerado
en este capitulo. De manera similar al grafeno la bicapa presenta puntos de Dirac [43],
aunque, a diferencia de la monocapa que posee dos bandas de energia que se tocan en estos
puntos de manera lineal, la bicapa tiene cuatro bandas cerca de los puntos de Dirac, de
las cuales dos se tocan de forma parabdlica [43], lo cual hace que los portadores de carga
sean modelados como masivos a diferencia de lo que ocurre en el grafeno, mostrando en
la bicapa un comportamiento diferente en el efecto Klein [46,47]. La bicapa de grafeno en
apilamiento Bernal (bGB) se puede dopar con potenciales “gate”, pero a diferencia de la
monocapa es posible que se abran brechas de energia en los puntos de Dirac cuando tenemos
potenciales eléctricos altos [50] o potenciales “gate” diferentes entre cada una de sus capas [51].

La bicapa de grafeno puede ser utilizada para construir lentes de Veselago [46] y colimado-
res [55], cuyos estudios se han realizado considerando principalmente la aproximacién a baja
energia, y sin tener en cuenta la frontera [43]. La aproximacién de baja energia corresponde a
estudiar las dos bandas que se tocan en los puntos de Dirac sin considerar que las nuevas
estdn separadas de las primeras en energia por un valor correspondiente al término de acople
entre las capas [114], lo cual lleva a que el sistema pueda ser descrito de una manera reducida
en esas dos bandas, usando un término conocido como el dimero que corresponde a los atomos
acoplados, esta reduccién no permite tener en cuenta las fronteras en sistemas finitos, aunque
permite obtener la densidad de estados [48].

Es de nuestro interés encontrar la funcién de Green de una bGB sin la aproximacion de baja
energia, para que sea posible considerar los efectos de la frontera en interfases con grafeno
y permitir el estudio de superredes, asi como de lentes de Veselago. Como se realizé en la
seccion 4.1, primero hallamos la funcién de Green de la bicapa de grafeno infinita y con
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Figura 5-1: Vista superior de la bicapa de grafeno en apilamiento Bernal, un dtomo de carbono se
encuentra en el centro del hexdgono de la otra monocapa. La monocapa superior es de color negro y
la inferior de color rojo, la celda primitiva es igual a la del grafeno, pero contiene cuatro atomos.

ayuda de la ecuaciéon de Dyson encontramos las funciones de Green semi-infinitas con bordes
definidos. Con estas funciones de Green semi-infinitas se analizara una lente de Veselago np,
donde mostraremos los efectos de los bordes zigzag « y 3 en los procesos de enfoque [49], lo
cual genera diferencia con las lentes de Veselago con monocapas de grafeno.

5.1. Funciones de Green para la bicapa de grafeno

Para encontrar la funcion de Green usamos el modelo “tight binding” a primeros vecinos,
para el cual recordamos que la celda primitiva es similar a la de la monocapa de grafeno,
como se muestra en la fig. [43]. La funcién de Green de la bicapa se obtiene utilizando el
método de funciones asintéticas, para lo cual solucionamos el Hamiltoniano en la direccién
x, como se hizo para el grafeno en la seccién [2.5] este método, hasta donde sabemos no se
ha usado para encontrar la funcién de Green de la bicapa de grafeno y es un aporte de este
trabajo que permite encontrar la funcién de Green sin la aproximacién a baja energia. Para
ello se utiliza el Hamiltoniano con bordes zigzag para cada monocapa de grafeno (fig.
alrededor de los puntos de Dirac y se soluciona la siguiente ecuacion

(i) (me)-=(2). o

con

f{ . —EF —F hUF (—z@x - zq)

g
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la cual corresponde al Hamiltoniano de cada monocapa de grafeno, como se encontré en la

seccién N

(18

representa el acople a primeros vecinos entre las monocapas, donde el 4tomo B’ de la capa
superior se acopla con el &tomo A de la capa inferior. Al ser de cuarto orden la ecuacién (5-1))
tiene cuatro soluciones, lo cual le da ventaja al método de soluciones asintéticas respecto
a otros que pueden ser dispendiosos debido a la geometria. Los estados de la bicapa son
bi-espinores, compuestos por los espinores de cada monocapa

e (28

Y
o (), 5
(x)
Suponemos que las soluciones son de la forma

(Wi ) =ee o

con ¢, un biespinor que se encontrard mas adelante. Esto nos conduce a una ecuacion de
valores y vectores propios con lo cual obtenemos la siguiente relacién

(hwp)® (K* + %) = (Er + E)* £ |t. (Erp + E)|, (5-7)

donde tenemos cuatro valores propios que estan dados por

B (EF+E)2i|t1(EF+E)!_ ) i

ky = \/ (hUF)Q q-, (5 8)

v \/(EF+E>2i (Bt B, (5-9)
(hUF>

como es de esperarse, esto nos duplica el nimero de soluciones que tenemos respecto al
grafeno. Los vectores propios correspondientes son

hop (k+—iq)
+ (I;EpiE)q

F1
or, = ; , (5-10)
hwp (k++1iq)
Er+E
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hwp(—k+—iq)
+ }EEF:E)Q

Fl
1

hor (—k++iq)
Ep+FE

(5-11)

La construcciéon de la funcion de Green con el método de soluciones asintéticas, se realiza de
forma similar a como se hizo para el grafeno usando

(5 2)

Examinando las dispersiones en las fronteras, las cuales se muestran en la fig. [5-2] Por lo
tanto, usamos las siguientes funciones

Lalr) = et

(5-13)

b= u(a) = (5-14)

donde los simbolos > y < se refieren a la direcciéon de propagacion negativa o positiva en el
eje x, respectivamente, y

hop (ki +1iq)

[ (Br+E) (5-15)
_ hop (k- £ iq)
R4 = W (5—16)

Vamos a calcular las funciones de Green de x a 2’ para una bicapa de grafeno infinito. Para ello
tenemos que hacer el producto de las soluciones asintéticas pero como no tenemos procesos
de dispersion, estos se pueden obtener de

g (x,2 E) = A;pl(x)pl" (2')y + A_p(x)p " (2)y (5-17)
g-(z,2,E) = A'+¢i(x)¢i’T(x')7+A’,q');(x)(ﬁ;’T(x’)% (5-18)

Para encontrar los coeficientes de estas ecuaciones utilizamos la siguiente ecuacién, similar a
la de grafeno, pero con un producto tensorial, dada por
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Figura 5-2: Diagrama de las dispersiones para una bicapa de grafeno. a) Si la bicapa es
infinita no existe un cambio en el vector de onda de propagacién. b) En el caso de la barrera
de fortaleza infinita se tiene que un electrén que incide con un vector de onda (linea punteada)
se refleja como una combinacién de los modos de propagacién en la direccién contraria (lineas
continuas).

—i [0 1 10
9 (2,2, E) — §<(z,2,E) = — 1

N hUF

Reemplazando las funciones asintéticas (5-17)) y (5-18)), en (5-19) se encuentra

—i(Ep + E)

A=A =
* + h%%k:i ’

(5-20)
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con lo cual obtenemos la funcién de Green de la bicapa de grafeno infinita como

90—, 9, —02

g<(z,2,q,E) = A+eik+(9€’—x) :;i— _11 _11 _’91;;
9 —h 9.0
Kik_ —FKy —kKe K3
+A_ik-('—a) —h- 1 1 —hR4
k- 1 1 —ky |
K2 —Kk_ —K_ K_kgt
(5-21)
9.0, 9. —0. —02
g (z,2',q,E) = A e+ _191;; _11 _11 _1979_
X
Kik_ K_ k_ K-
LA etk K4 1 1 K_
Ky 1 1 K_
KL Ky Ky Kyl
(5-22)

Cuando el pardmetro de acople entre las monocapas de grafeno es cero (t; = 0) esta funcién
de Green se reduce a una funcién de Green formada por dos bloques de funcién de Green de
monocapas de grafeno desacopladas, dadas por

~>/< ’
E) 0
~> /< T ZL’/ E) = gm (LU,Z’, 5-23
g ( ) ) ) < 0 g;/<(l',$/,E) 9 ( )

siendo an/ < la obtenida en la seccién ecuaciones 1) y 1} que se pueden escribir

CcOomo

. I (k+iq)
e —1(Er + E) i) 1 T EeiE
g, 2 E) = ———5—"e wop (ki r ; (5-24)
h2v2k —eplhot) 1
i hp(k—iq)
e —1(Er + E) i) 1 “EetE
g (x, 2 E) = —— e - F : (5-25)
hz”%k : EP{TEQ) 1
2
conk, =k_=k= %—q?

Con la funcién de Green podemos obtener la densidad de estados como

plx, E) = _71 /qur (Im (QR(m,a;,q, E))), (5-26)
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Figura 5-3: a) Densidad espectral de una bicapa en funcién del vector de onda ¢, se aprecian
las bandas de energia donde la separacion de energia de las dos bandas por encima de la
energia de Fermi es del parametro ¢;. b) Densidad de estados en funcién de la energia para
la bicapa de grafeno en apilamiento Bernal, en esta se presenta un salto cuando la energia
coincide con el pardmetro de acople entre capas con Gua: = 7t1/(hvg).

la cual se ilustra en la fig. y corresponde a la mostrada en [43] para el caso de una
bicapa infinita. A diferencia del grafeno la bicapa presenta 4 bandas de energfa (fig. [5-3p),
dos de ellas se tocan en cero, mientras las otras dos estan separadas de las anteriores un valor
t1, esto hace que cuando la energia sea E = Er + t; se presente un salto en la densidad de
estados al incluir los estados de estas nuevas bandas.

5.2. Bicapa de grafeno semi-infinita

La funciéon de Green de la bGB semi-infinita, se encuentra usando el método empleado en el
grafeno en la seccion Para este caso vamos a considerar la bicapa de grafeno infinita y
cortarla en z = 0, como se muestra en la fig. . El potencial de corte es V=U§ (x)g i, donde

5'2 es una matriz que determina la frontera y U se hace tender a infinito con el propdsito de
que los procesos donde las particulas cruzan el punto de corte (lineas verdes punteadas) no
sean consideradas en la funcién de Green perturbada, de tal manera que esta solo contenga
propagaciones que no pasen la barrera (linea continua). Con este proceso se obtiene una
funcién de Green semi-infinita izquierda (bG By ) y una funcién de Green semi-infinita derecha
(bGBR).

Para determinar Sec de la bicapa se tiene que, a diferencia de la monocapa de grafeno, esta
tiene dos tipos de borde zigzag [115]. En la fig. se aprecian los dos tipos de bordes, los
cuales son dependientes de donde se realiza el corte de la bicapa de grafeno. Cuando el corte
se realiza de tal manera que ambas laminas de grafeno tienen el mismo tipo de atomo se llama

« (fig. [5-5h) mientras que cuando el tipo de dtomo es distinto se llama J (fig. [115]).
La matriz de corte para generar un borde tipo zigzag « se define como
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Figura 5-4: Diagrama de corte de la bicapa de grafeno infinita, el potencial de corte esta
en xr = 0. La regién que estd a la izquierda del potencial de corte es denotada como bG By,
y a la derecha como bG Bg. Cuando el parametro U tiende a infinito, el potencial de corte
desconecta la bicapa infinita al no contener propagaciones que pasen la barrera (lineas verdes

punteadas).

ap :

corte
P corte

4, B/ A/ B/ Al

——o *——

| _ tl -

B A B

Figura 5-5: Diagrama de los dos tipos de bordes zigzag en la bGB. a) Borde o donde las
capas superior e inferior forman un borde zigzag. b) Borde /3 se tiene en la capa superior un
borde zigzag con dtomos B’, mientras la capa de abajo no tiene bordes zigzag.
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: (5-27)
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mientras para un borde zigzag 5 es de la forma

(5-28)

>
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o = O O

o O O O

o O = O

Para ambos tipos de bordes descritos se obtiene que los procesos donde se consideran
dispersiones de izquierda a derecha son descontados. En este caso se debe resolver la siguiente
ecuacién de corte y encontrar la funcién de Green a la region derecha del potencial de corte
como

Gy (2,44, B) = g5 (2,2, ¢, B) + U§” (@, w0, ¢, B) S Mrg = (w0, ', ¢, E), (5-29)
con

~ ~\ —1
i = (1-Ug> (w0, 70,0, B)S.) . (5-30)

De manera similar se puede obtener la funciéon de Green en la regién izquierda del potencial
de corte para la bicapa como

GI</>(Ia ZL‘/, q, E) = f]</>(x, xlv q, E) + Ug<(l‘, Zo, q, E)SZMLQ>(an Ij) q, E)7 (5_31)
con

N N —1

My = (1= Ug~(z0,20.0, E)ST) (5-32)

Ahora, se procede a tomar el limite cuando U tiende a infinito para desconectar las regiones y
obtener la funcién de Green de un sistema semi-infinito con borde definido. Con las funciones
de Green semi-infinitas se puede obtener la densidad de estados usando la ecuacién (5-26)),
la cual se muestra en la fig. [5-6] Se presenta la densidad de estados en el borde, donde se
aprecia un estado en la energia de Fermi independientemente del tipo de frontera fig. [5-6]
Para observar como decae este estado se grafica la densidad local de estados en funcién de la
distancia al borde normalizada a ¢ = hvp/t; = 3ay/5 siendo ag la distancia entre dtomos A
de la misma monocapa (fig. . La forma en la que decae la gréfica es independiente del
tipo de frontera, mientras que la densidad de estados es diferente conforme nos adentramos
en la bicapa semi-infinita, de tal manera que cuando /¢ = —20, tenemos que un tipo de
frontera presenta una densidad de estados diferente a la otra. En la fig. se aprecia que en
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Figura 5-6: a) Densidad local de estados para una bicapa de grafeno semi-infinita en el borde,
a diferentes energias de Fermi para frontera a y 3, en este caso coinciden las densidades. b)
Densidad local de estados para la bicapa semi-infinita en funcion de la distancia para ambos
bordes, la distancia donde se calcula la densidad de estados se normaliza a { = hvg/t; ~ 3ay/5.
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Figura 5-7: a) Densidad local de estados para una bicapa de grafeno semi-infinita cuando
estamos a una posicién del borde de x = —20( para cada tipo de frontera. b) y ¢) Densidad
espectral para cada tipo de borde cuando z = —20(, siendo b) para el borde « y ¢) para el
borde f con Guqe. = Tt1/(hvr).

E/t; < 1 las densidades de estados para el borde « (fig. [5-Tp) y el borde 3 (fig. [5-7f) difieren
ya que el borde fla densidad espectral es simétrica. Esto se debe a que en esta frontera los
atomos de ambas capas presentan las mismas condiciones de frontera, mientras que para el
otro tipo de frontera tenemos una asimetria al estar en la capa de abajo el atomo acoplado
con el de arriba. Esto contrasta con la densidad de estados encontrada en [48], donde se
muestra un comportamiento distinto para cada tipo de frontera, siempre y cuando no estemos
en el borde donde el estado superficial es dominante o muy cerca de donde la densidad de
estados se aproxima a la de la bicapa de grafeno infinita.
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Figura 5-8: Lente de Veselago con dos bicapas de grafeno semi-infinitas, las cuales se juntan
en z = 0, la bicapa izquierda (bGBy) tiene una energia de Fermi Er y la derecha (bGBpg)
una energia —Fpr. La lente de Veselago se estudia para los dos tipos de frontera oy (3, con

C = tl/(hUF)

5.2.1. Aplicacién al estudio de lentes de Veselago

Con los resultados obtenidos analizaremos una lente de Veselago con bordes definidos por
medio de bicapas de grafeno semi-infinitas con diferentes energias de Fermi que formaran
una estructura np; asi, la bGB de la derecha tiene energia de Fermi Er, la cual serd una
bicapa de grafeno Bernal tipo n (bGBy); y la de la izquierda serd una energia de Fermi —Ep,
bicapa de grafeno Bernal tipo p (bGBg), como se muestra en la fig. [5-8

El proceso de unién entre las dos bicapas semi-infinitas se puede representar por medio de la
ecuacion de Dyson

A< /> R A R ~ R ~ _
Grr/pp(Ti, ) = gi//z(xi, 0)T'Lr/r(1 — Q;ﬁ(o; xC)TRL/LRgz;;(Oa 0)I'Lr/rL) "
g;?; (07 'Q:j)? (5_33)

donde g;j; (xi, ;) es la funcién de Green de la bicapa semi-infinita derecha o izquierda y

1. r la matriz de acople dependiente de la frontera, la cual para la frontera o puede escribirse
como

, (5-34)

o
o O O O
S O O =
o O O O
o = O O
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Figura 5-9: Mapa de probabilidad de transmision electron-electréon cuando la inyeccién se
realiza a x = —78( para una lente de Veselago con monocapas de grafeno.

mientras para un borde zigzag 5 es de la forma

0100
4 [ oooo
S, = 000 0 (5-35)
0010

Con esta funcién de Green para todo el sistema se puede calcular la probabilidad de transmisién
electron-electron como

. ~iLj 2
T3 o |G pee(2,0,2",3/ E)| (5-36)

donde CAT‘Z Lee(®,0,2, 3y, E) es la funcién de Green de una lente de Veselago formada con una
bicapa que propaga desde el punto (z,0) en el d4tomo i de la izquierda, al d4tomo j de la
derecha en el punto (2/,y").

Cuando se inyecta a una distancia —z1( en la lente de Veselago con grafeno se obtiene un solo
punto de enfoque que aparece a una distancia igual a z1(, ver fig. [5-9] [38]. Para la bicapa
de grafeno se encuentra que, para puntos cercanos a los puntos de inyeccién, ambos bordes
muestran un solo punto de enfoque a la misma distancia que el de una lente de Veselago
de grafeno. Esta similitud es debida a que cuando se encuentra cerca de las interfases el
tunelamiento Klein de la monocapa y la bicapa de grafeno tienen una contribucién angular
similar [66.{116] (ver fig|2-6b y fig|2-11]).

Conforme la inyeccion se hace mas lejos, la contribucién angular serd méas normal a la
interfase, lo que genera diferencias en la transmisién relacionadas con el comportamiento de

la paradoja de Klein para bicapas, (fig. y [5-12)). Estas diferencias son dependientes
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Figura 5-10: Diagrama de las lentes de Veselago vistas de lado para los dos tipos de bordes
zigzag, a) borde a donde se aprecia una simetria alrededor de la interfase, b) borde 5 donde
es asimétrica en el punto de unién y ¢) diagrama del cambio de la energia de Fermi para la
juntura.

del tipo de union en la frontera de la lente de Veselago, cuando el borde de la izquierda es
a con atomos A y A’, se obtiene a la derecha un borde a con dtomos B y B’ (fig. [5-10p).
En el caso en el que a la izquierda de la interfase tengamos el borde (3, a la derecha de la
interfase no tenemos ni borde a ni borde 3 (fig. [5-10p). Estos efectos ocasionan cambios en
las probabilidades de transmision electron-electrén como mostraremos mas adelante, para
ello inyectaremos electrones en el mismo tipo de atomos para las dos configuraciones y
observaremos las probabilidades de transmision de electrones para los atomos después de la
interfase alrededor de los puntos focales.

Para ver el efecto de este cambio de la forma del borde vamos a graficar los mapas de
probabilidad de transmision electrén-electron cuando se inyecta en el dimero superior a
la izquierda y recolectamos en diversos atomos a la derecha para cada tipo de frontera.
Para observar los casos no considerados, el lector puede remitirse al anexo [D] Los mapas
de probabilidad de transmision se normalizan al maximo de la probabilidad de transmision
de una monocapa de grafeno T,. En general, tenemos dos posibilidades para focalizar los
electrones, que el punto se encuentre en la misma capa de inyeccién o en la capa opuesta,
donde observamos que, para la interfase con frontera o todas las probabilidades de transmisién
son relevantes (fig. mientras que para la interfase con frontera 3, las probabilidades que
van de la capa superior a inferior son altamente suprimidas (quedando por debajo del 1 %)
(fig. ¢y d), donde las probabilidades de transmisién relevantes seran las de la misma capa.



5.2 Bicapa de grafeno semi-infinita 105

a) inyeccion deteccién

v frontera vb) vc)

B'A B'A BA BA B'A BA BA BA B A
—————0—90—0¢0—00——0¢o

B A

B A B A B A B A B A B A B A B

A Ao

0.5

TEE/A//Z)

Figura 5-11: a) Imagen lateral de la lente de Veselago con bicapa de grafeno para frontera «
donde se indica el punto de inyeccién y los diferentes puntos de detecciéon de b) a e). Imagenes
b-e) son mapas de probabilidad de transmisién electrén-electrén, donde se inyecta en un
atomo del dimero B’ de la capa superior, que se encuentra a -78(, y recolectando en: b) la
capa superior en un atomo A’ que no pertenece al dimero, c¢) la capa superior en el dtomo B’
que pertenece al dimero, d) la capa inferior en el dtomo A que pertenece al dimero A y e) la
capa inferior en el atomo B que no pertenece al dimero.

Para ambas interfases se observa un ensanchamiento en los puntos focales cuando se va del
atomo dimero al no dimero (ver fig. y d) aunque es mas relevante en la frontera [, donde
la senal tiene una intensidad de 0.67,, mientras en la frontera « es de 0.17,. Adicionalmente,
la presencia de dos puntos focales y la distancia de orden atémica indican que provienen de
la interferencia por los dimeros que combinan la senal entre las capas.
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Figura 5-12: a) Imagen lateral de la lente de Veselago con bicapa de grafeno para frontera /3
donde se indica el punto de inyeccién y los diferentes puntos de deteccién de b) a e). Imédgenes
b-e) son mapas de probabilidad de transmisién electrén-electrén, donde se inyecta en un
atomo del dimero B’ de la capa superior, que se encuentra a -78(, y recolectando en: b) la
capa superior en un dtomo A’ que no pertenece al dimero, c) la capa superior en el dtomo B’
que pertenece al dimero, d) la capa inferior en el &tomo A que pertenece al dimero A y e) la
capa inferior en el atomo B que no pertenece al dimero.

Esperamos que esta diferencia se refleje en experimentos en las bicapas de grafeno cuando la
inyeccién se realice a mas de —78(, donde la paradoja de Klein y los fendmenos de interferencia
por los dimeros serdan relevantes, y en particular permita observar en junturas con bordes «
senales con un punto de enfoque mas definido respecto a junturas que contenga un borde (3,
ya que la senal es desenfocada en este caso y hay poca transmision a la capa inferior. Los
resultados anteriores para las lentes de Veselago amplian resultados de otros autores [46},66],
y constituyen una posible forma de verificaciéon de la calidad de la frontera de las bicapas de
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grafeno.



Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

6.1. Conclusiones

A continuacién, presentamos las conclusiones mas relevantes de este trabajo, incluyendo la
seccion de la cual se derivan.

1. En la seccién [3] se analizé la relacién de auto-consistencia y la densidad de estados de un
superconductor, cuyo potencial de pares tiene la periodicidad de una red cuadrada, donde se
encontré que:

= Las esferas de Andreev en el espacio reciproco aparecen cuando la esfera de Fermi se
extiende mas alla de la primera zona de Brillouin. Se aprecian efectos de las componentes
de la expansién de Fourier del potencial de pares Ak, , sobre las bandas de energia. Ver
seccion 3.2

» Se encuentra que el potencial A,y modifica el valor de la brecha superconductora sobre
la superficie de Fermi, de tal manera que el valor de la brecha cerca de los planos de
Bragg corresponde a la suma de Ay y A, resultado similar a los arcos de Fermi en
la fase “pseudogap”. Ver seccién

= La relacién de auto-consistencia cerca de la temperatura critica, encontrada en la seccién
[3.3] muestra que el segundo término de la expansién de Fourier del potencial de pares
Ay, es comparable con el término homogéneo del potencial de pares A, mientras que
si la temperatura estd cerca de cero, el potencial A; y es despreciable respecto a Ag .

= Se determinaron las condiciones para las que es posible diferenciar entre los dos tipos
de potenciales usando la densidad de estados, encontrada en la seccién [3.4] Para el
potencial Ag la densidad de estados se comporta de forma similar al modelo BCS, y el
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potencial de la red periddica no afecta en gran medida esta densidad. Para el potencial
Ay o los potenciales de la red de iones y el de pares periddico alteran considerablemente
la densidad de estados, debido a la presencia de reflexiones en los planos de Bragg y
reflexiones de Andreev en las esferas, lo que se observa como un segundo pico en la
densidad de estados.

2. En la seccion se analizan las propiedades de transporte en una juntura entre una
superred de grafeno y un superconductor. La superred estd formada por una lamina de
grafeno uniforme con dopaje Er, a la cual se aplican voltajes “gate” que generan bloques
periodicos np, obteniendo que:

= De acuerdo con la conductancia diferencial se observa que la aparicion de nuevos
puntos de Dirac, los cuales son propios de la superred, se mantiene para la juntura
superred-superconductor, sin afectar el nimero de puntos. Su aparicion se da para
valores de energia cercanos a los que se observan en una superred de grafeno.

= Para energias finitas, la conductancia normalizada muestra cambios bruscos cuando la
energia coincide con la separacion entre picos, FF = €, lo cual determina la energia de
separacion entre los puntos de Dirac que son observados en la relacién de dispersién. En
la segunda derivada de la corriente respecto al voltaje aparece un pico cuando E = ¢, lo
cual hace de la conductancia diferencial de una juntura SL-S y su derivada herramientas
para estudiar la creacién de nuevos puntos de Dirac por una superred.

= También analizamos el caso de superredes no simétricas, cuando la asimetria es en los
voltajes “gate” del bloque np, se encuentra que el comportamiento de los nuevos puntos
de Dirac es equivalente al de una superred simétrica con un dopaje efectivo E7.. Para el
caso en que la asimetria es en la relacion entre el ancho de la regién n con la region
p, el punto de Dirac asociado al de la lamina de grafeno dopada sigue apareciendo en
los mapas de conductancia diferencial para una energia E7., pero los nuevos puntos de
Dirac aparecen a energias de inyeccién por encima o por debajo de E7., dependiendo de
las caracteristicas geométricas del bloque np. Se encuentran condiciones de asimetria
en anchos para los cuales no pueden ser generados nuevos puntos de Dirac.

» Cuando la energia es menor que delta (E < |A]) la conductancia diferencial se incremen-
ta respecto a la observada en el sistema sin superconductividad debido a la presencia
de reflexiones de Andreev.

» En la seccién [4.3.1] analizamos el efecto de superredes finitas. Encontramos que los
resultados de una superred semi-infinita se pueden reproducir usando una red finita de
50 o mas bloques np.

3. En la seccién [4.4.1] estudiamos lentes de Veselago nySng, con n; una lamina de grafeno
dopada tipo n y S un superconductor dopado tipo p. Se examiné el efecto de los parametros
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de acople en las interfaces entre el superconductor y las laminas de grafeno sobre el CAR y
el cotunelameiento de electrones. Asi mismo, se estudio cémo son afectados los puntos de
enfoque la disminuir la Energia de Fermi respecto a un caso muy dopado, donde encontramos
que:

» Cuando los parametros de acople no tienen transparencia perfecta, las reflexiones
de Andreev no locales son dominantes respecto al cotunelamiento de electrones. Los
lugares donde se encuentran los puntos de enfoque en la conductancia diferencial no
son modificados, pero el punto de enfoque mas intenso depende de la transparencia en
cada interfase.

= Las condiciones en las cuales pueden ocurrir aberraciones 6pticas en los mapas de
probabilidad de transmision electron-electron y electrén-hueco, se presentan debido a
la relacion del potencial de pares respecto a las energias de Fermi del superconductor.
Cuando la energia de Fermi es alta respecto al potencial de pares, Er 2 400A, las

aberraciones son minimas y en caso contrario, se observa un ensanchamiento de los
puntos focales producto de que la aproximacién de Andreev ya no es valida.

4. Se incluyeron superredes de grafeno en lentes de Veselago, para usar su efecto de colimacion,
generando sistemas de la forma ny, —SL—S—SL—ng,ny,—SL—S—ngyn,—S5—SL—ng,
donde SL es una superred de grafeno. En la seccién se obtienen las probabilidades de
transmision electron-electron y electrén-hueco para estas lentes de Veselago, encontrado que:

» Cuando se incluye la superred a la derecha o izquierda en una lente de Veselago
ny — S — ng, los mapas de probabilidad de transmisién electrén-electrén muestran una
colimacién de electrones, generando una senal de fondo con una intensidad similar al
maximo de la probabilidad donde se enfocan los electrones. Por otro lado, los mapas
de probabilidad electrén-hueco mantienen una focalizacién producto de reflexiones de
Andreev cruzadas y no se ven tan afectados por la presencia de la superred.

» Cuando la superred de grafeno se encuentra tanto a la derecha como a la izquierda
del superconductor, sistema n;, — SL — S — SL — ng, se incrementa la probabilidad de
transmision electrén-hueco, respecto a un sistema donde la superred se encuentra solo
a un lado.

5. Se encontro la funcién de Green de una bicapa de grafeno infinita y usando la ecuacién de
Dyson con un potencial de corte se obtuvo la densidad de estados de una bicapa de grafeno
semi-infinita con bordes zigzag, definidos v y 5. A partir de la funcién de Green semi-infinita
se procedio a estudiar una lente de Veselago formada por una juntura pn de bicapas, sistema
bG By, — bG Bg, encontrando que:
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= Para la bicapa semi-infinita independiente del tipo de borde a: 0 3, el estado de superficie
decae de la misma manera conforme nos adentramos, sin embargo, la densidad espectral
del borde « presenta una forma diferente a la del borde 3. Esto es debido a que el
borde « tiene dos atomos no dimeros en la frontera, como se muestra en la seccién [5.2
También se observa un salto en la conductancia diferencial cuando la energia es cercana
a la de acople entre las monocapas, siendo este més pronunciado en el borde 3 debido
a la cercania del dimero con la frontera.

= En los mapas de probabilidad de transmision electrén-electrén mostrados en la seccién
[£.2.1], el punto de enfoque es afectado por fenémenos de interferencia debido a los
atomos que forman parte del dimero. Estos reducen las probabilidades de transmisién
entre capas a menos del 1% respecto a la probabilidad de transmisién de una lente
de Veselago con monocapas de grafeno, a diferencia de la frontera a que mantiene
probabilidades de transmisién del orden del 60 %. Los fenémenos de interferencia hacen
que la frontera [ no tenga punto focal bien definido. Estos resultados podrian ser usados
para establecer el tipo de frontera en lentes de Veselago con bicapas de grafeno.

6.2. Perspectivas

Los resultados obtenidos en la tesis para superconductores con potencial de pares periddico
contrastan con los de superconductividad de alta temperatura critica en su fase “pseudogap”.
Un trabajo posterior consiste en solucionar las relaciones de auto-consistencia de manera mas
general, encontrando las posibles simetrias de cada componente de Fourier del potencial de
pares y una correlacién de estas con la fase “pseudogap”.

En el sistema de lentes de Veselago con superredes de grafeno se pueden profundizar en
estudios de los fenémenos de transporte como la conductancia diferencial y la eficiencia para
el desdoblamiento de pares de Cooper.

A partir de las funciones de Green obtenidas para las bicapas de grafeno se pueden obtener
las funciones de Green de nanocintas con bicapas de grafeno, que pueden ser usadas para
construir superredes y examinar las mismas estructuras elaboradas con la monocapa de
grafeno. Para realizar este paso es necesario construir, las funciones de Green de bicapas de
grafeno superconductoras para realizar interfases bicapas-superconductor y analizar cambios
en las reflexiones de Andreev al considerar bicapas de grafeno.
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A graphene superlattice is formed by a one-dimensional periodic potential and is
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here that tunnel spectroscopy using a superconducting hybrid junction is more sensitive
to the formation of Dirac points in the spectrum of graphene superlattices due to the
additional contribution of Andreev processes. We examine the transport properties of a
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Graphene has proven to be a promising candidate for nanotechnological applications,
in particular, design Veselago’s lenses where the use of pn interfaces could allow to
focus electrons without need for magnetic fields. These lenses can study in graphene-
superconducting-graphene structures, where it is possible to focus electrons in electrons
or electrons in holes. In this work, we study how tuning the Fermi energy or using
imperfect interfaces affects the focusing of electrons or holes allowing to realize conditions

that favor hole focusing over electron focusing.



Apéndice A

Ecuacién general para el corte de una
region usando la ecuacién de Dyson

Para encontrar las ecuaciones de Dyson de corte de un sistema infinito se perturba el
sistema con un potencial tipo de delta de Dirac V() = Ud(z — x0)T;. La matriz de corte T,
determinara las condiciones en el borde de la funciéon de Green, para facilitar los calculos
usamos dos funciones de corte dependiendo si nos quedamos a la derecha o izquierda como

Vi(z) = Ud(x — xO)S‘L, x> xg, (A-1)
Ve(z) = Ud(z — $0>§R, x < Zo. (A-2)

El primer paso para obtener la funciéon de Green semi-infinita o finita es con la ecuacion de
Dyson para este potencial. Cuando estamos a la derecha del potencial debemos acercarnos a
este por la derecha y por lo tanto obtenemos

GD (va/aan) :g</>(l’,$/,q,E)+Ug>($,ZEO,q,E)SRG;(l'o,iﬁ/,q,E). (A_3)

En esta ecuacion hemos supuesto que al interaccionar con el potencial de corte el electréon
. <

no pasa al otro lado del potencial de corte delta, con lo cual para obtener G (x¢,2’,q, E)

usamos la ecuacién anterior para obtener

2 </> A - o <

GD (ZE(),JZ,,C], E) =g</>(xo,x',q, E) +Ug>(l'0,l‘0,q, E)SRGD<J;0’:L‘/7Q7 E) (A_4)
Usando las dos ecuaciones anteriores obtenemos

G;/>(£If, Qj‘/, q, E) = g</>(£€, QZ’/7 q, E) + Ug>(l', Zo, 4, E)SRMRQ<(xO7 CE,, q, E) (A-5)

donde se definid

N R —1
Mg = (1 — Ug” (z0, %0, q, E)SR> : (A-6)
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Para realizar un corte a la izquierda simplemente debemos cambiar la matriz de corte y las
direcciones de propagacion al potencial de corte, con lo cual obtenemos

Gy (w04, B) = g7/ (@, ', 4, B) + UG~ (v, 20,4, E) S M19” (20, 4, E). (A7)
con

X N1
ML = <1—Ug<(x07x0aQa E)SL> : (A_8)

Para obtener sistemas finitos se procede a hacer cortes de manera secuencial, primero cortando
a la derecha en z( y posteriormente cortamos a la izquerda el resultado en x1, para encontrar
la funcion de Green de una lamina entre xy a x;. Es de aclarar que, si tomaramos el limite
antes de calcular la inversa, obtenemos que este en general no existe lo que hace que no se
pueda intercambiar el orden, y en genera que sea conveniente primero calcular la inversa y
luego tomar el limite.



Apéndice B

Calculo de la funcién de un grafeno
semi-infinito usando la ecuacion de
Dyson

A continuacién ilustraremos el proceso de obtener la funcién de Green de un grafeno semi-
infinito a partir de la funcion de Green de un sistema infinito para lo cual usamos las

ecuaciones (2-63)) y (2-64) que son

— . / 1 —eia
~< / E — ! —ik(z—z") ) B-1
g (l’, r,dq, ) ﬁUF COS(O{) € i 1 ) ( )
i e (1 €@
> ’ E) — ? ik(z—ax") ' ] B-2
g (x7 x Y q7 ) ﬁ/UF COS(O{) € 61/04 1 ( )

La ecuacién de Dyson que usaremos es la obtenida en el anexo [A]

G, (z,2,q,E) =g~/ (z,2',q, E) + Ug” (x, 20, q, E) S, Mrg~(z0, 7', q, E), (B-3)
donde se definié

Vg = (1= UG” (20.20.0. B)S1) . (B-4)

donde hacemos el corte en zy con una matriz de corte dada por

&:(é g) (B-5)

donde reemplazando la funcién de Green infinito obtenemos

B AUeie — 1 0 et —1 )
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con
—1
S B-7
2hv cos o (B-7)
reemplazando en (B-3|) obtenemos
A </> . A2Uetkleta’=2w0) [ p—ia
G ", E) =g~ (z,4',q,E : ). B-8
D (xaxa(b ) g (xax)Q7 )+ AUGla—]_ 1 ewé ( )

Ahora, tomamos el limite cuando U tiende a infinito para obtener la funcién de Green
semi-infinita derecho del grafeno como

> o, 1 _elo . ; . . —io —1
G;R(I,xl,q, E) = A <e““(x —) ( _ i i ) + eihleta’) o =2ikzo g —ia < 61 _cia )) ;

- ; / 1 —to . , . . —io —1
G;R($,$I7q7 E)y = A <ezk(xm) ( pio 61 ) + eth(ata’) o =2ikzo p—ia ( 61 _ i )) .

(B-10)

El proceso es similar para obtener la funciéon de Green de la lamina de grafeno, en este se
utiliza la funcién de Green anterior con un potencial de corte V(z1) = Ud(z — 1), pero con
la ecuacion de Dyson (A-8)).



Apéndice C

Funcién de Green del bloque np y la
superred de grafeno

Vamos a obtener la funcién de Green de un bloque np. Para ello tenemos un bloque n, que
va desde z, a x., a un bloque p, que va desde x. a xp, usando la ecuaciéon de Dyson. Estamos
interesados en la funcion de Green que van entre los extremos del bloque donde obtenemos

GZ/;RL(% %’) = g;//; (s, xc)TLR/RL

(1 - g;?; (%, xc)TRL/LRgz//;(wca %)TLR/RL)_l

) (e ), (C-1)
GESRR(%" T;) = QE?E(% ;) + QE//E (24, xc)TLR/RL

(1 - Q;?; (xm xc)TRL/LRgz//;<$C7 %)TLR/RL)_I

Q;?E (2, xc)TRL/LRgz//; (T, 5). (C-2)
donde las funciones del bloque np son notadas en mayusculas y la funcién de Green Qz/ < (z),2;)

es la de la lamina de grafeno tipo n y la lamina de grafeno tipo p es g;/<(xj,xi). Como

ambas laminas de grafeno son de borde zigzag, tenemos la misma forma de funcién de Green
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dada por
ALJR (e 1 —e'L/R
qs ! E)Y = /R k(' —z) :
QL/R(:C, r',q, E) —DL/Re ionn .
LALR t(ora—20,,) pmiagn (€ <1
DL/R 1 —e'@L/R
_ AL/R e_ik(x"‘xl_zl’c/b) e*iaL/R e'“L/R 1
Di/r -1 —e'r/R
AL/R k’( oW ) . 1 e_iO‘L/R
T R\ T n/p) p— 2001 /R ' 3
_'_DL/Re € e'®L/R 1 ’ ( )
AL R , 1 e—iOéL/R
a7 / EY = /R ik(z—z') 4
QL/R(x, z',q,F) DL/Re i n .
+Meik(m+x/)6_2ikma/ce—iaL/R e /R —'1
DL/R 1 —e"L/R
—Mezikxc/be_ik(”x/)e—iaL/R erL/r 1
Dyyr -1 —e'r/R
N Ar/r k(@' —w2W,, ) ~2iar g ja _¢lon/r | (-0
DL/R —e "L/R 1
con
—q i
Aum = - ‘ ' C-5
L/R 2hvr cos OL/R hvpe'“r/r (672mL/R + 1) ) ( )
DL/R — <€—2iO¢L/R62ik(Wn/p> + 1) ) (0-6)

Se puede simplificar un término comun presente en las ecuaciones (C-1)) y (C-2)al notar que
cuando se usa la funcién de Green del grafeno y un parametro de acople dado por

T = (8 é) (C-7)

obtenemos

TLR(l _g1>%<xc7x07q7 E)TRng(xc,l‘c,q, E)TLR)il = KLRTLR7 (C—8)
TRL(]‘ _gz(m07mcaqa E)TLRQI>2<I'C,I'C,(], E) RL)_I — KRLTRL, (0_9)

con

KL/R — efoL/R (1 o €2szp/n) .
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Con esto podemos reducir las ecuaciones (C-1)) y (C-2) a

L </> A ~

Grrr(Ti 25,0, E) = QE//; (i, e, q, E)KRLTLR/RLQEZ(%, z;,q, F), (C-10)

L >/< A R

GLL/RR(JIi;:Ci7Q7 E) = gz//;(xZ7x17Q7 E) +g§//R(Jj“$c,q, )CTLR/RLQE;E(QIC?'%C7Q7E>
TRL/LRgL//R((xaxi;% E) (C_11>

Reemplazando (C-10) y (C-11)) en las ecuaciones (C-1|) para L/R y R/L obtenemos

2\ ik(Wnt W,
GintawsnanB) = CHIIICn (e vy 1) (€12
y by Uy -DLDR—i_(f»ltv) KRKL <1+e—2ch) (1+€—21aL) 0 )
)?) e Wt Wp) ~2ia —2ia
ep e’ 0 (T+e R) (14 e
Gttt B = s (0 ( )o( ))- (C-13)

DipDg + (%) KrKy,

Para determinar la forma de ¢ buscamos que al unir dos laminas de la misma energia de
Fermi obtengamos una de ancho W,, + W, considerando que para la pelicula obtenemos

~ AL ; 0 — (14 e 2or)?
< _ tk(Wn+Wp) Jia
gL/R(xa/c>$c/baQ7E) - DL+R6 et < 0 0 (C—14)
A , 0 0
~> / E — tk(Wn+Wp) Jiar ' C_15
gR(xvxaq7 ) DL+R6 € (1_’_6,210%)2 0 ( )

con Dy dado por la ecuacion cg para el ancho W,, + W), donde obtenemos que ¢ satisface

la ecuacion
AL eiaL/R — —t/h’U eik(Wn+Wp) (C-16>

D 2 ’
L+R D, Dy + (ﬁ) KpK,

que, resuelta, se obtiene que

Esto significa que para unir de manera transparente las peliculas es necesario que el parametro
sea complejo, para el trabajo normalizaremos el pardmetro de acople a hvp, t — t/hvp y
explicitamente la parte compleja del parametro de acople, con lo cual obtenemos la funcién
de Green del bloque np en los extremos con

~>/<

GLL (miaxi7Q7 E) :gz/<(xi7xi7QJ E)
; o0 ik Wi 42 < (1 + e~2ian)? (1= e2Wn) ) (C-18)

- h’UFDL DLDR+t2KRKL 0 0
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~

G

>/< ~
RR (Iia X, q, E) :g;/<(xu Ty q, E)
i B*iaL 6i2kWpt2 0 0
 hwpDg DpDg+2KgKy \ 0 (14 e 2nm)? (1 -

Ahora recordamos que

o 0 —1— e—ZiaReiQkWp
g5(b.b.q, ) = —— . 4
gR( 0,4, ) hUFDR 0 e far (1 _ €z2k:Wp)
> —iog, (] _€2ikWn) 0
a7, (CL,CL,(], ) hUFDL 1 +e—21aL621kWL 0

La ecuacién anterior permite encontrar la funciéon de Green del bloque np, dada por

—1

A<
GR(b7 b, q, E) = %
A > —1
GL (CL,CL,q, E) - %
con

¢ioL/r (1 — 26 Wasp)

0 -1
0 Cr /)’
Cr 0
1 0)°

(C-19)
eiZkWn) > '

e~ iaL/R i2kWy 42 (1 + e—sz/R)2 (1 - €i2kWp/n)

Cr/p= +
b Dr/r Dir(DDr + t2KpK7)
Y,
A< —1 0 0
GLR('raaxb7Q7E) = % < —E 0 ) )
A< —1 0 F
GRL<xb7xa7Q7 E) = % < 0 0 ) )
con
E=t et 1) (1 + 672“’?) (1 + 672ML) )
D;Dr+t?KrKj,

)

(C-20)

(C-21)

(C-22)

(C-23)

(C-24)

(C-25)



Apéndice D

Mapas de probabilidad de transmision
para lentes de Veselago con bicapas de
grafeno

Para el trabajo se encuentra la probabilidad de transmisiéon como
7,5 Aytnd o 2
Teé & GLR,ee(xa O,ZE Y 7E) ) (D—l)

donde Ggm(a:, 0,2',y, E) es la funcién de Green de la lente de Veselago que propaga desde
el punto x,0 en el 4tomo 7 de la izquierda al d4tomo j de la derecha en el punto (z’,7’). Con
esto podemos estudiar dieciséis formas de propagacién que estan conformadas por los atomos
si pertenecen a la capa superior o inferior, como si conforman el dimero (B’ 6 A), o no lo
conforman (B o A’).

No es necesario revisar todos los casos debido a las simetrias del sistema, sin embargo, a
continuacion presentamos todos los casos posibles para la lente de Veselago con borde a o .
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