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Introduccion

Yo pienso que los modelos, la modelacién matematica, es principalmente
una herramienta para asegurarse que las conclusiones se deriven de las
premisas. Ahora, suena aburrido, pero el proceso es tremendamente 1til
porque lo forza a uno a: a) articular sus premisas y b) asegurarse de que se
pueda ir de las premisas a las conclusiones y revisar, una vez se haya hecho
todo esto, que no haya tonterias en el argumento, incluso si este es interna-
mente coherente. Yo pienso que esa es una disciplina muy ttil y cuando he
hecho modelos formales en mis trabajos, siempre ha sido para aclarar mis
ideas y rara vez ocurre que el modelo termine siendo exactamente de la man-
era en que pensé que iba a ser. Un modelo siempre me ensena algo porque
revela ya bien sea la existencia de algo incompleto en mi légica antes de que
lo escribiera, o como sucede frecuentemente, revela un resultado inesperado
en el cual no habia pensado antes. La ltima cosa que quiero decir es que la
razén por la cual usamos las matemaéticas o la modelacién matemaética es
comunmente incomprendida: no es porque seamos inteligentes, es porque no
somos lo suficientemente inteligentes. Porque si fueramos lo suficientemente
inteligentes, podriamos establecer si el argumento es completo y coherente
e internamente consistente y qué més implicaria. Es precisamente porque
no podemos hacer todo esto sin plantearlo todo en una ecuaciéon que lo
hacemos. Entrevista de Dani Rodrik para Webpondo, edicién abril-junio,
2003, traduccion libre.

El presente texto es el resultado de la depuracion, durante varios semestres,
de las notas de clase de los cursos de economia matematica y en particular,
los primeros siete capitulos, del curso de matemaéticas I1I para la Facultad de
Ciencias Econémicas de la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota.
Se ha querido presentar los temas abandonando la visién hacia la fisica o
la ingenieria, con enfoque y aplicaciones a las ciencias econdmicas, que
sirvan de base a los cursos que requieren las herramientas matematicas de
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optimizacion estatica y dinamica aqui presentadas.

Se han desarrollado temas que van un poco més alld de lo bésico, sin
convertirse en un libro para estudiantes de matemaéticas; se pretende seguir
la idea de Maurice Allais: “... El rigor debe apuntar hacia la comprensién
del alcance de la hipétesis y la interpretacién de los resultados. Jamas debe
convertirse en un pretexto para hacer matematicas por si mismas”. Por
eso es un tanto informal, no se demuestran todos los teoremas, la teoria
se ilustra con ejemplos y al final de cada tema se proponen ejercicios de
variada dificultad para ilustrar y mecanizar lo expuesto en cada seccién.

En los tres primeros capitulos se presentan las bases sobre conjuntos,
topologia, funciones, grafos y contornos. El capitulo cuatro estd dedicado a
la convexidad. En el cinco y el seis se estudian la optimizacién estatica no
restringida y restringida, respectivamente, y se exponen los teoremas mas
importantes sobre optimizacién estdtica, base de la microeconomia. Los
capitulos siete y ocho construyen las bases en procesos dindmicos discretos
y continuos para poder presentar, en el nueve y diez, los métodos basicos de
optimizacion dindmica. En los tltimos se tratan los temas bésicos de opti-
mizacion dindmica: calculo de variaciones, control éptimo y programacién
dindmica. Aunque éstos no hacen parte del curso de matemaéticas III, si lo
son de los de economia matemaética, ademés de servir como referencia en
temas de crecimiento econémico, macroeconomia y politica econémica. En
la 1dltima seccion de los capitulos siete, ocho y nueve se presentan tres apli-
caciones de la teorfa a modelos econémicos de mercado, generacionales y
de enfoque de la dindmica en economia.

Como es intrinseco a cualquier actividad humana, el texto puede con-
tener errores. Agradezco a los profesores Victor Ardila, Sergio Monsalve y
Jorge David Aponte y a mis estudiantes de semestres anteriores que han
tenido la paciencia de leer y corregir versiones preliminares de este texto,
como también a quienes me hagan notar los errores que aun queden por
corregir.

Arsenio Pecha C.



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Lobgica

Puesto que los resultados en matematica son de la forma: si hipdtesis, en-
tonces tesis (simbdlicamente, H = T'), la légica matemética es el cimiento
de todas las construcciones. En el cdlculo de proposiciones se estudian
proposiciones que son enunciados con un valor de verdad, es decir, de ellas
se puede determinar si son verdaderas o falsas!. Las proposiciones atémi-
cas son los enunciados mas simples con sentido de veracidad. “Llueve” es
una proposiciéon atémica, ya que dependiendo del momento y lugar en el
que se diga y de lo que se considere llover, es verdadera o falsa; “buenos
dias” no es proposicion, de ella no se puede determinar su valor de verdad.

Las proposiciones moleculares estdn formadas por proposiciones atomi-
cas y conectivos que son las palabras no, y, o, entonces y si y sélo si.
“Si Maria es alta, rubia y viste bien, entonces llama la atencién”, es una
proposicién molecular ya que estd compuesta de proposiciones atémicas
(Maria es alta, Maria es rubia, Maria viste bien y Maria llama la atencién),
conectadas por las palabras y y si entonces.

Toda proposicién se puede simbolizar por una férmula proposicional
que estd formada por letras que representan las proposiciones atémicas
llamadas letras proposicionales y los simbolos V, A, =, < que represen-
tan respectivamente los conectivos binarios (conectan dos proposiciones o
férmulas proposicionales) o, y, si entonces y si y sélo si, y el simbolo —

'La légica difusa considera varios valores de verdad, p.e. se pueden considerar valores
entre 0 y 1 donde 0 representa falso, 1 verdadero y 0,8 representa algo mas verdadero
que falso, etc.
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que representa al conectivo unitario no (niega una proposicién o férmula
proposicional). La férmula proposicional que simboliza “Si Maria es alta y
rubia, y viste bien, entonces llama la atencién” es

(pA(gAT)) = s,

donde las letras proposicionales tienen el significado: p: Maria es alta, ¢:
Maria es rubia, r: Maria viste bien y s: Maria llama la atencién.

Los valores de verdad para las férmulas proposicionales se encuentran
dando valores de verdad a las letras proposicionales y usando las tablas de
verdad para las férmulas bésicas: no (negacién), o (disyuncién), y (con-
juncién), si ... entonces (implicacién):

PVqg|pPpAGg|P=4q
\Y A% \Y%
\Y F F
v F \Y%
F F \Y

| < <|=
H| <| | <)<
< <|=|m|d

En la implicacién p = ¢, la proposiciéon p se llama el antecedente y ¢
el consecuente. Esta proposicion tiene varias formas de enunciarse: si p,
entonces ¢q; p sélo si ¢; p es condicién suficiente para ¢; ¢ es condicién
necesaria para p. Una forma mnemotécnica para estas equivalencias es: si
Juan es bogotano, entonces es colombiano; Juan es bogotano sélo si es
colombiano; una condicién suficiente para que Juan sea colombiano es que
sea bogotano; es necesario que Juan sea colombiano para que sea bogotano;
bogotano implica colombiano.

La férmula p < ¢ es la abreviacién de (p = ¢q) A (¢ = p) y simboliza la
proposicién p si y sélo si q.

Dos férmulas proposicionales fi y f2 son equivalentes (f1 = f2) para la
l6gica, si tienen la misma tabla de verdad. Si las férmulas son equivalentes,
la tabla de f; < f2 es una tautologia, esto es, para cada una de las posibles
combinaciones de valores de verdad de las letras proposicionales el resultado
de la tabla de verdad es V.

Otro nivel de la légica es el cdlculo de predicados (o l6gica de primer
orden), en el cual, ademds de los conectivos, se usan cuantificadores,
sujetos, predicados y relaciones. Los cuantificadores son las palabras
“para todo” y “existe” simbolizados por V y 3 respectivamente. Sobre los
sujetos recae la accién que describe el verbo y se simbolizan usando letras
minusculas.
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En la frase “Juan rie” el sujeto es Juan y se simboliza j: Juan. Lo que
se dice de un sujeto es el predicado y se simboliza describiendo la accién en
impersonal R(x): = rie. De esta forma la frase “Juan rie” queda simbolizada
por R(j). Las acciones que involucran a mds de un sujeto son relaciones
y se simbolizan en forma similar a los predicados. En la frase “el avién va
de Bogota a Paris”hay tres sujetos a: avién, b: Bogotd y p: Paris, y una
relacién V(z,y,z): = va de y a z. La frase se simboliza por V' (a, b, p).

Las formas proposicionales bésicas del cédlculo de predicados son:

Todo A es B (universal positiva)
Va(A(z) = B(x)): para todo x; si x es A, x es B.
Algin A es B (particular afirmativa)
Jz(A(x) A B(z)): existe x tal que z es Ay x es B.
Ningin A es B (universal negativa)
—3Jx(A(x) A B(x)): no existe = tal que z es A y es B.
Algin A no es B (particular negativa)
Jx(A(z) A —B(x)): existe = tal que z es A y no es B.

La negacion de las proposiciones cuantificadas obedece las siguientes equiv-
alencias:

Vo P(x) = Jz(-P(x)),

no todos satisfacen la propiedad P equivale a que existe alguien que no
satisface la propiedad P y

-3z P(x) = Yo (-P(x)),

no existe alguien que satisfaga la propiedad P equivale a que ninguno satis-
face la propiedad P. Nétese en particular que la forma universal negativa es
la negacién de particular afirmativa y la particular negativa es la negacién
de la universal positiva.
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Ejemplos

1. En la frase “El barbero de Sevilla afeita a todo aquel que no se afeita
a si mismo”, el sujeto es b: el barbero de Sevilla, la relaciéon A(z,y):
afeita a y y la simbolizacién:

Vr(-A(x,z) = A(b,x)).

2. La simbolizacién de la proposicién “Todos los gerentes son profesionales
o duenos de empresa’ es

Va(G(x) = (P(x) vV D(x))).
La negacién de esta proposicién es
3z(G(z) A (-P(x) A —~D(x))),

algiin gerente no es profesional ni dueno de la empresa.

Ejercicios
1. Simbolizar los siguientes enunciados en célculo de proposiciones (usar
letras unicamente para las proposiciones atémicas):
a) Si se aumentan los precios y se mantiene la publicidad, decrece la
demanda.

b) Es necesario mantener los precios y aumentar la publicidad para
que crezca la demanda.

c) Para aumentar la demanda es suficiente con bajar los precios y
mejorar la calidad.

2. Simbolizar en célculo de predicados (identificar los sujetos y definir
los predicados) y encontrar la negacién de cada una de las siguientes
proposiciones:

a) Todo gerente exitoso sabe de economia, finanzas y administracion.

b) Algunos gerentes exitosos no han estudiado economia ni adminis-
tracion.

¢) Todo amigo de Juan y Pedro es amigo de Marfa.

d) Ningin accionista es pobre.
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3. Usar las siguientes proposiciones: B(x,r): “la bola con centro en x
)
radio 77, C'(z, z): “x esta contenido en 2”7, D(u,v): “u es distinto de v”
y P(s,t): “s pertenece a t”, para simbolizar y encontrar las negaciones
de las siguientes proposiciones:

a) Para todo z que pertenece a A, existe r tal que la bola con centro
en x y radio r estd contenida en A.

b) Para todo r existe z que pertenece a la bola con centro en z y radio
r, y x es distinto de z.

1.2. Conjuntos

Una de las nociones bésicas de la matematica es la de conjunto, entendida
como una coleccion o lista de objetos bien definidos llamados elementos.
Generalmente estos elementos se escogen con alguna referencia, y la colec-
cién de donde se extraen se conoce como conjunto referencial o universal.
Asi, cuando nos referimos a los individuos Juan, Pedro y Maria se acepta
como referencia alguna coleccién que contiene seres humanos. Por costum-
bre el conjunto referencial se nota con las letras U o €2, se usan letras
mayusculas para notar conjuntos y minusculas para sus elementos (aunque
a veces esto se transgrede cuando se habla de conjuntos que tienen como
elementos otros conjuntos, p.e. el conjunto de familias que a su vez estan
formadas por individuos). Los conjuntos se representan graficamente en los
diagramas de Venn-Euler.

Figura 1.1: Diagrama de Venn-Euler para un conjunto A.
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Los conjuntos se pueden definir de dos formas: por extensiéon o por com-
prension; en la primera se enumeran todos los elementos del conjunto, en
la segunda se da la propiedad que satisfacen todos los elementos.
A=1{1,3,5,7,9}
A = {x | x es un nimero impar entre 0 y 10}.

En general un conjunto se define por comprension por una expresion de
la forma

A = {z | x hace verdadera la proposicién p(zx)}.

En forma compacta se escribe A = {z | p(x)}. De esta forma es posible
definir el conjunto vacio ) = {x |  # x}: el conjunto de los elementos
distintos de s{ mismos; claramente el conjunto vacio no contiene ningin
elemento, () = {}, ya que ninguno satisface la propiedad = # x.

Si un elemento x estd en un conjunto A, se nota x € A (x pertenece a
A); si no, z ¢ A (x no pertenece a A).

Entre los conjuntos se definen las siguientes relaciones:
A es subconjunto de B,

ACB,

equivale a que todos los elementos de A estéan en B,
Vae(x € A= x € B),

para todo x, si x estd en A entonces x estd en B. Cuando todos los elementos
de A estén en B y B contiene algin elemento que no esté en A, se dice que
A es subconjunto propio de B

ACB.
Aesigual a B (A= B)siysélosi Ay B tienen los mismos elementos,
Ve((re A=z € B)AN(x € B=x € A))

que equivale a
Ve (r € A<z € B),

para todo elemento x, x estd en A si y sélo si estd en B.

Si no existe relacién de igualdad ni contenencia entre A y B se dice que
Ay B son no comparables (nc); esto equivale a que A no estd contenido
en B ni B estd contenido en A.

De la definicién de contenencia y la tabla de verdad de la implicacién
se concluye que: para todo conjunto A, ) C A; puesto que la proposicién
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(x € ) = x € A) es siempre verdadera, el antecedente es falso (el vacio no
tiene elementos) y la tabla de la implicacién dice que si el antecedente es
falso la implicacién es verdadera. De la misma forma, es facil ver que para
todo A, A C Q.

Con la nociéon de contenencia a partir de un conjunto A es posible
construir otro conjunto que esté formado por todos los subconjuntos de él,
el conjunto de partes de A o conjunto potencia de A,

p(A) ={X|XC A4}

los elementos de este conjunto son a su vez conjuntos.

Ejemplos
1. Si A={1,3,5},
o (A) ={0,{1},{3}.{5}.{1.3}.{1,5} . {3,5},{1,3,5}}.

2. Si A={1,0,{5}}, los elementos de A son 1, @, y {5}. 5 no es elemento de
A, ya que no es lo mismo una bolsa con una manzana que la manzana, el
corchete en este caso hace las veces de bolsa, los subconjuntos propios de
A son (), por ser subconjunto de todo conjunto, y las combinaciones de

elementos de A encerradas en corchetes: {1}, {0}, {{5}}, {1,0}, {1,{5}},
{0.{5}}.

3. Los elementos del conjunto {{L‘ | 222 + 3z = 0} son: 0y —%.

Ejercicios

1. Determinar si los siguientes pares de conjuntos son iguales:
a) {(z,y,2) ley =2}y {(z,y,2) |y = Z}.
b) {(z,y) [z <y?} v {(z,9) | V& <y}

) {(z,y) |2 >y*} v {(z,9) | V& =y}

d) {(z,y,2) | 2 =In(zy)} y {(z,9,2) | z =Inz + Iny}.

Encontrar:

2. Dos elementos de cada uno de los siguientes conjuntos:

CL) {(;U:y) ‘ Yy = 2$1/3 -+ 5y1/2}
b) {(z,y,2) | 2 = 102/2y1/4},
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¢) {(z,y) [ 1021/2y1/* =1000}.
d) {(xayvzaw) ’ w < 2zy — a— y2 — 322}

e) {(z,y,2) | 2zy — 2® — y* — 322 < 5}.
f) {(x,y,z,w) ’w: v $2+2y2+5z2}.
9) {(z.y.2) | /a7 + 27 527 2 10}.

3. El conjunto de partes del conjunto {a, b, {a}}.

4. Los elementos de p (p (p (0))).

1.2.1. Algebra de conjuntos

Las operaciones béasicas para los conjuntos son:
El complemento del conjunto A:

A=z |~ (€ A)}

los elementos que no estdn en A (pero estan en el conjunto referencial).
La unién de los conjuntos A, B:

AUB={zx|z€ AVz e B}

los elementos que estan en alguno de los dos conjuntos.
La interseccién del conjunto A con el B:

ANB={z|z€ ANz € B}

los elementos que estan tanto en A como en B. A partir de estas operaciones
basicas se definen las operaciones diferencia y diferencia simétrica entre los
conjunto Ay B: A—B=ANB°y AAB=(AUB)—-(ANB).
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1.2.2. Propiedades del algebra de conjuntos

Las siguientes propiedades se prueban usando las propiedades de las proposi-

ciones:

Idempotencias.
AUA=A

Asociativas.

AU(BUC) = (AUB)UC

Conmutativas.
AUB=BUA

Distributivas.

AUu(BNC)=(AUuB)N(AUC)

Identidades.
AUupP=A

AUQ =0
Complementos.
AUA=Q

P°=Q

(A%)° = A

Leyes de De Morgan.
(AUB)¢ = A°Nn B¢

ANA=A
AN(BNC)=(ANB)NC
ANB=BnA
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AN =A
AND=10

ANA =10
Q=10

(ANB)¢ = A°U B°

Usando la definicién de contenencia se tiene que si A C B, entonces AUB =

By AnB=A.
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Ejemplo

Con la aplicacién de estas propiedades es posible probar que AU(ANDB) =
A.

AU(ANB)=(ANQ)U(ANB)
=(AN(BUB°)U(ANB)

((ANB)U(ANB))U(ANB°

=(ANB)U (AN B°

AN (BUB"

ANQ

A

1.2.3. Conjuntos numéricos

De aqui en adelante todos los desarrollos se hacen exclusivamente en los
conjuntos numéricos que se definen a continuacion.
Los naturales
N={0,1,2,3,...}

son los nimeros de contar. Este es un conjunto infinito en el sentido de
que es posible encontrar una funcién biyectiva entre él y uno de sus subcon-
juntos propios (p.e. los nimeros pares), esto se puede ver como que tiene
tantos elementos como alguno de sus subconjuntos propios. Un conjunto se
dice contable o enumerable si se puede poner en correspondencia uno a
uno con el conjunto de los nimeros naturales; por esto el conjunto de los
naturales juega un papel importante. Ademaés, es el conjunto basico en la
teoria de ecuaciones en diferencias o en recurrencias cuya base es la nocion
de sucesion. Estas ecuaciones sirven para modelar procesos dindmicos dis-
cretos, procesos que tienen cambios en instantes igualmente espaciados del
tiempo.
El conjunto de los enteros

Z={x|z o (—z) esnatural} ={...,—2,-1,0,1,2,...}

es un conjunto enumerable, una funcién biyectiva entre los naturales y los

enteros es
—2, si n espar
_ 2
f(n) o {nJrl

5, Sl m esimpar
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esta asigna a los naturales pares los enteros negativos y a los impares los
positivos.
El conjunto de los racionales

Q:{p\pyqsonenterosyq;«éO},
q

que son todos los ntimeros que se pueden escribir como una fraccion.

A partir de la definicién se tiene que un numero es racional si posee
un periodo decimal que se repite. Al dividir p entre g, el residuo solamente
puede ser 0, 1, 2...., ¢ — 1 (de lo contrario la divisién estard mal efectua-
da), puesto que la expansién decimal resulta de repetir infinitas veces la
division, entonces alguno de los valores entre 0 y ¢ — 1 se debe repetir,
por lo tanto el cociente se repite dando como resultado un periodo. Asi,
3,141592141592141592... es racional puesto que 141592 se repite indefinida-
mente.

El siguiente proceso de diagonalizaciéon muestra que el conjunto de los
racionales positivos es enumerable:

/////”
/2 3/2 5/2 17/2 .

i/////

1/3  2/3 4/3 5/3

U
1/4 3/4 5/4 T/4 9/4 .-
i/////
1/5 2/5 3/5 6/5 ---

////

Los ntimeros reales son todos los que tienen una expansién decimal infini-
ta. Como los racionales expresados en forma decimal tienen un periodo que
se repite, entonces deben estar contenidos en los reales y éstos contienen
ademads otros nuimeros que no tienen periodo,

R=QUI
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donde I es el conjunto de los niimeros irracionales, todos los no expresables
como fracciones o cuya expansiéon decimal no posee un periodo que se repite.
m = 3,141592652... es irracional ya que no existe un periodo que se repita;
otro ejemplo importante de irracional es el niimero e = 2, 7182818284....

El conjunto de los reales es un conjunto no enumerable, esto se prueba
usando el proceso de diagonalizacién de Cantor: Si el conjunto de los reales
del intervalo (0, 1) fuera un conjunto enumerable, se podrian escribir todos
los nimeros en un arreglo de la forma:

0.a11a12a13a14a15 e
0.&21(122(123&24&25 e
0.a31a32a33a34035 . . .
0.a41a42a43a44045 . . .

donde cada a;; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Si es posible encontrar un nimero
del intervalo que no esté en el arreglo, el conjunto (0,1) no es enumerable.
Para mostrar esto, sea

0.a11092033044055 . - -

con ag, diferente de ag. Este nimero estd en el intervalo (0,1) y difiere
de todos los listados, ya que la k-ésima cifra decimal es distinta a la del
k-ésimo numero de la lista.

Otros axiomas importantes de los niimeros reales son el principio de
tricotomia y el principio arquimediano. El primero dice que un niimero
real solo puede ser positivo, negativo o nulo. Esto es, si x € R, entonces
x>0,z <00z =0y el segundo asegura que siempre es posible encontrar
un nimero natural mayor a cualquier real dado, es decir, six € Ry x > 0,
entonces existe n € N tal que n > x.

Si [z] denota la parte entera de x (el entero mas grande menor o igual
a x, esto es, para m < x < m + 1, [x] = m), entonces los naturales que
validan el principio arquimediano son n = [z] + 1 o cualquiera mayor ya
que z < [z] + 1.

Los ntimeros reales generalmente se asocian con los puntos de una recta
infinita y los intervalos, sus subconjuntos més comunes, con segmentos de
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recta. Para a < b:

[a,b] ={z € R|a <z <b}: Intervalo cerrado,

(a,b) ={x € R|a <z <b}: Intervalo abierto,

[a,b) ={x € R|a <z <b}: Intervalo cerrado a izquierda y abierto a
derecha,

(a,b) ={zr € R|a<x <b}: Intervalo abierto a izquierda y cerrado a

derecha.

En adelante, si A es un conjunto de niimeros, A, y A4 son el subconjunto
de elementos estrictamente positivos y el de elementos no negativos de A
respectivamente. Por tanto, Ry, Ry, R__ R_ son los intervalos infinitos
(0,00), [0,00), (—00,0) y (—00,0] respectivamente.

Los siguientes teoremas son propiedades que facilitan el andlisis del
comportamiento topoldgico de un conjunto de nimeros reales.

Teorema 1.1. Entre cualquier par de nimeros reales hay un racional.

Demostracion. Sean x y y nimeros reales con
r <y,

esto es, 0 < y — x de donde 0 < y%m Por el principio arquimediano existe
un ndmero natural n, que satiface

1
——— < n, o en forma equivalente 1 < ny — nz.
Yy—x

Si m = [nx]
m<nr<m+41,

sumando —m,
0<nz—m<1<ny—nz,

en particular nx —m < 1 < ny — nx; sumando m,
nr<m+1<ny—nx+m.
Como —nz < —m,ny—nxr <ny—my

ne<m-+1<ny—nzr+m<ny—m+m=ny,
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en particular nx < m 4+ 1 < ny y dividiendo por n,

m—+1
T <

<y.

Como m y n son enteros mTH es racional y se tiene el resultado. O

Teorema 1.2. FEntre cualquier par de numeros racionales hay un irra-
cional.

Demostracién. Sean § y ¢ ntimeros racionales con

2 < % y sin perdida de generalidad sea bd > 0.
La primera de estas desigualdades equivale a 0 < § — § = % de donde

bd e . . . .
0 < 7% Por el principio arquimediano, existe un niimero natural n que

satiface

bd < ¢ alont 1<nad—nbc
n form i n _
I be n, o en forma equivalente bd

Puesto que en el intervalo (0,1) existe un irracional I, por ejemplo
0,11010010001 . . .,

nad — nbe
0<I<l< ——
<>l <1< b ,

al multiplicar por bd en particular se tiene que
0 < bdI < nad — nbc,

al sumar nbc esta se convierte en

nbc < bdl + nbc < nad,

y multiplicando por %,
c < bdl + nbc < a
d nbd b’
Para completar la prueba basta ver % es irracional, si por el contrario
bdl + nbc _p
nbd q
al despejar
bd
B % — nbe _ nbdp — nbeq
N bd N bdq

lo que contradice que I es irracional. ]
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La prueba del siguiente teorema es una consecuencia de los teoremas
anteriores,

Teorema 1.3. Entre cualquier par de nimeros reales hay infinitos racionales
e irracionales.

Los teoremas anteriores prueban que cualquier intervalo de numeros
reales es un conjunto no enumerable y contiene infinitos niimeros racionales
e irracionales.

El valor absoluto de un niimero real,

z, six >0,
|| = .
—z, sixz<O.

se usa para definir la distancia entre dos niimeros y para abreviar la escrit-
ura de algunos intervalos. Sus propiedades son:

L |a+b] <la| +[b].
2. |ab| = |al |b].
3. [la] = [bl| < |a — 0.
La distancia entre dos ntimeros reales a y b es
d(a,b) = la— 1],

este concepto satisface las propiedades usuales para la distancia que se
derivan de la definicién y las propiedades del valor absoluto:

1. d(a,b) > 0y d(a,b) =0 siy sélosi a=h.
2. d(a,b) = d(b,a).
3. d(a,b) < d(a,c) + d(c,b).
Ejercicios
1. Probar que cualquier intervalo es un conjunto no enumerable.

2. Probar que entre dos reales hay un irracional (esto concluye la prueba
de que cualquier intervalo contiene racionales e irracionales).
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Otro conjunto de ntimeros que ha alcanzado gran importancia en modelos
matematicos para economia y finanzas es el conjunto de los reales no
estandar

*

R,

el cual fuera de los reales contiene los infinitesimales y sus inversos que son
infinitos, sin embargo el tipo de aplicaciones en las cuales se utiliza estan
fuera del alcance de este texto.

El conjunto de los complejos

C={a+bi|la,beR, i*=-1}
puede ser asociado a R? con las operaciones
(a,b)+(c,d):(a+c,b+d) y (aab)'(Cvd):(a'c_b'dﬂl'd—'_b‘c)

con esta aritmética i estd asociado con (0,1) y cada real z = x + 0i con
(x,0). En z = (a,b) = a+ bi € C: a es la parte real (a = Re(z)), b es la
parte imaginaria (b = I'm(z)), |z| = Va? + b? es el mdédulo y a 6 tal que

tanf = g, con a # 0, se le conoce como el argumento de z.

1.3. Topologia basica de los niimeros reales

Sea A un subconjunto de R. Un punto x es un punto interior a A si y sélo
si existe r > 0 tal que el intervalo centrado en = de radio r esta contenido
en A. El conjunto de todos los puntos interiores de A se nota A° o Int(A)
y se le llama el interior de A. Simbdlicamente:

x € Int(A) siysélosi Ir >0,(x—r,x+r) C A

Un conjunto A es abierto si y sélo si todos sus puntos son interiores, es
decir,
Vee A, Ir > 0,(z —r,x+1r) C A,

alrededor de cada punto se puede encontrar un intervalo abierto contenido
en A. Un conjunto que no es abierto satisface la negacién de la definicién,
esto es, existe algin punto en el conjunto para el cual todos los intervalos
centrados en él contienen puntos del complemento del conjunto; en otros
términos,

drx e A, Vr > 0,(x —r,z+1r) N A° £ 0.
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Un conjunto es cerrado si y sélo si su complemento es abierto. Con estas
nociones un conjunto de niimeros reales puede ser abierto, cerrado, abierto
y cerrado o ni abierto ni cerrado.
Un punto x estd en la frontera del conjunto A si y sélo si para todo
r >0,
(x—rz+r)NA#Dy (x—r,xz+r)NA° £,

Todo intervalo alrededor de x contiene puntos del conjunto y de fuera del
conjunto. La frontera del conjunto, F'r(A), es el conjunto de todos los pun-
tos frontera de A.

La clausura o adherencia de un conjunto A denotada por A o Cl(A)
es el conjunto cerrado més pequeno que contiene al conjunto y el interior
es el conjunto abierto mas grande contenido en el conjunto, por lo tanto,
para cada conjunto A se tienen las contenencias:

Int(A) C A C Cl(A),

en particular si un conjunto A es abierto Int(A) = Ay sies cerrado Cl(A) =
A; y para cualquier conjunto

CI(A) = Int(A) U Fr(A).

Esto ultimo dice que para cerrar un conjunto se le debe unir su frontera.

Ejemplos

1. El intervalo I = (a,b) es un conjunto abierto. Usando la definicién an-
terior se debe probar que para cada x de I existe un r > 0 tal que
(x —r,z+r)CI.

Si z es un punto de I, a < z < b, y r se toma de la siguiente forma
r=min{|z —a|,|z — b|} = min{z — a,b — x}.

Para demostrar que I es abierto basta probar que (z — r,x +r) C I,
para esto se debe ver que todo elemento de (z — r,z +7) estd en I. En
otras palabras, se debe mostrar que si y esta en el intervalo (x —r, x4 r),
entonces y estd en el intervalo (a,b). Sea y € (z —r,x +r), es decir que
x—r<y<z+r (*);comor <x—ayr<b—ux, al reemplazar r en la
desigualdad (*) por estos tltimos valores, esa desigualdad se convierte
en
r—(r—a)<z—-r<y<z+r<az+(b—uzx),

asi, a < y < by queda probado que I es abierto.
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. El conjunto ) es abierto, se dice que satisface la definicién en forma

vacia (no hay elementos que nieguen la definicién); por lo tanto, su
complemento, es decir R, es cerrado.

. R es abierto puesto que contiene todos los intervalos, por tanto, () es

cerrado.

. La interseccién de dos conjuntos abiertos es uno abierto y la union de

cualquier coleccién de conjuntos abiertos es uno abierto.

. La unién de dos cerrados es uno cerrado y la interseccion de cualquier

coleccién de cerrados es un conjunto cerrado.

. La interseccién de cualquier coleccién de conjuntos abiertos no necesari-

amente es un conjunto abierto ya que por ejemplo la interseccién de

todos los intervalos de la forma (—%, %) con n entero positivo es

y el conjunto {0} es cerrado.

Int(N) = Int(Z) = Int(Q) = 0. Si algin = € R fuese interior a
cualquiera de estos conjuntos, el conjunto contendria a un intervalo
(x — r,xz + r) para algin r > 0. Pero como cada uno de ellos es un
conjunto enumerable no puede contener a un intervalo, que es un con-
junto no enumerable.

. El argumento anterior muestra que el conjunto de puntos interiores a un

conjunto enumerable es vacio.

. Int(I) = (. Puesto que cualquier intervalo, con mas de dos elementos,

contiene un racional no existe ningun intervalo (x — r,z + r) contenido
en I, por lo que este conjunto no tiene puntos interiores.

Fr(l) = Fr(Q) = R. Cada intervalo contiene racionales e irracionales,
en particular los intervalos de la forma (x — r,x + r) para todo z € R
con r > 0.

Un punto x es de acumulacién o punto limite de un conjunto A si y sélo
si para cada r > 0,

(A=A{z})Nn(z—r,z+r)#£0.
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Todo intervalo abierto alrededor de x contiene puntos de A distintos de .
El conjunto de puntos de acumulacién de A se nota Ac(A) o A'. Si z es
elemento de A pero x no es punto de acumulacion de A, se dice que x es un
punto aislado de A. Esta nocién se conecta con las anteriores por medio
de la ecuacién

CI(A) = AU Ac(A),

esto es, un conjunto cerrado contiene sus puntos de acumulacién.

Una cota inferior del conjunto A es un real a tal que a < z, para todo
x € Ay una cota superior es un real b tal que z < b, para todo x € A. La
menor de las cotas superiores del conjunto A es el supremo del conjunto
(sup A) y la mayor de las cotas inferiores es el infimo del conjunto (inf A).
Si el conjunto no es acotado su inf o sup pueden ser —co o cc.

Un subconjunto A de R es acotado si y sélo si tiene cota superior e
inferior, esto equivale a que existe un M > 0 tal que

AC[-M,M].

Un subconjunto A de R es compacto si y sélo si es cerrado y acotado y
es conexo si no existen B y C abiertos tales que BNC =0, AN B # 0,
ANC #0y AC BUC, esto es, el conjunto no esta formado por dos o més
subconjuntos disjuntos (que no se intersectan) no vacios.

Ejemplos

1. 0 es un punto de acumulaciéon del conjunto

111
A=4q1,=,-,-, ...
RES S
ya que si r > 0 el intervalo (—r,r) contiene algin punto del conjunto.
Por el principio arquimediano, para r > 0 existe n natural tal que n > %,
por lo tanto 0 < % < r; este valor estd en el conjunto y en el intervalo
(—r,7) y es distinto de 0. A no es abierto ni cerrado, es un conjunto

acotado ya que A C [—1,1] pero no es compacto, todos sus puntos son
aislados, inf A =0y sup A = 1.

2. Todos los elementos del intervalo I = [a,b] son puntos de acumulacién
de I, por lo tanto I no tiene puntos aislados.

3. Todos los elementos del intervalo I = [a, b] son puntos de acumulacién
de (a,b).
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. El intervalo [a,b] es cerrado y acotado, por tanto compacto. Pero el
intervalo (a,b) no es compacto, ya que no es cerrado.

. infla,b] = inf[a,b) = inf(a,b] = inf(a,b) = a y supla,b] = supla,b) =
sup(a, b] = sup(a,b) = b.

. {a,b,c,d} es cerrado y acotado, por lo tanto compacto, sus puntos son
aislados y es no conexo.

. Si B =[2,3)U{4,5,6,7}, entonces Int(B) = (2,3), Cl(B) = [2,3] U
{4,5,6,7}, Ac(B) = [2,3], B es no conexo ya que B C (1,3) U (3,8),
BN (1,3)=12,3) y BNU(3,8) = {4,5,6,7}; y los puntos aislados de B
son {4,5,6,7}.

. Cualquier intervalo es conexo y la unién de intervalos disjuntos no es
conexo.

Ejercicios

1. Determinar si el nimero 1,101001000100001... es racional.

2. Probar que 0 es el inico punto de acumulacién del conjunto

a=fit b
2°3° 4

3. Determinar si los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados, abiertos

y cerrados o ni abiertos ni cerrados; si son acotados y/o compactos,
encontrar interior, frontera, clausura, inf, sup y el conjunto de sus puntos
de acumulacién.

a

)

)

¢) Los niimeros naturales.

d) Los nimeros racionales.

e) {Im+i|meNyneZy}

HAm+iimeZyneZii}.
)

g) Los numeros irracionales.
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4. Probar que efectivamente

5. Determinar si

es un conjunto cerrado.
6. Probar que los intervalos cerrados son conjuntos cerrados.
7. Probar que un conjunto, con sus puntos de acumulacién, es cerrado.
8. Probar que la interseccién de dos conjuntos abiertos es uno abierto.

9. Probar que la unién de cualquier coleccién de conjuntos abiertos es uno
abierto.

1.4. Espacios vectoriales

Un espacio vectorial es un conjunto V' en el cual se define una operacién
binaria (@) y otra entre los elementos del conjunto y los nidmeros reales
(®) (suma y producto por escalar) que cumplen las siguientes propiedades:
Para u, v y w en el conjunto V' y k y r nimeros reales.

1. w® v es un elemento de V.
2. u®v =v®u (conmutativa).
3. ud (vew)=(udv)dw (asociativa).

4. Existe un elemento 0 en V tal que u® 0 = u (0 es llamado elemento
neutro de la operacién @).

5. Existe un elemento —u tal que u® (—u) = 0 (—u es llamado elemento
inverso de u con respecto a la operacién @).

6. £ ® u es un elemento de V.

7. (k+r)ou=(k®Ou)® (r®u) (distributiva a la izquierda).
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8. kO (udv)=(kou)® (ko) (distributiva a la derecha).
9. k(r ®u) = (kr) ® u (asociativa).

10. 1 ® u = u (neutro).

Ejemplos

1. El conjunto
R" ={x = (z1,22 -+ ,x,) | x; esreal para1=1,2,3...,n}

junto con las operaciones matriciales de suma y producto por escalar
es un espacio vectorial (este espacio equivale a las matrices de tamano
1 xn).

2. C(R): el conjunto de todas las funciones continuas en todos los nimeros
reales con la suma de funciones y el producto por escalar es espacio
vectorial.

3. Las matrices de tamano n xm con la suma y producto por escalar usuales
es un espacio vectorial.

4. Las soluciones del sistema de ecuaciones lineales Ax = 0, donde A es
una matriz de tamano n X m, con las operaciones usuales de matrices
forman un espacio vectorial.

5. Los vectores propios que corresponden a un valor propio forman un
espacio vectorial.

1.5. Topologia en el espacio

El espacio R™ esta formado por todos los vectores con n componentes reales,
es decir,

R" = {x = (z1,22...,%,) | ; es un ntmero real para i = 1,2,3...,n}.

R? es el conjunto de todos los vectores con dos componentes; geométri-
camente se identifica con los puntos en un plano coordenado ya que sus
elementos tienen dos componentes generalmente asociadas con largo y an-
cho; R3 se identifica con el espacio, sus elementos tienen 3 componentes
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que se asocian con largo, ancho y alto. Para n > 3 se pierde la intuicién ge-
ométrica; sin embargo, son usados, p.e. para indicar las posibles cantidades
de cada uno de los bienes demandados por un consumidor, o las distintas
cantidades de cada uno de los bienes disponibles en un mercado.

Para definir la nociéon euclidiana de distancia en este espacio inicial-
mente se define el producto interno entre dos elementos x = (x1,x2, ..., xy,)

yy-= (yl7y27--‘7?/n) de Rna
n
Xy =(Xy) =) iy
i=1

a partir de esto se define la distancia o norma por

Figura 1.2: Distancia entre dos puntos.

El concepto bésico que generaliza la idea de intervalo abierto alrededor de
un punto es el de bola abierta con centro en a = (ay,ag,...,a,) y radio
r dado por

B,(a) = {x|d(a,x) <r}

Este conjunto esta formado por los puntos cuya distancia al centro es menor
que 7, en la recta este conjunto es un intervalo abierto de longitud 2r
alrededor de a, en el plano es un circulo de radio 7, en el espacio es una
esfera de radio r, etc.
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Un subconjunto A de R™ es abierto si y sélo si para cada x¢ de A existe
un r > 0 tal que la bola con centro en xp y radio r estd contenida en el
conjunto

BT(X()) C A.

De la misma forma se hacen las analogias, usando bolas abiertas, con las
definiciones de puntos frontera, de acumulacion y las nociones de acotacion,
compacidad y conexidad dadas anteriormente para subconjuntos de niimeros
reales.

Figura 1.3: x¢ es un punto interior al conjunto A.

Un punto es frontera de un conjunto si y sélo si toda bola centrada en el
punto contiene puntos del conjunto y del complemento del conjunto,

x € Fr(A) siy sélosiVr > 0,B,(x) NA#0, y Br(x) N A #.

Un subconjunto A de R™ es acotado si y sélo si existe M tal que

AC BM(O)

En el plano esto significa que un conjunto es acotado si es posible encon-
trar una bola de radio M que contenga al conjunto. Esto equivale a que
independientemente cada una de las variables involucradas en la definicién
del conjunto estan acotadas. En el plano un conjunto estd acotado si y
sOlo si estd contenido en un rectangulo finito, en el espacio si y sélo si
estd contenido en un paralelepipedo finito.

Todas las nociones topoldgicas en el conjunto de los nimeros reales
tienen su equivalente en R™ para lo cual basta reemplazar la nocién de
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Figura 1.4: x¢ es un punto frontera del conjunto A.

Figura 1.5: El conjunto A es acotado: estd contenido en una
bola de radio M centrada en el origen.

intervalo abierto por el de bola abierta. x es punto de acumulacién del
conjunto A si y sélo si toda bola centrada en x contiene por lo menos un
punto de A distinto de x,

Vr > 0,(Br(x) —{x}))NA#0D
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Figura 1.6: El conjunto

A es acotado: estd con-

tenido en un rectdngulo finito.

Las propiedades de los conjuntos abiertos y cerrados en R™ son las mismas
que para conjuntos de nimeros reales, esto es: la unién de cualquier familia

de conjuntos abiertos es uno abierto,

la interseccién de una coleccién fini-

ta de conjuntos abiertos es uno abierto, la unién de un ndmero finito de
conjuntos cerrados es uno cerrado, la interseccién de cualquier cantidad de
conjuntos cerrados es uno cerrado, la interseccién o uniéon de dos conjun-
tos compactos es uno compacto, la interseccién de un conjunto acotado o

compacto con cualquier otro es uno

acotado o compacto y la unién de un

conjunto no acotado con cualquier otro es uno no acotado.

Ejemplos

1. El conjunto
{(,y,2) [z +y+

es acotado: los valores que pueden

2

z =1, 2+ 22 =

1}

tomar las variables x y z estan acota-

dos, dado que la suma de sus cuadrados deben ser igual a 1. y es acotada

puesto que al despejar y en la ecu

acionr+y+z=1y=1—z—=z El
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supremo para el conjunto de valores que pueden tomar las variables x y
zes 1yelinfimo es -1,y el supremo e infimo para los valores admisibles
para la variable y son 3 y -1 ya que como —1 <x <1y —-1< 2 <1,
entonces —2 < x 4+ z < 2 de donde, —2 < —(x + 2z) < 2 sumando 1 se
tiene —1 <1— (z+2) < 3.

2. La frontera del conjunto
{(z,y,2) | 2* + 49> < 2 < 4}
es
{(z,y,2) |2 + 4> = 2 <4} U {(z,y,2) | 22 + 49 < 2 =4},

en cada uno de estos conjuntos una desigualdad se ha cambiado por
igualdad y la otra se ha convertido en menor igual. El interior es

{(z,y,2) | 22 + 49y < 2 < 4},
en este las desigualdades son estrictas y la clausura es
{(z,y,2) | 22+ 4y° < 2 < 4}

Este conjunto es acotado ya que los valores admisibles para las variables
estdn acotados p.e. por: =5 < x <5, —44 <y <38y -1 < 2z < 15.
Si se quiere acotar por los supremos e infimos respectivos: —2 < z < 2,
—1<y<1y0<z<4. Como el conjunto es cotado pero no es cerrado,
no es compacto.

Ejercicios

1. Graficar el conjunto

A= ((1,21U{3,4}) x ({1,2} U [3,4)),

encontrar: Int(A), Cl(A), Ac(A) y el conjunto de puntos aislados y de-
terminar si el conjunto es conexo y/o compacto.

2. Graficar cada uno de los siguientes conjuntos, y encontrar su frontera y
sus puntos de acumulacion:

a) {(z,y) | ‘x2+2m‘ <y, |z| <1}.
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b) {(z,y) ||y —y| <z, ly—2/ <1}.
¢) {(z,y)la? + oy =y - 1}.

3. Probar que los siguientes conjuntos son compactos y encontrar el sup e
inf del conjunto de valores que pueden tomar cada una de las variables
involucradas en cada conjunto:

) {(2y) | 0 + 20y + 2% =1},

) {(z,9,2) | x +y+ 2 =25, 22 + 422 = 16}.

¢) {(z,y,z,w) | 22 + 22 + w? = 2, y? + 422 + Jw? = 39}.

) {(z,9,2) |+ 2y + 32 =1, 922 + 16¢% < 100}.

) {5 y,2) [ —5 <2 <0, a2 +22 =1},

) {(@,y) | pex+pyy <1, 2>0,y>0,p, >0, py, >0, 1>0}.

4. Determinar si los siguientes conjuntos son compactos:

a) {(z,y,2) | zyz < 1}.

b) {(K,L) | K“LP >1, K >0, L >0, a >0, 3> 0}.
¢) {(z,y,2,w) | 2* + 2> —w? < 2},

d) {(z,y,2) | = — 2y + 32 < 2® + y* — 100}.

e) {(z,y,2) | y? =5 <2 <0, 2%+ 22> 1}

D A@y2) e +y+z=1, |z <1}

9) {(z,y,2) | 2%y? + 2% < 1}

5. Encontrar la frontera de los conjuntos:
a) {(z,y,2) |22 +y—2z <1}
D) {(2,9.2) | 2” — 22 < 2}.
) {(z,y,2) | 0 <z < 22+ 2 <2}

6. Encontrar los puntos interiores, frontera y de acumulacién de los con-
juntos:

a) [3,5)U{6,7,8}.

) {(w,) | 2y < 1}

c) {(z,9:2) ly <3}

d) {(m+im-L)y|meZ neZi}.
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e) {fneziy} x0,1).
7. Mostrar que el conjunto
{(z,y,2) | 2* + 30y + > < 2}
no es acotado.
8. Probar que todo subconjunto finito de R es acotado.

9. Probar que los subconjuntos finitos de R no tienen puntos de acumu-
lacién.



Capitulo 2

Funciones

El anélisis matemaético es el estudio del comportamiento de las funciones.
Para ello generalmente se analizan separadamente las funciones de una y
varias variables. Las funciones a su vez son un tipo especial de relaciones
que provienen del producto cartesiano entre conjuntos.

2.1. Relaciones

Definicion 2.1. Sean A y B dos conjuntos no vacios, el producto carte-
siano de A y B es el conjunto

AxB={(z,y)|z€ A, ye B}

formado por todos los pares ordenados con la primera componente en A y
la seqgunda en B.

El producto R x R = R? representa todo el plano, pero no existen restric-
ciones con respecto a las escalas sobre los ejes.

Definicién 2.2. Sean A y B dos conjuntos no vacios, una relacién R de
A en B es un subconjunto de A x B. El dominio de R, notado Dom(R),
es el conjunto

{z | (z,y) € R para algin y € B}

y el rango de R, notado Ran(R), es el conjunto

{y | (z,y) € R para algin x € A}.

30
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Las relaciones y funciones con interpretacién econémica fuera del dominio y
rango en el sentido matematico tienen dominio y rango econémico, es decir,
los valores para los cuales tienen sentido las variables en su interpretacién
econémica (cantidades, precios, etc.). En esos casos se debe determinar la
interpretacion de las variables; asi por ejemplo, para la demanda de un bien,
(p, q), las variables sélo puede tomar valores no negativos; pero, si se acepta
que el modelo es la demanda de acciones en un mercado financiero, p y ¢
podrian tomar valores negativos interpretados como préstamos para el caso
del precio o emisién de acciones para cantidades demandadas negativas.

2.2. Funciones

Definicion 2.3. Sean A y B dos conjuntos no vacios, una funcion f de
A en B, que se nota
f:A— B,

es un subconjunto de A X B en el que para cada elemento x de A existe un
unico y de B tal que (z,y) estd en f.

La definicién anterior dice que toda funcién es una relacion que tiene como
dominio el conjunto A y como rango un subconjunto de B. La notacién
usual para una pareja que estd en la funcién es y = f(x); de esta forma, una
funcién es una regla que a cada elemento  de un conjunto A (el dominio de
la funcién) le asigna un tnico elemento y del conjunto B. Asi, una funcién
puede ser vista como una forma de transformar elementos, y es la razén
para llamar a z variable independiente (se le puede asignar cualquier valor
del dominio) y a y variable dependiente (es el valor transformado por la
funcién). Las funciones se clasifican de acuerdo al conjunto de variables A
y de valores B en:

s SiACRy B CR, la funcién es de variable y valor real o funcién
real; a cada elemento x del dominio lo relaciona con un niimero real

y = f(x).

» Si A CR"y B CR, la funcién es de variable vectorial a valor real
conocida como campo escalar o funciéon de varias variables. Esta
funcién, a cada elemento del dominio de la forma x = (z1,x2, ..., Zp)
le asocia un nimero real

y=f(x)= [ (@1, 29, 2n).



Figura 2.1: Gréficas de las funciones f(z,y) = e~(

CAPITULO 2. FUNCIONES

@ +y?)

y g(z,y) = 2% —y2

s Si ACRy B CR™, la funcién es de variable real a valor vectorial
llamada curva en R™. A cada t € A la relaciona con un elemento de
la forma

C(t) = (z1(t), x2(t), ..., xn(t)) .

Si A CR"y B CR™, la funcién es de variable y valor vectorial
llamada campo vectorial. A cada x = (x1, 9, ...,x,) € A le asocia
un elemento

y =Fx) = (f1(x), f2(%); .-, fm(x)) -

Como A y B pueden ser cualquier par de conjuntos las correspon-
dencias reales son funciones donde A C R y B es una familia de
subconjuntos de R. Estas asocian a un ntimero real  un conjunto de
reales

Y(z) C B.

Las notaciones para este tipo de funciones son:

Y:A—— B, 0 v:A=B
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Figura 2.2: Grafica una de correspondencia que a un nimero
real le asocia un conjunto de reales.

» Funciones donde A es una coleccién de subconjuntos y B C R, que
a un subconjunto lo relaciona con un nimero real, son usuales en la
teoria de medida y probabilidad. La nocién de precios es una funcion
de este tipo a cada canasta, conjunto de bienes, le asocia un ntimero
no negativo, el precio de la canasta.

Las correspondencias como las gréaficas de las funciones de R en R se hacen
sobre un plano, las grificas de funciones definidas en subconjuntos de R?
con rango en R son superficies en el espacio R? (en general no faciles de
graficar).

Ejemplos

1.y = f(z) = 22 + € — In(z — 1) es una funcién real con dominio
{z | x > 1} y rango R.

2. z= f(z,y) = e~@+9%) o5 un campo escalar con dominio R? y rango
{z |z <1}

3. La funcién c(t) = (2t — 1,2 + t) con dominio R y rango {(z,y) | y =
T(x+1)(z+3)} es la curva gréfica de la ecuacién y = $(z+1)(z+3).

4. f(x,y) = (z%y, +y, e* Iny) es un campo vectorial con dominio {(z,y) |
y > 0} y rango Ry x R2.
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5. La grafica de la correspondencia

() = [1,%], para 0<z <1
[%,1], para = >1

que a cada z real positivo le asocia un intervalo su es la mostrada en
la figura 2.3.

25+
20+
15+
10+

051

L L L L
1 2 3 4

Figura 2.3: Graficas de la correspondencia () en el inter-

valo [2,4].

2.2.1. Curvas de nivel

Puesto que es dificil o imposible en algunos casos hacer la representacién
grafica de funciones definidas en subconjuntos del plano, el analisis de las
llamadas curvas de nivel proporciona informacién sobre el comportamiento
de la funcién. Una curva de nivel es una expresién de la forma f(x,y) = k
(k constante); esta curva es el resultado de hacer un corte a la superficie a
una altura k (en funciones de mas de dos variables se habla de superficies de
nivel o en general de contornos). Para el caso de una funcién de produccidn,
una curva de nivel representa todas las combinaciones posibles de insumos
que producen una cierta cantidad de producto, llamada isocuanta; si la
funcién es de costos sus curvas de nivel se llaman isocostos y para una
funcién de utilidad representa las combinaciones de bienes que producen la
misma satisfaccién, isoutilidades.

Sobre las curvas de nivel se calcula la tasa marginal de sustitu-
cién técnica (TMST) para funciones de produccién o tasa marginal de
sustitucion entre bienes para funciones de utilidad que da la variacién
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Figura 2.4: Curvas de nivel de f(z,y) = e~y y g(z,y) = 22 — 2.

de una variable para compensar un cambio en la otra y seguir sobre la
misma curva de nivel, esto es, si (xg,yo) estd sobre la curva f(x,y) =ky
la variable y se incrementa Ay unidades, la TMST(z/y) da el valor de la
relacion ﬁ‘” de donde se determina la variacion de la otra variable x para
que (zo + A:): , Yo + Ay) siga sobre la curva f(z,y) = k.

2.2.2. Funciones homogéneas y homotéticas

Una funcién es homogénea de grado r si
f Az, Azo, ..o, Azy) = N f (21, 22, ...y Tp) -

Cuando una funcién de produccién satisface esta condicién para r < 1,
la funcion tiene rendimientos decrecientes a escala. Esto significa que
un incremento en las cantidades de los insumos de producciéon da como
resultado un incremento menor en la cantidad producida. Si se cumple la
condicién con r = 1, la funcién tiene rendimientos constantes a escala,
en este caso, un incremento en una proporcion de todos los insumos produce
un incremento igual en la cantidad producida. De la misma forma se tiene
la nocion en el caso r > 1 que econémicamente representa rendimientos
crecientes a escala, incrementos en las cantidades de todos los insumos
producen incrementos mayores en las cantidades de produccion.

Si la gréfica de una funcién homogénea z = f(x,y) de grado r se corta
sobre la recta y = max, la curva resultante es:

z=f(x,mz) = f(l-z,m-z)=2a"f(1,m).
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Esta ecuacién representa una recta cuando r = 1 y la grafica z = f(z,vy)
estd generada por rectas que pasan por el origen y sus curvas de nivel se
desplazan de manera uniforme. Sir # 1 la gréfica z = f(x,y) estd generada
por curvas de la forma z = 2" f(1,m), donde m es constante; esto produce
curvas de nivel que se desplazan en forma no uniforme. Si r > 1 la distancia
entre las curvas de nivel (para valores igualmente espaciados) se reduce y
si r < 1 la distancia se amplia.

Figura 2.5: Curvas de nivel de una funcién homogénea de grado 1 y
de grado mayor que 1 a alturas iguales. En la primera las curvas se
desplazan de manera uniforme; en la segunda estan cada vez mas cerca.

Una funcién es homotética si es la composicion de una funcién creciente
con una homogénea de grado uno/!. Esta definicién satisface que para x y
y en el dominio de una funcién homotética f se cumple que si f(x) = f(y)
yt >0, entonces f(tx) = f(ty)/?. Esto indica que si dos combinaciones de
insumos son indiferentes para la produccién, también es indiferente si las
combinaciones se incrementan en proporciones iguales. De la forma analoga
se interpreta para funciones de utilidad, costos, etc .

LOtra versién mas general la define como la composicién de una funcién creciente con
una homogénea de cualquier grado.

2Aunque la versién comunmente aceptada en los textos de economia es la dada ini-
cialmente algunos la han generalizado a esta dltima.
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Ejemplos
1. La funcién n .
T4y —
z = €T = —————--
f(z,y) R
tiene como dominio todos los puntos del plano R?, salvo aquellos cuyos
valores x e y hacen el denominador cero, es decir

Dom(f) = {(z,y) € R* | 2® +y* # 1},

este conjunto representa todo el plano sin el circulo con centro en el
origen y radio uno. Este tipo de funcién (de R? a R) le asocia a cada
punto de un plano un ntdmero real.

2. f(z,y) = Az’ es homogénea de grado a + b ya que,
FQOz, Ay) = AQAz)*(Ay)* = X0 Azy® = A f(z,y).

En esta funciéon = y y representan las variables, éstas pueden tomar
distintos valores que en economia pueden estar determinadas desde
dentro del proceso modelado, variables enddégenas, o desde fuera,
variables exégenas. A, a y b son los parametros de la funcién el-
los representan constantes que han de ser determinadas en el momento
que la funcién sea usada para un modelo determinado. Esto es, si se
quiere usar este tipo de funcién para modelar la producciéon de una
cierta fabrica se deben calcular los parametros y mientras se use den-
tro del proceso productivo los parametros permanecen constantes; sin
embargo, al aplicarla a otro proceso de producciéon deben calcularse
nuevamente. Esta es la razon para considerar que los parametros son
variables constantes: con respecto al universo, la economia, son vari-
ables y con respecto a cada mundo, alguno de los procesos modelados,
son constantes.

3. La funcién f(x) = 22 + 1 para > 0 es homotética. Si g(z) = 22+ 1y
hz) =z, f(z) = g(h(z)).

4. Si g(w) = w*tt*e y h(z,y, 2) = ,§Ca+(ll)+cya+’l])+cza+g+c’

f(l', Y, Z) = l,aybzc = g(h(.%‘,y, Z))7

como h homogénea de grado uno, si a+b+c¢ > 0, g es creciente y f es
homotética.
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5. 810 > 0, f(z,y) = (ax*p+by*p)7% es homotética. g(z) = 27 es

1
creciente, h(z,y) = (az™” + by~ ") » es homogénea de grado uno y

f(z,y) = g(h(z,y)).

Ejercicios
1. Sea F(z,y) = 2+y Encontrar:
a) El dominio de F'
b) F(=3,4).
c) F(1, y/$)
d) F(z/y,1).
. m2+y2
2. Si F (%) = Y=L calcular:
a 1/2).

3. Para cada una de las siguientes funciones:

a) F(z+y,2) =422 — ¢

b) F(x —y,2x +vy) = 2% + 3oy — 5y

c) F(z/y,zy) = 323 + xy?.

d) F(2x +vy,r — 3y) = 32% + 322y + 2y
Determinar:

a) F(1,2).

b) F(2,1).

c) F(s,t).

d) F(z,y).

4. Sean F(x,y) = 42> + 9% y G(z,y) = 2% — 93°. Encontrar expresiones
para las siguientes composiciones:

a) F(G(z,y),y).
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) G(y, ).
T 2y) F(y,2x).

5. Encontrar el grado de homogeneidad para cada funcién:

a) F(x,y) =23 + 322y + bay? — 16y°.

b) F(‘T’y) = $3,y2y3-
_ z4+2y+3z

o) Fla.y2) = e
_2z/3 ba3

Q) Fla,y) = a2/, [ 20

e) hx,y) = 200e*/7, [t

6. Imponer condiciones sobre los parametros a, b, ¢ y d de la funciéon

f(z,y) = ax® +by* + cx + dy
para que sea homogénea.
7. Qué condiciones deben cumplir o y 5 para que
Q(L,K)=ALK"
sea

a) Homogénea de grado 1.
b) Homogénea de grado menor que 1.

¢) Homogénea de grado mayor que 1.

8. Encontrar condiciones sobre los a’s para que la funcién
n
e
f(z1,22,..c,zp) = A H x*
k=1

sea homogénea de grado 1.
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9. Encontrar condiciones para que la funcién

n —a/p
flzr, 2o, . x,) = (Z 5kx,;p>
k=1

sea homogénea de grado 1.

10. Probar que si f es homogénea de grado uno, entonces

f(z,y) =g (%) =yh (5)

para funciones g y h adecuadas.

11. Graficar dos curvas de nivel para cada una de las siguientes funciones:

a) fi(z,y) =2z + 3y

b) f2(x,y) =22% —y.

¢) fs(z,y) = min{2z, 3y}

d) fi(z,y) = méx{2z, 3y}

e) f5(x,y) = min {méx{2x, 3y}, min{3z, 2y} }.
f) fo(x,y) = méx {max{2z, 3y}, min{3z, 2y}}.
9) f7(x,y) =z +y+ min{2z, 3y}.

h) fs(x,y) = min{y + z, 2z + 3y, x + 3y}.

i) fo(z,y) = min{z, 2y} + min{2x, 3y}.

2.2.3. Funciones continuas

Una funcién f: A C R™ — R es continua en un punto a € Ac(A) si y sélo
si

Im f(x) = f(a),

X—a

esto significa que el valor de f(x) estd tan cerca a f(a) como se quiera,
si x se toma suficientemente cerca a a. Formalmente: Para cada ¢ > 0
existe > 0 (que puede depender de €) tal que si ||x — a|| < J, entonces
() — fa)] < e.

La definicién generaliza los conceptos de continuidad para funciones
reales en la que el significado es que la grafica de la funcién no se rompe ya
sea porque no estd definida en el punto, el valor de la funcién en el punto
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difiere del limite o la grafica tiene un salto en el punto. Una funcién es
continua en un conjunto si lo es en cada punto del conjunto.

Para funciones en varias variables, como en funciones reales, se tiene
que la suma, resta, producto y composicion de funciones continuas es una
funcién continua y el cociente de funciones continua es una funcién con-
tinua en los puntos donde la funcién del denominador es no nula. De estos
resultados se desprende que los polinomios son continuos en todo el espacio
y las funciones racionales lo son en su dominio.

2.3. Derivadas de funciones reales

Una razoén para que las derivadas sean de gran utilidad en economia es su
relacion con el concepto de marginalidad. Este concepto mide el cambio de
una variable dependiente, al incrementar la variable independiente corre-
spondiente en una unidad; por ejemplo, el costo marginal es el cambio del
costo producido por el incremento de una unidad en la produccién, esto es,
si q es el nivel de produccién, el costo marginal de ¢ unidades es

a1 ) - SED =) _cla )=k

los valores del costo marginal y el dltimo incremento se aproximan si h es
proximo a 1. Puesto que la mecanica del calculo de las derivadas es facil, el
concepto econémico de marginalidad se asocia al concepto matemaético de
derivada.

Definicién 2.4. La funcion f(x) es derivable en x = a si

o fat ) fa)
h—0 h

existe, en cuyo caso su valor se denota por f'(a) ¢ % (a) (la derivada de f
en a).

La interpretacién geométrica de la derivada, en una variable, proviene de
considerar la secante a la curva y = f(x) que pasa por los puntos (a, f(a))
y (a+ h, f(a+ h)) cuya pendiente es

fla+h)—fla) _ fla+h)—f(a)
(a+h)—a h
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Cuando h se acerca a cero, a+ h tiende a a y la recta secante se acerca a la
tangente como muestra la figura 2.6. Por lo tanto, si la funcién es derivable,

Fa) -t a0~ F @)

h—0 h

representa la pendiente de la tangente a la curva y = f(x) en el punto
(a, f(a)). Esta interpretacion es la base de las aplicaciones de la derivada
al trazado de graficas y a la optimizacion en una variable.

Figura 2.6: Si h esta cerca a cero, la secante es proxima
a la tangente.

2.3.1. Polinomio de Taylor

Puesto que las funciones mas simples de evaluar son los polinomios, en el
caso
P(z) = 5xt + 32% — 122 + 242 + 1,

el valor del polinomio en a se puede evaluar de la siguiente forma:
P(a) =a(a(a(ba+3)—12)+24)+1

esta expresion solamente requiere las operaciones suma y multiplicacién.
La simplicidad del calculo justifica la existencia de la aproximacién de otro
tipo de funcién por un polinomio. Existen varias formas para la consecucion
de un polinomio, una de ellas es la de Taylor. El resultado que garantiza
la existencia y el tamano del error en la aproximacién por polinomios de
Taylor es el siguiente:
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Teorema 2.1. (Taylor) Sea f(x) una funcién derivable (n + 1) veces en
un intervalo abierto I que contenga a x = a. Entonces para cada x de I la
funcion f se puede expresar en la forma

F@) = £(@) + @)z — ) + 37" (@)(r — 0 + (@) e~ a)?
+o %f‘”)(a)(w —a)" + Ep q(7)

Donde
f(n+1) (c)

(n+1)!

n+1

Epo(z) = (r —a)

para algun c entre a y x.

~ [P (a)(x - a)¥

2

k=0
es el polinomio de Taylor de grado n centrado en a, generado por la funcién
f(z). Ey 4 representa el error que se comete en la aproximacién de la funcién
por el polinomio; este error depende de a y n. Si x esta cerca de a el valor de
E, o estd cerca de cero. En economia es comun la aproximacién de primer
grado, es decir,

y = f(a) + f'(a)(z — a).

La grafica de este polinomio es la tangente a la grafica de la curva y = f(z)
en el punto x = a. Esto es, la aproximacién de primer grado de una funcién
estd dada por su recta tangente.
El polinomio de segundo grado

y=fla)+ f@)x —a)+ 31" (@)e — a)?

aproxima la grafica de la funcién por una pardbola, la grafica de la funcién
y la pardbola coinciden en el punto (a, f(a)) y tienen tangentes coincidentes
en ese punto (pruébese, como ejercicio, que asi ocurre). Lo mismo se cumple
para un polinomio de grado k que aproxime la funcién; los valores del
polinomio y funcién coinciden para z = a, lo mismo que las primeras k
derivadas de la funcién y el polinomio en ese punto.

Cuando en este contexto se habla de aproximacion, se busca usar un
polinomio en lugar de una funcién no polinémica o en el caso de una fun-
cién polinémica se busca manejar un polinomio de grado menor. En otros
términos, el teorema de Taylor garantiza que localmente cualquier funciéon
se comporta como un polinomio.



44 CAPITULO 2. FUNCIONES

f"(a)

> (x—a)?

y=f(@+f' (@)(x-a)+

y="Ff(x)

=@+ @2

Figura 2.7: Aproximacién de una funcién por su recta
tangente y por una pardbola.

2.3.2. Diferenciales

Usando diferenciales es posible conseguir “buenas” aproximaciones; el ar-
gumento que se usa es el siguiente: Si Az ~ 0, entonces
Ay _ flz+Az) — f(z) flx+h)— fx)

_ ~ 17 _pt
N Ax ngli% h = (=)

transponiendo términos
Ay =~ f(x)Az = df (z),

si Az = 0; el incremento de una funcién es proximo a la diferencial de la
funcidn, si el incremento de la variable independiente es proximo a cero. El
incremento de la funcién, Af, representa el cambio de altura de la recta
secante; la diferencial, df, es el cambio sobre la recta tangente a la curva.
La diferencial y su aproximacién al incremento de una funcién es la justi-
ficacion del uso de la derivada en el concepto de marginalidad. Econémi-
camente el concepto de marginalidad es el incremento de una funcién pro-
ducido por el incremento de una de sus variables independientes en una
unidad, f(x + 1) — f(x). Usando la aproximacién dada por la diferencial
con Az =1, se tiene que f(z+1) — f(z) = f'(x).

Ejemplos

1. Sea L,
Q=Q(K,L)=20K3L3
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f(a+AXx)
Af
f(@ ™

Figura 2.8: Aproximacién del incremento de una funcién
por su diferencial.

la funcién que determina las cantidades producidas de un cierto bien
usando K unidades de capital y L unidades de mano de obra, si los
niveles de insumos usados actualmente son K =1.000.000 y L = 64, la
cantidad de producto es @@ = 32,000 unidades.

El cambio en la cantidad que producen 100 unidades adicionales de
capital se encuentra calculando la produccién para K =1.000.100 y
L = 64 que da un incremento de 1,06663 unidades de producto.

El resultado anterior se puede aproximar usando diferenciales en la
forma

AQ = QUK + AK, 64) — Q(K, 64) ~ TQUL 0 \ o

dK
_ Dg2sep2isan = P2 g28AK
3 3
Reemplazando K por 1.000.000 y AK por 100 se tiene,

320
AQ = Q(1.000.100,64) — Q (1.000.000,64) ~ == (1.000.000)%/3 100

32
30

En este caso el valor real del incremento es 1,06663 y el aproximado
usando diferenciales es 1.06666 lo que representa un error de aproxi-
macién de 0,00003.
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Los cambios en los puntos de equilibrio entre curvas de demanda y
oferta producidos por las variaciones de precios se pueden analizar con
esta teorfa.

Sean ¢¢ = ap+ by q° = cp + d las funciones de demanda y oferta para
un bien, el punto de equilibrio es

_ d—b_ d—b ad — bc
D= qg=oa +b=

a—c a—c a—=c

El cambio del punto de equilibrio producido por un incremento de pg
unidades en el precio de venta, se encuentra notando que este cambio
de precio afecta el pardmetro b en apy unidades, es decir, ese pardmetro
cambia de b a b+ apg. Asi, considerando el punto de equilibrio como
una funcién de b, se tiene que

dp -1
Ap~ —Ab= Ab
P db a—c
dq —c
Ag~ —Ab= Ab
9 db a—c

después de calcular las derivadas indicadas y reemplazar el valor de Ab
se tiene

—a dq —ac
Ap ~ Po Ag~ SNy = Po
a—c db a—c
De la misma forma es posible analizar los cambios producidos por im-
puestos y subsidios.

Ejercicio

Usar diferenciales para estimar el cambio en el punto de equilibrio de un
mercado con oferta y demanda lineales, que produce un impuesto de %r
sobre el precio de venta al consumidor.
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2.4. Funciones lineales y formas cuadraticas

En una variable la funcién mas simple de analizar es la funcién lineal. Para
el caso de varias variables, toma la forma

n
L(x) = L(21, 22, ..., Tp) = kaxk +b
k=1

=mixr1 +moxo + ... + mpxy, + 0
= (m1,ma, ....my) - (T1, T2, ...;xy) + b

=m-x+b

donde m; para ¢ = 1,2,---,n son numeros reales. En dos variables su
grafica es un plano, en mas variables su representacién se conoce como
hiperplano. Asi como en una variable las m’s representan las pendientes
del hiperplano con respecto a cada variable.

Ejemplo

La empresa W vende su producto en dos mercados y puede discriminar sus
precios. Las funciones de demanda son en el primer mercado

g1 = 1.000 — 20p;

y en el segundo
g2 = 200 — 5pa.

Esta empresa incurre en unos costos variables de produccién de $500 por
unidad de producto y sus costos fijos son de $500.000. Los beneficios de la
empresa, ingresos menos costos,

nm=1-CT,
dependen de los precios de venta, ya que:
I = pa, Iy = p2go,
los costos totales son,
CT = costos fijos(CF') 4 costos variables(CV),

CF =500.000 y OV =500(total producido) = 500(q1 + g2).
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Reemplazando hasta dejar todas las expresiones en términos de los precios,
se llega a:

I(p1,p2) = p1(1.000 — 20p1) + p2(200 — 5p2)
— 500(1200 —20p1 — 5p2) — 500.000.

En este ejemplo, se nota que los demandantes del primer mercado son mas
susceptibles a los cambios de los precios (esto se nota comparando las pen-
dientes de las curvas de demanda); a su vez, los demandantes del segundo
mercado, a precios cero, tienen menores niveles de demanda que los del
primer mercado (términos independientes de las ecuaciones de demanda).

En una variable, el comportamiento de la funcién cuadrética y = az?
es la base de las aplicaciones de la segunda derivada al trazado de graficas
y al proceso de optimizacién; en varias variables a este tipo de funciones se
las llama formas cuadraticas y son polinomios de segundo grado en varias
variables, que tienen la forma

n n
Q(X) = q($17$27 ,l’n) = ZZawxsz

i=1 j=1

2 2 2
= anz] + (a12 + a21)x122 + 42225 + ... + Appxs,

donde los a;j, son coeficientes reales.
Las formas cuadraticas se pueden reescribir en forma de producto ma-
tricial
q(x) = xAxT

donde A = (a;;) es una matriz de tamano n x n que se puede tomar simétri-
ca. Esto es, para referirse a formas cuadraticas se puede de dos maneras: la
matricial x AxT y la polinémica allx% + (a12 + az1)r122 + ... + annx%. Por
lo tanto, para identificarlas basta con la matriz asociada A; aunque hay
infinitas matrices asociadas, en adelante se usa la matriz simétrica.

El interés al analizar formas cuadraticas estd en conseguir resultados
que den informacién local sobre el comportamiento de una funcién a partir
de sus segundas derivadas.

En una variable, el comportamiento de la funcién cuadrética y = az?
es la base para la prueba del teorema que conecta las nociones de segunda
derivada, convexidad y concavidad. En varias variables este papel lo hacen
las formas cuadraticas

g(x) = xAx",
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que deben inicialmente ser clasificadas para luego relacionar esa clasificacién
con ciertos comportamientos.

Definicién 2.5. Una forma cuadrdtica q(x) = zAx’ es:
1. Definida positiva si q(x) > 0 para todo x # 0,
2. Semidefinida positiva si q(x) > 0 para todo x,
3. Definida negativa si q(x) < 0 para todo x # 0 y
4. Semidefinida negativa si q(x) < 0 para todo x.

St una forma cuadrdtica no es semidefinida positiva ni semidefinida nega-
tiva, se llama no definida.

Nétese que las formas definidas son también semidefinidas, esto es, las
formas cuadraticas definidas son un subconjunto de las semidefinidas.

Ejemplos

1. La forma
a1 (z,y,2) = 42 + 4oy + 3y> + 22 = (20 4 y)* + 207 + 22

es cero si y s6lo si x = y = z = 0; para cualquier otro valor es positiva.
Por lo tanto, es definida positiva.

2. La forma ¢o(z,y,2,w) = 422 + 4oy + 3y® + 22 es cero si y sélo si
x =y = z = 0 sin importar el valor que tome w. Por lo tanto, es
semidefinida positiva.

3. qz3(z,y,2) = 422 — day + 1y + 22 = (22 — y)2 + 22 es no negativa. Pero
ademds de x = y = z = 0 existen otros valores que la hacen cero, por
ejemplo z =1, y = 2, z = 0. Por lo tanto, es semidefinida positiva.

La clasificacién de las formas cuadraticas usando la definicién anterior es, en
general, un excelente ejercicio de factorizacién. Para trasladar el problema
a criterios matriciales simples es necesaria la siguiente
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Definicion 2.6. Sea A una matriz n X n. El menor principal de A de
orden r es el determinante

air a2 - Qip

a1 a2 - azyr
M, =]

ary QAr2 - App

Un menor principal primario de A de orden r es un determinante de
la forma

Qi Qij 0 Qik

Qi Qi a'k

gt %gj J
P.o=1"

ki Akj 0 Qkk|.y,.

Un menor principal primario es el determinante de la submatriz de tamano
r X r que resulta de eliminar n — r filas y columnas correspondientes (con
igual indice) de A. Por ejemplo, los menores principales primarios de orden
2 de la matriz

1 320

-1 6 8 5

-3 7 1 3

9 4 36
SOI1L:
1 3 1 2 10 6 8 6 5 13
‘—16’ ‘—31’ ’96’ ’71’ ’46’ ’36"

Estos determinantes estan formados por dos entradas de la diagonal prin-
cipal de la matriz y las entradas simétricas a esas entradas; de la misma
forma se encuentran los menores principales primarios de orden 3.

Teorema 2.2. La forma cuadrdtica q(x) = xAz’, donde A es una matriz
simétrica de tamarno n X n, es:

1. Definida positiva si y sélo si M. >0 parar=1,2,3,...,n.
2. Semidefinida positiva si y solo si P. > 0 parar =1,2,3,...,n.
3. Definida negativa si y sélo si (—1)"M, >0 parar=1,2,3,...,n.

4. Semidefinida negativa si y sdlo si (—=1)"P. >0 parar =1,2,3,...,n.
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Una forma cuadratica es definida positiva si y sélo si todas las entradas de
la diagonal principal de su matriz de representaciéon son positivas y todos
los menores principales son positivos. Es definida negativa si y sélo si todas
las entradas de la diagonal principal son negativas y los menores principales
tienen signos intercalados: el de orden 2 positivo, el de orden 3 negativo,
etc. De la misma forma se determina si la forma es semidefinida pero exami-
nando los menores principales primarios: para que sea semidefinida positiva
las entradas en la diagonal son no negativas y todos sus menores primarios
de la matriz deben ser no negativos; para que sea semidefinida negativa las
entradas de la diagonal de la matriz deben ser no positivas, los menores
primarios de orden 2 deben ser no negativos, los de orden 3 no positivos,
etc.

También se pueden usar valores propios para clasificar formas cuadraticas
(ver, por ejemplo, [B y S]). La forma cuadrética es definida positiva si y
sélo si todos los valores propios de A son positivos; la forma cuadratica
es semidefinida positiva si y sélo si son no negativos; la forma es definida
negativa si y sélo si son negativos, etc. Sin embargo, este procedimiento
puede ser dificil ya que encontrar los valores propios implica solucionar una
ecuacién de grado igual al orden de la matriz de representacién, problema
que en general no siempre es posible solucionar analiticamente.

Ejemplos
= 4a? + 4oy + 3y% + 2% es

~—

1. La matriz de la forma ¢;(z,y, 2

4 2 0
2 30
0 01
Sus menores principales son
4 9 4 2 0
4, 9 3:12—4:8, 2 3 0=12-4=8
0 01

que son todos positivos. Lo que indica que ¢; es definida positiva.
2. La matriz de qo(z,y, 2) = 42% — 4oy + 9% + 2% es

4 =20
-2 1 0
0 0 1
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Sus menores principales son

4 =2 0
4, ‘_42 _12'244:0, -2 1 0/=0
0 0 1

que son no negativos, asi que ¢o no es definida positiva ni negativa,
por lo tanto se deben examinar los menores principales primarios para
determinar si la forma cuadratica es semidefinida positiva o negativa.
Los menores primarios de primer orden son:

4, 1 y 1
Los de segundo orden:
4 =2 4 0 10
‘2 1'—4—4—0, ‘0 1‘—4—0—4 y ‘0 1‘ 1-0=1
Y el tinico de tercer orden
4 -2 0
-2 1 0/=0
0 0 1

Todos los menores primarios son no negativos, por lo tanto la forma es
semidefinida positiva.

3. La forma g¢3(z,y,2) = 422 — 3zy — 5y% + 222 + 422 es no definida ya
que en la diagonal de su matriz de representacion

4 -3/2 1
-3/2 -5 0
1 0 4

hay ntdmeros positivos y negativos.

Ejercicios

Clasificar las siguientes formas cuadraticas en definidas positivas, negativas,
semidefinidas positivas, negativas o no definidas.

L qi(z,y) =2® +y* + ay.
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6. d6 ZL',y,Z) _(1:_2:'4)2_(31:_22)2_(:‘/_2’2)2

7. qi(z,y, 2) = —2? + 22y — 4y® + 3wz + 6yz — 922

(
(
(
5. qs5(z,y, 2) = 2% + y? + 3z2.
(
(
( —x? 4+ 22y + y? — yz.

8. qs\T, Yy, 2)

2.5. Derivadas parciales

Para una funcién de varias variables y = f(x1,x2,x3,...,2,) el concepto
de marginalidad se extiende a cada una de las variables z1, 3,3, ..., Ty,
éste mide el cambio de la variable dependiente y si una de sus variables
independientes se incrementa. .o mismo que en el caso de una variable es
posible justificar la aproximacion del comportamiento marginal de y con
respecto a x; por la derivada parcial de f con respecto a x; definida por:

oy 1 [z, i+ h, o wp) — f (21,02, , @4, Tp)
= 11m
al'i h—0 h

Para funciones de produccién en dos variables, p.e. capital y trabajo, estas
derivadas miden las productividades marginales del capital y el trabajo.
El calculo de este tipo de derivadas no involucra reglas nuevas, solamente
se deben manejar las variables con respecto a las que no se deriva como
constantes. Las notaciones usuales para la derivada de la funciéon f con
respecto a la i-ésima variable son: %,Di fy fa-

. 2 . .
Las notaciones #g@’k’ fir, Dirf, denotan la segunda derivada parcial
de f con respecto a x; y a zp. El proceso de calculo se efectia derivando
primero con respecto a la variable x; y luego el resultado con respecto a la

. X 2
variable x;, es decir, 63 6’; - = a‘z (%).
Ejemplo
Si

T,Y,2) =2y +yz+xrz+ 24+ 2z3,
@y, 2) =2y +y Y Y
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% =y + 2z +y223, 8f =z +z+2° +2:Uyz3 Bf =y +x + 2yz + 3xy?22.
Al vector formado por las derivadas parc1ales de una funcién f de varias
variables, se lo conoce como el gradiente de la funcién y se usa la siguiente
notacién:
f of

V16 = (5 (0. g (0, ).

El gradiente para la funcién del ejemplo anterior es

Vf(z,y,z)= (y+z+yz T+ z+ 22 +2:Uyz,y+$—|—2yz+3xyz)

2.5.1. Reglas de la cadena

Para funciones de varias variables existen dos versiones de la regla de la
cadena. Una para el caso en que y = f(x1,z2,23,...,x,) donde cada una
de las variables x; es a su vez funcién de otra variable ¢, esto es, x; = z;(t)
para ¢ = 1,2,....,n. En este caso, al hacer la composicién w resulta ser
una funcién unicamente de la variable ¢ y se tiene la siguiente regla para
encontrar su derivada:

dy  Of dry n Of dxo n of dxs n of dxn,

dt — Bxy dt ' dwg dt | Dz dt | Ow, dt
Usando gradiente,
dy T
2 = V@) (d'(0)" =VIg®) ()
donde g(t) = (21(t), 22(t), .- wa(®) ¥ /(1) = (L2, 450, 45 0)
La otra regla de la cadena se aplica cuando cada variable x; es a su vez
funcién de varias variables, x; = x;(t1,t2,t3,...,ty) parai = 1,2,...,n, al

hacer la composicion y es una funcién de las m variables 1, to, t3, ..., t;,, en
este caso las derivadas parciales se calculan por medio de

Oy  Of Oxy | Of Oxg = Of Oxs of O0xn

Oty Omy Ot, | Ozg Oty Owz Oty Owy Oty
Noétese el contraste en las dos férmulas, en la primera se usan d para denotar

derivadas en una variable, en la segunda todas son d ya que alli solamente
hay derivadas parciales.

Teorema 2.3. (Euler) Una funcion f es homogénea de grado p si y solo
St
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Demostracion. Si f es homogénea de grado p, f(A\x) = AP f(x), derivando
la ecuacion anterior con respecto a A se tiene:

3" Def 00 TA0) S 0y D) = p 1 ),
k=1

k=1

haciendo A = 1 se tiene el resultado.
Por otra parte, si f satisface la ecuacién

y g estd definida por
g(t) =t f(tx) — f(x)
para t > 0. Entonces, por la regla de la cadena,
g (t) = —pt P f(1x) + 177w Dy f ()
k=1
Usando la ecuacién(*) de la forma

n

pf(tx) =Y (tax) Dy f (%)

k=1

€n g/(t)v
g'(t)=—pt P f(tx) + P pf(tx) =0

en consecuencia g es constante y como ¢(1) = 0, g(t) = 0 para todo ¢. Asi,
fltx) =t f(x)

O

La version de este teorema en una funcién de produccién con rendimientos

constantes a escala dice que la suma de las cantidades de cada insumo por
sus productividades marginales es la produccién total.
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Ejercicios

1. Encontrar el grado de homogeneidad para cada funcién y calcular en
cada caso zF, + yFy:

a) F(x,y) =23+ 32%y + 5ay? — 16y°.
b) F(.’E,y) = x3,y2y3'

_ 2z/3 bady
¢) F(z,y) = a*/ Y\ antis

2. Calcular el grado de homogeneidad de la funciéon

x4+ 2y+ 3z

V/3x2 + 292 + 22

F(x,y,z) =

nyx+yFy+2Fz-

3. Probar que si
az®y® \7
cxd + dyp> ’

flzy) = <

entonces

lafe lyfy _ <0‘ 5_>
N AT A

4. Probar que si una funciéon es homogénea de grado r, sus derivadas
parciales son homogéneas de grado r — 1.

5. Sea
* B, 1-p @ « é
C (pl,pz,ps,q)zq[fl (p1p2 ) +Bp3} ,

una funcién de costo que depende de los precios (pi, p2, p3) de tres
insumos y la cantidad, ¢, que se produce. Calcular y simplificar todas
las derivadas parciales de C* y p1Cy + p2Cp, + p3Cy,.

6. Usar el teorema de Euler para probar que si f es una funcién de dos
variables homogénea de grado 1,

Y
fza: = _;fxy
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2.5.2. Polinomio de Taylor en varias variables

La siguiente extensién del teorema de Taylor es la herramienta fundamental
en la consecucién de las condiciones para encontrar y clasificar los éptimos
en funciones de varias variables, en el andlisis del equilibrio dindmico en
casos no lineales y en general en todo tipo de aproximaciones de funciones
no polinémicas.

Teorema 2.4. (Taylor) Sea f (x), con x = (v1,x2, -+ ,Tn), una funcion
que posee m + 1 derivadas continuas en un conjunto abierto de R™ que
contiene al punto a = (ai,az, - ,ay,), entonces

f@)=f(@+Y o (@) —aﬁzzmm @) (21— a0) (v — ax)
i1 7 7

=11i=1

oo Z Zlkﬂmkm!@xkl“-aka (@) (o = )

donde,

n n am+1f

Em,tl(m):z”. Z kl!"k

ki=1  kpmyi=1

c)(Tp, —ag,) -
m+1!6xk1"'8$km+l( )( 1 1)

para algin ¢ € Bjz—_q(a).

Como en el caso de una variable E es el error y el resto de la expresiéon es
el polinomio de Taylor de orden m alrededor de a en varias variables. La
prueba de este teorema se hace aplicando el teorema en una variable a la
funcién g(t) = f(a+tx) ent = 0.

El polinomio de primer grado se puede escribir en forma compacta como

FO) = F(a) + 3 5 (a) (23— ) + Era (x)

este desarrollo se usard para conseguir condiciones sobre el comportamiento
del plano tangente a la grifica de una funcién en los puntos 6ptimos y en
la linealizacién de sistemas dindmicos no lineales.
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2.5.3. La matriz hessiana

o1 ) Oxo
la notacion, el desarrollo de Taylor de primer orden con error alrededor de
a es:

Usando el gradiente V f(a) = (ﬂ(a) AL (a), ..., %(a)) para simplificar

7o) = f(a) + V(@) - (x— a) EZZL%ﬁ% — a))(z; — a))

El dltimo término de esta expresién representa el error cometido en la
aproximacion, el ¢ estd entre x y a. Este error es una forma cuadratica en
x — a y la matriz asociada se conoce como hessiana de la funcién f en el
punto c

92f 92 f 02 f

8a: (C) Oxo0x1 (C) e O0rn 0T <C>

0°f *f R <l

62 . 62 . A 62 .
8x18];n (c) 8x2£n (c) - #(C)

Esta matriz estd compuesta de las segundas derivadas parciales de f cal-
culadas en c. Si se usa la representacion matricial el desarrollo de Tayor se
reduce a

F) = f(a) + V(@) - (x— a) + 5 (x — a) Hy(e) (x — )

Noétese que la expresion de la derecha es una funcion lineal mas una forma
cuadratica en x — a.

Ejercicios
1. Probar que el gradiente de una funcién lineal de varias variables

L(x) =mixz1 +moxo+ -+ mpxy, + b
= (my,ma,...,my) (x1,22,...,2,) + b
=m-x+b

es el vector VL (x) = m.
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2. Probar que el gradiente de una forma cuadrética en n variables,

2 2
q(x) = anz] +ar1r2 + - - + appz;,

ail a2 - Qip 1
_ a1 az - a2, x2
= (z1,29, -+ ,2p)

anl Aap2 - GOpn Tn,
= xAxT

es el vector Vg (x) = 2xA.

3. Probar que si ¢ (x) = xAx” es una forma cuadratica, entonces H, =
2A.

4. Encontrar aproximaciones de primer orden y los errores correspondi-
entes para cada una de las funciones en los puntos indicados:

a) w=—x—xy—xyz en el punto (1,1,1).

b) w= e’ T2v°+3% on el punto (0,0,0).

2.5.4. Diferencial en varias variables

Las aproximaciones en varias variables, usando diferenciales, se hacen en la
forma:

Ay = Af(x) = f(x+ Ax) — f(x)
= f(x1+ Ax1, 20 + Axg, -+ ,xp + Axyp) — f (21,22, ,Ty)
flx1+ Az, - yop + Axy) — f (21,22 + Ao, -+ 0 + Ay)

- ACEl A$1

+ f(l'l,l'Q—i-AI’Q,"' 7xn+Axn)_f(x17x27"‘ 7xn+Axn)Ax2
A.%'Q

4t f(xla:EZa"' 7xn*15$n+Alin) *f(xlal?a'” 7xn715$’n)A$n

Az,

_of of of of

= 91, Az + 9y Axo + 91 Azxg + oz, Axy,

=Vf(x)-Ax.

La ultima expresién es llamada la diferencial total de f.
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Ejemplo

Sea L
Q=Q(K,L)=200Kz=L3

la funcién que determina las cantidades producidas de un cierto bien usando
K unidades de capital y L unidades de mano de obra, si los niveles de
insumos usados actualmente son K = 400 y L = 8, la cantidad de producto
es (Q =8.000 unidades.

El cambio en la cantidad que producen 5 unidades adicionales de capital
y 2 de mano de obra se encuentra calculando la produccién para K = 405
y L = 10 que da un incremento de 671.4 unidades de producto.El valor
usando diferenciales es

AQ = Q(K + AK,L+AL) — Q(K, L)

_OQ(K, L) 9Q(K, L)
e~ DK AK + oL AL
200 200

= KVBAK + T KY2LT2BAL
2 3
Reemplazando K por 400, AK por 5, L por 8 y AL por 2 se tiene,

AQ = Q (405,10) — Q (400, 8)

~ 100(400)~1/2(8)1/35 + %(4@0)1/2(8)—2/32

1.000  8.000 2.000
= — _— = _— = 1
20 + D 50 + 3 716,6

Con un error de aproximacion de 45,2.

Ejercicios

1. Considérese el modelo macroeconémico Y = C+I1+G,C =C(Y,T,r),
I = I(Y,r) donde Y es renta nacional, C' el consumo, I inversién, G
el gasto publico, T ingreso por impuestos, r tasa de interés, C y I
son diferenciables, con Cy > 0, Cr < 0, C, < 0, Iy >0, 1. <0y
Cy + Iy < 1.

a) Interpretar econdmicamente las condiciones sobre C' e I.

b) Diferenciar el sistema y expresar dY en términos de dT, dG y dr.
L Qué pasa con Y si T crece? ;Qué pasa si G decrece?
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2. Estimar, usando diferenciales, el cambio en el punto de equilibrio de un
mercado de un bien que tiene oferta y demanda lineales, ¢° =ap+0by
g% = ¢p + d, producido por:

Un incremento de $1.000 en el precio de venta al consumidor.
Un impuesto del 16 % sobre el precio de venta al consumidor.

Si a = 20, b =-20.000, ¢ = —15 y d =100.000.

Encontrar el punto de equilibrio para este caso.

Analizar el cambio del punto de equilibrio si el precio al consum-
idor se incrementa en $200.

. Cudl es el cambio que resulta de imponer un 16 % de impuesto
sobre el precio al consumidor?

Disenar un mecanismo para incrementar la cantidad de equilibrio

en 10 %.

3. Usar diferenciales para estimar el cambio en el precio y la cantidad de
equilibrio en un mercado que tiene demanda g = ap® 4 bp + ¢ y oferta

q=ap+p.

2.6.

Producido por un subsidio al productor del 10% del precio de
venta.

Un aumento de $1 sobre el precio de venta al consumidor.
Un aumento de $& sobre el precio de venta al consumidor.
Un impuesto del 10 % sobre el precio de venta al consumidor.
Un impuesto del r % sobre el precio de venta al consumidor.

Aplicar los resultados a un caso particular.

Funciones especiales

Puesto que el comportamiento de funciones de varias variables, como en
funciones reales, estd basado en las aproximaciones lineales y cuadraticas
que garantiza el teorema de Taylor y dado que las funciones mas usadas
para modelos en economia son variaciones de estos tipos de aproximaciones
(préxima seccién); se muestran algunas de ellas, sus propiedades y graficas.

Si un proceso productivo que usa n insumos estd modelado por una
funcién f y para la produccion es esencial el i-ésimo insumo, la funcién
debe satisfacer

f(fL’l, cees Lyj—1, O,xz‘_;,_l, ceey xn) =0.
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El grado de sustitucién o complementacion entre las variables x y y de
una funcién f(z,y) se mide por la elasticidad de sustitucién

A%
YO ARTMS (x/y)’

donde, TM S(z/y) es la tasa marginal de sustitucién, aproximacién usando
diferenciales de la T'S(z/y) tasa de sustitucién de = por y. La T'S(z/y) es la
relacion entre los incrementos de = y y sobre la misma curva de nivel de la
funcién f(x,y), esto es, determina el cambio del valor de una variable para
compensar una variaciéon de la otra y permanecer sobre la misma curva de
nivel.

Economicamente la T'S para una funcién de produccién determina co-
mo se deben ajustar las cantidades de insumos para que la produccién
permanezca fija, asi si los insumos son horas hombre y maquinaria la T'S
indica como se debe compensar en horas hombre las variaciones en cantidad
de maquinaria o viceversa.

Si se usan diferenciales la elasticidad de sustitucion se aproxima por

Oii A d(m/y) fy(l’,y)/fx(x,y)
VT aly dlfy ()] ()]

Para funciones de produccidn, si este valor es cero los insumos son estricta-
mente complementarios y a mayor valor existe mas sustitucién entre ellos;
en funciones de utilidad se tiene una interpretacion similar con respecto a
los bienes de consumo. Geométricamente la elasticidad mide la curvatura
de las curvas de nivel de la funcién: a mayor elasticidad las curvas de nivel
son mas rectas y a menor las curvas tienden a ser de la forma de angulo
recto (L).

Los modelos mas simples son los lineales, funciones lineales, estos
representan procesos para los cuales las variables independientes son per-
fectamente sustitutas y no son esenciales:

n
f(X) = f(ﬂﬁl,l‘z,---,l‘n) = Zakmk—i—b
k=1
=air; +agx2+---+apx, +b=a-x+b,

donde, a = (a1, aqg,...,an).
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2.6.1. Cobb-Douglas (CD)

Este tipo de funcién tiene la forma,

n
f(X) = f(x17x27 7~Tn) =A H xzk = A.ﬁU?l.iUgQ .. '.fzn’
k=1

con A > 0. Es de las funciones de varias variables mds comunmente apli-
cadas en economia. Los valores de f pueden representar la cantidad pro-
ducida cuando se usan xj; unidades del k-ésimo insumo; niveles de utilidad
si xp representa unidades de consumo de ciertos bienes, costos de produc-
ciéon cuando xj representa el precio de un insumo de produccién, gasto
cuando x; es el precio del k-ésimo bien consumido, etc. Para este tipo de
interpretacion el dominio debe ser R} .

En la funciéon CD todas las variables satisfacen la propiedad de esencial-
idad. La funcién es homogénea de grado > _; ai, esto es, una funcién tipo
CD es homogénea de grado la suma de los exponentes de cada variable. El
comportamiento marginal de la funcién se deduce de las derivada parciales,

af o Ax®t Q2 .o g% L pOn f
:Ax?ll'gz"'ai.’l?i171 xg" = q; 1 72 ¢ n = o,
ox; T T
’f : /
_ ay .02 Q-2 Qn
5 = Az 2y? - ai(og — D 7 - apt = ooy — 1) 5.
Ox; x;

Si la funcién y sus variables representan cantidades, para que los valores
marginales sean positivos a; > 0 para ¢ = 1,2,...,n y para que los val-
ores marginales sean decrecientes, a; < 1 para ¢ = 1,2,...,n, estas son las
condiciones neoclésicas usuales. Usando diferenciales, la aproximaciéon de
la elasticidad de la funcién con respecto a la variable i-ésima es,

A% _F  Afm _ofwm S

Foe = A%y

= ~ =« = o
Ao Awy f Oxi f 0 a f T
3

esto es, los exponentes representan las elasticidades de la funcién con re-
specto a cada variable.
Para el caso de una funcién de produccion que use dos insumos: capital
y trabajo, la CD es
Q(K,L)= AK“LP.

Para esta funcién

AK*LP
Qk = AaK* 1P = aiKL = a—
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Figura 2.9: Graficas de las funciones elasticidad de sustitucién con-

stante (CES) Q(K, L) = (2K~1/3 + ?)L_l/?’)_Q/3 y de la Cobb-Douglas
Q(K,L) =2KY314/3.

el producto marginal del capital es proporcion fija de la relaciéon producto
capital. De forma andloga, el producto marginal de una funcién tipo CD con
respecto a cada insumo es proporcion fija de la relacién producto insumo.

Ejercicios
1. Comprobar la deduccién de las derivadas para la funcién CD.

2. Probar que la elasticidad de sustitucién entre cualquier par de variables
para la CD es uno.

3. Probar que para la funcién F(x,y) = g(h(z,y)) con h homogénea de
grado uno, la elasticidad de sustitucién estd dada por:
hahy
Opy = Ty

2.6.2. Elasticidad de Sustitucién Constante (CES)

Menos popular que la CD, tienen la forma

fx) = [Z agxy”
k=1

—a/p o)
[, N wd B
= |:CL1$1 + agxy " + + anx,, ] )
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con a; > 0 para 7 = 1,2,...,n y dominio R"}. Como la CD las n variables
pueden representar insumos de produccion, precios o cantidades consumidas
de ciertos bienes y f la cantidad producida, el costo, gasto, la utilidad
directa o indirecta. La CES es homogénea de grado ¢ y sus variables no
satisfacen la condicién de esencialidad.

Para encontrar el comportamiento marginal de la funcién en el caso de
dos variables se deriva implicitamente la ecuacion,

ffp/" =ax P+ by ",
con respecto a la variable x
L = —paa,
o
Simplificando y transponiendo hasta despejar la derivada parcial,

L1
fr = agi
T :Eerl :

De aqui,para que la funcién tenga valores marginales positivos, o debe ser
positivo. Derivando y simplificando,

(2 +1)fo foart' — fo(p+ 1)aP

P
acfoxf 1/p
=" (5 1) o= Fo 1)
p P
_aofo |p+o fotl
= — . aawﬁlx—f(p—l—l)
P P
aofs R
= |(pto)a———flp+1)
ao_f2§+1 B o
:W[(p+0)ax P—f ﬁ(ﬂ‘i‘l)}
2841
ao f*s _ _ _
=7 [(,O—i-a)ax P—(p+1) (aw P+ by p)]
ao.f2§+1 B B
= Tt [(p+0—p—1)az™" — (p+ 1)by™*]
ao.f2§+1

= [(0 = L)az™" — (p+ 1)by~"].
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L L L L L L L L
1 2 3 1 1 2 3 4

Figura 2.10: Curvas de nivel de Q(K,L) = (2K‘1/3 +3L‘1/3)_2/3 y
Q(K,L) = 2K/3L4/3,

Esta tltima expresion debe ser negativa, para que los rendimientos marginales
de la funcién sean decrecientes, por esto: 0 <1y p > —1.

Es posible construir funciones tipo CES con un continuo de variables (fun-
cionales) en la forma

—o/p

B
f(x) = / a(w)(z(w) Pdw|

estas modelan procesos que tienen un continuo de bienes o insumos: la util-
idad que produce consumir una bebida, el uso de un insumo de produccién
liquido. Este tipo de funciones han sido usadas en modelos de economia
urbana como casos limite de produccién sobre una ciudad lineal.

Ejercicios

1. Encontrar la elasticidad de la funcién CES con respecto a la variable
x.

2. Probar que para la CES la elasticidad de sustitucién es constante y
calcularla.
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2.6.3. Leontieff

Este tipo de funcién sirve como modelo para las cantidades producidas
de un bien que requiera insumos estrictamente complementarios, p.e. la
produccién de ropa que requiere tela, hilo, botones y mano de obra; si
alguno de los insumos falta no se puede producir: si para hacer una camisa
se necesita 1,2 metros de tela, 10 metros de hilo, 10 botones y dos horas de
mano de obra y hay disponibles 250 metros de tela, 11.342 metros de hilo,
2.753 botones y 41,5 horas de mano de obra, entonces se pueden hacer

, 250 11.342 2.753 41,5
minq |—|, ) ,
1,2 10 10 2

camisas (los paréntesis [-] representan la parte entera).

Figura 2.11: La funcién de Leontieff f(x,y) = min{az, by} y la translog-
aritmica.

La funcion en varias variables es
f(x) = f(z1, 22, ...,xy) = min{a121, a2z, . ..,anzy},

ésta satisface la propiedad de esencialidad en cada variable y representa
procesos en los cuales las variables son complementarias estrictas. Entre
las funciones Leontieff y lineal, en la primera las variables modelan comple-
mentarios estrictos con elasticidad nula y en la segunda sustitutos perfectos
con elasticidad infinita, existen funciones tipo CES con cualquier grado de
sustituibilidad entre sus variables.
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A partir de estos tipos bésicos se crean funciones con elasicidad y com-
plementariedades a gusto de quien hace el modelo. Algunos de estos tipos
son:

8
f(z,y,2) = Az (ay P +bz"") »

en esta x y y, y  y 2z tienen elasticidad unitaria y entre y y z elasticidad

1
THp- En

f(z,y,2) = (axay + bzo‘+ﬁ> ots
la elasticidad entre x y y es unitaria y entre x y 2z, y y y z es ﬁ Para
f(z,y,2) = Az® (min{ay, b=})”

Y y z son complementarias y x v y, y * v z tienen elasticidad unitaria.
Fuera de los tipos descritos existen funciones con elasticidad variable
(VES), en estas la elasticidad depende de los valores de las variables.

Ejercicios
Encontrar funciones con variables x, y y z (una para cada caso) tales que:

1. z y y sean sustitutas perfectas; =, z y y, z sean complementarias
estrictas.

2. x y y sean esenciales; x, z y y, z sean complementarias estrictas.

3. La elasticidad de sustitucién entre x y y es a y entre x, z y y, 2 es [3.

2.6.4. Translogaritmica

Tomando logaritmo a la funcién CD, ésta se reduce a:

n
Inf(x)=InA+ Zak In xg,
k=1

esta expresion puede considerarse como una funcién lineal de logaritmos.
Una generalizacién de esta expresion es la funcion

n n n
In f(x) =aog+ g a; Inx; + g E a;i In x; In xp,
i=1 k=1 i=1
conocida como translogaritmica, esta es una funcién lineal méas una for-

ma cuadratica en logaritmos. Como se muestra en la proxima seccion esta
funcién produce mejores aproximaciones que la CD.
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10 T T T T ™ 5[

. . L L L = L L L L L
0 2 ) 6 8 10 02 0.4 06 08 10

Figura 2.12: Curvas de nivel de una funcién tipo Leontieff y de una
translogaritmica.

Ejercicios
1. Encontrar el dominio e imponer condiciones sobre los parametros para
que la funcién cuasilineal:

f(z,y) = ax+lnyb

sirva de modelo a procesos econémicos. Encontrar la elasticidad de la
funcién con respecto a cada variable y las elasticidades parciales de
sustitucion.

2. Para cada una de las siguientes funciones de produccién con elasticidad
de sustitucién variable, VES:

1/a
que se puede considerar como el co-

arB
QK. L) = (B%{i@

ciente de una Cobb-Douglas y una CES.
Q(K,L) = AeSK/L KL,

(K.L)
" QUK.L) = AK®0=99) [, 4 (p — 1)K]*% /3,
- Q(K.L)

3Revankar, Nagesh S. (1971). “A class of variable elasticity of substitution production
functions”, Econometrica, Vol. 39, No. 1, enero.
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a) Determinar el tipo de rendimientos a escala (que debe depender
de los pardametros involucrados).

b) (Bajo qué condiciones, si las hay, las funciones tienen rendimientos
constantes a escala?

¢) Calcular la productividad marginal del trabajo en funcién de los
niveles de produccién, capital y trabajo.

d) Comprobar que estas funciones son tipo VES.

. Interpretar el grado de homogeneidad para el logaritmo de una funcién

y encontrar condiciones para que la translogaritmica sea homogénea.

. Una compania tiene un contrato para suministrar 36.500 unidades de su

produccién este ano. El costo de almacenamiento anual es de 10 u.m.
por unidad; el contrato permite la escasez con un costo por unidad
faltante de 15 u.m. y la iniciacién de una partida de produccién cuesta
15.000 u.m. Si las érdenes de produccién se cumplen sin demora y la
demanda sigue una tasa constante, determinar el costo promedio como
una funcién de la frecuencia de produccion y de la cantidad producida
en cada partida de produccién.

. Dada la funcién de produccién Q(L, K), las isocuantas son expresiones

de la forma Q(L, K) = ¢ (donde ¢ es una constante); sobre ella estédn
localizadas las distintas combinaciones de capital y trabajo con las que
se pueden elaborar ¢ de unidades de producto. Trazar las graficas de
las isocuantas de la funciéon

Q(L,K)=5LY3K/3

parac=1,2 3.

. Una curva de nivel (isocuanta), para la funcién de produccién @ =

Q(L,K), esta representada por la expresiéon Q(L,K) = ¢, donde ¢
es una constante, sobre ella estan las distintas combinaciones de L
(capital) y K (trabajo) necesarias para producir una cantidad c. En esta
curva, bajo ciertas condiciones sobre (), L es una funcién de K,L =
L(K). Usar la regla de la cadena en la ecuacién Q(L,K) = c¢ para
calcular %, la tasa marginal de sustitucién técnica del trabajo por el
capital. Aplicar los resultados a las funciones:

a) Q(L,K) = AL“K5.



2.6. FUNCIONES ESPECIALES 71

b) Q(L,K) = (aLf + BK?)'/*

7. C representa el costo promedio de una firma que usa dos insumos de
producciéon, K y L, a precios r y w respectivamente y tiene una pro-
duccién de @Q = Q(K, L) unidades.

a) Calcular las derivadas parciales de primer orden de C.

b) Determinar las condiciones bajo las cuales las derivadas parciales
de primer orden son cero.

c¢) Encontrar las derivadas parciales de segundo orden de C.

d) Aplicar los resultados a la funcién C(K,L) = % donde
la funcién de produccién es Cobb-Douglas con rendimientos con-
stantes.

8. II(K,L) = pQ(K, L) — (rK +wL) representa el beneficio a corto plazo
de la firma del ejercicio anterior.
a) Calcular las derivadas parciales de primer orden de II.

b) Determinar las condiciones bajo las cuales las derivadas parciales
de primer orden son cero.

¢) Encontrar las derivadas parciales de segundo orden de II.
d) ;Existe algin parecido entre las partes b) de este ejercicio y del

anterior?

9. Calcular las derivadas parciales de la funcién translogaritmica:

n n n
Iny = ag —|—Zailn$i —|—ZZaiklnxilnxk.
i=1

k=1 1=1

con respecto a xp y escribirla en términos de la funcién y zp; esta
derivada representa la productividad marginal del k-ésimo insumo y al
escribirla en términos de la funcién y la variable se estd expresando
esa productividad marginal como funcién del nivel de produccion y las
cantidades de insumos.

10. Para la funcién de produccién

n —a/p
Q(x1,x2,...,2,) = a (Z 5;.3161:’)‘“)
k=1
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que generaliza la CES*: (si los py son todos iguales a p esta funcién se
reduce a la CES).

a) Imponer restricciones sobre los pardmetros para que la funcién
tenga rendimientos crecientes.

b) Encontrar el producto marginal con respecto al k-ésimo insumo
en funcién de las cantidades de producto e insumos.

11. Para la funcién
n _1/P
= 100 = (S
k=1

probar que:

1+p
_ Pk Y
a) fx =72 FRTHIaT

b) frs = Okl fifs, sik # s.
¢) frk = Tr <1ZJfk — %)

2.7. Una generalizacion del teorema de Taylor

La funcién Cobb-Douglas (CD) generalizada
f(X) = f(xlvx%"' al'n) = AHZL‘Z%
k=1

es una buena herramienta en la estimacion de funciones de produccién. Sin
embargo, esta forma funcional impone restricciones importantes y poco re-
alistas al proceso modelado, una de ellas es que la elasticidad de sustitucién
(ES) entre factores, definida por:

n

LI
JJ Ty
_j=1 Hik
Oik="—"""72.7>
i ‘Hf

1Guilkey, David K. y C. A. Knox Lovell (1980). “On the flexibility of the translog
approximation”, International Economic Review, Vol. 21, No. 1, febrero.
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donde,
0 f:c1 fa:z e fxn
f:vl fa:lxl f:plxg e fxlmn
ﬁf = fxz fx2z1 fxg:cg e fxza:n

fxn fxnxl fﬁ?nIQ T fxnxn

es la matriz hessiana orlada de f; H;p es el cofactor correspondiente a
las derivadas con respecto a las variables ik de f en H, f,, representa la

derivada parcial de f con respecto a x; y ’I—j f’ es el determinante de H 7 es

siempre uno. Esta ES mide el efecto en la cantidad demandada del i-ésimo
insumo debida al cambio en el precio del j-ésimo (Allen). Hicks define otra,
la elasticidad de complementariedad relacionada con las funciones duales
(Ver capitulo 6), que mide el efecto en el precio de un factor, producido por
el cambio en la cantidad demandada de otro. La definicién implica que si
la funcién es doblemente diferenciable, la ES es simétrica [S y K].

Puesto que la funciéon CD tiene ES unitaria para cualquier par de fac-
tores, en esta tecnologia los factores son sustitutos; este hecho deja por fuera
otro tipo de interaccién entre factores de producciéon. Como respuesta a es-
tos limitantes surgié la funcién CES (elasticidad de sustitucién constante),

" -
k=1

que permite que la ES entre pares de factores difiera de la unidad. En esta
forma funcional las elasticidades de sustitucién son idénticas para cualquier
par de factores. Uzawa[U] prueba que la CES generalizada es la tinica forma
funcional para la cual se cumple esta condicién.

La solucion total a los problemas de restriccién requiere formas fun-
cionales para la funcién de producciéon que sean lo suficientemente simples
como para permitir una facil estimaciéon y no impongan excesivas restric-
ciones sobre los pardametros econémicos. La funcién CES es un paso a la
solucién, aunque todavia es demasiado restrictiva.

Otras formas funcionales permiten elasticidades distintas entre algunos
pares de factores, aunque aun constantes. Uzawa[U], McFadden[McF] y
Sato[Sa] estudian algunas de estas formas funcionales, ellas son composi-
ciones de las funciones CES y CB en la forma

fg1(x1),92(x2),. .., 9s (Xs))
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donde los vectores de x representan una particion de los n insumos. En este
tipo de funciones los insumos se dividen en familias con comportamiento
similar. Guilkey y Lovell|G y L] determinan que para la funcién

_1
n P
k=1

que generaliza la CES, la ES es variable y estd dada por
n —
1 Z PR, Pk

(1+Pi)( +,0]) Z QP 4Pk

Oij = )

Fuera de las construcciones mostradas hasta aqui, hay otras como la de
Revankar[R], en las que se presentan otras generalizaciones de la CES y la
CD en dos variables con ES no simétrica.

El desarrollo de un nuevo tipo de funciones, la de Diewer y la translog-
aritmica, fue considerado por los economistas como la solucién apropiada a
los problemas planteados: no imponer restricciones al proceso modelado ni
a la ES entre los factores y asi mismo facilitar la estimacién. Dichas solu-
ciones no dan formas funcionales sino que hacen un desarrollo para toda
funcién.

El resultado fundamental para el desarrollo en funciones CD, CES,
translogaritmicas y de Diewert, es la generalizacién de la férmula de Taylor
a la composicién de funciones que describe el siguiente

Teorema 2.5. Sean f una funcion dos veces derivable en una vecindad de
a, y g una funcion dos veces derivable en vecindades de a y f(a), con ¢'(a)
y ¢"(a) distintas de cero. Si se define el error Ex(x) de aprozimacion de la
funcion (go f)(x) (g9 compuesta de f calculada en x) por el polinomio de
sequndo grado

1d*(go f)

(a)(g(x) — g(a ))+§T(a)(g(fﬂ)—g(a))2

d(go f)

(90 1) (@) + 22

por la ecuacion:

(go f) (@)= (g0 f)(a) + d—;m)(g(m) —g(a))
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donde
A9°f) , _ (o2 ) (@)
dg g'(a)
! (fog)'(x)
gon 1 )
d?g J'(a) dx
FEntonces,

Demostracion. De la definicién de Es(x), se nota que (*) equivale a probar
que

0o f) @) = (g0 @) - “ER@(g() —9l0) _1(g0 )
= (9(2) = 9(a))? 2 &

Para lo cual se aplica la regla de L’Hopital y se reemplaza la definicion de

% en el limite,
g

(a).

o) @) -"L)yg@) (9o f) (x) - LI (@)
lim y = lim ;
v=a 2g(x) — g(a))g'(z) z=a 2(g(z) — g(a))g'(z)
Al simplificar y aplicar nuevamente la regla de L’Ho6pital en el ultimo limite,
se obtiene

(go f) (x)g'(a) — (go f)(a)g(x)
z—a 2(g9(z) — g(a))g'(z)g'(a)
(go )" (x)g'(a) = (go f)(a)g"(x)

z—a 2g'(a) [¢" () (g(z) — g(a)) + (¢'(z))?]

Escribiendo en términos de la segunda derivada de la funcién g o f con
respecto a la funcion g,

L d ((gof)Y y_ LS
29’(a)d$< g >()_2 d?g (@)

Lo que prueba el resultado. O

El teorema anterior no sélo es susceptible de generalizar en el grado del
polinomio (orden de derivabilidad de las funciones), sino también a varias
variables.
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Teorema 2.6. Si las funciones f y g tienen derivadas de orden n en el
sentido

ntl(, o d (gof)x(x)
d (g f)(a): nl ( HE) )(a)

dgnt1 g"(a) dx
entonces
(9o @) = (g0 N+ 2 @) (4(0) - 0)
2 [e]
+ 359D ) (o) - gta)?
s P ) ) — gl + B0
donde

m-——m——— =
z=a (g(z) — g(a))”
Demostracion. La prueba de este resultado se hace por inducciéon matematica.

O

En el caso de que g sea la funcién logaritmica y f(a) > 0, la expresion
anterior se transforma en:

In(f(z) =ap+ Y. % In*(z) + En ()
k=1

asi cualquier funcién positiva se puede representar por medio de un poli-
nomio en logaritmos.

En varias variables la forma que toma el desarrollo de orden 2, donde
f debe ser una funcion de n variables y g una funcién de una variable, es:

(go fl(x) =

(9(xi — g(ai))

=1

2 o
T2 Z:: aagijégg a) (g(i — g(ai)) (9(x; — g(a;)) + Ea(x).

La conclusién del teorema en varias variables establece que

E
lim 2(x)

g (F o) — g (F@P
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aqui las barras indican la norma en R".

Las restricciones que se deben imponer a las funciones f y g son del
mismo tipo que las impuestas al caso de una variable (f debe ser una
funcién dos veces diferenciable en una vecindad de a y g una funcién dos
veces derivable en vecindades de a; y f(a), con ¢'(a;) y ¢”(a;) no nulas
para todo ¢ = 1,2,...n; las derivadas parciales con respecto a g; significan
derivar con las definiciones del teorema anterior con respecto a g calculada
en la i-ésima componente de x:

d(go f) 292 (a)
Oa: (a) = 0g(x;)
gi o, (i)

Como en el caso de una variable, la conclusién que se deriva se interpreta
como que el error Fy(x) cometido en la aproximacion es pequeno cuando x
estd cerca de a. Esta es la razén para que generalmente se use el polinomio
sin el error como una buena aproximacién al valor de la funcién g o f en
cercanias del vector a. El teorema garantiza que si la distancia entre a y x
es pequeilia, el error cometido en la aproximacién también lo es.’

Si g es la funcién logaritmica y a tiene todas sus componentes positi-
vas, se obtiene la aproximacion al logaritmo de una funcién mediante un
polinomio en el logaritmo de sus variables en la forma clasica de la funcién
translogaritmica:

In f(x) ~ ag + iailnxi + zn:zn:aij Inz; Inx;
i=1

i=1 j=1

En este caso el teorema asegura que este desarrollo vale en una vecindad
del vector a, en este sentido se dice que la aproximacion es local. Para esta
funcién Guilkey y Lovell[G y L] encuentran que la ES es:
ai; + mym;
Oijg = ——————,
mgm;

donde

n
m; = a; + 2 Z Aij In (IL']) + 2aii In (1'@) .
j=1
De la expansién se deduce que la translogaritmica, més que una forma fun-
cional, es un desarrollo de Taylor generalizado, aplicable a cualquier funcién

5Fl resultado hace que la funcién sea localmente igual al polinomio.
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que satisfaga las hipdtesis del resultado anterior. Por lo tanto, estos poli-
nomios en logaritmos no tienen propiedades especificas, sino que pueden
ser impuestas a sus parametros para que la funcién resultante cumpla con
las especificaciones que se requiera ([B y C]). De esta forma, se pueden im-
poner condiciones sobre los pardmetros de la translogaritmica para lograr
rendimientos constantes a escala, cambio técnico neutral de Hicks, mono-
tonicidad y otras restricciones. Del teorema expuesto se deduce que existe
m&s de una representacion en polinomios de funciones; la escogencia de
alguna de ellas depende del proceso a modelar y determina a su vez las
propiedades que las funciones involucradas deben satisfacer.

Ejercicios

1. Probar, usando diferenciales, que la elasticidad de sustitucién para una
funcién f(z,y) definida por

o an(E) an(3)
Uzy_A%TMST(Z“)_A%(—?;)’

se puede aproximar por

~ rfe +yfy ﬁxy
zy 7@/ lef)

2. Mostrar que las siguientes funciones son aproximaciones de primer or-
den en el sentido del teorema anterior:

a) f(x)= A ] «* (CD).
k=1

P

) 160 = (£ o) (cES)

2
¢) Jx) = (ot Sy oy + X0y Sy agga*e)?) (Una ver-
sién de la funcién de Diewer).



Capitulo 3

Grafos y contornos

Las definiciones bésicas de conjuntos abiertos, cerrados, compactos, con-
vexos (como otras) no son en general ficiles de manejar. Por ejemplo, de-
terminar si el conjunto

A={(z,y) eR*|2® —y <4, |z| +y <5}

es abierto y convexo con sélo las definiciones, puede convertirse en un dificil
problema algebraico. Las nociones de grafos y contornos y los resultados
que conectan el comportamiento de éstos y las funciones que los determinan
simplifican la solucién de problemas de este tipo. En el caso anterior las
propiedades del conjunto A estdn determinadas por el comportamiento de
las funciones f(z,y) = 2> —y y g(z,y) = |z| + y usadas para definirlo.

3.1. Grafos

Definicién 3.1. Sea f: A CR" = R.
El grafo de f es el conjunto:

Gr=A{(zy) | f(2) =y},

el epigrafo, grafo superior o supergrafo de f es el conjunto

GSy = {(z,y) | f(x) <y}

y el hipdgrafo, grafo inferior o subgrafo de f es
Gly ={(zy) | f(®) = y}.

79
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Con esta definicién el grafo superior y el grafo inferior contienen al grafo, y
si la funcién f esta definida en un subconjunto de R™ entonces los conjuntos
Gy, GSyy GIy son subconjuntos de AXR C R+, De esta forma los grafos
superior e inferior, y el grafo de una funcién definida en los ntimeros reales,
es un subconjunto de puntos del plano. El grafo es el conjunto de puntos
que forman su grafica, el grafo superior es la porcién del plano formada por
la gréafica y los puntos que estan encima de la grafica y el inferior la grafica
y el conjunto de puntos bajo la grafica.

Figura 3.1: El grafo es la superficie formada por los puntos

que satisfacen la ecuacién z = f(z,y), el epigrafo o grafo

superior de f es el grafo junto con el conjunto de todos los

puntos que estan encima de la gréfica, y el hipégrafo o grafo

inferior es el grafo junto con el conjunto de los puntos bajo
la grafica.

Teorema 3.1. Si f es una funcion continua definida en un conjunto cer-
rado, entonces Gy, GSy y Gl son conjuntos cerrados.

Demostracion. Sean f : A C R™ — R continua y A cerrado. Probar que
GSy es cerrado equivale a mostrar que su complemento, GS;'Z, es abierto.
Sea (a,b) € G esto significa que f(a) > b. La aplicacién del teorema
del valor medio para funciones continuas a f alrededor de a garantiza que
existe § > 0 tal que para x € Bs(a) N A, f(x) > 3 (f(a) +b). Sean r =
min {6, (f(a) +b)} v (x,y) € Br(a,b), de aqui, x € B,(a) C Bs(a) y
y € (b—r,b+r), entonces f(x) > 2 (f(a) +b) yy < b+r <b+3 (f(a) —b) =
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1

5 (f(a) +b), de donde y < f(x), lo que implica que (x,y) € G%, de esta

forma GS; es abierto y G'Sy es cerrado. Las otras partes se dejan como

ejercicio al lector. ]
Ejemplos
1. El conjunto {(x,y, 2) | 2% + 2y + 5y? < z} es un conjunto cerrado ya

que el conjunto es el grafo superior de la funcién h(z,y) = 2 +zy+ 59>
que es continua y estd definida para todo x, y, esto es, su dominio es
R? que es cerrado.

2

. El conjunto {(z,y) | y > 2} es cerrado ya que la funcién g(z) = z* es

continua en R y el conjunto es el grafo superior de g.

. El conjunto {(z,y,2) | 2 < 22 + 5y — 42% 4+ xy — y*} es el grafo inferior

de la funcién continua f(z,y) = 2x + 5y — 422 + xy — 32, por lo tanto
es un conjunto cerrado.

. El conjunto {(x, y,2) | 2 > 22 + 5y — 42 + vy — y2} es el complemen-

to del grafo inferior de la funcién f(z,y) = 2z + 5y — 42 +zy — y? que
es una funcién continua en R?, por lo tanto el conjunto es abierto (su
complemento es cerrado).

. Muchos conjuntos se pueden interpretar como grafos, supergrafos y

subgrafos de funciones adecuadas. El conjunto
{(z,9,2) | v* +z <yz <z +y*+2*}
es igual a:
z,y,2) | Y +r—yz <0<z +y> +2° —yz}

z)

z,y.2) | y? —yz < —x <y?+ 22 —yz}
z)
z)

{(
{(
{(z,y,2
{(
({(

lyz —y2 > 2 >y —y? — 2%}

T, 2 |yz—y2>x}ﬁ{(3:,y,z) |x2yz—y2—z2}
2,y,2) |yz —y* > x} — {(2,y,2) | yz — y* = x})

N{(z,y,2) |2 > yz —y> — 2%}
=(GI, — Gp) N GSy,

donde las funciones h y k estdn definidas por h(y,z) = yz — y®> v
k(y,z) = yz—y?—22. Aquf las funciones se han tomado en las variables
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y y z porque el conjunto permite “despejar” (dejar sola) la variable x
en medio de las desigualdades.

6. El ejemplo anterior permite una interpretacién del conjunto en términos
de grafos; otros, como el siguiente, permiten varias interpretaciones.

{(x7yazaw)‘x+w2<y—|—z3§x+22+w3}

Una forma de interpretarlo es “despejar” la variable y en medio de las
desigualdades:

{(xvyaz’w)|x+w2—z3<y§x+z2+w3—23}

={(z,y,2,0) |z + v - 2* <y}
ﬁ{(xvyaz'w)‘y§$+22—|—w3—z3}

= ({(@y,2w) |z +w” = 2* <y}
~{(z,y.z,0) |z +w? - 2 =y}) NGl

=(GSr - Gp)NGlg

donde las funciones F'y G estan definidas por F(z,z,w) = x + w? — 23
y Gz, z,w) = o + 22 + w3 — 23

Otra interpretaciéon es “despejar” la variable x en medio de las desigual-
dades:

{(xy,zw)]wz—z3—y<—m§z2+w3—z3—y}

= {(z,y,2,w) |y + 23 w2>a:>y—|—z3—z2—w3}

= {(z,y,2,w) ly+ 22 —w >x}
ﬂ{x,y,z,w)]ny—i-z —22—w3}

= (GI; — Gy) N GS,.

Con f(y,z,w) =y+2° —w?y g(y,z,w) =y + 2% — 2 —w.

Ejercicios

1. Sean
A={(z,y) ||y’ —y| <z ly+2/ <1},

B:{(x,y)||:c2+$‘§y—1, \x|§1}.
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a) Graficar, encontrar los puntos de acumulacién y la frontera de
cada conjunto.

b) Determinar si cada conjunto es compacto.

¢) Describir cada conjunto en términos de grafos, supergrafos y sub-
grafos.

2. Sean
g(x) =z — 22, f(z) =x+5.
Graficar los siguientes conjuntos y determinar si son cerrados, acotados
y compactos.

a) GSyNGIy.
b) GI,NGSy.
3. Sean
glw,y) =a*+x—y,  flr,y)=z—y.
Determinar si los siguientes conjuntos son cerrados y/o acotados.
a) GSyNGIy.
b) GI,NGSy.
4. Sean
g(x,y,2) =z + 3y — 32 — 22, flz,y,2) =z — 2y + 22
Determinar si los siguientes conjuntos son cerrados, acotados y com-
pactos.
a) GSyNGIy.
b) GI,NGSy.

5. Interpretar los siguientes conjuntos como grafos y determinar si son
cerrados y/o acotados:

A={(K,L)|5K" L% >200,0 < K <50},

B={(z,y,2) | 52% + 3y* < 2z},
C={(z,y) | ez + Py <I, x>0,y >0},

D = {(K,L) | min{2K,3L} > 6},

E={(K,L)| 5K "?+3L71? =500, K >0, L >0},
F= {(:c,y) |x2—9y2:9}.
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6. Sea f: A CR™— R. Probar que:

a) Si A es compacto y f es continua, entonces Gy es compacto.

b) GS;y GI; son conjuntos no acotados (por lo tanto no compactos).

7. Probar que el grafo y el grafo inferior de una funcién continua definida
en un conjunto cerrado son conjuntos cerrados.

8. Encontrar una funcién discontinua para la cual su grafo superior sea
cerrado.

3.2. Contornos

Otros conceptos que ayudan a determinar el comportamiento de funciones
y conjuntos son los contornos.

Definicion 3.2. Sean f: A CR"™ — R y k un ndmero real. El contorno
de f a nivel k es el conjunto

Cy(k) = {we B" | f(x) = k).

(Ndtese que éste es un conjunto de nivel, para funciones de dos variables
es una curva de nivel); el contorno superior de f a nivel k es

CSy(k) ={zcR" | f(2) = k}

Cly(k) = {w e R" | f(a) < k}
es el contorno inferior de f a nivel k.

Estos conjuntos estan formados por las proyecciones de la grafica de la fun-
cién al dominio (por lo tanto son subconjuntos del dominio de la funcién):
el contorno es la proyeccion de los puntos de la funcién que se encuentran
a altura k, el contorno superior es la proyeccién de los puntos que se en-
cuentran a altura mayor o igual que k y el inferior es el de los puntos que
se encuentran a altura menor o igual que k.

Como en los grafos se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Si f es una funcion continua definida en un conjunto cer-
rado, entonces C¢(k), CS¢(k) y CI;(k) son conjuntos cerrados.
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Figura 3.2: La gréafica de la funcién f se corta a altura k y

se proyecta al plano xy. El contorno superior de f a nivel

k corresponde a la region gris y el contorno inferior de f a
nivel k£ a la regién blanca.

Demostracion. Sean f: A C R®™ — R continua y A cerrado. Para probar
que CSy(k) es cerrado se tienen los siguientes casos:

1. k > f(x) para todo x € A, en este caso CSf(k) = 0 que es un
conjunto cerrado.

2. k < f(x) para todo x € A, entonces C'S¢(k) = A que es cerrado.

3. k esta en el rango de f, en este caso basta ver que D = CI¢(k)—Cy(k)
es abierto. Sea z € D, entonces f(z) < k. Por el teorema del valor
medio para funciones continuas, existe r > 0 tal que para toda x en
B,(z) N A, f(x) < k; lo que prueba el resultado.

O]

Los otros casos se dejan como ejercicio para el lector.

Ejemplos
1. Si f(z) = 2% — 2, Cf(0) = {~1,0,1}, CSf(0) = [-1,0] U [1, 00).
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2. El conjunto {(:U, y):w? 4+ ay + 5y < 3} es el contorno inferior a nivel
3 de la funcién f(z,y) = 22 + zy + 5y°.

3. El conjunto del ejemplo 5 de la seccién anterior
{(ﬂfay,Z) |+ oz <yz < x+y2+z2}

puede ser interpretado como contornos; para esto basta restar yz a
todos los términos de las desigualdades para convertirlo en
{(z,9,2) | +2—y2 <0 <a+y*+ 2% —yz}
={(z,y,2) | V4o —yz< 0} N {(z,y,2) |0 <z+yi+2? —yz}
= ({(Ivy’z) | y2 +$—y2 S O} - {(I’,y,Z) | y2 —|—CL'—yZ = 0})
N{(z,y,2) |0 <z +y*+ 2" —yz}

= (CI;(0) — C4(0)) N CS,(0),

donde f(z,y,2) = y* +x —yz y g(x,y,2) =z +y* + 2° —yz.

Ejercicios
1. Sean
A={(zy) | |*—y| <z ly+2[ <1},
B={(z,y)||z*+z| <y—1,|z| <1}
Describir cada conjunto en términos de contornos.

2. Sean
g(x) =z — 22, f(z) =x+5.

Graficar los siguientes conjuntos y determinar si son cerrados, acotados
y compactos.

a) CSy(0)NCIf(5).
b) Cly(5) NCSy(0).
3. Sean
9w, y) =2 +x—y,  flz,y)=z—y.

Graficar los siguientes conjuntos y determinar si son cerrados y/o aco-
tados.
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10.

a) CS,(1)NCI;(2).
b) CL,(1) N CS;(2).

. Sean

g(z,y,2) =2 +3y —32° — 2%, flx,y,2) =7 — 2y + 2°.

Determinar si los siguientes conjuntos son cerrados, acotados y com-
pactos.

a) CS,(0) N CI(0).
b) CI,(0) N CS40).

. Interpretar los siguientes conjuntos como contornos:

A={(K,L)|5K"L% >200,0 < K <50},
(z,y,2) | 5% + 3y* < 2z},

(2,y) | Pex + Py < 1,2 >0,y >0},

(K,L) | min{2K,3L} > 6},

(K,L) | 5K~ +3L71* =500, K >0, L >0},
(z,y) |x2—9y2 :9}.

. Sean

flx,y) =2 +ay+y+5, glx,y,z2) =2—y— a2

escribir el conjunto
A={(z,y,2) | 2*+2y<z—y—5< 2z}

en términos de los grafos y/o contornos de f y g.

. Terminar la prueba del iltimo teorema de esta seccion.

. Encontrar una funcién discontinua que tenga todos sus contornos supe-

riores cerrados. Una funcién que tenga todos sus contornos superiores
cerrados se llama semicontinua superiormente.

. Sea f: A CR" — R. Probar que si A es compacto y f es continua,

entonces los contornos de f son compactos.

Probar que si ¢ es una forma cuadratica definida positiva y & > 0,
entonces CI,(k) es acotado.



Capitulo 4

Convexidad

La importancia de la convexidad en optimizacion radica en qué criterios
necesarios para encontrar los éptimos de una funcién se convierten en su-
ficientes. Si se conoce, p.e., que una funcién es convexa en un conjunto
convexo A y tiene un punto critico interior a A, entonces en ese punto tiene
un minimo y sus maximos los tomara sobre la frontera del conjunto; asi, una
condicién necesaria se convierte en suficiente. Ademads de las aplicaciones
en optimizacién, en economia la convexidad da consistencia a la construc-
ciéon de algunas teorias: en la del consumidor el conjunto de canastas de
bienes elegibles debe ser convexo; si es posible elegir un par de canastas,
debe ser posible elegir cualquier canasta que contenga cantidades de bienes
entre esas dos; en la del productor el conjunto de cantidades producidas
es convexo asi como también las cantidades de insumos de produccién, si
un fabricante puede producir dos cantidades de un bien, puede producir
cualquier cantidad entre esas dos.

4.1. Conjuntos convexos

Un conjunto convexo es aquel en el que al unir cualquier par de puntos
por un segmento de recta, éste queda totalmente contenido en el conjunto.
Un conjunto es estrictamente convexo si el segmento salvo los puntos
extremos estd contenido en el interior del conjunto y un conjunto es no
convexo si es posible encontrar un par de puntos del conjunto tales que
algin punto del segmento que los une no esta contenido en el conjunto. Us-
ando la interpretacién geométrica de la suma de vectores, la formalizacién
de esta nocién es:

88
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Definicion 4.1. Un conjunto A C R™ es convero si para cada par de
elementos x,y € A y A € [0,1],

Ax+ (1 -\ ye A

Un conjunto A C R"™ es estrictamente convexo si para cada par de elementos
z,ye Ayle (0,1),

Ax+ (1 =N\ ye€int(A).

Si x y y son dos elementos (vectores) en R™, x —y es el vector que une los
extremos de X y y en la direccién de y a x, y

y+Ax—y)=Ax+(1- Ny,

con A en el intervalo [0, 1], es el segmento de recta que une x y y partiendo
de y (cuando A = 0) y finalizando en x (cuando A = 1); la expresién
Ax + (1 — A)y se llama una combinacién convexa de x y y. Asi, la
definicién de conjunto convexo es la formalizacion de la nocién intuitiva:
un conjunto es convexo cuando al conectar cualquier par de puntos del
conjunto por un segmento de recta, éste queda totalmente contenido en el
conjunto. Nétese que esta definicién puede ser generalizada a subconjuntos
de espacios vectoriales, para lo cual basta usar las operaciones definidas en
el espacio.

~__

Figura 4.1: En un conjunto convexo estricto los segmentos de recta que

unen dos puntos del conjunto, salvo los puntos, estan en el interior del

conjunto. En un conjunto convexo esos segmentos estdn en el conjunto
(pueden coincidir con las fronteras planas).
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Un conjunto A es no convexo si existen un par de puntos x,y € A tales que
al unirlos por un segmento de recta, éste no queda totalmente contenida en
el conjunto, esto es, existe A € (0,1) tal que

Ax+(1-N)y ¢ A

ta-ny.

Figura 4.2: Conjunto no convexo: algin segmento de rec-
ta que conecta dos puntos del conjunto no estd totalmente
contenido en el conjunto.

En los reales los conjuntos convexos son los intervalos, en el plano y el
espacio son conjuntos sin “entradas” como muestra la figura 4.1.

Ejemplos

1. Sean (z,y) y (s,t) elementos de {(z,y) | 22 + = < y} por la definicién
del conjunto

:U2+:L‘§y y 52+s§t.

Probar que A(z,y) + (1 — A)(s,t) estd en el conjunto, para 0 < A < 1,
equivale a que (Az + (1 — \)s, Ay + (1 — A\)t) satisface la condicién que
define al conjunto, es decir:

Mz 4+ (1 =Ns2+ Az + (1 - N)s <y + (1 - M.
Desarrollando el término de la izquierda de la desigualdad:

e+ (1 —=Ns2+ x4+ (1—N)s
= X224 201 = Nas+ (1= N)22 + Az + (1 - N\)s
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haciendo uso de la desigualdad 2ab < a® 4 b? se tiene

222 201 = Nas + (1 — A)?s> + dz + (1 — Vs

<A2? P A1 =N (22 + 52+ (1= N2+ x + (1 - N)s

= 2222 4+ Ax? — A22% 4 \s? — A%sP 4 (1 — 2)\ + \?)s?
+Ar+(1—-N)s

=X+ (1= Ns*+ Az + (1 - N\)s

:)\(1‘2+:U)+(1—)\) (52—1—8)

<Ay + (1= M)t.

que prueba que el conjunto es convexo.

2. Para probar que el conjunto {(z,y) | #* + 2 < y} es estrictamente con-
vexo, sean (z,y) y (s,t) dos elementos distintos del conjuntoy 0 < A <

1. (z,y) # (s,t) siysélosiz #s,0x=syy+#t.

a) Six #s,2xs < 2+ 52 que reemplazado en la prueba del ejemplo
anterior muestra que

Dz 4+ (1= N)s]?+ Az + (1= A)s < Ay + (1 — M\,

esto es A\(x,y) + (1 — N\)(s,t) estd en el interior del conjunto.

b) Six = sy y # t, se puede suponer sin perder generalidad que
y < t. Como (z,y) y (x,t) son elementos del conjunto, basta ver
que A(z,y) + (1 — X)(z,t) = (z,\y + (1 — A\)t) es punto interior
lo que se sigue de la desigualdad Ay + (1 — A\)t < t y el ejemplo
anterior.

3. Elconjunto {(z,y) | 2® + = y} no es convexo porque (0,0) y (1,2) son
elementos del conjunto, pero 1(0,0) + 3(1,2) = (3,1) no es elemento

del conjunto ya que [%]2 + % = % # 1. Nétese que los puntos en la
frontera o cerca de ella son los candidatos naturales para probar que
un conjunto no es convexo.

Teorema 4.1. Sean A y B subconjuntos convexos de R, entonces
ANB, A+B={utv|ucA, veB}, kA={ku|luecA} y AxB

son conjuntos convexros
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Demostracion. Sean u y v elementos de AN B, u y v son elementos tanto
de A como de B. Si A y B son conjuntos convexos, Au+ (1 — A)v estard en
Ay en B para cada A € [0,1]; por lo tanto, Au 4+ (1 — A\)v € AN B. En
conclusién, si A y B son conjuntos convexos, entonces AN B es un conjunto
convexo.
El resto de la prueba se deja como ejercicio. O
Ejercicios
1. Probar que un subconjunto de R es convexo si y sélo si es un intervalo.

2. Terminar la prueba del teorema anterior.

3. Encontrar conjuntos para mostrar que en general la unién de dos con-
juntos convexos no es uno convexo.

4. Probar usando la definicién que el conjunto
{(z,y) | 2* +3y*> < ay +5}
€s convexo.

5. Hacer los ajustes necesarios al ejercicio anterior para probar que el
conjunto es estrictamente convexo.

6. Determinar si el conjunto

{(z,y) | 2* + 3y < xy}

€S convexo.

4.2. Funciones convexas y concavas

Geométricamente, una funcién convexa con dominio en un conjunto con-
vexo es aquella en la cual la recta secante que une los puntos (x, f(x)) y
(y, f(y)) esta sobre la gréifica de la funcién entre esos puntos, y es concava
si la secante esta bajo la grafica de la funcién entre esos puntos. Como en el
caso de conjuntos convexos, no es dificil probar que la siguiente definicién
formaliza la nocién intuitiva.
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Definicion 4.2. Sean A C R"™ un conjunto convexo y f : A — R; f es
conveza si y sélo si para todo x, y de A y A € [0,1],

FQz+ (1 =Ny <M(2)+(1-X) f(y)

y [ es concava si

FOz+ 1 =Ny > M(z)+ (1= f(y).

L
|
|
1
X AX+(1-)y y
\

\
|
|
|
|
|
:
-y 'y \

X - ——-
[ERND N
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— -

Figura 4.3: Funciones estrictamente convexa y estrictamente concava.

N

Figura 4.4: Funcién convexa pero no estrictamente convexa.

Si en la definicién anterior la desigualdad se satisface en forma estricta para
0 < A <1y valores de x y y distintos, se dice que la funcién es estricta-
mente

convexa o estrictamente céncava segin sea el caso. Nbtese que para
determinar si una funcién es convexa o céncava se debe encontrar el signo

de
M)+ A=) fly) = fOx+(1=-AN)y)

esta expresion es:
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= No negativa si y sélo si la funcién es convexa,
= No positiva si y sélo si la funcién es concava,

» Positiva para 0 < A < 1y x # y si y s6lo si la funcién es estrictamente

convexa,

= Negativa para 0 < A < 1y x # y si y s6lo si la funcién es estricta-

mente concava.

Ejemplos

1.

Para determinar el comportamiento de la funcién f(z) = az? + bz + ¢
con respecto a convexidad y concavidad se examina el signo de

M@)+ 1 =Nf(y) = fAz+ (1= N)y)

para todo x, y reales y A entre 0 y 1. Reemplazando el valor de la
funcidn, el signo de la expresién anterior equivale al signo de

Maz? + bz +¢) + (1 — N)(ay® + by + ¢)
— [a(z + (1= Ny)* +b(Az + (1 = A\)y) + ¢]
desarrollando,
=a\z® + Az + Ae+a(l —Ny2 +b(1 = Ny +c(1 —N)
—a(N22 F20x(1 =Ny + (1 =N — bz —b(1 - Ny —c
simplificando los términos comunes,
= Xaz? +a(l — Ny? — a(X22? + 201 — Ny + (1 — N)?%y?)
al factorizar y simplificar se obtiene sucesivamente
=a [Az? + (1 = N)y® — N2 — 2X\(1 — Nzy — (1 — N)*y?)]
=a[(A=N)2? =21 = Nay+ (1 -X) — (1 - X)?) y?]
=a(A — \?) [27 — 22y + 7]
— A1 =)@ —y)?
ya que (1—X)—(1—X)2 = XA — \2. Esta tiltima expresion es claramente
mayor o igual a cero si y s6lo si a > 0, ya que 0 < A < 1, por lo que
0 < 1— Ay todo cuadrado es no negativo. Por lo tanto, la funcién

f(x) = az® 4 bx + c es estrictamente convexa si y sélo si a > 0y es
estrictamente céncava si y sélo si a < 0.



4.2. FUNCIONES CONVEXAS Y CONCAVAS 95

2. Si g es convexa,

gx+ (1=N)y) <Ag(x)+ (1—N)g(y)

para todo x, y en el dominio de g y 0 < A < 1. Si f es creciente y
estd definida en un conjunto convexo que contiene el rango de g,

flgx+ 1 =Ny)] < flAgx)+ 1 -A)gly)]-
Si, ademas, f es convexa,
Fgx) + 1 =N g(y)] < Aflgx)]+ 1 =) flg(y)]-
Conectando las desigualdades anteriores,
flgOx+ (1 =N)y)] <Af[gx)]+ 1 =A) flg(y)]-

Esto es, si f y g son convexas y f es creciente, entonces la funcién
compuesta f o g es convexa.

Las propiedades operacionales sobre funciones convexas y céncavas se dan
en el siguiente

Teorema 4.2. Sean A C R", B C R conjuntos convezxos, f : B — R y
g:A—DB:

1. Si f y g son funciones convexas (cdncavas), entonces f + g es una
funcién conveza (céncava).

2. Si f es una funcion convera (concava) y k > 0, entonces kf es una
funcion convera (concava).

3. Si f es una funcion convera (concava) y k < 0, entonces kf es una
funcién céncava (conveza).

4. Sea f es una funcion de variable y valor real. Las propiedades con
respecto a composicion se resumen en la siguiente tabla:

o g conveza | g concava
f convexa creciente convera
f concava creciente concava
f convexa decreciente convexa
f concava decreciente | concava

Demostracion. Se deja como ejercicio. Las partes sobre composicion que
faltan por probar son idénticas al ejemplo 2 anterior. O
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Ejercicios

1. Usar la definicion para probar que las siguientes funciones son convexas:

a) f(t) =[]
b) g(z,y) = 42? — 3wy + 5y°.

2. Probar que la funcién lineal en n variables

n
L(X):kal’k‘Fb:mlﬂﬁl+m2x2+...+mnxn+b:m'x+b
k=1

se puede considerar convexa o cédncava.
3. Terminar la prueba del teorema anterior.

4. Encontrar un ejemplo de funciones f convexa y decreciente y g convexa
tales que f o g sea convexa y un ejemplo para las que f o g sea concava.

5. Probar que si f es homogénea de grado uno, entonces f es convexa si
y s6lo si f(x+y) < f(x)+ f(y) (f es subaditiva) y f es céncava si
y sélosi f(x+y) > f(x)+ f(y) (f es superaditiva).

Teorema 4.3. La forma cuadrdtica q(x) = xAz’ es:
1. Estrictamente convexa si y solo si es definida positiva.
2. Conveza si y sdlo si es semidefinida positiva.
3. Estrictamente concava si y solo si es definida negativa.
4. Concava si y solo si es semidefinida negativa.

Demostracion. La convexidad o concavidad de ¢ estd determinada por el
signo de

Ag(x) + (1= A)g(y) —q(Ax+ (1 = A)y).

La expresion anterior en términos matriciales es

AxAxT + (1= Nydy? — Ox+ (1 = Ny) AAx + (1 = Ny)”
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Desarrollando y factorizando se obtiene sucesivamente
MxAx” + (1 - NyAy" — Ax+ (1 - Ny) A (AT + (1 - Ny")
= AxAx? + (1 = NyAy? — A2xAxT — A1 — N)xAy”
— M1 = NyAxT — (1 —\)2yAy!
= (A= A)xAxT — A1 = NxAy? — A1 — NyAxT
=) = (127 yay”

=A1-X) [XAXT —xAyT —yAxT + yAyT]
=A1-X) [XA (XT — yT) —yA (XT — yT)}
= M1=-N)(x=y) A" —y") =M1-N) (x—y)A(x—y)"
=A1-XA)gq(x—y)
de donde se obtiene el resultado. O
Ejemplo

Para analizar la convexidad o concavidad de la funcién
F(z,y) = (2x2 —3xy—|—5y2)3+;v2+4y2+2:v—5y+3
esta se puede descomponer en:
H(z,y) = (22% — 3zy + 5%)°
que a su vez es la composicion de las funciones:
f&) =ty g(zx,y) = 22> — 3zy + 5y°.

La funcién f es creciente y convexa para t > 0 y la funcién ¢ es una
forma cuadratica definida positiva, por tanto, estrictamente convexa; por
una propiedad de composiciéon anterior, H es convexa.

G(z,y) = 2° + 4y
es una forma cuadratica definida positiva, lo que la hace convexa, y
L(z,y) =2z — 5y +3

es lineal, por lo que se puede considerar convexa. Como la suma de funciones
convexas es convexa y

F(z,y) = H(z,y) + G(z,y) + L(z,y)
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entonces F' es convexa.

El siguiente teorema es una herramienta de gran ayuda para determinar
el comportamiento, con respecto a convexidad, de conjuntos a partir de la
convexidad o concavidad de las funciones y viceversa.

Teorema 4.4. Sean A CR"™ un conjunto convexo y f : A — R. Entonces
1. f es convexa si y sélo si GSy es convezo.
2. f es concava si y sélo si GIy es convezo.
3. Si f es convexa Cl¢(k) es un conjunto convezo.
4. Si f es concava CSf(k) es un conjunto convezxo.
5. f es lineal si y solo si todos sus grafos y contornos son convexos.

Demostracion. Sean (x,y), (u,v) en el grafo superior de f. Por definicién,

fx) <y vy flu) <o

Si f es convexa,
fOx+ (1 =Xu) <Af(x) + (1 =A)f(u) <Ay + (1= Ao,

puesto que 0 < A < 1. De lo anterior se concluye que si f es convexa, su
grafo superior es convexo ya que la tultima igualdad implica que

Ax,y) + (1= A)(u,v) = (Ax+ (1 = Nu, Ay + (1 — A\)v)

estd en GSy.
Por otra parte, si GSy es convexo y (x,y), (u,v) estdn en Gy C GSy,

f) =y vy flu)=v,
entonces para 0 < A <1,
A, y)+ (1= A)(w,0) = (Ax+ (1 = Nu, Ay + (1 = A)v)

es un elemento de G'Sy, puesto que este conjunto es convexo, lo cual implica
que
FOx+ (1 =Mu) <Ay+ (1 =Nv=Af(x)+(1—=X)f(u)

con 0 < A < 1. Es decir, f es convexa. Esto prueba la primera parte del
teorema.
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Si f es convexa y x,y € Cls(k) por definicién de contorno: f(x) < ky
f(y) < k por la convexidad de f,

FOX+ (1= Ny) < M) + (1= Nf(y) < Me+ (1= Ak = k.

Lo que prueba que CIf(k) es un conjunto convexo, esto es, la tercera parte
del teorema. O

El teorema también es aplicable a los grafos y contornos sin la frontera.

Ejemplos

1. El conjunto {(m,y, 2) | 2? + xy + 5y < z} es un conjunto convexo ya
que la funcion h(z,y) = 2% + xy + 5y* es convexa, es una forma
cuadratica definida positiva, y el conjunto es su grafo superior.

2. El conjunto {(z,y) | y > z*} es convexo ya que la funcién g(z) = 22 es

convexa y el conjunto es el grafo superior de g.

3. El conjunto {(x, y,2) | 2 <22+ 5y — 42 + vy — yz} €s convexo ya que
es el grafo inferior de la funcién f(z,y) = 2z + 5y — 422 + zy — y? que
es una funcién céncava; es la suma de una funcién lineal (que se puede
considerar céncava) y una forma cuadrética definida negativa (que es
céncava).

4. Si f y g son funciones convexas y

M(x) = max{f(x), g(x)},

el conjunto
GSy =A{(xy) | méx{f(x), g(x)} <y}

es convexo puesto que max{ f(x), g(x)} <y equivale a que f(x) <yy
g9(x) <y, por lo tanto

{(x,y) | max{f(x),9(x)} <y}
={(x,y) | f(x) <y}n{(x,y) | 9(x) <y}

y cada uno de estos conjuntos son los grafos superiores de funciones
convexas, por lo tanto son convexos, y como la interseccién de con-
juntos convexos es convexa, el conjunto GSys es convexo. Esto prueba
(por aplicacién del teorema anterior) que la funcién M es una funcién
convexa.
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5. El conjunto {(x, y) :x? +xy + 5y < 3} es convexo ya que es el con-
torno inferior a nivel 3 de la funcién f(z,y) = 22 + 2y + 532, que es
convexa ya que es forma cuadratica definida positiva.

Ejercicios
1. Terminar la prueba del teorema anterior.

2. Probar que si f y g son céncavas, la funcién
m(x) = min{ f(x), g(x)}
es céncava.

3. Probar que una funcién derivable f es convexa en el intervalo I siy
solo si para cada sy t en

f(s) = f(t) + f'(t)(s = 1).
Ayuda: usar la definicién de convexidad en la forma
fE+A(s =) = f(t) < A(f(s) = (1))
dividir por A(s — t) y hacer A — 0.

4. Probar que una funcién diferenciable f es convexa en el conjunto con-
vexo A siy sélo si para cadauy ven A

fa) 2 f(v) +Vf(v) (u—v).
Ayuda: hacer ¢g(t) = f(v +t(u —v)) y usar el ejercicio anterior.

4.2.1. Segunda derivada y convexidad

El desarrollo de Taylor de primer orden con error para una funcién g(z)
que sea dos veces derivable alrededor de un punto x = a es

9(x) = g(a) + ¢'(a)(z — a) + =

para algun c entre z y a. Desarrollando la expresién anterior

g"(c)

9(z) = =

a2 "¢
24 (5'@) - ag ) + (5 - ag(o))
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para x cercano de a y c entre x y a, esta igualdad dice que, cerca de x = a,
la funcién g(z) se comporta como un polinomio cuadratico. Lo anterior
prueba que si el coeficiente de z2 es positivo, el polinomio es convexo, y si
el coeficiente es negativo, el polinomio es una funcién céncava. Por lo tanto
queda probado el

Teorema 4.5. Si g(x) es dos veces derivable y g"(x) es positiva (negativa)
en un intervalo I abierto, entonces g es convera (céncava) en I.

Ejemplo
La funcion
ft)y=¢

es una funcién convexa y creciente ya que su primera y segunda derivadas
son positivas. La forma cuadréatica

g(z,y) = 52% -y + ¢
es definida positiva, por tanto convexa. Por la tabla de composicién

Flz,y) = f(q(z,y)) = ¥ v’

es convexa. La funcién
g(t) =Int
es creciente y céncava, su derivada es positiva y su segunda derivada es
negativa, y la funcion
L(z,y)=2r+y—5
es lineal por lo que se puede considerar céncava. Nuevamente por composi-
cién

es céncava y —3G es convexa. De lo anterior se concluye que
H(z,y) = Flx,y) = Gla.y) = ¢~ —In(2e +y - 5)°

es convexa.

El siguiente teorema, que generaliza a varias variables y cuya demostraciéon
se basa en el teorema de Taylor, da las condiciones diferenciales suficientes
para determinar la convexidad o concavidad de una funcién,

Teorema 4.6. Si la matriz hessiana Hy(x) de f es semidefinida positiva
(negativa) para todo x en un conjunto abierto y convero A, entonces f es
convexa (concava) en A.
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Ejemplos
1. Para determinar las condiciones sobre p para que la funcién
n
g(x) = Zakx;p, > 0,0, >0 parak=1,2,...,n
k=1

sea convexa o concava; basta examinar la derivada segunda de la fun-
ci6n h(z) = 272 para z > 0. Como h'(z) = —pz P71 y h'(2) =
—p(—=p —1)z27P=2 = p(p + 1)z=P~2. Esta derivada segunda es positi-
va si p(p+ 1) > 0 y negativa si p(p+ 1) < 0, por lo tanto la funcién g
es convexa si p € (—oo, —1) U (0,00) y es céncava si p € (—1,0).

2. La funcién f(t) = t=9/?, para t > 0, tiene como derivadas

O, o/p 00 +P),_o/p—
f/(t):—;t ey ) = (p2 D y=airs,

Si % < 0 la funcién es creciente y si o(o + p) > 0 la funcién es convexa.

3. Las derivadas de segundo orden de la funcién T'(x,y) = 2% + zy® son:
Toy =2, Tyy = 3%y Ty, = 62y. Su hessiana

2 3y?
HT(CC,Z/) = <3y2 ny>

es definida positiva si zy > 0y 122y — 9y* > 0, sin embargo la funcién
solo puede ser convexa en un conjunto convexo y el conjunto definido
por esas desigualdades no es convexo, asi que 1" es convexa en cualquier
subconjunto convexo de

A={(z,y) | zy >0, 12zy—9y* > 0}.

Los conjuntos convexos mas grandes contenidos en A son:

{(z,y) |2,y >0, 4z—3y>>0}

{(@,y) |2,y <0, 4z —3y°>0}.
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4. El conjunto

W= {5t > 1

20?7 +y% + 1

r—y+5

m >1 equivale a

es convexo porque la desigualdad que lo define
r—y+5> 222+ 9%+ 1 por lo tanto,

W= {(z,y) [ 5> 22> +y* —x +y+1}

esto es, W = Clyp2p 254y (5) — Cgp2402_ 51, (5). Puesto que la funcién
s(z,y) = 222 +y?> —x +y + 1 es convexa, el conjunto W es convexo ya
que es el contorno inferior de s a nivel 5.

Ejercicio

Encontrar condiciones sobre p y ¢ para que la funcion CES

n —a/p
F(x) = (Z akmkp>
k=1

conzxy >0, a > 0parak =1,2,...,n, sea convexa o concava. Basta tener
en cuenta que esta funcién es la composicion de las funciones f y g de los
ejemplos 1 y 2 anteriores.

4.2.2. La funcién CD
La matriz hessiana para la funcion CD
f(z,y) = Az, con >0, y>0 y A>0,

es,

a(afl)éf(mvy) O‘Bf(xry) )

Hf (567 y) = < aﬁjip(at,y) ﬁ(ﬂ—gf)yf(m,y)
xy y2

Esta matriz es semidefinida positiva para todo (z,y) si y sélo si

ala—1)>0, B(B-1)>0, y [H(z,y)=0,
desarrollando el determinante de la matriz hessiana,

2
el = L5 - amp) 20
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de donde se concluye que la funcién f es convexa si y sélo si
a<0 6 a>1, <0 6 Bf>1, yv ap(l—a—-p)>0.

Y f es céncava siy sélo si la matriz hessiana es semidefinida negativa para
todo (x,y) que equivale a

O<a<l, 0<pB<l, y af(l—a—-p3)>0.

como « > 0y 8 > 0 la dltima condicién se reduce a o + 8 < 1.
La funcién

flx,y,2z) = Ax®y”27, con x>0, y>0, 2>0 y A>0,
es convexa si y s6lo si «, By v estan fuera del intervalo [0, 1] y satisfacen:
af(l—a—-p)>0, yv afyla+p+~v—1)>0;
y es concava si y sélo si:
0<a<l, 0<p<l, 0<y<l y a+pB+~v<1.
Estas condiciones para la funcién en n variables,
Fx) = Afiagag? - agn,
donde, A >0y x; >0 parai=1,2,...,n; son:
» f es convexa siy sélo si a; ¢ [0,1] parai=1,2,3,...,ny
(D" oy, iy -, (g + iy + -+ az, —1) >0
para k=2,3,...,n.

s fesconcavasiysélosiO<a; <lparai=1,2,....,n,¥y

o +as+--+a, <1

Por lo tanto, una funciéon tipo Cobb-Douglas bajo las condiciones neo-
clasicas usuales es concava si y s6lo si es homogénea de grado menor o igual
a uno.
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Ejemplos
1. f(z,y,2) = z'/2y?2Y/3 con z,y,z > 0, no es convexa ni céncava.
2. g(x,y,2) =z 2y /4215 con x,y,z > 0, es céncava.

1

3. h(z,y,2z) =2 2y*27! con z,y, 2 > 0, es convexa.

Ejercicios

1. Describir cada uno de los siguientes conjuntos en términos de grafos
y contornos de funciones adecuadas y determinar si los conjuntos son
CONVEXOs:

a) A={(z, | |y* —y| <z ly+2/ <1}

b) B = {(a:,y) | 22 +y| < \/10—1—83:y}.
¢) C= {(iﬁ,y) \ % > 1}-

2. Sean
f(fﬁay) =x2+xy+y+5, g(:c,y,z) =z—zz—Y.

interpretar el conjunto
A= {(a:,y,z) |a:2+:ny§z—y—5§:nz}

en términos de los grafos y/o contornos de f y g y determinar si el
conjunto es convexo.

3. Determinar cuéles de los siguientes conjuntos son convexos:

A= {(z,y) | 52 + 3y> < 2y}.

)
b) B={(K,L)|5K%L% >200, K >0, L>0}.
¢) C ={(K,L)| mn{2K,3L} > 6}.
d) D=A{(z,y) | Pz + Py <I,2>0,y>0}
e) B ={(z,y) |2* - 9y* = 9}.
) F={(K,L)| (K2 +L12)>1 K>0,L>0}.
9) G={(z,y) | 2V/a> + 2 <z —y+1}.
h) H={(z,y,2) | |2z + 2| < /5y + 8zz}.
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4. Determinar si cada funcién es convexa o céncava sobre la regién indi-

cada.
a) flz,y,2) =\/x+y+zparax+y+z>0.
b) f(z,y) =In(zy) —x +y paraxz >0,y > 0.
¢) f(z,y) = (x +y)e"¥ parax +y > 0.
d) f(z,y,z2) = (vyz)? para todo z, y, 2.
e) f(z,y) =2%(y* +4) para 22 + y* < 4.

5. Encontrar el mayor conjunto convexo donde cada una de las sigu-
ientes funciones son convexas y el mayor conjunto convexo donde son

concavas:
a) f(z,y) = Vo2 +y?
b) flz,y) = 2z +y)e™™"
) flz,y) = (x> +y?)
d) f(z,y) = 2*(y* +4).
e) flz,y) =2° — 2y + 3y° + 4.
6. Sean

g(x,y,2) =z + 3y — 322 — 22, flz,y,2) =z — 2y + 22
Determinar si los siguientes conjuntos son o no convexos.
a) GSyNGIy.
b) GI,NGSy.
7. Sea

g9(z,y,2) = /2?2 + 292 + 522,

Determinar si los siguientes conjuntos son convexos:

a) {(xvyvsz) ’ w = g(x,y, Z)}
b) {(z,y,2) | g(x,y,2) = 1000}

8. Sea
gA) = fQz + (1= N)y).

a) Probar que si f es cédncava entonces g es céncava.
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b) Determinar si f convexa implica g convexa.

9. Sea f: S CR" — R, S es convexo. Definida por:

b -x

donde a y b son vectores fijos tales que b - x > 0 para todo x € S.

a) Encontrar la matriz hessiana de f.

b) Determinar si la funcién es concava o convexa.

Teorema 4.7. Si una funcidn f es convera en un intervalo abierto I,
entonces es continua en 1.

Demostracion. Sean © < y < z elementos del intervalo, entonces existe
0<A<1ltalquey=Ax+(1—\)z, como f es convexa,

fy) < Mf(x) + (1= N f(2),
restando f(z) a cada término de la desigualdad,
f) = f@) < Mf(@) + A =N f(2) = fl2) = 1= N[f(z) = f(2)],
multiplicando por 1/(y — ) ésta se convierte en

fly) = flz) _ A=N () = flz) _ A =N ({f(z) = f(2))

y—x y—z A+ (1-XNz)—=x
_A=N(2) = fx) _ (f(z) = f(=))
(1—=X)(z—x) (z—z)

esto es, la pendiente de la secante de la recta que pasa por (z, f(z)), (v, f(y))
es menor que la que pasa por (z, f(z)), (2, f(2)). Con un argumento similar

se prueba que
£) ~ f&) _ (F2)~ £)
z—x T~ (z2-y)
la pendiente de la secante de la recta que pasa por (z, f(z)), (2, f(2)) es

menor que la que pasa por (y, f(y)), (z, f(2)).

Sea a un punto del intervalo, como éste es abierto existen ¢ y d en [
tales que ¢ < a < d. Si se quiere mostrar que f es continua en a se debe
ver que

lim f(z) = f(a)

r—a
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Para esto considérese inicialmente ¢ < a < x < d, y sean me, my y My
las pendientes de las rectas que pasan por los puntos (a, f(a)) y (¢, f(c)),

(a, f(a))y (z, f(x)),y (a, f(a)) y (d, f(d)). La prueba anterior muestra que
la relacion entre estas pendientes es

f) ~ fla) _

me <My = >
r—a

mgq.

Multiplicando la igualdad por x —a > 0,
(x —a)me < f(z) = fla) < (x — a)ma,
o equivalentemente,
fla) + (x —a)me < f(z) < fa) + (z —a)mq
de donde por la aplicacién del teorema del emparedado/! se concluye que

lim_f(x) = f(a).

r—a™t

De manera analoga se prueba que

lim f(z) = f(a)

r—a~

lo que concluye la prueba. ]

4.3. Funciones cuasiconvexas y cuasicéncavas

Ademds de las funciones convexas y céncavas, las cuasiconvexa y cua-
sicéncava juegan un papel importante en optimizacién por dos buenas ra-
zones: son menos restrictivas que las convexas y las concavas y mantienen
algunas de las buenas propiedades de aquéllas. Una funcién convexa sobre
un conjunto convexo tiene minimo interior y maximos en la frontera del con-
junto, lo mismo ocurre si la funcién es cuasiconvexa, la unicidad del minimo
estd garantizada si la funcién es estrictamente convexa o cuasiconvexa. Re-
sultados similares se tienen para funciones céncavas y cuasicéncavas.

181 limg—a f(2) = L, limya g(z) = L'y f(z) < h(z) < g(x) para todo z, entonces
limy—q h(z) = L.
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Definicion 4.3. Sean A C R" un conjunto convexo y f : A — R; f es
cuasiconvexa si para todo x, y de A y X\ € [0, 1],

fQz+ (1= A)y) <méx{f(@), f(y)}

y f es cuasiconcava si

fQz+ (1-X)y) >min{f(z), f(y)}

Con esta definicién toda funcién convexa es cuasiconvexa y toda funcién
céncava es cuasiconcava. Como en el caso de funciones céncavas y convexas;
para que la definicion tenga sentido el dominio debe ser un conjunto con-
vexo y de la misma forma que alli si x # y, A # 0,1 y las desigualdades
estrictas, entonces la funcién es estrictamente cuasiconvexa o estrictamente
cuasiconcava, segin sea el caso.

\\
i AX+(1-1)y
X 1
. /

Figura 4.5: Funciones estrictamente cuasiconvexa en una variable y cua-
siconvexa en dos variables.

Ejemplo

Cualquier funcién monétona es cuasiconvexa o cuasiconcava. Si A es monotona
creciente, sin pérdida de generalidad sean < y para 0 < A < 1, z <
Az + (1 — Ay < y como h es creciente,

min{h(z), h(y)} = h(z) < h(Az + (1 — A)y)
< h(y) = max{h(z), h(y)}.

De la primera parte de la desigualdad se concluye que h es cuasicéncava
y de la segunda que es cuasiconvexa. Un razonamiento similar prueba el
resultado para funciones decrecientes.

Las propiedades operacionales para funciones cuasiconvexas y cuasicéncavas
estdn dadas por el
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Teorema 4.8. Sean A C R™ un conjunto convexo, f: A >R yg: A— R:

1.

Si f es una funcion cuasiconveza y k > 0, entonces kf es una funcion
CUASICONVETA.

St f es una funcion cuasiconcava y k > 0, entonces kf es una funcion
cuasiconcava.

Sea f una funcion de variable y valor real. La propiedades con respecto
a composicion se resumen en la siguiente tabla:

o g cuasiconvexa | g cuasiconcava
f creciente cuasiconvexa cuasiconcava
f decreciente | cuasiconcava cuasiconvexra
Demostracion. Se deja como ejercicio O

Ejemplos

1.

Es de notar que la suma de funciones cuasi convexas (cuasiconcavas)
no es cuasi convexas (cuasicéncavas). Para ver esto sean f(z) = 23 y
g(x) = —x ambas pueden considerarse cuasiconvexas o cuasicéncavas,

sin embargo (f 4+ g)(x) = 2® — z no es ni cuasiconvexa ni cuasicéncava.

. Como f(t) = 3t5 + 3 + 3t — 4 es creciente y g(x,y) = 22 — 2y + 3 es

convexa por tanto cuasiconvexa, entonces
F(x,y) =3(x* — 2y +3)° + (2* — 2y +3)> +3(2® — 2y +3) — 4

es cuasiconvexa, ya que es igual a f(g(z,y)).

. H(x,y,2z) = /4072 +2y=3 4 721 definida en R3 . es cuasiconvexa;

ya que es la composicién de las funciones h(t) = t'/3 y k(z,y,2) =
4272 + 293+ 7271, con dominio Ri”r 1. h es creciente y k es convexa lo
que la hace cuasiconvexa.

. Sea f : R}, — Ry, cuasiconvexa, homogénea de grado uno y sean

x,yen R} , u= ﬁx y Vv = ﬁy. Entonces f(u) = f(v) =1y

como f es cuasiconvexa f(Au+ (1 — A\)v) < max{f(u), f(v)} = 1. En
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particular con A = %’

FOu+(1—M\v) =f (mu+ <1 N m> v>

VA I S A

=/ <f(><)+f(y)f(><) ! f(X)+f(y)>f(Y)y>
1 N Jx)+ fy 1

d <f(><)+f(y) * )

f
f <f(;c)j—f(y)(x+y>)

de donde
fx+y) < f(x)+ fy)

y por el ejercicio 5 de la seccién 4.2 se tiene que la funcién es convexa.
De forma similar se tiene el resultado para funciones cuasiconcavas.

Asi como existen equivalencias entre la convexidad o concavidad de una
funcidén y la convexidad de sus grafos superiores o inferiores, tambien existen
equivalencias entre la cuasiconvexidad o cuasiconcavidad de una funcién y
la convexidad de sus contornos éstas estdn dadas en el

Teorema 4.9. Sean A C R™ un conjunto convexo, f : A - R y k en el
rango de f. Entonces

1. f es cuasiconveza si y sélo si Cly(k) es convexo.
2. f es cuasiconcava si y sélo si CSy(k) es convezo.
Demostracion. Sean f tal que para todo k, en el rango de f, el conjunto
Clp(k) = {x| f(x) <k}

es convexo, X y y en el dominio de la funcién y sin pérdida de generalidad
supéngase que f(x) < f(y). Como los contornos inferiores son convexos y
X, y estdn en el contorno inferior de f a nivel f(y), entonces Ax+ (1 —\)y
estd en el contorno inferior de f a nivel f(y), lo que implica

FOx+(1=Ny) < f(y) <méx{f(x), f(y)}
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para 0 < A < 1, esto es f es cuasiconvexa. Lo que prueba una parte de la
equivalencia de la primera parte del teorema.

Si para todo x, y en el dominio de f y 0 < A < 1 se cumple que
FOAx+ (1= N)y) < max{f(x), f(y)}. Sean k en el rango de f y u, v en
Cl¢(k), por definicién f(u) < ky f(v) < k, usando la desigualdad que
satisface f,

FOu+ (1= \)v) < méx{f(u), F(v)} < méx{k, k} = k

lo que prueba que Au+ (1 —A)v estd en CI¢(k), esto es, CIf(k) es convexo.
O

El teorema anterior se puede extender a funciones estrictamente cuasicon-
vexas y cuasiconcavas: una funcion es estrictamente cuasiconvexa si y sélo si
sus contornos inferiores son estrictamente convexos y una funcion es estric-
tamente cuasiconcava si y solo si sus contornos superiores son estrictamente
cONvexos.

Ejemplos

1. La funcién Cobb Douglas F(z,y) = Az%y® con A > 0, a > 0, 3 > 0,
x> 0yy > 0escéncavasiysolosi a+ < 1en otro caso es cuasiconcava

ya que

CSp(k z,y) | Azvy® > k;}

{ L
{1 () 47 = (5)
e

1
B k\ T+a+p
$1+a+ﬂy1+a+6 > A

(5™

_a  _ B
G(;p, y) = g ltatB y1+a+ﬁ .

Sa

donde

Esta funcién es céncava ya que 1+g+5 =+ 1+£+B < 1 por lo tanto sus

contornos superiores son convexos, CSg (k) 1+“+5] = CSp(k), y por

la aplicacion del teorema anterior F' es cuasiconcava.
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2. La funcién f(x,y) = /22 + 3y? es cuasiconvexa ya que su contorno
inferior a nivel k es:

A={(w.y) | a2+ 32 <k}

este conjunto es equivalente a:
B={(x,y) | 2>+ 3y < k*}

que es el contorno inferior de la funcién g(x,y) = 22 + 3y? a altura k3.
Como la funcién g es convexa sus contornos inferiores son convexos, por
lo tanto el conjunto B es convexo, pero como éste es igual al conjunto
A, entonces A es un conjunto convexo lo que implica que la funcién f
es cuasiconvexa.

Figura 4.6: Una funcién es cuasicéncava si y sélo si sus con-
tornos superiores (regién negra) son convexos.

Como en el caso de convexidad y concavidad existe un criterio diferen-
cial para determinar si una funcién es cuasiconvexa o cuasiconcava, éste
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involucra la matriz hessiana orlada de la funcién:

0 fi fo - fa
R fi fu fiz o fin
Hy=1\|fo fa foo - fom

fn fnl fn2 fnn

el criterio esta dado por el

Teorema 4.10. Si todos los menores principales de orden mayor o igual
a dos de la matriz hessiana orlada ﬁ(m) de f son negativos para todo T en
un conjunto abierto y convexo A, entonces f es cuasiconvera en A. Y si
los menores principales de orden mayor o tgual a dos de la matriz hessiana
orlada tienen signos alternados, entonces la funcion es cuasiconcava.

Cuando la funcién es de dos variables el resultado se reduce a calcular el
determinante de la matriz hessiana orlada, si su valor es negativo la funcién
es cuasiconvexa y si es positivo la funcion es cuasicéncava.

Ejemplos
1. El determinante de la hessiana orlada de la funcion
fz,y) = Az®yP

® f Bf
«

: 0 S Ll |, (=1)f  af
a(a—

AT A

Ty Jyz Jyy % o‘?@f W

<

sacando factores comunes f, £ y 5 de la primera, segunda y tercera
filas respectivamente, el determinante equivale a

0 a B
Pt b
X
Y B off 5(/3y_1)

factorizando £ y g de la segunda y tercera columnas,

0 1 1
aﬁf?’ a a—1

Yl 5 st
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desarrollando por los cofactores de la primera fila,

aBf? a o« a a-—1
1f2y2<(_1)5 ﬁl‘JFﬁ 3 D
(6% 3 o 3
= 2 (13~ ) = aB) + (05 — (a = VB) = Tz (a+ ).

Como bajo las condiciones neoclésicas usuales a > 0y 8 > 0 la
funcién en esas aplicaciones es siempre cuasicéncava.

2. La suma de funciones cuasiconvexas o cuasicéncavas no necesaria-
mente es cuasiconvexa o cuasiconcava, para ver esto sean f(z) = x5 y
g(z) = —x estas funciones son cuasiconvexas o cuasicéncavas ya que

3

son monotonas, pero h(x) = x° — z no es cuasiconvexa ni cuasicénca-

va. Los contornos superior e inferior a nivel 0 de h son: [—1,0]U[1, co)
y (—o0,—1] U [0, 1] respectivamente y ninguno de estos conjuntos es
convexo.

3. Si f es creciente y g es cuasiconvexa, h(x) = f(g(x)) es cuasiconvexa.
Sean x y y tales que

9(x) < g(y)-
Como g es cuasiconvexa, para 0 < XA <1,

gAx + (1 = A)y) < méx{g(x),g(y)} = g(y)

y como f es creciente,

flgOx+ (1= Ny)) < f9(y)) = mix{f(9(x)), f(g(¥)},
esto es, h es cuasiconvexa.

4. La funcién

H(w,y,z) = a2 —ay+y> + 52—z —4
es cuasiconvexa ya que H = f o g donde
ft) = Vi y g(xayjz):962—3:y+y2+522—x—4.

La funcion f es creciente y g es la suma de una forma cuadratica
definida positiva y una funcion lineal, ambas convexas, lo que la hace
convexa y por lo tanto cuasiconvexa.
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5. Sean g una funcién convexa positiva en un conjunto convexo A, en-

tonces para todo x y y en Ay Aen [0,1],

g(Ax+(1-Ny) < Ag(x) + (1 = N)g(y)
al transponer los términos en esta desigualdad

1 1
g0+ (- Ny) = A0+ (- Naly)’

Si f es una funcién céncava no negativa en A,
fOx+(1=Ny) > M (x) + (1 =N f(y)
multiplicando término a término las desigualdades anteriores

fOx+(0=Ny) S AME+A=Nf)
gAx+ (1 =Ny) ~ Ag(x) + (1= Ng(y)

Sea h = ¢ y xyy en CSy(k), entonces

_fx) _ &)
M= 2R M=y 2F
de donde,
f(x) > kg(x),  f(y)=kg(y)

por lo tanto,

JOx+ 1 =Ny) . AMf(x)+1=Nf(y)
M+ (=29 = S T y) = A + (= Nely)
Akg(x) + k(1 — Ng(y)
— Ag(x) + (1= Ng(y)
_ k() + (1= Ng(y)]
Ag(x) + (1= Ng(y)

lo que prueba que Ax + (1 — \)y € CSy(k) por lo tanto CSy, (k) es
convexo que equivale a que h es cuasicéncava. Esto es, el cociente
de una funcién céncava no negativa con una convexa positiva es una
funcién cuasicéncava.

v

Un desarrollo andlogo al anterior muestra que el cociente de una fun-
cién convexa no negativa con una concava positiva es una funcién
cuasiconvexa.
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6. Sean f una funcién cuasicéncava definida en un conjunto convexo A.
Sixyyestdn en Ay A en (0,1), sin pérdida de generalidad, sea
f(x) > f(y) de donde,

fOx+1-Ny)=fly+AMx-y)) > f(y)

de aqui
fy+Ax—-y) - fly) 20,
al multiplicar por %
Foy+Ax-y)-fy) o
N >
Al hacer A — 0 y aplicar los ejercicios 3 y 4 de la pagina 100

i LY HAX—Y)) — f(¥)
A—0 A

=Vf(y) (x—y)=0.

Ejercicios
1. Clasificar las siguientes funciones en convexas, concavas, cuasiconvexas
o cuasicéncavas:

) Q(K,L) =5K%2L% K >0,L>0,
) flz,y) =b5x* + 3y* — 2y,

) s(z,y,2) =y* — Vaz, 2 >0, 2 >0,
d) F(K,L) =méx{2K,3L},
)
)
)
)

gl,y,2) =x+3y —32° = 2%, fz,y,2) =2 —2y+2°,
Determinar si los siguientes conjuntos son o no convexos.

a) CS,(1)NCI1).
b) CIL,(1) N CS(1).
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3. Encontrar dos funciones cuasiconvexas (cuasicéncava) cuya suma sea
cuasiconvexa (cuasicéncava).

4. Encontrar dos funciones cuasiconvexas (cuasicéncava) cuya suma sea
cuasicéncava (cuasiconvexa).

5. Probar que si f es decreciente y g es cuasiconvexa (cuasicéncava), fog
es cuasiconcava (cuasiconvexa).

6. Probar que una forma cuadratica no definida no es cuasiconvexa ni
cuasiconcava.

7. Determinar si la funcién
3
F(x,y) = /522 + 3y?
es convexa, concava, cuasiconvexa o cuasiconcava.

8. Probar que la funcién

H(z,y,2) = Yoy — 322 —4y2 — 224y — 2
es cuasiconcava.

9. Sea:
flay) = (=72 +y7%)

con x,y > 0. Encontrar, si existe, el valor de r para que la funcién sea:
convexa, concava, cuasiconvexa pero no convexa y cuasicéncava pero
no coéncava.

10. Determinar si la funcién tipo CES
2
V2r=3 4+ 5y=3

con z,y > 0, es convexa, concava, cuasiconvexa o cuasiconcava.

F(wvy) -

11. Encontrar, si existen, los valores de r para los que las funciones

F(z,y,z) = a:Tyfle G(z,y,z) =2"y

Wl
NS

z

con x,y,z > 0, son:
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a) cuasiconvexas,
b) cuasicéncavas.

12. Encontrar condiciones suficientes sobre f y g para que

a) f/g sea cuasiconvexa.
b) fg sea cuasiconvexa.

¢) fg sea cuasicéncava.

4.3.1. La funcién CES

Por comodidad con el manejo de las derivadas se considera la funcion en la
forma

flz,y) = (aa” +by")"/?

esta funcion estd definida en Ri +. El célculo de las derivadas para esta
funcién se escribe en la forma

fS — am?" + byr
Derivando implicitamente,
sfelf, = ara™ 1

de donde,

ar r_1,1-s
= —X
fo=a""f

y por simetria,

_ br r—1 pl—s
fy = y o f .
Derivando f, con respecto a y,
ar .. _ ar .. _br
f:py:?x'r 1(1—8)f Sfy:?xr 1(1—S)f s?yr lfl s
abr?(1 — s)

= ———(ay)" N,
S
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Derivando f, con respecto a x,

for = [(r =D 21 a1 = )]
ar

— ?xr—2 [(7" o 1)f1—s + 1:(1 . S)f—sgxr—lfl—s}

— ﬂxrf%flf% |:(7, . 1)fs + a”r(ls_ 8) mr:|

s
ar r— —zS8 T T r

=3t 21728 [s(r — 1) (az” + by") + ar(1 — s)2"]
ar r— —aS8 T T

=3t 21725 [a(r — s)a" + bs(r — 1)y"] .

Nuevamente por simetria,

w == 2P b(r = s)y" +as(r —1)a"].

Usando estos resultados para construir la matriz hessiana,

s s
abr?(1—s)(zy)" L f1-28 bry" 2 f1728[b(r—s)y"+as(r—1)x"]
52 52

arz" 2 f1728[a(r—s)x" +bs(r—1)y"] abr?(1—s)(zy)"~Lf1-2¢
Hf — 2 2
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Para determinar si la funcién es convexa o concava se deben analizar los
menores de esta matriz, en particular se debe calcular su determinante,

|Hyl
:abrz(xy)r_2f2_4s a(r —s)z” + bs(r — 1)y" br(l — s)xy™t
st ar(l —s)x" 1ty b(r —s)y" +as(r —1)a"
a ’F2 T r—2 £2—4s
_abr( 924 I la(r = $)2" + bs(r — 1)y") (b(r — 8)y" + as(r — 1)a")
—abr?(1 — S)Q(xy)r]
a 1"2 T r—2 r2—4s
YT LGy (- 92+ 82— 12— 2(1— 5)?)
+s(r —s)(r — 1) (a®z + b2y2r)]
a 702 T r—2 r2—4s
= br( yi4 / 2s(r — s)(r — 1)ab(zy)” + s(r —s)(r — 1)

(CLQSCQT +b2y2r)}
:abr23(r —8)(r — 1) (wy)r 22745

[a%% + 2ab(zy)" + beQT]

ot
:CLb’FQS(r B S)(T ;41)(xy)T_2f2_45 [axr + byr]Q
_ab7"25(7“ —5)(r —1)(zy) 222
= S )

La funcion es convexa si y sélo si su matriz hessiana es semidefinida positiva
para todo (z,y) € Ri 1; para que esto se cumpla los coeficientes de 2" y y"
en la diagonal de la matriz y el determinante deben ser no negativos y esto
se cumple si y solo si

r—s>0, s(r—=1)>0 y s(r—s)(r—1)>0.

Con las dos primeras condiciones los términos de la diagonal de la hessiana
son no negativos y con el ultimo el determinante es no negativo. Como las
condiciones anteriores equivalen ar > s, s >0y r >1,0r >s,s <0
y r < 1; entonces la funcién es convexa siy sélosir > 1yr > s >0, 0
s<r<lys<Oo.

La funcién es céncava si y s6lo si la matriz hessiana es semidefinida
negativa en Ri 1, esto es, los términos de la diagonal son no positivos y su
determinante es no negativo, lo que equivale a

r—s<0, s(r—1)<0 y s(r—s)(r—1)>0.
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Lo que después de un andlisis similar determina que la funcién es concava
siysflosir<1l,r<sys>0.

Para hacer el analisis de cuasiconvexidad o cuasiconcavidad se debe
calcular el determinante de la matriz hessiana orlada,

1]
0 arz” 117 bryr—1f1—s
— arg”—1fl-s am:T’Qfl’%[a(ris)xr—&—bs(r—l)yT] aer(l—s)(;y)Tflfl’Zs
s 52 52
bryr—1f1-s abr?(1—s)(xy) 1 f1-2s bry”™ =2 f1728[b(r—s)y"+as(r—1)z"]
s 52 52
ax’”*l byrfl
_ abr3 (xy)r—2f3—3s x f%la(r—s)x"+bs(r—1)y"] br(1—s)zy"™ 1 f~*
53 ar(l—s);r_lyf_s f_s[b(r—s)yg—l-as(r—l):pﬂ
Yy - s s
(IbT‘3 zy r—2f3—4s
— ( 24 [2abr(1 — s)(zy)" — by" (a(r — s)x" + bs(r — 1)y")
—az” (b(r — s)y" + as(r — 1)z")]
abr3 xy r—2f3—4s
= ( i4 [—a®s(r — 1) — 2abs(r — 1)(zy)" — b*s(r — 1)y*"]

b 3 -1 r—2 £3—4s
__abr s(r—1)(xy)" " °f [a%?” + 2ab(xy)" + bQ?/QT]

4
S
b 3 -1 r—2 £3—4s
— _a T S(T )s<4$y) f [(I.ﬁUr + byr]Q
abr3s(r — 1) (zy) 2372
= — 84 .

La funcién es cuasiconvexa si la tltima expresién es negativa en Ri Ly
cuasiconcava si es positiva; para esto basta determinar el signo de

rs(1—r),
de donde se concluye que:
1. f es cuasiconvexa cuando:

a) r<0ys>0,
b) 0<r<lys<0,6
c)r>1ys>0;

2. f es cuasicéncava cuando:
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a) r<0ys<0,
b) 0<r<lys>0,6
c)r>1ys<0.
Ejercicios
1. Probar que la funcién
flz,y) = s (2:1:2 — 2xy + 2y + 1)_3
es cuasiconcava.

2. Comparar los resultados de esta seccién, sobre el comportamiento de
la CES, y los obtenidos por medio de composicién.

3. Probar que si f y g son funciones céncavas no negativas sobre un sub-
conjunto A convexo de R, y «a, 3 son niimeros positivos, entonces

h(x) = (f(x)* (9(x))"
es Cuasicéncava €1n A

4. Encontrar las condiciones mas generales sobre los parametros para que
cada una de las siguientes funciones, con dominio ]R:j’r T

o f@y,z) = 2% (y0 +20)>

w g(z,y,2) = (z29° + za+5)p

= h(z,y,2) = (min{z, y})* 27

= k(z,y,2) = (min{z,y})” + 2°)7

» Fz,y,z) = [:13“ + yP +z’7}p
v G(z,y,2) = [z7y + z”]p

) Convexa.

) Coéncava.

¢) Cuasiconvexa.
)

Cuasicéncava.



Capitulo 5

Optimizacion no restringida

Las aplicaciones mas importantes de las derivadas en una variable son el
trazado de gréficas, y en varias variables la bisqueda de puntos 6ptimos,
maximos y minimos, para problemas restringidos y no restringidos.

En este capitulo se desarrolla la teorfa para encontrar los 6ptimos (maxi-
mos y minimos) de una funcién. Si el proceso de optimizacién se efectia
sobre todo el dominio de la funcién, se habla de optimizacién no restringi-
da, y si se hace sobre un subconjunto del dominio, llamado conjunto de
restricciones, la optimizacién es restringida.

5.1. Argumento maximizador y minimizador

Sean f una funcién con dominio sobre el conjunto A C R" y valores en
los niimeros reales, D C A el conjunto de restricciones. Los problemas
de optimizaciéon buscan los valores donde la funcién f, llamada funcién

objetivo, alcanza sus valores maximo y minimo, esto es,

Maximizar f(x) sujeto a que x € D

Minimizar f(x) sujeto a que x € D
O en forma breve,
méx{f(x) | x € D} y min{f(x) | x € D}

124
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El conjunto de puntos de D donde la funcién alcanza su maximo se conoce
como conjunto de maximizadores de f sobre D y se nota

argmax{f(x) | x € D} ={x* € D| f(x*) > f(x) para todo x € D}

es decir, los argumentos que maximizan la funcion sobre el conjunto D. De
la misma forma se define

argmin{f(x) | x € D} = {x« € D | f(x4«) < f(x) para todo x € D}.

Existen versiones de los conceptos anteriores cuando la funcién objetivo y el
conjunto de restricciones depende de los valores de un vector de parametros
O en la forma,

argmax{f(x,0) |x € D(©)} o argméx{f(x, 0) | x € D(O)},

en la segunda son explicitas las variables.

Ejemplos de aplicaciéon se encuentran en la teoria del productor y el
consumidor: Si Q(K, L) es la cantidad producida al usar cantidades K,
L de dos insumos a precios unitarios r, w respectivamente y el productor
estd interesado en minimizar el costo variable total de producir por lo menos
q unidades, se debe solucionar el problema

minrK + wl sujeto a Q(K, L) > q.

El vector de variables, el de parametros, el conjunto de restricciones y la
funcién objetivo son

X:(K7L)a ®:(T>w>Q)v D(G)):{(K>L)‘Q(KaL)Zq}

y f(x,0) =rK 4+ wL.

Las demandas condicionadas son
{(K*(0),L"(©))} = argmin{f(x,0) | x € D(0)}
y la funcién de costo es
C*(8) = min{f(x,0) | x € D(O)}.

Para el problema de maximizar el beneficio del productor el problema a
solucionar es

maxII(K,L) = PQ(K,L) —rK —wL sujeto a K >0, L >0,
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el vector de variables, el de pardmetros, el conjunto de restricciones y la
funcién objetivo son

©={P,rw}, DO)=R% y f(x,0)=I(K,L).

Las demandas del productor son

{(K(@), ﬁ(@))} — argméx{f(x,0) | x € D(©)}
y la funcién de beneficio es
IT"(©) = méx{f(x,0) | x € D(©)}.

Si U(x,y) es la utilidad que produce el consumo de cantidades x, y dos
bienes a precios p;, py respectivamente y el consumidor estd interesado en
minimizar el gasto de recibir por lo menos un nivel de utilidad u, debe
solucionar el problema

min p,x + pyy sujeto a U(x,y) > u

el vector de parametros, el conjunto de restricciones y la funciéon objetivo
son

© = (pz:py,u), D(O) ={(z,y) | U(z,y) > u}, [f(x,0)=psx+pyy.
Las demandas hicksianas son
{(+"(©),4(©)) } = argmin{f(x,0) | x € D(©)}
y la funcién de gasto es
¢(6) = min{f(x,0) | x € D(O)};

para el problema de maximizar la utilidad con una restricciéon presupuestal
el problema a solucionar es

méx U(z,y) sujeto a p,a + pyy < m, x>0, y >0,

el vector de parametros, el conjunto de restricciones y la funcién objetivo
son

x:(x,y), @:(pmpy?m)? D(@) :{(x,y) ]pxx—i-pyygm}
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y [(x,0) =U(z,y).

Las demandas marshallianas son
{(="(©),4M(©))} = argmax{/(x,0) | x € D(O)}
y la funcién de utilidad indirecta es
V(0) = mix{f(x,0) | x € D(O)}.

Definicion 5.1. Sea f una funcion y D un conjunto contenido en el do-
minio de f. La funcién tiene un mdximo global, o absoluto, en el punto
a (a € D) sobre el conjunto D, si f(a) > f(x) para todo x de D.

De manera andloga se define minimo global, para lo cual basta invertir la
desigualdad: f(a) < f(x) para todo x de D.

Definicion 5.2. Sean f una funcion y D un conjunto contenido en el
dominio de la funcién. La funcion tiene un mdximo local en el punto a
(a€ D), si existe r > 0 tal que f(a) > f(x) para todo x en el conjunto
B, (a)N D.

Esta ultima definicién dice que en una vecindad de a el méaximo valor que
alcanza la funcién f es f(a); esto es, si x estd cerca de a, el valor de la
funcién en x es menor o igual al valor de la funcién en a. Aquellos puntos
candidatos a ser maximos o minimos se les conoce como puntos criticos,
en una variable son los puntos donde la derivada de la funcién es nula o no
existe.

Ejemplos

1. La funcién

2 2 2y
f(w):3x2+5x—2:3<x2+5x+5)—2—35:3< +5) _

377 36 36 "\""6) 12
tiene un minimo global en x = —% ya que para todo x real,
5 49
>fl-2)=-—=.
r@ =1 (-5) =1

5

argméx{f(z) |z €eR} =0, y argmfn{f(:c)\xeR}:{—G}.
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40
30
20

10

Figura 5.1: y = 322 + 52 — 2.

2. Sea g(x) = 3z + 2; sobre los numeros reales la funcién no alcanza
mdximo ni minimo. Sobre el intervalo [—2, 5] la funcién tiene méximo
en r =5 y minimo en x = —2, por lo tanto,

arg mix{g(z) | @ € [~2,5]} = {5},

argmin{g(z) | z € [-2,5]} = {—2}.

méx{g(z) | x € [-2,5]} =17, min{g(z) | x € [-2,5]} = —4.

3. La funcién lineal g(z) = 3z + 2 tiene méximo y minimo en x = by
x = a, respectivamente, sobre el intervalo [a, b]

argmax{g(z) | = € [a,b]} = {b}, argmin{g(z) | x € [a,b]} = {a}.
y

méx{g(z) | z € [a,b]} = 3b+ 2, min{g(z) | x € [a,b]} = 3a + 2.

4. Para
-5, six < =2,
h(z)=43z+2, si —2<x<5,
17, siz >5H

sobre el intervalo [a, b] pueden suceder varias posibilidades:
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17

151

10+

, . | \ \ \ \ | \
,z/x/ 0 1 2 3 4 5 6

5

Figura 5.2: y = h(x).

a) Si b < —2, la funcién es constante en el intervalo [a,b], por lo
tanto,

argmax{h(x) | € [a,b]} = argmin{h(x) | z € [a,b]} = [a,]].

méax{h(z) | z € [a,b]} = min{h(z) | z € [a,b]} = —5.

b) Sia < —2 < b <5, la funcién es constante en [a, —2] y toma su
valor minimo en todo el intervalo. En (—2, b) la funcién es creciente
y alcanza su maximo en x = b; asi,

argmax{h(z) | z € [a,b]} = {b},
argmin{h(z) | « € [a,b]} = [a, —2],
max{h(z) | z € [a,b]} =3b+2, ¥y
min{h(z) | z € [a,b]} = —5.

¢) Si —2 < a <5 < b, la funcién es creciente en el intervalo [a, 5] con
valor minimo en z = a y es constante en [5,b] donde alcanza su
valor maximo; por lo tanto,

argmax{h(x) | = € [a,b]} = (5,b],
argmin{h(z) | « € [a,b]} = {a},
max{g(z) | x € [a,0]} =17, "y
min{g(z) | z € [a,b]} = 3a +2.



130

CAPITULO 5. OPTIMIZACION NO RESTRINGIDA

d) Sia > 5, la funcién es constante en el intervalo [a, b], por lo que

arg max{h(z) | « € [a,b]} = argmin{h(x) | x € [a,b]} = [a,b].

mix{g(x) | « € [a,b]} = min{h(z) | x € [a,b]} = 17.

0, six < —2,
k(r) =222 +4x+3, si —2<a<1,
10, siz>1

La derivada de la funcidn es:

, 0, sixr<—-2ox>1,
k(x) = .
dr+4, si —2<x<]1,

Esta funcion no es derivable en x = 1 y x = —2. Los puntos criticos de
la funcién son

PC = (—o00,—2]U[1,00) U{-1}

La funcién es creciente en el intervalo (—1,1), en este intervalo k" es
positiva, decreciente en (—2,—1), ahi k' es negativa, y constante en
(—o0, —2]U(1, 00), en estos puntos la derivada de k es cero. La segunda
derivada de la funcién es

K (z) = 0, s%x<—20:1;>1,
4, si —2<x <1,

La segunda derivada no existe en x = 1 y x = —2. Los posibles puntos
de inflexién son
PPI = (—o0,—2] U[1,00)

de los cuales los tinicos que se pueden considerar puntos de inflexién
sonz =1y x = —2, ya que la funcién es convexa en el intervalo (—2, 1),
pues en este intervalo k” es positiva. En (—oo, —2)U(1, 00) la funcién se
puede considerar convexa o céncava; si se considera céncava entonces
x =1y x = —2 son puntos de inflexién.

Para determinar los conjuntos arg max, arg min y los valores del maxi-
mo y minimo de esta funcién sobre el conjunto A = [a,b], se deben
analizar varios casos:



5.1. ARGUMENTO MAXIMIZADOR Y MINIMIZADOR 131

104 [

I I I L L
-2 -1 0 1 2

Figura 5.3: y = k(x).

1. Si b < —2, la funcién es constante en A,
argmax{k(x) | x € [a,b]} = argmin{k(z) | x € [a,b]} = [a,b] ¥
méx{k(z) | z € [a,b]} = min{k(x) | € [a,b]} = 0.

2. Sia<-2<b<0,
arg méx{k(z) | z € [a,b]} =0,
argmin{k(x) | z € [a,b]} = [a, —2],
méax{k(z) | z € [a,b]} no existe y
min{k(z) | z € [a,b]} = 0.

3.5a<-2y0<b< 1,
argmax{k(x) | « € [a,b]} = {b},
argmin{k(x) | z € [a,b]} = [a, —2],
méax{k(z) | z € [a,b]} = 2b2 +4b+3y
min{k(z) | z € [a,b]} =

4. Sia<-2yb>1,
argmax{k(x) | x € [a,b]} = (1, 5],
argmin{k(x) | « € [a,b]} = [a, —2],
max{k(x) | z € [a,b]} =10 y min{k(z) | x € [a,b]} =

5. Si —2<a<b< —1,
argmax{k(z) | x € [a, 0]} = {a},
argmin{k(x) | € [a,b]} = {b},
méx{k(z) | x € [a,b]} =2a® +4a+3y
min{k(z) | = € [a,b]} = 2b> + 4b + 3.

6. Si 2<a<-1,-1<b<lyla+1]>b+1],
argmax{k(x) | = € [a,b]} = {a},
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argmin{k(x) | « € [a,b]} = {—1},
méx{k(z) | x € [a,b]} =2a® +4a+3y
min{k(z) | z € [a,b]} = 1.

7.8 -2<a<-1,-1<b<lyla+1]<[b+1],
arg max{k(x) | « € [a,b]} = {b},
argmin{k(x) | € [a,b]} = {—1},
méx{k(z) | x € [a,b]} = 20> +4b+ 3y
min{k(z) | z € [a,b]} = 1.

8. 581 2<a<-1yb>1,
argmax{k(x) | = € [a,b]} = (1,b],

argmin{k(x) | « € [a,b]} = {—1},
max{k(z) |z € [a,b]} =10y
min{k(z) | z € [a,b]} = 1.

9. i —1<a<b<l,

arg max{k(x) | « € [a,b]} = {b},
argmin{k(x) | z € [a,b]} = {a},
méx{k(z) | x € [a,b]} =20 +4b+ 3y
min{k(z) | z € [a,b]} = 2a® + 4a + 3.

10. Si—-1<a<1lyb>1,
argmax{k(x) | x € [a,b]} = (1, 0],
argmin{k(x) | x € [a,b]} = {a},
méx{k(z) |z € [a,b]} =10y
min{k(z) | x € [a,b]} = 2a® + 4a + 3.

11. Si a > 1, la funcién es constante en A:
argmax{k(x) | x € [a,b]} = argmin{k(z) | x € [a,b]} = [a,b] ¥
méx{k(z) | z € [a,b]} = min{k(z) | € [a,b]} = 10.

Ejercicio
Determinar
argmix{f(z) |z € I}, argmin{f(z)]|x € I},
max{f(x) |z eI}, y min{f(x)|zel}
para:

0 si x<-2
fl@)y=<2* si —-2<z<1
1 si x>1



5.2. DERIVADAS DIRECCIONALES 133

Si el conjunto 1 es:
1. (=3,1].
2. [-1,3).

3. [a,b] donde -2 < a <0 <b< 1.

5.2. Derivadas direccionales

En esta seccién se encuentran las condiciones necesarias y suficientes que
debe satisfacer una funcién en varias variables para que alcance un ex-
tremo en algin punto. Aqui, como en una variable, el conocimiento de la
convexidad de una funcién sobre un conjunto cerrado y la existencia de un
punto critico interior al conjunto implican que la funcién tiene un minimo
en ese punto y los maximos sobre la frontera del conjunto. La convexidad
o concavidad convierten ciertas condiciones necesarias en suficientes.

La versién en varias variables del teorema que da las condiciones nece-
sarias para la existencia de un extremo, necesita de la nocién de diferencia-
bilidad dada por la siguiente

Definicion 5.3. Una funcion [ definida en un subconjunto abierto A de
R™ es diferenciable en un punto a de A si

f(x) = f(a) + V[(a) (- a)+||z— af|[Ea(z - a)
para todo x en alguna bola B,(a), donde V f (a) es el vector gradiente y

lim Eq(z— a) = 0.
r—a
En dos variables esto significa que la superficie z = f(x,y) tiene plano
tangente en el punto (a, f(a)) = (a,b, f(a,b)) y que cerca de este punto la
funcién se puede aproximar por el plano tangente:

_ _ of of
2= f(a) +Vf(a)- (x—a) = fa,b) + 5" (a,b)(z —a) + a*y(a, b)(y —b).

El error cometido en la aproximacién es |[x — a|[E(,p)(r — a,y — b) que
depende de (a,b) y (z,y).
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(a,b,f(ab))

W

Figura 5.4: Aproximacién de la superficie z = f(x,y) en el
punto (a, b, f(a,b)) por el plano tangente a la superfice en el
punto.

Definicion 5.4. Sea f: A CR" — R, A abierto, xy un elemento de A y
v un vector unitario de R™. La funcion [ es derivable en el punto xy en la
direccion del vector v si

lim f (o + hv) — f(x)
h—0 h

existe. El valor de este limite se llama derivada direccional y se nota

9 () o f'(x0;v).

Para funciones de dos variables esta derivada mide la pendiente de la recta
tangente a la funcién en el punto xg en la direccién del vector v. Cuando
la direccién v es la de un eje coordenado, es la conocida derivada parcial
de la funcién con respecto a la variable que corresponde al eje.

5.3. Maximos y minimos en varias variables

Sise haceu =x—ayv= \Tllnu en la definicion de diferenciabilidad,
entonces x =a+u=a+|ullvy

fla+lullv) = f(a) + Vi(a) - [[ul|v + [[u]|Ea(u)
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Figura 5.5: g—{,(x()) es la pendiente de la tangente a la su-
perficie z = f(x) en el punto (xq, f(xp)) en la direccién del

vector v.

después de transponer f(a),
fla+lullv) = f(a) = Vf(a) - [[ullv + [[u]|Ea(u)

multiplicando por ﬁ,

Si ||ul| tiende a cero,

fla+|ullv) - f(a) =Vf(a) v+ lim Eu(u).

llaf|=0 [[u]] lJuf| =0

Lo que prueba que si una funcién en varias variables es diferenciable en un
punto, entonces en ese punto existen las derivadas direccionales en cualquier
direccién, y ademas que

f'(x5v) =Vfx)-v,

esto es, la derivada direccional de la funcién es el producto interno entre el
vector gradiente de la funcién calculado en el punto y el vector direccion.
Usando el coseno del angulo formado por dos vectores se tiene,

fl(xv) = Vfx) - v=|VFx)|]-|v]|cosb.

Esta expresion tiene su valor maximo si la direccién forma un angulo de 0
radianes con el vector gradiente; por esta razon se tiene el siguiente
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Teorema 5.1. Dada una funcion f : A C R"™ — R diferenciable en un
punto © de A, la direccion en la que la funcion crece lo mdximo posible
es la direccion del vector gradiente y en la que decrece lo mdzimo es la
direccion opuesta al gradiente.

La esencia del teorema anterior estd en que dice como ir a los maxi-
mos y los minimos. Notese que este teorema también sirve como prueba de
las condiciones necesarias de primer orden, ya que si se estd en el maximo
o minimo, no existe direccién hacia donde mejorar el valor de la funcién.
Ahora bien, esto s6lo ocurre si el gradiente de la funcién es cero; las condi-
ciones necesarias estan dadas en el siguiente corolario:

Corolario 5.1. Si una funcion f tiene un mdximo o un minimo en a =
(a1,a2,...,an) y f es diferenciable en a, todas las derivadas direccionales
de f en a son cero. Esto es Vf(a) = 0, y por tanto g—:}i(a) = 0 para
i=1,2,..,n.

En dos variables, el resultado dice que el plano tangente en los maximos
y minimos debe ser paralelo al plano xy.

Como en el caso de una variable, los puntos criticos de una funcién en
varias variables estan donde las derivadas parciales sean todas cero o no
existan. Si la funcién tiene valores extremos, los toma en el conjunto de
puntos criticos.

Ejemplos

1. Las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = (z — 1) (v* +y) + 22
son:

fo=2@—1) (y*+y)+22, fy=(r—1)°(2y+1)
y los puntos criticos estan donde
2(x—1) (v’ +y) +22=0
(z—1)*(2y+1) =0.

La segunda ecuacién es cero siy sélosiz =16y = —1/2. x =1 no
produce solucién ya que al ser reemplazado en la primera ecuacion lleva
a x = 0, lo que es imposible (x no puede tomar dos valores simultanea-

mente). Al reemplazar y = —1/2 en la primera ecuacién
1 1 1 3 1
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y despejando, © = —1/3. Asi la funcién solamente tiene un punto
critico: (z,y) = (—1/3,—1/2).

2. Para una firma que usa dos insumos K, L a precios r, w por unidad
respectivamente, el costo promedio es

rK +wlL

Q(K,L)’

donde @ = Q(K, L) es la funcién de produccién. Las condiciones que
se deben satisfacer para minimizar el costo promedio son:

C =

oC  rQ(K,L)— (rK +wL)Qg(K,L)

oK QUK L))? -0
oC _ wQ(K,L) — (rK + wL)Qu(K,L) 0
oL (Q(K, L))? B

estas ecuaciones equivalen a
rQ(K,L) — (rK +wL)Qk(K,L) =0,

wQ(K,L) — (rK +wL)Qr(K,L) = 0.

luego de transponer los términos negativos,
rQ(K,L) = (rK +wL)Qk (K, L),

wQ(K,L) = (rK +wL)Qr(K, L)

al hacer el cociente entre estas dos expresiones y simplificar,

r . QK(K,L)

w  QL(K,L)’

Las cantidades de insumos que el productor debe usar para minimizar
su costo promedio son aquellas para las cuales la relaciéon entre las
productividades marginales es igual a la relaciéon entre los precios de
los insumos de produccion.

3. Si el productor vende su producto a P por unidad, los beneficios estdn
dados por
II(K,L) = PQ(K,L) — (rK +wL).
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Si la funcién Q(K, L) es homogénea de grado uno (tiene rendimientos
constantes a escala), Q(AK, AL) = MQ(K, L), la funcién de beneficio es
homogénea de grado uno:

II(AK,AL) = PQ(AK,AL) — (rAK + wAL)
= PAQ(K, L) — (rAK +wAL) = I(K, L).

Si ademds, existe una combinacién de insumos (K, Lo) para la que
II(Ky, Lg) > 0, es posible alcanzar cualquier nivel de beneficio ya que,

lim T(AKo, ALy) = lim AI(Ko, Lo) = oc.
—00

A—00

En este caso el argumento maximizador es vacio.

4. Si la funcién de produccion no es homogénea de grado uno y los ben-
eficios estan dados por

I(K,L) = PQ(K,L) — (rK +wL).

La combinaciéon de insumos que produce el mayor beneficio son las
soluciones del sistema de ecuaciones,

oIl oIl

Este sistema equivale a
PQg(K,L)=r, PQr(K,L) =w,

el valor de la productividad marginal de cada insumo de produccién
debe ser igual a su precio. Haciendo nuevamente el cociente entre las
dos ecuaciones,

r . QK(K,L)

w  Qr(K,L)’

esto es, las condiciones necesarias (de primer orden) para minimizar el
costo promedio y para maximizar el beneficio en el corto plazo son las
mismas.
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Ejercicio

,,Cual es el precio de venta por unidad producida para maximizar el ben-
eficio?

Definicién 5.5. Si a es un punto critico de f pero f no tiene un mdximo
ni un minimo en a, se dice que f tiene un punto de silla en a.

La prueba del teorema que da las condiciones suficientes para encontrar los
o6ptimos de una funcién en varias variables estd basada en el teorema 7 del
capitulo anterior, que a su vez depende del desarrollo de Taylor:

Teorema 5.2. Si a es un punto critico de f y
1. H(a) es definida positiva, entonces f tiene un minimo en a.
2. H(a) es definida negativa, entonces f tiene un mdximo en a.
H(a) es no definida, entonces f tiene un punto de silla en a.
H(a) es semidefinida, el criterio no decide.

La ultima parte del teorema dice que cuando H (a) es semidefinida, la aprox-
imacion por una forma cuadratica es localmente “muy plana”, y a partir de
la matriz hessiana no se pueden sacar conclusiones sobre el comportamiento
del punto critico.

Ejemplos
1. Eltnico punto critico de f(x,y) = (z — 1) (v? +y)+a?es(—1/3,-1/2).
Las segundas derivadas parciales de f son
fza :2(y2+y) +2:2(y2+y+1)7
fyw = fay =2(x = 1) (2y + 1),

fyy:2(37_1)2-
(2P +y+1) 2@-1)(2y+1)
H(x’y)_<2(x(y—1)(gy+)1) 2(x—1g§2 )

1 1 3.0
_ - )= 2
i(-3-3)= (0 %)

Como los menores principales de esta matriz son positivos, en el punto
(—1/3,—-1/2) la funcién tiene un minimo local.
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2. Las derivadas parciales de la funcién f(x,y) = (1 — y2)2/3 +1 son
—4x —4y
fo= y fy= :
Cos-ao)P T 3-a )

Los puntos criticos son los que hacen cero estas derivadas y también
aquellos para los cuales las derivadas no estan definidas:

PC={(0,0)} U {(z,y) | 2 +y* =1}.
Las segundas derivadas son

—4 (3 — 2% = 3y?)

f:c:c = y
9(1 —a%— y2)4/3
—8xy
fm :fx: )
Y Y 9(1—x2—y2)4/3
—4 (3 — 322 — y2)
fyy:

9(1— a? fy2)4/3

La matriz hessiana solamente sirve para determinar el comportamiento
del punto (0,0) ya que las segundas derivadas no estan definidas en los
otros puntos criticos. La matriz

H(0,0) = <_0§l _04>

3

es definida negativa, de donde la funcién tiene un méaximo local en el
punto (0, 0).

Para clasificar los otros puntos se debe examinar la funcién cerca de
cada punto. Para esto basta observar que si (z*,y*) es un punto critico
para el que (z*)* 4 (y*)* = 1, entonces

[z, y*) = (1 —(z*)* - (y*)2)2/3 +1=0+1=1

< (1—x2—y2)2/3+1=f(:r,y)

para todo (z,y). De lo anterior se concluye que la funcién tiene minimos
globales en todos los puntos que satisfacen la condicién: 22 + 3% = 1,
es decir,

argmin{ f(z,y) | (z,y) € R’} = {(z,y) | 2* +¢* =1}

min{f(z,y) | (z,y) € R*} = 1.
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3. En los ejemplos de la seccién anterior se encontraron las condiciones
necesarias para maximizar el beneficio de una empresa que usa insumos
K y L a precios r y w respectivamente y vende cada unidad de su
producto a P,

I(K,L) = PQ(K, L) — (rK + wL).

Las condiciones suficientes para que el punto critico sea argumento
maximizador, la matriz hessiana de la funcién II debe ser definida neg-
ativa, como

Hy = (HKK HKL) _ (PQKK PQKL)
M Tpp PQrx PQrr

_ Qrrk Qkr\ _
=r (QLK QLL> = PHa,

las condiciones suficientes se cumplen si la funcién de produccion es
concava.

4. Si la empresa produce con tecnologia CES,
Q(K,L) = (aK " +bL ") "7,

derivando implicitamente la ecuacién:

5 =aK P +bL",

se tiene
_p_ —p— _pP_ —p—
~LQ Qi = —pak Y, LQTETIQ = —pbL
o o
simplificando y transponiendo términos,
0 acK—P~1 boL=r~1
Q- Q-
Reemplazando en el cociente de las condiciones necesarias,
ackK P71 1
r Q5! aK P~
w  beL el T pr—p-1

Q!
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o en forma equivalente,

br K\t L\t
507G

despejando la fraccién L/ K,

de donde
br aw
L= K K=
<aw> © ( br )

Al reemplazar esta expresion en la condicién PQr (K, L) = w,

_o12+1
PboL—r1 Pbo [(aK_p—l—bL_p) ":|
PQL - Q_g_l - Lp+1
_ Pho(aK—#+bL7#) 0" Pbo
= Lpt+1 (G,K P4+ bL— p) +1Lp+1

Pbo

Z41
,,+1L +bL—P> Lrt1
Pbo

s
aw e L—P4+bL~ p) Lrtl

(o[
(e

Pbo

U+
(a ()7 + b) Lo Lo+
bo

= £+1 = W.

(a (;’—;)m + b) R

Despejando L en la tltima igualdad,

Pbo
(a(“[”')"+1 -l-b)U—Hw

aw

Ll—o —
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y al reemplazar en K,

1—0o

. Pb

L=L(Prw) = A

(a ()™ +0)" w
N N aw .
K=FK(Pr :<—>”+1L
(P,r,w) =

1
-0

Pbo

AN
(a (;—;)#—i-b)er w

- ()"
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K y L son las funciones de demanda de factores de la empresa,
ellas determinan las cantidades de factores que se han de usar para
maximizar el beneficio. Notese que esas demandas estdn en funcion de
los precios (precios de los insumos de produccién y precio de venta
del producto). Si se reemplazan esas funciones en @, se encuentra la
funcién de oferta de la empresa, esto es, las cantidades que se deben
producir para maximizar el beneficio:

Q*

Q*(P,r,w) = Q(K,L) = <a (f{) "y (ﬁ)"’)‘z

_ o(ptl)

DEE {Pba] T
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La funcién de beneficio de la empresa es el valor éptimo de II, esto
es,

I =1I"(P,r,w) = PQ* — (rK* + wL")

R 1
+1 7= P -0 —
a <br ) T b] [ba] _ (r (—aw) T w)
aw w br

1—0o

=P

Pbo
]
(a(é’—;)ﬁ —i—b)pJr w

Examinando separadamente los términos de la expresién anterior,

_pP_
br \ p+1 1 p p —p
al — + b =artlbrtlpretiqet+l 4+ p
aw

P =P 1 _p 1 _p
= botletl (@etlpe+l - hotlqpet+l

br \ p+1 1 —p _p 1
r|{ — +w = artibetlpretlqetl 4

-1 1 1 _p 1 _p
= hoF+iqr+1 (ap+1 rp+l —|—bp+1wp+1> .

Reemplazando estas expresiones en I1*,

b o

o a(p+1)
1, 1 o 1 p |V [Pbo] T
— (ap+1rp+1 + bt wp+1) -
w

m=°r

w

-1
b\rtl /1 o 1
— | — (ap+1rp+1 _|_bp+1wp+1>
w
Pbo
Ay S 1 _p \\1to/p
((a) Pt (ap+17'p+1 +bp+1wp+1)> w

o 1 1 1 P 1 P Zfﬁﬂ;
= (0’1—0‘ _0'1—0'> Pl—cr <a/p+l7°p+l +bp+1wp+l> .

Esta funcion es tipo CES en los precios de los insumos; esto muestra
un comportamiento dual entre la funcién de produccién y la funcién
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de beneficio de la empresa. Si () es CES en cantidades de insumos de
produccion, entonces II* es CES en los precios de esos insumos.
Ejercicios

1. Encontrar y clasificar los extremos (méximos, minimos y puntos de
silla) de las funciones

a) f(z,y) =2 -y +ay.

b) fla,y) = (22 +3y* —1)° - 10,

¢) f(z,y) = (2z + 3y — 12)> — 5.

d) f(z,y) =2 — 3wy + 5z — 2y + 6y + 8.

e) f(%y)zeHxQ—yg,

f) f(z,y) = (z —y)(zy — 1).

9) f(z,y) =(a—z)(a—y)(z+y—a)

h) flz,y) = (x—a)(y —b)(z+y—c)

i) f(x,y,2) =a2® +y° + 2° + oy + 4.

7)) flxz,y,2) =1+ 2% + 2z + y22.

k) f(z,y,2) = 422 4 4oy + 3y — 23 + 22

D) f(z,y,2) =22%y — 42 — y? + yz — 23 — 22
m) f(z,y,2) = 22% + wy® — 52® + 2y° — 8wz + 2%
n) f(z,y,2) =e* +e ¥ + 22

n) f(z,y,2) =at +yt + 24+ 4o+ 4y + 322 + 1.
0) f(z,y,2) = ax® + axy — ba* + 2y* — cxz + 2°.
p) f(z,y,2) =2® +y* + 2% — 9wy — 9z + 272
q) f(z,y,2) = 2*(2y —4) — 2*(x + 1) + (z — y)y.
r) flx,y,2) =22% + 202 + 22+ 2xy + a2+ yz + 2 - L
s) f(z, y,z,u):x+5+§+;+a.

t) f(2,9.2) = @+y—2)(@+y—3)+ 2

2. Considerar una firma que usa dos insumos K, L a precios r, w por
unidad respectivamente, tiene costo promedio C(K, L) = gfj(“ﬁ donde

Q = Q(K, L) es la funcién de produccién.
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a) Mostrar que las condiciones de segundo orden para minimizar C
son las mismas que para la maximizacién del beneficio a corto
plazo. (Ayuda: tenga en cuenta que en el corto plazo el precio de
venta de la produccién es constante.)

b) Probar que KQ}( + KQE = Q*. jPor qué esta ecuacién no es
el teorema de Euler aplicado a Q7 (Si lo fuera, toda funcién de
produccién tendria rendimientos constantes a escala).

¢) Solucionar el problema si se produce con tecnologia CD y CES.

Una compaiia tiene un contrato para suministrar 36.500 unidades de su
produccién este ano. El costo de almacenamiento anual es de 10 u.m.
por unidad; el contrato permite la escasez con un costo por unidad
faltante de 15 u.m. La iniciacién de una partida de produccién cuesta
15.000 u.m. Si las érdenes de produccién se cumplen sin demora y la
demanda sigue una tasa constante, determinar el costo promedio como
una funcién de la frecuencia de produccion y de la cantidad producida
en cada partida de produccién, y a partir de ella encontrar el costo
promedio minimo.

. Probar que la matriz hessiana de f(z,y) = ax® + by* es semidefinida

en el punto critico (0,0) y que si:
a) a=>b=1, la funcién tiene un minimo.
b) a =b= —1, la funcién tiene un maximo.

¢) a=—1yb=1, la funcién tiene un punto de silla.

. Analizar el comportamiento de los puntos criticos de la funcién f(z,y) =

(y*aﬂfz) (3/*5332), conb>a>0.

. Un productor que vende en dos mercados tiene demandas q; = b — apy

vy g2 = 3 — aps por su producto. Si ¢ son los costos variables unitarios,
encontrar:

a) Los precios que maximizan el beneficio.

b) El cambio en el beneficio que produce una prohibicién a la dis-
criminacién de precios.

¢) Las condiciones sobre las funciones de demanda para que el precio
no discriminado (maximizador del beneficio) sea el promedio de
los precios discriminados (que maximizan el beneficio). Interpretar
los resultados.
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7. Encontrar las funciones de beneficio, oferta y demanda de un produc-
tor que usa tecnologia CD y probar que la funcién de beneficio de la
empresa es CD en los precios de los insumos. Esto muestra la dualidad
existente entre produccién y beneficio cuando la tecnologia es CD.

8. Probar que una funcién estrictamente cuasicéncava (cuasiconvexa) solo
puede tener un méximo (minimo) sobre un conjunto convexo. Ayuda:
Supéngase que el maximo (minimo) no es unico y considérese el valor
de la funcién en las combinaciones convexas de de ellos.



Capitulo 6
Optimizacion restringida

En este capitulo se encuentran las condiciones necesarias y suficientes que
deben cumplir los 6ptimos de una funcién f(x) sobre un conjunto de re-
stricciones de la forma

AN{x|gi(x)=0parai=1,2,...,m;hx(x) <0 para k =1,2,...,p},

donde A C R" es el dominio de f y hi v g; son funciones reales con dominio
en R". Una solucién factible es un punto que satisfaga las restricciones,
esto es, un elemento del conjunto de restricciones. El problema busca el
valor éptimo de la funcién f sobre el conjunto de soluciones factibles.

En el capitulo anterior se defini6 el concepto de derivada direccional para
una funcién f: A C R™ — R de varias variables, en un punto a de A, en la
direccién del vector unitario v de R™. Usando la funcién g(t) = f(a+ tv)
para t variable real se tiene que si g es derivable en t = 0,

g'(0) = lim
es la derivada direccional de f en el punto a en la direccién de v,
g'(0) = f'(a;v).

En dos variables, f'((a,b); (a, 8)) es la pendiente de la recta tangente a la
superficie z = f(x,y) en el punto (a,b, f(a,b)) en la direccién del vector

(@, B).

148
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Usando la regla de la cadena para calcular la derivada de g

y :df(a—i-tv) d

g/() ngf(a1+tvl7a2+t?}27"'7an+tvn)
_of of of
= 9 (a+tv)v + D25 (a+tv)va+---+ Dz, (a+tv)u,
=Vfla+tv)- v.
Y sit =0,

g'(0)=Vf(a) v,
esto es, la derivada direccional de la funcién en un punto a en la direccién
del vector v es el producto interno entre el vector gradiente de la funcién
calculado en el punto y el vector direccion. Esta es otra manera de ver las
derivadas direccionales base de la conclusion del teorema 5.1 que es de los
mas importantes en optimizacion.

6.1. Restricciones de igualdad

En esta seccion se encuentran las condiciones que satisfacen los éptimos de
una funcién f(x) sobre un conjunto de la forma

AN{x|gi(x)=0parai=12,..,m}.
El problema

Minimo de z% + (y — 1)?
sujeto a 22° +y = —4

se puede convertir en uno de una variable (despejando y en la restriccién y
reemplazandola en la funcién objetivo): minimizar la funcién

fla) = 2% + (=227 —4—1)" = da* + 212° + 25,

La solucién se encuentra con los métodos expuestos en el capitulo de apli-
caciones de la derivada a la optimizacién en una variable. Su derivada

f'(z) = 162° + 422 = 2z (82° + 21)

es cero cuando z = 0. Ademds, f”(x) = 4822+ 42y f”(0) = 42 > 0, lo que
indica que f tiene un minimo en x = 0; por lo tanto:

arg min {f(:c,y) =22 4 (y — 1)2 | 222 4y = —4} ={(0,-4)}
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mfn{f(:c,y) =22+ (y—1)7| 227 +y = —4} = 25.

En problemas més complejos no siempre es posible hacer un reemplazo en
la forma anterior, ya sea por el nimero de variables involucradas o por la
dificultad o imposibilidad de eliminar variables mediante el despeje en las
restricciones. Un resultado que da condiciones necesarias para solucionar
este tipo de problemas es el teorema de Lagrange, la base de su razon-
amiento es el teorema anterior y el comportamiento del gradiente sobre los
contornos.

6.1.1. Condiciones necesarias

En el capitulo 2 se definieron los contornos definidos por

Cy(k) = {x| f(x) = K},

en dos variables éstos estan formados por todos los puntos del plano que
satisfacen una ecuacién de la forma f(z,y) = constante, donde f es una
funcién de dos variables; esto es,

{(z,9) [ f(z,y) = c}.

Los contornos para funciones de tres o mas variables también se conocen co-
mo conjuntos de nivel. Cuando la funcién es de dos variables el contorno
forma una curva de nivel, cuando es de tres variables forma una superficie
de nivel, etc.

Sean a un elemento de Cy(k) y r(t) = (x1(t), z2(t), -+, x,(t)) una fun-
cién tal que r(t) € Cy(k) para todo t en un intervalo I y de forma que
r(ty) = a para alguin to € I. En particular se tiene que

fr@) = f(z1(t), x2(t), - ,2n(t) =k

Usando la regla de la cadena para encontrar la derivada de esta funcion, se
obtiene que

df (r(t))
dt

Y haciendo t = g,

Vf(z1(to), x2(to), - -, zn(to)) - (2} (o), 25(t0), - -+, (t0)) =

= Vf(@1(t), 22(t), - 2n(t) - (21(1), 25(1), - -+, 20, (1)) = 0.
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V(@) - (&) (to), 23(to), - - -, 2/, (t0)) = 0.

Como 7 es arbitraria, lo anterior prueba que V f(a) es normal a Cy(k). En
otros términos, para una funcién diferenciable los vectores tangentes a la
superficie de nivel son perpendiculares al gradiente. Con este resultado y el
teorema 5.1 es posible describir la solucion geométrica del problema

Maximizar f(z,y, 2)
sujeto a g(x,y,2) =0
h(x,y,z) =0

teniendo en cuenta que las restricciones g(x,y,z) = 0y h(z,y,z) = 0
describen dos superficies en el espacio tridimensional. Una solucién factible
para este problema es un punto de coordenadas (x,y, z) que satisface las
restricciones; en este caso, el conjunto de todas ellas forma una curva C
(la interseccién de las dos superficies que forman las restricciones). Para
encontrar el maximo de f se examina la superficie f(z,y,z) = k para
distintos valores de k hasta encontrar el mas grande. Si para kjs la funcién
f toma un valor maximo local en un punto P = (z*,y*, z*), la superficie
f =k y la curva C deben ser tangentes; si no fuera asi, f podria seguir
creciendo al moverse en la direccién del gradiente.

Puesto que el gradiente de las restricciones es normal a cada superficie de
nivel y por lo tanto a la curva C, y el gradiente de f en P es normal a la
superficie f(z,y,z) = ks, entonces en ese punto el gradiente de f debe ser
combinacién lineal de los gradientes de g y h.

vf(x*yy*a Z*) - )\IVQ(@“*,y*a Z*) + AQVh(x*ﬁy*v Z*)

El argumento anterior da las condiciones necesarias para la solucién de este
tipo de problemas y se formaliza en el siguiente teorema:

Teorema 6.1. (Lagrange) Si f tiene un extremo local en a sobre el con-
Junto
An{z|gi(x) =0 parai=1,2,...,m},

donde A es un subconjunto abierto no vacio de R™ y las funciones f y g;
para i = 1,2,...,m son diferenciables en A, y si la matriz

(@5 9.
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|
C

Figura 6.1: Las curvas de nivel de f se mueven en direccién del
gradiente hasta alcanzar el ultimo punto P sobre la curva C.

Am (llamados multiplicadores

tiene rango m, entonces existen A1, A2,
n

= Z )legl(a)
i=1

La condicion del teorema se puede transformar en

— Z )\ngi(a) =0
=1

de Lagrange) tales que

que a su vez equivale a que

33% Z Ai

La forma mnemotécnica de usar el teorema anterior es construir la funcion

)
i (a) =0, para k =1,2, ..

lagrangiana o lagrangiano para el problema
m

— Z )\kgk(xl, T2y ...Lp
k=1

L(x;3 A1, A2, s Am) = f(21, 22, ... xp)
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Con esta funcién auxiliar un problema restringido se puede ver como no re-
stringido ya que sus condiciones de primer orden equivalen a las condiciones
necesarias que dan el teorema anterior. Estas proporcionan un sistema de
n-+m ecuaciones con n+m incégnitas, resultante de igualar a cero todas las
derivadas parciales (con respecto a las x y a las \) del lagrangiano. Entre
las soluciones de este sistema estan los puntos que solucionan el problema
restringido. La aplicacion del teorema implica no solamente la consecucién
de los valores de las variables sino también la de los multiplicadores que
satisfacen el sistema de ecuaciones resultante. La condicion de que matriz

(gg? (a)) tenga rango m es conocida como cualificacién de restric-
J mxn

ciones, si esta condicién no se cumple el teorema no es aplicable. La cuali-

ficacion garantiza que el espacio vectorial generado por los gradientes de las

restricciones tenga dimension m y pueda generar el gradiente de la funcién

objetivo en el punto que soluciona el problema.

El lagrangiano también se puede tomar en la forma
L(%5A15 A2, w0y Am) = f(x) + Z Ak ().
k=1

las condiciones necesarias producen los mismos valores para las variables
del problema, pero los multiplicadores tienen signos opuestos a los que se
encuentran usando signo negativo entre la funcién objetivo y la combinacién
de restricciones, esto hace que se deba tener especial cuidado al hacer uso del
valor de los multiplicadores. Los valores de las variables solucién del sistema,
que dan las condiciones necesarias del problema, no se afectan porque las
restricciones al estar igualadas a cero no se alteran al ser multiplicadas por
menos uno.

Ejemplos
1. Para encontrar los puntos donde la funcién
fle,y) =2y —x—2y—1sujetaaxr—2y=0

tiene sus puntos 6ptimos, se igualan a cero las derivadas parciales de
su lagrangiano

Llr,y,N) = 2y — 2 — 2y — 1+ A& — 2y)
que son:

Lo=y—1+\ Ly=x—2-2)\ Ly=x—2y
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Lo que produce el sistema

y—1+Xx =0
xr—2-2\ =0
T — 2y =0

Nétese que la dltima ecuacién es la restricciéon del problema original,
en ella x = 2y. En la primera y = 1 — A\, reemplazando estos valores en
la segunda 2y — 2 —2XA = 2(1 —\) =2 — 2\ = —4X = 0 de donde A =0,
y = 1, x = 2. Hasta aqui falta determinar si este punto es un maximo
o un minimo.

2. El lagrangiano para encontrar los 6ptimos de la funcion
f(z,y, z,w) =22 + 92 sujeta a 2% + 22 +w? =4, y?+222+3uw? =9

es

£<$7yuz7w7)\17)‘2> :3:2 + y2 + Al (1’2 + 22 —|—w2 — 4)
+ Ao (y2 + 222 4+ 3uw? — 9)

sus derivadas parciales son:

L, =2x + 2x ), Ly = 2y + 2y,
L, =2z \ +4z)o, Ly = 2wA + 6w,
E,\1:x2—|—z2+w2—4, E>\2:y2—|—222—{—3w2—9.

Al igualar a cero estas derivadas se encuentran los sistemas equiva-

lentes:
22 + 22\ = 0 (22(1+ A1) =0
2y +2yXo =0 2y(1+ X2) =0
22A1 +4zX0 =0 22(A1+2X9) =0
2w + 6wy =0 2w(A1 +3X2) =0
2?4+ 22 +w? =4 2?2422 +w? =4
y?+222 +3u?=9 y? 4+ 222 +3uw? =9
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r=0 6 N =-1
y=0 6 X=-1
z=0 6 A =-2X
w=0 6 A =-3)\
224+ 22+w? =4
2243w =9

Cada una de las cuatro primeras ecuaciones del ultimo sistema se sat-
isfacen si se cumple alguna de las dos condiciones. Los puntos que ellas
proporcionan deben ser examinados para determinar si satisfacen las
dos ultimas ecuaciones: puesto que x, z y w no pueden ser simultidnea-
mente cero y y, z y w tampoco se pueden anular simultdneamente,
entonces entre x, z y w alguna por lo menos debe ser no nula, lo mismo
que entre y, z y w. Se debe examinar cada una de las posibilidades y
reemplazarlas en las ultimas dos ecuaciones:

l.x#20, A\ =-1,y#0, A =—-1, 2=0y w = 0. Las tltimas
ecuaciones son 22 = 4, y> = 9 de donde x = +2 y y = +3. Esto
produce las cuatro soluciones (£2,+3,0,0)

2.2#0, M1 =-1,y=0,2#0, \a =1/2, y w = 0. Las ecuaciones
22 + 22 = 4, 222 = 9 no tienen solucién.

3.x#0,\1=-1,y=0,2=0,w # 0,y Ay = 1/3. Las ecuaciones
22 + w? = 4, 3w? = 9 tienen como solucién z = +1 y w = /3.
Las cuatro soluciones del sistema son: (£1,0,0, ++/3)

4. 2 =0,y =0, 2 # 0, w = 0. Las ecuaciones 22 = 4, 222 = 9 no
tienen solucién.

52 =0,y#0, o = -1, 2 # 0, \; =2y w = 0. Las tltimas
ecuaciones son 22 = 4, y> + 222 =9, de donde z = +2 y y = +1.
Las soluciones son (0,41, +2,0)

6. 2=0,y=0,2=0, w # 0. Las ecuaciones w? = 4, 3w? = 9 no
tienen solucién.

7.2=0,y=0,2#0, w# 0,y \a = A\ = 0. Las ecuaciones
22 4+ w? = 4, 222 4+ 3w? = 9 tienen como solucién z = +/3 yw =
+1. Esto produce nuevamente cuatro soluciones para el sistema
(0,0, £v/3,+1)

8. x =0,y #0, \a = =1, 2 =0, w # 0, y Ay = 3. Las ecuaciones
w? = 4, 42 + 3w? = 9 no tienen solucién.
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3. Para encontrar el costo minimo de producir ¢ unidades usando insumos
K y L a precios r y w por unidad, respectivamente, por medio de una
funcién tipo Cobb-Douglas se debe solucionar el problema:

Minimizar C(K,L) = rK + wL
sujeto a Q(K, L) = AK“LP = ¢.

El lagrangiano para este problema es:
L(K,L,\) =7K +wL+ \q— AK*LP)

las derivadas parciales

oL a-1,;8 OL arf-1
38 =" AMaK* L7, oL, = W ANBKL

Los valores que solucionan el problema satisfacen el sistema:
r=ANaK* 118

w= NABK*LP~!
qg=AK*LP

Haciendo el cociente de la primera ecuacion sobre la segunda

o MoK 118 B %
w  MNBKeLS-1  BK

despejando,
awl

or
reemplazando en la iltima ecuacién del sistema,

a5 v a(z)
r r

K =

transponiendo términos,

[ots — q ﬁ
A <aw
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de donde los valores de la solucién del problema son:
Br\“1=
* * q r ot
L*=1L =|=—
=1 (22)
1 [e
* * BT ot8 aw a+ﬁ IBT atp
K'=K = =
(rw,9) = ﬁr [ <aw T Br { } aw
1
:HW Br _la (BT
A aw A\ aw '

Estas son las funciones de demanda condicionada de factores y
representan las cantidades de insumos que se deben elegir para min-
imizar los costos. La funcién de costo se encuentra reemplazando
estos valores en la funcién objetivo:

1
B ets q [ Br\° P
v A\ ow

*

C*=r

+

Il
Sla
N—

Q
4|
™|
|—|
A
Q
K
N——
m‘m
+
g
7N
Rl
=3
N——
Q
+
iy
| E—

(
- (4 [ (g)afﬂ et (27
— (L) st [(g) . @]
= (&) rituits [(g)aﬁu ()]

o+ I3 ( q ) %M TO‘L _B
=

QatB fats A
esta tdltima expresién es una funcién Cobb-Douglas en los precios de
los insumos K y L. Esto indica que si la funcion de produccién es
Cobb-Douglas, la funcién de costo 6ptimo también debe ser de ese tipo.
Noétese que la funcion de produccién es homogénea de cualquier grado
(no se han impuesto restricciones sobre los parametros) y la funcién de
costo es homogénea de grado 1 en los precios de los insumos.
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Si en particular la funcién de produccion tiene rendimientos constantes
a escala (o + 8 = 1), la funcién de costo es

Cc*=C*"(r,w,q) = aalﬁﬂ (%) row”

cuyas elasticidades son

_or _ @ (i)ra—lwﬁL_O‘C*L_a
TC T 9r ¢ T aepp c-~ - @
_oCcrw B q\ o 1w aC"w
ewc*_awc**_aaﬁﬂ( ) - wo P

que coinciden con las elasticidades de la funcién de produccién con
respecto a las cantidades de insumos,

8QK_ alﬁK QK
€EKQ = 9K O AaK“ "L 0 —a—K—Q Q,

0Q L a,BlL QL
‘=g ARG =erg =l

4. Las funciones de demanda hicksianas

2" (D, Dy, ), Y (Pay Py, 1)

determinan las cantidades de bienes que debe demandar un consumidor
si quiere minimizar el gasto y satifacer un cierto nivel de utilidad wu;
estas funciones se encuentran como solucién del problema:

Minimizar p,x + pyy sujeto a U(x,y) = u.

x, y representan las cantidades y p, y py los precios. El valor 6ptimo
de la funcién objetivo es la funcién de gasto,

(P, Py, 1) = pra’ + pyy™.

En particular, si la funciéon de utilidad es tipo CES se debe solucionar
el problema:

Minimizar G(x,y) = p.= + pyy
sujeto a  U(z,y) = (az’ + byp)% — .
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\U(x,y):u

Figura 6.2: Las curvas de nivel de p,z + p,y se mueven en
direccién contraria a la del gradiente hasta alcanzar el Gltimo
punto sobre la curva U(z,y) = u.

La restriccién de este problema equivale a
ax’ + by’ = ug,
y el problema a resolver equivale a
Minimizar p,x + pyy sujeto a ax” + by’ = us.
su lagrangiano es
L =pex+pyy + A (uﬁ —azx? — byp)
sus derivadas parciales,

Ly = ps — Aapz”?
Ly =py — Mopy” !,
las condiciones necesarias,
Pe = Aapz”!
py = Abpy? ™,
haciendo el cociente de las ecuaciones,

pr  Aapz’~t  azt"!  a <£L‘)p_1
b )

Py Aopyr U byl b \y
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transponiendo términos a fin de despejar una variable,

-1 _1 _1
<x>p bp x <bpac>pl <bpx>p1
= =—, —=|== o x=[— Yy
Yy apy Y apy apy

Reemplazando en la restriccion a fin de despejar el valor de v,

1 9P
b 1

ax’ + by’ =a ( px)P Yy
apy

P
bpy \ 7T °
= [a(p)p —i—b] yp:ug.
apy

-1

P
bps | 71 2 bps \ P 1
yp=[a<p>p +b] ur o yh=[a(p>p +b
apy apy

Reemplazando para encontrar el valor de x,

1 P
bp, \ -1 bpy \ 71
;Eh:<p>p [a<p>p +0b
apy apy

Para encontrar la funcién de gasto se reemplazan los valores encon-
trados en la funcién objetivo:

—1
P
uo .

e = e(pe, py,u) = G(z",y")

1
< o ) ;
=Dz
apy

(bp;D > = o
a e o
apy

+
S

El primero de estos factores equivale a

1
<b> - <ap_—11p£f1 + bp_—llpgg>
by
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y el segundo,

—1

b ﬁ 1 L P
) )
Dy
()7 (oo i) | o
— aplp +bﬂlp uo
Dy

p—1

£ P 1
(aP Ipg~ e 1p ) uo .

Esta funcién es tipo CES en los precios, esto es, existe un compor-
tamiento dual entre la utilidad y el gasto.

Los ejemplos anteriores ilustran la dualidad existente entre produccién y
costo, y utilidad y gasto para funciones tipo CES y CD. En el capitulo ante-
rior se mostré, para el caso CES, la dualidad entre beneficio y produccién;
queda por probar qué costos y gastos CES o CD determinan produccién y
utilidad CES o CD, respectivamente.

6.1.2. Condiciones suficientes

Las condiciones suficientes para problemas de optimizacién con restric-
ciones de igualdad estan dadas por la hessiana orlada del problema o
hessiana del lagrangiano, formada por las segundas derivadas parciales del
lagrangiano con respecto a las variables del problema y los multiplicadores.
Esta matriz se puede escribir en cualquiera de las formas

0 . 9gi 9L . Ogi
. 8$]' 6mi8£0j : ij
99; : 9L 995 0
Oz; °  Oxi0w; (nt+m)x (n+m) Oz ' (n+m)x(n+m)

La submatriz de ceros resulta de las derivadas parciales de segundo orden
del lagrangiano con respecto a los multiplicadores.
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Los determinantes de orden k X k que se obtienen de ella eliminando filas
y columnas correspondientes (si se elimina la fila p se elimina la columna
p) sin que se afecte la submatriz de ceros se llaman menores principales
orlados de orden k (M POEk). A partir de estos M POk se consiguen las

condiciones suficientes dadas por el siguiente teorema:

Teorema 6.2. Si los M POk evaluados en un punto que cumple las condi-
ciones necesarias tienen signo (—1)}“7m para k =2m+1,2m+2,...,n+m,
la funcion tiene un mdximo en ese punto. Y si los M POk evaluados en
un punto que cumple las condiciones necesarias tienen signo (—1)™ para
k=2m+1,2m+2,....,n+m, la funcidn tiene un minimo en ese punto.

Para problemas en dos variables con una restriccion,
f(z,y) sujeta a g(z,y) =0,

la hessiana orlada, H, es cualquiera de las matrices

0 gz 9y frex + AGza fxy + )\gxy 9z
9z foz + Az fa:y + )\gxy o fyz + /\gy:r: fyy + /\gyy 9y
Gy fyx + )\gyx fyy + )‘gyy 9z 9y 0

Como m =1, n = 2, k solamente puede ser 3 y £k —m = 2. Para determinar
si en un punto que satisface las condiciones de primer orden la funcién tiene
un maximo o un minimo, se debe encontrar el determinante de la matriz
hessiana en el punto critico. Si [H| > 0 la funcién tiene un méximo y si
|H| < 0 la funcién tiene un minimo.

Ejemplos
1. Para clasificar el punto critico de
flx,y) =2y — 2z — 2y — 1 sujeta a x — 2y = 0,
encontrado anteriormente, se calculan las derivadas de segundo orden

del lagrangiano: Ly, = 0, Loy = 1, Loy = 1, Lyy = 0, L\ = —2,
Lx=0,m=1yn=2. Asi:

A~

0
|H(2,1,0)]=|1 0 —2|=—4.
1
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Por lo tanto,

arg min {f(z,y) =2y —z -2y — 1|z -2y =0} = {(2,1)}

min{f(z,y) =2y —x—2y—1|z—2y=0}=-3.
2. En la solucién del problema
Minimizar C(K,L) =rK +wL sujetoa Q(K,L)=gq.
Las segundas derivadas del lagrangiano
L(K,L,\) =rK+wL+ Aq—Q(K, L))
son:

Lxrk = -MKK, Lxr =—-MKL, Lrx = —MLK,
Lrr =—-XQrrL, Ly =—Qx, Lry=—-Qr

El determinante de la matriz hessiana del problema,

) —Qk QL
Hp (K,L,\)| = |-Qr —AQxr —MQkL
—Qr —AQrx —AQrLL
0 Qr Qr R
=-ANQr Qrxrx Qrr|=-\ ‘HQ (K, L)‘
Qr Qirx QrLr

Para que el punto, (K*, L*, \*), que satisface el teorema de Lagrange

sea un minimo el valor del determinante )ﬁ r (K*, L*, )\*)’ debe ser neg-

ativo lo que equivale a que ’f[@ (K*,L*)‘ es positivo ya que q, K* y
L* representan cantidades de producto e insumos respectivamente, y
en las condiciones necesarias se tiene que A > 0. Para que esta ulti-
ma condicién se cumpla basta con que la funcién @ sea cuasicéncava,
de esta forma los valores que satisfacen las condiciones necesarias del
teorema de Lagrange son los argumentos minimizadores del problema.

3. Las funciones de demanda marshallianas

M (py,pyym), Y™ (pe, py, m)
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determinan las cantidades de bienes que debe demandar un consumidor
si quiere maximizar su utilidad dada una restriccidon presupuestal; esas
funciones son la solucién del problema:

Maximizar U(xz,y) sujeto a p,x + pyy = m.

x, y representan las cantidades, p, y py los precios, U la funcién de
utilidad y m el ingreso disponible. El valor de U o6ptimo se conoce
como funcién de utilidad indirecta y se nota

V(pa,py,m) = U™, y™).

Para el problema

Figura 6.3: Las curvas de nivel de U se mueven en direccién
del gradiente hasta alcanzar el dltimo punto sobre la curva

Pz + pyy = m.

Maximizar U(z,y) sujeto a p,x+pyy=m
Las segundas derivadas del lagrangiano
L(K,L,A) = U(z,y) + AMm — pex — pyy)
son:

»Cmc = U:ca:v Ewy = ny) Eyac = Uyam
Yy — Uyy; Lox = —Pz, »Cy)\ = Dy

&
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El determinante de la matriz hessiana del problema,

R 0 —Px Dy
‘HE (xaya /\)‘ = =Pz Uz Uy
—py Uy Uyy

= PxDy Uyac + pwpra:y - szmx - pgngyy
-U. ) P
v 2 (2 ) ()
yx Yy Pz
Si I;TE (:CM, yM, )\M)‘ > 0 el punto, (xM, yM, )\M), que satisface el teo-
rema de Lagrange es un argumento maximizador. Pero esta condicion,
segun las igualdades anteriores, equivale a que la forma cuadratica (en

los precios) pypyUye + p2pyUszy — pZUm — p?cUyy sea definida positiva
que equivale a que la matriz

(_ U:L’x Ua:y )
Uym _Uyy

sea definida positiva, esto es, la matriz hessiana de U es definida nega-
tiva que equivale a U céncava. En conclusion si U es céncava el punto
que satisface el teorema de Lagrange es argumento maximizador.

Para la clasificacion de los puntos criticos en algunos problemas, como el
del ejemplo 2 anterior, es posible usar el siguiente

Teorema 6.3. (Weierstrass) Sea f una funcion real continua en un sub-
conjunto A de R™ compacto; entonces existen a y b en A tales que

f(a) < f(z) < f(b) para todo x € A.
El teorema garantiza que una funcién continua definida sobre un conjunto
cerrado y acotado alcanza sus extremos (maximo y minimo).
Ejemplo
En el problema
flz,y,z,w) =22 +y? sujeta a 2? + 22 +w? =4, y? +222+ 3w’ =9

el conjunto de restricciones es compacto ya que es cerrado y los valores de
las variables estan acotados:

—2< <2, -3<y<3 -2<2<2 y —V3<w<V3.
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La funcién objetivo f(z,y,z,w) = 2 + y? es continua. Por lo tanto, la
funcién tiene extremos en el conjunto definido por las restricciones; puesto
que el teorema de Lagrange generdé 16 puntos criticos, en alguno de el-
los debe estar el maximo y el minimo. Al reemplazar cada uno de los
puntos en la funcién objetivo: f(42,43,0,0) = 13, f(£1,0,0,+v3) = 1,
f(0,41,42,0) =1y £(0,0,+£+/3,41) = 0. De donde se encuentra que

arg max {z° +y* | 22 +2° +w? =4, y®+22° +3w® =9}
= {(£2,43,0,0)},

arg min{x2+y2 | 22 + 22 + w? = 4, y2+222+3w2:9}
= {(0,0,£V3, £1)},

méx {27 + ¢ | 2® + 22 +wP =4, y*+222+3uw* =9} =13

min {2* +y* | 2® + 22 +w? =4, ¥y +2°+3uw? =9} =0

Para este caso, la aplicacién del teorema de Weierstrass, en vez del exa-
men de la matriz hessiana orlada, simplifica el proceso de clasificacién de
los puntos criticos. Sin embargo, clasificar los otros puntos en maximos o
minimos locales requiere la matriz hessiana orlada.

Ejercicios

1. Encontrar y clasificar los extremos (méximos y minimos) de las fun-
ciones, sujeto a las restricciones dadas:

a) xy? sujeto a x + 2y = 2.

S

) 23 4 22y + 22 sujeto a x +y = 0.
) x+y+zsujetoaz?+y?=1,20+2=1.

SN

) x —y+ 2z sujeto a x? +y? + 22 = 1.
) 22y sujeto a 322 + 3y? + 6y = 5.

9¥)

) zsujetoax?+y? =2, x+y+z=0.

) 22+ (y — 1)? sujeto a 222 +y +4 = 0.

) 2% +y? sujeto a 22 + 22 + w? =4, y? + 222 + 3uw? = 9.
i) T —y+ 2z sujetoax?+y?+22 =422 -3y +4z=1.

~

IS NS
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J
k

) 2?2 — 22+ 22 + 22+ zsujetoar+y+z=1 20—y —2z=5.
)
) xzyz sujeto ax +y+ 2z =05, zy + zz + yz = 8.
)
)

x4y + 2 sujeto a 22 + y? 4+ 22 = 4.
m) 2242y — 22 sujetoa2x —y =0, z+ 2 = 6.
n) x? +y? + 22 sujeto a 2% — 9% = 1.

2. Solucionar el problema:

Minimizar 22 + 32 sujeto a (z — 1) — 4> =0

geométricamente. Mostrar que el teorema de Lagrange no se puede
aplicar a este caso. jPor qué?

3. Encontrar los puntos que satisfacen las condiciones necesarias para la
solucién del problema:

1
Méximo de ax’ + §XDXT sujeto a Ax? =b

como una funcién de a, b, Ay D. ay x son vectores 1 x n, b es un
vector m X 1, Ay D son matrices m X n y n X n respectivamente.

4. El modelo
z = an(Ll,K1) +/BQ2(L2,K2) sujetoa L1+ Lo=L, Ki+Ky=K

representa el valor total de produccion de dos bienes sujeta a restric-
ciones de capital y trabajo. K y L son las cantidades de insumos
disponibles y los subindices representan las partes de cada insumo us-
adas en cada producto. Usar las condiciones de primer orden para en-
contrar la forma de repartir los recursos disponibles, capital y trabajo,
para maximizar el valor total de produccion en funcién de «, 5, Ky L
si las funciones de produccion son:

a) CES.
b) Cobb-Douglas.

5. Encontrar las funciones de demanda marshallianas del consumidor y la
utilidad indirecta para cada una de las siguientes funciones de utilidad:

a’) U(.T, y) =2y.
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6. Encontrar las funciones de demanda hicksiana y la funcién de gasto
asociada a cada una de las funciones de utilidad del ejercicio anterior.

6.2. Restricciones de desigualdad

En la seccién anterior se encontraron las condiciones para solucionar prob-
lemas con restricciones de igualdad. Ese tipo de restricciones para dos vari-
ables representa una curva en el plano y para tres variables una superficie
en el espacio. Una restriccién de desigualdad en dos variables, g(z,y) < 0,
representa una porcién del plano limitada por la curva g(x,y) = 0. Un pun-
to para el que g(a, b) < 0 se llama interior a la restriccién y si g(a, b) = 0, el
punto es frontera. De la misma forma, los puntos que satisfacen la restric-
cién g(z,y, z) <0 generan una porcién del espacio tridimensional limitada
por una superficie. El conjunto de puntos factibles estd formado por los
puntos que satisfacen todas las restricciones, en este caso es la interseccién
de las regiones determinadas por cada una de las restricciones. Cuando
un punto factible satisface la igualdad en una restriccién, se dice que la
restriccién estd activa; en caso contrario, la restriccion estd inactiva.

El hecho de que una restriccién esté o no activa en la solucién de un
problema juega un papel importante, si por ejemplo se estd solucionando
un problema de maximizacién del beneficio de una empresa que tiene re-
stricciones de mano de obra, espacio de bodega disponible y maquinaria y
en la solucién la tunica restriccién activa es la de bodega, entonces eso indi-
ca que la manera de mejorar los beneficios de la empresa es ampliando la
bodega. Si en la solucion hay dos restricciones activas, por ejemplo, el espa-
cio para almacenamiento y la mano de obra, para mejorar el valor objetivo
es necesario relajar las restricciones activas, esto es, ampliando la bodega y
aumentando la mano de obra. Si para el caso la solucién es interior (ninguna
restriccién estd activa), es posible reducir las restricciones y seguir mante-
niendo el valor de la funcién objetivo. El comportamiento de las soluciones
se enmarca en el llamado andlisis de sensibilidad donde se determinan
las variables y variaciones que afectan las soluciones de un problema de
optimizacion; para hacer este tipo de andlisis existen una gran cantidad de
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herramientas computacionales, tal vez la més accesible es Solver de Excel,
en la cual es posible solucionar problemas de optimizacion restringida y
hacer el andlisis de sensibilidad con base en la solucién alli encontrada.
En la solucién de problemas restringidos basta considerar sélo uno de
los tipos de problema, ya sea el de maximizacion o el de minimizacién, pues

Minimo de f = —Madaximo de (—f).

Por esta razén aqui solamente se examinan problemas de maximizacion.
Ademsds de los resultados que dan los teoremas, el comportamiento de la
funcién objetivo y las restricciones ayudan en la solucién de este tipo de
problemas. Asi por ejemplo, una funcién objetivo convexa con un punto
critico interior y un conjunto factible convexo tiene minimo en el punto y
méximo en la frontera.

Algunos problemas en dos variables se pueden solucionar graficamente;
para esto se localiza la regién definida por las restricciones (conjunto de
puntos factibles). Para determinar los puntos donde la funcién objetivo
alcanza sus 6ptimos se examina el comportamiento de su gradiente. Si el
gradiente es cero en puntos interiores, el comportamiento de su hessiana
determina el comportamiento de la funcién objetivo en ellos. Si el gradi-
ente no es cero en los puntos interiores, su direccién indica hacia dénde
moverse para alcanzar los éptimos (que se alcanzardn en puntos frontera).
El méximo se encuentra en el punto del conjunto de puntos factibles mas
alejado del origen siguiendo la direccién del gradiente, y el minimo en el
punto méas alejado en contra de la misma direccion.

Ejemplo

Para encontrar los 6ptimos de
flz,y) =z +ysujeto aa® +y> <4, ¢’ <z, >0 y>0,

el gradiente de f es (1,1), la regién definida por las restricciones es convexa,
ya que las funciones g(z,y) = 22 + 4% y h(z,y) = y? — = son convexas y las
restricciones son contornos inferiores. Asi, el minimo de la funcién estd en
(0,0) y el maximo en <(\/17 —1)/2,4/ (V17 — 1)/2> que son los puntos

mas alejados del conjunto en contra y a favor del vector gradiente de la
funcién (1,1).
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Como en el caso de restricciones de igualdad, las condiciones necesarias
para encontrar las soluciones del problema:

Maximizar f(x)

(
(

g2(x)

sujeto a g1 (x)

>0
>0
gm(X)ZO

estan dadas en el siguiente teorema:

Teorema 6.4. (Karush-Kuhn-Tucker) Sean f y gi, parak =1,2,...,m,
funciones diferenciables en un conjunto abierto no vacio A C R™. Si a es
es el mdzxzimo de la funcion f sobre el conjunto

An{x| gi(z) <0 para k=1,2,...,m},

I C{1,2,...,m} es el conjunto de las restricciones activas en a y la matriz

(gg' tiene rango #(I). Entonces existen reales pu1, pa, - - ., fm tales
I/ #(I)xn

que

Vi(a) =) wVgia)
=1

)
pe >0 vy prgr(a) =0, para k=1,2,...,m.
La matriz (2% estd formada por los gradientes de las funciones
Ox;
#(I)xn

g; para i € I, esto es, las funciones que definen los contornos que forman
las restricciones activas en el punto que soluciona el problema. Las ultimas
condiciones del teorema se llaman condiciones de holgura complemen-
taria con ellas se determinan las restricciones activas: si un multiplicador
es positivo, la restriccion correspondiente estd activa.

Nuevamente el lagrangiano del problema:

L(x,p) = f(x1,22,...00) — Zukgk (21,22, ...Ty)
k=1
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resume el resultado del teorema en la forma:

(ii(a):Oparajzl,Q,...,n
uk;i(a):0parak::1,2,...,mconukZO, ygjc(a)go.

Si las restriciones del problema son no negativas (de forma > 0) el la-
grangiano es

m
L (Xvu) = f (.%'1,.%’2, ':Un) + Z:ukgk (-’Bl,ZL'Q, l’n)
k=1

y las condiciones de holgura complementaria se transforman en

oL oL
— =0 k=1,2,... >0 — > 0.
1225 8/«“{: (a) para )4y ,m con pp =V, 'y 8,ulc (a)

El teorema de Karush-Kuhn-Tucker, como el de Lagrange, da condiciones
necesarias para la solucién de problemas de optimizacion restringida. Por
esta razon, la aplicacién de esos teoremas puede producir varios puntos
criticos; determinar cudl es la solucién requiere la aplicacion de condiciones
de segundo orden; sin embargo, cuando la funcién objetivo es convexa o
cuasiconvexa y las restricciones forman un conjunto convexo, las condi-
ciones de minimizacién se convierten en suficientes, y lo mismo ocurre para
problemas que tienen funciones objetivo concavas o cuasiconcavas en prob-
lemas de maximizacion. Para la formalizacién de estos resultados ver, por
ejemplo, Sundaram[Su].

Ejemplos
1. Para aplicar el teorema al problema
Minimo de f(z,y) = z? + 3>
sujetoa(y—x2—10)3 <0, z>2yy=>0,

éste se convierte a maximizacién: cambiando el signo a la funcién objeti-
vo, multiplicando la primera restricciéon por —1 y tomando la segunda
restriccién en la forma equivalente z — 2 > 0 (el teorema solamente
aplica para este tipo de desigualdades).

—Méximo de — f(z,y) = —z* — ¢*
sujetoa—(y—x2—10)320, r—2>0yy>0.
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El lagrangiano para este problema,

3
L(z,y, p1, po,pu3) = —2> —y* —p (y — 2% — 10)°” + pa (z — 2) + p3y,

tiene como derivadas parciales:

L, = —2x+ 6xp (y—x2—10)2+u2, L,,=z-2,
Ly =—2y— 3w (y—m2—10)2+u3, Emz—(y—x2—10)3,
Ly, =1y.

Las condiciones de primer orden producen el sistema de ecuaciones

—2x + 6z (3/_$2_10)2+H2 =
—2y — 31 (y—x2—10)2+u320
,ul(y—a:2—10)3:0

p2 (z—2)=0

L3y =0

Las tltimas tres ecuaciones equivalen a ;1 = 0oy =22+ 10, s =00
x =2,y pug =0 oy = 0. Para encontrar la solucién se deben analizar
8 combinaciones: p1 =0, p1 > 05y po =0, uoa >0,y pg =0, pusz > 0,
que se pueden visualizar en la tabla

/1,100 O+ |0|+]+|+
w00 | +]0|+]0]|4+ |+
i3 0|+ |00 +]|+]0]+

De las cuales si u; = ug = 0, la primera ecuacion se reduce a x = 0, pero
ésta no satisface la primera restriccion. Por lo tanto, se desechan las dos
primeras combinaciones de la tabla. Las seis combinaciones restantes
son:

w Sipg =0, pu2 >0y pus =0; x=2. Reemplazando en la segunda
ecuaciéon —2y = 0, de donde y = 0, y de la primera ecuacién
Mo = 20 =14

= Sipg >0, pu =0y pu3 =0;y =22+ 10. Reemplazando en la
primera ecuacién x = 0 que no es factible (no satisface la segunda
restriccion).
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m Sipg =0, 4 >0y pus >0; 2 =2, y=0. La primera ecuacién
se reduce a pus = 2x = 4 y la segunda a pu3 = 2y = 0, contrario
al hecho que p3 > 0. Por lo tanto, esta combinacién no genera
solucién.

w Sip; >0, =0y pu3>0;y=2>+10y y =0 que es imposible
para cualquier y.

2 Sipg >0, p0>0yp3=0;y=22+10,2z=2.Dedondey = 14y
la segunda ecuacion se reduce a p3 = 2y = 28 en contra de pz = 0.

m Sipg >0, 42 >0y p3>0;y=22+10,z =2, y = 0. Imposible
para cualquier y.

Por lo tanto, la solucién del problemaes: x =2,y =0, u; =0, o =4y
s = 0, resultado de la primera combinaciéon examinada anteriormente.

2. Encontrar el costo minimo de producir ¢ unidades usando como insumos
capital K y trabajo L mediante una funcién de produccién Leontief, es
decir, encontrar:

Minimo de C(K,L) =rK + wL
sujeto a min{aK,bL} = q.
El problema se lleva a la forma:
—Méximo de — C(K,L) = —rK —wL
sujetoa aK >¢q, bL>q, K>0, L>0.
Su lagrangiano es:
L=-rK—wL+ p(aK —q)+ p2(bl — q) + p3K + psL.

Sus derivadas parciales son:

oL oL
o = T hamtas, or = —wtbus +pu,
y los puntos que satisfacen las condiciones necesarias son las soluciones
del sistema:
—r+apy +p3 =0
—w + by + p1g =0
pi(aK —q)=0, w1 >0, aK—qg>0
po(bL —q) =0, p2>0, bL—q>0
pskK =0, puz3>0, K>0
pal =0, pg >0, L=>0
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Puesto que K y L no pueden ser cero, la funcién tiene insumos es-
enciales para la produccién (si alguno es cero no se puede producir),
entonces u3 = pg = 0. Reemplazando estos valores en las dos primeras
restricciones y despejando, py = 7 y p2 = . De la tercera y cuarta
ecuaciones, K* = 4y L* = 1. El costo éptimo es el valor de la funcién
objetivo calculada en K* y L*,

* _ o _ .4 a9_ _(r, w
¢ —C(T,w,q)—ra—l—wb q(a+b>

Esta funcién es lineal en los precios de los insumos.

3. Para minimizar el costo de producir por lo menos ¢ unidades usando
dos insumos K y L mediante una funciéon de produccion lineal, se debe
solucionar el problema:

Minimizar C(K,L) = rK +wL
sujetoa aK +bL >¢q, K >0, L>0.

El lagrangiano es
L(K,L,p1,p2,p13) = —(rK +wL) + p1(aK +bL — q) + po K + psL

sus derivadas son

875——7“4-@ + a—E——w—i—b +
oK M1 T p2, oL M1 T H3-

La solucién del problema satisface las condiciones:

—r+ap +p2 =0

—w+bus +pu3 =0

p1(aK +bL —q) =0, py >0, aK +bL —q>0
K =0, pu>0 K>0

(3L =0, pz=>0, L=>0

Como en el primer ejemplo de esta seccién, la tabla

w0100 +1]0
w2 |01 0| +|10]4+|0]+
w3 |0 4+]10] 0]+

+ 4|+
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ayuda a determinar la solucién.

11y po no pueden ser simultdneamente cero porque al reemplazar en
la primera ecuacién del sistema, el inico valor de r que la soluciona es
r =0y r es exégeno al problema con valor, en general, no nulo. De la
misma forma g y p3 no pueden ser nulos a la vez porque la segunda
ecuacion solo se satisface si w = 0 y w es exégeno y distinto de cero;
esto elimina las posibilidades 1, 2 y 3 de la tabla.

» Sipg >0, u2 =0y p3 =0; u1 = ¢ en la primera ecuacién, u; = ¢

en la segunda y aK 4+ bL = g en la tercera. Esta combinacion es
solucién solamente cuando = = 7. Si se cumple esta relacién, la

funcion de costo es

C=rK+wl="2K+wL="2

2 2 (aK +bL)

esto indica que las curvas de indiferencia del costo y la restriccién
son rectas paralelas, lo que equivale a que la pendiente de la isocos-
to (—) es igual a la pendiente de la isocuanta (—%). La solucién

es cualquier punto sobre esa recta, para cada 0 < K* < %, el valor
q—aK*

de L* estd dado por la ecuacién L* = ==y en este caso el costo
Optimo es
_aK*
C*=C*"(r,w,q) = %(aK* +bL") = % (aK* + bq;>

w
= S(aK* +q—ak") = q

SN

» Sipug =0y pues >0y us >0, K =L =0, que no satisface la
restriccion de produccidn.

r

» Sipg >0, u2=0ypu3 > 0; up = = en la primera condicion,
p3 = w — b% en la segunda, L* = 0 en la tdltima y K* =  en la
tercera. Para que esta combinacién sea soluciéon es necesario que
w —bZ > 0 (los multiplicadores son no negativos) o % > 3; esto
indica que la pendiente del isocosto es mayor que la pendiente de
la isocuanta.

El costo éptimo es

C*=C*(r,w,q) = q%
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= Sip >0, p2>0ypu3=0K*=0,L"={, 11 =%, pp =r—a¥.
Como en el caso anterior, para que esta combinacion sea solucion
se necesita que r — a7 > 0; esto equivale a que la pendiente de la
curva de indiferencia del costo (isocosto) es menor a la pendiente
de la restriccién aK + bL = ¢ (isocuanta). En este caso,

" = C*(rw,q) = a5

w Sipp >0, u0 >0y pus >0, K =L =0, que no satisface la
condicion aK + bL = q.

En resumen las demandas condicionadas del productor son:

q ;T _w
E[O,a], Sla—g
* * _ q .
K*=K*(r,w,q) =4 %, sig>7
;w T
0, si g <o
q—aK* sr o _w
b 0 e T
L*=L*(r,w,q) =<0, siy >
q W T
b 1y <g
y los valores para el costo 6ptimo se resumen en
w ST _w
9p: SLg =7
C*=C"(r,w,q) =rK*+wl* =g, si®>L
w ;w T
%, Sy <g

, (T w
=qgmin{—,—¢.
a’ b
Que es una funcién de tipo Leontieff en los precios de los insumos.

4. Para solucionar el problema de minimizar el gasto al consumir dos
bienes x y y a precios p, y py respectivamente, cuando se quiere alcanzar
una utilidad w y la funcién es U(z,y) = méx{az, by}, se debe solucionar
el problema:

Minimizar p,x + pyy sujeto a méx{az,by} =u, x>0, y>0
Este problema se replantea en la forma:

Minimizar p,x + pyy sujetoaar <u, by<wu, x>0, y=>0
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su lagrangiano es

L(x,y, p1, fia, 13, f4) = —Da® —Dyy~+p1 (u—az) + po(u—by) + p3x+ pay.

Las condiciones de primer orden son las soluciones del sistema:

—pz —apr +p3 =0

—py — buz + 14 =0

pi(u—azx) =0, pgg >0, u—ax >0
po(u—by) =0, p2>0, u—>by>0
pzr =0, p3 >0, x>0

pay =0, ps >0, y=>0

En este sistema ps y pg son distintos de cero ya que si alguno es cero
—pz —ap1 = 006 —p, —buz = 0, que es imposible porque los precios, los
coeficientes a y b y los multiplicadores son no negativos. De las iltimas
condiciones, x = y = 0, que no es una solucién factible cuando u > 0
por lo tanto el teorema de Karush-Kuhn-Tucker no produce solucién
en este caso.

5. Para encontrar los costos asociados a la funciéon de produccién
Q(K,L,T) = AK® (min{aL,bT})"
se debe solucionar el problema
Minimizar 7K +wL + sT  sujeto a AK® (min{aL,bT})" = q.

Para aplicar el teorema la restriccién del problema se transforma suce-
sivamente en

(min{aL,bT})? = A.(FJ(O‘

al elevar a potencia %,

min{aL,bT} = (A_;J(a)é

esta equivale al par de desigualdades

s () v e (k)

=
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elevando a potencia

B~ 4 B~ 4
(D)= oy (7)

y transponiendo
AK®(L)? >q vy  AK*OT)’ >q.
Por lo que el problema a resolver es
—Maximizar —rK —wL — sT
sujeto a AK®(aL)? > q, AK*(bT)? > ¢
su lagrangiano es
L(K,L,T, 1, p12) = —rK —wl — sT + i1 (AKa(aL)ﬁ _ q)
+ iz (AKa(bT)ﬁ - q) .
Las condiciones necesarias son

Lr =—1+ maAK* Y (aL)? + ppaAK 1 (bT)? =0
L =—w+ Mla,BAKOl(aL)ﬁfl =0
Ly = —s+ puabBAK*(bT)P~1 =0

y las condiciones de holgura complementaria son
i (AK°(aL)’ —q) =0
2 (AKa(bT)’B — q) =0.

Puesto que los multiplicadores no pueden ser nulos ya que los precios
de los factores de produccién son exdgenos, el sistema a resolver es

(—r + 1 AK* Y (aL)P + poa AK*=1(bT)P = 0
—w + p1aBAK®(aL)?~1 =0

—5 + pubBAK*(VT)P~1 =0

AK*(aL)? —q=0

(AKY(bT)? — g =0
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que equivale a

10 AKY N aL)? + ppa AK1(6T)P = r
p1aBAK®(aL)P~! = w
pabBAK®(bT)P~1 = s

AK*(aL)? = q

AK*(bT)? = q.

El cociente de las dos ultimas ecuaciones da

(aL)?

@r)7

de donde aL = bT'. El cociente de la segunda y tercera da

pra(al)Pt w
pob(bT)P~1 s

usando la relacién anterior

al ot 1 pobw
br - as

o p1as = pobw. Despejando en la tltima ecuacion

q

(1) = (al)? = s

que equivale a

bT = ol = (Ag{a)‘la.

En la tercera

B—1

179

B s s AK*\ & s
M2 = AR (T)T T bBAKY \ ¢ b3 (AK)

y de forma andloga, usando la segunda ecuaion,

w
1= 1

af (AK®)7 ¢ 7

qﬁ
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Al reemplaza lo anterior en la primera ecuacién

r=maAK* Y (aL)? + paa AK1(bT)P
— (1 + ) aAK® ()P
= ( = e : 1 /3—1) aAKa_lA;](a
af (AK)8q 5  bB(AKY)Bq F
1
w8 aAK! q w8 aq?B
-G +3) ~(a+3) o

de donde

despejando K

Puesto que L, T, 1 y peo estdn en funciéon de K basta reemplazar en
la ecuacion correspondiente para encontrar sus valores.
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La funcién de costo es

C*=Cx(ryw,s,q) =rK*+wL* 4+ sT*

1 1
. 1 q B 1 q B
= K —_ _— — _—
Ty (A(K*)a) o (A(K*)a)

= (K*)7F [T(K*)a;f} +2 (4 )é + jﬂ
1

a \A

i
= | (5 5) 55 (2) 5

1 L arg) ?
@O [T @ )
ST )T e
@) ()

De los ejemplos 2 y 3 anteriores se nota nuevamente la dualidad que ex-
iste entre las funciones de produccién (restricciones) y el costo (objetivo)
optimo: a una funcién de produccién lineal en las cantidades de insumos
le corresponde una funcién de costo éptimo Leontieff en los precios de los
insumos, y a una funcién de produccion tipo Leontieff en las cantidades de
insumos le corresponde una funcién de costo éptimo lineal en los precios de
los insumos.

El dltimo ejemplo ilustra la dualidad en un caso mas general. En él la
funcién de produccién es una Cobb-Douglas compuesta una Leontieff, en
cantidades, el costo asociado es una funcién tipo Cobb-Douglas compuesta
una lineal, en los precios correspondientes .

Ejercicios

1. Encontrar los extremos de las funciones sujeto a las restricciones

dadas:
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i)
7)
k)
l)
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Méximo de —? —y? + 2xy + 10 sujeto a 22 + 9> < 9, x +y < 1.
Maéximo de = + y sujeto a 2% +y? < 4, y? > x.

Méximo de —22 — 3y? + 3zy + 2 + y sujeto a 2z +y < 2,
—z+y+1<0,2>0,y>0.

Minimo de x? — y sujeto a (y — 2% — 10)> <0, 2 >0, y > 0.
Minimo de z +y + z sujeto a 22 —¢y> =1, 20 +2 =1, 2 > 0,
y > 0.

Minimo de x + z sujeto a 22 + y> <4, 0> 2z +y + 32 > 2.
()ptimos de 22 +2y° sujeto a 2?2+ < 1,2y < 142, 2+2y < 1.
()ptimos de xy + z sujeto a Tz + 2y > 14, 2z + Ty > 14,
r+y+z<12

()ptimos de zy + x4+ y sujeto a 20 + 3y < 12,3z +2y > 6y
rz—1y < 6.

()ptimos de 22 + y? sujetoa zy < 1, x +y < 4.

()ptimos de zy? sujeto a 22 +y? +w? < 16, y? + 422 + 9uw? < 36.
Optimos de zy sujetoa y <4 — 22, x>0, y > 0.

2. Resolver los problemas del ejercicio anterior usando la herramienta

Solver de Excel, y comparar con las soluciones encontradas manual-
mente.

Minimizar el costo de producir ¢ unidades usando como insumos cap-
ital K, trabajo L y tecnologia T" mediante la funcién de produccion

Q(K,L,T) = min{aK, AL°T"},

es decir, solucionar el problema

Minimizar C(K, L,T) = rK+wL+sT sujeta a min{aK, AL“T"} = q.

Minimizar el costo de producir ¢ unidades usando como insumos cap-
ital K, trabajo L y tecnologia T" mediante la funcién de produccion

Q(K,L,T) = min {aK, (aLf + pr)%} ,

es decir, solucionar el problema

Minimizar C(K,L,T) = rK +wL + sT
sujeta a min {aK, (aLf + bT’J)%} =q.
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5. Combinar los teoremas de Lagrange y Karush-Kuhn-Tucker para solu-
cionar los problemas:

a) Minimo de o —y + z sujeto a 22 +y? + 22 < 4, 22 — 3y + 4z = 1,
rz>0,22>0.

b) Minimo de x —y + z sujeto a 22 + 4% + 22 = 4, 22 — 3y + 42 < 1,
y=>0,z=>0.

6. Encontrar las cantidades ¢; y g2 que deben ser producidas por una
empresa en dos periodos para maximizar el beneficio, si los costos
variables unitarios asociados son c¢; y ca respectivamente, el costo de
capacidad instalada es C por unidad de producto, es decir, si se quiere
producir ¢ unidades el costo de instalacién de la planta es C'q y los
ingresos son In (q1¢2).

6.3. Relacion entre las funciones del consumidor

En teoria del consumidor existe una relacién importante entre las funciones
de demanda marshallianas y hicksianas y entre las funciones de gasto y
utilidad indirecta; estas relaciones se encuentran al solucionar uno de los
siguientes problemas:

Maximizar U(z,y) sujeto a p,x + pyy = m (6.1)

Minimizar p,x + pyy sujeto a U(x,y) = u (6.2)

y usar el valor de la solucién como restriccién del otro y observar que los
valores obtenidos como solucién deben coincidir (figura 6.4). Al solucionar
(6.1) se encuentran las funciones de demanda marshallianas y la funcién de
utilidad indirecta, esto es, los valores de las variables que solucionan el prob-
lema son: M (Pz, Py, M) ¥ yM (Pa, Py, m) y €l valor 6ptimo es V' (pz, py, m);
si el dltimo valor se usa en la restriccién de (6.2), éste se transforma en

Minimizar p,x + pyy sujeto a U(z,y) =V (pz, py, m) .
Los valores de las variables de la solucién son:

xh(px,py,V(px,py,m)) y yh(pxapyav(pxapyvm))v

y el valor 6ptimo es
€ (pa:apya 14 (vapya m)) .
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P Uxy)=u

N RS
e
|

x1=xM  pxXx+pyy=m

Figura 6.4: Si la solucién de uno de los problemas (6.1) y
(6.2) se toma como restriccién del otro, las soluciones coin-
ciden.

Puesto que las soluciones por ambos caminos deben ser las mismas, se deben
cumplir las siguientes igualdades:

xh (pgmpyv 14 (pxapyam)) =M (pzapyam) )

Y Dy Dys V (D Dy m)) = 4™ (P pysm)

e (pes Py, V (P, Py, m)) = m.

De la misma forma, si se soluciona (6.2) los valores de las variables son:
" (pz, Dy w) ¥y Y (Da, Dy, 1) ¥ €l valor éptimo es la funcién de gasto e (py, py, u).
Usando este valor en la restriccién de (6.1), éste se transforma en

Maximizar U(x,y) sujeto a p, + pyy = € (pz, Py, u) ,
el valor de las variables en la solucién son:

2™ (pz, 0y, € (D2, 0y,w) ¥ Y™ (D2s Dy, € (D2s Dy, 1))
y el valor objetivo 6ptimo es

V (P2, Py, € Dz, Dy 1)) -

Nuevamente las soluciones deben ser iguales, por lo tanto,

xM (p:capy7 € (vapyau)) = xh (pampya u) 5
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yM (pxapzp € (prapyau)) = yh (pxapya u) s
V (pxapya € (pmpya U)) = u.

Estas igualdades permiten conocer el gasto a partir de la utilidad indirecta y
las demandas hicksianas a partir de las demandas marshallianas o, en forma
reciproca, conocer la demanda indirecta a partir del gasto y las demandas
marshallianas a partir de las hicksianas. La interrelacién entre todas estas
funciones, asi como las encontradas en la teoria del productor, son parte
del tema de la siguiente seccién.

6.4. Teorema de la envolvente

El resultado mas importante del andlisis de sensibilidad es el teorema de la
envolvente, que determina cémo encontrar los cambios del valor éptimo de
una funcién cuando alguno de los pardmetros involucrados en el problema
varian. En el caso de un problema con restricciones de igualdad, el cual
se soluciona con la ayuda de la funcién lagrangiana, el teorema garantiza
que este cambio es igual a la derivada de la lagrangiana con respecto a ese
parametro.
Al solucionar un problema de la forma:

Méximo de f(z1, 22, ..., Tn; a1, A2, .., Q)

sujeto a g(x1, T2, ..., Tp;a1,a02, ..., Q) = 0,

donde las = son variables y las a son parametros, la solucién determina los
valores 6ptimos de cada variable como una funcién de las a,

* *
xy =z, (a1, ag,...,amy) para k=12 .. n.

Al reemplazar estos valores en la funcién objetivo se encuentra el valor
6ptimo de la funcion,

= r"(a) = f(zi(ar, a2, ...,am), v5(a1,a2, ... m), ..., T (a1, 02, ..., ).

Si se quiere evaluar el cambio de este valor 6ptimo debido al cambio de uno
de los a, se deberia solucionar otro problema del mismo tipo; sin embargo,
el teorema de la envolvente garantiza que esto no es necesario y asegura
que basta derivar parcialmente el lagrangiano con respecto al parametro
que cambia sin considerar que las variables en el éptimo son funciones
implicitas de los parametros.
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Teorema 6.5. (Envolvente) Sea

[ (a) = f(zi(a),z5(a), ...z, (a); a1, az, ..., am)
el valor de la funcion objetivo para el problema
Mdzimo de f(x, a) = f(x1,22,...,Tn; 01,02, ..., Gm)
sujeta a g(x, a) = g(x1, 2, ..., Tn; a1, a2, oy G) = 0,

donde a es un vector de pardmetros y x es el vector de variables de decision,
entonces

of _ ot
dap  Oay @

* * .
TS, T 501,82, ,0m.)

Demostracion. La prueba requiere la regla de la cadena y las condiciones
de primer orden. Si el vector x*(a) = (x7(a),z4(a),...,x}(a)) soluciona el
problema,

Méximo de f(x,a) sujeto a g(x,a) =0

en particular satisface la restriccién

g(z"(a),a) = 0,

derivando parcialmente esta igualdad con respecto a ay,
n
ox?
> oot + ga, =0 (6.3)
= O

Por otra parte, usando la regla de la cadena para derivar la ecuacién

(@) = f(zi(a), z3(a), .., 2, (a))

con respecto a ag,

of* ., Oxf
a%_ghwﬁﬁk (6.4)

multiplicando (6.3) por A y sumando a (6.4) se tiene,

or* ° oz} "~ ozt
dar ;faclaak + far, + A <;gmi8ak +9ak>

- ox?
= Z (fﬂcz + )\gﬂﬁl) 87012 + fak + )\gak
i=1
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Puesto que el punto 6ptimo satisface las condiciones de primer orden,
J z; + Az, =0

para cada i =1,2,...,n.

of _ o
8ak - fak + )\gak N 8ak'

O]

El teorema anterior tiene una amplia gama de aplicaciones econdémicas en
la teoria del productor y el consumidor.

Ejemplos
1. Minimizar los costos de un productor sujetos a su restriccion de pro-
duccién,
n
Minimo de C(x) = Zpix,; sujeto a Q(x) = gq.
i=1

La solucién a este problema da las cantidades éptimas de factores que
el productor debe usar como funciones de los precios de los insumos y la
cantidad a producir (funciones de demanda condicionada de factores),

*

xy, = 25(P, q) = x1(p1, D2, -, Pn,q) Para k =1,2,...,n,
y el costo minimo,
C* =C*(p,q) = Czi(pP, ), 23(P, Q)5 -, 2, (P Q))-

El teorema de la envolvente aplicado al lagrangiano
LxA) = pizi + Mg — Q(x))
i=1

al derivar con respecto al precio del i-ésimo insumo,

oC*(p, q)
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conocido como el lema de Shephard. Y al derivar con respecto a la
cantidad,

0C*(p,q) _ s

Reemplazando estas expresiones en C*,

n

) ~ aC* (p,
C*(p,q) = > _pii(p,q) = Zpiagf 9
i=1 i=1 t

esto es, segtn el teorema de Euler, C* es homogénea de grado uno en
los precios de los insumos. El lema de Shephard muestra que la fun-
cién de costos es creciente con respecto a todas sus variables y con las
propiedades de homogeneidad del costo que las funciones de deman-
das condicionadas son homogéneas de grado cero en los precios de los
insumos.

A partir de la definicién es facil probar que la funcién de costos es
concava en precios: para el caso de dos insumos sean Kj, L] las de-
mandas condicionadas correspondientes a los niveles de precios ri, wi;
K3, L3 a los niveles de precios 12, we y K3, L3 a los niveles de precios
Ary + (1 — A)ra, Aw; + (1 — A)ws. Esto significa que para cualquier
combinacién factible K y L,

C*(r1,w1,q) = mK{ +wi L] <K +wil,

C*(ro,we,q) = 12 K5 +wals < roK + wyL.

En particular
C*(r1,wi1,q) < m K3 +wi L3,
C*(ro,we,q) < roK3 + walLs,

multiplicando la primera de estas desigualdades por A, la segunda por
(1 — ) y sumando
AC™(r1, w1, q) + (1 = AN)C*(r2, w2, q)
< [(Ar1+ (1 = Mo K3 + [Awy + (1 — XNwe] L3
= C"(Ary + (1 = N)rg, Awy + (1 = Nwsz, q).

Por otra parte, puesto que el éptimo satisface las condiciones de primer
orden,
oQ

8952-

pi=N'—(p,q) parai=1,2,...,n
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multiplicando la ecuacién anterior por x;

*

xipi:)\xiag(p7Q)paraZ:1727"')n
(2

sumando entre 1 y n,

Swim= 2w 2 (g
i=1 i=1 ¢

Si la funcién @ tiene rendimientos constantes, por el teorema de Euler,
la ecuacion anterior se convierte en

C*(p,q) = X(p,q) - q
en este caso se tiene que

C*(p, q)

= \(p,
. (P, q)

esto es, el costo marginal y el costo promedio son iguales a A*, por
lo tanto A* es constante y el costo C* es lineal en ¢q. En resumen,
si la funcién de produccién tiene rendimientos constantes a escala, el
multiplicador de Lagrange es constante y C* es lineal en g¢.

Puesto que los problemas de minimizacién del costo para el productor y
del gasto para el consumidor son idénticos, todas las deducciones sobre
el comportamiento del costo y las funciones de demanda condicionada
de factores tienen su equivalente en el gasto y las demandas hicksianas.

2. Para maximizar el beneficio del productor
n
II(x) = PQ(x) — Zpixi (6.5)
i=1

donde P es el precio del producto, @ la funcién de produccién y pg es
el costo del k-ésimo insumo de produccion existen dos caminos: uno es
el expuesto en el capitulo anterior, el otro consiste en usar la funcién
de costos y solucionar el problema

Maximo de II(q) = Pqg — C*(p, q). (6.6)
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La solucién del primero (6.5) proporciona las cantidades de insumos
que el productor debe usar (funciones de demanda de factores),

~

T = /I‘\k;(P, p) = /x\k(Paplap% 7pn) para k= 1a 2a -y 1

y la cantidad que debe ofrecer (funcién de oferta del productor),

Q*<P7 p) - Q(@\l(P? p),/Z'\Q(P, p), ...,/.%'\n(P, p))

en funcién del precio de venta y los costos de los insumos. La solucén
del segundo (6.6) genera las cantidades ofrecidas ¢ = Q*(P, p).

Aplicando el teorema de la envolvente al lagrangiano del problema
(6.5), que para este caso coincide con la funcién objetivo, se tiene el
lema de Hotelling,

OIT* (P, p)
oP

OIT* (P, p)
Opi

En consecuencia la funcién de beneficio es creciente en el precio de
venta y decreciente en los precios de los insumos. Reemplazando en IT*,

n

II*(P,p) = i

i=1
esto, segun el teorema de Euler, muestra que IT* es homogénea de grado
uno en todas sus variables, (P,p) y que las funciones de demanda de
factores y de oferta son homogéneas de grado cero. Para determinar
las funciones de demanda de factores en el problema (6.6) se calcula la
funcién de beneficio y se usa el lema de Hotelling.

Sean IAQ, El las demandas de /f\act(/)\res correspondientes a la combi-
nacién_de precios Pp, r1, wi; Kz, Lg las correspondientes a Ps, 2,
wy v K3, L correspondientes a AP} + (1 — APy, Arp + (1 — A\)ro,
Awi + (1 — X)wa. Esto significa que
(P, r,w1) = P1Q (fﬁ,a) - (7’1%1 + w1z1>
> PQ(K, L) — (r K +unL),
I (P, m2, w2) = PQ (IA(Q,EQ) - (7‘2f(2 + w2E2)
> PQ(K, L) — (roK + w2 l).



6.4. TEOREMA DE LA ENVOLVENTE 191

para cualquier K y L. En particular
H*(Pl,rl,wl) > PlQ (I?g,ig) — (’I“ll?g + ’wlig) ,

II* (P, 2, w2) > PoQ (IA(?,,Z:;) - <7‘2f?3 + w2f3> ,

multiplicando la primera de estas desigualdades por A, la segunda por
(1 —X) y sumando

MI*(Pr, 1, wr) + (1= NI ( Py, ra, w2)

> WP+ (1= NP Q (Rs, Ls)

=[O+ (1= M) Ry + (o + (1= Nw) g

=IT" (APL+ (1 = NPy, Arp + (1 — Mo, Awg + (1 — Nwa) .
Lo que prueba que la funcién de beneficio es convexa en precios.

3. Maximizar la utilidad del consumidor sujeto a una restriccion pre-
supuestal,

n
Maximizar U(x) sujeto a Z Dix; =M
i=1
donde pj, es el precio del k-ésimo bien de consumo zp y m es la can-
tidad de dinero disponible. La solucién da las cantidades de bienes

Optimas de consumo como funciones de los precios y la cantidad de
dinero disponible (funciones de demanda marshallianas),

e = oM (p,m) = M (p1,p2, ..., pn,m) para k = 1,2, ...,n,

y la utilidad maxima (funcién de utilidad indirecta),
V = V(p7 m) = U(x{w(p’ m)7 xéw(p7 m)’ ey x’r]y(p> m))'

El teorema de la envolvente aplicado al lagrangiano

L(x,\)=U(x)+ A (m - szitz) )
i=1

al derivar con respecto a los precios de los bienes de consumo, produce:

ov

VM
Op k
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y al derivar con respecto al ingreso disponible

oV
am =

De estas ecuaciones se concluye que la funcién de utilidad indirecta
es creciente en el ingreso y decreciente en los precios de los bienes de
consumo.

Si se hace el cociente de las igualdades anteriores se llega a la identidad
de Roy,

[2)%

aTDk(Pa m)

vV

om (pu m)
Al reemplazar las derivadas parciales de V para aplicar el teorema de
Euler y usar la restriccién del problema,

N )

= _Ifc‘/j(pv m)

muestra que la funcién de utilidad indirecta es homogénea de grado
cero en (p,m), en consecuencia A es homogénea de grado menos uno y
las funciones de demanda marshallianas son homogéneas de grado cero.
La funcién V' es, ademas, cuasiconvexa en p y céncava m: sean

A =A{(z,y) | ppz+pyy <m}, Ay ={(x,y) | piz+pjy <m},

As = {(z,9) | [Apy + (1= Npa] 2+ [Apy + (1 = Npi] y < m}.

As C A; U Ay ya que si (z,y) es elemento de A3 pero no es elemento
de A; ni de As, plz —i—p;y > my pix —|—p§y > m. Multiplicando la
primera de estas desigualdades por \, la segunda por (1—\) y sumando,
Ay + (1= N)p2] 2+ [Ap, + (1 — X\)p] y > m en contra de (z,y) € As.

Para probar que V' es cuasiconvexa en (p.,p,) basta con probar que
sus contornos inferiores son convexos, esto es,

CIV(k) = {(pzapy) ‘ V(px,py,m) < k}

para cada k > 0 es convexo. Sean (p;,,p;) y (p%,pg) en Cly(k), esto es,
V(pglc,p;/, m) <ky V(pi,pf/, m) < k estos son los valores maximos de
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la funcién U(z,y) sobre los conjuntos Ay y As respectivamente. Como
A3 C A1 U Ay,
V(Apg + (1= \p2, Apy + (1= N)pj,m) < k.
Lo que prueba el resultado.
Para mostrar que la funcién es céncava se usan los conjuntos
Bi ={(z,y) | paz +pyy <mu}t,  Ba={(2,9) | pz + pyy < ma}

y
By ={(z,y) | psz +pyy < Amq + (I =X)ma},

un proceso similar prueba que B;UBs C B3 y que la funcién es céncava
en m.

4. Si la funcién de utilidad indirecta por el consumo de tres bienes a
precios pg, py y P COn un ingreso m es

mP

V(pzapyapmm) = %ﬁ
(ap%pf + bp§+ﬁ> :

con a, b, p y o positivos. Usando las igualdades de la secciéon anterior,

eP
u:V(pwapy7PZ7e(pxapyvpzvu)) = ’

_P
(apgpg i bp5+6> atB

despejando e,
B
a+
€ (p:v')pyap27 u) = ul/p (apgpz + bplo/[+/8) :

Aplicando el lema de Shephard:

1 1
e =4 /p (apapﬁ + bpa+ﬂ> = aap®~tpf = zh
Pz Oé‘l'ﬁ xl'z Yy T z ’
1/p T
u at+p -1 h
iy (apé’pf + bpg P ) afpapl " = 2",
ul/p 1

1y
e = 0t g (apip? +bog ™)™ b+ By =y



194 CAPITULO 6. OPTIMIZACION RESTRINGIDA

Para encontrar la funciéon de utilidad, en este sistema de ecuaciones se
despeja u en términos de z®, y" y 2 sin que aparezca ningin precio.
Haciendo el cociente entre z" y 2",

xh ap, B:Eh
= Pz = 7Pz
az

= 0
2 Bpg

En el cociente entre y y 2" se reemplaza esta tltima relacién

—1 —1
v ba+ By bla+ Byt
h -1 -1
z appip” byt [Ep,] ’

b(a+ B)py Pt (azh)ﬁfl
Bt (e

y se despeja py

B aﬁ (Bl'h)ﬁ_l yh ﬁﬁ—l
by = b(a + B) (azh)’t 2h be

Reemplazando py y p. en z", sin tomar en cuenta las h por simplicidad,

ul/p N B B
e L (250

51 +[13—1 a+ ﬁfl
b aB (Br) yl .
b(a+ B) (az)ﬁ_ z
a—1 <ﬁ.’L’ >6
aap,. — Dz
oz

aaul/p . (ﬂl‘)’g . <b( af (ﬁx)ﬁfly ) aiE€1 atpB

az a+B)(az)’" 2
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Despejando u,

1
atpB pa:fﬁ

ax oz b(a+ B) (az)’ ' 2
az Bp
(%)
_fa Br o+ B\
-(5) ()

atB

8 B ﬁ % algﬁ a+p—1 aiﬂzl

a<a> xoth—1za+s +b<b(a+ﬁ)a51> yoth

Esta ultima expresiéon es la funcién de utilidad. Es de notar que como
la funcién de gasto es una CES compuesta de una CD en precios, la
funcién de utilidad tiene la misma forma en cantidades.

a+8—1
P=atB

Para encontrar las funciones de demanda marshallianas existen dos
caminos: usar las demandas hicksianas y las identidades de la seccién
anterior o usar la identidad de Roy.

5. Si el costo de producir ¢ unidades cuando se usan insumos K, L'y T a
precios r, w y s respectivamente es

1—a

C*(r,w,s,q) = qr® (w’ 4 s") »

y se quieren encontrar las funciones de: demanda de factores, demanda
condicionadas, produccién y beneficio.

Para las demandas condicionadas se usa el lema de Shephard:

e
Ci = qar* (w? + )5 = K*(r,w, 5,0)

T

— (64 —a—
cr = (1 —a)gr (w” +8p)17p” pwP~!
p
1—a—
=(1—a)gr® (wf +s") » fwrl = L*(r,w,s,q)
1-— o 1—a—
C: — ( Oé)qT' (wﬁ+sﬁ) » £ psp—l
p
l—a—
=(1—a)gr® (w’ +s) » fel = T*(r,w, s, q)
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si en este sistema se despeja ¢, en términos de K, L y T', encontramos la
funcién de produccién. Haciendo el cociente entre L y T sin asteriscos,

Lo e (B

yentre Ky T
K qar®™! (wP + sp)l_Ta _a(wf +sP)
T (1 — a)qre (wP + sP) = g1 (L—a)rsr!

despejando r

ot +s)T K(%)”ilsyﬂp} T a [(F)7 7 +1)sT
(1—-a)sP 1K (1—a)sP 1K (1

T =

reemplazando en K*

11—«
P

K = qar®™t (w” + sP)

:qa

i (1-a)K
o ((2)7T 1) 7] L1
o] [

r OéT a—1
! >K]
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despejando ¢ se encuentra la funcién de produccion

P

o l—a—1=2
L\ r-1 i
— 1
(5" |

K[1-a)K]*!
=Q(K,L,T)=— |—=
q Q( 9y ) ) o |: aT :|
(1 _ a)aflKa L # (1ia)<17%)
R . <T> +1

P

A
=)+

 va-1 (1=a)(p=1)
- %KO‘ {Lﬁ + T%} z
«

_ (1 _ a)aflKa {Tpfl

aa

}Ua)(”pl)

A partir de esta se encuentra el beneficio y las demandas de factores.

Ejercicios
1. Solucionar el problema:
Minimo de z3? sujeto a z + 2y = 2.

A partir de la solucién encontrada y con el uso de diferenciales y alguna
forma adecuada del teorema de la envolvente, hallar una aproximacion
a la solucién de cada uno de los siguientes problemas. Comparar esta
aproximacién con la solucién de cada variacién del problema; esta solu-
cion se puede encontrar usando el teorema de Lagrange, la herramienta
Solver de Excel o cualquier otro programa que solucione problemas de
optimizacion no lineal:

a) Minimo de zy? sujeto a x + 2y = 3.
b)
)
)

c
d) Minimo de zy? sujeto a —x + 2y = 2.

Minimo de zy? sujeto a  +y = 2.

Minimo de 2zy? sujeto a = + 2y = 2.

2. Hacer lo mismo que el ejercicio anterior, esto es, encontrar la soluciéon

de
C)ptimos dex —y+zsujetoaa® +y*+22=4, 20 —3y+4z=1

y a partir de ésta aproximar las soluciones de:
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a) ()ptimos de x4+ y+z sujeto a 22 +y? + 22 =4, 22 — 3y + 42 = 1.

b) ()ptimos de z +y+z sujeto a 2% +y* + 22 = 3,20 — 3y + 2z = 1.

c) Optimos de x+y+z sujeto a 22 +y? +22%2 =4, 20— 3y +32 = —1.

d) Optimos de z +y+ 2z sujeto a 22 +y2 +222 = 4, 20— 2y +4z = 1.
Sea

f*(av k) = méX{f(xayaa) ’ g(ZC?y) = k}

donde x y y son variables y a y k son parametros. Probar:

. Si

a) fa = fa
b) fi =A%
) f:va +fyaay = 85;-
f*(a,b) = méx{f(z,y) + h(z,a) | g(z,y,b) = 0}.
Probar:

CL) f; = ha(x*,a).
b) fif = XNgp(a*,y*,b).

¢) hea (%) = A" [gu( )+gyb(8 )}Jrgb( Ba) -

. Sea

(k) = max{f(x1,z2,...,x0) | g(z1,22, ..., xn) = k}.

Probar que si f y g son funciones homogéneas del mismo grado, en-
tonces f*(k) es lineal en k, es decir, f*(k) = ak, donde a es una con-
stante, y concluir que el multiplicador de Lagrange para el problema
es constante.

. Encontrar las funciones de demandas condicionadas y los costos 6pti-

mos, si la funcién de produccién es:

a) Q(K,L) = 2K + 3L.

b) Q(K,L)= 200K 2 L5.

¢) Q(K,L)=min{2K,3L}.
d) Q( ) = AK® (aL =" + bT—°)?/?,
) Q(

K,L,T
e) Q(K,L,T) =mi{aK, AL°T?}.
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7.

10.

11.

Encontrar las funciones de demandas hicksianas y de gasto, si la funcién
de utilidad es

Uz,y) = Va? +y°.
Ayuda: los contornos superiores de esta funcién no son convexos.

Encontrar las funciones de demandas hicksianas, marshallianas, de gas-
to y utilidad indirecta, si la funcién de utilidad es:

a) U(z,y) = min{ax + by, cx + dy}, con § > 5.

b) U(z,y) = aln(z —z0) + bln(y — yo), con x > z9 y ¥y > o.
c) Ulz,y) = (w—a)"‘(y—b)ﬂconx>ayy>b.

d) U(z,y,z) = A(min{az,by})” 2

e) Ux,y,z) = Ax + (ay? + bzp)l/p

1) Uy, 2) = [(min{az, by})” + b2f]'/7.

9) Ulz,y,2) = [Az®y? + bz2FP]".

. Encontrar las funciones de demanda de factores, demanda condicionada

de factores, costo, oferta y produccion, si la funcién de beneficio es:
P2
(1) H*(P, T,w) = m
3
b) II*(P,r,w,s) = P;;js).

¢) I*(P,r,w,s) = P (r* + wfs*F).

Donde P es el precio de venta y 7, w y s son los precios de los insumos.

Encontrar las funciones de demanda condicionada y la produccién aso-
ciadas con cada una de las siguientes funciones de costo:

Jrwe.

*

a) C*(r,w,q) =

) C*(r,w,0) = o7 TF F.

¢) C*(r,w,q) =w (1+q+1In(L)).
d) C*(r,w,q) = q(ar + bw).

e) C*(r,w,q) = Agrow=.

f) C*(r,w,q) = q(ar® + bwP)'/*.

Determinar, si es posible, la funcién de produccién asociada a

C*(r,w, q) = gmax{ar, bw}.
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12. Encontrar condiciones sobre los pardametros para que las siguientes sean
funciones de gasto y determinar las funciones de demanda hicksianas,
marshallianas, utilidad indirecta y utilidad asociadas con cada una:

ApSpy
a) e(pz,py,u) = uprrﬁz.
b) e(pz,py,w) = umin{aps, bpy}.
¢) e(pa, Dy, pzyu) = Aup (apl) + bp?)”.
d) e(p:c:pyvpm u) =u [apx + (bpz + Cpg)g] .
ag
e) e(Pe, Dy, Pz, u) = u (ap%pg + bpé’) :

13. Para cada una de las siguientes funciones de utilidad indirecta

a) V(px,pya m) =m (Piac + %)
m(apz+bpy)

b) V(pa:py,m) = /B0,

¢) V(pe,py,m) =Inm — L In (p} +p}).
4) VPa:Py: ™) = b eprran,

Encontrar: xM(pz,py,m), e(pz,py,u) y Uz, y).
14. Sea b
m+a
V(pxapyvm) = bipm + k
Py

Encontrar, si existen:

a) Las condiciones sobre los pardmetros para que ésta sea una funcién
de utilidad indirecta genuina.

b) :cM(px,py,m).

c) e(pa, Py, ).

d) Uz, y).

15. Usar el teorema de la envolvente para probar que la elasticidad de susti-
tucién ok, para una funcién de produccin Q(K.L) se puede expresar
en términos de la funcién de costos en la forma,

C s,
CiCy

OKL =

donde, r y w son los precios de los insumos K y L respectivamente.
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6.5. Ecuacion de Slutsky

El analisis de la eleccién 6ptima del consumidor tiene en cuenta los pre-
cios de los bienes de consumo y la cantidad de dinero disponible para su
adquisicién; por esto las variaciones en alguno de los precios o del ingreso
determinaran variaciones en las elecciones del consumidor.

Es natural pensar que ante el aumento en los precios de un bien, las
cantidades consumidas se deben reducir; sin embargo, Slutsky encontré que
esta visién es demasiado simplista y que el consumidor responde de una
manera mas compleja. La ecuacion de Slutsky analiza la respuesta de los
consumidores ante el cambio en el precio de alguno de los bienes consumi-
dos. Esa ecuacion es la herramienta para explicar como el consumidor debe
tomar decisiones acerca de las variaciones en su ingreso y su consumo para
compensar un cambio de precios y mantener una utilidad.

Por simplicidad y sin pérdida de generalidades supongamos que el con-
sumidor elige las cantidades de dos bienes x e y y que dispone de un in-
greso m. En el momento que el consumidor hace su eleccién debe resolver
el problema(6.1). La solucién de este problema proporciona las demandas
marshallianas:

x Pu, Py, M), Y =Y

Pas Py, M)
y la utilidad indirecta:
V= V(pa:apya m) = U(«TM7Z/M>'

Si el precio del bien x cambia a p!, y el consumidor no quiere (0 no puede)
cambiar su nivel de ingreso, debera solucionar el problema:

Maximizar U(z,y) sujeto a plx + pyy = m.

Esto le proporciona las nuevas funciones de demanda:

oM =M (p:cvpyvm)7 yM = yM (px’py’m)'

De esta forma no sélo cambian las funciones de demanda sino también su
nivel de satisfaccién a V' = V(p;, py, m). Estas nuevas cantidades pueden
ser determinadas usando el teorema de la envolvente en la solucion del prob-
lema (6.1). Usando diferenciales y el teorema de la envolvente, la variacién
de la utilidad estd dada por
oV Apx = %
Ops op |y

= _)‘M(vapya m)xM(p$7 Dy m) (par - px)

AV =V -V~ Ap,
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, . . / . .
Asi la nueva demanda se obtiene al despejar UM en la ecuacién anterior:

V(pay pysm) =V (pz, g m) — AN (p, g, )™ (pi, 0y m) (per — 1)

Para que no haya variaciones en la utilidad, el ultimo producto debe ser
cero. Puesto que hay cambio de precios, el dltimo término es no nulo; el
multiplicador y la demanda en general son distintos de cero; el multiplicador
porque representa la variaciéon de la utilidad ante cambios en la capacidad
adquisitiva (ingreso) y la demanda porque no se estd analizando un caso
particular.

De la misma forma se determinan las variaciones en las cantidades de-
mandadas. Usando diferenciales y el lema de Roy, la variacién en las can-
tidades del bien x es

M Mo, OV (% g%) ’
Ax™ =z — ~ —A T(Pz — Px)
X

despejando

o(212)

o Dz | Om /

2™ (pys pyym) = 2™ (ps, py,m) — — g Pz~ o)
X

Después de desarrollar las derivadas segundas de la funcién de utilidad,

/ !/ , a,n - -
M (pypyym) = M (e, py 1) = (0 — pa) =g

om

de forma andloga se encuentra la demanda de y™’.

En conclusién, si el consumidor no cambia su gasto, no sélo se veran
afectadas sus demandas por cada uno de los bienes sino también la utilidad
alcanzada.

Si el consumidor no quiere cambiar su nivel de utilidad, dada por la
solucién del problema (6.1) ante un cambio de precio del bien z, la restric-
cién presupuestaria sufre un cambio de pendiente esto se ve reflejado en un
giro sobre su interseccién con respecto al eje y. La nueva curva presupues-
taria no es tangente a la curva de indiferencia, por lo tanto, no determina
un nuevo nivel de consumo éptimo y debe ajustarse el nivel de gasto (in-
greso) para hacer que vuelva a ser tangente a la curva de indiferencia de la
utilidad y de esta forma producir las nuevas demandas 6ptimas. Para esto
necesita resolver el problema

Minimizar p,z + pyy sujeto a U(z,y) = V. (6.7)
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La solucién de este problema proporciona las demandas 2" = z"(p,, Py, V),
y" = y"(ps,py, V) v la cantidad de gasto (nuevo ingreso) necesario para
conservar el viejo nivel de utilidad V.

El gasto necesario para conservar el nivel de utilidad es el resultado
de reemplazar las cantidades demandadas en la funcién objetivo que da el
nuevo valor del gasto

e = e(pespys V) = 02" (pe, 0y, V) + pyy" (02, 2y, V).

El cambio en el ingreso y los cambios en las cantidades demandadas se
determinan a partir de las soluciones de los problemas (6.1) y (?7), esto es,
e— I, M — M e yM _ yM Grificamente, al cambiar el precio la curva
presupuestal cambia su pendiente girando sobre el eje y puesto que se hizo
una variacién del precio del bien x; si no se altera el gasto, se debe mover
la curva de utilidad hasta alcanzar la nueva curva presupuestaria como
en la figura 6.5. Si se quiere conservar el nivel de utilidad se debe mover
la curva presupuestaria (linea punteada) hasta alcanzar la vieja curva de

indiferencia de la utilidad.

‘ Q'\‘i‘i‘:tj“'

‘ S~
XM XN| I p, o pyy; m
DX+ =M ‘

Figura 6.5: Si el precio del bien z cambia de p, a pl, las

MM
™yt

cantidades demandadas cambian de M, yM a

Las ecuaciones que relacionan los cambios producidos estan dadas por la
ecuacion de Slutsky que se puede determinar a partir de la solucién de los
problemas (6.1) y el siguiente:

Minimizar p,x + pyy sujeto a U(x,y) = V. (6.8)

Puesto que en la solucién del problema (6.1) la curva presupuestal debe ser
tangente a la curva de indiferencia de la utilidad (moviendo la curva de la



204 CAPITULO 6. OPTIMIZACION RESTRINGIDA

utilidad), en el problema (6.8) se debe tener

la misma condicién (moviendo

la curva de indiferencia presupuestal); los niveles de utilidad producidos por
el problema (6.1) usado como restriccién en el problema (6.8) son iguales;
la solucién de estos dos problemas determina las cantidades demandadas

iguales relacionadas por las ecuaciones

wh(pm,py, V)= xM(

Dz, Dy, e(px,py, V))

Y Dy 0y, V) = Y™ (D2, Dy, €Dy Py V)

derivando la primera de éstas con respecto al precio p, se tiene,

ozt 0xM n oxM dp,
8p:t B 81)90 apy apx
B ozM n ozM Qe

Ops OM Op,

Ode

Para determinar el comportamiento de i
x

volvente a la solucién del problema:

ozM Pe

OM Op,

(%)

se aplica el teorema de la en-

Minimizar p,x + pyy sujeto a U(z,y) = u

esto produce
86 - aﬁ h
Opz B Opz |« B

reemplazando en la ecuacién (*) se encuentra la ecuacién de Slutsky,

ozh  9zM M

Opz - Opz

Despejando,

oxM  Oxh M

= —z
Opz Opz

oM
oM

oM
oM

La ecuacion se compone del efecto sustitucién donde se mantiene un ingreso
constante cambiando el precio de p, y el efecto renta, en la cual el precio

se mantiene constante variando la renta.
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6.6. Algunas funciones y sus duales

El estudio de funciones de produccién se ha limitado al estudio de funciones
diferenciables, salvo la funcién de Leontieff. El tipo de funcién que se quiere,
ademads de no presentar simetria en la ES, debe ser capaz de modelar los
cambios tecnoldgicos producidos por la llegada de un nuevo tipo de insumo
de produccion.

El estudio de la conexién entre las funciones de costos y produccién,
dada por la teoria de dualidad, determina la tecnologia a partir del compor-
tamiento de los costos. Por este método a partir de la forma y propiedades
del costo se derivan la forma y propiedades de la produccién. Asi, la in-
cidencia de un insumo en la produccion se deriva del efecto de su precio
en el costo. Por otra parte, esta teoria permite calcular la ES mediante la
aplicacion del lema de Shephard ([U]) que la transforma en

e
C;Cs

La conexion entre una funcién y su dual viene dada por la soluciéon de un
problema restringido de la forma

Minimo de f(x,a) sujetoa hi(x,a)=0 gi(x,a)<O0.

donde : = 1,2,...,m, k = 1,2,...,p; x representa las variables y a los
parametros.
En el caso de costo y produccién el problema es

n
Minimo de C(x) = Zpix,- sujeto a  f(x) =1y
i=1

El punto de equilibrio proporciona las cantidades éptimas de insumos en
funcién de los pardmetros (precios de los insumos), =} = z} (p,y) para
1 =1,2,...,n, que al ser reemplazados en la funcién objetivo determinan

el costo 6ptimo
C*=C"(p,y) = C(x* (p,y))

conocido como funcién indirecta de costos o dual. En este proceso cada
funcién de produccién f(x) estd asociada con una de costos dependiente
de los precios de los insumos (los p) y la cantidad producida (y), C* =
C* (p,y). La solucién del problema anterior implica la consecucién de los
valores de las z* como funcién de los precios y la cantidad a producir, z} =
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zf (p,y) para i = 1,2,...,n; éstas representan las demandas de insumos
por parte del productor.

En el caso de una funcion de produccién tipo CD el problema anterior
es:

Minimo de C(x szarz sujeto a y = a H z)"

las demandas por insumos:

X

n T
« n « 2R «
a:};:—k<a) klkn< > Rt ,parak=1,2,3,...,n

Pk pai

y los costos:

b
C* = C(a* (p, (pr )

Esto prueba que el dual de una funcién de producciéon CD en las cantidades
de insumos es CD en los precios, de la misma forma el dual de una funcién
CES en las cantidades de insumos es CES en los precios. Los resultados son
susceptibles de generalizar a las funciones encontradas por Uzawa, McFad-
den y Sato ([U], [McF] y [Sa]), es decir, si la tecnologia de produccién es
CES en familias de insumos y éstas a su vez son CD en las cantidades, el
costo deberd ser CES en las familias de los precios y éstas CD en los precios.
Puesto que la simetria de la ES, para funciones doblemente diferenciables,
se deriva de la propia definicién. A partir de las funciones conocidas, es
posible construir formas funcionales que simulen una produccién que cam-
bia la tecnologia al ingresar un nuevo insumo al proceso productivo y de
paso eliminan la doble diferenciabilidad. Para esto, sean x y u vectores
independientes de insumos y considérense los problemas:

Minimo de C4(x Z DiT; Minimo de Cy(u Z Py
sujeto a f(x) >y sujeto a g(u) >y
x>0 x>0

sus lagrangianos son

N= piri+ Ay —f®) yLa(aX) =Y phu;+p(y—g(w)
=1

=1
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respectivamente y las condiciones de primer orden:

zy (pr — AMfr (%)) =0, ur (p. — pgr(u)) =0
Ay —f(x) =0, p(y—g(a)) =0
x>0 u>0
A>0parak=1,2,...,n; pw>0parar=12,...,m.
Por otra parte, para el problema
Minimo de C(x, u) szac, + iju]
sujeto a min {f(x),g(u)} =y, x>0, u>0
equivale a
Minimo de C(x, u) szxl + iju]
sujeto a f(x) >y g(u)Zy, XZO, u>0
que produce las condiciones de primer orden,
zg (P — Afx (x)) =0, My —f(x) =
ur (P — pgr(w)) =0, p(y —g(u) =

x>0, A>0parak=1,2,....n u>0,u>0yr=1,2,...,m
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La solucién econdmica debe ser un punto esquina de las restricciones.
Alli estas condiciones equivalen a las condiciones de primer orden de la
minimizacién de los costos C; y Cs. Por lo tanto, las demandas de factores
encontrados para C7 y C5 (conjuntamente), y C* son iguales. Asi, por el

comportamiento de la funcién de Leontief, C* es la suma de CT y C5.

Aunque el resultado solamente es aplicable a los tipos de produccién
con insumos fuertemente separables, este tipo de funcién sirve de modelo
para producciones en las que la llegada de un nuevo insumo cambia el tipo
de tecnologia; para esto basta adecuar las variables involucradas.

Si las funciones de produccion en el problema de encontrar C* son CD,

W m
C* (x(p,y),u(p',y (pr ) +B [y ]}
j=1

1
k=1 Pk
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y la ES entre insumos x o u depende de todos los precios, en contra del
supuesto implicito en la funcién sobre intensidad de uso de los factores. Este
resultado que generaliza el encontrado por Blackorby y Russell ([B y R])
indica que la ES entre factores x puede variar aun si los precios de los
factores involucrados permanecen constantes y solamente varian los precios
de la otra familia. Puesto que la ES aun en el caso anterior resulta simétrica,
ya que la funcién C* es doblemente diferenciable. Se examina una funcién
definida a trozos, a partir de la CD; ésta modela un cambio estructural con
los mismos insumos,

AK°LP, siK > [%La—ﬂ}ﬁ

BK°L’, siK < [BLoP)—
cuya dual
. @ —(6+0 @ ac—f4
Clogt.p) = 4 E @) st ()T () (G
pb,p,Y) = 1 o (4o o aoc—B36
b @))7 s ()T < (B (3)

es en general no diferenciable y su ES es no simétrica.

La solucién que proponen Blackorby y Russell ([B y R]) al compor-
tamiento de la ES es cambiar el concepto de elasticidad y usar el de
Robinson-Morishima (ESM): el cambio producido en la relacién de las can-
tidades de factores dividido por el cambio producido en la tasa marginal
de sustitucion,

M _ alog(xk/xi) _ fack F; fack Fir

o = =
P Olog (fi/fi)  wi |F| wy |F

esta definicién, en general asimétrica®, es mas adecuada, segin [By R],
para medir los cambios en las cantidades demandadas determinadas por

cambios de los precios.
Aplicando el lema de Shephard se tiene la expresién

Jg\k/[ _ PeCl _ PeChry
T T q

'Las condiciones de la definicién se determinan a partir de la interseccién de las
funciones componentes.

2En [K] se prueba que una funcién tiene ESM simétrica si y sélo si es una transfor-
macién monétona de la CES.
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y a partir de ella las ESM para la funcién del problema (?7) anterior son

M -1 Bk M —1— ;

O’iﬂiﬂk m n

> B >

Jj=1 Jj=1
mientras que 0g,y, = Ou,z; = 0; las cantidades demandadas de los factores
de una familia no se ven afectadas por los cambios en los precios de la otra.
Este hecho ignora que puede ser posible cambiar la dependencia de factores
ya que la produccién, que inicialmente usa solo una familia, podria sustituir
todos sus factores a la otra familia.

A partir de estos resultados se deben analizar funciones que permitan
sustitucién parcial entre insumos, p.e. f(K, L,T) = max {AKO‘LB, BK°T® };
en este caso se escoge entre dos tecnologias que usan un insumo comun, y
generalizar el estudio a otros tipos de funciones.

Ejercicio
Probar que si la tecnologia de produccion es CES en familias de insumos

y éstas a su vez son CD en las cantidades, el costo debera ser CES en las
familias de los precios y éstas CD en los precios.

6.7. Separacion

Un resultado 1til en la prueba de algunos resultados en la teoria econémica
es el teorema que garantiza que dos conjuntos convexos disyuntos se pueden
separar por un hiperplano. En R? el teorema dice que los conjuntos se
pueden separar por una recta, en R? los conjuntos estan separados por un
plano, para dimensiones mayores a tres lo estan por hiperplanos.

El siguiente teorema prueba que se puede separar un punto de un con-
junto convexo y compacto,

Teorema 6.6. Sean A un subconjunto convexro y compacto de R™ y u un
punto en el complemento de A (u ¢ A). Entonces existe un hiperplano que
separa el punto u del conjunto A.

Demostracion. Sea D4(x) = ||u — x|| la distancia de un punto x € A a u,
como el conjunto A es compacto el teorema de Weierstrass garantiza que
la funcién D4 toma su minimo en algin punto de A. Sea

a=argmin{Dy(x) | x € A}.
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El hiperplano buscado pasa por el punto a y es perpendicular al segmento
de recta que une u y a. Esto es,

H={x|(u—a)-x=(u—a)-a}

H es el contorno a nivel (a — u) - a de la funcién

Figura 6.6: El punto u y el conjunto A estdn en lados op-
uestos del hiperplano H.

esto es,
H = CLx)((u—a)-a).

Basta probar que u y los elementos de A estan en lados opuestos de H.
Como A es convexo y Da(a) = |J[u — a|| < Da(w) = |Jlu — w|| para
w € A, entonces si z=Aw + (1 —ANacon 0 < A < 1,

[u—alf® — fJu—z||* = [[u—alf® — [Ju— Aw + (1 - Aa]||”
=|lu—all’ —[[(u—a) = A(w —a)]|]”
=2\(u—a)-(w—a)— \|lw—al*<0.

Simplificando A en la tdltima desigualdad,
2(u—a)- (w—a) — Alw —al> <0,
o en forma equivalente para 0 < A < 1,

2(u—a) (w—a) - A||lw—alf?

—2[(u—a)-w— (u—a)-a] - Ajw—al]

— 2[L(w) — L(a)] - Allw — a]* < 0.
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Puesto que esta condicién se cumple para cualquier A suficientemente cerca

a cero, entonces
2[L(w) — L(a)] <0,

simplificando y transponiendo,
L(w) < L(a).
Por otra parte como u ¢ Ay A es compacto,

O<|u—alf=(u-a)-(u-a)=(u—a)-u—(u—a)-a
= L(u) — L(a).

Por lo tanto, de las desigualdades anteriores se tiene
L(w) < L(a) < L(a).
O

Para probar que dos conjuntos disyuntos convexos compactos se pueden
separar basta aplicar el teorema anterior a un conjunto y un punto del otro.



Capitulo 7

Dinamica discreta

En este capitulo se estudian modelos que involucran variables dependi-
entes del tiempo y de valores de la misma variable en periodos anteriores,
conocidas como variables autorregresivas, y sistemas de variables que
interdependen en el tiempo que vistas en términos vectoriales se denominan
vectores autorregresivos.

El céomo los demandantes responden a los precios en una economia
discreta (los precios solamente cambian en ciertos intervalos de tiempo)
depende de cémo fluye la informacién y de quién modela el fenémeno. Si la
informacién fluye instantdneamente y la cantidad demandada en el momen-
to t solamente depende del precio en ¢, entonces la demanda es una funcién
continua, Dy = D(p;). Si depende unicamente de las expectativas de los
precios en t — 1 y los precios en t, la demanda es discreta, Dy = D(pg, pr—1)-
De la misma forma, los productores determinan las cantidades ofrecidas
para bienes que se producen instantaneamente, o la cantidad ofrecida de-
pende de los precios en t, t — 1, etc. Asi se encuentran, por ejemplo, las
cantidades producidas por el sector agricola que estan determinadas por los
precios del periodo anterior. Si ademaés las cantidades son funciones lineales
de los precios, entonces Dy = ap; + by Op = cp; + d con valores adecuados
para los coeficientes

El proceso de ajuste de los precios y las cantidades genera el llamado
“proceso de la telarana” para un precio y cantidad iniciales pg y qo. Si hay
un exceso de demanda en el primer periodo, los precios tenderdn a subir.
Al incrementarse los precios, en el proximo periodo los oferentes estarin
dispuestos a incrementar la cantidad ofrecida, lo que produce a su vez un
exceso de oferta, forzando los precios a bajar, y asi sucesivamente. Este

212
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proceso, dependiendo de las curvas de oferta y demanda, converge a algin
precio y cantidad de equilibrio, diverge o se queda en un ciclo. En este
capitulo se estudiard bajo qué condiciones este tipo de modelos convergen
y qué significa converger. Lo mismo se hace para modelos continuos en el
siguiente capitulo.

7.1. Swucesiones

Definicion 7.1. Una sucesion de niumeros reales es una funcion cuyo
dominio es un conjunto infinito de naturales o enteros y su recorrido es
un subconjunto de niumeros reales. Se usa la notacion x; para describir los
valores de la sucesion, f(t) = ;.

Ft)=z: ACN SR

Generalmente se considera que las sucesiones tienen como dominio el con-
junto de los naturales pero también pueden definirse en subconjuntos de los
enteros. Cuando se aplican al comportamiento de una variable de estado en
el tiempo, t se considera como la variable tiempo y z; el valor de la variable
de estado en el momento t. Se usa la notacién {z;}n, o més simplemente
{z¢}, para denotar los valores de la sucesién.

0.6
0.4

L .
0.2 . *

Ejemplos

1. La sucesién {z;} = {(t —100)*} es la versién discreta de la funcién
continua f(t) = (¢ — 100)2.
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2. Los valores de {z:} = {(%)t} son {1,-1/3,1/9,—-1/27,...}.

3. Para {z;} = {tl/t} los valores son {1, V2,3, VA4, }

Los anteriores ejemplos muestran definiciones explicitas de sucesiones (si se
conoce el valor de ¢ al reemplazar en la férmula se consigue el valor de x;);
pero fuera de éstas existen formas implicitas para definirlas, cominmente
se denominan ecuaciones de recurrencia o en diferencias; su forma
general es

Tirk = f(ta Tty Tt41s- -+, J:t-l-k—l)

donde f define alguna funcién (campo escalar) y x1,x9, ..., x; son valores
conocidos (valores iniciales).

Ejemplos

1. 2441 = 227 + 1, 11 = 1. Los términos de la sucesién son {1,3,19,...},
en esta forma implicita para calcular x; debemos de antemano conocer
el valor de x;_1 (recurrencia de orden 1).

2. Ty = Tyr1 + X, xg = 1 = 1, sucesién de Fibonacci; los términos de
la sucesién son {1,1,2,3,5,8,13,...}; para calcular un término se deben
conocer los valores de los dos inmediatamente anteriores (recurrencia de
orden dos). De la misma forma se puede definir recurrencia de cualquier
orden.

ZTot+1 = txy + 1,
con 1 = 1 (recurrencia de orden variable).

{$2t:t:ﬂt+t+1

4. 441 = kxi(1 — x4) (recurrencia de orden 1), ecuacién logistica. Esta
sucesion fue una de las bases de la teoria del caos.

5. Si se hace una inversién de $c a una tasa constante del r % por periodo,
la expresion que determina el capital acumulado en el periodo ¢ es

Cy =Ci1+1rCiq1 = (1 + T)thl, con Cy=c.

El valor explicito de C} es el capital alcanzado por la inversién después
de t periodos.
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Las sucesiones se pueden clasificar segin el comportamiento de sus térmi-
nos. La sucesién {x;} es creciente si y sélo si

Ti41 > x¢ para todo t.

Si f(z) es una funcién creciente para todo = y x; = f(t) para todo t
entero positivo (z; es la restriccién de una funcién de variable continua),
entonces {x,} es una sucesion creciente. De forma andloga se define sucesién
decreciente cambiando > por <. Una sucesion creciente o decreciente se
llama mondtona.

.
.
B
® .
* o
R R I T

5 10 15 20 25 30

Figura 7.2: Gréafico de una sucesién decreciente.

Ejemplo
Con esta definicién la sucesién z; = t? es monétona creciente ya que
_ 2 _ 42 2 _
$t+1—(t+1> =t"+2t+1>t° = xy.

De otra forma, la derivada de la funcién f(z) = 22 es f'(x) = 2x. Para
x>0, f'(x) >0y como z; = f(t), {a} es una sucesién creciente.

Si al comparar tres términos consecutivos de una sucesion, xy, Ti41,
Zy+2, éstos se comportan de alguna de las siguientes formas:

Tppo > Tl Y Tepl < Ty, O Tppo < Tyl Yy Tyl > @ para todo

la sucesién es oscilante.
Existe un criterio de clasificacién de sucesiones oscilantes que tiene en
cuenta la distancia entre sus términos consecutivos:
Si
|Ttro — T441] = |2e41 — 24| para todo t,



216 CAPITULO 7. DINAMICA DISCRETA

(la distancia entre dos términos consecutivos permanece constante), la suce-
sién es oscilante regular.
Si
|Tt12 — x4q1] < |x441 — 24| para todo t,

(la distancia entre dos términos consecutivos decrece), la sucesién es os-
cilante amortiguada.
Y si

|Tipo — Ti41] > |2i41 — 24| para todo t,

(la distancia entre dos términos consecutivos se incrementa), la sucesién es
oscilante explosiva.
Otras clasificaciones ttiles son:
Una sucesion es acotada superiormente si existe M > 0, llamado
cota superior, tal que
x¢ < M para todo t

(si todos los valores de la sucesién son menores que algin ntmero real M).
Noétese que todo ntmero mayor que M es una cota superior. De forma
analoga se define acotada inferiormente.

Una sucesion es acotada si lo es superior e inferiormente, es decir, si
existe un M > 0 tal que

|z¢| < M para todo ¢

(esto significa que todos los puntos de la sucesién estan entre los valores
y=M,yy=-M).

Ejemplos

1. {2+(;1)t }, representada en la figura 7.1, es oscilante amortiguada y
acotada.

2. La sucesién {z;} = {(—1)'2'} es oscilante explosiva y no es acotada.
3. La sucesién {z;} = {(—1)!37'} es oscilante amortiguada y acotada.
4. La sucesién {z;} = {(—1)*} es oscilante regular y acotada.

5. En general la sucesién {r'} es: creciente, si 7 > 1; constante, sir =1 o
r = 0; decreciente, si 0 < r < 1; oscilante regular, si » = —1; oscilante
amortiguada, si —1 < r < 0, y oscilante explosiva, si r < —1.
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Definicién 7.2. Una sucesion {z;} converge a L si y sdlo si

lim z; = L,

t—o0
es decir si para todo € > 0 existe N > 0 (que depende de €) tal que para
todot > N, |xy — L] < e.

Aqui se puede observar que todas las propiedades sobre limites que se
cumplen para funciones, se cumplen para sucesiones y que, en particular,
si una sucesién corresponde a la version discreta de una funcién continua
de la que se conoce el limite a infinito, la sucesiéon convergera a ese mismo
limite. Uno de los resultados més importantes en la teoria de sucesiones es:

Teorema 7.1. Una sucesion mondtona acotada es convergente.

Ejemplos

1. La sucesién {x;} = {r'} converge a cero si —1 < r < 1, y converge a 1
si 7 = 1. En cualquier otro caso la sucesion es divergente.

2. Sea Sy =1, Si41 = Sy +rtt1, esta sucesién representa la suma de los ¢
primeros términos de la sucesion del ejemplo anterior,

Sy=1+r+ri+.. 47t (7.1)

para encontrar la forma explicita de esta sucesion se multiplica cada
uno de los términos de la ecuacién (7.1) por .

rSy =71 +r4 .ttt
al restar esta tltima ecuacién de (7.1) se tiene que
St — ’I”St = (1 — ’I”)St =1- ’I"t+1.

Sir#1,
1—?”t+1
S, =
t 1—7r

ysir=1, 5 =t+ 1, por lo tanto esta sucesién converge a 1% siy

-
s6losi —1 <r<1.
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3. Para un mercado de un bien en el que las cantidades demandadas y
ofrecidas dependen del nivel de precios en cada periodo,

Dy =D (pt) = a — bpy, Or = O (pt) = Bpt — a,

y en el que el precio se ajusta en cada periodo de acuerdo con el exceso
de demanda en el periodo anterior,

per1 —pt = 0[Dy — O = 0a — bpy — (Bp: — a)],

donde 6 es un pardmetro de ajuste. Si se quiere encontrar el compor-
tamiento de los precios en cada momento del tiempo, se debe encontrar
p¢ en forma explicita en la siguiente ecuacién de recurrencia,

pry1 =pi+0[a—bp — (Bpr — )] = [1 = 0(b + B)]pt + 0a + a,
en forma simplificada
pi+1=Ap + B
con A y B constantes adecuadas. Puesto que la recursion se satisface
para los precios en todos los periodos, al iterar el proceso hacia atras
se tienen las siguientes equivalencias:
pr=Api—1+ B =A(Api_2+ B)+ B
= A’p; 9+ AB+B=A?(Ap,_3+B)+ AB+ B
= A’p_3+A’B+ AB+ B = A*(Ap,_4+ B) + A’B+ AB+ B
= A'p; 4+ A’B+ A’B+ AB+ B

= AFp, .+ AF'B+ A 2B+ .. 4+ AB + B,
si k =t en la Ultima expresion y se usa la férmula del ejemplo 2 anterior
para B # 1, se obtiene

t—1
pi = Alpg —l—BZAk = Alpy+ B
k=0

B B
= At — .
(po 1—A>+1—A

Reemplazando los valores

1- A
1-A

A=1-00b+p) y B=0a+qa,
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se tiene
B Ola + a] Ola + a]
=4 (pO‘ 1—[1—9(b+6)]> "0+ 5)
a+ o a+ «
=4 (po— b+ﬂ> Ry
= A" (po — p) + P,
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donde p es el precio de equilibrio en el caso de que el mercado sea
estatico. La ecuacién dice que el precio en cada periodo es igual al
precio de equilibrio mas el valor del desajuste inicial distorsionado.
La distorsiéon se da de acuerdo con el comportamiento de la sucesién
{[1 — 6(b+ B)]"}. Para analizar la convergencia basta comparar los val-

ores de 1 — (b + ) con los de 7 en el ejemplo 1 anterior:

nlD o P

Pa

P2 -

P B I
ps,
Ps -

qe q4 :C12 Ch: qs qs q7

t

Figura 7.3: Dindamica de la interacciéon cantidades-precios,

cuando el equilibrio es inestable.

a) Si0<1—-0(b+ B) < 1, los precios decrecen hacia el precio de

equilibrio.
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b) —1 < 1—6(b+ B) <0, los precios oscilan de forma amortiguada
y convergen hacia el precio de equilibrio.

c) STA=1-600b+p) =1,

t—1
Dt ZAtpo+BZAk =po + Bt
k=0

que converge solamente cuando A = 0, lo que equivale a que 6 = 0.
En este caso los precios son constantes para todo t.

d) Si
B _
Pbo = 1-A =D
la sucesion es constante y por tanto converge.
e) Sil—0(b+p8) = —1, los precios oscilan en dos valores, py y 2p— po.

f) Para los otros casos, 1 —0(b+ ) < —101—0(b+ ) > 1; los
precios divergen en forma oscilante explosiva en el primer caso y
creciente sin limite en el segundo.

4. Usando la deduccién anterior la solucion de la ecuacién lineal no ho-
mogénea de primer orden,

Ti4+1 = 21}5 + 3, Tro = 100

€s

3 3
=2 - + =21 —3=103(2") —
T <x0 1_2> T3 (100+3) —3=103(2") -3

Ejercicios

1. Encontrar los primeros 10 términos de la sucesién definida por la re-
cursién
Tor =ty +t+1
Topy1 = twg + 1,

con r; = 1.
2. Encontrar una sucesion oscilante amortiguada que sea divergente.

3. ;Toda sucesién oscilante explosiva es no acotada?
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4. Clasificar las siguientes sucesiones:

a) {3sent). b) {3tsent;}. ¢) {(;)tsentg}.
d) {(;)tsent}. ) {etsenst}. f) {;;ﬁ}

5. Encontrar variables econémicas: auténomas, no auténomas, que haya
pasado de auténomas a no auténomas y viceversa.

7.2. Ecuaciones en diferencias

En general, el estado de un sistema dindmico en un momento ¢t depende
de estados anteriores: t — 1, ¢t — 2, ...; estos sistemas se modelan usando
ecuaciones recurrentes en las cuales se utiliza una o varias variables para
describir el estado del sistema. Si el sistema esta regido por n variables en
el momento ¢, se usa un vector x; € R™ para describir su estado en ese
momento; por esta razén x; se llama variable o variables de estado
dependiendo de si es una variable o un vector de variables. El modelo que
rige el estado de un sistema que depende de k periodos anteriores es una
ecuacion de la forma

G <t7xt+17Xt7 <o 7Xt7k+17a) =0

donde G es una funcién de varias variables y varios valores; esta expresion
representa un sistema de ecuaciones, tantas como el niimero de valores de
la funcién G. Cuando el sistema es cuadrado (n ecuaciones y n variables) y
es posible despejar las variables de estado en el iltimo periodo, el sistema
tiene la forma

T1 41 f1 (X, X1,y X k41, Q)

To41 fo(t, x4, X1, ..., X¢—py1,Q)
XtJrl prd . =

Tnttl Jn (6 X, X¢—1, .0, X441, Q)

Este sistema puede ser lineal o no lineal, dependiendo de si las funciones
involucradas son o no lineales en las variables de estado.

El orden de una ecuacién o un sistema es la mayor diferencia entre los
subindices de las variables de estado (k en el caso anterior). Si ¢t no aparece
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como una variable en forma explicita, la ecuacion o el sistema es auténomo
y dependiendo de los coeficientes puede ser de coeficientes constantes o
variables, y si hay términos independientes no es homogéneo. La solu-
cién de la ecuacién o el sistema de ecuaciones es una sucesién o sucesiones
en forma explicita que satisfacen la ecuacion o el sistema. La solucién de
una ecuacion determina la trayectoria que sigue la variable de estado a
partir de condiciones iniciales, esto es los valores de xy. En el caso dis-
creto la trayectoria es la sucesién formada por los valores de las variables
de estado':

X0y X1y X2y oo o g Xtyonn

en el caso continuo la trayectoria es la curva descrita por la funcién o
funciones solucién de la ecuacion o el sistema.

Puesto que cualquier sistema se puede convertir en un sistema de primer
orden o en una ecuacién de orden igual ntimero de ecuaciones del sistema
lineal, con las mismas caracteristicas del sistema original en cuanto a home-
geneidad, autonomia, etc; en adelante solo se analizan sistemas de la forma:

xi+1 = F (t,x4,a).

Ejemplos

1. Tpgg — X4y1 = 230% + 1, es una ecuacion auténoma no lineal con coefi-
cientes constantes de cuarto orden.

2. Tyyo = X441 + X4, €s una ecuacién lineal homogénea con coeficientes
constantes de segundo orden.

3. xyy9 = txy+1t+1, es una ecuacion lineal no auténoma de segundo orden
con coeficientes variables.

4. x441 = kxy(1—x4), es una ecuacion no lineal auténoma de primer orden
con coeficientes constantes.

5. La solucién de la ecuacién lineal no auténoma de primer orden

Tit1 = apxp + by

! Algunos autores usan érbita y trayectoria como sinénimos; sin embargo, para Medio
[M y L] existe diferenciacién: la érbita es el conjunto {x; | t =0,1,2...} y la trayectoria
es {(t,x¢) |t =0,1,2...}.
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se encuentra haciendo un proceso inductivo hacia atras

Tpp1 = ey + b = ap (ap—12e—1 + be—1) + by
= atat—12¢—1 + atbi—1 + by
= ara—1 (ar—2xi—9 + bi—2) + arby—1 + by

= a1a4—101—2T¢—2 + arar—1bi—o + atby—1 + by

t

t t
:xOHai-i-Zbi H a;
=0 =0

j=it+1

Ty o = Teprys + £
Yipo = T34 + Dy

es un sistema no lineal, no auténomo, no homogéneo de tercer orden.

Teys — 3Tep1 +4yr +12 =0
dyiio + 5041 + 201 +yp1 +E+1=0

es un sistema lineal, no auténomo, no homogéneo de cuarto orden.

8. Si en el sistema

Ti42 —Sxfﬂ +4y+t—1=0
Yi42Tp41 + Ypp1 + Ye—1 +2 =0,

se hacen las sustituciones z; = x441, Wi = Y1 equivale a

2t = Tt+1
Wt = Ye+1
zt+1—3zt2+4yt—|—t—1 =0
Wip12e +wy +yi—1 +2 =0,

la ultima ecuacién es

Wiy22t41 + W1 +yr +2 =0,
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si se traslada un periodo. Reemplazando vy = wy41, esta se transforma
en

Up12t41 t w1l + g +2=0

y el sistema equivalente de primer orden es

Tt41 = 2t
Yt+1 = Wt
W41 = UVt

Zt+1 _3Zt2+4yt+t_1 =0
Vt412t41 + W1 + Y +2 = 0.

Para convertir el sistema en una ecuacién se elimina una variable. De-
spejando en la primera ecuacién

1

ytzz(l—t—$t+2+3$%+1)

reemplazando en la segunda y simplificando

(31:,52+3 — Typq —t+ 1) Tl + 3xf+2 + Sxf — T3 — Ty — 26+ 10 = 0.

7.2.1. Equilibrio

Un sistema o ecuacién estd en equilibrio cuando sus variables de estado no
cambian de valor a través del tiempo, por esto el concepto de equilibrio no
es aplicable a algunos sistemas no auténomos, aquellos en los que la influ-
encia explicitamente del tiempo no permita que sus variables permanezcan
estaticas. El vector de variables de estado x; del sistema auténomo,

xi+1 = F (x4,a),
estd en equilibrio si y sélo si
Xi+1 =X =X, para t=0,1,2,...

Los valores de las variables de estado x; no cambian parat=0,1,2,... por
lo que ese valor es fijo e igual a X; ésta es la razon para que se hable del
punto de equilibrio, estado estable o punto fijo (steady state) de la
ecuacién o el sistema.
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Ejemplos
1. Los puntos de equilibrio de la ecuacién
5rip1 =x7 +6
estan donde x411 = x4 = Z. Al reemplazar & debe satisfacer la ecuacién
5z =1 +6

que equivale a
7> — 57 +6 = 0.

De donde los puntos de equilibrio de la ecuacién son z =3y T = 2.
2. El tnico punto de equilibrio de la ecuacién
T2 = Te41 + Ty
es T = 0 ya que ésta es la solucién de la ecuacidn:
T=T+ZT=2T.

3. Los equilibrios de
Tt41 = k’[l?t(l — ZL‘t)
son las soluciones de la ecuacién,
z=kz(l —2),
k—1

estoes, T =0y T =",

4. Los puntos de equilibrio (Z,y) del sistema

TP o =A4xei1 + Y
)
Yt+2 = Ty — 4

satisfacen las ecuaciones simultdneas

P =4T 47
y=z*—-4
Eliminando 7 este sistema se reduce a la ecuacién

P =4x+7> -4
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o, en forma equivalente,
47— 72 4+4=0

que tiene como soluciones =1, £ = 2y £ = —2 y los valores corre-
spondientes de 4 son: —3, 0 y 0. Por lo tanto, los puntos de equilibrio
son (17 _3)7 (270) y (_270)

5. El punto de equilibrio de la ecuacién

Tt41 — 21‘,5 = (t2 — Zt) Tt

es T = 0.
6. Las ecuaciones
Tpp1 —2t=(t=3N 2 =1 y 1=z +b
no tienen puntos de equilibrio.

Los puntos de equilibrio se clasifican en inestables, lyapunovmente es-
tables, asintéticamente estables y exponencialmente estables.

Definicién 7.3. El punto fijo T es lyapunovmente estable (o simplemente
estable) si y solo si para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que si ||xo — Z|| < 0,
entonces ||z, — Z|| < € parat =1,2,....

Esto significa que si la variable de estado inicialmente esté cerca del punto
de equilibrio, a través del tiempo la variable no se alejard, esto es, los valores
sucesivos de la variable de estado seguirdn cerca del equilibrio, aunque esa
sucesion no converja al punto de equilibrio.

Definicion 7.4. El punto fijo T es asintoticamente estable si y sélo si es
estable y existe 6 > 0 tal que si ||xp — Z|| < d, entonces

lim || — || = 0.
t—o0

Si el valor inicial de las variables de estado esta en una vecindad del punto de
equilibrio, entonces los valores de la variable de estado convergeran al punto
de equilibrio. El conjunto de valores iniciales x( para los cuales lim;_, ||x¢—
x|| = 0, se conoce como el dominio de estabilidad (basin) de X y se
denota
DE(X) = {XO | lim ||x; — || = o}.
t—o0

Si este conjunto es R™ se dice que el punto es globalmente asintética-
mente estable; si no, el punto es localmente asintoticamente estable.
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Figura 7.4: Punto de equilibrio lyapunovmente estable.

Figura 7.5: Punto de equilibrio asintéticamente estable.



228 CAPITULO 7. DINAMICA DISCRETA

Definicion 7.5. El punto fijo & es exponencialmente estable si y solo si
existen 0 < a <1, B3>0 yd >0 tales que: si ||xp — || < &, entonces

o — @) < @ — &|a™, para t=1,2,....

Figura 7.6: Punto de equilibrio exponencialmente estable.

La estabilidad exponencial exige, ademés de la convergencia, una velocidad
exponencial de convergencia. En este sentido es el tipo de estabilidad mas
fuerte: un punto exponencialmente estable es asintoticamente estable y un
punto asintoticamente estable es lyapunovmente estable.

Un sistema dindmico tiene un punto de equilibrio lyapunovmente estable
si las trayectorias que parten cerca del punto de equilibrio no se alejan del
equilibrio; el punto es asintoticamente estable si se acercan al equilibrio,
y es exponencialmente estable si se acercan en forma exponencial (muy
rapido) al equilibrio.

Ejemplo

Para la ecuacion

Tyl = axy + b,

. 11 _ b . . .
si a # 1, el punto de equilibrio es = ;7 y si a = 1, no tiene punto de
equilibrio. En la seccién anterior se encontré que la solucién de la ecuacién
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es
al (o —2)+Z, si a#1
Ty =
bt + g si a=1
1. Si a = —1, como la sucesién {(—1)t} es oscilante regular la solucidn,

2= (-1 (2o — %)+ Z
es también oscilante; por lo tanto si zg estd cerca de T, los valores
sucesivos de xy para t = 1,2,... estardn cerca de z. En particular
|z — Z|| = ||zo — Z|| para t=0,1,2,...

En este caso  es un punto de equilibrio lyapunovmente estable.

2. Si |a|] < 1, la sucesién {at} converge a cero y la solucién,
ry=a (vo—7)+7
converge a T. Ademas,
|z: — z|| < |a|*||lzo — || para t=0,1,2,...
por lo tanto se tiene estabilidad exponencial. Por otra parte, como

lim ||z; —Z|| =0
t—o0

sin importar cudl sea el valor de xg, en este caso la ecuacién tiene un
punto de equilibrio globalmente exponencialmente estable y

DE(z) =R.

7.2.2. Estabilidad de soluciones

La estabilidad es un concepto que no solo es aplicable al comportamiento
de los puntos de equilibrio, esto es a sistemas o ecuaciones auténomos.
Dado que en sistemas no auténomos no existe concepto de equilibrio se ha
generalizado el concepto de estabilidad al comportamiento de la trayectoria
solucién de la ecuacién o el sistema.

Puesto que la solucién de un sistema o ecuacion, x;+1 = F (t,x4,a),
depende de las condiciones iniciales, xg, se usa la notacién ¢(t,xg) para
la solucién, esta hace explicita la dependencia de la trayectoria que siguen
las variables de estado del valor xg. La estabilidad para soluciones puede
clasificarse como en el caso de puntos de equilibrio en lyapunov, asintdtica
y exponencialmente estable como también en local y globalmente estable.
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Definicién 7.6. La solucion p(t, xy) del sistema w11 = F(t, ) es lya-
punovmente estable (o simplemente estable) si y solo si para cada € > 0,
existe 6 > 0 tal que si ||xzp — xj|| < I, entonces ||p(t, xo) — p(t, )| < €
parat=1,2,....

Figura 7.7: La solucién del sistema es lyapunov estable: si las
condiciones iniciales estan cerca, las soluciones estan cerca.

Esto significa que si las condiciones iniciales de las variables de estado estan
cerca, a través del tiempo las variables no se alejaran, esto es, los valores
sucesivos de las variables de estado seguiran cerca.

Definicién 7.7. La solucion p(t, xy) del sistema x11 = F(t,x;) es asintdtica-
mente estable si y sdlo si es estable y existe 6 > 0 tal que si ||xy — || < 9,
entonces

’ _ 3 —
Jim [l (t, 20) — (2, 25)]| = 0.

Si las condiciones iniciales para la variable de estado estan suficientemente
cerca, entonces las trayectorias soluciones a partir de esos valores converg-
eran. En este contexto también es posible hablar de dominio de estabilidad
asi como de estabilidad local y global.

Definicién 7.8. La solucion p(t, xy) del sistema x4 = F(t,x;) es expo-
nencialmente estable si y sélo si existen A >0, a >0 y 6 > 0 tales que: si
|y — || < 0, entonces

lo(t, m) — @(t, a5)| < Ac®, para t=1,2, ...

Un sistema dindmico tiene una solucién lyapunovmente estable si las
trayectorias que parten cerca de ella no se alejan; la solucién es asintética-
mente estable si esas trayectorias se acercan, y es exponencialmente estable
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Figura 7.8: La solucién del sistema es asintéticamente es-

table: variaciones en el valor de la condicién i
ducen soluciones convergentes

nicial 2(0) pro-

si se acercan en forma exponencial (muy rapido). En otro caso la solucién

es inestable.

Figura 7.9: Sistema inestable: leves variaciones en la condi-

cién inicial producen distorsiones en la

7.2.3. Ecuaciones de primer orden

solucion.

Puesto que no existe un procedimiento general para encontrar la solucién

de una ecuacién de primer orden no lineal,

i1 = f(24),

es posible, por medio de la grafica de la curva y

= f(z), determinar el

comportamiento de los puntos de equilibrio, f(p) = p. Si xg = p, la sucesién
x; se vuelve constante, es decir, x; = p, para t = 1,2,3,.... El andlisis de
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estos puntos es la versién discreta de un diagrama de fase en el cual se
grafica el comportamiento de la sucesiéon dada por la recursion x; = f(x¢—1).
Al iterar esta recursién se encuentra sucesivamente

o= flw1) = f(f(2-2)) = F(f(f(m-3)) = ... = [(x0),

donde el paréntesis cuadrado indica el nimero de veces que se compone f.

%
/

/

Figura 7.10: Comportamiento gréafico de la ecuacién z;41 = f(x¢).

Graficamente, a partir de un valor inicial zy se encuentra el valor de z; para
cualquier t. Para esto se calculan todos los valores de la sucesion entre 0 y t.
x1 es el valor de f(xg) que estd en el cruce de la recta vertical que pasa por
xo con la curva y = f(x), para calcular x9 = f(z1) se proyecta x; sobre el
eje horizontal, esto equivale a encontrar el cruce de la recta horizontal que
pasa por 1 = f(xg) con la recta y = x. El valor de x5 estd en la interseccién
de la recta vertical que pasa por x; con la curva y = f(x). Iterando este
proceso, para un valor inicial de zg se encuentra el comportamiento de la
sucesién con respecto a los puntos de equilibrio; graficamente, estos puntos
se encuentran en la interseccién de la recta y = x con la curva y = f(z).
Para determinar el comportamiento de los puntos de equilibrio, se anal-
iza la ecuacion con valores iniciales tomados cerca de los puntos de equilibrio
(como lo muestra la figura 7.10). Los puntos de equilibrio pueden ser atrac-
tivos (asintéticamente estables) o repulsivos. Un punto de equilibrio Z es
atractor si la sucesién converge a Z cuando el valor inicial estd en una vecin-
dad de z, xg € (T—0,Z+0) para algin é > 0. Estos puntos son estables en el
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sentido que pequenas perturbaciones del sistema en equilibrio lo conducen
nuevamente al mismo punto de equilibrio. En el caso que las perturbaciones
lo alejen del equilibrio, los puntos son repulsores o inestables.

Algunas sucesiones tienen, ademads de los puntos de equilibrio, otros
puntos de interés. Un punto p es un punto periédico de orden k para
la ecuacién xyy1 = f(x4), si k es el menor entero positivo para el que

p=F(f(.(f(p)..)) = fH(p),

la sucesion retorna el valor p después de k iteraciones.
El conjunto de los k puntos distintos {p, p1, ..., px—1}, tales que

) =p1, fP®) =pa, ..., fEU(p) = prs

forman un k-ciclo o una érbita de periodo k. Estos pueden ser atractivos
o repulsivos, este comportamiento es similar al de los puntos de equilibrio.

El siguiente teorema que da el comportamiento de los puntos de equi-
librio y los ciclos de la ecuacién xy41 = f(x;) estd basado en el teorema
de Taylor al aproximar linealmente la funcién f(x) alrededor del punto de
equilibrio de la ecuacion,

fl@) = f(z) + f'(@)(x — 2).

Por lo tanto, el comportamiento de la ecuacién z441 = f(z;) es aproxi-
madamente igual al de la ecuacién

w1 = f(Z) + f(T)(z — T)

para la cual el comportamiento del punto de equilibrio esta determinado
por f'(z).

Teorema 7.2. Si T es un punto de equilibrio para la ecuacion xiy1 = f(x¢)
y [ existe y es continua en T. Entonces

1. Si0 < f/(Z) <1 yxzo estd en una vecindad de T, la sucesion x; es
mondtona y converge a T.

2. Si —1 < f'(Z) <0 yx estd en una vecindad de T, la sucesion z; es
oscilante amortiguada y converge a T.

3.8 f'(x) > 1 yxg # T estd en una vecindad de T, la sucesion
diverge en forma mondtona de .
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4. 81 f'(z) < =1 y xg # T estd en una vecindad de T, la sucesion x
diverge en forma oscilante explosiva de T.

5. Si f'(z) =1, f'(x) =1 cambia de positivo a negativo en T y xo estd en
una vecindad o la derecha de T, la sucesion x; converge en forma
decreciente a T.

6. Si f'(T) = —1 y xq estd en una vecindad de T, la sucesidn x; converge
a T en forma oscilante amortiguada.

St p,p1, P2, - P—1 forman un k-ciclo, éste es atractivo si

|f ) f (p1) f (p2) - f (Pr—1)| < 1

y es repulsivo si
|f' (o) f (p1) f (2)..- f (Pr-1)| > 1.
Ejemplos
1. La sucesién definida por la ecuacién en recurrencia de primer orden
Tip1 = kry(1 — CCt);
con k > 0, tiene sus puntos de equilibrio en las soluciones de la ecuacion
z=f(z)=kz(l—2x)
que son Z =0y Z = (k — 1)/k. Por otra parte, puesto que
F@) =k(1-22), FO) =k v f(k-1)/k)=2—F,

entonces, dependiendo del valor de k, estos puntos seran atractores o
repulsores.

2. Para
21 = glay) = a7 — 6
los puntos de equilibrio son los que satisfacen la ecuacién

T=g(z) =26

que son T = 3y & = —2. Puesto que ¢'(z) = 2z, |¢'(3)| =6y |¢'(—2)| =
4, entonces ambos son puntos de equilibrio repulsivos.
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Los 2-ciclos estan formados por los puntos que satisfacen la ecuacién

p=9%p) = (P*~6)" 6

que no sean puntos de equilibrio. Los puntos que satisfacen la ecuacion
sonp=3,p=-2,p= HT‘/ﬁ yp= 1_7‘/5; los dos primeros son puntos
de equilibrio por lo tanto el 2-ciclo esta formado por los dos segundos.
Como

g,<1+\/ﬁ>g,<1—x/ﬁ>:41+\/ﬁl—x/ﬁ_

=-2 1
2 2 2 2 0<

el 2-ciclo {H'%/ﬁ, 1+%/ﬁ} es atractivo

Ejercicios

1. Encontrar, si existen, las érbitas de la sucesion {cos %r sen %T}

2. Para la ecuacién
Tt41 = k‘ZL‘t(l — .CL‘t).

Encontrar:

a) Los 2-ciclos.

b) Los 3-ciclos y determinar si son atractivos o repulsivos.

3. Para la ecuacion
Tip1 = 202 + 1,

encontrar y clasificar, si existen, los puntos de equilibrio y los ciclos
de orden 2 y 3.

4. Encontrar los valores de ¢ para los que la ecuacién
)
Tyl =T; +C
tiene:

a) Puntos de equilibrio.
b) Puntos de equilibrio estables.

¢) 2-ciclos.
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d) 2-ciclos atractivos.

5. Identificar el tipo de estabilidad que producen cada uno de los casos
del teorema 7.2.

6. Describir por medio de ecuaciones en recurrencia el capital acumulado
hasta el mes ¢ en una cuenta de ahorros que rinde r % mensual, si
inicialmente se invierten $v, cada mes se ahorra $c¢ y semestralmente

$0.

7.2.4. Ecuaciones en diferencias lineales de orden n con co-
eficientes constantes

Puesto que toda ecuacion de orden n se puede reducir a un sistema lineal de
n ecuaciones con n incégnitas y todo sistema lineal n x n se puede reducir
a una ecuacion de orden n, en este capitulo solo se solucionan ecuaciones.
Para encontrar la solucién de una ecuacién lineal homogénea de orden n
con coeficientes constantes

CnTtqn + Cn—1Ttyn—1 + -+ 12441 + cory = 0

se asume que la solucién es de la forma z; = r! para algin r, ya que para
ésta i, = r'" = r"x; (el valor en cualquier periodo es miiltiplo de valor
en el momento ¢). El valor de r se determina reemplazando la solucién en
la ecuacion,

e 4 et et 4 eort

=t (cnr" +epr T e+ co) =0
esta ecuacién solamente se satisface si r es solucion de la ecuacion,
e+ epor™ o er +eg =0

llamada ecuacién caracteristica.

Se deja como ejercicio que el lector pruebe que la solucién de una
ecuacion forma un espacio vectorial (la dimensién de este espacio es igual al
orden de la ecuacién); para esto basta ver que cualquier combinacién lineal
de soluciones es solucién, es decir, si 2} y o7 son soluciones de la ecuacion,
entonces

klx% + kzx?
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es una solucién, con ki y koconstantes, y que una base del espacio tiene
tantas soluciones linealmente independientes como el orden de la ecuacion.
Todas las posibles soluciones de la ecuacion estan determinadas por todas
las combinaciones lineales de los elementos de una base. Por lo tanto, si
x}, x2,...,27 son soluciones linealmente independientes de una ecuacion,
todas las posibles soluciones de la ecuacién estan determinadas por todos
los posibles valores de las constantes k1, ks, ..., k. Esto es

kixy + kox? + ... + kpa?

es una familia de soluciones. Una solucién se determina encontrando los
valores de las constantes ki, ko, ..., k, que se encuentran a partir de las
condiciones iniciales.

7.2.5. Ecuacion homogénea de segundo orden con coeficientes
constantes

El sistema
Tir1 = @11T¢ + A12Y¢

Yi+1 = a21T¢ + a22Y¢

en forma matricial

Xi+1 = Axg, donde x; = <‘Zt> y A= <a11 a12>
t

az1 a2
se reduce a una ecuacién despejando y; en la primera ecuacion,

1 ail
Yt = —Tt41 — — Tt
a12 a12

y reemplazando en la segunda ecuacion,

1 ail 1 ail
— X4 — —Tpp1 = ATt + Q22 | —Tpp1 — — Ty ) -
a2 a2 a2 a2

Multiplicando por a2,
Tt12 — Q11T441 = A12021T¢ + a2 (Te41 — A11T4)
y transponiendo términos,

Teyo — (a11 + a22)xey1 + (a11022 — ar2a21)x: =0
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o lo que es lo mismo,
Tt42 — TI'(A)l'H_l + |A| Tt = 0

donde Tr(A) y |A| son respectivamente la traza y el determinante de la
matriz A. Esta dltima es un caso particular de la ecuacién en diferencias
lineal con coeficientes constantes de segundo orden,

axiyo + bxiy +cxy =0
la ecuacion caracteristica es
2 _
ar*+br+c=20

sus soluciones son

. —b+ Vb? — dac

2a

Estas pueden ser reales o complejas dependiendo del discriminante, b* —4ac.
Puesto que la ecuacién es de segundo orden el espacio solucién es un espacio
vectorial de dimension 2 que estd generado por las combinaciones lineales
de dos soluciones linealmente independientes:

1. Si b?> — 4ac > 0 las raices son reales distintas y la solucién de la
ecuacion es
T = k:lri + kzré.

2. Si b? = 4ac las raices son iguales y la solucién es

xp = kyr! + kotr!.

3. Si b? —4ac < 0 las raices son complejas conjugadas, r1 = 7o = a+ i3,
la solucién

zy = kyrl + korh = ki(a +iB) 4 ko(a — iB)°

Puesto que la solucién para cada t es real, en particular parat =0y
t=1,
o = k1 + ko y 1 = ki(a+1iB) + ka(a — i)

despejando en la primera, k; = xg— k2 y reemplazando en la segunda,

r1 = (.T() — kg)(a + Zﬁ) + kg(a — Zﬁ)
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de donde

2i3 2 25

ro(a+iB) —x1  xo awo— 1,
]{?2 = = - (1.

De aqui,

i) arg — I . i) axrg — Iy .
k: —_— _— — = — —_—1.
1= Zo (2 283 Z) + 7
Es decir, k; = ko.

Llevando r; = 7o = a + i a forma polar
=72 =a+if = p(cosh + isend),

donde p = y/a? + 3% es el médulo y 6§ = arctan(f/a) es el argumento
de la raiz. Usando el teorema de De Moivre?, la solucién se convierte
en

Ty = klrﬁ + kgré
= ki(a+iB)" + ka(o —iB)"
= ki [p(cos 6 + isen 0)]" 4 ko [p(cos @ — isen6)]*
= Ky [p(cos O + isen 8)]" + ks [p(cos(—0) + isen(—0))]*
= p' [k1(cos(tf) + isen(th)) + ka(cos(—t0) + i sen(—t0))]
p! [k1(cos(th) + isen(th)) + ko(cos(th) — isen(th))]
P! [(k1 + ko) cos(t0) + i(ky — k) sen(t0)]

Como se mostré antes que ki = ko, entonces k1 + ko = 2Re(k;) y
k1 — ko = 2ilm(ky) por lo tanto ki + ko y i(k1 — ko) son dos constantes
reales y la solucién finalmente es

xy = p' ey cos(th) 4 co sen(th)]
donde ¢; y co son numeros reales que se determinan por las condi-
ciones iniciales.
Ejercicios

1. Comprobar que la solucién para raices reales iguales toma la forma
propuesta en el texto.

2(cos@ + isen @)’ = costd + isen to.
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2. Solucionar las siguientes ecuaciones en diferencias:

a) Tyyo = Tpy1 + 24,21 = 2o = 1.

S

Zpy2 + 5T41 + 6xp = 0.

o

)
)
) Tiqot a1+ =0, 21 =1y 29 =2.
d)

Tepo+ a1+ (/)2 =0, 21 =2y 29 = —1.
3. Probar que si (r1)" y (r2)! son soluciones de la ecuacién
axiyo + bripq + cxy = 0.

Entonces k1 (r1)! + ka(r2)! es una solucién para cualquier valor de ky
y kZQ.
7.2.6. Comportamiento de la solucién

El andlisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio de una ecuaciéon o un

sistema se puede realizar sin encontrar la solucién, para esto se establece el

comportamiento de las raices en funcion de los coeficientes o parametros.
La ecuaciéon equivalente al sistema

Tpy1 = axy + by,
Yir1 = cry + dyy

es
Tt42 — T‘I‘(A)J,‘HJ + |A’$t =0

su polinomio caracteristico es
r? — Tr(A)r +|A| = 0.
Si las soluciones de la ecuacién caracteristica son ry y ro, entonces
(r—r)(r —m) =1 — (r1 +ro)r 4+ 1179

por lo tanto Tr(A)r =r; + 19 y |A| = rira.
Puesto que las raices son:

1. Reales distintas cuando Tr(A4)? > 4|A|. En este caso la solucién de la
ecuacion es
xy = kel 4 korb.
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esta solucién es estable si y sélo si las sucesiones 7% y 74 son conver-
gentes, para lo cual se debe determinar si 1 y 2 estan en el intervalo
[—1,1]. Para esto basta con determinar el signo de las expresiones

(I—=r)(1—=7r9)=1—(r1+r2)+mre=1+Tr(A) + |A]

(I4+r)(14+mr) =14 (r1+r2) +mra=1-Tr(A) + |4],

ya que el signo de 1 — Tr(A) + | A| determina la posicién de las raices
con respecto a 1: si es positivo ambas raices estan al mismo lado de 1
(ambas son mayores que 1 o menores que 1) y si es negativo una esta a
la izquierda y la otra a la derecha de 1; el signo de 14 Tr(A) + |A]
indica la posicién de las raices con respecto a —1: si es positivo ambas
raices estan al mismo lado de —1 y si es negativo hay una a cada lado
de —1; existen tantas posibilidades de combinacién de estos signos
como de las raices con respecto a 1y —1:

a) 1+Tr(A)+|A >0,1—-Tr(A)+|A| >0y Tr(A) > 2 siy sélo si
r1 > 1y ry > 1. En este caso r} y r son sucesiones estrictamente
crecientes que divergen a co y la ecuacién solo es estable cuando
k1 = ko = 0, esto es, en el equilibrio el punto se conoce como
nodo inestable.

Figura 7.11: Graficas de trayectorias solucién para sistemas cuyos puntos
de equilibrio son nodos estables.

b) 1+Tr(A)+]A] >0,1-Tr(A)+|A] >0y Tr(A) < —2siy sélosi
r1 < —1yre < —1.r} yrl son sucesiones oscilantes explosivas,
por lo que la ecuacién es inestable y el punto de equilibrio es
otra forma de nodo inestable.
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1+Tr(A)+ A >0, 1 -Tr(A)+|A] >0y -2 < Tr(4) < 2
siysélosi —1 <7 <1ly—1<ry <1 rlyrlson sucesiones
convergentes, por lo tanto la ecuacién es estable; puesto que la
solucién involucra sucesiones de la forma of y la convergencia
no depende de los valores de k1 y ko, se tiene que el equilibrio es
globalmente exponencialmente estable y se conoce como nodo
estable.

Figura 7.12: Comportamiento grafico de las soluciones de un
sistema con punto de silla. El punto de equilibrio es local-

d)

mente exponencialmente estable.

14+Tr(A)+]A| >0,1-Tr(A)+|A] <O0siysdélosi—1<r; <1ly
r9 > 1. 7t es convergente y rh es divergente a co; la ecuacién sélo
es estable cuando ko = 0, es decir, la estabilidad depende de las
condiciones iniciales (localmente estable). El comportamiento de
este equilibrio es conocido como punto de silla.

14+ Tr(A) +]A] < 0,1 —-Tr(A)+b > 0siysélosir < —1
y —1 < 79 < 1. ! es oscilante explosiva y rl es convergente;
la ecuacién sdélo es estable cuando k1 = 0. Otra variante de un
punto de silla.

14+ Tr(A)+ 4] <0,1—Tr(A)+b<0siysélosiry < —1y
ro > 1. 7% es oscilante explosiva y r es creciente a oo; la ecuacién
sOlo es estable cuando k1 = ko = 0, esto es, en el equlilibrio. el
punto de equilibrio es un nodo inestable.
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2. Reales iguales, cuando Tr(A)? = 4|A|. Las raices son

Tr(A)
5

rn =7ro=—

y la convergencia se desprende del valor de Tr(A). Si |Tr(A)| < 2
la solucion converge y la ecuacion es globalmente exponencialmente
estable (nodo estable) sino es inestable (nodo inestable).

3. Complejas conjugadas, cuando Tr(A4)? < 4|A], por lo tanto
r=Tyo=a+1if
y en forma polar 71 = p(cos @ + isen @) donde
p? =a?+ 8% =1 =riry = |Al.

Para que la solucién converja, p debe ser menor que uno, esto es,
|A| debe ser menor que uno; en este caso nuevamente la ecuacién es
globalmente exponencialmente estable (espiral estable). Sip =0 la
ecuacion es lyapunovmente estable ya que la solucién esta en funcion
de senos y cosenos y estas funciones estdn acotadas por 1 (centro).
Y si p > 0 el punto es inestable (espiral inestable).

7.2.7. Ecuaciones homogéneas de orden n

Puesto que la solucién de una ecuacion lineal homogénea de orden n estd aso-
ciada a la solucién de su ecuacién caracteristica y por el teorema funda-
mental del algebra esta tltima tiene exactamente n raices complejas, estas
raices pueden ser reales o complejas y si son reales pueden ser iguales o dis-
tintas. Dependiendo de esto la solucion general de la ecuacién en diferencias
contiene los siguientes términos.

Si la raiz r del polinomio caracteristico es:

1. Real y solamente ocurre una vez (multiplicidad 1), la solucién general
contiene un término de la forma kr’.

2. Real y se repite m veces (multiplicidad m), la solucién general con-
tiene los términos: ki7t, kotrt, kst?rt, kat®rt, ..., kyt™ et

3. Compleja (su conjugado también es raiz) y ocurre solamente una vez
(multiplicidad 1), por estas dos raices (r = a+iby 7 = a—ib) la solu-
cién general contiene los términos: k1p’sen (t0) y kop’ cos (t) donde
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LRNPIN

L)
- Te, e . .

Figura 7.13: Graficas de trayectoria para sistemas cuyos puntos de equi-

librio son espiral estable y centro, respectivamente. El primero es global-

mente exponencialmente estable y el segundo es lyapunovmente estable,
cada condicion inicial produce una solucién casi-ciclica.

p=+/a2+ 32y 0 es el argumento de r, estos valores representan la
longitud y el angulo del nimero complejo.

4. Compleja (su conjugado también es raiz) y ocurre m veces (multi-
plicidad m), por estas 2m raices (r = a +ib y 7 = a — ib) aparecen
los términos: k1p!sen(t0),kopt cos(t), kstp'sen(td), kytp! cos(th),...,
kom_1t™ ot sen(t), komt™ Lpt sen(th).

7.2.8. Ecuaciones no homogéneas con coeficientes
constantes

La solucién de una ecuaciéon no homogénea

CnTitn + Cn—1Tt4n—1 + -+ C1Te41 + CoxTt = ay (7.2)
estd formada por una solucién de la homogénea asociada

CnTitn + Cn—1Tt4n—1 + -+ Cc1Te41 +coxe =0

y por una solucién particular, es decir, x; = x? + 2%, donde xf es solucién
de la ecuacién anterior y 2} es solucién de la ecuacién (7.2). Esta solucién
particular tiene la misma forma de la sucesién {a;}: si {a;} es constante, la
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solucion particular es constante y su valor se determina reemplazando en la
ecuacion (7.2); en este caso la solucién particular es el punto de equilibrio de
la ecuacién. Si {a;} es un polinomio en ¢, la solucién es otro polinomio en ¢ y
sus coeficientes se calculan por reemplazo e igualacién en la ecuacién (7.2).
Cuando la sucesién {a;} es r® y r es raiz de multiplicidad k del polinomio
caracteristico, la solucién particular es

crrt + eotr! 4 est®rt + eat®rt + .+ i tF T
y nuevamente los ¢ se determinan por reemplazo.
Ejemplos
1. Para encontrar la solucién de la ecuacién
Tyyo — DTl + 62 =2+t + 3(4)', con zop=1ymz =4
Inicialmente se soluciona la homogénea asociada,
Tt42 — 5$t+1 + 6.%'15 =0.
Su ecuacién caracteristica
2 —5r+6=0

tiene como raices r = 2 y r = 3, por lo que la solucién de la homogénea
es,

= c1(2) + e (3).

La solucién particular es de la forma
ol = at® + bt + ¢+ d(4).
Para calcular los coeficientes se reemplaza en la ecuacién original,

@y = Safyy + 6] =7+t 4+ 3(4)",
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lo que, sucesivamente, se convierte en

xf+2—5a:f+1+6xf:a(t+2)2+b(t+2)+c+d( )2
—5(a(t+1)? +b(t+ 1)+ c+d(4)")
+6(at2+bt+c+d( ))

=a(t® +4t +4) +b(t +2) +c+ 16d(4)"

(a(t® +2t +1) +b(t + 1) + c + 4d(4)")
(at® + bt + c+ d(4)")
— 5a + 6a)t® + (4a + b — 10a — 5b + 6b)t
+ (4a+2b+ ¢ — ba — 5b — 5¢ + 6¢)
(6d 20d + 6d)4"
2at* + (—6a — 2b)t + (—a — 3b + 2¢) + 2d(4)"
%+t + 3(4)".

+

5
6
(

Al igualar coeficientes en la tultima ecuacion, 2a = 1, —6a — 2b = 1
—a—3b+2c =0y 2d = 3. De donde, a = %,b— 2,0——§yd:%

9

)

de donde . £ 3
D= 2 2t — = 4 Z(4)
= 1@
Y 1 5 3
z = c1(2)" + ea(3)" + 51t2 —2%- o+ 5(4)t.

Para encontrar c¢; y co se soluciona el sistema,

zo=1=0c1(2)" +¢2(3)° + 302 — 2(0) — 3 + 3(4)°
r1=4=c1(2)' +c2(3)' + 312 —2(1) — 2 + 2(9)",
que equivale a
1261+C2_§+§—01+62+4
4=2c1+3c;+3-2—5+6=2c1 +3c; + 1
cuya solucién es ¢ = %, cy = —% y la solucién del problema, con
condiciones iniciales, es
3 3 1, 5 3

Tt = 7(2)'5 — 1(3)75 + §t — 2t — Z + 5(4)t
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2. La solucién de la ecuacién
Ti4o — OTiq1 + 62y = 2t + 4(2)t, con xg=2yx =3

difiere de la del ejercicio anterior en la solucién particular, en esta
tiene la forma
o} = at + b+ c(2)" + dt(2)"

porque (2)* hace parte de la solucién de la homogénea. Para calcular
los coeficientes se reemplaza en la ecuacién

T o —Bap  + 627 =a(t+2)+b+ c(2)2 +d(t +2)(2)12
—5(a(t+1)+b+c2)t +d(t+1)(2)"")
+6 (at + b+ c(2)" + dt(2)")
= 2at — 3a + 2b — 2d(2)"
= 2t + 4(2)"

de la dltima igualdad a = 1, b = %, d = —2 y ¢ puede tomar cualquier
valor. La solucion es

Ty = cl(2)t+62(3)t+t+g+c(2)t—2t(2)t = a(2)t+02(3)t+t+g—2t(2)t.

a=-3yc = % son la solucion del sistema

2:a+62+%
3=2a+3co+1+3—4,

resultante de reemplazar las condiciones iniciales en la solucién. Por
lo tanto, la solucién de la ecuacién es,

7 3
zy = —3(2)" + 5(3)t ttt g - 2t(2)".

3. Si el modelo de mercado las cantidades demandadas y ofrecidas de-
penden del nivel y del incremento de los precios en el ultimo periodo,

Di = D (pt,pi—1) = a — bpy + ¢ (pe — pi—1)

Ot = O (pt,pt—1) = Bpe — o+ v (pt — pe—1) -
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La ecuacion que rige los precios es
pr+1 — pr = 0[Dy — O
=0{a—bpi +c(pe —pi—1) — [Bpe — o+ (pr — pe—1)]},

0 es un parametro de ajuste. Después de transponer términos la
ecuacion anterior equivale a

pev1+[0(b—c+ B+7) = 1pe + 0(c — v)pr—1 = 0(a + @),
en forma reducida,
P41+ Bpy +Cpi—1 = D,

con B=0(b—c+p+7v)—1,C=0(c—v)y D = 60(a+a). La solucién
de la ecuacién homogénea asociada,

piy1+ Bpr +Cpi—1 =0

N ph=c (B—\/B2—4C)t+(:2 <B+\/B2—4C)t,

donde, ¢1 y c¢1 estdn dadas por las condiciones iniciales. Como El
término independiente de la ecuacién es constante la solucién partic-
ular es su punto de equilibrio,

D

P =P=1 g5C

Por lo tanto la solucion de la ecuacion es

Ptzcl(B*\/m)tnL@(BnL\/myjt D

1+B+C°

Para encontrar los valores de ¢; y ¢; se soluciona el sistema,

po =c1+ce2
S (B—\/BQ—4C> ¥ e <B+\/BQ—4C) + 2,

resultante de reemplazar los valores iniciales de los precios en la solu-
cién.
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Ejercicios
1. Probar que la solucién particular de la ecuacion
Pet1 +[0(b —c+ B+7) —1pi +0(c = 7)pr—1 = 0(a+ )
es el precio de equilibrio del modelo lineal estatico:
D(p)=a—bp y O(p)=pp—a
2. Encontrar la solucién general de la ecuacion
pey1+[0(b—c—B+7) = 1pt + 0(c = y)pr—1 = 0(a + @)
y describir las condiciones para que la solucién sea estable.

3. Solucionar las siguientes ecuaciones en diferencias:

a
b
c
d

Tipo =Tpp1 + e+t —3, 21 =20 = 1.

Tyro + Hxpyq + 62 = (—2)8 + 3L

Tiot a1t =2 +t+1, 21 =1yx9=2.
Tppo + i1 + (1/4) 2y = t(1/2), 21 =2 y 29 = —1.

~— — — —

4. Hicks en uno de sus escritos usa la siguiente ecuacion
Yito — (b+ k)Yip1 + kY; = a(1 + g)*
donde a, b, g y k son constantes.

a) Encontrar la solucién particular de la ecuacién.

b) Dar condiciones sobre los pardmetros para que la ecuacioén tenga
soluciones reales distintas, reales iguales y complejas.

¢) Dar condiciones sobre los pardmetros para que la solucién sea
estable.

7.3. Sistemas lineales de ecuaciones en diferencias

El modelaje de sistemas dinamicos que interactiian se hace por medio de
sistemas de ecuaciones en diferencias o diferenciales, dependiendo de si la
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dindmica es continua o discreta®. Los sistemas més “simples” de solucionar
son los lineales con coeficientes constantes que tienen la forma

1 _ 1 2
.%'H_l = 4117} + 12T +---+ alnw? + bl

2 _ 1 2
Ti = 21T + a22%f + -+ + 2Ty + be
T = a2} + apow? + -+ app T + by

donde azf representa el estado de la k-ésima variable en el momento ¢, para
k =1,2,...,n. Usando matrices, el sistema se representa en forma compacta
por

Xt+1 = AXt + B

donde A es la matriz n x n de coeficientes, x; es el vector de estado de las
n variables en t y B es el vector de términos independientes. La solucién
estd formada por la solucién particular (punto de equilibrio) y la solucién
de la homogénea,

x; = xP +xPI = x4+ xI.

En el caso de que el sistema sea homogéneo, B = 0, la ecuacién matricial
equivale a

x; = Axq

Si se itera esta ultima ecuacién hasta t = 0, se encuentra
x; = Axp 1 = A(Axy_9) = A%xy_q == Alxg

y el problema a solucionar se reduce a cémo calcular la potencia t-ésima de
la matriz A. Si esta matriz tiene valores propios distintos, el algebra lineal
garantiza que sus vectores propios forman una base del espacio R", por lo
tanto, xq (el estado inicial) se puede escribir como una combinacién de esos
vectores propios,

n
X0 = g kiv;
i1

Al reemplazar esta expresién en la solucién de la ecuacién se tiene sucesi-

3Ver las secciones 1y 2 de la parte 1 del libro de Azariadis [Az].
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vamente

Xt+1 = AH_lXO = At+1 Z kivi 5 At (AZ k‘ZV2> = At (Z ]{]ZAVz)
i=1

i=1 =1

= At (i kiT‘Z‘Vi) = Atil (i kiTiQVZ) =
=1 i=1
= Zn: kirerlvi
=1

donde los r y los v son valores y vectores propios correspondientes a la
matriz A. Estos valores determinan el comportamiento de la solucién y
como en el caso de ecuaciones de orden n para que haya convergencia deben
tener valor absoluto menor que uno. Por este método el comportamiento
de la solucién depende del comportamiento de los valores propios de la
matriz A. Asi, el andlisis de la convergencia o divergencia de la solucién del
problema solamente requiere los valores propios de la matriz de coeficientes.
Este andlisis sin el calculo explicito de los valores propios se hace por medio
del siguiente teorema que da condiciones sobre los coeficientes del polinomio

P(r) = apr" + a1 '+ +an1r +ap

para que las raices (valores propios) tengan parte real con valor absoluto
menor que uno.

Teorema 7.3. (Schur) Todas las raices de la ecuacion
aor” + a1 4+ agor +a, =0

tienen valor absoluto menor que uno si y sélo si los n determinantes sigu-
ientes

agp 0 an ap—1

apr ag O Qy,

an 0 ay a1
anpn—1 Qo 0 a

Ay =
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ao 0 PPN 0 Qp, Ap—1 e aq
al a - 0 0 an v+ a2
an_l an_2 PPN ao 0 O . e an
A, =
(079 0 ce 0 ag al 0 Qp—1
An—1 an, PPN 0 0 aO “ e Ap—2
aq as PPN Qp, 0 0 PN ao

son todos positivos.

7.4. Sistemas no lineales

No siempre es posible encontrar la solucién analitica de un sistema no lineal,

{xtﬂ = f(xt,yt)

Yt+1 = g(xtayt)

pero es facil describir su comportamiento via la computaciéon de una buena
cantidad de términos de la sucesién de valores que forman la trayectoria
solucién en cualquier programa que sirva para tales fines (por ejemplo Ex-
cel).

Para hacer el analisis de los puntos de equilibrio de un sistema no lineal

= f(z,9)
y=9(z,9)
se hace uso del teorema de Hartman-Grobman que garantiza que basta
analizar los puntos de equilibrio de la linealizacién del sistema. La apli-

cacién del teorema de Taylor a las funciones f y ¢ al rededor del punto de
equilibrio, (Z,y), da las aproximaciones:

8l

9g

{f@:,y) ~ [(@,9) + 5@ 0@ -2) + @9 -9
g(@,y) ~ 9(2,9) + 52(&,9) (¢ — 7) + 52(2,9)(y — ).

Reemplazando las condiciones de equilibrio,

{f(fv Y) R T+
g9(z,y) ~ §+ $1(Z,9)(z — T) + 52, 7)(y — 7).

~—
/\

8, y)( )+ %@ -7)
%g
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Por tanto, basta analizar el sistema lineal,

9g

v =73+ 5(Z9) (0 — 7) + L@ 9w — )
Y = U+ 543, 9) (@ — 7) + G2z, 9) (v — 9),

haciendo las sustituciones, z; = zy — T y wy = y¢ — ¥ el sistema equivalente

es
{ZtJrl = %(jvg)zt + %(jvzj)wt

Wi = %(@?J)Zt + %(fyﬂ)wt,

este tiene punto de equilibrio en el origen y su representacién matricial es

0 0
<Zt+1> _ o aTJ; @ g)<2t> e g)<2t>
Wi4-1 % %g ’ Wi ’ Wt.

La matriz J es la matriz jacobiana del sistema. La traza y el determinante de
J determinan el comportamiento del punto de equilibrio del sistema lineal-
izado. El teorema de Hartman-Grobman garantiza que el comportamiento
del sistema linealizado y el no lineal son iguales si los valores caracteristicos
en el punto de equilibrio, esto es las soliciones de la ecuacién

r? = Tr (J(z,9)r - |J(Z,9)] =0,

tienen médulo distinto de uno, |r| # 1.

Ejemplo
Los puntos de equilibrio del sistema,
R
Yt+1 = TtYt — aYt
satisfacen el par de ecuaciones,
=1+
y =2y - ay.

La segunda equivale a 4(z —a — 1) = 0, de donde, y = 00 Z = a + 1.
Reemplazando § = 0 en la primera Z = z2, 0 Z(Z — 1) = 0 da los puntos
de equilibrio (0,0) y (1,0). Reemplazando Z = a+ 1 en la primera, a +1 =
a’+2a+1+ 7o y?> = —a® — a, que es un nrhero real, si —1 < a <0 en
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cuyo caso § = v —a? — a y los puntos de equilibrio correspondientes son
(a4 1,4+v—a? — a). La matriz jacobiana del sistema es

J(a.y) = <2x 2y )

Yy T—a
Calculando en cada punto de equilibrio:

1. J(0,0) = (8 _0a> Te(J(0,0)) = —a, |J(0,0)] = 0,

Tr*(J(0,0)) — 4/J(0,0)| = a?
las raices son reales. Como
1+4+Tr(J(0,0))+|J(0,0)] =1—a, 1-—Tr(J(0,0))+|J(0,0)]=1+a

a) si—2<a<2,1—a>0yl4+a>0estoes,si—1<a<l;
(0,0) es nodo estable.

b)sil—a>0yl+a<0,0l—a<0yl+a>0;(0,0)es punto
de silla.

¢) En cualquier otro caso (con |a| # 1), (0,0) es nodo inestable.

2. J(1,0) = ((2) 1Ea), Te(J(1,0)) = 3 — a, |J(1,0) = 2(1 — a),

Tr3(J(1,0)) — 4]J(1,0)| = (3 — a)* = 8(1 —a) = (a + 1)?
las raices son reales.
14+Tr(J(1,0))+|J(1,0)] =3(2—a), 1-Tr(J(1,0))+|J(1,0)| = —a.

a) si—2<3-a<2,2-—a>0y —a >0, (1,0) es nodo estable.
Pero no existe a que satisfaga esas condiciones.

b) si2—a>0y —-a<0,02—a<0y —a>0;(1,0) es punto de
silla. Esto es, si 0 < a < 2.

¢) Sia>2o0a<0,(1,0) es nodo inestable.
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Ejercicios

1. Terminar el andalisis del comportamiento de los puntos de equilibrio
del ejemplo anterior, esto es examinar la jacobiana en los puntos (a+

1,£vV—a? —a).

2. La relacion entre la demanda, la oferta y los precios en un cierto
mercado estd dada por:

Di=a+0bp,cona>0yb<0,
Or=c+ dpéLJ ,cond >0y pf es el precio esperado por los productores,

pf = pi—1 + k(pN — pi—1), pn es el precio natural que se considera constante.

a) Encontrar expresiones explicitas para la oferta, la demanda y los
precios en funcién de t. Es decir, solucionar el modelo.

b) Encontrar las condiciones para que exista convergencia en el
modelo.

3. La empresa W ajusta sus precios de acuerdo con la cantidad que tiene
en inventario. Si hay escasez los precios suben y si hay abundancia
los precios bajan. El ajuste de los precios se hace proporcionalmente
a la diferencia entre el inventario en cada periodo y un valor critico
de inventario I*. Por otra parte, el inventario en cada periodo es
la diferencia entre la oferta y la demanda en el periodo anterior. Si
ademds las funciones de oferta y demanda son funciones lineales de
los precios en el periodo correspondiente, encontrar ecuaciones que
relacionen el inventario, la demanda, la oferta, los precios para W y
el punto de equilibrio analizando su comportamiento.

4. Encontrar la solucién del sistema x;1; = Ax; y analizar la conver-
gencia si la matriz A es:

o (s )0 (o)
o (7 ) ) (4 7)

) (1) n ()
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5. Usar algtin programa computacional (por ejemplo Excel) para graficar
el comportamiento de los sistemas del ejercicio anterior.

6. Una estimacién parcial del modelo de Phillips arrojo el siguiente sis-

tema:

Pt = 2 — 4Ut - 0,17Tt

Tl — e =k (pr — ™)

Uy — up = a (py — 2),
donde u es la tasa de desempleo, p es la tasa de inflacién y 7 es la tasa
de inflacién esperada. Encontrar el punto de equilibrio del sistema y
determinar las condiciones sobre a y k para que ese punto de equilibrio
sea estable, si ademds se sabe quea >0y 0 < k < 1.

7. Encontrar los valores del consumo ¢; y el capital k; en cada periodo
si se quiere maximizar la utilidad total que produce el consumo en T’
periodos descontados a una tasa p, se quiere gastar el capital kg > 0,
la funcién de utilidad es u(c) = Inc y el capital esta invertido en una
cuenta que paga r % por periodo. Es decir, encontrar ¢; y k; para

T
|
Maximizar E % sujeto a: kyp1—ky = rki—ci, ko > 0y kr = 0.
p
t=0

8. Hacer el andlisis de los puntos de equilibrio del sistema

Tiy1 = 36 — 87 — 4y}
Yt+1 = TtY¢

7.5. Un modelo de generaciones traslapadas

Se asume una funcién de utilidad

Ut _ (C%)l—e _1

i 1 (Ct2+1)170_1
1-6 14+p 1-6

donde § > 0y p > 0. ¢} es el consumo de la generacién ¢ cuando es joven
y c? 1 el consumo cuando son viejos (la generacién dura 2 periodos). Si un
individuo que nace en el momento ¢ recibe salarios w; cuando joven y no
recibe cuando viejo, la restriccién para su consumo esta dada por

1 2
G t+Sst=ws, Y Cipp = (1 +7¢41)5¢,



7.5. UN MODELO DE GENERACIONES TRASLAPADAS 257

Ti+1 es la tasa de interés en el intervalo de tiempo [t, ¢ + 1), s; es el ahorro
o crédito en el periodo t. Los valores de los salarios y la tasa de interés
estan dados, se deben encontrar los consumos y el ahorro para maximizar
la utilidad. Reemplazando los valores de los consumos en la utilidad se tiene

(wy —s)' 70 =1 1 ((L+7re)s) =1

1-0 1+p 1-6

Ut:U(St) =

La condicién de primer orden

dU; _ = (=0 (wi—s)™ 1 (1=0) (L)) L)

ds, 1-0 1+p 1-0

se convierte en

(L+741)" " (s) " = (14 p) (wr — 50)~°

en términos de los consumos

C?+1 _ (1+Tt+1>1/€

ct 1+p

la tasa de ahorro optima es

Wt wy

L+ 1+ A )OO

St

Si los productores tienen funciones de produccién neocldsica
}/;f = F(Kta Lt)
(F es neoclésica si,

s Para K >0y L > 0, F tiene productos marginales positivos y decre-
cientes,

s F tiene rendimientos constantes a escala y

= Los productos marginales se aproximan a cero si el insumo correspon-
diente se aproxima a infinito, y se aproximan a infinito si el insumo
se aproxima a cero, condiciones de Inada)
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en términos per capita,

Y K
yt:Li:F(LZal) :F(ktvl):f(kt)

el beneficio del productor estd dado por
I, = F(Ky, L) — w Ly — (r 4+ 0) K,y
6 es la tasa de depreciacién del capital. Esta expresion usando f,
Iy = L f (ki) — wieliy — (re + 6) Ky

las condiciones de primer orden para maximizar el beneficio

o, 1 -
oK, ~ Lif (kt)ft (re+6)=0
Y oIl K
t / t
— = (k) — L ki) ——= — =0
oL, f(ke) = Lef'( t)(Lt)2 wy

equivalen a

re=f'(ke)) =6y we= f(ke) — kef (ke)

Si se asume una economia cerrada donde la inversién agregada es igual al
ingreso menos el consumo,

Kt+1 — Kt = U}tLt + rth — C%Lt — CtQLt_l.

Ademas,
K1 — Ky =F(K, L) — Cp — 0K,

donde C; = C%Lt — cf 1 L¢—1, sustituyendo los consumos

Kivi =K +w Ly +re Ky — cht — ctQLt_l
= (14 r) K +wily — (wy — s¢) Ly — (1 + 1) sp—1Ly—1
=s Ly + (14 1) (Kt — st—1L4—1)
= (14 r) K+ s¢Ly — (14 7)s—1Lg—1.

Por otra parte, la solucién de la ecuacién,

Tey1 = arTe + by
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(ejemplo 5, seccién 7.2 de la pagina 222) aplicada a este caso,

t t

t
Ki1 =Ky H(1 +7i) + Z [siLi — (1 +7;)si—1Li—1] H (1+7r))
i1 i1 j=itl

Si la tasa de interés es constante, r; = r para todo t,

t
Kipp=(1+r) K+ [sili— (1+7)siaLia] | J[ @+7)
=1 j

t t

=K [J0+7r)+ ) [sili— 1+ r)siciLisa] (147)
=1 =1

Puesto que s y r son funciones de la produccion per cépita, la expresion para
el capital es funcién de la produccién per capita y el tamano de la mano
de obra, ademas, la poblacién crece en funcién de una ecuacién logistica.
Asi, el capital se reduce a una expresién que solamente contiene la tasa de
crecimiento de la poblacién, la produccién per capita y la poblacién inicial.

Ejercicio

Encontrar el capital en la forma que lo enuncia el parrafo anterior.

7.6. Monopolista vs. entrante

Si dos empresas que ofrecen el mismo producto, una de las cuales es monopdli-
ca hasta que otra decide entrar en el mercado. Sean p = a — bq la funcién
inversa de demanda para el mercado, x la cantidad que el monopolio cubre
en ese mercado, y y la cantidad que cubre la firma entrante, ¢,, = ¢ + dz
la funcién de costos del monopolio y c. = a + By la funcién de costos de
la firma entrante. Si en el momento ¢ = 0, el monopolista determina las
cantidades ofrecidas como solucion del problema:

méax II = zg (a — bxg) — (¢ + dxg)
o

estas cantidades y precios son
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En ¢t = 1 la firma entrante aprovecha la demanda residual, suponiendo
que en el nuevo periodo el monopolista se comportara como en el periodo
precedente y entra al mercado. Las cantidades y precios se determinan por
la solucién de

II;E;%XH =uy1la—b(zy+y1)] — (@ + By1)
que son
a— 3 —bx; « DPo+B

ylzT y DP1=

El comportamiento en los siguientes periodos para cada una de las empresas
estd determinado por lo acaecido en el periodo precedente. Por lo tanto, las
cantidades y precios en el periodo ¢+ 1 estan determinados por la solucién
de los problemas:

Para el monopolista:

I;li—ii(ﬂ = Tt4+1 [a —-b (l’t+1 + yf)] - (C + d.’Et+1>
t+

Para el entrante:

Iﬁf}fn = Y11 [a — b(z7 + ye1)] — (@ + Byeta) -

Las cantidades y precios soluciones de los problemas son,

* _a—ﬁ—bxf * _a’_d_by;
yt—i—l_T y 33t+1—T

. a+d+ B —p;f
Pri1= 5

La solucion del sistema de cantidades y la ecuacién de precios determina
las trayectorias de cantidades y precios; si el entrante no es tomador de
precios, son:

1 3 3
1 t+12ﬂ—a—d+a—i—d+ﬁ
3 3

1)“ (p* a+d+6) +a+d+,8

)
%

I
/|\
N |
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los precios oscilan amortiguadamente alrededor de % y convergen a

este valor. Las cantidades,

() =m(3) (B) == () () (a3

donde
a+d—20 28 —a—d
ki=—"— 'y kg=—-—7—.

4b 12b



Capitulo 8

Dinamica continua

Un ejemplo tangible de la dindmica en el que los demandantes y los oferentes
ajustan sus cantidades demandadas y ofrecidas dependiendo del precio y
de los cambios en el nivel de precios, es el mercado financiero. En éste
la informacién fluye “casi” instantdneamente, las cantidades demandadas
en cada momento ¢ dependen del nivel de precios en cada instante ¢ y su
tendencia en un intervalo de tiempo h,

p(t) —p(t — h)]

D) = D o), "=

y también la oferta depende de las mismas variables,

o) =0 [p(t), W] .

El comportamiento de los precios estd determinado por el exceso de de-
manda en el intervalo de tiempo de reaccién de los agentes por medio de la
ecuacién:

p(t+h) —p(t) = 0 h[D(t) — O(t)]

donde 6 es un pardmetro de ajuste. Si el intervalo de reaccién tiende a cero
la ecuacion anterior se convierte en:

. _dp . .

p=— =0[Dp(0),p(1)) = O (p(t), p(1))]
Esta ecuacién rige el comportamiento de los precios en cada instante; el
determinar los niveles de precios p = p(t) implica solucionar esta ecuacién
diferencial.

262
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8.1. Ecuaciones diferenciales

Una ecuacién diferencial es aquella que contiene derivadas. La clasifi-
cacién de ecuaciones diferenciales es similar a la de ecuaciones en recurren-
cia, esto es, en lineales, no lineales, auténomas, no auténomas, homogéneas
y no homogéneas, y también con respecto al orden. El orden de una
ecuacién es la mayor derivada que contenga. Un sistema de ecuaciones
diferenciales de orden n es una expresion de la forma

F(t,x, %, %, ...,x™) =0,

donde F es alguna funcién de varias variables y varios valores (campo vecto-
rial). La clasificacién de los sistemas o ecuaciones es similar al caso discreto.
Un sistema auténomo

x = F(t,x)

estd en equilibrio si y sélo si

. dx(t)

x=—2>=0 ara todo t.
dt , P

Este concepto indica que las variables de estado estan fijas. Las nociones de
estabilidad son iguales al caso discreto, salvo la siguiente posible variacién
en la definicién de equilibrio exponencialmente estable

Definiciéon 8.1. FEl punto fijo & es exponencialmente estable si y sdlo si
existen a >0, >0 y § > 0 tales que: si ||z — Z|| < I, entonces

l2(t) — 2| < alleg —@le™™,  para ¢ > 0.

En el caso de una ecuacién de primer orden auténoma (la variable de estado
depende del valor de la misma variable y no del tiempo)

&= f(z)
los puntos de equilibrio estan en los valores para los que
= f(x)=0

en ellos la variable permanece constante a través del tiempo. Para este tipo
de ecuaciones el comportamiento cualitativo de la solucién, x = z(t), se
hace por medio de un diagrama de fase o de la gréafica de la solucidn.
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Tomando a x como variable independiente y a & como variable depen-
diente, la grafica de £ = f(z) da el comportamiento de & versus x. El
crecimiento de la solucién estd determinado por el signo de la funcién f(z).
Si la gréfica esta sobre el eje horizontal, la solucién x = x(t) es creciente,
mientras que si la grafica esta bajo el eje, la solucién decrece. Los puntos
de corte determinan los puntos de equilibrio del sistema ya que en ellos
& = 0, lo que indica que no hay crecimiento ni decrecimiento de la solucién.
Estos puntos de equilibrio pueden ser estables (atractores) o inestables
(repulsores); son estables si al perturbar el sistema éste tiende a volver al
equilibrio, en caso contrario son inestables. El siguiente ejemplo ilustra el
comportamiento.

Ejemplo
La figura 8.1 es la gréfica de la ecuacién
t=(zx—-1)(z+2)x

tomando los valores de x en el eje horizontal y los de & en el eje vertical.

Figura 8.1: & = (x — 1)(z + 2)x.

El comportamiento de la solucién de & = (x — 1)(x + 2)z viene dado por el
comportamiento de la grafica. Los puntos de equilibrio son . = =2, 2 =0y
x = 1; puesto que a la izquierda de —2 la gréfica estd bajo el eje, la solucién
decrece en ese intervalo y como a la derecha la grafica estd sobre el eje, la
solucién crece. Asi, si el valor inicial del problema x(0) es mayor que —2, la
funcién z(t), para t > 0, es creciente y por lo tanto se aleja de —2. Si z(0)
es menor que —2, la funcién x(t), para t > 0, es decreciente y también se
aleja de —2. Por lo tanto, = —2 es un punto de equilibrio inestable. De
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la misma forma se muestra que x = 0 es un punto estable; a la derecha de
este punto z = f(¢) decrece y a la izquierda crece; esto significa que si z(0)
estd cerca de 0 la solucién se acerca a x = 0.

Este andlisis se puede reducir a indicar sobre la grifica de & = f(z)
el crecimiento de la solucién pintando sobre ella flechas que indican si la
funcién crece o decrece al incrementarse el tiempo o sobre una recta lo-
calizar los puntos de equilibrio y mediante flechas indicar el crecimiento
del sistema. De cualquiera de estas formas es muy simple determinar la
naturaleza de los puntos de equilibrio. Para el ejemplo anterior la figura 8.2
muestra el comportamiento de la solucién y los puntos de equilibrio que se
deducen de la direccién de las flechas. Si los valores de = son menores que
—2 o estan en el intervalo (0, 1) la solucién decrece, si estén en el intervalo
(—2,0) o son mayores que 1 la solucién crece. El punto de equilibrio = 0

es estable y los puntos £ = —2 y x = 1 son inestables.
X /
//
A
//
//
- 2 //
2/ > <<t %
/
/ -2+
/
/
/ al

Figura 8.2: Crecimiento de la solucién y comportamiento de
los puntos de equilibrio de la ecuacién & = (x — 1)(x + 2)x.

Con la informacion anterior y la que provee la segunda derivada se deter-
mina el comportamiento de la solucién:

i=2(r+2)r+ (x — )iz + (x — 1)(x +2)z

(z+2)z+4+ (x— Dz + (x—1)(z+2)]z
[(x4+2)z+(x—Dz+(x—1D)(z+2)](x—1)(z+2)z
= (322 + 22— 2)(z — 1)(z + 2)x

Esta segunda derivada es cero cuando x = %ﬁ, r=-2,z=0,6x=1y

su signo determina donde la funcién z(t) es convexa o céncava. La funcién
es convexa cuando toma valores en (—2, A%ﬁ) U (0, A%ﬁ) U(l,00) y
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es céncava cuando lo hace en (—o0, —2) U (%ﬁ, 0) U (q%ﬁ, 1).
La grafica de z(t), para t > 0, depende del valor de x(0), para:

1. 2(0) < —2, la funcién es decreciente y coéncava.
2. z(0) = —2, la funcién es constante (z estd en equilibrio).
3. —2<x(0) < %ﬁ, la funcién es creciente y convexa.

4. _l%ﬁ < z(0) < 0, la funcién es creciente céncava.

5. £(0) = 0, la funcién es constante (estd en equilibrio).
6. 0 <z(0) < A%ﬁ, la funcién decrece y es convexa.

7. _l%ﬁ < z(0) < 1, la funcién decrece y es céncava.
8. z(0) =1, la funcién es constante (esta en equilibrio).

9. z(0) >1, la funcién crece y es convexa.

De esta forma se encuentra la grafica de la solucién como alguna de las
mostradas en la figura 8.3, dependiendo del valor inicial.

Figura 8.3: Gréfica de la solucién de la ecuacién & = (z — 1)(z + 2)z,
dependiendo de la condicién inicial.

Teorema 8.1. Sip es un punto de equilibrio para la ecuacion & = f(x(t))
y [’ emiste y es continua en x = p. Entonces

1. Si f'(p) < 0 yxzo estd en una vecindad de p, p es un punto de equilibrio
estable.

2. Si f'(p) > 0 y o estd en una vecindad de p, p es un punto de equilibrio
inestable.
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Ejercicios
1. Probar el teorema 8.1.

2. Hacer el analisis cualitativo grafico de la solucion de cada una de las
siguientes ecuaciones diferenciales:
a) & =kx(T — x).
b) & =2x(z+1)(x —4).
c) &= (22 +1)(z% - 2).

8.1.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales mas “simples” de solucionar son las llamadas
separables, las cuales se pueden llevar a la forma

su solucién implicita resulta de integrar cada término de la ecuacién ante-
rior, la dificultad de su solucién depende de las funciones f y g.
Las ecuaciones que se pueden reescribir en la forma

M(z,t)dz + N(x,t)dt =0

donde las dos funciones M y N son homogéneas del mismo grado se llaman
homogéneas. Mediante los cambios de variable x = ut 6 t = vz se trans-
forman en separables. Al diferenciar la primera de estas ecuaciones se tiene
dx = udt + tdu y al reemplazar estas expresiones en la ecuacion anterior la
convierten en

M (ut, t)(udt + tdu) + N(ut,t)dt =0
como las funciones son homogéneas (de grado p),
tP M (u, 1) (udt + tdu) + tP N (u,1)dt = 0
después de simplificar y transponer términos,

dt M (u,1)du

t uM(u,1) + N(u,1)

nuevamente la solucién depende de la dificultad de la integral.
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Una ecuacién es exacta si es la diferencial de alguna funcién f(x,t). Si
la ecuacién es

M (z, t)d$+N(:1: t)dt =0

entonces, M (x,t) = 890 y N(x,t) = at Sl a su vez las funciones M y N son

diferenciables, 88—]\;[ = aafafm y %];[ = axat de donde f debe ser doblemente

diferenciable y

oM 2f  Rf 0N

ot~ otox  0Oxdt Ox

que es la condicién para que la ecuacién sea exacta. La solucién es f(z,t) =
¢; para recuperar la funcion f se debe integrar M con respecto a x o N con
respecto a t.

Para solucionar una ecuacién diferencial lineal de primer orden,

i+ p(t)z = q(t)

se multiplica por una funcién m(t), llamada factor de integracién, con
el fin de convertirla en separable. Multiplicar por m(t) y sumar y restar el
termino m(t)x(t) la convierten en

m(t)i(t) +m(t)p(t)x(t) = (m()2(t) + m(t)z(t))

La ultima ecuacién es

d (m(t)x(t))

o =m(t)q(t) siysdlosi (m(t)p(t) —m(t))z(t) =0.

Transponiendo términos en la primera y teniendo en cuenta que z(t) es no
nulo en la segunda, el par de ecuaciones equivale a

d(mz) = m(t)q(t)dt siy sblo si dﬂ;gt) = m(t)p(t)

integrando la primera ecuacion,

d
/m t)dt + k  siy solo si an_ p(t)dt
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de donde se obtiene la solucién

x(t) = S m(t)dt R siysélosi In(m(t)) = /p(t)dt.

Despejando m y reemplazando en la primera ecuacién se tiene que la solu-
cién de una ecuaciéon diferencial lineal de primer orden es

fexp[fp ] dt-i—k.

exp [ [ p(t)dt]

Esta férmula proporciona la solucién general para este tipo de ecuaciones.
La construccion de las funciones CD y CES es ejemplo de uso de las ecua-
ciones diferenciales en la construcciéon de funciones que sirven de modelo

x(t) =

para el comportamiento de algunos agentes econdmicos.

8.1.2. La funcién de Cobb-Douglas

Para maximizar el beneficio del productor que usa dos insumos, K y L, con
una funcién de produccién Q(K, L) dada por

IT = Ingreso total - Costo total = pQ(K, L) — (rK + wL)

el gradiente de II debe ser cero, es decir,

on _ 0@ _,
ok ~Pox T
om0,
or Por "~
estas condiciones de primer orden se reducen a
oQ r 0Q w

oK p Y oL p
La segunda se traduce en que el 6ptimo estd donde la productividad marginal
fisica del trabajo g—% sea igual a los salarios reales %.

Douglas, a partir de sus observaciones sobre la participacion de los
salarios y el capital en la cantidad producida, encontré que la némina total
y el interés total sobre el capital invertido eran proporciones constantes del
output, sean éstas o'y [,

wL=aQ y rK=pQ (¥
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Si el mercado es perfecto y el empresario maximiza sus beneficios se tiene
que

oQ oQ
— =w —=r
Por Y Por
al reemplazar estas igualdades en (*) se encuentra
Q oQ
porL=aQ PaK =80 (%)
La primera de estas ecuaciones es separable ya que al transponer términos,
dQ adL
Q pL
y al integrar con respecto a L,
In(Q) = < In(L) +¢,
p

donde c es una constante de integraciéon que en general depende de K, ya
que se integré con respecto a L. Despejando,

hSHle)
=3 R

QUE, L) = 5 e = oL _ e ()8 = 0y(K) - (L)

derivando esta funcién con respecto a K y usando la segunda ecuacion de

(**)

PO K = pCi(K) - (D)F K = SC1(K) - (1)F = Q
transponiendo términos en la ecuaciéon del medio,
dcy _ pdK
C1 p K

integrando con respecto a K,
B
In(Ch)==InK+cy
p

despejando,
8
P

S [

C) = e%ln(K)-I—cz _ 602+IH(K) — 02 (K)

y reemplazando este valor en la expresion para @,
]

QUE, L) = A(K)» (L)?

la conocida funcién de Cobb-Douglas.
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8.1.3. La funcion CES

La construccion de la CES estd basada en la observacién de que el output es
una proporcién cambiante del tipo de salario (en adelante se asume p = 1
por comodidad)

% = auw’ (1).
La diferencial total de @ es
0Q 0Q
= —dK + —dL
dQ K dK + oL d

y en competencia perfecta (ver seccién anterior)

2Q _
oL

w,

de donde,

_9Q
dQ = 5 <dK + wdL.

Si ademas @ tiene rendimientos constantes a escala,

dQ _ dK _ dL
Q K L’
asi,
dQ 0Q  dL 9Q = L Q 0Q L

ik "ok TVak “oxk T'EK ° Kok VK

despejando w,

Reemplazando en (1),

o1
elevando a potencia §
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haciendo r = %, a”" = a y despejando la derivada de @) con respecto a K
se tiene,

Q _Lie_ (QY

0K K\L L

0Q 0K

tE-e(®) *

integrando, usando la sustitucién v = Q/L,

T
(u—au’) | K

la primera integral se calcula por fracciones simples

separando variables

1 1 A B

(u—av) uw(l—aw=1)  u  1—au!

sumando la ultima expresion y simplificando los denominadores se tiene
que
1=A (1 — aur_l) + Bu

de donde,
A=1y —au" '+ Bu=0
despejando,
r—1
g a2
u
Asi,
/ du _/du+/ au”"2du ~ In(u) — 1 dz
(u—au’) ] u 1—au—1 r—1J =z
1
= In(u) — — In(z),

donde z = 1 — au"~!. Reemplazando z y u

o)) ) 4 (®))

=In(K) +¢c,
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con ¢ constante de integracién que en general depende de L, tomando ex-
ponencial en la iltima igualdad,

Q Q r—1 7$7
L(l—a(L> ) =CK.

Para despejar ) se transponen términos y se toma potencia (r — 1)-ésima,

. Q 1—7“_ CLK r—1

_G<L> _( Q ) ’
1a<L>r—1+<CLK>r—1
o\ Q

Qr—l _ aL'r—l + (CLK)rfl

finalmente,

El valor de C se encuentra usando otra de las condiciones sobre Q.
Ejercicios
1. Hacer explicito el valor de C para la funciéon CES.

2. Solucionar las ecuaciones diferenciales:

a) 2t+3+4 (2z —2)z = 0.
t2—1

=

)

) %: z2+1"

c) 2t +4x+ (2t — 2x)i = 0.

d) 2zdt — tdz = 0.
) (#% 4 3xt + %) dt — t*dz = 0.
) (:c—t)dx— (4t — 3x)dt.
) &

e

f

g

3. Hacer el analisis de estabilidad local de las ecuaciones en cada punto
de equilibrio

. dx 4
a) &= 9 =8x —x".

b) Jb:%:&rfﬂ:‘g.
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. Encontrar la funcién de demanda en funcién de los precios que tiene

elasticidad lineal e,; = ap + b y determinar las condiciones sobre a y
b para que esta elasticidad esté bien definida.

Determinar la funcion de demanda que tiene elasticidad constante
para todo nivel de precios.

Usar el teorema de la envolvente para probar que:

a) Si la funcién de produccién tiene rendimientos crecientes a es-
cala, la funcién de costos (éptimos) es concava en cantidades.

b) Si la funcién de produccién tiene rendimientos constantes a es-
cala, la funcién de costos es lineal en cantidades y

¢) Si la funcién de produccién tiene rendimientos decrecientes a
escala, los costos son convexos en cantidades.

d) Encontrar en cada caso la forma de las funciones de costos y de
demandas condicionadas.

Ayuda: si la funcién de produccién es homogénea de grado «,

C* =\ [QKK* + QLL*] = \ag.

Probar que si la funciéon de utilidad es homogénea de grado «, la
funcién de utilidad indirecta es multiplicativamente separable con re-
specto a los precios y el ingreso, esto es,

V(p,m) = Vi(p)Va(m)
y encontrar el grado de homogeneidad de V;.

Probar que si la funciéon de produccién es homogénea de grado «, la
funcién de beneficio es multiplicativamente separable con respecto a
los precios de los insumos y el precio de venta, esto es,

II*(p, P) = 111 (p)113(P)
y encontrar el grado de homogeneidad de II7.
Las funciones de oferta y demanda para un cierto bien son:
D(p)=100—kp vy  O(p)=p— 1000,

donde k > 0. Si la dindmica de los precios se determina por:
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a) pi+1—pt = 0[D(pt — pi—1) — O(pt)]. Encontrar el punto de equi-
librio y las condiciones sobre k y 8 para que el modelo tenga un
punto de equilibrio estable.

b) p=0[D(p(t)) — O(p(t))]. Encontrar el punto de equilibrio y las
condiciones sobre # y k para que sea estable.

¢) Comparar las respuestas de las partes a) y b).

8.1.4. Ecuaciones lineales de orden n con coeficientes con-
stantes

La solucién general de una ecuacion diferencial homogénea lineal con coe-
ficientes constantes forma un espacio vectorial de dimensién igual al orden
de la ecuacién. En particular la solucién de la ecuacién lineal homogénea
de segundo orden

a +bx+cx=0

forma un espacio vectorial de dimensién 2; su base estd generada por dos
funciones linealmente independientes. Puesto que la funcién x = e, para
algin r, es multiplo de sus derivadas, entonces debe ser solucién de la
ecuacién; para esto se debe determinar el valor de r, lo cual se logra reem-
plazando la funcién y sus derivadas en la ecuacion:

ar’e™ + bre™t + ce™ =0

simplificando €. Los valores de r deben satisfacer la ecuacién carac-
teristica,

ar? +br+c¢=0.

Las posibilidades para las raices son:

1. Si b? > 4ac, las raices r; y 73 son reales distintas y la solucién de la
ecuacion diferencial es

z(t) = ke + koe™".

2. Si b? = 4dac, r1 y ro son reales iguales y la solucién de la ecuacién
diferencial es

z(t) = kre™ + kote™t.
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3. Si b% < 4ac, r; y ro son complejas conjugadas, 11 = 72 = a + 3. La
solucién de (1) es
z(t) = ket + koe™!

donde las constantes, k1 y ko son complejas conjugadas. Usando el
teorema de Euler!, esta solucién se convierte en

x(t) = kpe(ot Bt 4 fpela—iB)t
=™ (lﬂewt + er_iﬁt)
= e [ky (cos(Bt) + isen(Bt)) + ko (cos(Bt) — isen(Bt))]
= e [(k1 + k2) cos(Bt) + i (k1 — k2) sen(ft)]
= e [e1 cos(Bt) + casen(Bt)]

las constantes, ¢; y ¢z, son reales.

Para la ecuacién
T+bt+cxr=0

el punto de equilibrio es x = 0, de donde el comportamiento de la solucién
con respecto al equilibrio esta dado por el

lim e".
t—o0

Puesto que las raices de una ecuacién cuadratica satisfacen la condicién
(r—r)(r —mr) =712 = (r1 + 12)r + 1179,
entonces las soluciones de la ecuacion caracteristica satisfacen la condicién
ry+1r9=—b y 1Ty = C.

y la estabilidad de la ecuacion queda determinada por sus coeficientes en
la forma:

1. Si b? > 4c las raices son reales distintas y la solucién converge si las
raices son negativas, lo que se tiene si y sélosi c <0y b > 0.

2. Si b = 4c las raices son reales iguales con valor —b/2 y la solucién
converge cuando b > 0.

Le® — cosf + isen .
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3. Si b? < 4c las raices son complejas conjugadas y la solucién converge
cuando la parte real de ellas es negativa, es decir, cuando —b/2 < 0.

La solucién de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
de orden n se encuentra en forma andloga a la solucién de ecuaciones de
segundo orden. Para la ecuacion

anm(”) + an—wﬁ(n*l) + -+ a® + a1z + apr =0

una solucion es de la forma x = €™ para algin r ya que para esta funcién
la derivada de orden k es z(¥) = rker Al reemplazar esta funcién y sus n
primeras derivadas la ecuacion se convierte en

™€ 4 a1V 4 agr?e™ 4 arre’™ 4+ age™ =0

factorizando y simplificando e"* la ecuacién anterior se reduce a la ecuacion
caracteristica

A" + a1+ agr® +air +ag =0

Las raices de esta ecuaciéon dan los valores de r que sirven como exponentes
en la solucién de la ecuacion diferencial. Como en ecuaciones en recur-
rencia, la solucién general es una combinacion lineal de las soluciones que
proporcionan las raices de la ecuacién caracteristica.

Ejercicios

1. Probar que si dos funciones f(t) y ¢g(t) son soluciones de una ecuacién
diferencial lineal homogénea, entonces f(t)+g(t) y kf(t) también son
soluciones de la misma ecuacién.

2. Si rq, ro son raices complejas conjugadas del polinomio caracteristico
ar’ 4+ br+c =0, r, = = a+ if. Probar que si la solucién de la
ecuacién ai +bi+cx = 0 es x = ket + kge™?, las constantes deben
ser complejas conjugadas.

El primer ejercicio prueba que las soluciones de una ecuacién diferencial
lineal homogénea forman un espacio vectorial que resulta ser de dimensién
igual al orden de la ecuacién. La soluciéon general no es otra cosa que un
elemento arbitrario del espacio generado por las soluciones, las funciones
que se escogen para generarla no son por tanto arbitrarias. Se busca que
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esas funciones sean base de los espacios solucién, para lo cual se deben
tener tantas como la dimensién del espacio (orden de la ecuacién), que sean
ademads linealmente independientes. Todo lo anterior se logra probando que
el determinante

W(f(t),g(t) =

ft)  g(t) ‘
@) g

es no nulo para cada una de las soluciones encontradas?.

A partir del teorema fundamental del algebra, la forma de la solucion
general de una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes con-
stantes estd determinada por las raices de ecuacién caracteristica de la
siguiente forma:

1. Si todas las raices son reales distintas, la solucion es:

x(t) = kie™t 4 koe™t 4+ .. ket

2. Si una raiz real r se repite m + 1 veces, la solucién es:

x(t) = ke + kote™™ + Est2e™ 4. 4 K tMe
+ otros términos que dependen del

comportamiento de las otras raices.
Esto es, contiene una combinacién lineal de: e, te’™, t2e™,..., t™e.

3. Sila raiz r = a + ib es compleja (también su conjugada es raiz) y no
se repite, por estas dos raices (r y su conjugada) la solucién es de la
forma:

z(t) = k1e® cos(bt) + koe™ sen(bt)
+ otros términos que dependen del

comportamiento de las otras raices.

Es decir, contiene una combinacién lineal de las funciones e cos(bt)
y e sen(bt).

2Para la prueba del anterior resultado se puede consultar cualquier buen texto de
ecuaciones diferenciales, por ejemplo Simmons[Sim] o Boyce y DiPrima[B y D].
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4. Sila raiz r = a + ib es compleja (también su conjugada es raiz) y se
repite m veces, por estas 2m raices (r y su conjugada) la solucién es
de la forma:

x(t) = ke cos(bt) + kje™ sen(bt) 4 kote™ cos(bt) + khte™ sen(bt)
4ot kg t™ e cos(bt) + K., t™ e sen(bt)
+ otros términos que dependen del comportamiento de las

otras raices.

Esto es, contiene una combinacién lineal de: e cos(bt), e sen(bt),
te? cos(bt), te® sen(bt), t2e? cos(bt), t2e sen(bt),..., t*~1es cos(bt),
th=Le sen(bt).

La solucién general de una ecuacién no homogénea se encuentra en forma
analoga a las ecuaciones en recurrencia, que es la solucién de la ecuacién
homogénea mas una solucién particular

(t) = xp(t) + p(t)

donde z,(t) se puede encontrar por el método de coeficientes indetermina-
dos o por variacion de parametros. En el primero se supone que la solucién
particular tiene la misma forma que la funcién que hace no homogénea la
ecuacién, pero no se conocen los valores de los coeficientes, los cuales deben
determinarse por reemplazo e igualacién.

Ejemplo
Para encontrar la solucién de la ecuacién
i — 24+ 22 = 2+ 3t + 5t°.

Inicialmente se soluciona la homogénea asociada

T—2c+2x=0
su polinomio caracteristico

r2—2r+2=0
tiene como raices 1 +1¢ y 1 — 4. La solucion de la ecuacién homogénea es:

xp(t) = €' (k1 cost + kasent).
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La funcién que hace no homogénea la ecuacién es 2 + 3t + 52, por lo tanto
la solucién particular debe ser de la misma forma, esto es, un polinomio de
segundo grado,

z,(t) = a + bt + ct?.

Para determinar los valores se reemplaza en la ecuacién,
2c — 2(b+ 2ct) + 2 (a + bt + ct?) = 2+ 3t + 5t>.
y se igualan los coeficientes de los polinomios resultantes,
2a —2b+ 2c =2, 2b — 4¢c =3, 2¢ = 5.

Por lo tanto, la solucién particular es

() _ Y B 0p
P 2 2 27
El método de variacién de parametros supone que la solucién particular
es combinacion lineal variable de las funciones que generan la solucién de
la homogénea. Este método da férmulas para la solucién particular (ver
Simmons[Sim| o Boyce y DiPrima[B y DJ).

8.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Muchos problemas de la dindmica econémica se pueden modelar por medio
de un sistema simultdneo de ecuaciones diferenciales auténomas de la forma:

.odx

x=— =F(x)

dt

Donde x y F representan vectores; éste es un sistema de n ecuaciones
diferenciales con n incégnitas. El punto de equilibrio de un sistema es aquel
donde las funciones involucradas no tienen cambios con respecto al tiempo,
es decir, donde sus derivadas son nulas:

x =F(x)=0.

En algunos casos econdmicamente es mas relevante el comportamiento de la
solucién con respecto a los puntos de equilibrio del sistema, que su solucién.
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8.2.1. Diagramas de fase

El analisis gréafico de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas

y=g(z,y)

sirve para determinar el comportamiento de los puntos de equilibrio y de
las trayectorias solucién del sistema con algunas condiciones iniciales.

En un diagrama de fase se trazan las curvas que son soluciones del
sitema, esto es, se grafican las curvas formadas por los puntos (z(t),y(t))
de tal forma que los valores de x = z(t) y y = y(t) satisfagan el sistema para
t en algun intervalo. El sistema geométricamente describe el movimiento de
una particula en el plano: la ecuacién & = f(x,y) determina el movimiento
de la particula con respecto al eje x, ya que & representa el crecimiento de la
variable x a medida que el tiempo crece; en la regién donde & = f(z,y) > 0
la particula se mueve en la direccidon de crecimiento del eje x y en la regién
donde & = f(z,y) < 0 la particula se mueve en la direccién hacia donde el
eje x decrece. De la misma forma ¢ = g(z,y) determina el movimiento de
la particula en la direccion del eje y.

Para hacer el diagrama de fase en un sistema coordenado usual se traza
la curva f(z,y) = 0 y se determinan las regiones donde f(x,y) > 0y
f(z,y) < 0; en la primera la trayectoria solucién del sistema se mueve a
la derecha, & > 0, en la grafica esto se indica por medio de una flecha
hacia la derecha (—). En la regién donde f(x,y) < 0 la trayectoria debe
moverse hacia la izquierda, lo que se indica con una flecha hacia la izquierda
(+-). Puesto que las trayectorias pueden atravesar la curva f(z,y) = 0, si
lo hace, en el punto de cruce © = 0, es decir, en ese punto la tangente a
la trayectoria debe ser vertical; esto se indica en la grafica colocando una
linea vertical (figura 8.4). Para determinar el crecimiento de la trayectoria
solucién al sistema con respecto al eje y se traza el contorno g(z,y) = 0
y se determinan los contornos superior e inferior, esto es, la regiéon donde
g(z,y) > 0y g(z,y) < 0. En el contorno superior la trayectoria se mueve
en direccién al crecimiento del eje y, lo que se indica por medio de una
flecha hacia arriba (1) y donde g(x,y) < 0 por una flecha hacia abajo ({)
que indica que la trayectoria se mueve hacia abajo. En los puntos de cruce
de las trayectorias solucién con la gréfica de g(x,y) = 0 las tangentes a las
trayectorias deben ser horizontales, alli § = 0, en la grafica se indica con una
recta horizontal atravesada al grafico de g(x,y) = 0 (figura 8.5). Al reunir
el comportamiento de los graficos anteriores se encuentra el crecimiento de
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f(xy)=0

_/

Figura 8.4: El contorno f(x,y) = 0 determina las regiones

donde la trayectoria se mueve a la derecha o a la izquierda.

Figura 8.5: El contorno g(z,y) = 0 determina las regiones

donde la trayectoria se mueve hacia arriba o hacia abajo.
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las trayectorias solucién del sistema y los puntos de equilibrio que estan

en la interseccién de las curvas f(x,y) = 0y g(x,y) = 0; en esos puntos
& =9y =0 (figura 8.6).

y NI Y)= O
f(x,y)=0 /

e \

Figura 8.6: Indicaciones del crecimiento de las trayectorias
solucién del sistema.

Las trayectorias solucién del sistema se trazan siguiendo el movimiento

indicado por las flechas y el tipo de cruces encontrados en este proceso. En
la figura 8.7 se muestran algunas trayectorias.

Figura 8.7: Algunas trayectorias solucion del sistema.

8.2.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

En algunos casos la solucién de un sistema no lineal, como se vera mas
adelante, se puede aproximar por medio de sistemas lineales; por esto, ini-
cialmente se analiza el comportamiento de sistemas lineales. Un sistema es
lineal si las funciones involucradas son lineales, esto es, el sistema es de la
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forma:
x=Ax+ B

El vector B determina la posicién del punto de equilibrio pero este vector
no incide en la estabilidad del sistema. Si B = 0 el sistema es homogéneo,
en este caso el punto de equilibrio estéd en el origen y por comodidad en el
analisis sélo se estudia este caso.

La solucién de un sistema homogéneo

x = Ax

es de la forma

ya que este vector de funciones tiene por derivada un multiplo del mismo
vector,

para determinar los valores de r y v se reemplaza x y su derivada en el

sistema original,

t

re’v = Ae"tv

simplificando e"?,
rv=Av

esto indica que r y v son valor y vector propios correspondientes de la
matriz A.
En la solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales

T =ax+ by
y=cx+dy

se trata de encontrar los valores de las v y r que solucionen el sistema,

()= 0 ()

como el valor del vector v es no nulo, los valores de r se calculan solucio-

nando la ecuacion,
a b 10
(0= )=
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que se reduce a

a—r b

c d_r:(a_T)(d_T)_bC=T2—(a+d)r+ad—bc

=72 —Tr(A)r +|A] =0

Asi, los valores de r vienen dados por

Tr(A) £ 4/ Tr?(A) — 4| A]

2

ry,r2 =

que satisfacen la condicién

(r — 1) (r — 1) =12 — (11 4 1)1 + 71779
por lo tanto,
Tr(A) =r1 + 79 y |A| = rirg.

Estas raices pueden ser:

1. Reales distintas, si y s6lo si Tr?(A) > 4|A|. En este caso hay dos val-
ores propios distintos a los cuales les corresponden dos vectores pro-
pios linealmente independientes; a partir de éstos es posible generar
la solucién general del sistema que tiene la forma

(20) = e (2] enent (1)

donde r1 y ro son los valores propios de la matriz de coeficientes del

. v11 . . V21
sistema, v es un vector propio correspondiente a r; y v es
12 22

un vector propio correspondiente a ro. La convergencia de la solucién
no sélo depende de las raices sino también de los valores iniciales del
problema:

a) r1 >0yry > 0siysdlosi|A|y Tr(A) son positivos. Si los valores
iniciales del problema son distintos del punto de equilibrio, ¢;
0 ¢y distintos de cero, las funciones exponenciales involucradas
en la solucién crecen y las trayectorias se alejan del punto de
equilibrio; por este comportamiento el punto se conoce como
nodo inestable (figura 8.8).
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y=0
P
e
P
|~ X=0
— 1 —
//’/J /// / ]
= —
z < — >
///
/

Figura 8.8: Diagrama de fase para un sistema con un nodo

inestable.

b) r1 <0y ry>0siysélosi|A| <0. La solucién del sistema con-

verge al punto de equilibrio solamente cuando ¢y = 0; esto im-
plica que para que el sistema converja, los valores iniciales deben
estar sobre la recta generada por el vector propio correspondi-
ente al valor propio negativo. Por esta razén la recta generada
por este vector se conoce como la senda de convergencia;
por este camino existe la unica posibilidad de convergencia del
sistema, en términos de algebra lineal la senda de convergencia
es Gen{V1}. Si el valor inicial del problema hace c2 # 0, esto
es, se encuentra fuera de la senda de convergencia, la solucién
inicialmente puede acercarse al punto de equilibrio pero luego
de un cierto intervalo de tiempo divergird, puesto que valores
iniciales que tengan coeficientes distintos de cero para la expo-
nencial positiva llevan a la divergencia del sistema. Cuando el
modelo contiene valores propios con estas caracteristicas, se dice
que tiene un punto de silla (figura 8.9).

r1y T2 son negativos si y sélo si [A] > 0y TR(A) < 0, para
cualquier valor del punto inicial el sistema converge al equilibrio
puesto que las exponenciales involucradas convergen a cero. Este
tipo de punto se conoce como un nodo estable.

Reales iguales si y sélo si Tr?(A) = 4|A|. En este caso sélo hay un
vector propio y el espacio solucién tiene dimension dos, por lo tan-
teo es necesario generar otra solucién, esto se logra suponiendo una
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Figura 8.9: El punto de equilibrio del sistema es un punto

de silla.

solucién de la forma
x = (w4 tv)e

y encontrando el vector W. La derivada en este caso es
x = (v+rwtrtv)e”
reemplazando en el sistema original,
(Vv4+rw+rtv)e™ = A(w +tv)e"
simplificando e,
(v+rw) +rtv = A(w + tv)

igualando los coeficientes de este polinomio matricial,

(v+rw) = Aw y rtv = Atv

de donde los valores de v y w son las soluciones de los sistemas,

(A—rI)v=0 y (A—rHiw=v

287

el primero produce el valor y vector propio del sistema; éste se reem-

plaza en el segundo y se despeja el vector w.

Para un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas la solucién es

de la forma

(360) = (o) e [Gonn) 2 (2
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El sistema converge para cualquier valor de las condiciones iniciales
siy sélo si 7 < 0 (que equivale a Tr(A) < 0), el punto de equilibrio es
un nodo estable, y el sistema diverge si 7 > 0 (nodo inestable).

Complejas conjugadas si y sélo si Tr?(A) < 4|A|. Las raices se pueden
escribir en la forma ry = 79 = p 4 0i, donde

4|A] — Tr3(A)

p=TH(A)/2y 6= 5

Los vectores propios también son complejos conjugados, v = vi +ivy
y Vv = vy — ivy. Por aplicacion de la formula de Euler,

POt — oPteift — Pt (cos(0t) + isen(6t))
Dos soluciones linealmente independientes son:

x1(t) = e (v 4 ivy) = et (cos(0t) + isen(Bt)) (vi + iva)

x9(t) = P70 (vy —ivy) = Pt (cos(0t) — isen(0t)) (vi — ivy).

Puesto que una combinacion lineal de soluciones es solucién, entonces:

¥ = e (cos(0t)vy — sen(0t)vs)
Y X1 — X
_; 2t 5 2 _ ort (cos(0t)vy + sen(6t)vy)

son soluciones de la ecuacién. Puesto que son soluciones reales lineal-
mente independientes, cualquier solucién debe ser una combinacion
lineal de ellas, esto es, la solucion general es:

<§Eg> = e [ky (cos(0t)vy — sen(0t)va) + ka (cos(t)va + sen(6t)v1)] .

Los valores de p producen tres tipos de puntos de equilibrio:

a) La solucién converge si y sélo si p es negativo que equivale a
Tr(A) < 0 el punto de equilibrio es un punto espiral atractivo
o convergente. El sistema es globalmente exponencialmente
estable (figura 77).
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b) La solucién se aleja del punto de equilibrio si y sélo si p > 0,
el punto de equilibrio es un punto espiral repulsivo o diver-
gente.

¢) Cuando p = 0 la solucién del sistema a partir de una condicién
inicial es ciclica ya que solamente involucra las funciones seno y
coseno que son periddicas; en este caso el punto de equilibrio es
un centro. El sistema es lyapunovmente estable (figura 8.10).

y=0

/ x=0

/

/

g

Figura 8.10: El punto de equilibrio es un centro.

Ejemplos

1. La matriz de representacion del sistema

T=3x+ 2y
j=-z

es <_1 O) su polinomio caracteristico, 12 — 3742, tiene como raices
. . 1
r =1y r = 2. Los vectores propios correspondientes son | 1)y
-2 . .
1) La solucién general del sistema es

(50) =met (1)) +me (7):

El punto de equilibrio es un nodo inestable.
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2. Para solucionar un sistema no homogéneo se procede como en ecua-

ciones, esto es, la solucion es la suma de la solucién del sistema ho-
mogéneo y la solucion particular, la cual tiene la forma de los términos
que hacen no homogénea la ecuacion.

La solucién particular del sistema

i=3w+2y+t
y:—$+€t,

(la solucién del sistema homogéneo asociado se encontré en el ejemplo
anterior) tiene la forma

zp(t)\ (a1t + by + cret + dytet
yp(t) ) \aat + by + coe’ + dote?

dado que €' hace parte de la solucién del sistema homogéneo. Si se
reemplaza en el sistema

Tp = 3xp + 2yp +t
yp = _:Cp+6t)

los coeficientes de la solucién particular son las soluciones de

ar + (c1 + d1)et +ditet =3 (alt + by + cret + dltet)
+2 (agt + by + coe’ + date') +t
as + (c2 +da)e’ +date’ = — (a1t + by + cre’ +dite’) + €.

Tgualando coeficientes

'(Il = 3by + 2by
3a1+2a2+1=0
1+ di =3¢t + 2¢9

d1 = 3d1 + 2d»
ag = —b1
a) = 0

c2t+dy=—-c1+1
do = —dy.
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La solucién es a1 = 0, ay = —%, b1 = %, by = —%, di=-2,dy =2y

c1 + ¢ = 1. Por tanto la solucién del sistema es

z(t) = ae’ — 2kge® + 3 — 2te!
y(t) = —ae! + et + koe?t — %t — % + 2tet

donde o = k1 + ¢; es una nueva constante. Los valores de a y ko se
encuentran como solucién del sistema

2(0) = o — 2ko + %
y(0) = —a+ky + 1,

cuando las condiciones iniciales son conocidas.

T=3r+vy
y=r—-y

. . 3 1 . . .
la matriz de representacion es < . 1). Su polinomio caracteristico,

3. Para el sistema

r2 — 2r — 4, tiene como raices r =1 — /5 y r = 1 + /5, los vectores

1
propios correspondientes a estos valores propios son: <_ 9 _ \/S> y

<_ 9 j_ \/5> La solucién general del sistema es:

(o) e () ().

El punto de equilibrio es un punto de silla, la senda de convergencia (el

espacio generado por el vector propio correspondiente al valor propio

. 1 .
negativo) es Gen { < 9 f) }; este espacio corresponde a la recta

5
y=—(2+5)z.
4. El sistema
T=2x+y
y=—4x+ 2y

1 . . -
_4 2> cuyo polinomio caracteristi-

co es 12 — 4r + 8. Las raices de este polinomio son: 2 +4iy 2 —4i y

esté representado por la matriz (
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los vectores propios correspondientes son:

(@) =) 6 v ()= () ()

Aplicando la férmula encontrada en el caso de raices complejas, la
solucion general para el sistema es

()2 o e () s )
o (Cos(4t) (2) + sen(4t) (é))] .

Los valores de ki y ks se encuentran usando condiciones iniciales.
Si se sabe que z(0) = 1 y y(0) = 3, al reemplazar estos valores se

encuentra:
(68)-()-1(0)40)- ()

de donde k1 =1y ko = % y la solucién del problema con condiciones
iniciales es:

(i) = [ (i) 1 (Feosin)]
_ ot [ cos(4t) + § sen(4t)
¢ (3 cos(4t) — 4 sen(4t)> '

Para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con maés ecuaciones es
posible hacer el andlisis de estabilidad a partir del comportamiento de las
raices del polinomio caracteristico, aunque es imposible resumir el compor-
tamiento de la solucién en términos de la traza y el determinante como en
el caso de sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas; sin embargo, el
siguiente resultado da el comportamiento de los valores propios a partir de
los coeficientes del polinomio caracteristico de la matriz de coeficientes.

Teorema 8.2. (Routh-Hurwitz) El polinomio

PN =agA" + a1 N+t a, A+ a,
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con coeficientes reales y ag > 0 tiene todas sus raices con parte real negativa
sty solo si los menores principales de la matriz de Hurwitz

aq as as ay 0 0

ag a2 G4 Qg 0 0
0 aj az as 0 0
0 apg ag a4 0 0
0 0 0 0 ... ap—1 O
0 0 0 0 ... ap—2 ap

son todos positivos.

La matriz de Hurwitz contiene en la primera fila los coeficientes impares del
polinomio caracteristico, en la segunda los coeficientes pares, la tercera y
la cuarta filas son idénticas a la primera y la segunda antecedidas por cero,
la quinta y la sexta son iguales a la segunda y la tercera antecedidas por
cero, etc. La diagonal (a1, as,as, ..., a,), estd formada por los coeficientes
de la ecuacion salvo el coeficiente ag.

El comportamiento de un sistema no lineal de dos ecuaciones diferen-
ciales con dos incégnitas que se pueda reescribir en la forma

x = Ax + H(x),
donde A es una matriz 2 x 2, x = (;j) y H es una funcién de R? a R2,

puede ser determinado por medio del siguiente

Teorema 8.3. Sea

M S'i T
Gla,y) = { Voo +v? '( ,y)#(0,0)7
0 si (x,y) = (0,0)

si G es continua en (0,0), entonces:

1. Si el punto de equilibrio de x = Jx es estable, entonces el punto de
equilibrio de & = Jx+ H(x) es estable, y

2. Si el punto de equilibrio de © = Jx es inestable, entonces el punto de
equilibrio de & = Jx+ H(x) es inestable.
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Este teorema o la aproximacion del sistema en los puntos de equilibrio por
un sistema lineal via la aplicacién del teorema de Hartman-Grobman da
el comportamiento de los puntos de equilibrio en sistemas no lineales. En
sistemas no lineales este comportamiento lo establece el determinante y la
traza de la matriz jacobiana, J.

Ejemplo

El sistema
t=x24+9% -1
Y =2xy

tiene cuatro puntos de equilibrio (1,0), (—1,0), (0,1) y (0,—1); éstos son
las soluciones del sistema

a:2+y2—1:0
20y =0

para estudiar su comportamiento se analiza la traza y el determinante de
la matriz jacobiana,

o o) _ (2
J(@,y) =5, o :< )
b a—z 2y 2z

en cada uno de los puntos:

1. En (1,0), J(1,0) = <g g), su traza es 4 y su determinante es 4, las

raices del polinomio caracteristico son ambas 2, el punto de equilibrio

es un nodo inestable.

2. En (-1,0), J(~1,0) = <_()2 -2

es 4, las raices del polinomio caracteristico son ambas —2 y el punto
de equilibrio es un nodo estable.

) su traza es —4 y su determinante

0 =2
+2 0
es —4, las raices del polinomio caracteristico son 2 y —2, por lo tanto
esos puntos de equilibrio son puntos de silla.

3. En (0,+£1), J(0,£1) = ( ) su traza es 0 y su determinante
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Ejercicios

1. Encontrar la solucion del sistema x = Ax y analizar la convergencia
si la matriz A es:

SN YD o)
10 a6y e () ()
NOOREERNCGOR Y
W () B G 6

2. Encontrar la soluciéon del sistema

{a'c:éx—i—éy—Q

\)
—_

—_
—

U= 137~ 15y +5

con las condiciones iniciales zog =1y yg = 2.

3. Hacer el diagrama de fase para cada uno de los sistemas y analizar
el comportamiento de los puntos de equilibrio usando la matriz jaco-

biana:
a) t=a3—x—y b) T =u2xy
y:w_y y:4_x2_y2
) t=a’—-4—y d) t=y -z —vy
c
y=4—-a2*-y y=x—3y
) =% —y? £ T=x—y

4. El sistema
t=x—y* -2
j=x+y*—y—6
tiene dos puntos de equilibrio. Utilizar la jacobiana para analizar el

comportamiento de los puntos de equilibrio y hacer los diagramas de
fase correspondientes.
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5. Las ecuaciones para la demanda y la oferta son:

D(p) =5p+2p+ 4p — 98
O(p) =p—2p+2p—2
a) Hallar la solucién del modelo, suponiendo que el mercado esté en
equilibrio en cada momento.

b) Analizar el comportamiento del mercado si ocurre un desequi-
librio del mercado en el momento t = 0 que aparta los precios
de su nivel de equilibrio, tal que p(0) =32y p(0) = 35.

6. Analizar los puntos de equilibrio del sistema no lineal
=05z —y
=3z — 23— 2y

7. Trazar el diagrama de fase y analizar, por medio de la matriz jaco-
biana, los puntos de equilibrio del sistema:

j::an—:U?’—y
y=x—-y.

8. Encontrar condiciones sobre el parametro a para que los puntos de
equilibrio del sistema sean estables:

t=x—2°—ay
y=x—y.

9. Una versién del modelo de Phillips para la interaccién entre la tasa
de inflacién y la tasa de desempleo es:

i(t) = B (p(t) — m(t))
u(t) = a+br(t) — ap(t)
u(t) = k(p(t) — )

donde p es la tasa de inflacion, 7 es la tasa de inflacién esperada, u es
la tasa de desempleo y todos los coeficientes son positivos. Se supone
que (b—«)B = k. Encontrar, si las hay, las condiciones de estabilidad
del modelo y determinar su comportamiento.
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10. Otra versién del modelo de Phillips es:

(t) = B (p(t) — m(t))

p(t) = a —bu(t) + an(t)

a(t) = k(p(t) — )
donde todos los coeficientes son positivos. Se supone que o — 5 = bk.
Determinar:

a) La solucién del modelo, es decir, p(t), w(t) y u(t).

b) El punto de equilibrio, su tipo y su comportamiento con respecto
a estabilidad.

8.3. La dinamica en economia

8.3.1. Los enfoques discreto y continuo de un modelo de
Samuelson

Esta secciéon examina el andamiaje matematico necesario para comparar
las concepciones dindmicas en un modelo propuesto por Samuelson[S, pp.
265] para mostrar que los procesos de ajuste son diferentes cuando se tra-
baja con tiempo continuo o discreto; para ello Samuelson utiliza un modelo
keynesiano bastante sencillo.

8.3.2. Caso estatico

Considérese el sistema
Cr,Y)+I+a=Y
F(r,Y)—I=-0
L(r,Y)=M

r es la tasa de interés, Y es el ingreso, I representa la inversién, C' cor-
responde a la funcién de consumo, F' representa la eficiencia marginal del
capital, L es la funcién de preferencia por la liquidez, M es la cantidad
de dinero. El pardmetro « mide los desplazamientos hacia arriba de la
propensién a consumir. 8 cuantifica los desplazamientos hacia arriba de
la eficiencia marginal del capital®. El sistema tiene tres ecuaciones y tres

3Mientras que la pendiente de las curvas est4 determinada por la propensién marginal
a consumir y la eficiencia marginal del capital, los pardmetros “a” y “8” definen el punto
de corte de la curva con la vertical.
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incégnitas (r, Y, I). Al reordenar la primera ecuacién y derivar con respecto
al parametro «,

Crra+CyYy, =Yy +1,=-1
Foro+FyY,—1,=0
Lyrog +LyY, =0

Con respecto al pardmetro [,
Cr’l"/g + CyYﬁ — Yﬁ —|—I/3 =0

Forg+FyYg —Ig = —1
Lyrg+ LyYg =0

Con respecto a M,

Corm+Cyv Yy — Yy +1y =0
Fory+FyYy —Iy=0
Lyryy + Ly Yy =1

En forma matricial los sistemas se transforman en

Cr Cy—l 1

Ta -1
F., Fy —1 Yol =1 0],
L, Fy 0 1, 0
¢ cy—1 1 rg 0
F. Fy -1 Y| =|-1
L, Fy 0 Ig 0
y
¢ cy—1 1 M 0
F., Fy -1 Yul =10
L, Fy 0 Iy 1

La solucién de cada uno de los tres sistemas anteriores se obtiene premul-
tiplicando por la inversa de la matriz de coeficientes,

1 Ly Ly 1-— Cy — Fy
X —L, —L, C,+F,
F.Ly — FyL, (Cy —1)L, —CyL, C,Fy —(Cy —1)F,
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Siendo,
C, Cy—1 1
A = |F, Fy -1
L, Fy 0

La propensién marginal a consumir es mayor que cero (Cy > 0). La efi-
ciencia marginal del capital es positiva con respecto al ingreso (Fy > 0) y
negativa con respecto a la tasa de interés (F, < 0). La demanda de dinero
aumenta con el ingreso (Ly > 0) y disminuye cuando la tasa de interés sube
(L, < 0). La respuesta del consumo a las variaciones de la tasa de interés
es mas incierta. Si los intereses suben es probable que aumente el ahor-
ro, pero también puede presentarse un aumento del consumo si la persona
interpreta el alza de las tasas de interés como el comienzo de un proceso
inflacionario. Por consiguiente, el signo de C;. es desconocido.

A partir de los sistemas matriciales se tienen las soluciones:

To 1 Ly Ly 1-Cy —Fy
Yo | = N —L, —L, C,+ F.
I, F.Ly — FyL, (Cy-1)L,—C.L, C,Fy—(Cy —1)F,
-1 —Ly
1
=5 L,
0 FYLr - FTLY
p) - i
B = A r
Ig (1-Cy)L,+C,L,
M 1 1-Cy — Fy
YM = Z Cr + F
Iy C.Fy — (Cy — 1) F,

Puesto que el signo de C, es incierto, [S] concluye que no es posible precisar
si A es positivo o negativo. A renglén seguido duda que un modelo estatico
como el presentado tenga la capacidad de explicar el comportamiento de la
economia keynesiana. La inversién (I) no es estatica. A través del tiempo
se va ajustando en funcién de la diferencia entre la inversiéon actual y la
inversién deseada. Este hecho obliga a considerar un esquema de andlisis
de caréacter dindmico.
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8.3.3. Caso dinamico. Tiempo continuo

Expresando el sistema original en forma dindmica y en tiempo continuo se
tiene:

Y=I-[Y -C(rY)—aq]
0=F(rY)—I+2
0=L(rY)—M

Al linealizar este sistema mediante la expansién en polinomio de Taylor de
primer orden de las funciones C, F' y L, se obtiene:

V=I-[Y-{C00)+%E0)r+%(0)Y}-a

=I-[14+Cy(0)]Y -C(0)—-C,(0)r —«
FO)+F0)r+F0)Y—-I+5=0
L(0)+ L, (0)r+ Ly (0)Y =M =0

Despejando I en la segunda de estas ecuaciones y reemplazando en la
primera,

Y =F(0)+F(0)r+Fy (0)Y +8—[1+Cy (0)]Y —C(0)—C,(0)r —a
Al simplificar la ecuacién anterior se tiene:
Y =B+Wr+TY

con B, W y T constantes. Despejando r en la tercera ecuacién del sistema
y reemplazando en la anterior,

Y =B+

00 [M — Ly (0)Y — L(0)] + TY

esta ecuacién se reescribe
Y=aY+0
a y b son constantes. Esta ultima es una ecuacion diferencial lineal, cuya
solucién es b
Y = +Y(0)e" =Yy + are”
a

Reemplazando esta expresiéon en la segunda y la tercera ecuaciones del
sistema,

F(0)+ F. (0)r+ Fy (0) [Yo + a1e™] = I+ 3=0
L(0)+ Ly (0)r + Ly (0) [Yo 4+ are™] — M =0
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Al despejar r de la primera de éstas e I de la segunda, las expresiones
resultantes toman la forma

r =10+ age
1= IO + ageat

Estas soluciones son idénticas a las de [S]. Para determinar las condiciones
de estabilidad, derivamos Y con respecto a t:

Y =a(Y -Yp)
Al reemplazar en la primera ecuacién del sistema original,
I-Y-C(rY)—a=a(Y -Y))
Simplificando y ordenando términos,
Cr,Y)—(1+a)Y +I+a¥y)=—«

Al reemplazarla por la primera del sistema, éste se convierte en

Cr,Y)—(1+a)Y +1+aYy=—«
F(rY)-I=-5
L(r,Y)=M

La solucion es similar a la del caso estatico. Basta reemplazar la inversa de
la matriz de coeficientes por la inversa de la matriz

C, Cy—1—a 1

F, Fy -1
L, Fy 0
y A por
C, Cy—1—a 1
A(a) = |F, Fy —1|l=A+al,
L, Fy 0

en el sistema de soluciones estaticas. Las soluciones del sistema ofrecen un
equilibrio estable sé6lo si a < 0.

Cuando el sistema es estable, el aumento de la eficiencia marginal del
capital () se traduce en mayores tasas de interés y un ingreso més alto.
De la misma manera, cuando la propensién marginal a consumir crece (3),
la tasa de interés y el ingreso aumentan ([G-P1]).
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8.3.4. Caso dinamico. Tiempo discreto

Considerando la inversién como un parametro independiente, se tiene

)/%:C(f7}/t—1)+-[

Puesto que la tasa de interés es constante, C' no depende de r. Desarrollando
C' en polinomio de Taylor

C(r,Y;) = C(Yy) = C(Yo) + Cy, (Vi — Yo)

y reemplazando en

Y, =C(Y)+Cy, (Yim1 —Yo) +1

}/;f = CYQE—I + A

A es una constante. La ecuacién es una ecuacién en diferencias de primer
orden que tiene como solucién

;=K (Cy,)' +B
Donde K y B son constantes. Esta solucion es estable sélo si
‘CYO‘ <1

En el punto de expansién Y; la propensién marginal a consumir puede
estar en el rango que va desde menos uno a uno. Samuelson dice que la
propension marginal a consumir no necesariamente tiene que ser positiva.
En algunas circunstancias se presenta desahorro y ello no es incompatible
con el equilibrio.

Si la inversion es variable pero la tasa de interés se mantiene fija,

C(rYi1)-Yi+1;=0

F(FrY)—-1,=0

Al reemplazar los desarrollos de Taylor de primer orden de C' y F en las
dos ecuaciones anteriores se llega a

C (Yo) + Cyy (Vi — Vo) = Yi+ I, = 0

F (Yo) + Fy, (Y — Yo) — I = 0
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Despejando la inversién en la iltima de éstas y reemplazando el resultado
en la primera,

C(Y0) + Cy, (Vi = Yo) = Vi + F (Yo) + Fy, (Ye — Yp) =0

De donde se sigue que el ingreso del periodo ¢ es

1- Fy,

Y; Yi 1+ D

D es una constante que depende de los valores iniciales de cada una de las
variables involucradas. La solucion es

Cy,
1— Fy,

t
YtIKl[ }+E

Sustituyendo este resultado en la expresiéon para I,

C t
L=F(Yo)+ Py Ki |—2-| +E-Y,
1 — Fy,

El equilibrio es estable si

Cy
1—Fy

<1,6 —|1—Fy’<Cy<‘1—Fy’.

Finalmente, considérese la situacién en la que ninguna de las variables

esta dada.
Clry,Yim1) =Y +1;=0
F(

Tt,Yt)—ItZO
L(ry,Y:)— M, =0

Sustituyendo los desarrollos de C', F'y L en las respectivas ecuaciones,

Co+ Cry (re —10) + Cyy (Yie1 —Yo) = Yi +1; =0
FO‘FFTO(Tt—T'O)—FFYo(Y't_Y())—It:()
Lg—l-LTO(’I”t—’I“())—FLYO(YVt—Yb)—MZO

Reemplazando la inversion y la tasa de interés,

Co + Cpry (1t —10) + Cyy (Yeo1 — Yo) = Vi + I
Cro +Fr0
Lo,
Y (B — 1) + Fo+ Fyy Yo

= Co+ (M — Lo — Ly, (¥ — o)) + Cy; (i1 — Yp)
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Despejando el ingreso del periodo t,

Ly, (Cy, + F;
|:FYO_1_ YO( LO+ 0):|}/t:_CYOYt—1+S
T0
L,
Y, = Lo Yi 1+ R

 Fy,Ly, — Lyy — Ly, (Cyy + Fp,)

La solucién es

Cy, Ly,
FYOLTO - LTO - LYO (CTO + FTO

Yt:Kﬁ“’[‘ >]t+Q

La condicién de estabilidad es

Cy, Ly,

<1
‘FYOLTO - L?”o - LYO (CT’O + F?“o)

Relacion entre, de una parte, los desplazamientos hacia arriba de la propen-
sién marginal a consumir («) y de la eficiencia marginal del capital (3) y, de
otra parte, la tasa de interés (r) y el ingreso (Y'). Al comparar las soluciones
y sus condiciones de convergencia, se observa que éstas no coinciden.



Capitulo 9

Optimizacién dinamica
discreta

En economia se presentan problemas como los siguientes: ;Cual debe ser
el consumo durante un intervalo para que la utilidad total a valor presente
tenga el valor més grande posible? ;Coémo deben ajustarse en un cierto
periodo las tasas de cambio, de interés y de desempleo para que la inflacién
baje a cierto nivel? En ellos se quiere determinar como se deben manejar
las variables de control para determinar el comportamiento de otra u
otras variables de estado. Este tipo de problemas se ajusta a alguno de los
siguientes tipos:

T T
Optimizar / F (t,x(t), (1)) dt Optimizar | F (t,x(t), u(t)) dt
sujeto a x(a) = X, sujeto a x(t) = f(t,x(t), u(t)),
x(T) = xr, x(a) = Xq,
x(T) = xr

en caso de que las variables involucradas sean continuas y

T T
Optimizar ZF(t,le,xt) Optimizar ZF(t,xt,ut)

t=a t=a

sujeto a x441 = (¢, x4, 1)

305
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con algunas condiciones para z, y 7, cuando las variables sean discretas.
El primero es un problema de calculo de variaciones, el segundo de control
6ptimo. En este tipo de problemas se trata de conseguir las funciones z(t)
y u(t) o las sucesiones x; y u; para las que las integrales o sumas toman
su valor maximo o minimo. Estas funciones o sucesiones reciben el nombre
de sendas 6ptimas para el problema. La funcién z recibe el nombre de
variable de estado y la u variable de control; se estd interesado en saber
el comportamiento de x usando u para determinar ese comportamiento.
Noétese que todo problema de cdlculo de variaciones se puede transformar
en un problema de control y si en el problema de control es posible eliminar
las variables de control el problema se reduce a cédlculo de variaciones.

En general las condiciones z(a) y #(7') no necesariamente son con-
stantes, pueden ser libres o tomar valores en funcién de a 6 T'. Estas condi-
ciones se conocen con el nombre de condiciones de transversalidad.
Para el caso en que el problema esté definido sobre el intervalo [0, 7] y x(0)
sea fijo, Ty 7 pueden ser: xp y T fijos, x7 fijo y T libre, zp libre y T fijo,
y 7 y T libres. Estas condiciones también se pueden dar para a y z(a)

XD~~~ T 7 o

)
|

|
|
|
|
|
/1
|
|
|
|
|
1

E % X0 | / "

/

|
|
|
|
|
|
|
|
:
T o T

Figura 9.1: Comportamiento de la funcién z(¢) cuando 7'y xp son fijos
y cuando T es fijo y z7 es libre.

en problemas definidos en el intervalo [a, T|; para cada una de las posibili-
dades se deben encontrar condiciones de optimalidad sobre la funcién y las
condiciones de transversalidad involucradas.

Para problemas discretos existen tres métodos generales de solucion:
optimizacion estatica, programacion dinamica y control éptimo. El segundo
aplica el principio que una senda éptima debe estar formada de (sub)sendas
oOptimas y el dltimo es la particularizacién del mismo método usado en
optimizacion dindmica continua.
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X(T)

— N

X(©0) /4\\ o

Figura 9.2: Comportamiento de la funcién z(t) cuando T es libre y xp
es fijo y cuando Ty zp estan libres.

X(0)

9.1. Meétodos de optimizacién estatica

Para solucionar el problema de encontrar el

T

Optimo de Z [tz u)
t=0

sujeto a w41 = g (t,x4,u¢) para t=0,1,...,T —1,

con alguna condicién sobre zg y 7,

es posible usar técnicas de optimizacion estatica restringida o no restringida.
Luego de igualar a cero las restricciones la funcién lagrangiana para el
problema es:

T-1

L= f(tmr,u) + Melg (8w, ) — zea] + f (T, o, ur)
t=0

sus derivadas parciales son:

oL
Ao
oL
Oy
oL
9 fu, (&, e, ue) + Aegu, (8, 24,u), para t=0,1,...,T,
oL
dxr

= fao (0,20, u0) + Aoga, (0,20, u0),

:fmt (tyxt7ut)+)\tg$t (t7$t7ut)_)\t—17 para t= 1727"'7T_17

- fmT (T7 IBT,UT) - )\T—la
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y las condiciones necesarias para la solucién del problema se pueden escribir
en la forma:

fao (t, 0, u0) + Xogay (¢, %0, up) =0

fCCt (t7xt7ut)+Atgmt (t,.’lﬂ't,’U/t) :)\t—h para t= 17"‘7T_17
Ju, (& e, ue) + Aegu, (8, 24,u) =0, para t=0,1,...,T,
)

fI‘T (ta xTv UT

= Ar_1,

esto junto con las restricciones del problema es un sistema de 3 ecuaciones
en recurrencia en las variables x¢, u; y A¢. En algunos problemas es posible
eliminar la variable u; y usar técnicas de optimizacion estatica no restringui-

da.

Ejemplos

1. Un monopolista cree que la cantidad ¢; que puede vender depende no
solo del precio p; que él imponga, sino también del cambio de precio
en la forma:

g = a—bp; + 6 (pr — pe—1)

para t =1,2,...,t. Sus costos estdn dado por

C(q) = 04%2 — Baqs + .

Dado que pg es conocido y se desea un precio pr al final de T periodos.
Encontrar la politica de precios en los T" periodos para maximizar los
beneficios

T
> [pigi — C (a0)] -
t=0

El lagrangiano para el problema es

T

L = pogo—C (QO)+Z {pear — C (@) + Aela+ (0 — b)pt — Opr—1 — q¢]} -
t=1

Las condiciones necesarias:

Lyy =qo — 0N =0,

Ly, =po — C' (q0) = po —2aq0 + 3 =0,

Ly, =q+(0—bA —0\t1=0,parat=1,2,...,T,
Lo=p—C' (@)= M=p—2aq+B—XN=0,parat=12...,T,
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junto con la restriccién dan los valores de precios y cantidades que
optimizan el problema. Despejar en la tltima ecuacion

At = Pt — 20 + 5,

reemplazar en la tercera

G+ (0= —My1=q+ (0 —=b) (pr —2aq: + B)
— 0 (pt+1 — 2aqi41 + B)
=[1—2a(6 —b)]q: + (6 = b)ps — 6piy1 + 2a0qs 41 + b3 = 0,

sustituir la restriccion

[1=2a(6 = b)] g + (6 — b)pt — ope41 + 200Ge+1 + b

=[1-2a(0 —b)][a+ (6§ —b)pt — dpt—1] + (0 — b)pt — Opes1
+2ad[a+ (6 — b)pry1 — Opy] + b8

= [2a6(5 — b) — 8] pr1 + [(6 — b) (1 — 206 + 2ab) — 2a6* + 5 — b] py
—0(1—2ad0 +2ab) pr—1 + a (1 — 208 + 2ab) + bj

= =6 (1 — 206 + 2ab) pey1 + [(8 — ) (2 — 208 + 2ab) — 2a6°] py
—0(1—2ad + 2ab) pi—1 + a (1l —2ad + 2ab) + b3 = 0;

da la ecuacién a resolver. La ecuacién caracteristica correspondiente
a la homogénea es

— 6 (1 —2ad + 2ab)r? + [(6—b) (2 —2a6 + 2ab) — 204(52] r
—0(1—2ad + 2ab) = 0.

El comportamiento de la solucion depende de las raices y estas de los
parametros de acuerdo a los resultados del capitulo sobre dindmica
discreta.

2. Un consumidor representativo recibe una utilidad u(c) = Inc por
su consumo y dispone de un capital inicial kg > 0 invertido a una
tasa de interés de r % por periodo. Se quiere encontrar el consumo
del individuo representativo en cada uno de T periodos (T fijo) para
maximizar la utilidad descontada a una tasa p por periodo. Por lo
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tanto se quiere solucionar el problema:

T—1
Inc
Méximo de
2 {1 )

sujeto a ki1 = (1 +r)ky — ¢, para t=0,1,...,7—1,
ko >0 y kr =0.

Despejando ¢; en la restriccion y reemplazando en el valor objetivo el
problema se reduce a,

In[(1+7)k k
Maximizar F' (ko, k1, ..., k :Z n| +r t — kit
t=

sujetoa ko >0 y kr=0.

De esta forma el problema es no restringuido y puede ser resuelto por
los metodos de optimizaciéon no restringuida. La derivada parcial de
esta funcién con respecto a la variable k; es

BiF B 147 B 1
Oky  (L+p)[(1+7m)k — k1] (L+p) (L +r)hy — k)

Los valores del capital en cada periodo son los valores de la solucion de
la ecuacion recurrente que producen las condiciones necesarias para la
maximizacion, esto es, la solucién de la ecuacién resultante de igualar
a cero la derivada anterior:

1+r - 1
L+t [T+ 7)ke —Kern] (L4 p) (14 ) key — ke

al transponer términos
(L) A+ o) A+ )y = kil = (L4 )" (14 1)Ky = il
simplificar,
A +r) [A+ )k — k] =1+ p) [(L+ 1)k — Ky
multiplicar

(14+7r)2ki1 — (L +r)ke = (1+p) A+ 1)k — (14 p)kesr
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igualar a cero y trasladar un periodo
(1+ p)keya — (1+7)(2+ plkepr + (1 +7) %k = 0.
La ecuacién caracteristica correspondiente es
(1+p)R*—(1+7r)2+p)R+(1+7)>=0

y su solucion es

L+1)2+p) £ VA +7)22+p)? - 40 +p) (L + 1)
2(1+ p)

(L47)@2+p) £ (L4 L+ L+ ) — 41+ p)

2(1+ p)

(1+7r) (2+,0:|:\/1+2(1+p)+(1+p)2—4(1+p)>
2(1+ p)

(1+47) <2+pi\/1—2(1+p)+(1+p)2)

2(1+ p)
(1+7) <2+p:|: - (1+p)]2>

2(1+ p)
(1+7)2+ptp)
2(1+ p)

R =

147
1+p

1+r\
ki = aq(1 t
+ al( —|—7") +a2<1+p) y

donde, a; y as se determinan con las condiciones kg y k.

de donde, los valores de Rson 1+1ry . La solucién de la ecuacion

recurrente es

Ejercicios
1. Terminar el ejemplo 1.
2. Calcular los valores de a1 y ag y encontrar ¢; en el ejemplo 2.

3. Solucionar el ejemplo 2 usando optimizacion restringida.

W

. Solucionar el ejemplo 2 si la funcién de utilidad es u (¢;) = ¢ con
0<a<l.
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9.2. Programacion dinamica

La funcién de valor del problema

T
Maéximo de Z Ity @, up)
t=0
sujeto a w41 = g (t,x4,u¢) para t=0,1,..., 7 —1,

con xg, Ty xp conocidos, a partir de x; esta definida por

T
V(l‘t) = mgxz:f(]a xj?““j) .

j=t

Con esta notacién el problema se reduce a encontrar V' (xp).

El principio de optimalidad de Bellman, segiin Caputo[Ca], dice:
Una politica optima tiene la propiedad de que el estado inicial y la decision
inictal son las decisiones permanentes que constituyen una politica optima
considerando el estado resultante desde la primera decision. Esto es, todo
proceso 0ptimo, esta formado por subprocesos éptimos.

Este principio dice que una trayectoria éptima es escogida de manera
optima en cada subescogencia: esto es, la trayectoria debe ser 6ptima a par-
tir de cualquier momento. En términos analiticos para cadat =10,1,2,....,T

t+k
V(@) = mix 2; F G ) +V (@)
]:

En particular para un periodo se tiene la ecuaciéon
V() = %%X{f (t, e, ue) + V (ze41)} -

Esta es la versiéon discreta de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB) que da las condiciones de optimalidad del problema. Usando las
condiciones necesarias de éptimalidad

Bf (t, Tt, Ut) 4 dv (1’,54,_1) 6$t+1
aut dl’t—i—l 8ut

[f (t, 2, ue) +V (2p41)] = = 0.

8’U,t
Usando la restriccion la ecuacion es

af (t> T, ’LLt) + dv (xt-l-l) 89 (ta T, Ut)
ouy dxiq Ouy

=0.
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Si se reemplaza el argumento maximizador en V' (x;), se deriva y se usa la
restriccion se tiene

AV (z¢) _ of (t,ze,uf) n dV (z41) Og (t, ¢, uy)
dzy oxy dziyq Oxy

Este proceso justifica parcialmente el

Teorema 9.1. St z; y us son los argumentos mazimizadores interiores del
problema

T
Mdzimo de Zf (t,z¢,ur) sujeto a i1 = g (t, x4, up)
t=0

parat =0,1,....,T — 1, con xg, T y x7 dados. Entonces x; y uz satisfacen
las ecuaciones

8f (t, T, ut) + dV (.Z't+1) Gg (t, T, Ut)

=0
ouy dzsiq Ouy ’

dv (.ft) — 8f (tv Tt, Ut) + av (xt-l-l) 89 (ta Tt, Ut)
dxy 0xy dxiy oxy

Tip1 = g (¢, 2, wr)
parat=0,1,2,...,T.

Usando las sustituciones f; = f(t, x4, us), g¢ = g (t,x,w), Vi =V (zy) y

V= %;“) las ecuaciones que dan las condiciones del teorema son
Aft gt Oft gt
—— 4V ===0, V/="+V ==, z1=g.
8’U,t + t+1 8U/t t 8$t + t+1 8$t t+1 gt
Ejemplos

1. Para el problema

T—1
Méximo de g
t=0

Inc
(1+p)

sujeto a kip1 = (L + 1)kt — ¢

parat=0,1,....,T — 1, con kg > 0y kr = 0. Las condiciones son

1

T~ Vi =0 V=Via(4n), k= (1+0k = e
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La primera y segunda equivalen a

1 v/

V/ — , V/ — t
t+1 (1 + ,O)tCt t+1 (1 + ’I“)

resolviendo la segunda

Vl
o 0
Vi1 = (1+r)t+l
reemplazandola en la primera y despejando c¢;
Vi 1 (14 7)itt
— e =

T+ () i+ )

Para encontrar k; se reemplaza ¢; en la tercera ecuaciéon que produjo
la aplicacién del teorema

(14 )+t
Vi1 4 p)t

La solucién de esta ecuacién que es un caso particular del ejemplo 5,
seccion 7.2 de la pagina 222, es

t—1
ke=(1+r) kO_ZcZH 1+r

=0 j=i+l1

kiv1=0Q4+r)ki—ce =1 4r)k —

t—1

t—1 ;

(147r)*t :

=14+r)ko— )Y || 1+4r)
( ) 0 ZZO‘/E)/(I_i_p)z ( )

j=it+1
t—1 ,

(14 7))+t t—1—(i+1)+1
=(1+r)ko— Y (147 (E+1)+

1+ ;Vd(lﬂ)z( )

t—1 ]
1 ko — (1 t
= ( +7") 0 +7) ;le—{—p)

— (1 +7)! ko—( i)

Vi (1- ﬁ)
(L+p) - ]
Vop(L+ p)t=1

[koVip(L+p)' " = (14 p)' +1]

=(1+r) [ko —

()
V(L +p)t!
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2. Una firma ha recibido una orden para producir () unidades de su
producto en un plazo de T dias. La firma quiere planear su pro-
duccién para minimizar sus costos compuestos de produccion y de
almacenamiento. Los costos de produccién por unidad aumentan lin-
ealmente con la tasa de producién, los costos unitarios diarios de al-
macenamiento son constantes y la produccién se almacena al finalizar
cada dia.

Sean z; el total en inventario y u; el total producido el dia ¢

T—1
min Z (au? + bxt)

=0
sujeto a ¢4 = up + a4, parat =0,1,...,7 — 1,

0 =0, z7 = Q.
Para este problema el sistema a resolver es
2aus + Vi1 =0, V/=b+V/ |, w1 =u+a.
La solucién de la segunda ecuacién
Vi =V5—bt,

usada en la primera permite despejar uy,

Vt/+1 VO’—b(t—i—l) b b—VO’
ut__2a - 2a _%t—i_ 2a

y este resultado aplicado en la ultima permite despejar x,

t—1

Vi —b(k+1) 1|, L
xt:xo—ZT:—% Vit—b> k&
k=0 k=1
Cbt+1) Vgt
- da 2a

Para calcular Vj se usa la condicién zp = @,

bT'(T + 1) VO'T
_ =Q
4a 2a

T =

de donde se tiene
VT B bT(T +1)

20 4a

_Qa
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br(T +1
T4) g

, bT+1) 2aQ
Vi = -
2 T
u; €s una sucesion creciente, para que u; > O parat =0,1,2,...,T—1
basta con que ug > 0, esto es,

b—Vj T +1) 2aQ
2a b 2 + T — 0

VoT =

Se dispone de una cantidad total B de cierto insumo que se puede usar
en cualquiera de T' periodos de produccién. Si se usa una cantidad
g: en el momento ¢ los beneficios generados por la produccién son
II(g:) = g, 0 < a < 1. Para encontrar la distribucién del insumo
con el proposito de maximizar el beneficio total se debe solucionar el
problema:

T
méxZH(qt)
t=0
sujetoa w441 = —q parat=0,1,..., T -1,
$0:RB,$T::0,

donde, z; representa la cantidad de insumo disponible en el momento
t.

El sistema de ecuaciones a resolver para solucionar el problema son:
a—1 ! / /
agy = Vi1 =0, Vi =Vig, T =2 — g
Despejando en la primera y reemplazando en la segunda
a—1 a—1

agy_ 1 = aq o,

de aqui
qt = qi—1-

La solucién de esta ecuacién es
qt = qo
para todo t. La solucién de la ultima ecuacion con este valor de ¢ es

Tt =x9—qot =B —qot.
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Como, ademas
xrr = B — q0 T = 0,

entonces gy = %. Esto indica que el total de insumo debe ser repartido
en partes iguales en cada uno de los periodos de produccién.

4. La cantidad de un cierto bien almacenada en el momento inicial es A y
lo que se produzca en los préximos 1" periodos se venderd a un precio
p en el momento T+ 1. Los costos de almacenamiento y produccién
son proporcionales a la tasa de produccion, esto es, si se produce
una cantidad v los costos son (cu)u = cu?. Se quiere maximizar el
beneficio descontado a una tasa r por periodo, esto es solucionar el

problema
méx PrT4+1 ZT: cuf
(1 +T)T+1 — (1 +r)t
sujeto a 41 = xy + 1wy, parat=0,1,..., T, zg = A,

donde, x; representa la cantidad acumulada hasta el momento t.

El sistema a solucionar en este caso es,

2cuy
Ty + V=0, V)=V, @1=a+u,

de la primera y la segunda de estas ecuaciones se encuentra que
ug = (1 4+ 7)ug_1 = (1 +7) uo,
y de la ultima
Ti41 = Tt + (1 + T‘)tuO.
Que tiene como solucién

t—1
; u
T = T + E (l—i—r)luO:A—l—?O[l—(l—i—r)t].
i=0

Para determinar la cantidad a producir en cada periodo se debe cal-
cular el valor de uyg.

Como

PTT+1

V(zrs1) = W
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si estd determinado el valor de zp la ecuacién de HJB para el periodo
es

V(zr) = Hﬁx{f (T, zr,ur) +V (v741)}

que puesta en contexto es

cu2 P11
V (27) = méx q — L s
(z7) %?X{ 1+n7T + (14 )T+ }

2
o i plertur)
Hiix{ 0?13 }
Sea ,
cz p(xr + 2)
hz) = —
G =—ar Faem
como 9
O e R

(1+rT  (14r)T+

_ _p
cuando z = sty Y

2c
h'(z)=———""=<0
(2) (14+nr)7T
h tiene su maximo en z = 20(f+r)' Esto es, ur = m es la produc-

cién 6ptima en en momento 1. Por lo tanto,

p
ur = (L) w0 = 557y
de aqui
= P
07 2e(1+ r)T+1”
p

vt = 2¢(1 + r)T—t+1"

La produccién es inversamente proporcional al costo y creciente en
cada periodo.

Supodngase que en el ejemplo 2 la firma tiene una capacidad instalada
que le permite producir a lo mas ¢ unidades diarias. Esto es, solucionar
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el problema

T-1

min au? + bxy
> (auf + bay)
t=0

sujeto a i1 =ur+ax¢, 0<uy <gparat=0,1,..., 7 —1,
zg =0, xp7 = Q.

El valor objetivo puede ser transformado en

— max E —au? — bxt

Por lo tanto, para este problema la funcién de valor satisface la
ecuacion

Vixg) = 0133}2(}{ au? — bxy + V(zeir)} .

El lagrangiano para el problema de optimizacién es
L (g, piy, pi2) = —au; — by + V(er1) + paue + pio (q — ue)

Las condicién necesaria de optimalidad es

oV (x
£ut = —2au; + fgut+1) + p1 — 2
t
Ox
= —2au; + V' (2411) 8;“ + p1 — p2
t

= —2au; + Vi +p —p2 =0

y las condiciones de holgura complementaria para cada t son

pug =0, p1 >0, u >0
p2(qg—u) =0, p2>0, wu <gq.

Existen tres posibilidades para que se cumplan estas condiciones:
a) p1 >0, uo =0y ug = 0. El sistema a resolver es

Via+m=0
Tt+1 = Tt-
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De la segunda ecuacién
s =209 =0,
esto es, si no se produce hasta el dia t la cantidad acumulada es

nula.

w1 =0, ug > 0y u; = q. En este caso el sistema es

—2aq+ V{1 —p2 =0
T4l = T+ q.

La solucién de la segunda ecuacion es
Tt =2, + (t - TQ) q,
para algtn valor de zp, y T» < t. En este caso se produce al nivel

de la capacidad instalada y se almacenan ¢ unidades diariamente.

w1 = 0, uo = 0. El sistema de ecuaciones que producen las
condiciones de optimalidad del problema es

—QCZUt + ‘/t/—l—l =0
Ti41 = Tt + Uy

Como la solucioén en este caso es interior, al reemplazar el valor
optimo de u; en la ecuacién de HJB y derivar implicitamente

Vi=-b+ V1

Reemplazando V/,; = 2auy, de la primera ecuacién del sistema,
en el resultado de derivar la de HJB

2aui—1 = —b + 2auy.

Esta equivale a

Ug+1 = Ut + 7
2a

su solucién es

b
ut:uTlJr%(thl),

para 171 < t. Al reemplazar este resultado en la segunda ecuacién
del sistema

b
Tip1 = Tp +up +%(t—T1)
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cuya solucién para t > T} es

b b [tt—1) Ty (Ty—1
xt:xT1+(t_T1)|:uT1_2aT1]+2a[(2 ) _ 1(; )

Es natural suponer que la produccién es no decreciente, en caso con-
trario el costo de almacenamiento no alcanza su minimo, por lo tanto
la produccién debe tener la forma

0, si0<t<T,
U = Uﬂ‘i‘%(t_Tl), siTy <t<Ts,
q siTy <t<T,

esto es, el dia T + 1 se inicia la produccién y esta se realiza en forma
creciente hasta el dia To — 1, de T en adelante se produce al maximo
posible (al tope de la capacidad instalada). La cantidad almacenada

es
0, si0<t<T,
Ty =4 rn + t — T1 [uTl t T — 1)] siTh <t< TQ,
T, + (t — TQ) siTy <t<T.

De la construccién de u; y x¢, up, = x1, = 0 y por las condiciones de
transversalidad del problema

rr =z, + (T —-Te)qg=Q

por lo tanto,

0, si0<t<T,
w=qLt-"T), siTy <t<Ty,
q siTy <t <T,
y
0, si0<t<T,

Tt LE-T)(t-Ti—1), siTh <t<T,

ZL‘T2—|—(t—T2)q Singth.
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Reemplazando se encuentra que

b

ury-1 = 5 (T =T = 1),
b
.1‘T2_1:E(Tg—Tl—l)(TQ—Tl—Q),
b
xT2:@(T2—T1—1)<T2—T1).

Para que la sucesién u; sea no decreciente basta con
b
up,1 = — (Ir -1 - 1) <q.
2a
Ejercicios

1. Encontrar V{ en el ejemplo 1 de la seccién 9.2 haciendo uso de la
condiciéon k7 = 0 y comprobar que la solucién coincide con la encon-
trada en el ejemplo 2 de la seccion 9.1.

2. Probar la conjetura, en los ejemplos 2 y 5, de que la producciéon debe
ser no decreciente.

3. Encontrar los valores de 17 y T3 6ptimos en el ejemplo 5.



Capitulo 10

Optimizacién dinamica
continua

10.1. Calculo de variaciones

10.1.1. Condiciones necesarias

Para encontrar las condiciones necesarias que debe cumplir la funcién que
soluciona el problema

T
Optimo de / F (t,x(t),z(t)) dt sujeto a x(a) = x4 x(T) = a7,

con a 'y z, fijos, se parte del supuesto de que se conoce x*(t) la solucién del
problema y se trata de encontrar las condiciones que esta funcién debe sat-
isfacer. Si z*(t) y T son las variables de estado y el tiempo de terminacion
que solucionan un problema de cédlculo de variaciones, entonces la funcién

T
V(x(t),T)—/ F (b o(t), i(t)) dt

alcanza su 6ptimo en z*, T%. La funcién z* debe por lo tanto ser factible,
esto es, satisface las restricciones z*(a) = xo, 2*(T") = xp. Como en el caso
de optimizacién estatica, el procedimiento para encontrar las condiciones
necesarias es alterar el éptimo. Esto se logra usando una funcién fija h(t)
no nula que satisfaga la condicién h(a) = 0 de tal manera que la funcién
x(t) = x*(t) + eh(t) sea una solucién factible para cada e real (ver gréafica
10.1), AT distinto de cero y T, = T™* + ¢AT, con esto se busca encontrar

323
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las condiciones que debe satisfacer z* y T™ para que sean la solucién al
problema, esas condiciones deben ser independientes de h y AT que de
antemano se fijan arbitrariamente no nulas. Si se reemplazan los z y T

Figura 10.1: Gréfica de la solucién, x* y T™*, y la variacién,
xe(t) = x*(t) +eh(t) y Te = T* + eAT.

asi construidos en V' y se tiene en cuenta que x*, h y AT son fijas (z* por
ser 6ptima y h y AT porque se fijaron previamente), se encuentra que la
funcién V' depende solamente del valor de € en la forma

T*+eAT .
V(€)= V (2(t), TL) = / F(t,2°(t) + eh(t), (1) + eh(t))

es decir, una funcién de una variable real. Para determinar las condiciones
que satisface el éptimo de V (¢) se usan las herramientas del célculo diferen-
cial en una variable. La hipdtesis que x* es la solucién del problema equivale
a que V alcanza su éptimo en € = 0, entonces la condicién necesaria que
debe satisfacer V(e) es

av

= (0)=0.

Usando la regla de Leibniz,
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y el teorema fundamental del cdlculo, la derivada de V' con respecto a € es

dt

w B /T*—i—eAT oF (t, JI*(t) + Eh(t), T* (t) + eh(t))
de a De
+ F (1) + eh(t), " (1) + h(t))

AT
T*+eAT ( )

T*+eAT
:/a [DlF(--')h(t)+D2F(---)ﬁ(t)}dt

+ F (- )lpspear (AT).

De donde,

-
0= [ [DiF (e 0.5 ) hle) + DaF (1 (1), 1) hit)] e
(2 (), 3 ()l (AT) = 0. (10.1)

Para escribir esta condicién, de primer orden, sin que se involucre la funcién
h es necesario transformar la integral,
T )
DoF (£, 2" (£), #*(£)) h(t)(t)dt
a

usando integracién por partes tomando

u= DoF (t,z*(t),z*(t)) y dv=h(t)dt,
se tiene,
4 [DaF (t,0° (1.3 (1)]

d p—
Y dt

dt 'y v=nh(t).

Asi,
T
DoF (t,z*(t), 3" (t)) h(t)dt = DoF (¢, z*(t),&*(t)) h(t)|%

a

_ / T d[DyF (t,2*(t),3*(t))] h(t)dt

dt

por la condicién h(a) = 0, impuesta a h, esta ecuacién se convierte en
T*
DyF (t,z*(t),2*(t)) h(t)dt =DoF (T*,z*(T™), 2" (T*)) h(T™)

_ /T* ADAF (2" (0,3 ()]

dt
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Al reemplazar este resultado en la ecuacién (10.1) y factorizar, se tiene

.
% (0) = / <D1F - du;;”) h(t)dt + (DaF) hlp. + F

o (AT) = 0.

Puesto que la funcién h es arbitraria, esta ultima ecuacién se satisface si:

d[DyF (¢, x(t), 3" (t))]

Dy F (t,z*(t), 2" (t)) = dt

(10.2)

Do (t, 2" (t), &"(8)) h(t) |- + F' (8,27 (1), & (2)) |- (AT) = 0. (10.3)
La ecuacién (10.2) generalmente se escribe en la forma

d(Fy)
dt

y se conoce como ecuacién de Euler. Usando la regla, de la cadena esta
condicién se reduce a:

F, =

Fy = Fyt + Fia® + Fiil.

La ecuacién (10.3) debe independizarse de h. Para esto se hace e =1 y se
utiliza una diferencial en la aproximacion:

' (T* 4+ AT) — 2" (T") = 2" (T*)AT
y a partir de ésta se desprende del grafico 10.1 que:
Axp =x(T* + AT) — 2*(T*) = h(T*) + &*(T*)AT

de ahi,
MT*) = Axp — 2" (T*)AT

aplicando esta aproximacién a la ecuacién (10.3) eliminando los *,
(DoF) (Azq — 2| AT) + F|p AT = 0.
Después de asociar,
Filp Axp + (F — &F)|p AT = 0. (10.4)

Esta ecuacion produce cuatro condiciones de transversalidad sobre
xz(T) = xp:
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1. Si Ty xp son fijos, Azp y AT son ambos cero. La ecuacién (10.4) se
satisface, por lo tanto no hay condiciones fuera de las dadas por las
restricciones del problema.

2. Si T es fijo y xp es libre, AT es cero, Az # 0 y la ecuacién (10.4)
equivale a

3. Si T eslibre y xp es fijo, Az es cero, AT # 0 y lacondicién (10.4) es
en este caso
(F —i¢Fy)|p = 0.

4. Si Ty xp son libres y 2(T') toma valores sobre la grafica de la funcién
g(T), esto es, (T') = ¢g(T'). Usando la diferencial para aproximar el
valor del incremento,

Az = g(T + AT) — g(T) =~ ¢'(T)AT
reemplazando en (10.4) con AT # 0 la ecuacién equivale a

((9' =) Fs + F) | =0

10.1.2. Condiciones suficientes
Si en el problema
) T
Optimo de / F(t,z(t),z(t)) dt sujeto a z(a) =xqy z(T) = x7,

a

a, xq, T y z7 son fijos la funcién V(e) es

T .
V(€)= V (2(t) = / P (t,2°(t) + eh(t), & (1) + ch(1)) .

Su derivada con respecto a €

dv T ) N
= = [Fx <t, ¥ +eh, " + eh) h+ F; (t, ¥+ eh, " + eh) h] dt.
€ a
De la ecuacién %(O) = 0 se encuentran las condiciones necesarias de op-

timalidad, esto es, la ecuacion de Euler para este caso. Las condicién su-
ficiente, de segundo orden, que se deben satisfacer para que el problema
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tenga un maximo o un minimo las d4a la segunda derivada

a2v T

T = {[Fm<t,a:*+eh,:'c*+6h)h—f—Fm’c("')iZ]h

a

+ [Fm(.--)mFm(..-)h} h}dt.
Al reemplazar € = 0 y simplificar

2 T )
%(0) = / [Fm (£, 2*(t), &% (£)) h2(t) + Fug (£, 2*(t), &*(t)) h(t)h(t)

+ Fig (8,2 (1), &% (1)) R(DA(t) + Fas (8,27 (), (1)) 712(75)} dt

= /a ' (h(t) A(1)) (%m 52?)(1‘,,9@*(1‘/),56*(75)) <ZE3> :
:/aT (h(t) h(t)) H(t,a" (t),3" () (ZSD “

donde H;z es la matriz hessiana de la funcién f con respecto a las variables
de estado x y <. De la 1iltima ecuacién se concluye que si HF (¢, 2*(t), 2" (1))
es definida positiva la solucién encontrada es un minimo para el problema
y si es definida negativa es un maximo.

La generalizacién de los resultados a problemas que contienen varias
variables de estado, esto es, cuando la funcién involucrada en el problema es
f (t,x,%) (x representa el vector de las n variables de estado del problema)
es, para las condiciones necesarias, el sistema de ecuaciones de Euler:

d [fa:z (t, X, X)]

z; (¢, a. = )

para ©1=1,2,....n

y, para las condiciones suficientes, que la matriz HJ? (t,x,%) sea definida
positiva o negativa segin la solucién sea un minimo o un maximo, respec-
tivamente.

Ejemplo

Para encontrar el plan de consumo de un consumidor que desea maximizar
su utilidad, u(c) = ¢* con 0 < « < 1, descontada a una tasa d. Si dispone de
un capital inicial kg, desea gastar todo el capital en un intervalo de tiempo
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T en el cual el capital se halla invertido a tasa de interés r. El problema es

T
Maximizar / e (c(t))™ dt

0
sujeto a k(t) = rk(t) — c(t)
k(0) = ko
k(T) =0

Despejando ¢ en la restriccion,
c=rk—k
reemplazando en el objetivo, el problema se reduce a
T . (0%
Maximizar / e~ (rk:(t) - k(t)) dt
0

sujeto a k(0) = ko
k(T) = 0.

Las derivadas necesarias en la ecuaciéon de Euler para

son
N\ a—1 S\ a—1
F, = e % (rk: — k) T, F; = —e 0% (rk‘ — k) ,
N\ a—1 . —2
Fy, = de %y (rk — k) , F, = —e_&a(a —1) <rk — k)a r

Fi. = e tala—1) (rk: — k:) a72.
La ecuacion de Euler
Fy, = Fj, + Fj, k+ Fyk
se reduce a

e Ota (rk — k) o r =8e % (rk — k)

a—1

—eOla(a—1) (rk — k) o rk

+etala—1) (rk‘ - l.c)aiz k.
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Simplificando factores comunes,

(rk - k) r=2a0 (rk — k) —(a=1Drk+ (a—1)k (10.5)

Ordenando y simplificando nuevamente,

(0 — 1)k — (r —2r + 0k + (6r — 1)k =0

Las raices de la ecuacién caracteristica correspondiente son

(ar—2r—|—5):|:\/(ar—2r+5)2—4(a—1)(5r—7‘2)

m2= 2 (o — 1)
_(0‘7”_27”4‘5)3t (0”_5)2_(ar—2r+5):t(a7“—6)
2(a—1) B 2(a—1)
o—r

con el signo positivo r; = r y con el negativo ry =
ecuacion de Euler es

T Asi la solucién a la

o—r

k(t) = aj exp < t) +agexp (rt).

a—1

Los valores de las constantes a1 y as se determinan con las condiciones £(0)
y k(T). Esta expresion y la correspondiente para c(t) dan los valores del
capital y el consumo en cada instante ¢ del intervalo.

Ejercicio
Usar las restricciones del problema para determinar los valores de las con-
stantes a1, ag y la funcién de consumo c(t).

A partir de la ecuacién (10.5) y la restriccién diferencial es posible hacer

un diagrama de fase para encontrar el comportamiento de la interaccién
entre el capital y el consumo. La ecuacién (10.5) equivale a

r(rk—k) =0 (rk— k)~ (a=1) (vk— k).

Reemplazando el valor de ¢ despejado de la restricciéon diferencial, ¢ =
rk — k, esta ecuacién se convierte en

(a—1)é=(0—r)c
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Esta ecuacion y la restriccién del problema original producen el sistema

c':i:’ic
k=rk—c

¢ = 0 corresponde al eje horizontal y k corresponde a la recta con pendiente
r <1 (r es la tasa de interés); o en forma matricial,

[

¢c=0 k

Figura 10.2: Diagrama de fase para la interacciéon entre el
capital y el consumo.

()= (= ) ()

La matriz de coeficientes tiene traza g:’l’ + r y determinante i:rlr. Sila

tasa de interés es mayor que la tasa de descuento, la traza y el determinante

son positivos. Ademas, como

o—r 2 d—r o—r 2
—4 = — 0.
(a—1+r> a—1" (a—l T> ”
Puesto que el intervalo de tiempo es finito, la trayectoria de la interaccién

representa la variacion del capital y el consumo en ese intervalo a partir de
un capital inicial positivo hasta agotar el capital y sus rendimientos.

Ejercicio

Justificar los signos de la traza y el determinante en el ejemplo anterior.
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Ejemplo

En el problema

Optimos de /T ﬂdt
0 x
sujeto a z(0) =0
zx(T)=T-5
la condicién de transversalidad z(T") = T'—5 hace que T'y x(T') sean libres.
La ecuacién de Euler para F(t,z, ) = \/1;7 es

V14 3? T - 1 ..
= — €T s
2 $2‘/1+j72 $(1+$2)3/2

simplificando se tiene sucesivamente:

V1+i? i’ N i
2 $21/1+:b2 x(1+x2)3/2

—(1+*)% = — (14+4?) i + zi
—1-23% — it = —% — @t + xi
—1 =i’ 4 zi
d(xx)
dt

esta ultima ecuacion es separable, transponiendo términos,

1=

d(zi) = —dt
integrando,
= —tta, o o 4y
i =—t+a, r— = —t+a.
dt
Transponiendo nuevamente,

xdr = (—t +a)dt

integrando,

t
= — 4at+b, o 22=—t>+2at+2b.
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Para calcular el valor de las constantes se reemplazan las condiciones ini-
ciales,
22(0) = —0? + 2a(0) 4+ 2b = 2b = 0,

de donde b = 0. Por otra parte,
2?(T) = —T? 4+ 2aT = (T —5)%.

Puesto que esta iltima ecuacién tiene dos incégnitas, una constante a de
integracién y el instante T de terminacién del proceso, se hace uso de
la condicién (10.4) de transversalidad para conseguir otra ecuacién que
permita encontrar los valores de esas incégnitas, para el caso g(T') =T —5,
¢ (T) =1y la condicién es

=0
T

r - . T V1+ 32
((g—x)Fi—i—F)‘T—((l—:I:)xm—i- . )

multiplicando por zv/1 + 2

)

(1—d@)i+1+a),=0

simplificando,
(- +1+3%)|, = (&+1)|; =0
usando la condicién zd& = —t +a
-T
#(T) = x(;)“ — 1,0 ~T+a=—a(T) = —(T —5)

de donde a = 5. Reemplazando este resultado en —T?2 + 24T = (T — 5),
produce
27°% — 20T +25=0

cuyas solucién es

10450
= T.

T

Ejercicios
1. Probar que otra forma para la ecuacién de Euler es:

f= d(f ;ti’fci:)_
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2. Solucionar el ultimo ejemplo con la condicién terminal,
(T —9)* + (x(T))* =9
y determinar si la solucién proporciona un méaximo o un minimo.

3. Solucionar el problema

Méximo /T e 0ot [10u(t) — uz(t)] dt,
0
sujeto a ©(t) = 15 — z(t) —u(t), x(0)==x(T) = 20,

por medio de cédlculo de variaciones y usar las condiciones de transver-
salidad para encontrar los valores de las constantes de integracion.

4. Para el siguiente problema:
; T
Optimo / [x (i —x) —a?—2(&—a)?| dt, sujetoa x(1)=2.
1

a) Encontrar la solucién de la ecuacién de Euler.
Usar las condiciones de transversalidad para calcular las con-
stantes de integracion de la funcién solucion, si:

b) T =4y z(d) =3

c) T eslibre y z(T') = 3.

d) T =4y x(4) es libre.

e) T eslibrey xp + T2 = 1.

5. Escribir y solucionar la ecuacion de Euler del problema:
. T
Optimo / {xz +dad + 2 (&)?| dt, sujetoa x(0) = 1.
0

Usar las condiciones de transversalidad para calcular las constantes
de integracién si:

T=2yxz(2)=1.

T es libre y z(T) = 1.

T =2y x(2) es libre.

T es libre y 3z + 4T = 10.

a
b
c

)
)
)
d)



10.1. CALCULO DE VARIACIONES 335

6. Un monopolista ha determinado que el niimero de unidades que puede
vender depende del precio y su tasa de cambio en la forma

q=1-3p—p
y que su funcién de costos es
c(g) =¢* —4q+20

dado que p(0) = po y p(T') = pr. Encontrar la politica de precios para
maximizar los beneficios totales en el periodo [0, 7],

T
/ [pg — c(q)] dt.
0

Hacer el analisis si T es fijo y libre lo mismo que si pr es fijo y libre.

7. Encontrar la solucién del problema:
) 1
Optimo / {2932 + xd + g + 3dy + yy + 7 + 4 (E) + (y)ﬂ dt,
0
con z(0) =1, y(0) =3, z(1) =2y y(1) =0.

8. Escribir las posibles condiciones de transversalidad para un problema
con dos variables de estado.

9. Para calcular el valor éptimo de:
T
/ [2° + dad + 2(&)* + ti] dt,  sujetoa z(0) = 1.
0

a) Encontrar la solucién de la ecuacién de Euler.
Determinar el sistema para calcular las constantes de integracién
si:

b) T eslibrey z(T) = 1.
¢) T eslibrey (zp —1)2+T? = 1.
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10.2. Control 6ptimo

Los problemas de control son aquellos que se pueden llevar a la forma

Optimizar /T F (t,z(t),u(t))dt
sujeto a &(t) = G (t,x(t), u(t))

x(a) = x4

x(T) = xp.

La variable x se llama variable de estado (son las variables que aparecen
derivadas en la restriccién) y u es una variable de control; la condicién
terminal puede ser de cualquiera de los tipos descritos en las condiciones
de transversalidad.

Si en la restriccién es posible despejar u en funcion de x y su derivada,
el problema se puede convertir en uno de calculo de variaciones.

10.2.1. Condiciones necesarias

Si en el problema anterior a y x4 son valores fijos la solucion del problema
requiere encontrar x, u y 1" éptimos, para esto se usa el mismo proced-
imiento de la seccion anterior, esto es, suponer la solucién y hacer una
variacion para encontrar las condiciones que debe satisfacer. Inicialmente
la restriccién del problema se transforma en

G (t,x(t), u(t)) — i = 0.

Si A(t) es cualquier funcién, ésta hace el papel del multiplicador de La-
grange en los problemas estaticos restringidos y es conocida como funcién
de coestado; al multiplicar la igualdad anterior por A(t) se tiene que la
restriccién se puede llevar a la forma

A (G(t, z(t), u(t)) — &) = 0

puesto que esta igualdad se satisface para todas las funciones x, u que sean
factibles, el problema es

T
Optimizar / [F (£, 2(t), u(t)) + A(t) (G(t, z(t), u(t)) — &)] dt

sujeto a z(a) = x4
xz(T) = xp.
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En este ultimo problema se ha eliminado la restriccion diferencial. El valor
objetivo se reescribe en la forma

T
/ [F (£, 2(8), u(t)) + A(E) (G(t, o(t), u(t)) — 2] dt
T
_ / H (1, 2(t), u(t), A(t)) — A()i] dt

donde H = F 4+ AG es llamada la funcién hamiltoniana o hamiltoniano
(esta funcién juega en esta teorfa un papel parecido al Lagrangiano en
optimizacién estética restringida). El problema se reduce a

T
Optimizar / [H(t,x,u, \) — A\&]dt

sujeto a x(a) = z,

Las condiciones necesarias se encuentran, como en el caso de calculo de
variaciones, suponiendo que se ha encontrado la solucion x*, u* y T™ y pre-
guntando qué tipo de condiciones deben satisfacer para esto; sean, ademas,
h y k dos funciones no nulas fijas con h(a) = 0, AT (fijo) y € reales no nulos.
De esta forma, si z(t) = z*(t) + eh(t), u(t) = u*(t) + ek(t) y T = T* + e AT
son soluciones factibles, el objetivo del problema solamente depende de ¢
en la forma

JFEAT
/ (£, (£) + eh(), u* + ek(t), A(£)
() ( “(t) + eh(t ))] dt.

Las condiciones de primer orden para optimizar el valor de V' producen las
condiciones necesarias para el problema de control; éstas son idénticas al
caso de calculo de variaciones y resultan de la ecuacién (fi‘e/ (0) = 0. Para

esto se calcula inicialmente % usando el teorema fundamental del calculo
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y la regla de Leibniz:

dt

gy et d [H(t,x* +ehyut + ek, A) — A <a: n ehﬂ
de :/a de

+ [H(t,x* +eh,u* + ek, A) — A (:c* + eh)} AT

T*+eAT

T*+eAT
:/ [Ho( )+ Ho( )l — AR e

AT.

()

Usando integracién por partes, w = A, dv = h, dw = \dt y v = h; el ultimo
término de la integral se transforma en

T*+eAT T*+eAT
[ Mwhde = xor@ - [ Mo

— MT" + eAT)A(T* + eAT) — A(a)h(a)
T+eAT |
_ / AOh(t)dt

_ MT* + eAT)A(T* + eAT) — / ARt

a

reemplazando esto en la expresién para %,

v

T*+eAT .
“ - / [FLo (- )() + Ha(- (1) + An(o)] dt

+ [(H = (3" +eh)) AT = An|

T* +eAT

Haciendo ¢ = 0,

Vo) = / : [(Hal) 4 A®) h(®) + Hy (- )k(1)| dt

+ [(H — X\&*) AT — Ah}|p. = 0.
Para encontrar las condiciones necesarias (que sean independientes de las

funciones h y k que fueron involucradas como un medio para alterar los
Optimos z* y u* y asi determinar qué propiedad deben satisfacer estas
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funciones z* y u*) basta con que cada uno de los términos involucrados en
la ecuacion anterior sea igual a cero:

(Hx(t,x*,u*, )+ A) h(t) =0,  Hy(t,z* u, Nk(t) = 0.

Como desde el comienzo, h(t) y k(t) son funciones fijas no nulas, pero ar-
bitrarias. Las condiciones anteriores se convierten en las llamadas condi-
ciones de Pontryagin,

H,(t,x*, u*,\) = =\, Hy,(t,z*,u*,\) = 0.

Estas ecuaciones junto con la restriccién se acostumbran a escribir en el
sistema:

H, = -\
H,=0
Hy = i

llamadas condiciones del maximo de Pontryagin De la iltima parte de la
ecuacion %(0) =0,

[(H — Xi*) AT — Ah]|; =0

se deducen las condiciones de transversalidad, para esto se usa la aproxi-
macion

MT*) = Axp — 2*(T*)AT
encontrada en la seccion anterior que reemplazada en la ecuacién anterior
la convierte en

[(H — Xi*) AT — A (Azp — i*AT)]|p = H|p AT — N|p Azp = 0. (10.6)

De la dltima ecuacién, como en el caso del calculo de variaciones, se deducen
cuatro casos para las condiciones de transversalidad sobre z(T') = z7:

1. Si Ty xp son fijos, Azp y AT son ambos cero. La ecuacién (10.6) se
satisface, por lo tanto no hay condiciones fuera de las dadas por las
restricciones del problema.

2. Si T es fijo y xr es libre, AT es cero, Azy # 0 y la ecuacién (10.6)
equivale a

A7 = 0.
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3. Si T es libre y a7 es fijo, Az es cero, AT # 0, entonces la condicién
(10.6) es en este caso
Hl|p =0.

4. Si Ty xp son libres y 2:(T') toma valores sobre la gréfica de la funcién
g(T), esto es, (1) = ¢g(T"). Usando la diferencial para aproximar el
valor del incremento,

Azp = g(T + AT) — g(T) =~ ¢'(T)AT
reemplazando en (6) con AT # 0 la ecuacién equivale a
(H = Ag)|, = 0.
10.2.2. Condiciones suficientes

Para el problema
) T
Optimo de / F(t,z(t),u(t))dt

sujeto a & = G (t,z(t),u(t)), z(a) =z, y (1) = z7,

con a, Tq, Ty xr son fijos la funcién V(e) es

T
V() = / [H (t, 2" () + eh(t), u(t) + ek(t), A(t))
) (f*(t) + eh(wﬂ dt.

av

T
- / [Hy (t,2*(t) + eh(t),u* (t) + ek(t), A(t)) h(t)

+H, (t, 2 (t) + eh(t), u* (t) + ek(t), \(t)) k(t) — A(t)R(t) | dt.

Anteriormente de %(0) = 0 se encontraron las condiciones necesarias de
optimalidad, condiciones del maximo. De la segunda derivada se deducen
las condicién que se deben satisfacer para que el problema tenga un maximo
o un minimo. Como

2
4 /{ Hyy (.2 (1) + eh(t), u*(t) + ek(£), (1)) h(2)
Ho () K] () + [Hw (- ) h(t) + Haw () K(0)] B(8)} d.
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Al reemplazar ¢ = 0 y simplificar

2 T
%@) = / [Haw (2% (£), u* (1), A(8)) B2 (t) + Fru (- ) k(£)h(2)

+ Fuz ( o ) h(t)k(t) + Fuu ( o ) k2(t)] dt

T
Hﬁl‘ qu
— [ o). k) (F . )
a ue Wt () ur (1),A()

T
=/ (h(t), k(1)) Hip(t, 2" (1), u" (), A(t)) (h(1), k(t)" dt

(h(t), k(t)" dt

donde H§; es la matriz hessiana del hamiltoniano del problema con respecto
a las variables de estado x y de control u. De lo anterior se concluye que
si He (t,2*(t), u*(t), A(t)) es definida positiva la solucién encontrada es un
minimo para el problema y si es definida positiva es un maximo.

Cuando el problema, tiene n variables de estado y m variables de control,

Optimo de /TF (t,x(t),u(t))dt
sujeto a x = G (¢,x(t),u(t)), x(a) = x4, y x(T) = x7,

la funcién hamiltoniana es
H (t,x(t),u(t), A(t)) = F (t,x(t),u(t)) + > Xi(t)gi (¢, x(t), u(t))
i=1

las condiciones del maximo es el sistema
H, =-X\, parai=12..n
H,, =0, para j =1,2,....m
Hy, = 2, parai=1,2,...,n.
este junto con las correspondientes condiciones de transversalidad dan las

condiciones necesarias de optimalidad. Las condiciones suficientes las da el
la matriz hessiana de la funcién hamiltoniana.

Ejercicios

1. Condicionar los valores de los pardmetros para que u(c) = ac® sea
una funcién de utilidad neoclésica.
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Ejemplo

Para encontrar el plan de consumo que maximiza la utilidad, u(c) = In(c),
descontada a una tasa ¢, si dispone de un capital inicial kg, y se desea
gastar todo el capital en un intervalo de tiempo T en el cual el capital
estd invertido a tasa de interés r. El problema es

T
Maximizar/ e~ In(c(t))dt

0
sujeto a k(t) = rk(t) — c(t)
k(0) = ko
E(T)=0

La variable de estado es k(t) y la variable de control es ¢(t), el hamiltoniano
para este problema es

H(t,k,e,\) = e In(c) + A (rk —¢)

y las condiciones necesarias son

efﬁt

Este par de ecuaciones y la restriccion producen un sistema de tres ecua-
ciones (en este caso lineales) con tres incognitas:

k(t) = rk(t) — c(t)
A(t) = —rA(t)
A(t) _ e—caz

la segunda es una ecuacién diferencial separable,

< dA
)\ = — = — )\
a ~
transponiendo términos,
aA —rdt
A - 9
integrando,
d)\)\zln)\:/—rdt:—rt+a, o InA=—-rt+a
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despejando A,
At) =e " = 7% = Ae™ = A(0)e ™"

a partir de ésta se encuentra la solucién de todo el sistema. Despejando ¢
en la ultima ecuacion,

o0t o0t o(r—0)t

=30 = 20~ M0)

usando estos resultados en la primera,
k) = k() —
(t) =rk(t) — W

se convierte en una ecuacion lineal de primer orden,

. elr=0)t
k) — k() = -

que tiene como solucién

[ exp([ —rdt) [—We(’" o)t ] dt+0b

exp ([ —rdt)
)\(0) [emt [er=t dt +b
= e —rt
—ﬁ [eotdt +b
= e—rt

= <b - A(lo) / e—‘”dt>

T) = rT
k‘( ) (5)\(0) —|—b6 ]{IT
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de la primera de estas ecuaciones,

reemplazando en la segunda y despejando A(0), que es desconocido hasta
el momento, se obtiene sucesivamente:

e(rfé)T 1 T erT ST
— - rT _ — -1 rT
=0 T <k° (n(o)) S Y(0) (¢ )+ koe

Ejercicio

Completar la solucién del ejemplo.

Ejemplo

Una alternativa en la soluciéon de problemas con una variable de control y
una de estado consiste en realizar un diagrama de fase del comportamiento
de la solucién; este diagrama muestra la interaccién entre las funciones que
solucionan el problema. Para el caso del problema anterior se debe convertir
el sistema que da las condiciones necesarias,

k(t) = rk(t) — c(t)
A(t) = —rA(t)

o=t
A= 3

[
—~
o~

en un sistema que solamente involucre la variable de estado y la de control;
para el caso es facil dado que basta reemplazar la 1ltima ecuacién en la
segunda;:

e—ét e—dt . 7’!"6_‘”
0T T emt T T

k() = rk(t) —e(t) {k(t) = rk(t) — c(t)
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Multiplicando y despejando ¢ en la segunda ecuacién:

{k(t) = rk(t) — c(t)
¢=(r—29)c(t)

el comportamiento de este sistema entre 0 y T' es el mostrado en la figura
10.2, a partir de un valor inicial kg el capital crece hasta un punto en el
que la curva de interaccién, entre capital y consumo, corta la recta ¢ = rk
(donde el consumo y el retorno de la inversién del capital son iguales); a
partir de ese punto el capital decrece hasta llegar a cero. Por su parte, el
consumo crece desde un valor inicial cero hasta agotar el capital.

La forma matricial del sistema

()= ) ()

proporciona el comportamiento del punto de equilibrio. ;Es relevante en
este caso el andlisis del comportamiento del punto de equilibrio?. La matriz
de coeficientes tiene traza, 2r — 0, determinante r(r — §) que es positivo ya
que la tasa de interés es mayor que la tasa de descuento. ;Qué pasaria si
esto no fuese asi? y como

(2r — 6)% —dr(r — 6) = 41 — 4ré + 6% — 4r® + 41§ = 62
por lo tanto, las raices de la ecuacién caracteristica son reales positivas
diferentes y el sistema es inestable.

10.2.3. Problemas con valor de salvamento

En problemas de la forma

T
Maximo de / F (4 (t), u(t)) dt + o (T, 2(T))

sujeto a &(t) = G(t, z(t),u(t))
z(a) = xq, z(T)=zp.

la funcién ¢ (T, 2(T")) se conoce como el valor de salvamento. este tipo
de problemas son ttiles al modelar situaciones en las cuales influye el hor-
izonte temporal del proceso y el estado en el cual terminan las variables:
los beneficios que produce una méquina y su valor de reventa (que depen-
derd del tiempo de uso y de su estado), los ingresos que genera una licencia



346 CAPITULO 10. OPTIMIZACION DINAMICA CONTINUA

para la explotacion de un recurso natural y el valor de la licencia por el
recurso no explotado son ejemplos de aplicacién de este tipo de modelos.
Para aplicar la teoria expuesta, en la ecuacion

T
d
| G ta®)dt =0 (Ta(T) - o (a0(a)
se despeja ¢ (T, z(T)) y se reemplaza en el valor objetivo, asi este es

T
Méximo de ¢ (a, z(a)) + / [F (t, z(t),u(t)) + % (¢ (t,:c(t)))] dt

como ¢ (a,z(a)) es constante, no afecta su valor y se puede reducir a

T
Méximo de / [F (t,x(t),u(t)) + % (¢ (t,x(t)))] dt.

La funciéon hamiltoniana para este problema es

H(t,z,u,\) = F (t,z(t),u(t)) + 7 (o (t,z(t))) + At)G(t, z(t), u(t))

=F(t,z,u) + @i(t,x) + oo (t, )z + At)G(t, z,u)
= F(t,z,u) + it z) + oz (t,2)G(t, z,u) + A(t)G(t, z,u).

y las condiciones del maximo son

Hac:Fac+90ta:+§0:v:cG+§0mGac+>\Gx:_)‘7
Hy =G =i

Reemplazando 1 = A + ¢, y su derivada
. d . .
77:/\4’%(%09:) = A+ Qut + Paa® = A+ Oat + 022G,
la funcién hamiltoniana se convierte en
H(t,x,u,n) = F(t,z,u) + ¢i(t, z) + nG(t, x,u)
y las condiciones del méximo en

Hx:Fx+(ptx+90wxG+nGx:_77+<pxt+<pa:mGa
H,=F,+nG, =0,
Hy =G = i.
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Bajo la condicién @y, = @g, estas se reducen a

Hx:Fac"i_nG:E:_ﬁv
H,=F,+nG, =0,
Hy=G=3i

idénticas a las del problema sin valor de salvamento. Puesto que las condi-
ciones anteriores no se alteran si

H (t,z,u,\) = F (t,xz(t),u(t)) + n(t)G(t, z(t), u(t)),

el problema se puede solucionar con un hamiltoniano corriente y las condi-
ciones usuales de optimalidad.
La ecuacion de donde se desprenden las condiciones de transversalidad

H|p AT — Ay Azp =0

es ahora
(F +nG + ‘Pt)|TAT — (n— SOx)|T Axp =0

de donde:

1. Si T es fijo y xr es libre,
(77_909&)|T:07 o 77|T: <P$|T-
2. Si T es libre y 7 es fijo,

(F +n1G + ¢1)|p = 0.

3. Si T y xr son libres, y satisfacen la relacién z(T") = g(7"). Usando la
diferencial para aproximar el valor del incremento Az,

[F4+nG+ ¢ —(n— @) g']| ;= 0.

Ejercicios

1. Comprobar que para las funciones que satisfacen las condiciones nece-
sarias, del ejemplo anterior, la tasa de crecimiento del capital con
respecto al consumo es menor que la tasa de interés para todos los
niveles de consumo que satisfacen ¢ < rk. ;Qué se puede decir para
los niveles de consumo que satisfacen ¢ > rk?
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2. Un individuo dispone de un capital kg invertido a una tasa de interés
r y posee bienes por ki que se dispone a vender para gastar todo
en un periodo de tiempo T'; sus estudios lo han llevado a concluir
que su utilidad depende del consumo de dos bienes, paseos (p) y
buena comida (c) en la forma u(p,c) = aln(pc?). Su propésito es
determinar cudl debe ser el plan de consumo de los dos bienes y
cuando debe vender sus propiedades para gastar el capital que la
transaccién produzca, dado que la tasa de crecimiento de la renta
de la tierra es w, para maximizar su utilidad a valor presente en ese
intervalo. Examinar las posibles relaciones entre w y r.

Ejemplo

La formulacion clasica del modelo de crecimiento de Solow en el que se trata
de maximizar la utilidad total descontada (a una tasa p) de la poblacién,
en un cierto intervalo de tiempo, conocida la utilidad per cdpita que pro-
duce el consumo, u(c(t)). En él la poblacién, que se considera igual a la
fuerza de trabajo, crece a una tasa exégena n; se produce con una funcién
neoclésica F, esto es, usa como insumos esenciales el capital agregado (K)
y la fuerza de trabajo (L), tiene rendimientos constantes a escala, produc-
tividades marginales positivas y decrecientes y satisface las llamadas condi-
ciones de Inada: cuando las cantidades de cada insumo son pequenas los
rendimientos marginales son grandes y cuando las cantidades son grandes
los rendimientos son (muy) pequenos. La produccién se consume o se in-
vierte y se supone que el capital se deprecia a una tasa 6. Ademads se dan
unas ciertas condiciones iniciales sobre el capital. En este tipo de problemas
se trata de encontrar cual debe ser la forma de consumir para solucionar el
problema. Esta formulacion se traduce a:

T
Maxmnzar/o e P L(t)u(e(t))dt
sujeto a F'(K, L)
(0
(T)

L(t)e(t) + K + 0K (t)

K
Kr.

~—

[e=]

K =
K =

Las condiciones sobre la fuerza de trabajo producen la ecuacién diferencial

separable:

dL dL
E =nlL, o T = ndt
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luego de integrar se obtiene
In(L(t)) =nt+a, o L(t)= L(0)e™.
Las condiciones sobre la funcién de produccién F son:
1. Los insumos son esenciales,

F(K,0) = F(0,L) = 0.

2. Rendimientos constantes a escala,

F(AK,\L) = AF(K, L).

3. Rendimientos marginales positivos,

FK>OyFL>O.

4. Rendimientos marginales decrecientes,

FKK<0yFLL<O.

5. Condiciones de Inada,

lim Fr, =00, lilm Fg =00, lim Fp =0y lim Fg =0.
L—0 K—0 L—o00 K—o0

Estas condiciones en términos per capita: a partir del tipo de rendimientos
a escala,

F(K,L)=F (L : %,L : 1) = LF <IL{1) = LF(k,1) = Lf(k)

donde k = % y f(k) = F(k,1) son respectivamente el capital y la funcién

de produccién per cépita; de aqui se deduce que a se convierte en f(0) = 0.
Usando la ecuacién anterior, la condicion ¢ y la regla de la cadena,

O(F(K, L) _ 0(Lf(k)) /1 OF
fe=""9r = ax MWk

= Lf'(k)7 = f'(k) > 0,
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esto es, la funcién f es creciente. Derivando nuevamente con respecto a k
y usando la condicién d,
0 ok
pe = 2

k= = i gE = 10T <o,

como L > 0, se deduce que f”(k) < 0, asi la funcién f es céncava. Las
condiciones de Inada se traducen en

1 lim f'(k) =
lim f'(k) = ooy lim f'(k) =0,

la funcion per capita crece “muy” rapido si k estd cerca de cero y lentamente
si k es grande. Esto se traduce geométricamente en que las tangentes a la
grafica de f cerca de cero son casi perpendiculares y lejos del origen son
casi horizontales, por lo tanto, la grafica de f debe tener la forma mostrada
en la figura 10.3.

f(k) _—

Figura 10.3: Gréfica de ¢ = f(k).

La restriccién del problema F(K,L) = L(t)c(t) + K — 6K (t) usando la
ecuacion que rige el crecimiento de la poblacién y la funcién de produccién
per capita se convierte en

£ 7k) = Le(t) + IO g7 e
(t)e(t) + Lk(t) + L()k(t) + SL(t)k(t)
)+

L
L(t)e(t) + nL(t)k(t) + L(t)k + 6L(t)k(t)

luego de simplificar L(t) y transponer términos,

k= f(t)—ct) — (n+0)k(t).
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El valor objetivo del problema es

T T
/ e~ L(0)e™ u(c(t))dt = L(0) / =)ty (c(1) )dt.
0 0

De esta forma el problema en términos per capita queda

T
Maximizar / Py (c(t))dt
0
k

sujeto a k = f (k(t)) — c(t) — (n+ 8)k(t)
k(0) = ko
k(T) = kr

k es la variable de estado, c la variable de control y el hamiltoniano es

H(t, k,c) = e™Pu(ce(t)) + At) (f (k1)) — c(t) — (n+ 8) k(1))

Las condiciones necesarias son

Hy, = A1) (f'k(t) — (n +0)) = —\(t)
H.=e" Pt/ (c) = \(t) = 0

Sin el conocimiento explicito de las funciones involucradas, produccion y
utilidad, es imposible encontrar la solucién del sistema,

A(t) (f'k(E) = (n+ )) =A(t)
P! () — A(t) =
) =

k(t) = f(k) = c(t

que resulta de las condiciones necesarias y la restriccién diferencial. Sin
embargo, es posible determinar la interaccion entre las variables de estado
y control (capital y consumo) via un diagrama de fase; para esto se debe
eliminar A. Por lo cual, despejando A en la segunda ecuacion,

(n+5) (t)

A= e(”fp)tu/(c),
derivando con respecto a t,

A= (n—p)e™ P (c) + e P ().
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Reemplazando estas expresiones en la primera ecuacién del sistema,

" () (f'R(t) = (n + 6))
=— [(n — p)e™ P () + e("fp)tu"(c)c} .

Despejando ¢ se tiene sucesivamente

W (0) (fR(t) = (n+8)) = —(n — p'(¢) — " (c)e
W(€)é = = (c) (fk(t) = (n+3) + (n— p))

) () - (51 ).

u’(c)

=

De esta forma el sistema se reduce a

{ F(k) = e(t) = (n + 6)k
¢ =2 (F'R(t) — (0 +p)).

Puesto que k& = 0 equivale a ¢ = f(k) — (n + 0) k, para trazar la grafica
de k = 0 se usa la grafica de ¢ = f (k), descrita anteriormente, y la grafica
de ¢ = (n + 0)k que representa una recta con pendiente (n + §). Como
por las condiciones de Inada f/(k) toma todos los valores positivos, la recta
¢ = (n 4+ A)k interseca a la curva en dos puntos, uno de ellos es el origen.
La diferencia de los valores de ¢ = f(k) y ¢ = (n + )k describen la curva

¢ c=(n+6)k

_—

it

Figura 10.4: Las curvas ¢ = f(k) y ¢ = (n+ 0)k.

k = 0. Esto se realiza encontrando la diferencia de las alturas de las dos
curvas que produce la gréafica. Por otra parte, ¢ = 0 en aquellos puntos
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Figura 10.5: La grafica de k=0 equivale a la de
c=f(k) = (n+9)k.

donde f/(k) = n + 0, esto representa una recta vertical ya que ¢ puede
tomar cualquier valor y k solamente el valor donde se satisface la ecuacion
f'(k) = n+4. Al reunir las dos graficas y hacer el andlisis de signos se tiene
que el comportamiento de la interaccién entre capital y consumo estd dado
en la figura 10.6. El punto de equilibrio para este sistema es punto de silla

k

Figura 10.6: Diagrama para la interaccion entre capital
y consumo.

del sistema. Analiticamente este comportamiento se encuentra linealizando
el sistema por medio de polinomios de Taylor de primer orden alrededor del
punto de equilibrio (k, ¢). Alli el comportamiento del sistema se deduce del
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comportamiento de su linealizacién por medio de un polinomio de Taylor,

=f(k)—¢c—(n+06)k+ [f'(k ),, (n +6)]5k k) —(c—¢)
L [11(R) — (0 + 6)] — QO [p1(k) — (5 + p)]
(c =) — s f" (B)(k = F)

que equivale a

c= —

{;;; = [f’,(f) (n+0)] (k—k)—(c—0)
c= u”(f:) f”( )( )

en forma matricial,

k flk) = (n+08) -1\ (k e~ [f'(k)— (n+0)k
(é) a ( w1 (k) 0) (c) N ( w1 (k)k )

A partir de las condiciones sobre las funciones de produccién y utilidad, el
signo del determinante de la matriz de coeficientes es

u'(e)
u’ (€)

Por lo tanto, las raices del polinomio caracteristico tienen signos opuestos
y el punto de equilibrio es un punto de silla.

(k) <

10.2.4. Problemas con descuento
Muchos problemas en economia tienen la forma

T
Maximo de / e PF (£, 2(t), u(t)) dt + o (T, 2(T))

sujeto a &(t) = G(t, z(t), u(t))
z(a) = x4, x(T)=zr.
El hamiltoniano corriente es
H (t,2,u,A) = € 7 F (1, 2(t), u(t) + MGt 2(t), u(t))
y las condiciones del maximo son
H, = e P Fy + AGy = — A,
H, =e¢PF, + )G, =0,
Hy,=G=1.
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Si se hace la sustitucién A = e =Py, A= —pe Ptud-e Pt estas se convierten
en
e M Fy + e PGy = pe P —e
e PLF, + e PuG, =0,
G=uza,
eliminando e=**
Fy + uGye = pp — i,

Fy,+ puGy =0,
G=1z.
Que se pueden escribir en la forma
HP = pp— f,
HP =0,
D o
HM = .

donde
HP (t,2,u,\) = F (t,z(t),u(t)) + pt)G(t, z(t), u(t))

es conocido como el hamiltoniano descontado. Este procedimiento simplifica
el sistema sin alterar la solucién , ademas si F' y GG son auténomas este es
un sistema auténomo.

Ejemplo

El propésito del gobierno es minimizar la pérdida social (PS) definida como
una proporcién de las desviaciones del ingreso y la tasa de inflacién de sus
valores ideales, Y para el ingreso ideal y cero para la tasa de inflacién. Esto
se representa por una funcién de pérdida de la forma

PS=a(Y =Y)? +b(p-02=a (Y -¥)" +bp?,

con a y b positivos. Se asume, ademads, que el desfase entre las tasas de
inflacion real y esperada es proporcional al ingreso no satisfecho,

p—ﬂ':oz(Y—Y),

y que las expectativas sobre la tasa de inflacién crecen proporcionalmente a
los desajustes entre el valor esperado y el real. Esto es, la tasa de crecimiento
de las expectativas de la inflacidn se ajusta de acuerdo con la relaciéon

T=Bp-m), 0<pB<1
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Si ademaés se toma una tasa de descuento r, el problema es

T
Minimizar/ e "t PSdt
0

sujetoap—ﬂ:oz(Y—Y)

= pp—m)
m(0) = mo
m(T) = 7p.

Despejando p en la primera restriccién y reemplazando, el problema se
transforma en
r =\ 2 512
Minimizar / et {a (Y — Y) +b [7[' +a (Y — Y)] } dt
0

sujeto a ™ = af (Y — Y)
©(0) =
w(T) = mp.

0

El hamiltoniano descontado para el problema es
HP ={a(y = V) +b[r+a (VY =Y)*} +pas (v - 7).
Las condiciones necesarias,
HP =[2b(r+a (Y =Y))] =ru—j
HY =2[(a+ab) (Y —=Y) +br| + paB = 0.

Al eliminar u, despejando en la segunda ecuacién y reemplazando en la
primera ecuacion se transforma sucesivamente en

2b(ﬂ+a(y_y)):_2;[<a+ab)(y_y)+bﬂ
—(Z{—jﬁ[(aJrab) (Y—}_’)+b7r]}
—jﬂ (-t ab) (¥ —r(Y = 7)) 4 b7 —rm)]
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Ejercicios

1. En el dltimo ejemplo, escribir el sistema en forma matricial, encon-
trar la solucién correspondiente. Si T" — oo, encontrar los puntos de
equilibrio y analizar su comportamiento.

2. Para el problema

o0

1
Maximizar/e_” (630 —5 (x+ z)2> dt

sujeto a & = az + 3

a) Usar el hamiltoniano descontado para encontrar las condiciones
necesarias de optimalidad, reducirlas a un sistema en gy & y
hacer el analisis del sistema discriminando los casos para las
distintas combinaciones de los parametros.

b) En caso de punto de silla encontrar la senda de convergencia del
sistema.

3. El objetivo del gobierno es maximizar

7 2, .2

/ert [u—u—w te }dt
2

0

donde 7 es la tasa de inflacién, u el nivel de desempleo, u la tasa
natural de desempleo (que se considera constante) y z la tasa de
crecimiento de la oferta de dinero y se supone que 7@ = az+b, w(0) =
7o y existe una relacién tipo Phillips @ = au(t) + pr(t).

a) Encontrar el punto de equilibrio del sistema que dan las condi-
ciones necesarias para solucionar el problema y analizar la esta-
bilidad analitica y graficamente.

b) Determinar los cambios en la estabilidad si se presentan cambios
en los pardmetros.
4. El problema
o0
max /eo’5t [\/E—I— ﬁ] dt sujeto a k=Vk—c—02k, k(0)=1

0
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puede ser interpretado como la maximizacién de una funcién de utili-
dad separable que depende del consumo y la riqueza, con una restric-
cién que relaciona el crecimiento del capital con 