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Quelques moles effectifs pour la moelisation des maériaux a
I’ échelle atomistiquea temperature finie

F. Legollt

1 Ecole Nationale des Ponts et Chaussées et INRIA, projeAC, France, legoll@lami.enpc.fr

Résune— On s’intéresse ici a la simulation de matériaux ali@te atomistique, a température finie,
dans le cadre de la physique statistique. Les grandeuiiagrgds a I'échelle macroscopique sont alors
des moyennes de certaines quantités (les observablesgpmant a la mesure de Boltzmann (toutes les
configurations microscopiques du systeme contribuesmtidoyenne macroscopique, mais avec des poids
differents en fonction de leur énergie). Dans ce cadrasmontrons, en collaboration avec X. Blanc
(CEA), C. Le Bris (ENPC et INRIA) et C. Patz (WIAS), commenttehir la loi de comportement de
matériaux mono-dimensionnels, relation reliant leanghtion a la force a laquelle ils sont soumis, et
paramétrée par la température.

Mots cles— Modeles réduits, Science des matériaux, Limite thetlynamique, Moyennes canoniques.

1 Introduction

On s’intéresse ici a la simulation de matériaux a @t atomistique, a température finie, dans le
cadre de la physique statistique. Commencons par en egpdbrmalisme [3].

On considére un systeme composé d’'un nombreNidiatomes, considérés comme des particules
classiques (non quantiques) ponctuelles, a la positicnRY, 1 < i < N. On se donne une énergie
potentielleE (u) = E (u},...,uN), fonction de la position des atomes. Suivant le formalisméacphy-
sique statistique, on définit ensuite les grandeurs megpigues comme des moyennes sur toutes les
configurations du systeme :

/ ®(u) exp(—BE(u))du
P) = =2
/QN exp(—BE(u)) du

ou le parametr@ = 1/(ksT) est I'inverse de la températurks(est la constante de Boltzman®,c RY

est le volume accessible au systemepedst une observable, qui dépend de I'état microscopigse

(ul,...,uN) € RN du systeme. Remarquons que, lorsque la température ¢ées@ B tend vers linfini,

et les seules configurations importantes dans (1) sonsaglieminimisent I'énergie potentielle. On

est ainsi ramené aux modeles classiques, ou la confignidiequilibre est celle qui minimise I'énergie.
Un exemple d'observable est la pression. A I'échelle megmpique, celle-ci est définie par (1), avec

le choix

( ; (1)

1 N oE
®(u) = pkBT—mi;u 5 W

ou p est la densité de particules. Dans le cas d'un gaz padsiparticules n’interagissent pas les unes
avec les autre€ = 0, et on retrouve la loi de Mariotte.

On renvoie a [2] pour la présentation et la comparaisoniffierentes méthodes numériques pour le
calcul de (1), qui est une intégrale en grande dimension.

On s’intéresse dans la suite a une chaine d’atomes, mtezadtions a deux voisins. L'énergie poten-
tielle a pour expression

E(u,...,uV) = _lel (U —uY)+ Zlvvz (Utt—u=1), avec w=0, 2)



ouW; modeélise l'interaction a plus proches voisins, tandis\4p modélise I'interaction a deux voisins.
Pour simplifier la présentation, on considere que les atode la chaine sont contraints a former un
systeme mono-dimensionnel, il R. On suppose que le volume accessible au systeme est @Dfiai (

R dans (1)), et quev (r) diverge suffisamment vite vessco quand|r| — co pour que/ exp(—pPW) <
R

pour toutB > 0 (il est par exemple suffisant qW& (r) ~|;|_. [r|* aveca > 1). Dans ce cadre, la moyenne
canonique (1) s’écrit

/Rd)(u)exp(—BE(u))dul...duN
@) = &~ :

| /RN exp(—BE(u))dut...duM

®3)

Remarque 1 Tout ce qui suit peudtre ¢eréralisé sans difficut au cas @ la position (i des atomes est
dansRY, d > 1. Notre approche recouvre donc le cas de padyes, longues clines d’atomes plorées
dans I'espaceR®. De la néme marire, il est possible deégéraliser I'approchea des systmes avec
interactionsa p voisins, p< «. A contrario, la geréralisation de I'approché des systmes @ tousles
atomes interagissent les uns avec les autres est une questierte. De @me, la consigration d’'un
réseau d'atomes danspéan, plutdt que d’'une chaine mono-dimensionnelle, posetdegses difficuéis.

Notre objectif est double : dans la limite thermodynamiquielé nombre d’atomel dans le systeme
tend vers l'infini), on souhaite

— calculer la longueur macroscopigue du systeme, lorsgmpose une force extérieure a l'extrémité

droite de la chaine (sur 'atome a la positigh), en fonction de la température (on rappelle que
I'extremité gauche est fixee? = 0) ; I'approche développée ci-dessous permet en fait delea
la moyenne déoutefonction dépendant de la longueur, et pas simplement Gulewr elle-méme ;

— calculer la tension dans le systeme, lorsqu’on presétitrigation de la chaine en imposant la

position des atomes a chaque extrémité du systeme.

Nous montrerons que, dans la limite thermodynamique, lex delations obtenues (longueur en
fonction de la force imposée et tension en fonction denfightion imposée) sont réciproques 'une
de l'autre. On peut donc les considérer comme la loi de corepent du systeme. De plus, ces deux
fonctions peuvent étre calculées de facon trés efficAussi, le fait de passer a la limite des grands
systemesN — ) rend possible le calcul de quantités qui sont inaccessilorsqueN est grand mais
fini.

On s'intéresse d’'abord au cas d'interactions a plus m®ahisins (cf. la Section 2), pour lequel
la demarche suivie est présentée en détail. On reravfile Section 2.3] pour des résultats numériques
complets dans ce cas. Le cas d'interactions a deux voistrensuite brievement présenté a la Section 3.
En utilisant des arguments plus techniques, on obtient&testats similaires. La Section 3.2 rassemble
quelques résultats numériques, qui illustrent I'effitade I'approche.

2 Le cas d'interactionsa plus proches voisins

2.1 Longueur macroscopiquea force impose

On suppose ici que I'énergie interne du systeme est dopaé(2), ave®\b, = 0. On soumet I'atome
a lI'extrémité droite du systéme a une force extérdyrtandis que I'atome a I'extrémité gauche est fixé :
u® = 0. L'énergie du systeme, somme de I'énergie interne dtéergie d’interaction avec la force,
s’écrit .
Ee (uh,...,uN) = lel (U—u—fuN, =0
i=

On souhaite calculer la moyenne canonique associeéeerdjiiE;, pour une observabl® ne dépendant
que de la longueur macroscopique du systeme,ubit u® = uN. La longueur étant une quantitée ex-
tensive, on s’attend a ce que la longueur moyenne du sgstirerge quand on passe a la limite ther-
modynamique. La quantité d’intérét n’est donc pas lagleuru™ — u°, mais la longueur normalisée



N~1(uN — u®). On introduit donc la moyenne canonique
Af=2" / ( >exp (—BEs (uh,...,uN))dut... du¥, (4)

avecZ = /N exp(—BEs (u,...,uN)) dut... du". Ceci correspond bien & I'expression (3) avec I'obser-
R

N

u . . . R
vabled(ut,.... Ny =A (W) pour une fonctiorA: R — R quelconque. Dans la suite, on s’intéresse a
la limite de<A>,{,, quandN — oo,

Remarque 2 Dans (4), on consire que chaque position atomiquepeut varier dand tout entier. On

ne contraint donc pas les variablé@sérifier =1 < u', ce qui prendrait en compte le fait que les atomes
plus proches voisins demeurent plus proches voisins. fiasit@n peut facilement prendre en compte
cette contrainte. Il suffit de remplacer le potentigl pér W, défini par

WL (y) =Wi(y) quand y> 0, WL (y) = +oo sinon.

Suivant [1], on remarque alors, en notﬁvﬁ(x) =Wy (x) — fx, que

A = z-lfRNA<%>eXp<—Biv~vf (ui—ui-1)> dut... du
_ —-1/ ( Zly'>exp< lewl > oy,

ol on a utilisé le changement de variabfes u' —u—* et notéZ = / exp( B le > ) | dyt...dyt.

Considérons maintenant une su{ﬁ.é'}i:1 de variables aléatoires, indépendantes et identiquiedien
tribuées suivant la densité

p(y) =2 *exp( W (v)) dy. avec z= [ exp(~BW'(y)) dy (5)

()

: : . 1N
La loi des grands nombres permet d’'affirmer que la varlatdatalreﬁ ZlY' converge, quantil — oo,

On observe que

(A =

vers un nombre déterministe, qui est la moyenneYdies
[y exp—BWA(y) — Ty dy
| exn-BMa(y) — fy))dy

On peut ainsi montrer (cf. [1, Théoreme 1] pour les détainsi que [4, Lemme 1]) que, pour toute force
f, et toute observabla assez réguliere,

lim (A), = A(y*(T)).

N—oo

y'(f) =E(YH) =27 /R y exp(—BW(y) ) dy= 6)

Dans le cas d'intérét particulier ici, qui est le calcullddéongueur du systeme, on choisitx) = x.
Ainsi, In(f) := <A>N représente la longueur (normalisée) moyenne du syspemeune force imposée
f. On a donc obtenu I'expression de la longueur macroscomguenction de la force imposée :

I\IlimmEN(f) =y*(f), avecy*(f) défini par (6) (7)

Pour cette observable trés particuliére, on a en fait/gué) = y*(f) pour toutN. Le résultat général
précédent (pour une fonctighquelconque) permet par exemple de calculer les fluctuatimtistiques
de la longueur moyenne autour sa valeur limite.



2.2 Calcul de la tensiona €longation fixee

Dans la section précédente, nous avons imposé une farcke systeme, et calculé la longueur
moyenne. On impose maintenant la longueur du systéme, amt fiX = 0 etuN = Nx (cf. Fig. 1). A
nouveau, I'extensivité de la longueur implique de chaiirproportionnel au nombre d’atomésdans
le systeme.

N X

@ 6 6 6 0 06 06 6 & 0 O
0 N

FiG. 1 — Chaine mono-dimensionnelle comportartN atomes, dont on a fixé la longueur a la valeur
N X

On cherche maintenant a calculer la tension dans la chéé@fiaie comme la force (moyennée dans
I'ensemble canonique) entre les deux derniers atomes, @sitigmsu™N—* etuN = Nx:

/R,HW{ (Nx—uN"1) exp(—BE(u,...,uN"1 Nx)) dut...du?

In(X) =
" /Nilexp(—BE(ul,...,uNfl,Nx)) dut...duV?

(8)

ou I'energieE est donnée par (2) av®é = 0. Comme toutes les liaisons atomiques jouent le méme role
on a, par symeétrie,

/RN W (U —uH) exp(—BE(UY,... .UM NX) dutL L dut
/RNilexp(—BE(ul,...,uNfl,Nx)) dut...duN?

Ti(x) =

pour tout 1< i < N — 1. La force entre les atomé&setN — 1 est ainsi égale a la force entre tout couple
d’atomes consécutifs dans la chaine.

Notre objectif est de calculer la limite quahtd— o de Zy(x). On remarque que, d’apres (8), on a
In(x) = R (x), ot

1 N-1 N-1
FN(X):_B_NIn [/N 1exp(—BE(u,...,u ,Nx)) du*...du .
Par définition [y est I'énergie libre (par degré de liberté supprlme) mlesme associée ala coordonnée
macroscopiqueN /N. En utilisant & nouveau les variablgs= u' —u~%, on voit que exp—BNFRy(x)) dx

est (a une constante multiplicative de normalisatiors pi@densité de probablllte de la variable aléatoire
N

Y, Iorsque{Yi }|N:1 est une suite de variables aléatoires indépendantesraigjdement distribuées

suivant la densité (5).

Le comportement dEy, lorsqueN — o, est donné par des résultats classiques en probalpitité (
cipe des grandes déviations pour des variables i.i.d.ye@voie a [1] pour plus de détails. On retient ici
simplement que, sous des hypothéses facilement véarifi@ea, pour presque toxie R,

Nmﬁ(m() é ,f,) Fua(X) 9)

avec

Foo (X) 1= %sup(&x— In {zl/Rexp(Ey— BWl(y))dyD

EeR

etz= / exp(—BWi(y))dy. De plus, lorsqu’on fixe I'élongation macroscopiqug, da force 7y (x) dans
R
le systeme converge :

In(x) = R (x) converge (en un certain sens) VELZX). (10)




2.3 Bilan

On a identifié ci-dessus la longueur macroscopique a féroeposée, qui esy*(f) (cf. la rela-
tion (7)), ainsi que la tension dans la chaine, a élongathposée, qui est, dans la limite macroscopique,
F. () (cf. la relation (10)). Comme ceci est demontré dans [4ti6e 2.1.3], on a

Y (Fo(x)) =x et FL(y(f))=f.

Ainsi, les fonctionsf — y*(f) etx+— F.(x) sont réciproques I'une de l'autre. Imposer une fofoet

calculer la longueur moyenne est ainsi équivalent a irapose longueur et calculer une tensidans la
limite thermodynamique N» «. Ces relations peuvent étre interprétées comme la lobdgortement
du systeme.

L'approche proposée ci-dessus est aussi tres efficategan computationnel. La longueur moyenne
du systeméy(f) est définie comme une moyenne canonique sur un systéxhatames. Il en est de
méme de la quantité(x) = Zy(x), donnée par la moyenne canonique (8). Le calcul de cesitegant
devient de plus en plus colteux lorsgdeaugmente, puisqu’il faut considérer un systeme de tddle
plus en plus grande, et donc calculer des intégrales emdimede plus en plus grande. En suivant la
stratégie proposée ci-dessus, le calcul danlgte, quandN — oo, de la longueudy(f) et de la tension
R\ (X) = In(X) est au contraire facile. On a en effet (cf. la relation (7)p qu

lim o () =y (1),
ou y*(f) est défini par I'intégrale mono-dimensionnelle (6), @ calculer. De méme, on a (cf. la
relation (9))
. 1 z
lim <FN(X) +=In N) = Fu(X),

N— o0 B

ou F,(x) est définie comme la transformée de Legrendre d’'une fom&n pratique calculable. Il suffit
donc de résoudre un probleme d’optimisation en dimensiopour calculef(X).

Ainsi, du point de vue de la pratique, le calcul yi¢f) et deF.(x) ne pose pas de difficultés parti-
culieres. On renvoie a [1, Section 2.3] pour des résutiameériques complets.

3 Interactions a deux voisins

On revient maintenant au cas ou I'énergie interne duesystest donnée par (2). Le traitement de
ce cas fait appel a des outils mathématiques beaucoug@iplexes. Les variables aléatoires qui ap-
paraissent forment urghd@ne de Markoyalors qu’elles sonindépendantesians le cas d’interactions a
plus proches voisins. Néanmoins, en utilisant des outildares (loi des grands nombres et principe de
grandes déviations), on aboutit aux résultats suivants.

3.1 Reésultats theoriques

Supposons, comme dans la Section 2.1, qu’on impose une fawel'atome a I'extrémité droite, et
qu’on cherche a calculer la longueur moyenne du systeme,

In(f) = <%>;,

ou <->,E, est la moyenne canonique selon la mesure associée a
Ef (ut,...,uN) = lel (U —u1)+ Zvvz (Ut —u=t) - fuV, =0
= =

Onintroduit a nouvea\’dvxllf (X) =W (x) — fx. On montre alors (cf. [1, Théoréme 3] et [4, Lemme 3]) que

lim n(F) =y (), (11)

N—o0




avec
y(f) = /Ry Wi (y) dy.

ou s est la solution du probleme variationnel

2 _
Jmax { [ Wi v ixy) axdy. [ dy=1}. 12
avec
Kt (X,y) := exp {—B\Ng(x+y) — [§3V~\llf (x) — [EBVN\Ilf (y)} .

Comme dans le cas d'interactions a plus proches voisins|del dey*( f) est facile. Il ne fait apparaitre
gue des intégrales en dimension un, et la résolution dolgme d’optimisation (12) sur des fonctions
scalaires d’une seule variable.

De méme que dans le cas d'interactions a plus prochesgoisirésultat (11) peut étre généralisé a
la moyenne de toute observa#iee dependant que d# /N :

lim (A) = Ay*()).

De la méme maniére (on renvoie a [4, Section 2.2.2] paaiditails), on peut identifier la limite,
quandN — o, de la force moyenne dans le systeme, quand on imposed&lon en fixant la position
des atomes aux deux extrémités (ce qui correspond autwadi& &ans la Section 2.2). La encore, on
obtient des expressions dont la mise en oeuvre numériqpeseepas de probleme.

Comme dans le cas d'interactions a plus proches voisinga(8fection 2.3), on peut montrer que les
deux relations obtenues (longueur en fonction de la forgmsae et tension en fonction de I'élongation
imposée) sont réciproques l'une de l'autre, et peuvarti &tre considérées comme la loi de comporte-
ment du systeme, a température fixée (on renvoie a ptidde2.2.3)).

3.2 Tests nunériques

Suivant [1], on choisit les potentiels

Wi (X) = %(x— 14+ %xz et Wh(x) = %(x— 2.1)%.

D’autres choix sont bien sOr possibles, comWie=Ws, ouWs(x) = Wi (X/2) (ce qui assure que les
distances d’equilibre dé4 et\W, sont compatibles). Ici, nous avons chaigi de telle facon a ce que les
moyennes canoniques calculées dépendent significativietie la température.

On s’intéresse d'abord a la moyen(#le)lf\I d’une observable ne dépendant quesi¢N en fonction
de la température, pol\ grand, dans le cas d'une force imposée nulfie= 0 (on renvoie a [1, Section
3.1.3] pour une étude numérique plus complete). Legltdts sont donnés sur la Figure 2. On observe
un excellent accord entre la valeur de référerQAgL, et sa limite asymptotiqua(y*(f)), et ce pour tout
I'intervalle de température.

On compard=(x) et son approximatiof,(x), pourN = 100 et 3/ = 1, sur la Figure 3. On constate
queF,,(x) est une excellente approximation Bgx), pour toutes les élongatioxsconsidérées.
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FIG. 2 — Valeur de référenc(aﬂ\(u'\'/N)>,il (Exact) et limite asymptotiqué(y*(f)) (Modele réduit) en
fonction de la température/t (N = 100,A(x) = exp(x), f = 0). Figure extraite de [1, Fig. 14].

FIG. 3 — Force dans la chair (x) (valeur de référence) €, (x) (limite asymptotique) en fonction de
I'longationx, a la température /B = 1, pourN = 100. A I'echelle de la figuref(x) et F,(x) sont
superposées. Figure extraite de [4, Fig. 4].



