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CSMA 2011
10e Colloque National en Calcul des Structures

9-13 Mai 2011, Presqu’ı̂le de Giens (Var)

Quelques mod̀eles effectifs pour la mod́elisation des mat́eriaux à
l’ échelle atomistiqueà température finie

F. Legoll1

1 Ecole Nationale des Ponts et Chaussées et INRIA, projet MICMAC, France, legoll@lami.enpc.fr

Résuḿe — On s’intéresse ici à la simulation de matériaux à l’échelle atomistique, à température finie,
dans le cadre de la physique statistique. Les grandeurs pertinentes à l’échelle macroscopique sont alors
des moyennes de certaines quantités (les observables) parrapport à la mesure de Boltzmann (toutes les
configurations microscopiques du système contribuent à la moyenne macroscopique, mais avec des poids
différents en fonction de leur énergie). Dans ce cadre, nous montrons, en collaboration avec X. Blanc
(CEA), C. Le Bris (ENPC et INRIA) et C. Patz (WIAS), comment obtenir la loi de comportement de
matériaux mono-dimensionnels, relation reliant leur élongation à la force à laquelle ils sont soumis, et
paramétrée par la température.
Mots clés— Modèles réduits, Science des matériaux, Limite thermodynamique, Moyennes canoniques.

1 Introduction

On s’intéresse ici à la simulation de matériaux à l’échelle atomistique, à température finie, dans le
cadre de la physique statistique. Commençons par en rappeler le formalisme [3].

On considère un système composé d’un nombre finiN d’atomes, considérés comme des particules
classiques (non quantiques) ponctuelles, à la positionui ∈ R

d, 1 ≤ i ≤ N. On se donne une énergie
potentielleE(u) = E

(
u1, . . . ,uN

)
, fonction de la position des atomes. Suivant le formalisme de la phy-

sique statistique, on définit ensuite les grandeurs macroscopiques comme des moyennes sur toutes les
configurations du système :

〈Φ〉 =

Z

ΩN
Φ(u) exp(−βE(u))du

Z

ΩN
exp(−βE(u))du

, (1)

où le paramètreβ = 1/(kBT) est l’inverse de la température (kB est la constante de Boltzmann),Ω ⊂ R
d

est le volume accessible au système, etΦ est une observable, qui dépend de l’état microscopiqueu =
(u1, . . . ,uN) ∈ R

dN du système. Remarquons que, lorsque la température tend vers 0,β tend vers l’infini,
et les seules configurations importantes dans (1) sont celles qui minimisent l’énergie potentielleE. On
est ainsi ramené aux modèles classiques, où la configuration d’équilibre est celle qui minimise l’énergie.

Un exemple d’observable est la pression. A l’échelle macroscopique, celle-ci est définie par (1), avec
le choix

Φ(u) = ρkBT −
1

d|Ω|

N

∑
i=1

ui ·
∂E
∂ui (u),

où ρ est la densité de particules. Dans le cas d’un gaz parfait, les particules n’interagissent pas les unes
avec les autres,E ≡ 0, et on retrouve la loi de Mariotte.

On renvoie à [2] pour la présentation et la comparaison de différentes méthodes numériques pour le
calcul de (1), qui est une intégrale en grande dimension.

On s’intéresse dans la suite à une chaı̂ne d’atomes, avec interactions à deux voisins. L’énergie poten-
tielle a pour expression

E
(
u1, . . . ,uN)=

N

∑
i=1

W1
(
ui −ui−1)+

N−1

∑
i=1

W2
(
ui+1−ui−1) , avec u0 = 0, (2)
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oùW1 modélise l’interaction à plus proches voisins, tandis queW2 modélise l’interaction à deux voisins.
Pour simplifier la présentation, on considère que les atomes de la chaı̂ne sont contraints à former un
système mono-dimensionnel, i.e.ui ∈R. On suppose que le volume accessible au système est infini (Ω =

R dans (1)), et queW1(r) diverge suffisamment vite vers+∞ quand|r| → ∞ pour que
Z

R

exp(−βW1) < ∞

pour toutβ > 0 (il est par exemple suffisant queW1(r)∼|r |→∞ |r|α avecα > 1). Dans ce cadre, la moyenne
canonique (1) s’écrit

〈Φ〉 =

Z

RN
Φ(u) exp(−βE(u))du1 . . .duN

Z

RN
exp(−βE(u))du1 . . .duN

. (3)

Remarque 1 Tout ce qui suit peut̂etre ǵeńeralisé sans difficult́e au cas òu la position ui des atomes est
dansR

d, d ≥ 1. Notre approche recouvre donc le cas de polymères, longues chaı̂nes d’atomes plonǵees
dans l’espaceR3. De la m̂eme manìere, il est possible de géńeraliser l’approcheà des syst̀emes avec
interactionsà p voisins, p< ∞. A contrario, la ǵeńeralisation de l’approchèa des syst̀emes òu tousles
atomes interagissent les uns avec les autres est une question ouverte. De m̂eme, la consid́eration d’un
réseau d’atomes dans leplan, plutôt que d’une chaine mono-dimensionnelle, pose de sérieuses difficult́es.

Notre objectif est double : dans la limite thermodynamique (où le nombre d’atomesN dans le système
tend vers l’infini), on souhaite

– calculer la longueur macroscopique du système, lorsqu’on impose une force extérieure à l’extrémité
droite de la chaı̂ne (sur l’atome à la positionuN), en fonction de la température (on rappelle que
l’extrémité gauche est fixée,u0 = 0) ; l’approche développée ci-dessous permet en fait de calculer
la moyenne detoutefonction dépendant de la longueur, et pas simplement la longueur elle-même ;

– calculer la tension dans le système, lorsqu’on prescrit l’élongation de la chaı̂ne en imposant la
position des atomes à chaque extrémité du système.

Nous montrerons que, dans la limite thermodynamique, les deux relations obtenues (longueur en
fonction de la force imposée et tension en fonction de l’élongation imposée) sont réciproques l’une
de l’autre. On peut donc les considérer comme la loi de comportement du système. De plus, ces deux
fonctions peuvent être calculées de façon très efficace. Ainsi, le fait de passer à la limite des grands
systèmes (N → ∞) rend possible le calcul de quantités qui sont inaccessibles lorsqueN est grand mais
fini.

On s’intéresse d’abord au cas d’interactions à plus proches voisins (cf. la Section 2), pour lequel
la démarche suivie est présentée en détail. On renvoie `a [1, Section 2.3] pour des résultats numériques
complets dans ce cas. Le cas d’interactions à deux voisins est ensuite brièvement présenté à la Section 3.
En utilisant des arguments plus techniques, on obtient des résultats similaires. La Section 3.2 rassemble
quelques résultats numériques, qui illustrent l’efficacité de l’approche.

2 Le cas d’interactionsà plus proches voisins

2.1 Longueur macroscopiquèa force impośee

On suppose ici que l’énergie interne du système est donnée par (2), avecW2 ≡ 0. On soumet l’atome
à l’extrémité droite du système à une force extérieure f , tandis que l’atome à l’extrémité gauche est fixé :
u0 = 0. L’énergie du système, somme de l’énergie interne et del’énergie d’interaction avec la force,
s’écrit

Ef
(
u1, . . . ,uN)=

N

∑
i=1

W1
(
ui −ui−1)− f uN, u0 = 0.

On souhaite calculer la moyenne canonique associée à l’énergieEf , pour une observableΦ ne dépendant
que de la longueur macroscopique du système, soituN − u0 = uN. La longueur étant une quantité ex-
tensive, on s’attend à ce que la longueur moyenne du système diverge quand on passe à la limite ther-
modynamique. La quantité d’intérêt n’est donc pas la longueuruN − u0, mais la longueur normalisée
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N−1(uN −u0). On introduit donc la moyenne canonique

〈A〉 f
N := Z−1

Z

RN
A

(
uN

N

)
exp
(
−βEf

(
u1, . . . ,uN))du1 . . . duN, (4)

avecZ =

Z

RN
exp
(
−βEf

(
u1, . . . ,uN

))
du1 . . . duN. Ceci correspond bien à l’expression (3) avec l’obser-

vableΦ(u1, . . . ,uN) = A

(
uN

N

)
pour une fonctionA : R → R quelconque. Dans la suite, on s’intéresse à

la limite de〈A〉 f
N, quandN → ∞.

Remarque 2 Dans (4), on consid̀ere que chaque position atomique ui peut varier dansR tout entier. On
ne contraint donc pas les variablesà vérifier ui−1 ≤ ui , ce qui prendrait en compte le fait que les atomes
plus proches voisins demeurent plus proches voisins. Toutefois, on peut facilement prendre en compte
cette contrainte. Il suffit de remplacer le potentiel W1 par Wc

1 , défini par

Wc
1 (y) = W1(y) quand y≥ 0, Wc

1 (y) = +∞ sinon.

Suivant [1], on remarque alors, en notantW̃ f
1 (x) = W1(x)− f x, que

〈A〉 f
N = Z−1

Z

RN
A

(
uN

N

)
exp

(
−β

N

∑
i=1

W̃ f
1

(
ui −ui−1)

)
du1 . . . duN

= Z
−1

Z

RN
A

(
1
N

N

∑
i=1

yi

)
exp

(
−β

N

∑
i=1

W̃ f
1

(
yi)
)

dy1 . . . dyN,

où on a utilisé le changement de variablesyi = ui−ui−1 et notéZ =
Z

RN
exp

(
−β

N

∑
i=1

W̃ f
1

(
yi)
)

dy1 . . . dyN.

Considérons maintenant une suite
{
Yi
}N

i=1 de variables aléatoires, indépendantes et identiquement dis-
tribuées suivant la densité

ρ(y) = z−1 exp
(
−βW̃ f

1 (y)
)

dy, avec z=

Z

R

exp
(
−βW̃ f

1 (y)
)

dy. (5)

On observe que

〈A〉 f
N = E

[
A

(
1
N

N

∑
i=1

Yi

)]
.

La loi des grands nombres permet d’affirmer que la variable aléatoire
1
N

N

∑
i=1

Yi converge, quandN → ∞,

vers un nombre déterministe, qui est la moyenne desYi ,

y⋆( f ) = E(Y1) = z−1
Z

R

y exp
(
−βW̃ f

1 (y)
)

dy=

Z

R

y exp(−β [W1(y)− f y])dy
Z

R

exp(−β [W1(y)− f y])dy
. (6)

On peut ainsi montrer (cf. [1, Théorème 1] pour les détails, ainsi que [4, Lemme 1]) que, pour toute force
f , et toute observableA assez régulière,

lim
N→∞

〈A〉 f
N = A(y⋆( f )).

Dans le cas d’intérêt particulier ici, qui est le calcul dela longueur du système, on choisitA(x) = x.
Ainsi, ℓN( f ) := 〈A〉 f

N représente la longueur (normalisée) moyenne du systèmepour une force imposée
f . On a donc obtenu l’expression de la longueur macroscopiqueen fonction de la force imposée :

lim
N→∞

ℓN( f ) = y⋆( f ), avecy⋆( f ) défini par (6). (7)

Pour cette observable très particulière, on a en fait queℓN( f ) = y⋆( f ) pour toutN. Le résultat général
précédent (pour une fonctionA quelconque) permet par exemple de calculer les fluctuationsstatistiques
de la longueur moyenne autour sa valeur limite.
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2.2 Calcul de la tension,̀a élongation fixée

Dans la section précédente, nous avons imposé une force sur le système, et calculé la longueur
moyenne. On impose maintenant la longueur du système, en fixant u0 = 0 et uN = Nx (cf. Fig. 1). A
nouveau, l’extensivité de la longueur implique de choisiruN proportionnel au nombre d’atomesN dans
le système.

0

Nx

N

FIG. 1 – Chaı̂ne mono-dimensionnelle comportant 1+ N atomes, dont on a fixé la longueur à la valeur
Nx.

On cherche maintenant à calculer la tension dans la chaı̂ne, définie comme la force (moyennée dans
l’ensemble canonique) entre les deux derniers atomes, aux positionsuN−1 et uN = Nx :

TN(x) =

Z

RN−1
W′

1

(
Nx−uN−1)exp

(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)

)
du1 . . .duN−1

Z

RN−1
exp
(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)

)
du1 . . .duN−1

, (8)

où l’énergieE est donnée par (2) avecW2 ≡ 0. Comme toutes les liaisons atomiques jouent le même rôle,
on a, par symétrie,

TN(x) =

Z

RN−1
W′

1

(
ui −ui−1)exp

(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)

)
du1 . . .duN−1

Z

RN−1
exp
(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)

)
du1 . . .duN−1

,

pour tout 1≤ i ≤ N−1. La force entre les atomesN et N−1 est ainsi égale à la force entre tout couple
d’atomes consécutifs dans la chaı̂ne.

Notre objectif est de calculer la limite quandN → ∞ deTN(x). On remarque que, d’après (8), on a
TN(x) = F ′

N(x), où

FN(x) = −
1

βN
ln

[
Z

RN−1
exp
(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)

)
du1 . . .duN−1

]
.

Par définition,FN est l’énergie libre (par degré de liberté supprimé) du système, associée à la coordonnée
macroscopiqueuN/N. En utilisant à nouveau les variablesyi = ui −ui−1, on voit que exp(−βNFN(x))dx
est (à une constante multiplicative de normalisation près) la densité de probabilité de la variable aléatoire
1
N

N

∑
i=1

Yi, lorsque
{
Yi
}N

i=1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

suivant la densité (5).
Le comportement deFN, lorsqueN → ∞, est donné par des résultats classiques en probabilité (prin-

cipe des grandes déviations pour des variables i.i.d.). Onrenvoie à [1] pour plus de détails. On retient ici
simplement que, sous des hypothèses facilement vérifiées, on a, pour presque toutx∈ R,

lim
N→+∞

(
FN(x)+

1
β

ln
z
N

)
= F∞(x) (9)

avec

F∞(x) :=
1
β

sup
ξ∈R

(
ξx− ln

[
z−1

Z

R

exp(ξy−βW1(y))dy

])

et z=

Z

R

exp(−βW1(y))dy. De plus, lorsqu’on fixe l’élongation macroscopique àx, la forceTN(x) dans

le système converge :

TN(x) = F ′
N(x) converge (en un certain sens) versF ′

∞(x). (10)
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2.3 Bilan

On a identifié ci-dessus la longueur macroscopique à forcef imposée, qui esty⋆( f ) (cf. la rela-
tion (7)), ainsi que la tension dans la chaı̂ne, à élongation imposée, qui est, dans la limite macroscopique,
F ′

∞(x) (cf. la relation (10)). Comme ceci est démontré dans [4, Section 2.1.3], on a

y⋆(F ′
∞(x)) = x et F ′

∞(y⋆( f )) = f .

Ainsi, les fonctionsf 7→ y⋆( f ) et x 7→ F ′
∞(x) sont réciproques l’une de l’autre. Imposer une forcef et

calculer la longueur moyenne est ainsi équivalent à imposer une longueur et calculer une tension,dans la
limite thermodynamique N→ ∞. Ces relations peuvent être interprétées comme la loi decomportement
du système.

L’approche proposée ci-dessus est aussi très efficace surle plan computationnel. La longueur moyenne
du systèmeℓN( f ) est définie comme une moyenne canonique sur un système àN atomes. Il en est de
même de la quantitéF ′

N(x) = TN(x), donnée par la moyenne canonique (8). Le calcul de ces quantités
devient de plus en plus coûteux lorsqueN augmente, puisqu’il faut considérer un système de taillede
plus en plus grande, et donc calculer des intégrales en dimension de plus en plus grande. En suivant la
stratégie proposée ci-dessus, le calcul de lalimite, quandN → ∞, de la longueurℓN( f ) et de la tension
F ′

N(x) = TN(x) est au contraire facile. On a en effet (cf. la relation (7)) que

lim
N→∞

ℓN( f ) = y⋆( f ),

où y⋆( f ) est défini par l’intégrale mono-dimensionnelle (6), facile à calculer. De même, on a (cf. la
relation (9))

lim
N→+∞

(
FN(x)+

1
β

ln
z
N

)
= F∞(x),

où F∞(x) est définie comme la transformée de Legrendre d’une fonction en pratique calculable. Il suffit
donc de résoudre un problème d’optimisation en dimensionun pour calculerF∞(x).

Ainsi, du point de vue de la pratique, le calcul dey⋆( f ) et deF∞(x) ne pose pas de difficultés parti-
culières. On renvoie à [1, Section 2.3] pour des résultats numériques complets.

3 Interactions à deux voisins

On revient maintenant au cas où l’énergie interne du syst`eme est donnée par (2). Le traitement de
ce cas fait appel à des outils mathématiques beaucoup pluscomplexes. Les variables aléatoires qui ap-
paraissent forment unechâıne de Markov, alors qu’elles sontindépendantesdans le cas d’interactions à
plus proches voisins. Néanmoins, en utilisant des outils similaires (loi des grands nombres et principe de
grandes déviations), on aboutit aux résultats suivants.

3.1 Résultats th́eoriques

Supposons, comme dans la Section 2.1, qu’on impose une forcef sur l’atome à l’extrémité droite, et
qu’on cherche à calculer la longueur moyenne du système,

ℓN( f ) =

〈
uN

N

〉 f

N
,

où 〈·〉 f
N est la moyenne canonique selon la mesure associée à

Ef
(
u1, . . . ,uN)=

N

∑
i=1

W1
(
ui −ui−1)+

N−1

∑
i=1

W2
(
ui+1−ui−1)− f uN, u0 = 0.

On introduit à nouveaũW f
1 (x) = W1(x)− f x. On montre alors (cf. [1, Théorème 3] et [4, Lemme 3]) que

lim
N→∞

ℓN( f ) = y⋆( f ), (11)
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avec
y⋆( f ) =

Z

R

y ψ2
f (y)dy,

où ψ f est la solution du problème variationnel

max
ψ∈L2(R)

{
Z

R2
ψ(x) ψ(y) K f (x,y) dxdy;

Z

R

ψ2(y)dy= 1

}
, (12)

avec

K f (x,y) := exp

[
−βW2(x+y)−

β
2

W̃ f
1 (x)−

β
2

W̃ f
1 (y)

]
.

Comme dans le cas d’interactions à plus proches voisins, lecalcul dey⋆( f ) est facile. Il ne fait apparaı̂tre
que des intégrales en dimension un, et la résolution du problème d’optimisation (12) sur des fonctions
scalaires d’une seule variable.

De même que dans le cas d’interactions à plus proches voisins, le résultat (11) peut être généralisé à
la moyenne de toute observableA ne dépendant que deuN/N :

lim
N→∞

〈A〉 f
N = A(y⋆( f )).

De la même manière (on renvoie à [4, Section 2.2.2] pour les détails), on peut identifier la limite,
quandN → ∞, de la force moyenne dans le système, quand on impose l’élongation en fixant la position
des atomes aux deux extrémités (ce qui correspond au cas étudié dans la Section 2.2). Là encore, on
obtient des expressions dont la mise en oeuvre numérique nepose pas de problème.

Comme dans le cas d’interactions à plus proches voisins (cf. la Section 2.3), on peut montrer que les
deux relations obtenues (longueur en fonction de la force imposée et tension en fonction de l’élongation
imposée) sont réciproques l’une de l’autre, et peuvent ainsi être considérées comme la loi de comporte-
ment du système, à température fixée (on renvoie à [4, Section 2.2.3]).

3.2 Tests nuḿeriques

Suivant [1], on choisit les potentiels

W1(x) =
1
2
(x−1)4 +

1
2

x2 et W2(x) =
1
4
(x−2.1)4.

D’autres choix sont bien sûr possibles, commeW1 ≡ W2, ou W2(x) = W1(x/2) (ce qui assure que les
distances d’équilibre deW1 etW2 sont compatibles). Ici, nous avons choisiW2 de telle façon à ce que les
moyennes canoniques calculées dépendent significativement de la température.

On s’intéresse d’abord à la moyenne〈A〉 f
N d’une observable ne dépendant que deuN/N en fonction

de la température, pourN grand, dans le cas d’une force imposée nulle :f = 0 (on renvoie à [1, Section
3.1.3] pour une étude numérique plus complète). Les résultats sont donnés sur la Figure 2. On observe
un excellent accord entre la valeur de référence,〈A〉 f

N, et sa limite asymptotiqueA(y⋆( f )), et ce pour tout
l’intervalle de température.

On compareF ′
N(x) et son approximationF ′

∞(x), pourN = 100 et 1/β = 1, sur la Figure 3. On constate
queF ′

∞(x) est une excellente approximation deF ′
N(x), pour toutes les élongationsx considérées.
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FIG. 2 – Valeur de référence〈A(uN/N)〉
f
N (Exact) et limite asymptotiqueA(y⋆( f )) (Modèle réduit) en

fonction de la température 1/β (N = 100,A(x) = exp(x), f = 0). Figure extraite de [1, Fig. 14].
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FIG. 3 – Force dans la chaı̂neF ′
N(x) (valeur de référence) etF ′

∞(x) (limite asymptotique) en fonction de
l’élongation x, à la température 1/β = 1, pourN = 100. A l’échelle de la figure,F ′

N(x) et F ′
∞(x) sont

superposées. Figure extraite de [4, Fig. 4].
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