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Résumé

On s’intéresse plus particulièrement à la modélisation du comportement d’un ma-
tériau hétérogène méso-fissuré (béton, roche, ...), soumis à une sollicitation thermo-
hydro-mécanique avec prise en compte du couplage géométrique. Pour conduire cette
étude, on s’appuie notamment sur les approches micro-mécaniques du comportement
des milieux méso-fissurés non saturés développées depuis quelques années au Labo-
ratoire des Matériaux et des Structures du Génie Civil - Ur Navier - Université Paris
Est.

Le milieu fissuré non saturé traité ici est constitué d’une matrice solide homogène
élastique linéaire et de fissures connectées saturées par deux fluides immiscibles :
un liquide et un gaz séparés par une surface capillaire. La fissure est traditionnelle-
ment considérée comme une cavité ellipsoïdale (cas 3D) ou elliptique (cas 2D) dont
le rapport d’aspect tend vers zéro. Deux morphologies typiques de matériau sont
considérés dans ce travail : la situation où les fissures sont toutes orientées dans la
même direction et la situation où les fissures possèdent des orientations aléatoires.

Dans une première étape, on rappelle brièvement les résultats disponibles concernant
la modélisation des fissures non saturées par des cavités ellipsoïdales aplaties. A la
fin de cette première partie, on complète les résultats déjà disponibles en étudiant
l’influence de l’histoire de chargement sur la réponse de matériau.

Dans une deuxième étape, on s’attache à valider une partie des résultats obtenus en
utilisant une description des efforts capillaires dans les fissures par une précontrainte



homogène en se référant aux solutions analytiques exactes disponibles dans la lit-
térature permettant de décrire le comportement d’une fissure isolée au sein d’une
matrice élastique.
Dans une troisième étape, on s’intéresse aux phénomènes de propagation des fissures
en condition non saturée. Les lois de propagation sous critique et le phénomène de
branchement des fissures sont également prises en compte dans cette approche.
La dernière partie de la thèse concerne l’influence de la température sur le compor-
tement des milieux poreux non saturés.

Mots clés : Méthode d’homogénisation , Problème non linéaire, Micro-structures,
Capillarité, Milieu poreux non saturés, Mécanique de la rupture, Propagation sous
critique, Propagation en mode mixte.



Abstract

The main topic of my work is the development of a micromechanical model for
the behaviour of unsaturated mesocracks in media (concrete, rock...) in which the
thermo-hydro-mechanical loadings and thermo-hydro-mechanical couplings are ta-
ken into account. For this, we used the micromechanical approach model of behaviour
of cracked porous media recently developed at LMSGC. My thesis is focused on the
equilibrium configurations of a porous material whose pore space is saturated by a
vapour and a liquid phase.

The behaviour of an elastic medium containing unsaturated mesocracks is studied
in the framework of a micromechanical approach. The cracks are filled by two im-
miscible fluids, namely a liquid and a gas, separated by a capillary interface. Fur-
thermore, it is assumed that the set of cracks constitutes a connected network ; the
capillary pressure is uniform over a representative elementary volume. The cracks
are modelled as flat oblate spheroid cavities. Several geometrical configurations of
cracks in porous media are considered in the framework of Eshelby-based homo-
genization methods (parallel cracks, randomly oriented cracks). First, a previously
developed model showed that when coupling between the deformation of the cracks
and the capillary forces is taken into account, there is no more a one-to-one rela-
tionship between the loading parameters and the state-variables. Thus, we describe
the loading history prescribed to the material in order to compute its response.

Second, we validate these results referring to the exact solutions available in the



literature to describe the behaviour of a unsaturated crack within an elastic matrix.
Third, the description of crack propagation in unsaturated media is considered in
the framework of linear elastic fracture mechanics. The phenomenon of subcritical
crack growth due to stress corrosion cracking is taken into account in this approach.
Mixed mode fracture in the plane is also examined.
Finally, we are interested in the influence of the temperature on the behavior of
unsaturated porous media in the framework of the micromechanical approach.

Keywords : Homogenization methods, Non-linear effect, Microporomechanics, Mi-
crostructure, Capillarity, Unsaturated porous media, Linear elastic fracture mecha-
nics, Subcritical crack growth, Mixed mode fracture.
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Introduction générale

De nombreux matériaux du Génie Civil (bétons, roches, sols, ...) sont des maté-
riaux hétérogènes poreux. Le comportement de ces matériaux observés à l’échelle
macroscopique, qu’ils soient soumis à une sollicitation thermique, mécanique ou hy-
drique, résulte des phénomènes se déroulant à l’échelle des hétérogénéités, c’est à
dire des pores. Ainsi, dans les situations où les pores constituant l’espace poreux
sont connectés entre eux et avec l’extérieur, des échanges de matières fluides (gaz et
liquide) se produisent entre l’extérieur et le matériau. Ces échanges influent directe-
ment sur les caractéristiques et sur la durabilité des matériaux. Ce constat explique
qu’un grand nombre de travaux de recherche ait cherché à valoriser les informations
disponibles sur les phénomènes se déroulant à l’échelle des hétérogénéités et sur
les propriétés morphologiques du matériau pour élaborer des lois de comportement
macroscopique (échelle pertinente pour le calcul des structures). Dans ce cadre, le
recours aux méthodes de changement d’échelles paraît évidemment particulièrement
pertinent. Notre travail est une contribution à cet effort de recherche. Dans ce cadre,
on s’est intéressé plus particulièrement à la modélisation du comportement d’un ma-
tériau hétérogène méso-fissuré, soumis à une sollicitation thermo-hydro-mécanique
avec prise en compte du couplage géométrique. Pour conduire cette étude, on s’est
appuyé notamment sur les approches micro-mécaniques du comportement des mi-
lieux méso-fissurés non saturés développées depuis quelques années au Laboratoire
des Matériaux et des Structures du Génie Civil.
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Ce mémoire s’organise autour de cinq chapitres dont les grandes lignes sont briève-
ment évoquées ci-après.

Le premier chapitre de ce mémoire est essentiellement bibliographique. Il débute
par une présentation synthétique de la méthodologie et les caractères généraux de
l’approche d’homogénéisation pour un matériau poreux élastique linéaire. On rap-
pelle ensuite les résultats déjà disponibles dans la littérature concernant les lois
macroscopiques d’un matériau fissuré saturé obtenues dans le cadre des techniques
de changement d’échelle de type Eshelby où les fissures sont modélisées par des in-
clusions ellipsoïdales aplaties immergées dans la phase solide.

Le deuxième chapitre s’appuie sur les résultats disponibles concernant la modélisa-
tion des déformations occasionnées par des variations de saturation d’un matériau
méso-fissuré à matrice élastique linéaire (thèse de Yue Xu). En effet, le modèle déve-
loppé par Yue Xu dans sa thèse repose sur l’hypothèse classique qu’il est possible de
modéliser les fissures par des cavités ellipsoïdales aplaties. Cette hypothèse conduit
à représenter le chargement des fluides et des interfaces capillaires sur la fissure par
une contrainte équivalente.

Dans la première partie du deuxième chapitre (section 2.2), on revient tout d’abord
les résultats disponibles concernant la modélisation des fissures non saturées par des
cavités ellipsoïdales aplaties (approche par la contrainte équivalente). On complète
les résultat de Yue Xu en activant la détermination complétée de la loi de compor-
tement dans cette situation (Yue Xu a donné uniquement la relation permettant
le calcul de la contrainte macroscopique en fonction des paramètres définissant le
chargement mécanique appliqué au VER). Ensuite, on s’est intéressé à la détermi-
nation du domaine de validité de l’hypothèse consistant à ne retenir que les termes
du premier ordre quand le rapport d’aspect des fissures est très petit devant l’unité.
Enfin, on a étudié pour un milieu particulier l’influence du chargement appliqué à
un VER de matériau méso fissuré non saturé sur sa réponse.

On s’intéresse ensuite à compléter ces résultats de Xu en traitant trois problèmes
concernant la loi de comportement qui relie la déformation moyenne de l’espace
poreux aux valeurs des chargements ; la validation de l’approximation de la valeur
du rapport d’aspect de fissures étant plus petite que l’unité et l’étude de l’influence
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de l’histoire de chargement sur la réponse de matériau.

Dans la seconde partie du deuxième chapitre (section 2.3), on s’attache à valider
une partie des résultats obtenus en prenant en compte les efforts capillaires dans
chaque fissure par une précontrainte homogène en se référant aux solutions analy-
tiques exactes disponibles dans la littérature (approche analytique) permettant de
décrire le comportement d’une fissure isolée au sein d’une matrice élastique. Pour
cela, on utilise la solution analytique de Bui valable pour une fissure plane occupant
un domaine circulaire plan dans un matériau dont l’état naturel est pris comme état
de référence, soumise à un chargement homogène à l’infini et à une répartition de
pression sur les lèvres de la fissure rendant compte de la présence de deux fluides
séparés par une interface capillaire.

A la lumière des résultats présentés au second chapitre, on s’intéresse dans le troi-
sième chapitre aux phénomènes de propagation des fissures en condition non saturée.
En effet, les efforts capillaires s’exerçant sur les lèvres de la fissure modifie la valeur
des facteurs d’intensité des contraintes en fond de fissure qui contrôlent la propaga-
tion des ces dernières. Pour mener cette étude, on s’appuie à la fois sur la solution
analytique obtenue pour la validation de l’approche par changement d’échelle du
comportement des matériaux méso-fissurés en conditions non saturées évoquée au
second chapitre et sur les deux théories (facteur d’intensité de contrainte et critère
énergétique de Griffith) de la mécanique linéaire de la rupture. On peut ainsi intégrer
dans une modélisation globale de la propagation de l’endommagement en condition
non saturée les effets locaux induits par la non saturation des fissures. L’interaction
entre des fissures est aussi prise en compte dans le cadre du schéma de Mori-Tanaka.
Une loi de propagation sous critique des fissures est également prise en compte dans
cette approche. La prise en compte de ce phénomène permet d’intégrer les effets
différés dans la modélisation du comportement des géomatériaux en conditions sa-
turées.

L’approche de la propagation des fissures décrite au troisième chapitre considère que
les fissures se propagent uniquement en mode I. Le principal inconvénient de cette
modélisation est qu’elle ne permet pas de prendre en compte le phénomène de bran-
chement des fissures observé quand on soumet une fissure à chargement sollicitant
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les modes II et III. Le quatrième chapitre est donc consacré aux phénomènes de
propagation des fissures en mode mixte dans la situation sèche. Classiquement, le
phénomène de propagation des fissures est relié au phénomène d’endommagement
des matériaux méso-fissurés comme les roches. Pour prendre en compte ce phé-
nomène dans une démarche d’homogénéisation, deux approches ont été proposées
dans la littérature : une approche énergétique reposant sur la mise en œuvre du
raisonnement de Griffith à partir des estimations du comportement macroscopique
du matériau en fonction des paramètres décrivant la morphologie des fissures et une
approche discrète où le problème de propagation des fissures est résolu pour chacune
des fissures. Le principal défaut de la première méthode est qu’elle ne permet pas de
tenir compte du phénomène de branchement dans la propagation des fissures alors
que la seconde méthode permet la prise en compte de ce phénomène. Par contre, la
première méthode permet de prendre en compte de nombreux phénomènes interve-
nant dans la propagation de l’endommagement comme les interactions mécaniques
entre fissures, les phénomènes de frottement entre les lèvres des fissures ou le carac-
tère désordonné du milieu étudié alors que la prise en compte de ces phénomènes
est très difficile, voire impossible dans le cadre de la seconde méthode. Dans le but
d’évaluer la qualité des prédictions obtenues au moyen de la première méthode par
rapport à celles obtenues en utilisant la seconde méthode, on s’intéresse à la prédic-
tion du critère initial de propagation de l’endommagement pour un milieu fissuré
désordonné par l’une et l’autre des méthodes.

Il est bien connu que la valeur de la tension de surface entre deux fluides immis-
cibles (de l’eau et de l’air humide par exemple) dépend de la température. Dans
le cinquième chapitre, on développe donc les études décrites ci-dessus de façon à
prendre en compte l’effet d’une variation de la température. Dans la mesure où les
effets d’une variation de température sur chacune des propriétés microscopiques du
matériau (tension de surface, ténacité, module d’élasticité) sont connus, on peut
ainsi intégrer les effets thermiques dans la description macroscopique du comporte-
ment des matériaux poreux en régime non saturé. Comme dans le cas de la prise en
compte des efforts capillaires sur la propagation de l’endommagement, cette étude
s’appuie pour une large part sur des résultats déjà disponibles (homogénéisation,
problème capillaire dans un pore ellipsoïdal, ...). Par contre, elle permet d’apporter
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des réponses à des questions importantes pour la modélisation du comportement des
matériaux poreux non saturés soumis à des changements de température tels que
les roches argileuses utilisées pour isoler les déchets nucléaires dans les stockages à
grande profondeur.



24 Introduction générale



CHAPITRE 1

Approche par homogénéisation du comportement des milieux

fissurés

Le premier chapitre de ce mémoire a pour objectif de rassembler les formules né-
cessaires concernant l’application des techniques de changement d’échelle de type
Eshelby à la détermination des propriétés élastiques macroscopique des milieux po-
reux élastiques. De nombreux travaux traitant ce problème ont été développés depuis
quelques années par l’équipe de L. Dormieux [4, 17, 20, 46]. Dans un premier temps,
on présente la méthodologie et les résultats de l’approche d’homogénéisation pour
un matériau poreux aléatoire élastique linéaire dans le cas saturé et dans le cas sec.
Dans un second temps, l’espace poreux se réduit aux fissures et ce problème est le
sujet essentiel de ce mémoire. On présente dans cette situation les résultats des lois
macroscopiques du matériau dans le cadre des techniques de changement d’échelle
de type Eshelby qui considère les fissures comme des inclusions ellipsoïdales aplaties
plongées dans la phase solide.
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1.1 Homogénéisation pour les milieux poreux

1.1.1 Homogénéisation des milieux élastiques hétérogènes

1.1.1.1 Notion de VER et de grandeurs moyennes

Le volume élémentaire représentatif (VER) du matériau hétérogène considéré est
un élément de volume qui, en un point matériel, est statistiquement représentatif
des propriétés du matériau (composition, morphologie, . . . ). Le VER doit être donc
suffisamment petit par rapport au volume de l’échantillon ou de la structure qui
le contient pour pouvoir être considéré comme un point matériel de la théorie des
milieux continus et suffisamment grand par rapport à la taille caractéristique des
hétérogénéités qu’il contient.

L’objectif général des approches micro-macro est de définir un milieu homogène équi-
valent ayant les mêmes propriétés mécaniques macroscopiques que le milieu hétéro-
gène. De manière générale, les grandeurs moyennes de contrainte et de déformation
sont définies de la façon suivante :

< σ >=
1

|Ω|
∫

Ω

σdΩ et < ε >=
1

|Ω|
∫

Ω

εdΩ, (1.1)

où σ et ε sont respectivement le tenseur local de contrainte et le tenseur local de
déformation dans le domaine Ω occupé par le VER. Dans le cas d’une sollicitation
en contrainte, on impose ici la condition à la limite en effort T d = Σ.n sur ∂Ω

avec Σ le tenseur des contraintes de Cauchy macroscopique. ∂Ω désigne le bord du
domaine Ω tandis que n est le vecteur normal unitaire extérieur au domaine Ω. En
utilisant le théorème de la divergence, on vérifie que la contrainte moyenne est égale
à la contrainte macroscopique imposée au contour du VER,

< σ >=
1

|Ω|
∫

Ω

σ(x)dΩ = Σ. (1.2)

Dans ce cas, la relation E =< ε > permet de définir la déformation macroscopique.
De façon similaire, dans le cas de la sollicitation en déformation définie par la condi-
tion en déplacement imposé : ξd = E.x sur ∂Ω avec E le tenseur des déformations
macroscopique, on montre que la déformation moyenne est égale à la déformation
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macroscopique imposée :

< ε >=
1

|Ω|
∫

Ω

ε(x)dΩ = E. (1.3)

La relation Σ =< σ > permet alors de définir le lien entre contraintes macroscopique
et microscopique.

1.1.1.2 Homogénéisation

Après avoir rappelé les correspondances entre les grandeurs mécaniques aux deux
échelles, on se pose naturellement la question de l’homogénéisation des propriétés
du matériau. Il s’agit donc d’exploiter les informations disponibles à l’échelle micro-
scopique pour déterminer les propriétés macroscopiques en résolvant un problème
sur le VER considéré comme une structure. On va présenter dans la suite les deux
approches classiques utilisées en homogénéisation des milieux aléatoires.

1.1.1.2.1 Approche en déformation

Le problème à résoudre à l’échelle microscopique dans le cas d’une sollicitation en
déformation appliquée à un VER de matériau élastique linéaire hétérogène s’écrit :





σ(x) = C(x) : ε(x) : (Ω)

divσ(x) = 0 : (Ω)

ε(x) = 1
2
(∇ξ + T∇ξ) : (Ω)

ξ(x) = E.x : (∂Ω)

(1.4)

Avec ξ(x) est le champ de déplacement, C(x) est le tenseur d’élasticité dans le do-
maine Ω et l’opérateur gradient par rapport à la variable d’espace microscopique. Ce
problème est linéaire et admet une unique solution. Le champ de déformation ε asso-
cié au champ de déplacement dépend linéairement de la déformation macroscopique
E appliquée. On a donc :

ε(x) = A(x) : E, (1.5)
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où A est un tenseur du quatrième ordre, appelé tenseur de localisation en déforma-
tion. En utilisant la relation (1.3), on montre facilement :

< A >= I, (1.6)

avec I, le tenseur identité du quatrième ordre. En considérant qu’on connaît la valeur
du tenseur de localisation en déformation et en reportant la première relation (1.4)
et l’équation (1.5) dans (1.2), on obtient une loi de comportement homogénéisée
élastique linéaire caractérisée par le tenseur des modules macroscopique Chom :

Σ = Chom : E avec Chom =< C : A > . (1.7)

1.1.1.2.2 Approche en contrainte

De manière analogue, dans le cas où le chargement est du type contrainte homo-
gène appliquée sur le bord du VER, le problème de structure à résoudre à l’échelle
microscopique s’écrit :





ε(x) = S(x) : σ(x) : (Ω)

divσ(x) = 0 : (Ω)

σ.n(x) = Σ.n(x) : (∂Ω)

(1.8)

où S(x) désigne le tenseur des complaisances dans le domaine Ω et n(x) le vec-
teur normal unitaire extérieur au domaine. On obtient alors la loi de comportement
homogénéisée élastique linéaire caractérisée par le tenseur des complaisances macro-
scopique Shom :

E = Shom : Σ avec Shom =< S : H >, (1.9)

où H désigne le tenseur du quatrième ordre nommé tenseur de localisation en
contrainte. Ce tenseur joue le même rôle que le tenseur de localisation en défor-
mation introduit plus haut. Il est défini par la relation :

σ(x) = H(x) : Σ. (1.10)
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En reportant l’équation (1.10) dans la relation (1.2), on établit que H vérifie :

< H >= I. (1.11)

1.1.2 Homogénéisation des milieux poreux saturés

1.1.2.1 Définition du problème

On considère ici un milieu poreux saturé constitué d’une matrice solide homogène
élastique linéaire et de pores saturés par un fluide à la pression p. Le volume élé-
mentaire représentatif de ce matériau occupe le domaine Ω de frontière ∂Ω. La
phase solide occupe le domaine Ωs de frontière ∂Ωs tandis que les pores occupent
le domaine Ωf de frontière ∂Ωf , complémentaire de Ωs dans Ω. Pour simplifier, on
suppose de plus que les pores n’intersectent pas la frontière du VER ; on a donc
∂Ωs = ∂Ω ∪ ∂Ωf [20].

La porosité lagrangienne actuelle, la porosité lagrangienne initiale, et la porosité
eulérienne actuelle du milieu sont respectivement définies par les relations

φ =
|Ωf |
|Ω0| , φ0 =

|Ωf0|
|Ω0| , ϑ =

|Ωf |
|Ω| . (1.12)

|Ω0|, |Ω|, |Ωf0|, |Ωf | désignent respectivement le volume du milieu à l’état initial, le
volume du milieu à l’état actuel, le volume des pores à l’état initial et le volume des
pores à l’état actuel. Comme on suppose que la déformation reste petite, on peut
considérer que φ = ϑ.

Pour établir le lien entre comportement à l’échelle microscopique et caractérisation
du comportement à l’échelle macroscopique, on impose par exemple une condition
de sollicitation en déformation au VER : ξ(x) = E.x sur le bord ∂Ω. Le problème à
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p

Ω

∂Ω

E.x

Ωs

Ωf

Fig. 1.1 – Volume élémentaire représentatif de milieu poreux saturé

résoudre à l’échelle microscopique s’écrit :





σ(x) = Cs : ε(x) : (Ωs)

σ(x) = −pI : (Ωf )

divσ(x) = 0 : (Ωs)

ε(x) = 1
2
(∇ξ + T∇ξ) : (Ωs)

ξ(x) = E.x : (∂Ω)

JσK.n = 0 : (∂Ωf )

(1.13)

avec Cs : Ss = I, où Cs désigne le tenseur d’élasticité, Ss le tenseur des complaisances
de la matrice solide, n désigne le vecteur normal unitaire extérieur au domaine
occupé par la phase solide et I le tenseur identité du deuxième ordre.

1.1.2.2 Localisation

Le problème est linéaire. Le champ de déformation ε dépend donc linéairement de
la déformation macroscopique E et de la pression dans le fluide p. La procédure
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d’homogénéisation consiste à construire le tenseur de localisation en déformation du
quatrième ordre A engendré par la déformation E et le tenseur de localisation en
déformation du deuxième ordre A′ engendré par la pression p. On a donc :

ε(x) = A(x) : E−A′(x)p. (1.14)

Le champ de contrainte microscopique dans le domaine solide s’écrit alors :

σ(x) = Cs : A(x) : E− Cs : A′(x)p. (1.15)

La moyenne du champ de contrainte dans le VER est définie par :

Σ =
1

|Ω0|

(∫

Ωs0

σ(x)dΩ0 +

∫

Ωf0

−pIdΩ

)
= (1− φ0) < σ >s −φ0pI, (1.16)

avec < σ >s la moyenne du champ de contrainte dans le domaine solide,

< σ >s=
1

|Ωs0|
∫

Ωs0

σdΩ. (1.17)

En reportant l’équation (1.15) dans (1.16), on obtient la relation suivante :

Σ = Chom : E− pB. (1.18)

où Chom et B désignent respectivement le tenseur d’élasticité macroscopique et le
tenseur de Biot, definis par :

Chom = (1− φ0)Cs :< A >s= Cs : (I− φ0 < A >p), (1.19)

B = φ0I + (1− φ0)Cs :< A′ >s . (1.20)

avec

< A >p=
1

|Ωp0|
∫

Ωp0

AdΩ. (1.21)

Par ailleurs, on peut calculer la relation entre la variation de la porosité lagran-
gienne et les paramètres de chargement macroscopiques. Premièrement, on calcule
la variation de volume des pores occupant le domaine Ωf0 en fonction du champ de
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déplacement le long de l’interface solide-fluide :

∆|Ωf0| = −
∫

∂Ωf0

ξ.ndS = −
∫

∂Ωf0∪∂Ω0

ξ.ndS +

∫

∂Ω0

ξ.ndS (1.22)

= −
∫

Ωs0

trεdΩ + |Ω0|trE. (1.23)

La variation de porosité lagrangienne est définie par :

∆φ = φ− φ0 =
|Ωf | − |Ωf0|

|Ω0| =
∆|Ωf0|
|Ω0| , (1.24)

En reportant l’équation (1.14) dans (1.23), on trouve :

∆φ = φ− φ0 =
p

N
+ B′ : E, (1.25)

où,
1

N
= (1− φ0)tr < A′ >s, (1.26)

B′ = I− (1− φ0)I :< A >s, (1.27)

avec N le module de Biot.

En utilisant le théorème de réciprocité de Maxwell-Betti, avec la sollicitation 1 définie
par E = E0, p = 0 et la sollicitation 2 définie par E = 0, p = p0, on montre que
B = B′. On en déduit :

B = B′ = φ0I + (1− φ0)Cs :< A′ >s= I− (1− φ0)I :< A >s= φ0I :< A >p, (1.28)

1

N
= (1− φ0)tr < A′ >s= I : Ss : (B− φ0I). (1.29)

En utilisant l’équation (1.19), on peut calculer le tenseur de Biot B et le coefficient
1/N en fonction de Chom et de Ss uniquement :

B = φ0I :< A >p= I− Chom : Ss : I, (1.30)

1

N
= I : Ss : (B− φ0I) = ((1− φ0)I− Chom : Ss : I) : Ss : I. (1.31)
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Le comportement macroscopique du matériau s’écrit :





Σ = Chom : E− pB

∆φ = φ− φ0 = B : E +
p

N

(1.32)

Les expressions obtenues ci-dessus montrent que, la détermination du tenseur de
Biot B et de module de Biot N se ramène au calcul de Chom. De plus, la valeur du
tenseur d’élasticité drainé ne dépend pas de la valeur de la pression régnant dans les
pores. La relation (1.19) est donc également valable dans les situations où les pores
sont vides. Une estimation de Chom en situation sèche (pores vides) permet donc de
calculer tous les coefficients de la loi de comportement (1.32).

Pour conclure, on peut souligner qu’il est impossible dans les situations d’intérêt
pratiques d’obtenir la solution exacte du problème (1.13) qui permet d’identifier les
caractéristiques macroscopiques du matériau étudié. Le but des sections suivantes
est donc de montrer comment les grandeurs globales (Chom,B, N) peuvent être esti-
mées en fonction des propriétés élastiques de la phase solide et des caractéristiques
morphologiques du domaine poreux.

1.1.3 Problème de l’inclusion d’Eshelby

1.1.3.1 Problème de l’inclusion

Eshelby [23, 24] a montré que, dans un milieu infini élastique homogène de module
C0, si un domaine borné I de forme ellipsoïdale subit une déformation libre homogène
εL, la déformation à l’intérieur de cette inclusion est homogène égale à :

εI = SE : εL, (1.33)

où SE est un tenseur d’ordre quatre, appelé tenseur d’Eshelby qui dépend de la
forme de l’ellipsoïde I, de son orientation et du tenseur des modules d’élasticité C0.
La valeur de SE peut être trouvée dans les ouvrages de mécanique [20, 42].

Dans la suite, au lieu d’envisager un champ de déformation initiale εL, on considère
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une précontrainte p qui est reliée au champ de déformation εL par la relation :

p = −C0 : εL. (1.34)

Grâce à cette transformation, on peut réécrire la solution d’Eshelby comme suit :

εI = −P : p avec P = SE : C−1
0 = SE : S0, (1.35)

où S0 = C−1
0 désigne le tenseur de souplesse du milieu et P le tenseur de Hill.

1.1.3.2 De l’inclusion à l’hétérogénéité

Ces résultats permettent d’aborder maintenant le problème de l’hétérogénéité. On
s’intéresse ici au problème d’une inclusion ellipsoïdale, occupant un domaine I et
constituée d’un matériau élastique linéaire homogène de module d’élasticité CI .
Cette inclusion est entourée d’un milieu élastique homogène de module C0 occupant
un domaine infini. L’inclusion adhère parfaitement au matériau l’entourant. Cette
structure est soumise à une déformation homogène à l’infini, d’intensité E et on
note σp la précontrainte uniforme qui règne dans l’inclusion quand celle-ci n’est pas
déformée. Ce problème s’écrit :





σ(x) = C0 : ε(x) : (Ω)

σ(x) = CI : ε(x) + σp : (I)

divσ(x) = 0 : (Ω ∪ I)

ξ(x) = E.x : (∂Ω)

JσK.n = 0 : (∂ΩI)

(1.36)

On calcule aisément la valeur du champ de déformation dans l’inclusion solution du
problème (1.36) à partir de la solution du problème de l’inhomogénéité (1.35) en
posant : pI = (CI − C0) : εI . On obtient :

εI = ε + SE : εL = E− P : (σp + pI) = E− P :
(
σp + (CI − C0) : εI

)
(1.37)
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CI ,σp C0,σp,pI

C0 (Ω) C0, (Ω)

E

(I) (I)

E

Fig. 1.2 – L’équivalence entre les problèmes de l’inhomogénéité et de l’hétérogénéité

⇒ εI =
(
I+ P : (CI − C0)

)−1

: (E− P : σp). (1.38)

1.1.3.3 Application à un unique pore saturé

Dans le cas d’un unique pore saturé par un fluide à la pression p isolé dans une
matrice solide homogène déformée à l’infini, on a : CI = 0 ; C0 = Cs ; σp = −pI. La
déformation du pore s’écrit donc :

εI = (I− SE)−1 : (E + pSE : Ss : I), (1.39)

⇒ Ap = (I− SE)−1, (1.40)

Ap représente le tenseur de localisation en déformation pour le pore isolé dans la
matrice élastique homogène.

Si p = 0, on trouve le résultat pour le cas du milieu sec :

εI = (I− SE)−1 : E. (1.41)

1.1.4 Méthodes d’estimation

La théorie des méthodes d’estimation a été présentée dans la littérature [20, 42, 58].
Partant de la solution du problème d’Eshelby, on présente dans ce paragraphe les
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estimations du comportement d’un milieu poreux saturé en utilisant deux schémas
d’estimations classiques (le schéma dilué et le schéma de Mori-Tanaka).

1.1.4.1 Schéma dilué

On considère ici un milieu constitué de n classes de pores (une classe de pores
contient tous les pores de même forme et de même orientation) de forme et d’orien-
tation différente. Si l’on admet que l’on peut négliger les interactions entres les
pores lorsque la porosité est suffisamment faible (de l’ordre de quelques pourcents),
la moyenne de la déformation dans chaque pore peut être estimée en utilisant l’équa-
tion (1.39). La moyenne du tenseur de localisation en déformation pour tous les pores
est alors donnée par :

< A >p=
n∑

i=1

φi
0

φ0

< A >p
i =

n∑
i=1

φi
0

φ0

(I− Si
E)−1. (1.42)

avec φi
0 la porosité pour la classe de pores numéro i.

En reportant l’équation (1.42) dans les relations (1.19), (1.30) et (1.31), on obtient
les estimations du tenseur d’élasticité macroscopique Chom, du tenseur de Biot B et
du module de Biot 1/N suivantes :





Chom = Cs :
(
I−

n∑
i=1

φi
0(I− Si

E)−1
)

B =
n∑

i=1

φi
0I : (I− Si

E)−1

1

N
= I : Ss :

n∑
i=1

(
φi

0I : (I− Si
E)−1 − φ0I

)

(1.43)

Il convient de bien garder à l’esprit que ce résultat n’est valable que pour les très
faibles valeurs de la porosité.

1.1.4.2 Schéma de Mori-Tanaka

Dans ce paragraphe, on utilise le schéma de Mori-Tanaka qui cherche à prendre en
compte les interactions entre les pores. Pour cela, on considère que chaque pore
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est entouré de la phase solide de module Cs soumise à l’infini à une déformation
moyenne E0. La déformation moyenne pour chaque pore s’écrit alors :

εi = (I− Si
E)−1 : E0, (1.44)

tandis que déformation moyenne pour tous les pores s’écrit :

< ε >p=
n∑

i=1

φi
0

φ0

(I− Si
E)−1 : E0. (1.45)

En utilisant la condition : E = (1 − φ0) < ε >s +φ0 < ε >p et E0 =< ε >s, on
obtient la relation suivante entre E et E0 :

E0 =
(
(1− φ0)I+

n∑
i=1

φi
0(I− Si

E)−1
)−1

: E. (1.46)

A reportant cette relation dans l’équation (1.45) , on trouve sans difficulté l’expres-
sion du tenseur de localisation en déformation < A >p

i pour la ième classe de pores,
puis le module d’élasticité homogène Chom :

< A >p
i = (I− Si

E)−1 :
(
(1− φ0)I+

n∑
i=1

φi
0(I− Si

E)−1
)−1

, (1.47)

Chom = (1− φ0)Cs :
(
(1− φ0)I+

n∑
i=1

φi
0(I− Si

E)−1
)−1

. (1.48)

1.2 Homogénéisation des milieux fissurés saturés

On s’intéresse ici à des milieux dont la porosité est formée de microfissures, c’est
à dire de pores ellipsoïdaux dont l’une des dimensions est très faible comparée aux
deux autres. La phase solide est encore constituée d’un matériau élastique linéaire
et les fissures sont saturées par un fluide à la pression p. On suppose dans toute
cette section que les fissures sont connectées et ne changent pas d’état (c’est à dire
qu’elles ne propagent pas et qu’elles ne referment pas).
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1.2.1 Géométrie des fissures

L’espace poreux se réduit aux fissures. L’indice p qui désigne les pores va donc
être remplacé par l’indice f . L’ensemble des fissures se compose de n familles de
fissures, chaque famille (repérée par l’indice i) rassemblant toutes les fissures de
même taille et même orientation. Chaque famille de fissures est caractérisée par
trois paramètres, la taille des fissures appartenant à la famille et les angles ψi et θi

définissant l’orientation des fissures.

Les fissures sont supposées de type « penny shape » (éllipsoïde aplati) et aléatoire-
ment distribuées dans Ω [20, 42, 48]. Chaque fissure dont la géométrie est caractérisée
par son rayon ai, sa hauteur ci et son rapport d’aspect Xi occupe un domaine défini
par l’équation suivante :

x2
i1 + x2

i2

a2
i

+
x2

i3

c2
i

≤ 1, (1.49)

Xi =
ci

ai

¿ 1. (1.50)

Le lien entre le repère global (O,x1,x2,x3) et le repère local (O,xi1,xi2,xi3) est défini
sur la Fig. 1.3. Ici, ψi désigne l’angle entre l’axe xi3 et l’axe x3 tandis que θi désigne
l’angle entre l’axe x1 et la projection de l’axe xi3 sur le plan (O,x1,x2).

L’axe xi3 est perpendiculaire au plan de fissure, l’axe xi1 appartient au plan (O,x1,x2).
On peut montrer que l’angle entre x2 et xi1 est égal à θi. La matrice de passage [Oi]

qui définit la transformation de base du repère local (ei
1,ei

2,ei
3) vers le repère global

(e1,e2,e3) s’écrit :

ei
m = [Oi].ep ≡ Oi

mpep, (m, p = 1, 2, 3), (1.51)

[Oi] =




− sin θi cos θi 0

− cos ψi cos θi − cos ψi sin θi sin ψi

sin ψi cos θi sin ψi sin θi cos ψi




(e1,e2,e3)

. (1.52)

La notation matricielle et les techniques de transformation de composantes dans un
changement de repère sont présentées dans l’annexe A.

On suppose que le nombre de fissures est très grand et qu’elles sont distribuées
aléatoirement. On introduit la fonction de densité w(a, θ, ψ) qui permet de calculer
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x1

x2

Ω
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xi3
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ψi
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x1
xi1

x3

ci

ai

∂Ω

xi2

x3

xi3

xi1

Fissure

θi

O O

Fig. 1.3 – Le repère global et le repère local

le nombre de fissures par unité de volume dont la taille est comprise entre a et a+da

et dont l’orientation appartient à l’intervalle défini par [θ, θ +dθ], [ψ, ψ +dψ] sous la
forme w(a, θ, ψ) sin ψdadθdψ. Le nombre de fissures N dans un domaine de volume
unité se calcule en utilisant la relation :

N =
1

4π

∫ aM

am

∫ θ=2π

θ=0

∫ ψ=π

ψ=0

w(a, θ, ψ) sin ψdadθdψ, (1.53)

avec am et aM désignent la taille minimale et maximale des fissures.

On suppose de plus que la taille des fissures est indépendante de l’orientation. Dans
ce cas là, la fonction de densité s’écrit :

w(a, θ, ψ) = wr(a)wo(θ, ψ), (1.54)
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on a alors :

N =

∫ aM

am

wr(a)da, avec
1

4π

∫ θ=2π

θ=0

∫ ψ=π

ψ=0

wo(θ, ψ) sin ψdθdψ = 1. (1.55)

Il est clair que les propriétés de répartition aléatoire d’orientation des fissures (1.53)
ou de taille de fissures indépendante de l’orientation ne sont conservées en cours de
chargement que grâce aux hypotheses de non propagation et de non fermeture des
fissures. Dans le cas où l’une de ces deux hypothèses n’est pas vérifiée, alors l’appli-
cation d’une sollicitation non isotrope provoque des propagations ou des fermetures
anisotropes des fissures.

On introduit le paramètre de densité de fissures ε (comme proposé dans les réferences
[20, 42]) :

ε =

∫ aM

am

a3wr(a)da. (1.56)

Quand toutes les fissures sont toutes de taille identique, on a :

ε = Na3 (1.57)

et φ =
4

3
πNa3X =

4

3
πεX, (1.58)

avec φ, la fraction volumique occupée par les fissures, égale à la porosité dans la
situation étudiée.

1.2.2 Le cas dilué

On adopte ici un schéma dilué, pertinent pour les situations où la densité de fissures
est suffisamment faible et les fissures sont assez éloignées les unes des autres pour
que les interactions entre elles soient négligeables.

A partir de l’équation (1.58), la fraction volumique φi occupée par les fissures de la
classe i s’écrit :

φi =
4

3
πNia

3
i X

i =
4

3
πεiX

i, (1.59)

où Ni et εi sont respectivement le nombre de fissures et le paramètre de densité de
fissures pour le ième famille de fissures.

En reportant l’équation (1.59) dans la première équation (1.43), l’estimation du
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tenseur d’élasticité homogénéisé s’écrit alors :

Chom = Cs :
(
I− 4

3
π

n∑
i=1

εiX
i(I− Si

E)−1
)

= Cs :
(
I− 4

3
π

n∑
i=1

εiTi
)
, (1.60)

avec Ti = lim
Xi→0

X i(I− Si
E)−1. (1.61)

On peut noter que la limite Ti définie par l’équation (1.60) ne dépend que de l’orien-
tation des fissures et des modules d’élasticité de la phase solide. Il possède la pro-
priété de symétrie : T i

ijkl = T i
jikl = T i

ijlk. Par ailleurs, le tenseur Ti ne dépend pas
de la valeur du rapport d’aspect des fissures. On en déduit qu’au premier ordre en
X i, le tenseur d’élasticité ne dépend pas du rapport d’aspect des fissures. Comme
la relation de localisation (1.41) assure que sous l’action de la déformation, les fis-
sures restent des ellipsoïdes de revolution, on en déduit que la prise en compte du
couplage entre l’ouverture des fissures et la déformation macroscopique ne modifie
pas le comportement du milieu fissuré.

1.2.2.1 Application à une famille de fissures ouvertes parallèles

Considérons maintenant la situation où l’espace poreux est constitué d’une seule fa-
mille de fissures parallèles de normale n et supposons que la direction de la normale
aux fissures est parallèle au vecteur e3 du répère global (n ≡ e3). Les composantes
non nulles du tenseur T (comme il n’y a qu’une famille de fissures dans cette situa-
tion, on retire l’exposant i dans ce paragraphe) s’écrivent [20] :

T3311 = T3322 =
4νs(1− νs)

(1− 2νs)π
, T3333 =

4(1− νs)2

(1− 2νs)π
, T1313 = T2323 =

2(1− νs)

(2− νs)π
,

(1.62)

où νs désigne le coefficient de Poisson de la matrice solide.

On obtient alors le tenseur d’élasticité homogénéisé et les relations de Biot :

Chom = Cs :
(
I− 4

3
πεT

)
, B =

4

3
πεI : T,

1

N
=

16(1− νs2)

3Es
ε (1.63)

Ces formules indiquent clairement que le matériau est anisotrope à l’échelle macro-
scopique.
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1.2.2.2 Application à une distribution isotrope de fissures ouvertes

On considère maintenant le cas où les fissures ont toutes la même taille et sont
distribuées de façon isotrope. De plus, la matrice solide est elle même constituée
d’un matériau isotrope. Dans cette situation, le comportement macroscopique du
matériau est alors élastique linéaire isotrope. La somme discrète dans l’équation
(1.60) devient :

4

3
π

n∑
i=1

εiTi = ε
4π

3

∫ θ=2π

θ=0

∫ ψ=π

ψ=0

Ti(ψ, θ)
sin ψdθdψ

4π
= εQ. (1.64)

Le tenseur de quatrième ordre (isotrope) Q est défini comme suit [20] :

Q = Q1J+ Q2K, avec Q1 =
16(1− νs2)

9(1− 2νs)
, Q2 =

32(1− νs)(5− νs)

45(2− νs)
, (1.65)

et J, K sont les tenseurs du quatrième ordre qui vérifient les propriétés :

Jijkl =
1

3
δijδkl, I = K+ J, K : K = K, J : J = J, J : K = 0 = K : J. (1.66)

Le tenseur d’élasticité homogénéisé et les relations de Biot (1.43) s’écrivent alors :

Chom = Cs : (I− εQ), B = bI avec b = ε
16(1− νs2)

9(1− 2νs)
,

1

N
=

b

ks
, (1.67)

où ks désigne le module de compression de la matrice solide.

1.2.3 Schéma de Mori-Tanaka

Comme il a été dit dans le paragraphe 1.1.4.2, le schéma de Mori-Tanaka permet de
rendre compte des interactions entre fissures pour les faibles valeurs de la porosité.
Quand le rapport d’aspect de chaque famille de fissures Xi tend vers zéro, la porosité
φ0 tend vers zéro aussi. L’équation (1.48) devient alors [20] :

Chom = Cs :
(
I+

n∑
i=1

φi
0(I− Si

E)−1
)−1

. (1.68)

Le terme
∑n

i=1 φi
0(I− Si

E)−1 de la relation (1.68) a été calculé au paragraphe précé-
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dent pour estimer les caractéristiques homogénéisées de deux milieux fissurés dans
le cadre dilué. En utilisant ces résultats, on obtient immédiatement les estimations
suivantes :
Porosité constitué d’une famille de fissures ouvertes parallèles

Chom = Cs :
(
I+

4

3
πεT

)−1

, B = I :
(
I− (I+

4

3
πεT)−1

)
,

1

N
' 16(1− νs2)

3Es
ε.

(1.69)

Porosité constitué de fissures ouvertes distribuée aléatoirement

Chom = Cs :
(
I+ εQ

)−1

, B = I :
(
I− (I+ εQ)−1

)
,

1

N
=

b

(1 + b)ks
' b

ks
.

(1.70)

1.2.4 Le cas des fissures fermées

On s’intéresse ici à la modélisation par homogénéisation du comportement du maté-
riau dont toutes les fissures sont fermées et lisses (sans frottement). On propose alors
de représenter la fissure fermée comme un milieu isotrope de module de compression
ks et de module de cisaillement nul. Le tenseur d’élasticité de la fissure s’écrit alors :
Cf = 3ksJ [18].

On commence par le cas d’une seule famille de fissures parallèles de normale n et
on pose que la direction de la normale à la fissure est parallèle à la direction e3 du
répère global (n ≡ e3). En écrivant l’équation (1.7) pour un milieu biphasique, on
montre que le tenseur d’élasticité homogénéisé s’écrit dans ce cas :

Chom = (1− φ0)Cs :< A >s +φ0Cf :< A >f= Cs : (I− φ0K :< A >f ). (1.71)

Dans ce cas dilué, le tenseur de localisation se calcule directement à partir des
équations (1.38) et (1.42). On obtient :

< A >f=
(
I+ P : (Cf − C0)

)−1

= (I− SE : K)−1. (1.72)

En reportant ce résultat dans (1.71), on obtient :

Chom = Cs :
(
I− 4

3
πεXK : (I− SE : K)−1

)
= Cs : (I− 4

3
πεT′), (1.73)
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avec T′ = lim
X→0

XK : (I− SE : K)−1. (1.74)

T′ possède les propriétés de symétrie mineures (T ′
ijkl = T ′

jikl = T ′
ijlk) et les compo-

santes non nulles du tenseur T′ s’écrivent [20] :

T ′
1313 = T ′

2323 =
2(1− νs)

(2− νs)π
. (1.75)

Il est clair que l’on peut généraliser les résultats obtenus à la section précédente à
partir de la connaissance de T′. Alors en calculant Q′ défini par :

Q′ =
4π

3

∫ θ=2π

θ=0

∫ ψ=π

ψ=0

T′i(ψ,θ)

sin ψdθdψ

4π
, (1.76)

on trouve le tenseur de quatrième ordre Q′, défini comme suit :

Q′ = Q′
1J+ Q′

2K, avec Q′
1 = 0, Q′

2 =
32(1− νs)

15(2− νs)
. (1.77)

En remplaçant les tenseurs T et Q par les tenseurs T′ et Q′ dans les équations
(1.63), (1.67), (1.69) et (1.70), on obtient le tenseur d’élasticité homogénéisé dans
les différentes situations envisagées aux paragraphes 1.2.2 et 1.2.3.
En reportant la valeur de T′ pour une fissure fermée non flottante dans l’égalité
(1.43), on obtient l’égalité :

B = 4/3πεI : T′ = 0. (1.78)

Le tenseur de Biot et le coefficient de Biot sont donc nuls dans cette situation, ce
qui traduit simplement le fait que la pression de la phase fluide ne joue aucun rôle
quand les fissures sont fermées.
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1.3 Annexe A

1.3.1 Notation matricielle pour les tenseurs symétriques

Soit A un tenseur du quatrième ordre possédant la propriété de symétrie mineure
et a un tenseur du deuxième ordre symétrique. Si (ei)(i=1,2,3) désigne une base or-
thonormée, on a :





A = Aijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el : Aijkl = Ajikl = Aijlk

a = aijei ⊗ ej : aij = aji

(1.79)

On adopte dans la thèse la convention suivante pour représenter matricielle A et a :

[A] =




A1111 A1122 A1133

√
2A1123

√
2A1131

√
2A1112

A2211 A2222 A2233

√
2A2223

√
2A2231

√
2A2212

A3311 A3322 A3333

√
2A3323

√
2A3331

√
2A3312√

2A2311

√
2A2322

√
2A2333 2A2323 2A2331 2A2312√

2A3111

√
2A3122

√
2A3133 2A3123 2A3131 2A3112√

2A1211

√
2A1222

√
2A1233 2A1223 2A1231 2A1212




(e1,e2,e3)

,

(1.80)

[a] =




a11

a22

a33√
2a23√
2a31√
2a12




(e1,e2,e3)

. (1.81)

L’intérêt de cette convention (par rapport de la notation dite « de Voigt ») est que
tous les produits tensoriels ou contractés peuvent être remplacés par des opérations
usuelles sur les matrices qui s’explicitent sans ambiguïté, quelle que soit la nature
des quantités manipulées. Exemples :

A : a = [A].[a] , A : B = [A].[B] , ... (1.82)
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1.3.2 Transformation des composantes dans un changement

de repère

1.3.2.1 Pour un tenseur du deuxième ordre symétrique

Comme il a déjà été indiqué dans la section 1.2 de ce chapitre, la matrice de passage
[Oi] permet de calculer les composantes des vecteurs de base du repère orthonormé
local (ei

1,ei
2,ei

3) dans le repère orthonormé global. La matrice [Oi] est définie par les
relations :

ei
p = [Oi].em ≡ Oi

pmem, (m, p = 1, 2, 3), (1.83)

[Oi] =




− sin θi cos θi 0

− cos ψi cos θi − cos ψi sin θi sin ψi

sin ψi cos θi sin ψi sin θi cos ψi




(e1,e2,e3)

. (1.84)

Soit a un tenseur du second ordre quelconque. Ce tenseur admet une représentation
dans chacune des deux bases associées aux deux repères.

a = amnem ⊗ en = ai
pqe

i
p ⊗ ei

q = amn(Oi
mpep)⊗ (Oi

nqeq), (1.85)

on a donc :
ai

pq = Oi
pmOi

qnamn (1.86)

On définit alors le tenseur de quatrième ordre O qui présente la transformation des
composantes d’un tenseur de deuxième ordre dans un changement de repère :

[ai] = [Oi].[a], avec (1.87)

[Oi] =




Oi
11Oi

11 Oi
12Oi

12 Oi
13Oi

13

√
2Oi

12Oi
13

√
2Oi

13Oi
11

√
2Oi

11Oi
12

Oi
21Oi

21 Oi
22Oi

22 Oi
23Oi

23

√
2Oi

22Oi
23

√
2Oi

23Oi
21

√
2Oi

21Oi
22

Oi
31Oi

31 Oi
32Oi

32 Oi
33Oi

33

√
2Oi

32Oi
33

√
2Oi

33Oi
31

√
2Oi

31Oi
32√

2Oi
21Oi

31

√
2Oi

22Oi
32

√
2Oi

23Oi
33 Oi

22Oi
33+Oi

23Oi
32 Oi

23Oi
31+Oi

21Oi
33 Oi

21Oi
32+Oi

22Oi
31√

2Oi
31Oi

11

√
2Oi

32Oi
12

√
2Oi

33Oi
13 Oi

32Oi
13+Oi

33Oi
12 Oi

33Oi
11+Oi

31Oi
13 Oi

31Oi
12+Oi

32Oi
11√

2Oi
11Oi

21

√
2Oi

12Oi
22

√
2Oi

13Oi
23 Oi

12Oi
23+Oi

13Oi
22 Oi

13Oi
21+Oi

11Oi
23 Oi

11Oi
22+Oi

12Oi
21


 .

(1.88)

On montre sans difficulté que l’on a les règles de calcul suivante

T [O]i = [Oi]−1 ⇒ T [O]i = [Oi]−1 ⇒ [a] = T [Oi].[ai]. (1.89)
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1.3.2.2 Pour tenseur du quatrième ordre

Soit A un tenseur du quatrième ordre possédant la propriété de symétrie mineure.
Décomposons A dans les 2 bases de tenseurs d’ordre 4 associées aux deux repères :

A = Amnklem ⊗ en ⊗ ek ⊗ el = Ai
pqghe

i
p ⊗ ei

q ⊗ ei
g ⊗ ei

h, (1.90)

on pose emn = em ⊗ en, ekl = ek ⊗ el, ei
pq = ei

p ⊗ ei
q et ei

gh = ei
g ⊗ ei

h,

A = Amnklemn ⊗ ekl = Ai
pqghe

i
pq ⊗ ei

gh = Ai
pqgh(O

i
pqmnemn)⊗ (Oi

ghklekl), (1.91)

on a donc :
Amnkl = Ai

pqghO
i
pqmnOi

ghkl ⇔ A = TOi : Ai : Oi, (1.92)

soit encore matriciellement :

[A] = T [Oi].[Ai].[Oi] ⇒ [Ai] = [Oi].[A].T [Oi]. (1.93)



48Approche par homogénéisation du comportement des milieux fissurés



CHAPITRE 2

Comportement des matériaux mésofissurés non saturés

2.1 Introduction

Les travaux présentés dans ce chapitre prolongent la modélisation des déformations
occasionnées par des variations de saturation d’un matériau méso-fissuré à matrice
élastique linéaire developpée dans [57]. Le modèle développé par Yue Xu dans sa
thèse repose sur l’hypothèse classique qu’il est possible de modéliser les fissures par
des cavités ellipsoïdales aplaties même dans leur configuration déformée. Or, on peut
montrer que la prise en compte des effort capillaires liés à la présence simultanée
de deux fluides différents au sein d’une fissure occupant dans sa configuration non
chargée un domaine ellipsoïdal aplati engendre une déformation de la fissure qui ne
respecte pas cette hypothèse. Ce résultat s’obtient en renonçant à l’hypothèse consis-
tant à représenter le chargement des fluides et des interfaces capillaires sur la fissure
par une contrainte équivalente. Cette question et la validité de cette hypothèse sont
étudiées en détail dans la suite de ce chapitre. De même, on peut légitimement s’in-
terroger sur la validité, ou sur le domaine de validité de l’approximation consistant à
prendre en compte l’effet du champ de contraintes complexe régnant dans la fissure
au moyen d’une contrainte uniforme.

Dans une première étape, on rappelle brièvement les résultats disponibles concer-
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nant la modélisation des fissures non saturées par des cavités ellipsoïdales aplaties
développée par Chateau et al. [11, 12, 13] et Xu [57]. A la fin de cette première partie,
on complète les résultats de Xu concernant l’influence de l’histoire de chargement
sur la réponse du matériau.
Dans une deuxième étape, on s’attache à valider une partie des résultats obtenus en
prenant en compte les efforts capillaires dans chaque fissure par une précontrainte
homogène en se référant aux solutions analytiques exactes disponibles dans la lit-
térature permettant de décrire le comportement d’une fissure isolée au sein d’une
matrice élastique. Pour cela, on utilise la solution analytique de Bui [8] valable pour
une fissure plane occupant un domaine circulaire plan dans un matériau dont l’état
naturel est pris comme état de référence, soumise à un chargement homogène à l’in-
fini et à une répartition de pression sur les lèvres de la fissure rendant compte de la
présence de deux fluides séparés par une interface capillaire.
Dans la dernière partie de ce chapitre, on s’intéresse aux situations où il n’existe
pas de solution analytique. Dans cette situation, on utilise un outil numérique pour
valider les solutions approchées.

2.2 Modélisation des fissures non saturées par des

cavités ellipsoïdales aplaties

2.2.1 Modélisation des efforts intérieurs dans un milieu po-

reux non saturé

On considère dans ce chapitre un milieu fissuré occupant le domaine Ω dont la ma-
trice est constituée d’un solide élastique linéaire occupant le domaine Ωs et dont les
fissures sont saturées par deux fluides immiscibles : un liquide occupant le domaine
Ω` et un gaz occupant le domaine Ωg. On note ω`g la surface séparant le domaine
liquide Ω` du domaine gazeux Ωg tandis que ωs` et ωsg désignent respectivement les
surfaces séparant le domaine Ω` du domaine Ωs et le domaine Ωg du domaine Ωs

(Fig. 2.1).
Ces trois surfaces s’intersectent éventuellement le long d’une courbe dite « ligne triple »
notée ∂ωs`g. Ces interfaces doivent être considérées comme une phase constitutive
du milieu fissuré non saturé au même titre que les trois autres phases volumiques.
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∂ωs`g

ωs`
ci

ai ri

P (r0, z0)

0

zi ωsg

Ω` Ωg

ω`g

Fig. 2.1 – Le repère cylindrique associé à une fissure modélisée par un ellipsoïde de
révolution dans la situation non saturée

Du point de vue mécanique, les interfaces entre phases (ω`g, ωs`, ωsg) se comportent
comme des membranes dont les efforts intérieurs s’écrivent [10] :

σ(x) = γ(x)ITωα(x) (∀x ∈ ωα; α = `g, s`, sg), (2.1)

où σ(x) désigne le tenseur des contraintes de membrane dans ω = ωs` ∪ ωsg ∪ ω`g,
γ(x) la valeur de la tension surface, fonction uniquement de la nature des fluides
séparés par l’interface au point x et de la température et ITω(x) le tenseur unité du
second ordre du plan tangent Tω(x) à la surface ω au point x.

Dans ce chapitre nous nous intéressons au comportement d’un Volume Elémentaire
Représentatif de milieu poreux non saturé. Les systèmes matériels considérés sont
donc à l’équilibre avec des forces de volume nulles. On a donc

divσα = 0 : (Ωα), (α = s, `, g). (2.2)

Pour les phases fluides, les efforts intérieurs sont représentés par des champs de
pression uniforme. On a donc

σα = −pαI : (Ωα), (α = `, g). (2.3)
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γ`g

ω`g

ωs`
ωsg

γs`

θ

γsg

Fig. 2.2 – Equilibre de la ligne triple

Pour les interfaces entre les trois phases, les équations d’équilibre s’écrivent





pc = pg − p` = γ`gtrb : (ω`g)

σs.n = −pgn + γsgtrb n : (ωsg)

σs.n = −p`n + γs`trb n : (ωs`)

(2.4)

où n désigne le vecteur unitaire normal extérieur à Ωs le long des interfaces ωs` et
ωsg, b le tenseur de courbure des interfaces et trb la courbure de l’interface. Le long
de l’interface ω`g, le tenseur de courbure b est calculé pour un vecteur n normal
unitaire à la surface ω`g extérieur au domaine Ω`.

Pour la ligne triple ∂ωs`g séparant les trois phases solide, liquide et gaz, on se restreint
au cas particulier où les plans tangents à l’interface ωs` et ωsg sont identiques le long
de ∂ωs`g. Dans le cas d’une phase solide déformable, cette situation s’obtient quand
d’une part la frontière ∂Ωs du domaine Ωs est suffisamment régulière pour que le
plan tangent soit partout continu et d’autre part quand l’une des deux phases fluides
mouille parfaitement la phase solide. Dans le cadre de ce travail, on suppose que la
phase liquide mouille parfaitement la phase solide. Dans cette situation, l’équation
d’équilibre de la ligne triple s’écrit (Fig. 2.2) :
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F ∂ωs`g
= 0

γsg = γs` + γ`g : (∀x ∈ ∂ωs`g)

(2.5)

où F ∂ωs`g
désigne la densité linéique d’effort appliquée par le solide sur la ligne

triple le long de ∂ωs`g. Si on complète à l’hypothèse que la phase liquide mouille
parfaitement le solide en supposant que la valeur de la tension superficielle est nulle
dans l’interface ωs` (γs` = 0), les relations (2.5) deviennent :





F ∂ωs`g
= 0

γsg = γ`g = γ

(2.6)

Il convient de noter que dans le cadre d’hypothèses défini ci-dessus, on néglige l’in-
fluence de la tension superficielle solide-liquide sur les déformations de la phase
solide.

Dans cette partie, les fissures sont modélisées comme des ellipsoïdes aplatis même
quand le milieu se déforme. Avant d’examiner comment il est possible de modéli-
ser le comportement de ce matériau dans le cadre d’une approche par changement
d’échelle, on commence par résoudre le problème capillaire dans un pore ellipsoidal.

2.2.2 Approximation toroïdale

Dans ce paragraphe, on suppose que l’influence des déformations de l’interface pore-
solide sur la moyenne des efforts de précontrainte dans la fissure est négligable.
On considère donc que l’interface pore-solide est indéformable. On adopte toujours
l’hypothèse que la phase liquide mouille parfaitement la phase solide et que la tension
superficielle dans l’interface ωs` est nulle.

On suppose que la répartion des phases fluides au sein de chacune des fissures vérifie
la propriétés de symétrie cylindrique autour du petit axe des fissures. La résolution
de ce problème s’effectue dans le cadre de l’approximation toroïdale présentée en
détail dans la thèse de Xu [57], qui consiste à assimiler l’intersection de l’interface
liquide-gaz avec un plan radial contenant le petit axe de l’ellipsoïde par un cercle de
rayon R1, dont le centre se trouve dans le plan Orz à une distance R2 de l’axe Oz
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(Fig. 2.3).

z

rR2

R1

h liq.

gaz

Fig. 2.3 – Fissure non saturée

Dans le repère cylindrique Orz, l’équation du profil radial de l’interface liquide-gaz
s’écrit :

(r −R2)
2 + z2 = R2

1. (2.7)

L’équation paramétrique de la frontière de l’ellipsoïde s’écrit :

x1 = a sin ϕ cos θ, x2 = a sin ϕ sin θ, x3 = c cos ϕ, (2.8)

avec 0 ≤ ϕ ≤ π et 0 ≤ θ ≤ 2π.

Les coordonnées du point représentant la ligne triple dans le plan z > 0 (Fig. 2.3)
sont définies par :

r0 = a sin ϕ0 , z0 = c cos ϕ0 , ϕ0 ∈ [0,
π

2
]. (2.9)

Les deux rayons de courbure du ménisque sont alors donnés par :

R1 =
h

cos ψ0

et R2 = a sin ϕ0 −R1 sin ψ0 (2.10)

avec ψ0 = arctan(X tan ϕ0) et h = z0 = c cos ϕ0. On rappelle que X = c/a.

La pression capillaire se calcule alors grâce à l’équation suivante :

pc = γtrb = γ
( 1

R1

+
1

R1 + R2

)
. (2.11)

Un simple calcul analytique permet de déterminer le volume occupé par la phase
liquide :
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v` = v1 − v2, avec (2.12)

v1 =
2π

3
a2h

(
3− cos2 ϕ

)
,

v2 = 2π

(
R2

1h + R2
2h + R2h

√
R2

1 − h2 − 1

3
h3 + R2

1R2 arcsin
h

R1

)
.

La saturation en liquide Sr est alors définie par

Sr =
v`

vp

avec vp =
4

3
πXa3. (2.13)

En reportant dans les formules (2.11) et (2.13) l’approximation X ¿ 1 pour la valeur
du rapport d’aspect, on obtient les relations suivantes pour la courbe capillaire :

pc =
γ

aX

1

cos ϕ
et Sr = cos3 ϕ. (2.14)

En combinant les équations (2.11) et(2.13), on peut tracer les courbes capillaires (pc

en fonction de Sr) pour différentes valeurs du rapport d’aspect. On trouve dans la
thèse de Xu [57] une analyse détaillée de la stabilité des configurations d’équilibre
du système matériel interface capillaire-fluides. Pour ce qui nous nous intéresse ici,
il suffit de retenir que seule la partie décroissante de la courbe capillaire doit être
considérée dans la suite de ce travail (Fig. 2.4).

2.2.3 Approche linéaire du comportement

On s’intéresse dans cette section aux situations où les efforts capillaires sont calculés
sur la configuration non déformée. Dans ce cas, le rapport d’aspect de fissures est
toujours égal à la valeur initiale à l’état de référence X0. La prise en compte des non
linéarités géométriques sera abordée dans la section suivante.

2.2.3.1 Homogénéisation

Comme décrit dans le paragraphe 2.2.1, les efforts à l’intérieur des fissures sont
constitués d’une part des champs de pression au sein de chacun des fluides et d’autre
part des champs d’effort de membrane définis sur les surfaces séparant deux à deux
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Fig. 2.4 – Courbes capillaires pour trois valeurs du rapport d’aspect.

les domaines occupés par chacune des trois phases solide, liquide et gazeuse. On
décrit ces efforts par le tenseur de contrainte σp :

σp(x) = −p`Iχ`(x)− pgIχg(x) + γ(x)ITω(x)δω(x) (2.15)

Dans (2.15), χα désigne la fonction caractéristique du domaine Ωα (χα(x) = 1 si
x ∈ Ωα, χα(x) = 0 sinon) et δω(x) la mesure de Dirac de support l’interface ω.
En utilisant le théorème de Levin [12], on montre qu’à l’échelle macroscopique le
comportement du matériau poreux non saturé considéré ici s’écrit :

Σ = Chom : E + Σp avec Σp =< σp : A >=
n∑
i

φi
0 < σp : A >i, (2.16)

avec φi désigne la fraction volumique occupée par les fissures de la classe i.

Σp désigne le tenseur de précontrainte macroscopique qui peut aussi s’écrire sous la
forme suivante :

Σp = −φ0Srp`I :< A >` −φ0(1− Sr)pgI :< A >g +
1

|Ω0|
∫

ω

γITω(x)
: A(x)dS. (2.17)

Dans le cas d’un milieu fissuré où les pressions des phases fluides p` et pg ainsi que
la valeur de la tension surface γ sont données et où l’on accepte l’approximation
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toroïdale (paragraphe 2.2.2) qui permet de déterminer les domaines occupés par les
phases fluides, la procédure d’homogénéisation se ramène à la détermination des
tenseurs de localisation. Dans la situation diluée traitée ici, les interactions entre les
fissures étant négligeables, le tenseur de localisation est uniforme dans chacune des
fissures. L’expression du tenseur Σp (2.16) devient donc :

Σp =
n∑
i

φi
0 < σp >i:< A >i . (2.18)

Il suffit donc de calculer la moyenne du champ de précontrainte dans chacune des
classes de fissures pour identifier complétement la loi de comportement macrosco-
pique.

En utilisant l’équation (2.15), on calcule la moyenne des efforts de précontrainte
dans chaque fissure. On obtient :

< σp >i= (Srpc − pg) I +
3γ

4πX i
0a

3
i

∫

ω`∪ωg

ITω(x)
dS (2.19)

Dans le repère local attaché à chacune des fissures, et en utilisant l’approximation
X0 ¿ 1 dans la relation (2.19), on montre que la moyenne des efforts de précontrainte
dans la fissure est égale au premier ordre à [57] :

σp
i =< σp >i=

γ

aiX i
0

(3− cos(ϕ)2

2
(ei

1⊗ ei
1 + ei

2⊗ ei
2)+cos(ϕ)2ei

3⊗ ei
3

)
− pgI. (2.20)

Il est commode pour la suite de poser

σp = σp
i : (ei

3 ⊗ ei
3) =

γ cos(ϕ)2

aiX i
0

− pg =
γ3

a3
i X

i3
0

1

p2
c

− pg. (2.21)

Dans la suite de ce chapitre, on utilise ce calcul de la moyenne des efforts de précon-
trainte dans la fissure pour déterminer la loi de comportement macroscopique pour
deux matériaux définis par deux configurations différentes du réseaux de fissures :
des fissures non saturées identiques parallèles entre elles et une distribution isotrope
de fissures non saturées identiques.
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2.2.3.1.1 Fissures non saturées identiques parallèles entre elles

On considère un matériau pour lequel toutes les fissures sont identiques et parallèles
entre elles. Pour simplifier, la direction e3 du repère global est choisie de façon à être
perpendiculaire au plan des fissures. Dans ce cas, la contrainte moyenne σp est la
même dans toutes les fissures. Le problème étant linéaire, le champ de déformation ε

dépend linéairement de la déformation macroscopique E et de la contrainte moyenne
équivalente σp. On choisit ici de construire le tenseur de localisation en déformation
du quatrième ordre A engendré par la déformation E pour une précontrainte nulle
et le tenseur de localisation en déformation du quatrième ordre A′ engendré par la
contrainte σp pour une déformation macroscopique nulle pour determiner la loi de
comportement homogénéisé du milieu. On a donc :

ε(x) = A(x) : E + A′(x) : σp. (2.22)

Le champ de contrainte microscopique dans le domaine solide s’écrit alors :

σ(x) = Cs : A(x) : E + Cs : A′(x) : σp. (2.23)

La moyenne du champ de contrainte qui définit la contrainte macroscopique Σ est
donnée par :

Σ =< σ >=
1

|Ω0|
( ∫

Ωs0

σ(x)dΩ +

∫

Ωf0

σpdΩ
)

= (1− φ0) < σ >s +φ0σ
p. (2.24)

En reportant l’équation (2.23) dans (2.24), on obtient la relation suivante :

Σ = Chom : E + B : σp, (2.25)

où Chom et B désignent respectivement le tenseur d’élasticité macroscopique drainé
et le tenseur du quatrième ordre de Biot,

Chom = (1− φ0)Cs :< A >s= Cs : (I− φ0 < A >f ), (2.26)

B = φ0I+ (1− φ0)Cs :< A′ >s . (2.27)

Par ailleurs, à partir de l’équation (2.22), on calcule sans difficulté la moyenne de
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la déformation microscopique dans l’espace poreux en fonction des paramètres de
chargement macroscopiques :

φ0 < ε >f= φ0 < A >f : E + φ0 < A′ >f : σp, (2.28)

comme on a la propriété : (1− φ0) < A′ >s +φ0 < A′ >f= 0, on a donc :

φ0 < ε >f= φ0 < A >f : E− (1− φ0) < A′ >s: σp (2.29)

= B′ : E + N : σp. (2.30)

On en déduit :

B′ = φ0 < A >f et N = −(1− φ0) < A′ >s . (2.31)

Le théorème de réciprocité de Maxwell-Betti pour le milieu solide, avec la sollicita-
tion 1 définie par E = E0, σp = 0 et la sollicitation 2 définie par E = 0, σp = σ0 et
l’hypothèse introduite plus haute que ∂Ωs0 = ∂Ω0 ∪ ∂Ωf0, s’écrit :

∫

∂Ωs0

ξ(1).T (2)dS =

∫

∂Ωs0

ξ(2).T (1)dS, (2.32)

⇔
∫

∂Ω0

ξ(1).T (2)dS +

∫

∂Ωf0

ξ(1).T (2)dS =

∫

∂Ω0

ξ(2).T (1)dS +

∫

∂Ωf0

ξ(2).T (1)dS, (2.33)

⇔
∫

∂Ω0

ξ(1).T (2)dS +

∫

∂Ωf0

ξ(1).T (2)dS =

∫

∂Ω0

0(2).T (1)dS +

∫

∂Ωf0

ξ(2).0(1)dS = 0.

(2.34)

On a donc : ∫

∂Ω0

(E0 : x).T (2)dS =

∫

∂Ωf0

ξ(1).σ0.ndS, (2.35)

⇔ E0 :

∫

∂Ω0

σ(2)dΩ = σ0 :

∫

∂Ωf0

ξ(1) ⊗ ndS, (2.36)

⇔ E0 :
1

|Ω0|
∫

∂Ω0

σ(2)dΩ =
|Ωf0|
|Ω0| σ0 :

1

|Ωf0|
∫

∂Ωf0

ξ(1) ⊗ ndS, (2.37)

où n désigne le vecteur unitaire normal au domaine occupé par la phase solide orienté
vers le pore. En reportant les équations (2.25) et (2.30) on trouve que ∀ E0, ∀ σ0,
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on a
E : B : σp = φ0σ

p :< ε >f= σp : B′ : E. (2.38)

On en déduit

B′ = TB = φ0 < A >f , (2.39)

où TB désigne le transposé du tenseur B.
En reportant l’égalité (2.39) dans l’équation (2.27), on obtient

φ0I+ (1− φ0)Cs :< A′ >s= φ0
T < A >f , (2.40)

⇒ N = φ0Ss : (I− T < A >f ) = Ss : (φ0I− B). (2.41)

Finalement, le comportement macroscopique de ce matériau s’écrit :





Σ = Chom : E + B : σp

φ0 < ε >f= TB : E + N : σp

(2.42)

avec, 



Chom = Cs : (I− φ0 < A >f )

TB = φ0 < A >f= I− Ss : Chom

N = φ0Ss : (I− T < A >f ) = Ss : (φ0I− B)

(2.43)

Il convient de souligner ici que la seconde loi (2.42) n’est pas une des deux lois
complémentaires classiques de comportement d’un milieu poreux à matrice élastique
dont l’espace poreux est saturé par deux fluides immiscibles [14, 16]. Le fait que
l’on obtienne « naturellement » une loi de comportement qui relie la déformation
moyenne de l’espace poreux aux valeurs de la déformation macroscopique E et de
la précontrainte dans les pores σp est évidement une conséquence du fait que les
efforts capillaires sont pris en compte au travers de la moyenne des contraintes. Un
examen plus détaillé du résultat est nécessaire pour évaluer si le résultat obtenu
ici est cohérent avec l’écriture classique de la loi de comportement d’un matériau
poroélastique non saturé.



2.2 Modélisation des fissures non saturées par des cavités ellipsoïdales
aplaties 61

On remarque en plus que les relations (2.42) et (2.43) sont valables pour n’importe
quel milieu poreux dès lors que la précontrainte dans l’espace poreux est uniforme.
On aurait pu obtenir les mêmes résultats sans faire intervenir le tenseur A′ en utili-
sant le théorème de Levin et en calculant directement la quantité < ε >f .

On peut noter que les tenseurs B et N satisfont la condition de symétrie Bijkl =

Bijlk = Bjikl et Nijkl = Nijlk = Njikl. En plus, on peut déduire sans difficulté que
N = −(1− φ0) < TA′ : Cs : A′ >s. Cette relation permet notamment de montrer la
symétrie par rapport aux couples d’indice (ij) et (kl) du tenseur N.

Dans le cas σp = −pI, on retrouve le cas saturé avec une pression de fluide égale à
p, 




B = B : I = φ0
T < A >f : I = φ0I :< A >f

1

N
= −I : N : I = I : Ss : (B− φ0I)

(2.44)

En utilisant les résultats obtenus dans le cas du milieu saturé, on obtient finalement
les relations homogénéisées pour le schéma dilué :

Chom = Cs :
(
I− 4

3
πεT

)
, B =

4

3
πεTT, N = −4

3
πεSs : TT. (2.45)

T étant toujours défini par la relation (1.62).

2.2.3.1.2 Le cas d’une distribution isotrope de fissures identiques

On examine maintenant le cas d’un milieu fissuré non saturé, isotrope. Les fissures
sont toutes de même taille et dans le même état hydrique. On désigne par σp

i la
contrainte moyenne équivalente qui règne dans chaque fissure. Comme toutes les
fissures ont les même caractéristiques dans leur repère local et sont dans le même état
hydrique (pression capillaire), la valeur de σp

i est la même dans le repère local attaché
à chaque fissure. On note de nouveau E la déformation macroscopique du milieu. En
utilisant le théorème de Levin, on montre que le comportement macroscopique de
ce milieu dans le cas où les interactions entre fissures sont négligeables s’écrit pour
un milieu dont l’espace poreux est décrit par n familles de fissures :
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Σ = Chom : E +
n∑

i=1

Bi : σp
i

φ0 < ε >f=
n∑

i=1

TBi : E +
n∑

i=1

Ni : σp
i

(2.46)

Il convient de noter que les tenseurs Bi et Ni sont définis par les relations (2.39) et
(2.41) pour la ième famille de fissure. On a donc :

Bi = φi
0
T < A >f

i et Ni = Ss : (φi
0I− Bi). (2.47)

Le calcul des caractéristiques macroscopiques s’effectue de la même façon que dans
la situation saturée (chapitre 1 de ce document). On obtient :

Chom = Cs : (I− εQ), (2.48)
n∑

i=1

TBi = εQ. (2.49)

n∑
i=1

Bi : σp
i =

n∑
i=1

φi
0σ

p
i :< A >f

i =
n∑

i=1

4

3
πεiσp

i : Ti =
ε

3

∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

sin ψσp
ψ,θ : Tψ,θdψ,

(2.50)

⇒
n∑

i=1

Bi : σp
i = Σp = σpbI. (2.51)

n∑
i=1

Ni : σp
i =

n∑
i=1

Ss : (φi
0I− Bi) : σp

i ' −
( n∑

i=1

σp
i : TBi

)
: Ss, (2.52)

⇒
n∑

i=1

Ni : σp
i = −σpbI : Ss = −σpb

3ks
I. (2.53)

Les relations (2.46) décrivant le comportement macroscopique du matériau s’écrivent
donc : 




Σ = Cs : (I− εQ) : E + σpbI

φ0 < ε >f= εQ : E− σpb

3ks
I

(2.54)
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Les expressions pour Q et b sont données par les formules (1.65) et (1.67).
Dans le cas où ce matériau est soumis à un chargement macroscopique isotrope défini
par E = EI et Σ = ΣI. La première loi de comportement (2.54) s’écrit :

Σ = 3khomE + σpb avec khom = ks(1− b). (2.55)

2.2.3.2 Déformation de séchage du matériau fissuré isotrope

On s’intéresse à une expérience de séchage sous contrainte macroscopique nulle. On
choisit de prendre la pression du gaz comme référence. La déformation macrosco-
pique prévue selon (2.55) par ce modèle est sphérique et s’écrit E = EI avec :

E = − b

3khom
σp = − b

3ks(1− b)

γ3

a3X3
0

1

p2
c

. (2.56)

On reprend ici l’idée proposée dans [57] que dans une expérience de séchage à partir
de l’état saturé, il est nécessaire d’augmenter la pression capillaire jusqu’à la pression
d’entrée d’air notée pea

c pour qu’une interface capillaire puisse se former à l’intérieur
du pore. Si l’on suppose que les rayons des canaux sont du même ordre de grandeur
que la demi-hauteur c de la fissure, la valeur de pea

c est alors égale 2γ/aX0. On
montre à partir de l’équation (2.14), qu’une interface capillaire ne peut se former
que pour les valeurs de pc supérieure à pea

c = γ/aX0. La quantité pea
c définit donc la

valeur de la pression d’entrée de la phase gazeuse dans les fissures.

deuxième équ. (2.56)

Eea

pea
c pc

X = X0

E

Fig. 2.5 – Séchage du milieu fissuré isotrope - cas linéaire

On a représenté sur la Fig. 2.5 la déformation prédite par le modèle pour une ex-
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périence de séchage à contrainte macroscopique nulle à partir de l’état de référence
saturé. On soumet le matériau à une augmentation de la pression capillaire à partir
de la valeur zéro. Tant que la pression capillaire reste inférieure à la pression pea

c , le
matériau reste saturé par la phase liquide à la pression p` = −pc et la déformation E

est une fonction linéaire décroissante de la pression capillaire pc (première équation
(2.56)). Pour les valeurs de la pression capillaire supérieures à pea

c , la déformation
macroscopique E est maintenant contrôlée par la second équation (2.56). Le ma-
tériau est dans un état non saturé et le séchage s’accompagne d’une dilatation qui
ramène le VER dans sa configuration initiale.

La non prise en compte de la déformation des pores pour le calcul de la précontrainte
capillaire au moyen de la formule (2.21) est tout à fait justifiée quand la valeur du
rapport d’aspect X0 est suffisamment « grande » pour que l’hypothèse des petites
perturbations soit valide. Comme on va le montrer dans le paragraphe 2.2.5, cette
approximation n’est plus pertinente pour les « faibles » valeurs de X0.

2.2.4 Validité de l’approximation X → 0

Dans les calculs effectués pour obtenir la courbe représentée sur la Fig. 2.5, on a
procédé à 3 approximation différentes.

1. On a supposé que la forme de l’interface capillaire pouvait être assimilée à un
tore de révolution (paragraphe 2.2.2).

2. On a remplacé le groupement X(I− SE)−1 par sa limite T quand X tend vers
0 (paragraphe 1.2.2, formule (1.61)).

3. On a remplacé les valeurs moyennes du tenseur de précontrainte σp dans
chaque fissure par le terme dominant de son développement limité pour X

tendant vers 0 (paragraphe 2.2.3.1, formules (2.20) et (2.21)).

On se propose dans ce paragraphe d’examiner plus en détail le domaine de vali-
dité des deuxième et troisième approximations (X → 0), la validité de la première
approximation ayant été étudiée en détail dans [57].

Pour mener cette étude, on compare les résultats obtenus pour un milieu fissuré dont
l’espace poreux est constitué d’une seule famille de fissures identiques en utilisant
les formules exactes pour le calcul de la localisation et de la précontrainte à ceux
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obtenus en ne gardant que les termes dominants du développement limité de ces
quantités.

La loi de comportement de ce matériau s’écrit :

Σ = Chom : E + Σp, (2.57)

avec Σp = B : σp (première équation (2.42)).

Dans le cas où l’on ne retient que les termes dominants du développement limité en
X des termes Chom et Σp, on obtient :

Σp
0 =

16

3
ε

(
γ cos2 ϕ

aX
− pg

)
1− νs

1− 2νs

(
νs(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + (1− νs)e3 ⊗ e3

)

=
16

3
εσp

1− νs

1− 2νs

(
νs(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + (1− νs)e3 ⊗ e3

)

(2.58)

tandis que le tenseur des modules d’élasticité drainé est donné par la première rela-
tion (1.63). On peut également calculer la déformation macroscopique à contrainte
macroscopique nulle pour les états non saturés du matériau dans le cadre de cette
approximation (notée E0). On obtient :

E0 =
8γ cos2 ϕ

aXµs
ε

(1− νs)(1− 2νs)

16ε(1− νs)2 − 3(1− 2νs)
e3 ⊗ e3 (2.59)

où µs désigne le module de cisaillement de la matrice solide.

Ces quantités sont à comparer évidemment aux mêmes grandeurs calculées en uti-
lisant les relations exactes pour σp et Af . La comparaison entre les valeurs exactes
(notées Σp

ref et Eref) et leur approximation (Σp
0 et E0) est représentée sur les Fig. 2.6

et Fig. 2.7. On a adopté les valeurs suivantes pour les quantités intervenant dans le
calcul : pg = 0Pa γ = 1Nm−1, a = 1m, ε = 1, µs = 1Pa, ν = 0, 2 et X = 0, 01 ou
0, 001.

Comme attendu, on constate sur les figures que l’écart entre la valeur exacte et la
valeur approchée pour chacune des grandeurs testées diminue quand X diminue,
à l’exception des déformations E0

xx et E0
yy dont l’écart entre valeur approchée et

valeur exacte reste du même ordre quand on passe de X = 0.01 à X = 0.001. On
constate également sur ces figures que les valeurs approchées et exactes n’admettent
pas les mêmes limites quand ϕ tend vers π/2 (situation sèche). Ainsi, on montre
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Fig. 2.6 – Comparaison entre les valeurs exactes et les valeurs approchées (X =
0, 01)
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Fig. 2.7 – Comparaison entre les valeurs exactes et les valeurs approchées (X =
0, 001)
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sans difficulté que l’on a :

lim
ϕ→π

2

Σp
0 = 0 et lim

ϕ→π
2

E0 = 0 (2.60)

alors que l’on a

Σp
sec =

2γπε

a
(1− νs)(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3), (2.61)

Esec = −γπε

µsa

1− νs

1 + νs

(
e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 −

32ε(1− νs)− 3(1− 4νs2)

16ε(1− νs)2 − 3(1− 2νs)
e3 ⊗ e3

)
(2.62)

avec Σp
sec = lim

ϕ→π
2

Σp
ref et Esec = lim

ϕ→π
2

Eref.

Alors que l’approche au premier ordre prédit que l’échantillon de matériau saturé
à pression de liquide nulle et contrainte macroscopique nulle occupe exactement la
même configuration que le même échantillon à l’état sec et libre d’effort, on constate
donc que le calcul exact aboutit à une conclusion différente.

La différence entre les termes Σp
0 et E0 pour ϕ tendant vers π/2 et les termes Σp

sec et
Esec est due au fait que le terme dominant du développement en série des quantités
Σp

ref et Eref s’annule quand ϕ tend vers π/2. Comme on a conservé que ce terme
pour les expressions approchées, on obtient alors des estimations nulles dans cette
situation alors que le calcul exact permet de tenir compte du terme d’ordre supérieur
en X qui ne s’annule pas quand ϕ tend vers π/2.

Il convient bien de noter que cette erreur n’a pas de conséquence importante puisque
les déformations maximales prédites par le modèle dans la direction zz sont beaucoup
plus grandes de l’ordre de 1/X (voir formule (2.59)) alors que les déformations à
l’état sec sont toujours de l’ordre de 1 pour X ¿ 10−2 (voir Fig. 2.8).

En conclusion, les approximations consistant à ne retenir que les termes du premier
ordre dans un développement limité autour de la valeur X = 0 pour les quantités
intervenant dans la loi de comportement sont donc tout à fait pertinentes pour
les applications courantes. Elles ont de plus l’avantage de fournir des expressions
analytiques faciles à manipuler. La seule restriction que l’on peut mettre à leur
usage concerne la prédiction des effets capillaires quand on compare la situation
complètement saturée à la situation sèche, même si ces effets sont négligeables dans
la plupart des situations.
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Fig. 2.8 – Déformations à l’état sec (prenant en compte les effets de la tension
surface) et à contrainte macroscopique nulle

2.2.5 Prise en compte des non linéarités géométriques

Dans ce paragraphe, on tient compte des variations de X dans le calcul de σp
i . Le

modèle construit permet donc de rendre compte des variations du rapport d’aspect
sur le comportement macroscopique. Pour rendre compte du couplage entre défor-
mation du milieu fissuré et effet capillaire, il est nécessaire de mettre en œuvre une
approche incrémentale. Tant que les fissures restent ouvertes et qu’elles ne se pro-
pagent pas, on peut écrire la loi macroscopique décrivant le comportement du milieu
sous la forme :

dΣ = Chom : dE + dΣp, (2.63)

où Chom est toujours donné par (1.60) tandis que dΣp est défini par la relation :

dΣp =
n∑

i=1

4

3
πεidσp

i : Ti. (2.64)

On rappelle que l’état de référence est l’état naturel dans lequel Σ = Σp = 0 (état
saturé à pression de fluide nulle). En admettant que les fissures restent ellipsoïdales
quand le milieu se déforme, on montre que la valeur de Ti ne dépend pas de X i
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(au premier ordre) quand X i tend vers zéro. L’estimation de Chom n’est donc pas
modifiée si l’on prend en compte les variations du rapport d’aspect. En conséquence,
l’intégration de (2.63) à partir de l’état de référence fournit l’équation de compor-
tement macroscopique :

Σ = Chom : E + Σp avec Σp =
n∑

i=1

4

3
πεiσp

i : Ti. (2.65)

Il convient de noter que dans la situation non saturée traitée ici, l’hypothèse que
les fissures restent toujours à chaque instant de forme ellipsoidale constitue une
première approche de la prise en compte de l’évolution de la géométrie des fissures.
La second approximation utilisée pour construire cette estimation du comportement
consiste à remplacer le champ d’efforts intérieurs hétérogènes dans la fissure (2.15)
par sa moyenne géométrique (2.20). Il convient néanmoins de garder à l’esprit que
dans la situation diluée, on peut rigoureusement justifier cette substitution une fois
que la première hypothèse a été admise [57].

En faisant CI = 0,P = Si
E : Ss dans (1.38), on obtient l’estimation de l’incrément

de déformation dans la fissure numéro i en fonction de dE et de dσp
i :

dεi = (I− Si
E)−1 : (dE− Si

E : Ss : dσp
i ). (2.66)

La variation du rapport d’aspect s’écrit alors :

dX i = X i(ei
3 ⊗ ei

3) : dεi = X i(ei
3 ⊗ ei

3) : (I− Si
E)−1 : (dE− Si

E : Ss : dσp
i ). (2.67)

⇒ X i −X i
0 = X i(ei

3 ⊗ ei
3) : (I− Si

E)−1 : (E− Si
E : Ss : σp

i ), (2.68)

où X i
0 désigne le rapport d’aspect des fissures dans la configuration initiale. En

utilisant la propriété X i(I − Si
E)−1 → Ti quand X i → 0 et la formule Ti : Si

E = Ti

qui n’est pas difficile à obtenir, on montre que la variation du rapport d’aspect
s’écrit :

X i −X i
0 = (ei

3 ⊗ ei
3) : Ti : (E− Ss : σp

i ). (2.69)

Pour évaluer l’effet des non linéarités géométriques, on considère ici le cas d’un
matériau constitué d’une phase solide élastique linéaire isotrope dont les fissures ont
toutes la même taille, le même état de précontrainte et présentent une répartition
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d’orientation isotrope. Le VER est soumis à un chargement isotrope défini par Σ =

ΣI et E = EI. La relation (2.55) décrit alors la loi de comportement macroscopique
du système avec σp décrit par l’équation (2.21) (X0 est remplacé par X dans cette
équation) quand les fissures sont non saturées et σp égal à −p` quand les fissures
sont saturées par la phase liquide. En combinant les relations (1.62) et (2.55), on
obtient la relation suivante :

∆X = X −X0 =
9b

4πε
(E − σp

3ks
), (2.70)

qui relie l’ouverture de fissure, la déformation macroscopique et la précontrainte
dans les fissures.

En incorporant la formule (2.55) dans (2.70), on obtient :

∆X = X −X0 = X0

( E

E∗ −
Σ

3ksE∗

)
avec E∗ =

4πε

9
X0. (2.71)

2.2.5.1 Déformation de séchage du matériau fissuré isotrope

Dans cette partie, on s’intéresse à la situation où la contrainte macroscopique et la
pression dans la phase gazeuse sont nulles. L’équation (2.71) devient :

X = X0(1 + E) avec E =
E

E∗ . (2.72)

Observant que 4πε∆X/3 représente la variation de volume des fissures, on note
que l’égalité ci-dessus signifie que la déformation volumique macroscopique 3E est
égale à la variation du volume des fissures. La quantité E∗I s’interprète comme
la déformation macroscopique pour laquelle les fissures sont entièrement refermées
par séchage sous contrainte nulles. En introduisant l’équation (2.72) dans (2.56), on
obtient la relation adimensionnée :

pc =
pc

p∗c
=

(
1

−E(1 + E)3

) 1
2

avec p∗c =

√
b(γ/aX0)3

3khomE∗ . (2.73)

La courbe représentant la relation (2.73) liant pc à E est tracée sur la Fig. 2.9.
On note que la prise en compte des variations du rapport d’aspect des fissures
modifie l’allure de la courbe pc fonction de E pour les « fortes » déformations de
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Equ. (2.73)

E

P3

P2

pc

P1

(b)

(c)

Fig. 2.9 – Séchage sous contrainte nulle du milieu fissuré isotrope - cas non linéaire

retrait (E < −E∗/4) avec une nouvelle branche correspondant à un comportement
contractant au séchage. Pour les « faibles » déformations de retrait (E > −E∗/4) on
retrouve une branche correspondant à un comportement dilatant au séchage comme
prédit par le modèle sans couplage géométrique.

Afin d’évaluer les modifications induites sur le comportement du matériau par la
prise en compte du couplage géométrique entre la déformation des pores et les effets
capillaires, on s’intéresse de nouveau au comportement prédit par le modèle pour
une sollicitation correspondant à une expérience de séchage sous contrainte macro-
scopique nulle conduite à partir de l’état saturé à pression capillaire nulle pris comme
état de référence. Dans un premier temps, l’augmentation à partir de la valeur nulle
de la pression capillaire ne provoque pas la désaturation des fissures. La contrainte
σp est donc égale à la pression capillaire pc et la déformation macroscopique E se
calcule en fonction de σp en utilisant la première égalité de (2.56).

Pour déterminer le moment où la phase gazeuse pénétre dans les fissures, on combine
la première équation de (2.56) pour σp = pc = γ/(aX) avec l’équation (2.71). On
montre que, au moment où la phase gazeuse pénètre dans les fissures, le rapport
d’aspect X est solution de l’équation :

γ

aX
= −4π

3

khomε

b
(X −X0) . (2.74)
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L’équation (2.74) n’admet de solution que si X0 ≥ X∗
0 avec

X∗
0 =

(
3bγ

πεakhom

) 1
2

. (2.75)

Il est commode pour la suite d’introduire la quantité v` défini comme le rapport du
volume occupé par la phase liquide dans une fissure sur le volume de la fissure dans
la configuration initiale.

v` =
v`

v0

=
Srφ

φ0

avec φ0 =
4

3
επa3X0. (2.76)

En combinant les équations (2.13), (2.14), (2.71) et (2.76), on obtient les expressions
suivantes :

v` = 8

(
X0

X∗
0

)3 (−E
) 3

2
(
1 + E

) 5
2 , (2.77)

Sr = 8

(
X0

X∗
0

)3 (−E
) 3

2
(
1 + E

) 3
2 . (2.78)

Le comportement du matériau est représenté sur la Fig. 2.9 dans le plan (pc, E) pour
les différentes situations.

– Si X0 < X∗
0 , l’équation (2.74) n’a pas de solution. L’augmentation de la pression

capillaire ne provoque pas la désaturation des fissures. La déformation volumique
du matériau est alors proportionnelle à la valeur du pc et les fissures restent
constamment saturées jusqu’à leur fermeture totale. Cette situation est représen-
tée par le trajet (a) sur les Fig. 2.9 et Fig. 2.10.

– Si X∗
0 < X0 < 2X∗

0/
√

3, l’équation (2.74) admet deux solutions qui correspondent
aux deux points P1, P2 de la Fig. 2.9. En utilisant la formule (2.78), on montre
que la saturation reste toujours supérieure à 1 pour tous les points de la courbe
décrivant l’équation (2.73) situés entre les deux points d’intersection P1 et P2.
La phase gazeuse pénètre donc dans la fissure au point P2. Le comportement du
matériau est alors décrit par les trajets (b) sur les Fig. 2.9 et Fig. 2.10. On prédit
dans ces situations que le séchage du matériau s’accompagne d’une déformation
de retrait de l’échantillon.

– Si X0 > 2X∗
0/
√

3, la phase gazeuse pénètre dans la fissure au point P3. La désa-
turation du matériau provoque alors un gonflement du matériau d’autant plus
important que la pression capillaire est importante. On obtient donc un compor-
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(a)

(b)
(c)

v`

pc

entrée d’air

Fig. 2.10 – Relation entre la pression capillaire et le volume du liquide

tement similaire à celui prédit par le modèle ne prenant pas en compte le couplage
entre la déformation des fissures et les efforts capillaires (trajet (c) sur les Fig. 2.9
et Fig. 2.10).

En utilisant les relations (2.73) et (2.77) on a représenté sur la Fig. 2.10 les variations
de la quantité d’eau contenue dans chaque fissure en fonction de la pression capillaire
pour les trois situations décrites ci-dessus.

2.2.5.2 Prise en compte de l’influence de l’histoire de chargement

Comme on l’a mis en évidence dans la section précédente, la prise en compte du
couplage entre efforts capillaires et ouverture des fissures entraîne une perte d’unicité
de la solution du problème mécanique lorsque l’on contrôle la pression capillaire et
la contrainte macroscopique. Pour certaines valeurs de la pression capillaire pc, un
échantillon du matériau laissé libre de contrainte peut donc se trouver dans deux
états de déformation différents. On s’attache ici à étudier l’influence de l’histoire de
chargement sur la réponse du matériau initialement dans l’état de référence saturé
à pression capillaire et contrainte macroscopique nulles. Dans la situation isotrope
traitée ici, la contrainte macroscopique est sphérique et s’écrit Σ = ΣI. La réponse
d’un échantillon de matériau soumis à une sollicitation isotrope est décrite par les
équations (2.55) et (2.71), avec pc et σp définis par (2.14) et (2.21).

On choisit ensuite de représenter les résultats en utilisant des formules adimension-
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nées. On introduit pour cela les grandeurs adimensionnées suivantes :

x0 =
X0

X∗
0

, x =
X

X0

, E =
E

E∗ , pc =
pc

p∗c
, Σ =

Σ

Σ∗ , (2.79)

avec Σ∗ = 8p∗cx
3
0 et E∗, p∗c , X

∗
0 encore définis par les équations (2.71), (2.73), et (2.75).

L’équation maîtresse pour le problème prenant en compte le couplage entre les chan-
gements géométriques des fissures, la contrainte et la déformation macroscopique de
l’échantillon s’écrit :

x− 1 = E + Σ(1− 1

b
). (2.80)

Cette équation est valable pour les deux situations saturée et non saturée. Dans la
situation non saturée, le comportement du matériau est décrit par les équations :

pc =

√
1

x3(Σ + 1− x)
, Sr = 8x3

0x
3
2 (Σ + 1− x)

3
2 , (2.81)

alors que dans le cas saturé on a :

pc = 8x3
0(Σ + 1− x). (2.82)

Les deux expressions (2.81) et (2.82) suggèrent de représenter le comportement de
ce matériau dans le plan (Σ − x). Le domaine grisé de la Fig. 2.11 correspond aux
configurations non saturées du matériau. Ce domaine est limité par la droite x = 0,
la courbe représentant la seconde équation (2.81) pour Sr = 0 et la courbe « d’entrée
d’air » obtenue en prenant Sr = 1 dans la seconde équation (2.81). Alors que les
deux premières courbes définissant la frontière sont indépendantes de la valeur de
x0, la courbe « d’entrée d’air » depend de la valeur de x0. L’aire du domaine non
saturé augmente lorsque la valeur de x0 diminue.

A titre d’exemple, on considère ici un matériau avec x0 = 1.5. Comme annoncé au
paragraphe précédent, dans une expérience de séchage à contrainte macroscopique
nulle (augmentation de la pression capillaire) du matériau initialement saturé, celui-
ci a un comportement gonflant dans sa phase non saturée (trajet (c) sur les Fig. 2.9
et Fig. 2.10). A la fin de l’expérience de séchage, les fissures restent donc ouvertes.
On va maintenant montrer que l’on peut appliquer à ce matériau une histoire de
chargement de façon à obtenir un état final libre de contrainte où les fissures sont
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Σ

(a)

(b)

−1

x

Sr = 1, pc = 2x0/x

Sr = 0, pc →∞

(e)

(d) (c’)

x0 = 1.5

x0 = 1.1

x0 = 0.8

1

(c)

Fig. 2.11 – Configuration non saturée du matériau fissuré dans le plan (x, Σ)

désaturées et fermées. Ce trajet est défini comme suit :

Configuration initiale : Le matériau est dans l’état de référence saturé à pression
capillaire et contrainte macroscopique nulles (Sr = 1, E = 0, Σ = 0, x = 1, pc = 0).

Compression isotrope : On augmente la contrainte macroscopique Σ jusqu’à la
valeur Σ

d en laissant le matériau à l’état saturé à pression capillaire nulle (Sr =

1, pc = 0). Une phase de retrait est observée et la déformation E diminue jusqu’à
E

d
= Σ

d
/b (ligne (a) (b) sur la Fig. 2.11).

Séchage :On augmente la pression capillaire jusqu’à la valeur pc = pd
c en bloquant la

déformation macroscopique (E = E
d). La ligne Σ−x (ligne (b)-(d) sur la Fig. 2.11)

coupe la courbe « d’entrée d’air » en deux points (point (c’) et point (c) sur la
Fig. 2.11). La phase gazeuse pénètre dans la fissure au point (c) ; le matériau est
non saturé entre les points (c) et (d) alors qu’il est saturé entre les points (b) et (c).

Relaxation : On diminue la contrainte macroscopique jusqu’à zéro en maintenant la
valeur de la pression capillaire ( pc = pd

c). Une phase de faible dilatation est observée
tandis que l’ouverture des fissures diminue encore. Cette étape est représentée par
la ligne joignant les points (d) et (e) sur la Fig. 2.11.

Configuration finale : La contrainte macroscopique est nulle et la pression capil-
laire est égale à pd

c . Le matériau est non saturé et les fissures sont presque totalement
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x

1

(a)(c)

1

−1.3

(e)

Sr, pc/50, E

(d)

pc/50

(b)

Sr

E

Fig. 2.12 – Relations entre la saturation, la pression capillaire et la déformation
macroscopique en fonction de x

refermées. Un retrait de séchage est observé.

La Fig. 2.12 résume les relations entre la saturation, la pression capillaire et la
déformation macroscopique en fonction de x. On a utilisé les valeurs x0 = 1.5,
E

d
= −1.3 et pd

c = 50 pour tracer les courbes des deux figures 2.11 et 2.12. Au
point (e), on a E(e) = −0.92 et x(e) = 0.077 tandis que l’on atteint E = −0.0007 et
x = 0.9996 si l’on soumet l’échantillon à un séchage sous contrainte macroscopique
nulle.

En conclusion, en imposant au matériau une histoire de chargement plus complexe,
on atteint le second état final libre de contrainte où les fissures sont désaturées
et fermées tandis que le premier état pouvait être atteint dans une exprérience
de séchage sous contrainte nulle où les fissures sont désaturées et ouvertes. Cette
étude confirme que la prise en compte du couplage entre déformation des fissures
et effets capillaires joue un rôle déterminant sur les propriétés macroscopiques du
matériau. Ce couplage permet d’expliquer des phénomènes d’hystéresis réversible du
comportement du système qui ne sont pas liés aux phénomènes d’hystéresis capillaire
classiquement observés dans les matériaux poreux non saturés.
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2.3 Solution analytique exacte du problème de fis-

sures non saturés

L’approche par homogénéisation du comportement d’un milieu mésofissuré non sa-
turé qui a été développée dans les paragraphes précédents repose principalement
sur la prise en compte des effets capillaires au travers de la précontrainte moyenne
σp (équation (2.20) et suivantes). Comme on l’a déjà indiqué, ce terme permet de
rendre compte exactement des effets capillaires dans le cas dilué sans prise en compte
du couplage entre déformation de la fissure et effort capillaire dans la relation liant
la contrainte macroscopique, la déformation macroscopique et la pression capillaire.
Par contre dans toutes les autres situations (interaction entre les fissures, couplage
géométrique ...), le calcul n’est plus rigoureusement exact. Par ailleurs, l’utilisation
de la relation de Levin ne permet pas de calculer la déformée de la fissure, et donc
les volumes occupés respectivement par la phase liquide et la phase gazeuse dans la
configuration déformée. Ces informations sont néanmoins nécessaires pour pouvoir
complétement identifier la loi de comportement macroscopique du milieu dans le
cadre d’une approche par changement d’échelle

Afin de remédier à cette difficulté, on se propose de calculer la configuration déformée
d’une fissure isolée dans un milieu infini élastique homogène isotrope soumise à un
chargement correspondant à l’application d’une déformation homogène à l’infini et
à la présence de deux fluides non miscibles dans la fissure (voir Fig. 2.13)

La solution de ce problème peut évidemment être utilisée comme la solution du pro-
blème d’Eshelby pour construire des estimations du comportement macroscopique
du milieu mésofissuré non saturé. Elle permettra également d’aborder d’autres pro-
blèmatiques comme la propagation de l’endommagement en situation non saturée
en s’appuyant sur une estimation des facteurs d’intensité de contrainte prenant en
compte l’effet des chargements sur les faces de la fissure (cette problèmatique est
traitée au chapitre 3 de ce mémoire).

Pour calculer la solution du problème décrit sur la Fig. 2.13, on s’appuie sur les
résultats de Bui et al. [7, 9] concernant la modélisation d’un solide fissuré dans le
cas où la fissure contient dans sa partie centrale une petite quantité de fluide non
mouillant, qui exerce donc une pression positive sur les faces de la fissure. Ce travail
a permis notamment d’expliquer l’affaiblissement de la ténacité provoquée par la



2.3 Solution analytique exacte du problème de fissures non saturés 79

ξ → E.x
Interface capillaire

pg

p`

Fig. 2.13 – Fissure plane de révolution (penny shape crack) isolée dans un milieu
infini soumis à une déformation homogène à l’infini en situation non saturée

présence du liquide au sein de la fissure (effet Rehbinder [47]).

Ce travail a été prolongé par l’étude de Feraille-Fresnet et al. consacrée à la situation
où le liquide contenu dans la fissure est mouillant vis à vis du solide [26, 27]. Dans
ce cas, le liquide occupe un domaine de révolution en pointe de fissure tandis que la
phase gazeuse non mouillante occupe la partie centrale de la fissure. En conséquence,
la pression régnant dans la phase liquide est négative. Feraille-Fresnet et al. ont
considéré deux situations différentes :

– Le cas où le chargement appliqué loin de la fissure correspond à des efforts nuls
et où il existe des échanges de matière entre la phase liquide et phase gazeuse
(changement de phase eau-vapeur).

– Le cas où le volume occupé par la phase liquide est fixé et où un chargement en
contrainte est appliqué sur le bord extérieur du domaine élastique en tournant la
fissure.

Dans ces deux situations, on montre que l’effort de traction exercé par la phase
liquide sur les lèvres de la fissure provoque une augmentation de la ténacité par
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rapport à la situation où aucun effort n’est exercé sur la fissure.

Dans la suite de ce paragraphe, on s’appuie sur ces travaux pour calculer la solution
en déplacement pour une fissure dont l’espace poreux est occupé par deux fluides. Les
formules analytiques obtenues sont tout d’abord comparées aux résultats obtenus
dans le cas dilué sans couplage pour vérifier qu’il est bien possible de déterminer le
comportement macroscopique du milieu fissuré non saturé en utilisant la solution
de Bui. Dans un second temps, on utilisera cette approche pour examiner les effets
de la déformation des fissures sur le comportement du système. Avant d’examiner
en détail ces deux problèmes, on rappelle rapidement les résultats nécessaires à ce
travail.

2.3.1 Equations du problème

On considère ici une fissure de forme ellipsoïdale de rapport d’aspect initial X0 ¿ 1

et de rayon a, située dans un milieu solide élastique isotrope. On impose sur le
solide à l’infini un chargement homogène en déformation. La surface de la fissure est
perpendiculaire à la direction e3. La fissure est saturée par deux fluides, un liquide
à la pression p` qui se trouve à côté de la pointe de fissure et un gaz à la pression
pg qui se trouve au centre de la fissure. θ désigne l’angle de mouillage liquide-solide,
γ la valeur de la tension de surface liquide-gaz. F est la densité linéique d’effort
appliqué sur le solide défini par l’équation (2.5). On se place de nouveau dans le
cadre de l’approximation toroïdale. Le profil radial du ménisque est un arc de cercle
de rayon R et αa désigne la position du point triple par rapport au centre de la
fissure (0 ≤ α ≤ 1).

Bui [8] a construit la solution permettant de calculer l’ouverture et le facteur d’inten-
sité de contrainte en mode I d’une fissure circulaire isolée dans un milieu homogène
élastique avec un chargement nul à l’infini. On a dans ce cas :

ω(r) =
1− νs

µs
p0aψ(r) et KI = 2p0

(a

π

) 1
2 g(t = 1), (2.83)

avec
ψ(r) =

2

π

∫ 1

r

g(t)
tdt√

t2 − r2
, (2.84)
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Fig. 2.14 – Décomposition du problème complet d’une fissure isolée non saturé en
trois sous problèmes élémentaires

et
g(t) =

∫ 1

0

K(tu)
udu√
1− u2

avec r = tu, (2.85)

T (r) = p0K(r) = p0K(tu). (2.86)

Ici, ω(r) désigne la demi-ouverture de la fissure, KI le facteur d’intensité de contrainte
en mode I et r = x/a le rayon adimensionné du point canant avec x la distance du
point considérée au centre de fissure. T (r) est la traction normale au plan de la
fissure.

Pour utiliser les formules de Bui rappelées ci-dessus, il nous faut accepter ici l’hypo-
thèse que les lèvres de la fissure sont perpendiculaires à l’axe de symétrie de la fissure.
L’approximation est donc pertinente dans le cas où le rapport d’aspect de la fissure
est beaucoup plus petit que 1 (rigoureusement égal à zéro en fait). Pour calculer la
solution du problème quand l’espace poreux de la fissure est saturé par deux fluides,
on utilise le principe de superposition comme schématisé sur la Fig. 2.14. On calcule
donc la variation de l’ouverture de la fissure, le facteur d’intensité de contrainte et
la variation du volume de la fissure dans chaque situation puis on ajoute les trois
contributions. Les calculs détaillés sont présentés dans l’annexe B. On donne ici le
résultat final obtenu en sommant la contribution de chacun des trois sous problèmes
considérés.
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X0

état actuelz/a
∆Vg + ∆V` = ∆V

ω(r)

r 1α

Fig. 2.15 – Forme d’une fissure (X0 = 0)

ω(r) = ω(r)1 + ω(r)2 − ω(r)3 =
2

π
aB

(
pg

√
1− r2 + (p` − pg)

∫ 1

sup(r,α)

√
t2 − α2

t2 − r2
dt

− γ sin θ

a
α

∫ 1

sup(r,α)

dt√
(t2 − α2)(t2 − r2)

)
, (2.87)

KI = K1
I + K2

I −K3
I = 2

√
a

π

(
pg + (p` − pg)

√
1− α2 − γ sin θ

a

α√
1− α2

)
, (2.88)

∆V = ∆V1+∆V2−∆V3 =
8

3
a3B

(
pg+(p`−pg)(1−α2)

3
2−3γ sin θ

a
α
√

1− α2
)
, (2.89)

∆V` = ∆V`1 + ∆V`2 −∆V`3

=
8

3
a3B

(
pg(1− α2)

3
2 + (p` − pg)

(
1− 3α2 + 2α3

)− 3γ sin θ

a
α(1− α)

)
.

(2.90)

avec
B =

1− νs

µs
=

2(1− νs2)

Es
=

λs + 2µs

2µs(λs + µs)
. (2.91)

∆V et ∆V` sont respectivement la variation de volume total et de la phase liquide.

Il nous faut signaler de plus que les formules (2.87) à (2.91) sont exactes quand
X = 0. Dans ce cas, l’ouverture ω(r) et la variation de volume de la fissure (∆V ),
de la phase liquide (∆V`) et de la phase gazeuse (∆Vg) sont définies sur la Fig. 2.15.
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2.3.2 Comportement macroscopique du matériau. Le cas li-

néaire - Situation diluée

Comme on l’a vu au paragraphe 2.2.3 de ce chapitre, il est possible de résoudre ri-
goureusement le problème d’homogénéisation pour un matériau fissuré non saturée
dans la situation diluée et dans le cadre d’une approche linéaire utilisant l’approxi-
mation toroïdale. On s’intéresse ici à la résolution du même problème en utilisant
les équations (2.87) à (2.91) pour rendre compte du chargement capillaire sur la ma-
trice solide constituant le VER. Ce faisant, on va pouvoir évaluer la pertinence de
l’approximation consistant à calculer la valeur de la fonction ω(r) (relation (2.87))
sur le disque d’équation (z = 0, |r| ≤ 1) alors que le chargement capillaire est appli-
qué sur l’interface solide-pore d’équation (z = X0a

√
1− r2, |r| ≤ 1). Pour mesurer

la pertinence de cette approximation, on comparera le résultat en utilisant les rela-
tions (2.87) à (2.91) à la loi de comportement (2.57) et (2.58) obtenue en utilisant
le théorème de Levin.
Tous les caractéristiques mécaniques et géométriques du matériau fissuré non sa-
turé traité ici ont été introduites aux paragraphes précédents. Pour déterminer le
comportement macroscopique pertinent dans ce cas, on soumet le VER de maté-
riau à une sollicitation homogène en déformation E. Le système de chargement se
compose de la déformation macroscopique appliquée au contour E et du champ de
précontrainte au sein des fissures σp. On décompose ce problème noté (P) en deux
problèmes plus simples notés respectivement (P’) et (P”) (voir Fig. 2.16).

1. E, σp = 0

2. E = 0, σp

Le premier problème a été traité au paragraphe 2.2.3.1, sa solution permet de dé-
terminer le tenseur d’élasticité drainé Chom tel que dans la sollicitation 1, on ait :

Σ′ = Chom : E. (2.92)

Le deuxième problème correspond au cas où le matériau est sollicité seulement par
le champs de précontrainte σp. On peut calculer la valeur de la précontrainte ma-
croscopique dans ce cas :

Σ′′ =< σ′′ >=< C : ε′′ + σp > (2.93)
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Fig. 2.16 – Décomposition du problème complet d’un milieu fissuré non saturé en
deux sous-problèmes élémentaires

=
n∑

i=1

(
(1− φi

0)Cs :< ε′′ >s +φi
0Cf :< ε′′ >fi +φi

0 < σp >fi
)
. (2.94)

où < ε′′ >s et < ε′′ >fi désignent respectivement la déformation moyenne dans la
matrice solide et dans la ième famille de fissures. Comme on impose une déformation
macroscopique nulle, on a la relation suivante :

E′′ =
n∑

i=1

(
(1− φi

0) <ε′′ >
s
+φi

0 < ε′′ >fi
)

= 0. (2.95)

En combinant les équations (2.92), (2.94) et (2.95), on montre que le comportement
macroscopique est alors donné par :

Σ = Σ′ + Σ′′ = Chom : E +
n∑

i=1

(
φi

0 < σp >fi −φi
0Cs :< ε′′ >fi

)
. (2.96)

Dans la formule (2.96), on sait calculer < σp >fi pour une fissure ellipsoidale dans
le cadre de l’approximation toroïdale (équation (2.20)) tandis que la déformation
moyenne engendrée par le champ de précontrainte est obtenue en utilisant la formule
de l’ouverture de la fissure (2.87). Le résultat dépend donc de l’orientation des
fissures. On va traiter dans la suite deux cas particuliers : une famille de fissures
parallèles les unes aux autres et une distribution isotrope de fissures identiques.
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2.3.2.1 Une unique famille de fissure

Les fissures sont toutes de même dimension, dans le même état hydrique et parallèles
entre elles. On désigne par N la densité volumique de fissures. La surface des fissures
est perpendiculaire à la direction e3. La déformation moyenne dans toutes les fissures
(< ε′′ >f ) est donc égale à celle dans une fissure (ε′′i ). L’équation (2.96) devient
alors :

Σ = Σ′ + Σ′′ = Chom : E + φ0 < σp >f −φ0Cs :< ε′′ >f (2.97)

avec

φ0 < ε′′ >f= N
∫

δΩf
i

1

2
(u⊗ n + n⊗ u)dS. (2.98)

Avec u = 2ω(r)e3 et n = e3, < ε′′ >f n’a qu’une composant non nulle notée ε′′33 dans
la suite, les autres sont nulles.

φ0ε
′′
33 = N

∫ 1

0

2ω(r)d(πa2r2). (2.99)

Dans la situation avec l’angle de mouillage nul traité ici (ω(r)3 = 0), on obtient :

φ0ε
′′
33 = 4Nπa2

∫ 1

0

(ω(r)1 + ω(r)2)rdr

= 8εB

(
pg

∫ 1

0

√
1− r2rdr − pc

∫ 1

0

(∫ 1

sup(r,α)

√
t2 − α2

t2 − r2
dt

)
rdr

)
.

(2.100)

En utilisant la formule (2.153) de l’annexe B,

∫ 1

0

∫ 1

sup(r,α)

√
t2 − α2

t2 − r2
dtrdr =

∫ 1

α

√
1− r2rdr =

1

3
(1− α2)

3
2 , (2.101)

on obtient :

φ0ε
′′
33 = −8

3
εB

(
pc(1− α2)

3
2 − pg

)
. (2.102)

On pose ensuite,



86 Comportement des matériaux mésofissurés non saturés

pc(1− α2)
3
2 − pg = σb. (2.103)

On obtient alors, l’expression de −φ0Cs :< ε′′ >f :

− φ0Cs :< ε′′ >f=
16

3
εσb 1− νs

1− 2νs

(
νs(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + (1− νs)e3 ⊗ e3

)
(2.104)

Dans ce paragraphe, on ne prend pas en compte les non linéarités géométriques,
les fissures sont donc des cavités ellipsoïdales aplaties, c’est à dire que pc et α sont
toujours reliés par les relations :

pc =
γ

aX0

1

cos ϕ
et α = sin ϕ ⇒

√
1− α2 =

γ

aX0

1

pc

. (2.105)

On a alors σb ≡ σp. En comparant ce résultat avec l’équation (2.58), on en déduit
que :

− φ0Cs :< ε′′ >f= Σp
0. (2.106)

En reproduisant exactement la même démarche qu’au paragraphe 2.2.4, on com-
pare la valeur exacte de la précontrainte macroscopique (Σ′′) et son approximation
(−φ0Cs :< ε′′ >f ). On obtient les mêmes conclusions qui celles données au para-
graphe 2.2.4 :

– Les approximations sont donc tout à fait pertinentes pour les applications cou-
rantes.

– Elles ont de plus l’avantage de fournir des expressions analytiques faciles à mani-
puler.

– La seule restriction concerne la prédiction des effets capillaires quand on compare
la situation complètement saturée à la situation sèche, même si ces effets sont
négligeables dans la plupart des situations.

On a donc :

φ0 < σp >f¿ −φ0Cs :< ε′′ >f et
n∑

i=1

φi
0 < σp >fi¿

n∑
i=1

−φi
0Cs :< ε′′ >fi .

(2.107)

On en déduit que la loi de comportement macroscopique (2.97) s’écrit :
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Σ = Chom : E− φ0Cs :< ε′′ >f . (2.108)

La loi (2.96) s’écrit donc :

Σ = Chom : E +
n∑

i=1

−φi
0Cs :< ε′′ >fi . (2.109)

2.3.2.2 Distribution isotrope de fissures

Dans le cas où les fissures ont toutes la même dimension, la même disposition des
phases fluides et admettent une répartition d’orientation isotrope, la valeur de pré-
contrainte macroscopique Σ′′ est donnée par :

Σ′′ = −N
∫ 2π

0

∫ π

0

φi
0Cs :< ε′′ >f (θ, ψ)

sin ψ

4π
dψdθ. (2.110)

On a donc

Σ′′ =
16

9
ε
(1− ν)ν

1− 2ν
σbI = bσbI. (2.111)

La loi de comportement du matériau (2.96) s’écrit alors :

Σ = Chom : E + bσbI. (2.112)

A titre d’exemple, dans une expérience de séchage d’un milieu isotrope sous contrainte
macroscopique nulle, la pression dans la phase gazeuse est nulle et à l’état initial,
le matériau est saturé par la phase liquide à la pression p` = 0. La déformation
macroscopique prévu selon (2.112) par ce modèle est sphérique et s’écrit E = EI

avec :

E = − b

3khom
σb = − b

3ks(1− b)
pc(1− α2)

3
2 . (2.113)

Il convient de noter ici que l’équation (2.113) est identique à l’équation (2.56) et
la relation entre pc et α est toujours définie par l’équation (2.105). La première
(2.113) contrôle la déformation du VER à l’état saturé (σb = pc = −p`) tandis que
la seconde équation s’applique à l’état non saturé. Si l’on pose :
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E =
E

E∗ , E∗ =
4πε

9
X0, pb

c =
pcB

X0

et γb =
γB

a0X2
0

(2.114)

l’équation sous forme adimensionnée (2.113) s’écrit :

E = − 2

π(1− b)

B

X0

σb = − 2

π(1− b)
pb

c(1− α2)
3
2 = − 2

π(1− b)

γ3
b

pb
c
2 . (2.115)

Il convient de noter ici que l’on obtient la quatrième équation (2.115) en utilisant la
relation pc − α définie à l’équation (2.105).

Pour conclure ce paragraphe, on vient de vérifier que l’approche par homogénéisa-
tion du comportement d’un milieu fissuré non saturé qui a été développée dans la
section 2.2 de ce chapitre et l’approche utilisant les formules analytiques présentée
ici sont identiques dans le cas dilué sans couplage géométrique. Ce résultat n’est
finalement pas très surprenant quand on se souvient que dans l’approche classique,
on n’a retenu que les termes dominants dans un développement limité des solutions
autour de la valeur X0 = 0. Ainsi le résultat que nous venons d’obtenir semble indi-
quer que l’approximation utilisée pour calculer ω(r) (chargement appliqué sur une
fissure plane et non par sur une fissure elliptique) introduit une erreur du 2nd ordre
quand X tend vers zéro. Ce résultat acquis, on va maintenant pouvoir utiliser les
formules (2.87) à (2.91) pour déterminer la première loi de comportement macro-
scopique (relation Σ, E, pc) dans les situations où les couplages entre effet capillaire
et déformation des fissures ne peuvent pas être négliger.

2.3.3 Prise en compte des non linéarités géométriques

2.3.3.1 Equation géométrique

Comme on l’a signalé plus haut, la prise en compte du couplage entre déformations
des fissures et effets capillaires modifie radicalement le comportement du matériau
fissuré non saturé dans le cas des fissures de forme éllipsoïdale très aplaties. Dans
la situation où la configuration déformée de fissures est traitée ici, pour tenir en
compte des couplages géométriques, on s’intéresse tout d’abord à établir la formule
de l’ouverture de la fissure (ω(r)). Pour cela, on admet l’hypothèse de superposition
(Fig. 2.17) :
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z/a

X0

r

ω(r)p

ω(r)0
ω(r)E

ω(r)

1

Fig. 2.17 – Hypothèse de superposition de l’ouverture de la fissure

ω(r) = ω(r)0 + ω(r)E + ω(r)p, (2.116)

où ω(r)0, ω(r)E et ω(r)p désignent respectivement l’ouverture initiale, l’ouverture
engendrée par la déformation macroscopique E et l’ouverture engendrée par le char-
gement capillaire.
On se place toujours dans le même cadre d’hypothèses que celui adopté dans le
reste du chapitre : la phase liquide mouille parfaitement la phase solide (θ = 0),
la pression de la phase gazeuse est nulle et l’état de référence est l’état saturé à
pression capillaire et contrainte macroscopique nulles. De ces hypothèses, on déduit
immédiatemment que seul le second terme de (2.87) est non nul, on a donc :

ω(r)p = − 2

π
aBpc

∫ 1

sup(r,α)

√
t2 − α2

t2 − r2
dt. (2.117)

Par ailleurs, dans l’état de référence, la fissure occupe un domaine ellipsoïdal de
rapport d’aspect X0. On a donc :

ω(r)0 = aX0

√
1− r2. (2.118)

L’ouverture de la fissure engendrée par la déformation macroscopique E est calculée
en utilisant le résultat du problème d’Eshelby (équation (1.41)). On a alors,
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ω(r)E = ξ.e3 = (εI .x).e3, (2.119)

avec

εI = (I− SE)−1 : E. (2.120)

En utilisant l’approximation X ¿ 1 pour la valeur du rapport d’aspect, on obtient :

ω(r)E =





4aE(1− νs2)

π(1− 2νs)

√
1− r2 : si E = EI

4aE(1− νs)2

π(1− 2νs)

√
1− r2 : si E = Ee3 ⊗ e3

(2.121)

On s’intéresse ici le cas où E = EI. L’équation (2.116) s’écrit dans cette situation :

ω(r) = aX0

√
1− r2 +

4aE(1− νs2)

π(1− 2νs)

√
1− r2 − 2

π
aBpc

∫ 1

sup(r,α)

√
t2 − α2

t2 − r2
dt (2.122)

A l’état non saturé, la surface de séparation entre la phase gazeuse et la phase
liquide est à double courbure. Dans la suite, pour simplifier nous supposerons que
l’ouverture ω(r) de la fissure reste faible. Dans ce cas, la première courbure de la
surface (1/αa) est alors négligeable devant la second égale à l’ouverture de la fissure
au voisinage de r = α. Le rayon de courbure du ménisque est donc égal à l’ouverture
de la fissure (ω(α)) en r = α .

La pression capillaire se calcule alors grâce à l’équation suivante :

pc = γtrb = γ
1

R
=

γ

ω(α)
. (2.123)

En posant r = α dans l’équation (2.122) et puis en introduisant cette équation
dans l’équation (2.123), on trouve l’équation géométrique permettant de prendre en
compte le couplage entre déformations des fissures et effets capillaires :

R = ω(α) =
γ

pc

= aX0

√
1− α2 +

4aE(1− νs2)

π(1− 2νs)

√
1− α2 − 2

π
aBpc(1− α). (2.124)
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En utilisant les grandeurs adimensionnées (2.114), l’équation (2.124) sous forme
adimensionnée s’écrit :

(
1 + bE

)√
1− α2 − 2

π
pc

b(1− α) =
γb

pc
b
. (2.125)

2.3.3.2 Déformation de séchage du matériau fissuré isotrope

Ce paragraphe a pour objectif de comparer les résultats des deux approches dans le
cas dilué avec prise en compte du couplage géométrique. Pour cela, on s’intéresse de
nouveau au comportement du matériau où les fissures ont toutes la même dimension,
la même disposition des phases fluides, admettent une répartition d’orientation iso-
trope, lors d’une expérience de séchage sous contrainte macroscopique nulle conduite
à partir de l’état de référence saturé à pression capillaire nulle. La loi de comporte-
ment du matériau est toujours définie dans l’équation (2.115)

E = −bpb
c = −bpb

c(1− α2)
3
2 avec b =

2

π(1− b)
(2.126)

tandis que l’équation géométrique (2.125) définissant la relation pc − α dans ce cas
s’écrit :

(
1− bbpb

c(1− α2)
3
2

)√
1− α2 − 2

π
pc

b(1− α)− γb

pc
b

= 0. (2.127)

On observe tout d’abord une phase où les fissures restent saturées par la phase
liquide à la pression −pc avant que l’air ne pénètre dans les fissures. Le matériau
est alors non saturé à la la pression capillaire pc calculée par l’équation (2.127).
L’équation (2.127) admet deux solutions pb

c1, p
b
c2 avec pb

c1 < pb
c2 pour chaque valeur

de α. On constate que dans le cas où pb
c = pb

c1, une phase de diminution de pc est
toujours prédite (trajet (c) sur la Fig. 2.18 avec pb

c = pb
c1). Dans cette approche, on

a donc une seule solution acceptable correspondant à pb
c = pb

c2.

On montre de plus qu’au moment où le gaz pénètre dans les fissures (α = 0),
l’équation (2.127) n’admet de solution que si :

2

√
bγb ≤ 1 ⇔ X0 ≥

√
8γB

π(1− b)a
. (2.128)

En combinant les équations (2.75) et (2.114), on montre que :
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fissures ferméesE

−1

Eea

pea
c

(b)

pb
c

(c) (pb
c = pb

c1)

EM

(a)

entrée d’air (c) (pb
c = pb

c2)

Fig. 2.18 – Déformation de séchage en fonction de la pression capillaire - cas non
linéaire.

√
8γB

π(1− b)a
=

(
3bγ

πεakhom

) 1
2

= X∗
0 . (2.129)

La condition d’entrée de l’air au sein des fissures est donc identique pour les deux
approches.

Différentes situations peuvent se présenter.

– Si X0 < X∗
0 , l’augmentation de la pression capillaire s’accompagne d’une déforma-

tion volumique de retrait du matériau mais sans désaturation des fissures (trajet
(a) sur la Fig. 2.18).

– Si X∗
0 < X0 la désaturation du matériau provoque tout d’abord la fermeture des

fissures. Une fois la valeur minimale de la déformation macroscopique EM atteinte,
la désaturation des fissures s’accompagne d’une réouverture de ces dernières. La
valeur numérique de EM peut être calculée sans difficulté. La phase de dilatation
n’est observée que quand EM > −1 (trajet (c) sur la Fig. 2.18 avec pb

c = pb
c2),

en revanche quand EM < −1 une seule phase de retrait est observée jusqu’à la
fermeture rapidement totale des fissures (trajet (b) sur la Fig. 2.18).

Il nous faut noter ici que quand EM = −1, on a X0 = XM
0 . La valeur numérique

de XM
0 est bien inférieure à 1 et peut être calculée en fonction des paramètres

du matériau (comme X∗
0 ). La condition EM < −1 correspond à la condition où la

valeur X0 doit être plus petite que celle XM
0 . Cette condition confirme que l’approche



2.3 Solution analytique exacte du problème de fissures non saturés 93

P4

pcE

deuxième équ. (2.126)

(cas linéaire)

(cas couplage)

équ. (2.130) (approche de Xu)(cas saturé)

quatrième équ. (2.115)

P1

P3

P2

Fig. 2.19 – Comparaison entre les deux approche - Séchage sous contrainte macro-
scopique nulle

présentée ici n’est valable que pour le cas où le rapport d’aspect de la fissure est
bien inférieur à 1.

En utilisant les grandeurs adimensionnées (2.114), l’équation (2.73) exprimant la
relation entre la déformation de séchage et la pression capillaire selon l’approche de
modélisation des fissures non saturées par des cavités ellipsoïdales aplaties devient :

pb
c =

(
bγ3

b

−E(1 + E)3

) 1
2

. (2.130)

La Fig. 2.19 présente les différents comportements prédits par les deux approches.
P1, P2, P3, P4 sont respectivement les points d’entrée d’air selon l’approche linéaire
(sans couplage géométrique) (P1), l’approche par la contrainte équivalente (P2 et
P3) et l’approche utilisant les formules analytiques (P4).

2.3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté la modélisation d’un milieu mésofissuré non saturé
en utilisant les formules analytiques exactes permettant de calculer la configuration
déformée d’une fissure isolée dans un milieu infini élastique homogène isotrope sou-
mise à un chargement correspondant à l’application d’une déformation homogène à
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l’infini et à la présence de deux fluides non miscibles à l’intérieure de la fissure. On
a comparé ces résultats avec les résultats obtenus à la section 2.2 concernant l’ap-
proche de modélisation des fissures non saturées par des cavités ellipsoïdales aplaties
(approche par la contrainte équivalente). On peut dégager les conclusions suivantes
des résultats obtenus dans ce travail :

On a démontré que les deux approches donnaient exactement les mêmes résultats
dans le cas sans couplage géométrique.

Dans le cas avec couplage, les deux approches sont également identiques pour les
valeurs les plus faibles du rapport d’aspect où les fissures se ferment en restant
constamment saturées.

Pour les valeurs les plus importantes du rapport d’aspect,une phase de désaturation,
similaire à celle obtenue dans le cas sans couplage, qui s’accompagne tout de suite
d’une réouverture des fissures n’est pas observée. Cependant, il faut signaler ici
que cette phase n’est observée que pour les valeurs les plus importantes du rapport
d’aspect dans l’approche par la contrainte équivalente tandis que l’approche utilisant
les formules analytiques présentée ici est valable seulement dans le cas des fissures
très aplaties.

Enfin pour les valeurs intermédiaires du rapport d’aspect, la désaturation du ma-
tériau provoque tout d’abord la fermeture des fissures jusqu’à une valeur minimale
de la déformation de séchage, puis une réouverture des fissures est prédite pour les
valeurs plus élevées de la pression capillaire.

En résumé, la solution des formules analytiques exactes présentée dans cette section
est utilisée évidemment comme solution de base pour construire des estimations du
comportement macroscopique du milieu mésofissuré non saturé. L’intérêt de cette
approche par rapport à l’approche par la contrainte équivalente est de permettre
de mieux décrire la propagation de l’endommagement en situation non saturée,
problème abordé au chapitre 3 de ce mémoire.

2.4 Validation numérique

Dans cette dernière section, on cherche à vérifier par voie numérique la pertinence
des solutions obtenues au paragraphe précédent en utilisant le code d’élément finis
Cast3M. Pour cela, on considère le problème auxiliaire décrit sur la Fig. 2.14, pour
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C

A B

D

O

E = Eez ⊗ ez

Fig. 2.20 – Maillage du problème

une structure constituée d’une fissure circulaire aplatie parfaite (X0 = 0) dans l’état
initial, immergée au sein d’un milieu solide élastique homogène soumis à un char-
gement en déformation homogène E. En négligeant l’influence de la tension surface
liquide-gaz (angle de mouillage θ = 0), le champ de pression des phases fluides est
encore modélisé comme pour les deux premiers cas représenté sur la Fig. 2.14.

On s’intéresse ici au chargement E = Ee3 ⊗ e3. L’équation (2.122) s’écrit alors :

ω(r) = ω(r)E + ω(r)1 + ω(r)2

=
4a0E(1− νs)2

π(1− 2νs)

√
1− r2 +

2

π
a0B

(
pg

√
1− r2 + (p` − pg)

∫ 1

sup(r,α)

√
t2 − α2

t2 − r2
dt

)
.

(2.131)

Pour chercher la solution numérique du problème, on assimile le domaine infini à
une sphère de rayon « grand » vis à vis de la taille de la fissure. Les chargements
présentés ici vérifient les propriétés de symétrie de révolution, c’est à dire que le
choix de cette géométrie permet de se ramener à des problèmes bidimensionnels
axisymétriques plus faciles à résoudre que des problèmes tridimensionnels.

La Fig. 2.20 représente le maillage utilisé. La surface ABDC se compose d’éléments
quadratiques à huit noeuds tandis que la surface OAC utilise un maillage plus raffiné
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Fig. 2.21 – La comparaison entre l’approche numérique et la solution analytique

d’éléments triangles à six noeuds. On a présenté les 3 cas de chargement sur la Fig.
2.14 et permettant de calculer (ω(r)) comme indiqué dans l’équation (2.131). Dans
le repère cylindrique, la déformation macroscopique est défini par E = Eez ⊗ ez. La
ligne OA présente une demi-longueur de la fissure.
La Fig. 2.21 présente la comparaison entre les résultats obtenus par les deux ap-
proches. Les paramètres utilisés dans les calculs sont les suivants : Es = 1; a =

1; pg = 1; p` = −1; α = 0.5; γ = 0.1; νs = 0.2.
On vérifie que les résultats sont presque identiques pour les deux approches.
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2.5 Annexe B - Calculs détaillés de la solution exacte

Comme annoncé au paragraphe 2.3.1, en utilisant les résultats exacts disponibles
dans la litérature, on peut calculer l’ouverture, le facteur d’intensité de contrainte
en mode I, et le volume d’une fissure circulaire non saturée isolée dans un milieu
homogène élastique avec un chargement nul à l’infini en fonction de la pression des
phases fluides. L’annexe a pour but de présenter en détail les calculs concernant les
trois cas de chargement (Fig. 2.14), en commençant par les calculs de déformation
et de facteur d’intensité de contrainte.

2.5.1 Calcul de la déformation et du facteur d’intensité de

contrainte

2.5.1.1 Le cas 1

A partir des formules (2.83), (2.84), (2.85) et (2.86), on commence par déterminer
la fonction de charge T (r). Dans ce cas, on a :

T (r) = p0K(r) = pg ⇒ p0 = pg et K(r) = 1. (2.132)

⇒ g(t) =

∫ 1

0

udu√
1− u2

= 1 et ψ(t) =
2

π

∫ 1

r

tdt√
t2 − r2

=
2

π

√
1− r2. (2.133)

⇒ ω(r)1 = aBpg
2

π

√
1− r2 = pgω(r)∗1 et (2.134)

KI1 = 2

√
a

π
pg. (2.135)

2.5.1.2 Le cas 2

Avec α =
c

a
et r = tu, on a :

T (r) = p0K(r) =





p` − pg ⇒ p0 = p` − pg, K(r) = 1 : si α < r ≤ 1

0 : si 0 ≤ r < α

(2.136)
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⇒ g(t) =

∫ 1

0

K(tu)
udu√
1− u2

=

∫ α
t

0

0du +

∫ 1

α
t

udu√
1− u2

=

√
1− α2

t2
. (2.137)

ψ(t) =
2

π

∫ 1

r

g(t)
tdt√

t2 − r2
=





2
π

∫ 1

r

√
t2−α2

t2−r2 dt : si α < r ≤ 1

2
π

∫ 1

α

√
t2−α2

t2−r2 dt : si 0 ≤ r < α

(2.138)

=
2

π

∫ 1

sup(α,r)

√
t2 − α2

t2 − r2
dt. (2.139)

⇒ ω(r)2 = aB(p` − pg)
2

π

∫ 1

sup(α,r)

√
t2 − α2

t2 − r2
dt = (p` − pg)ω(r)∗2 et (2.140)

KI2 = 2

√
a

π
(p` − pg)

√
1− α2. (2.141)

2.5.1.3 Le cas 3

Dans ce cas, la fonction de charge T (r) est définie par :

T (r, θ) = p0K(r, θ) =
γ sin θ

a
δα(r) ⇒ p0 =

γ sin θ

a
et K(r) = δα(r). (2.142)

δα(r) est la fonction de Dirac au point α.

⇒ g(t) =

∫ 1

0

δα(r)
udu√
1− u2

=

∫ 1

0

δα(r)

α

t
d(

r

t
)

√
1− α2

t2

=
α

t
√

t2 − α2
. (2.143)

ψ(t) =
2

π

∫ 1

r

g(t)
tdt√

t2 − r2
=





2α
π

∫ 1

r
dt√

(t2−α2)(t2−r2)
: si α < r ≤ 1

2α
π

∫ 1

α
dt√

(t2−α2)(t2−r2)
: si 0 ≤ r < α

(2.144)

=
2

π
α

∫ 1

sup(α,r)

dt√
(t2 − α2)(t2 − r2)

. (2.145)
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⇒ ω(r)3 = aB
γ sin θ

a

2

π
α

∫ 1

sup(α,r)

dt√
(t2 − α2)(t2 − r2)

=
γ sin θ

a
ω(r)∗3 et (2.146)

KI3 = 2

√
a

π

γ sin θ

a

α√
1− α2

. (2.147)

2.5.2 Calcul de la variation de volume

En utilisant les formules permettant de calculer l’ouverture de la fissure obtenues
à la section précédente, on s’intéresse ici à la variation de volume de la fissure et
de la phase liquide. Pour simplifier les expressions de ces volumes, nous négligerons
la courbure des ménisques. Cela revient à dire que du point de vue des volumes,
nous supposerons le liquide et le gaz séparés par une surface cylindrique verticale en
r = α. Compte tenu des difficultés techniques à résoudre les formules intégrales, on
applique ici le théorème de Maxwell-Betti. Pour cela, on s’intéresse tout d’abord à
la situation de base où les chargements concernant les trois cas ci-dessus sont égals
unités :





pg = 1 : cas 1
p` − pg = 1 : cas 2

γ sin θ

a
= 1 : cas 3

(2.148)

En reportant l’équation (2.148) dans les équations (2.134), (2.140) et (2.146), on a
alors :

ω(r)1 = ω(r)∗1 , ω(r)2 = ω(r)∗2 , ω(r)3 = ω(r)∗3. (2.149)

En utilisant le théorème de Maxwell-Betti pour la situation de base, les égalités sont
alors établies comme suit :

∫ 1

0

ω(r)∗2rdr =

∫ 1

α

ω(r)∗1rdr ,
∫ 1

0

ω(r)∗3rdr =

∫ 1

0

δα(r)ω(r)∗1rdr ,

∫ 1

α

ω(r)∗3rdr =

∫ 1

0

δα(r)ω(r)∗2rdr. (2.150)
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Dans la suite, on va utiliser les égalités ci-dessus pour calculer les variations de
volume de la fissure et de la phase liquide (cas 2 et cas 3). Il convient de rappeler
que pour chaque cas de chargement, le rapport d’aspect à l’état initial est toujours
égal à zéro. La variation de volume de la fissure et de la phase liquide pour chaque
cas de chargement sont donc toujours définies comme sur la Fig. 2.15.

2.5.2.1 Cas 1

La variation de volume de la fissure est donnée par :

∆V1 = pg

(
2

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

ω(r)∗1xdx

)
= 4πpga

2

∫ 1

0

ω(r)∗1rdr =
8

3
a3Bpg. (2.151)

Tandis que la variation de volume de la phase liquide s’obtient grâce à la relation
suivante :

∆V`1 = pg

(
2

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

α

ω(r)∗1xdx

)
= 4πpga

2

∫ 1

α

ω(r)∗1rdr =
8

3
a3Bpg

(
1− α2

) 3
2 .

(2.152)

2.5.2.2 Cas 2

Variation de volume de la fissure :

∆V2 = (p` − pg)

(
2a2

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

ω(r)∗2rdr

)
= 4π(p` − pg)a

2

∫ 1

α

ω(r)∗1rdr

=
8

3
a3B(p` − pg)

(
1− α2

) 3
2 . (2.153)

La variation de volume de la phase liquide s’écrit ∆V`2 = ∆V2 −∆Vg2, avec ∆Vg2,
la variation de volume gazeuse calculée par :

∆Vg2 = (p` − pg)

(
2a2

∫ 2π

0

dθ

∫ α

0

ω(r)∗2rdr

)
(2.154)

= 8a3B(p` − pg)

∫ α

0

(∫ 1

α

√
t2 − α2

t2 − r2
dt

)
rdr (2.155)
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=
8

3
a3B(p` − pg)

((
1− α2

) 3
2 − 1 + 3α2 − 2α3

)
. (2.156)

On en déduit

∆V`2 =
8

3
a3B(p` − pg)

(
1− 3α2 + 2α3)

)
. (2.157)

2.5.2.3 Cas 3

Variation de volume de la fissure :

∆V3 =
γ sin θ

a

(
2a2

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

ω(r)∗3rdr

)
= 2

γ sin θ

a
a2

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

δα(r)ω(r)∗1rdr

(2.158)

= 8
γ sin θ

a
a3B

∫ 1

0

δα(r)
√

1− r2rdr = 8
γ sin θ

a
a3Bα

√
1− α2 (2.159)

Variation de volume de la phase liquide :

∆V`3 = 2
γ sin θ

a
a2

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

α

ω(r)∗3rdr = 2
γ sin θ

a
a2

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

δα(r)ω(r)∗2rdr

(2.160)

= 8
γ sin θ

a
a3B

∫ 1

0

δα(r)

(∫ 1

r

√
t2 − α2

t2 − r2
dt

)
rdr = 8

γ sin θ

a
a3Bα(1− α). (2.161)
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CHAPITRE 3

Critère d’endommagement d’un milieu mésofissuré en

conditions saturée et non saturée

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la formulation des critères d’endommagement
d’un matériau fragile hétérogène méso-fissuré non saturé (verre, béton, roche, ...)
dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture. On rappelle que la mécanique
linéaire de la rupture est fondée sur une analyse élastique du champ des contraintes
en petites déformations dans la zone entourant la pointe d’une fissure préexistante
dans la structure étudiée. Pour cela on s’appuie sur les deux approches présentées au
chapitre 2 concernant la modélisation du comportement macroscopique d’un milieu
mésofissuré non saturé : la modélisation des fissures non saturées par des cavités
ellipsoïdales aplaties (approche par la contrainte équivalente) et la modélisation
utilisant des formules analytiques exactes (approche analytique). Comme il a été
dit, l’approche par la précontrainte moyenne permet de rendre compte exactement
dans la relation liant la contrainte macroscopique à la déformation macroscopique
et la pression capillaire des effets capillaires dans la situation diluée sans prise en
compte du couplage entre déformation de la fissure et effort capillaire. Par contre
dans toutes les autres situations (interaction entre les fissures, couplage géométrique,
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...), cette approche n’est pas rigoureusement exacte.

On s’intéresse donc tout d’abord à la comparaison des critères de rupture obtenus par
les deux approches dans une situation simple (chargement macroscopique nul, une
unique famille de fissures). Pour conduire l’approche par la contrainte équivalente, on
se base sur l’approche reposant sur une généralisation du raisonnement énergétique
de Griffith pour le cas saturé [19, 20, 46] qui est présentée dans les sections 3.3
et 3.4. Pour conduire l’approche analytique, on s’appuie sur les résultats de Bui
et al. [7, 9] et de Feraille-Fresnet et al. [26, 27] concernant la modélisation d’une
fissure plane non saturée occupant un domaine circulaire plan dans un matériau
solide (équations (2.88) et suivantes) et sur la solution analytique obtenue pour la
validation de l’approche par changement d’échelle du comportement des matériaux
méso-fissurés en condition non saturée présentée à la section 2.3.

On cherche ensuite à intégrer dans une modélisation globale de la propagation de
l’endommagement en condition non saturée les effets locaux induits par la non sa-
turation des fissures dans le cadre de l’approche analytique. L’interaction entre les
fissures est prise en compte dans le cadre d’un schéma de Mori-Tanaka.

On s’intéresse également aux lois de propagation sous critique qui sont également
abordées dans ce chapitre.

3.2 Généralité sur la rupture

Pour commencer, il est utile de rappeler quelques définitions fondamentales de la
mécanique de la rupture fragile, définissons et concepts qui sont exposées en détail
dans de très nombreux ouvrages [8, 32, 35, 38].

La rupture est caractérisée, au moins localement, par la séparation irréversible d’un
milieu continu en deux parties de part et d’autre d’une surface géométrique S. La
coupure existante ou nouvellement créée est appellée fissure. C’est une surface de dis-
continuité pour le champ de déplacement. Cette discontinuité est appelée ouverture
de la fissure.

En pratique, la sollicitation appliquée à la fissure est décomposée en trois modes
de sollicitation associés chacun à un mode de propagation possible (Fig. 3.1). Le
mode I, appellé également mode d’ouverture, est considéré comme le plus impor-
tant en mécanique de la rupture pour beaucoup de matériaux. Les modes II et III
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Fig. 3.1 – Les trois modes de rupture : mode I (ouverture), mode II (glissement
plan), mode III (glissement antiplan).

x

θ

M

Fissure r

y

Fig. 3.2 – Au voisinage d’une pointe de fissure

correspondent localement à des glissements parallèles au plan tangent à la surface
de discontinuité près de la pointe de la fissure.

Le champ de contrainte au voisinage d’une fissure est de la forme [35] :

σij = KL

(
2πr

)− 1
2
fL

ij(θ), (3.1)

avec r et θ les coordonnées polaires du repère associé à la fissure comme indiqué sur
la Fig. 3.2.

Ici, fL
ij(θ) désigne une fonction de l’angle θ qui dépend du mode (I, II ou III) de

sollicitation. KL désigne le facteur d’intensité de contrainte (l’indice L correspond
aux trois modes de rupture et prend les valeurs I, II, ou III). Les valeurs du facteur
d’intensité de contrainte dépendent des caractéristiques du système (configuration
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géométrique, modes de sollicitation) et peuvent être calculées pour des cas particu-
liers par différentes méthodes [8] :

– Méthodes semi-analytiques. Il s’agit de méthodes utilisant des fonctions analy-
tiques combinées avec une résolution numérique. Cette technique a été utilisée
pour résoudre de nombreux problèmes pratiques.

– Méthodes numériques utilisant la technique des éléments finis ou la technique des
éléments de fontière.

– Méthodes analogiques ou expérimentales permettant parfois d’accéder directe-
ment au facteur d’intensité de contrainte sur une structure réelle.

Le critère de rupture est l’ensemble des formules qui définit la condition permettant
de prévoir l’évolution d’une fissure existant dans une pièce mécanique. La plupart
des théories de rupture fragile utilise la notion de seuil critique, non pas pour la
contrainte qui est infinie en fond de fissure, mais pour les facteurs d’intensité de
contrainte. Le critère de rupture valable pour une fissure sollicitée en mode I s’écrit :

KI −KIC = 0. (3.2)

KIC est une caractéristique physique du matériau appelée ténacité, introduite ini-
tialement par Irwin (1958) ([38]). Elle est déterminée expérimentalement. Quand
KI reste inférieur à la ténacité, il n’y a pas de propagation de la fissure. La relation
(3.2) permet de calculer les chargements admissibles pour une structure ayant une
fissure donnée, ou encore de calculer les longueurs de fissures admissibles dans une
structure appelée à travailler dans des conditions de charge bien définies [38].

D’un autre côté, au lieu des calculs concernant la singularité des contraintes (dite
théorie du KIC), le problème de la rupture des systèmes fissurés est également abordé
par une approche énergétique consistant à calculer l’énergie dissipée lors de la pro-
pagation éventuelle de la fissure. Cette grandeur, usuellement notée G et appelée
taux de restitution d’énergie a été introduite à l’origine par Griffith [29]. Le critère
de propagation de Griffith s’écrit par : G ≥ 2γ avec 2γ l’énergie lors de dissipée la
propagation de la fissure. Si à tout moment on a l’égalité G = 2γ, on dit que la
rupture est contrôlée avec une croissance stable de la fissure. Si, au contraire, G est
supérieur à 2γ, la fissure se propagera de façon instable. L’expression de G peut être
calculée soit par une méthode analytique, soit par une méthode numérique basée
sur une autre expression de G sous la forme d’une intégrale de contour, dite inté-
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gale de Rice (1968) (cité dans [8]). Dans ce chapitre, nous utiliserons une méthode
analytique pour calculer la grandeur G.

L’équivalence entre les deux théories (singularité des contraintes et énergie) est as-
surée par la formule d’Irwin, qui relie le taux de restitution d’énergie G aux facteurs
d’intensité de contrainte KI , KII et KIII :

G =
1− ν2

E
(K2

I + K2
II) +

1 + ν

E
K2

III . (3.3)

Il convient de souligner ici que l’expression G ≥ 2γ définit un critère 3D (en mode
mixte) tandis que la formule (3.2) définit un critère de rupture unique en mode
d’ouverture (mode I). Pour pouvoir établir l’équivalence entre deux formules, il nous
faut accepter dans ce chapitre comme hypothèse que les fissures se propagent dans
leur plan. Les fissures restent modélisées par des interfaces circulaires (ellipsoïdes
très aplaties) et leur propagation est quantifiée par une augmentation de leur rayon
ou du paramètre de densité de fissures correspondant. Dans ce cadre, les fissures se
propagent donc uniquement en mode I et les facteurs d’intensité de contrainte en
mode II et III sont toujours égaux à zéro. La formule d’Irwin (3.3) s’écrit dans ce
cas :

G =
1− ν2

E
K2

I . (3.4)

Une modélisation plus réaliste où les fissures se propagent en mode mixte sera pré-
sentée dans la quatrième chapitre de ce mémoire.

3.3 Modélisation de la propagation d’une fissure sa-

turée

3.3.1 Loi d’évolution

Considérons maintenant le cas d’un matériau fissuré contenant d’une seule fissure de
surface s. Comme nous l’avons déjà introduit, le volume élémentaire représentatif de
ce matériau occupe le domaine Ω de frontière ∂Ω. La phase solide occupe le domaine
Ωs de frontière ∂Ωs tandis que la fissure occupe le domaine Ωf de frontière ∂Ωf ,
complémentaire de Ωs dans Ω. La phase solide est encore constituée d’un matériau
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s

p

ξ(x) = Eξ0(x)

Fig. 3.3 – Matériau avec une seule fissure saturée

élastique linéaire et la fissure est saturée par un fluide à la pression p. Le champ de
déplacement imposé à la fontière du VER est défini par : ξ(x) = Eξ0(x). ξ0(x) est
une fonction définie sur ∂Ω tandis que p et E sont des variables d’évolution. Pour
simplifier la présentation, on s’intéresse dans ce cas aux évolutions quasi-statiques
et isothermes de ce système.

Pour ce milieu, on rappelle que la puissance dissipée dans une évolution est la
différence entre la puissance des efforts extérieurs et la variation de l’énergie élastique
stockée dans la matrice solide pour le problème mécanique. Cela s’écrit :

Ḋ = Ẇext − |Ω0|Ψ̇ ≥ 0. (3.5)

Avec Ḋ la puissance dissipée, Ẇext la puissance des efforts extérieurs et |Ω0|Ψ l’éner-
gie élastique stockée dans la phase solide du VER de milieu poreux saturé.

On sait que l’énergie potentielle pour ce problème s’écrit :

Ψ∗ = Ψ− p
|Ωf | − |Ωf0|

|Ω0| = Ψ− p(φ− φ0), (3.6)

avec |Ω0| et |Ωf0| respectivement le volume du VER et le volume du domaine de
la fissure à l’état initial. Ψ∗ est une fonction de E , p et s. Dans une évolution du
système définie par Ė , ṗ et ṡ, l’équation (3.5) s’écrit :

Ḋ

|Ω0| = Ė
(

1

|Ω0|
∫

∂Ω0

T .ξ0dS − ∂Ψ∗

∂E
)
− ṗ(φ− φ0 +

∂Ψ∗

∂p
)− ∂Ψ∗

∂s
ṡ ≥ 0. (3.7)
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Une évolution à ṡ = 0 étant réversible, on obtient les lois suivantes pour le système :

Σ0 =
1

|Ω0|
∫

∂Ω0

T .ξ0dS =
∂Ψ∗

∂E et φ− φ0 = −∂Ψ∗

∂p
(3.8)

qui sont à rapprocher des lois (1.32) obtenues au chapitre 1 pour un matériau po-
roélastique saturé.

La propagation de la fissure est définie par ṡ > 0. Elle est par nature dissipative. En
introduisant la quantité G définie par :

G = −|Ω0|∂Ψ∗

∂s
(p, E), (3.9)

et on a

Ḋ = Gṡ ≥ 0. (3.10)

La loi de propagation la plus simple envisageable est une loi du type plastique
parfaite, qui correspond en fait à une loi de propagation pour un matériau fragile.
Cette loi s’écrit :

G−Gf ≤ 0 , ṡ ≥ 0 , (G−Gf )ṡ = 0, (3.11)

avec G le taux de restitution d’énergie et Gf l’énergie de rupture qui est une propriété
de la matrice solide. La puissance dissipée dans une propagation de la fissure s’écrit
alors :

Ḋ = Gf ṡ. (3.12)

Pour cette loi, un raisonnement classique en mécanique de la rupture fragile [20, 38]
permet de statuer sur le caractère stable ou instable de la propagation de la fissure
pour un chargement réalisant la condition G = Gf . On a :





Si
∂G

∂s
= −|Ω0|∂

2Ψ∗

∂s2
< 0 : Propagation stable

Si
∂G

∂s
= −|Ω0|∂

2Ψ∗

∂s2
> 0 : Propagation instable

(3.13)

La modélisation d’une loi de propagation de la fissure différente d’une loi de la
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rupture fragile est évidemment possible. On s’intéresse dans la suite à décrire la
propagation de la fissure dans le régime sous critique qui est un des principaux
facteurs affectant la durée de vie des matériaux fragiles comme les roches.

3.3.2 Propagation sous critique des fissures

La propagation lente ou sous critique des fissures est un phénomène qui a lieu pour
des valeurs du facteur d’intensité de contrainte inférieures à KIC . Les travaux expé-
rimentaux et théoriques de Wiederhorn et al. [54, 56], de Lawn [35], de Michalske
et al. [41], d’Atkinson [2, 3] ont mis en évidence le rôle clef joué par l’eau ainsi que
par l’environnement sur la propagation. On a en effet observé que la contrainte à la
rupture d’un verre était trois fois plus faible dans l’air que dans le vide.
Il apparaît donc essentiel de tout d’abord comprendre les phénomènes, puis de les
décrire en identifiant la loi de propagation d’une fissure en fonction des chargement
qui lui sont appliqués avant de proposer une loi macroscopique pertinente pour ces
matériaux.
Les travaux expérimentaux disponibles dans la littérature ont montré qu’il existe une
relation entre la vitesse de propagation d’une fissure v et le facteur d’intensité de
contrainte ou le taux de restitution d’énergie, pour des conditions d’environnement
et de température données. Cette relation peut être représentée par un diagramme
logarithmique à trois régions de croissance des fissures pour KI < KIC , suivant les
matériaux et les conditions expérimentales (Fig. 3.4) [2, 3, 40, 54, 55].
Pour les faibles valeurs de KI , on observe généralement qu’il existe une valeur du
facteur seuil d’intensité de contrainte KI0 au-dessous duquel il n’y a pas de propa-
gation de fissures. Ce seuil est un paramètre très important en pratique puisqu’il
définit un domaine de travail parfaitement sûr.
Pour les valeurs de KI légèrement supérieures à KI0, la propagation se fait à une
vitesse très lente. C’est le domaine I de la courbe v−KI qui est attribué à la cinétique
d’un mécanisme de type corrosion sous contrainte composé de deux phénomènes :
d’abord le transfert de molécules d’eau jusqu’au fond de fissure, puis la réaction
chimique entre ces molécules et le solide.
Lorsque v croît et atteint une valeur vt, la vitesse de propagation du front de fissure
est plus rapide que la vitesse d’avancée du fluide. La courbe v −KI présente alors
un plateau (domaine II) qui se produit dans des environnements gazeux (matériau
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Fig. 3.4 – La propagation d’une fissure en régime sous critique

poreux sec). Il est caractérisé par une quasi-indépendance entre la vitesse de propa-
gation des fissures et le facteur d’intensité de contrainte. Le transport de l’humidité
du front au fond de la fissure réduit sensiblement la vitesse de propagation, qui
devient contrôlée par la diffusion des molécules d’eau.

Enfin, le domaine III correspond à des vitesses de propagation de la fissure encore
plus grandes. Il est indépendant de l’environnement et correspond aux conditions de
propagation dans le vide. Ce domaine peut être interprété par le processus physique
ou chimique intrinsèque de rupture du solide et est considéré comme le début de
mouvement déterminé par le critère de rupture de Griffith.

Le domaine II peut être considéré comme une branche de connexion entre la rupture
des liaisons dans l’eau (domaine I) et la rupture dans le vide (domaine III).

Ces trois régions sont généralement décrites par des lois en puissance de type :

v = AKm
I (3.14)

où A et m sont des constantes caractéristiques de chacune des régions et du matériau
constitutif de la structure étudiée.
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Comme nous l’avons discuté à la fin de la section 3.2, la fissure est modélisée par
une interface circulaire de rayon a et elle se propage dans son plan. La vitesse de
propagation de la fissure v (m/s) est donc égale à la variation du rayon de la fissure
ȧ :

v = ȧ =
ṡ

2πa
(3.15)

En utilisant la relation (3.4) liant KI et G, on montre sans difficulté que la loi (3.14)
s’écrit sous la forme :

ṡ =
2πaA

(
1− νs2

Es
)m/2

Gm/2. (3.16)

La loi (3.16) est valable pour les situations où le matériau constitutif de la matrice
du matériau poreux est isotrope élastique linéaire. Il convient de noter de plus que
cette loi combinée à la condition ṡ ≥ 0 assure la positivité de la dissipation D définie
par l’équation (3.5). La loi de propagation sous critique s’énonce dans ce cas :





ṡ = 0 : si G ≤ G0

ṡ =
2πaA

(
1− νs2

Es
)m/2

Gm/2 : si G0 < G ≤ G0c

(3.17)

avec

G0 =
1− νs2

Es
KI0 et G0c = Gf =

1− νs2

Es
KIc. (3.18)

3.4 Modélisation de l’endommagement d’un milieu

poreux saturé. Approche par homogénéisation

On résume dans la section les calculs énergétiques pour un matériau fissuré sa-
turé présentés dans [19, 20]. La méthode consiste à construire l’expression de la
dissipation d’énergie du système en fonction des caractéristiques homogénéisées du
matériau et des chargements macroscopiques appliqués au volume élémentaire re-
présentatif. Partant de ces résultats de la littérature, on s’intéresse ensuite à la prise
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en compte des lois de propagation sous critique dans le cadre d’une approche par
changement d’échelle.

3.4.1 Milieu fissuré contenant une unique famille de fissures

Considérons maintenant le cas d’un milieu fissuré contenant une famille de fissures
toutes parallèles entre elles. Comme dans les parties précédentes, le réseau de fissures
est caractérisé par le paramètre de densité de fissures qui est ici une variable interne
du matériau. Quand les fissures se propagent, le paramètre de densité de fissures
varie. La relation (3.10) s’écrit sous la forme :

Ḋ

|Ω0| = −∂Ψ∗

∂s
ṡ = −∂Ψ∗

∂ε
ε̇. (3.19)

La force thermodynamique associée à la propagation de fissures associée à la variable
ε s’écrit [19, 20] :

Gε = −∂Ψ∗

∂ε
= −1

2
E :

∂Chom

∂ε
: E +

p2

2

∂

∂ε
(

1

N
) + p

∂B

∂ε
: E. (3.20)

En utilisant les équations (1.30), (1.31) et (1.32), on montre que la fonction Gε

s’écrit :
Gε = −1

2
(E + pSs : I) :

∂Chom

∂ε
: (E + pSs : I). (3.21)

Soit encore :

Gε = −1

2
(Σ + pI) : Shom :

∂Chom

∂ε
: Shom : (Σ + pI). (3.22)

En utilisant la formule Chom : Shom = I, on montre sans difficulté la relation suivante :

Shom :
∂Chom

∂ε
: Shom = −∂Shom

∂ε
. (3.23)

L’expression de Gε en fonction de la contrainte macroscopique s’écrit donc :

Gε =
1

2
(Σ + pI) :

∂Shom

∂ε
: (Σ + pI). (3.24)

Le critère de rupture d’un matériau constitué d’une matrice fragile s’écrit donc dans
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ce cas : 



Gε −Gc ≤ 0

ε̇ ≥ 0

(Gε −Gc)ε̇ = 0

(3.25)

Gc joue le même rôle que l’énergie de rupture Gf , mais n’est pas une propriété du
matériau constitutif de la matrice solide.

La surface d’une fissure de rayon a est égale à s = πa2 tandis que ε le paramètre de
densité de fissures dans le cas d’une seule famille de fissures est égal à Na3, avec N
la densité volumique de fissures, on a donc :

dε

ds
= N 3a

2π
. (3.26)

Le taux de restitution d’énergie G pour une fissure est calculé par :

G = − 1

N
∂Ψ∗

∂s
= − 1

N
∂Ψ∗

∂ε

∂ε

∂s
=

3a

2π
Gε. (3.27)

On trouve facilement la relation liant Gc et Gf :

Gc =
2π

3

Gf

a
. (3.28)

En utilisant la relation liant Gc et ε, on peut étudier les conditions de stabilité de
propagation du système de fissures :

Si Gc ne dépend pas de la valeur de ε :

∂Gε

∂ε
(E, p, ε) = −∂2Ψ∗

∂ε2
(E, P, ε) < 0. (3.29)

Si Gc dépend de la valeur de ε :

∂2Ψ∗

∂ε2
(E, p, ε) + G′

c > 0. (3.30)

Loi de propagation sous critique

En introduisant les équations (3.26) et (3.27) dans (3.17), la loi de propagation sous
critique s’écrit dans ce cas :
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ε̇ = 0 : si Gε ≤ Gε0

ε̇ = Mε(m+4)/6Gm/2
ε : si Gε0 < Gε ≤ Gc

(3.31)

avec

Gε0 =
2π

3a

1− νs2

Es
KI0 , M = 3A

(
3Es

2π(1− νs2)

)m/2
1

N (m−2)/6
(3.32)

et Gε est calculé soit par l’équation (3.21) soit par (3.24). Il convient de noter que
M est un paramètre de la structure tandis que Gε0 joue le même rôle que l’énergie
G0 est un seuil très important définisant un domaine de travail parfaitement sûr.
Comme dans la situation fragile ce n’est pas une propriété du matériau constitutif
de la matrice solide.

3.4.2 Distribution isotrope de l’orientation des fissures

On s’intéresse maintenant au cas d’un matériau fissuré saturé isotrope soumis à un
chargement macroscopique isotrope (E = EI, Σ = ΣI). La propagation de l’endom-
magement est caractérisée donc par un seul paramètre de densité ε. Les expressions
(3.21), (3.22) et (3.25) représentent toujours le critère de rupture dans ce cas avec
le tenseur d’élasticité homogénéisé et le tenseur des complaisances homogénéisés
calculés dans le cas isotrope.

En utilisant l’équation (1.67), on montre que, Gε s’écrit dans le cas d’une sollicitation
en déformation homogène dans la situation diluée :

Gε(E, p) =
ksQ1

2
(3E +

p

ks
)2. (3.33)

En utilisant l’équation (1.70), on montre que, Gε s’écrit dans le cas de la sollicitation
en déformation homogène pour l’estimation de Mori-Tanaka :

Gε(E, p) =
ksQ1

2(1 + Q1ε)2
(3E +

p

ks
)2. (3.34)

En examinant les deux équations (1.67), (1.70) et en utilisant le fait que ε2 ≈ 0, on
trouve que les expressions de Shom pour les deux schémas dilué et de Mori-Tanaka
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sont identiques et s’écrivent :

Shom =
(
I+ εQ

)
: Ss. (3.35)

Gε(Σ, p) est donc identique pour les deux schémas et s’écrit :

Gε(Σ, p) =
Q1

2ks
(Σ + p)2. (3.36)

pour ce qui concerne la propagation sous critique, les équations (3.31) et (3.32)
représentent toujours le critère de propagation sous critique dans ce cas avec Gε qui
est calculé soit par l’équation (3.33) soit par l’équation (3.34) dans les situations de
déformation macroscopique imposée soit par l’équation (3.36) dans les situations de
contrainte macroscopique imposée.

3.5 Rupture des matériaux fragiles non saturés

On s’intéresse maintenant aux critères de rupture d’un milieu fissuré en condition
non saturée. Pour mener cette étude, on s’appuie à la fois sur la solution analytique
obtenue pour la validation de l’approche par changement d’échelle du comportement
des matériaux méso-fissurés en condition non saturée, détaillée à la section 2.3, et sur
l’approche reposant sur une généralisation du raisonnement énergétique de Griffith
pour le cas saturé décrite dans la section 3.4 .

Dans le paragraphe 3.5.1, on établit à l’aide d’un argument énergétique la formule
permettant de calculer le taux de restitution de l’énergie en fonction de la contrainte
équivalente dans les fissures σp. On calcule ensuite le facteur d’intensité de contrainte
en utilisant la formule d’Irwin (3.4), puis on compare le résultat obtenu au facteur
d’intensité de contrainte calculé en utilisant l’approche analytique (équation (2.88)).

Dans les paragraphes 3.5.2 et 3.5.3 concernant l’approche analytique, compte tenu
des difficultés techniques à résoudre pour traiter le problème global, on cherche à
décrire la propagation de fissures non par l’approche énergétique caractérisée par le
taux de restitution d’énergie mais par la singularité de contrainte caractérisée par le
facteur d’intensité de contrainte calculé en admettant l’hypothèse de superposition :

KI = Ks
I + Kp

I , (3.37)
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où Ks
I est le facteur d’intensité de contrainte dans le cas sec, tandis que Kp

I est
le facteur d’intensité de contrainte engendré par les effets locaux des pressions des
fluides (formule (2.88)). Il convient de rappeler que dans cette approche, les fissures
se propagent uniquement selon le mode I. Le critère de rupture est donc contrôlé
par l’équation (3.2).

3.5.1 Taux de restitution d’énergie en pointe d’une fissure

non saturée

L’objectif visé ici est d’estimer le taux de restitution d’énergie en pointe d’une fis-
sure localisée au sein d’une matrice solide élastique linéaire infinie soumise à un
chargement macroscopique homogène en déformation à l’infini. La configuration du
système est identique à celle traitée au paragraphe 2.2.3.1.1. On s’intéresse ici de
nouveau à la situation où toutes les fissures sont identiques et parallèles entre elles
et la contrainte moyenne σp (voir les équations (2.20) et (2.21)) est la même dans
toutes les fissures. Le problème étant linéaire, le chargement est défini par la dé-
formation macroscopique E et la contrainte moyenne équivalente σp dans chaque
fissure.

On s’intéresse tout d’abord à des évolutions réversibles et isothermes du système.
Dans de telles évolutions, la puissance des efforts extérieurs est égale à la puissance
de déformation de la phase solide, égale elle même à la dérivée par rapport au temps
de l’énergie élastique |Ω0|Ψ̇ stockée dans la phase solide. On a donc

Ẇext = |Ω0|Ψ̇. (3.38)

Avec le chargement défini ci-dessus (E et σp), Ẇext s’écrit :

Ẇext =

∫

∂Ω0

ξ̇.TdS +

∫

∂Ωf0

ξ̇.σp.ndS = |Ω0|(Σ : Ė− φ0σ
p : ˙< ε >f ). (3.39)

En reportant (3.39) dans (3.38), on obtient immédiatement :

Ψ̇ = (Σ : Ė− φ0σ
p : ˙< ε >f ) (3.40)

Comme dans le cas saturé, Ψ ne joue pas le rôle de potentiel thermodynamique pour
une évolution où la précontrainte σp est imposée dans les fissures. On introduit la
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densité de potentiel thermodynamique Ψ∗(E,σp) défini comme la différence entre la
densité d’énergie élastique dans le solide et le travail de la précontrainte moyenne
appliquée dans les fissures :

|Ω0|Ψ∗ = |Ω0|Ψ +

∫

Ωf0

σp : εdΩ. (3.41)

⇒ Ψ∗ = Ψ + φ0σ
p :< ε >f . (3.42)

On a donc

Ψ̇∗ = Ψ̇ + φ0σ̇
p :< ε >f +φ0σ

p : ˙< ε >f = Σ : Ė + φ0σ̇
p :< ε >f . (3.43)

En reportant l’équation (2.42) dans (3.43), on obtient les expressions suivantes pour
les quantités Ψ∗ et Ψ :

Ψ∗ =
1

2
E : Chom : E + E : B : σp +

1

2
σp : N : σp, (3.44)

Ψ =
1

2
E : Chom : E− 1

2
σp : N : σp. (3.45)

Quand on s’intéresse à des évolutions irréversibles du système (propagation des fis-
sures), les quantités (E et σp) et le paramètre de densité de fissure ε constituent les
variables naturelles argumentant le potentiel thermodynamique du système. L’in-
égalité de Clausius Duhem s’écrit alors :

Ḋ

|Ω0| = Ė : (Σ− ∂Ψ∗

∂E
)− σ̇p : (φ0 < ε >f −∂Ψ∗

∂σp
)− ∂Ψ∗

∂ε
ε̇ ≥ 0 (3.46)

En reproduisant exactement le même raisonnement que celui détaillé en début de ce
chapitre pour le cas d’une unique fissurée saturée par un fluide à la pression p, on
montre que dans la situation étudiée, la force thermodynamique liée à la propagation
de la variable d’endommagement ε̇ ≥ 0 s’écrit :

Gε = −∂Ψ∗

∂ε
= −1

2
E :

∂Chom

∂ε
: E− E :

∂B
∂ε

: σp − 1

2
σp :

∂N
∂ε

: σp (3.47)

= −1

2
E :

∂Chom

∂ε
: E− σp :

∂TB
∂ε

: E− 1

2
σp :

∂N
∂ε

: σp (3.48)
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On a montré au chapitre 2 (équation 2.43) que le tenseur B était relié aux quantités
Ss et Chom :

TB = I− Ss : Chom. (3.49)

On a donc :

∂TB
∂ε

= −Ss :
∂Chom

∂ε
. (3.50)

De la même façon, on a montré :

N = TN = T (φ0I− B) : Ss. (3.51)

On en déduit :

∂N
∂ε

= Ss :
∂Chom

∂ε
: Ss. (3.52)

En reportant les deux égalités (3.50) et (3.52) dans (3.48), on obtient :

⇒ Gε = −1

2
(E− Ss : σp) :

∂Chom

∂ε
: (E− Ss : σp) (3.53)

En utilisant la loi de comportement Σ = Chom : E + B : σp (équation (2.42)), on
obtient une autre expression pour Gε en fonction de Σ et σp :

Gε = −1

2
(Σ− σp) : Shom :

∂Chom

∂ε
: Shom : (Σ− σp) (3.54)

Dans le cas d’une matériau poreux à phase solide élastique fragile, le critère de
rupture s’énonce :





Gε −Gc ≤ 0

ε̇ ≥ 0

(Gε −Gc)ε̇ = 0

(3.55)

Avec Gε défini par l’équation (3.53) pour un chargement à déformation macrosco-
pique imposée, ou par l’équation (3.54) dans la situation où la contrainte macrosco-
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pique homogène imposée. Gc est toujours défini par l’équation (3.28).

Lorsque la contrainte macroscopique est nulle (Σ = 0), l’expression de Gε devient :

Gε = −∂Ψ∗

∂ε
= −1

2
σp : Shom :

∂Chom

∂ε
: Shom : σp. (3.56)

En utilisant l’équation (3.27), le taux de restitution d’énergie G pour une fissure est
donné par :

G = − 1

N
∂Ψ∗

∂s
= − 1

N
∂Ψ∗

∂ε

∂ε

∂s
= −3a

4π
σp : Shom :

∂Chom

∂ε
: Shom : σp. (3.57)

En reportant les relations (2.20), (2.21) et (2.45) dans (3.57), on trouve :

G =
4a

π

(1− νs2)

Es
σ2

p. (3.58)

En supposant que la pression dans la phase gazeuse est nulle et en utilisant la formule
d’Irwin (3.4), le facteur d’intensité de contrainte en mode I pour une fissure s’écrit :

Kx
I = −2

√
a

π
σp = −2

√
a

π

γ3

a3X3

1

p2
c

. (3.59)

Il nous faut noter que dans la situation où le liquide contenu dans la fissure est
mouillant vis à vis du solide, le liquide occupe un domaine de révolution en pointe
de fissure. En conséquence, la pression régnant dans la phase liquide est négative et
l’effort de traction exercé par la phase liquide sur les lèvres de la fissure provoque
une diminution du facteur d’intensité de contrainte par rapport à la situation où
aucun effort n’est exercé sur la fissure. C’est la raison pour laquelle, on prend la
valeur négative dans l’équation (3.59).

Le facteur d’intensité de contrainte qui est calculé dans la formule (2.88) selon
l’approche analytique s’écrit dans la même situation :

Kb
I = −2

√
a

π
pc

√
1− α2. (3.60)

Dans la suite, on compare les deux expressions Kx
I et Kb

I dans deux situations dif-
férentes : une sans prise en compte du couplage géométrique et une avec prise en
compte du couplage géométrique. On utilise de nouveau les grandeurs adimension-
nées utilisées au chapitre 2 (équation (2.114)) :
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E =
E

E∗ , E∗ =
4πε

9
X0, pb

c =
pcB

X0

et γb =
γB

a0X2
0

. (3.61)

Dans le cas sans couplage, les équations décrivant la relation entre la pression ca-
pillaire et la saturation du milieu poreux (2.14) et (2.105) sont identiques pour les
deux approches. Elle s’écrivent :

cos ϕ =
√

1− α2 =
γ

aX0

1

pc

=
γb

pb
c

. (3.62)

Les deux facteurs d’intensité de contrainte en mode I s’écrivent respectivement :

K
x
I =

Kx
I

K∗
I

= − γ3
b

pb
c
2 et K

b

I =
Kb

I

K∗
I

= −γb avec K∗
I = 2

√
a

π

X0

B
. (3.63)

L’équation (3.63) n’est valide que dans le cas non saturé quand la phase gazeuse a
pénétrée dans les fissures. Avant d’atteindre l’état non saturé, l’espace poreux est
saturé par la phase liquide avec σb = pc. Le facteur d’intensité de contrainte vaut
dans ce cas :

K
s

I =
KI

K∗
I

= −pb
c. (3.64)

Dans le cas avec couplage géométrique, en reportant les résultats du paragraphe
2.3.3 décrivant l’effet des non linéarités géométriques des fissures sur les relations
pression capillaire, saturation et déformation dans les deux équations (3.59) et (3.60),
on montre les facteurs d’intensité de contrainte en mode I deviennent :

K
x
I = − γ3

b

(1 + E)3

1

pb
c
2 (3.65)

avec E fonction de pb
c (équation (2.130)) et

K
b

I = −pb
c

√
1− α2 (3.66)

avec pb
c solution de l’équation (2.127) (pb

c = pb
c2).

On rappelle que dans l’état saturé, le facteur d’intensité de contrainte est toujours
donné par l’équation (3.64).
La Fig. 3.5 résume la comparaison entre les deux approches. Les points P1, P2, P3,
P4 ont été présentées dans la Fig. 2.19. P1, P2, P3, P4 sont respectivement les points
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(cas sans couplage)

K
x
I (cas couplage)

K
x
I (cas sans couplage)

K
b

I (cas couplage)

0 pp
c

KI

P2P1

P3

cas saturé

K
b

I

P4

Fig. 3.5 – Facteur d’intensité de contrainte à la pointe d’une fissure non saturée -
cas d’une contrainte macroscopique nulle.

d’entrée d’air selon l’approche linéaire (sans couplage géométrique) (P1), l’approche
par contrainte équivalente (P2 et P3) et l’approche utilisant les formules analytiques
(P4). On constate que pour le cas sans couplage géométrique, Kb

I est constant tandis
que K

x
I tend vers zéro quand la pression capillaire tend vers l’infini. Pour le cas avec

prise en compte du couplage géométrique, la valeur de K
b

I est toujours supérieure à
celle de K

x
I et l’écart est de plus en plus grand quand la pression capillaire augmente.

On en déduit que l’approche par la contrainte équivalente, si elle est plus simple et
qu’elle donne de bons résultats pour estimer le comportement du milieu poreux non
saturé (chapitre 2), ne permet pas d’étudier la propagation de l’endommagement en
situation non saturée, puis que les valeurs de KI ne sont pas bien estimées. Il est donc
possible de proposer une façon habile de travailler. On calcule les relations (Σ, E et
pc) en utilisant l’approche par la contrainte équivalente et les grandeurs caractérisant
la rupture (KI ou G) avec les résultats de l’approche analytique généralisée de Bui.

Pour comprendre mieux le comportement de ce matériau, on s’intéresse dans la
suite à la situation plus générale où l’orientation des fissures est distribuée de façon
aléatoire dans le VER de milieu fissuré et le matériau est soumis à une déformation
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homogène à l’infini E et à la pression capillaire pc. Les résultats sont calculés en
utilisant l’approche analytique généralisée de Bui dans deux situations différentes :
le cas de fissures n’interagissant pas entre elles et le cas de fissures interagissant
entre elles.

3.5.2 Le cas non interagissant - schéma dilué

On s’intéresse à la situation où les fissures sont toutes de même dimension, ad-
mettent une répartition d’orientation isotrope et sont toutes dans le même état
hydrique (même valeur de la pression capillaire, même morphologie de répartition
des phases fluides au sein des fissures). Le chargement est décrit par la déformation
macroscopique isotrope E = EI et la pression capillaire pc.

La première loi de comportement du milieu fissuré reliant la contrainte macro-
scopique au chargement imposé est l’équation (2.109). Dans le cas général où la
contrainte macroscopique est non nulle, cette équation s’écrit :

Σ = 3ks(1− b)E + bσb = 3ks(1− b)E + bpc(1− α2)
3
2 . (3.67)

En utilisant les équations (3.25), (3.28) et (3.33) on obtient l’expression de Gε dans
le cas sec (p = 0) pour cette configuration isotrope :

Gε(E) =
ksQ1

2
(3E)2 ≤ 2π

3

Gf

a
. (3.68)

En appliquant la formule d’Irwin (3.4), le facteur d’intensité de contrainte dans le
cas sec Ks

I vaut :

Ks
I =

√
Es

1− νs2

3a

2π
Gε(E) = 2

√
a

π
3ksE. (3.69)

En reportant les deux équations (2.88) et (3.69) dans l’équation (3.37) obtenue en
considérant la répartition locale des phases fluides au voisinage de la pointe de fissure,
on obtient l’expression du facteur d’intensité de contrainte pour ce problème :

KI = 2

√
a

π
(3ksE − pc

√
1− α2). (3.70)

Pour présenter les résultats on utilise de nouveau des formules adimensionnées. On
utilise les grandeurs adimensionnées définies par (2.114), (3.63) et on introduit la
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contrainte macroscopique adimensionnée Σ
b

= ΣB/X0. Deux situations, sans cou-
plage et avec couplage géométrique, sont examinées dans la suite. L’équation (3.62)
décrit la relation saturation de la fissure-pression capillaire pour le cas sans couplage
géométrique tandis que dans le cas avec couplage géométrique cette relation est dé-
crit par (2.125). Les expressions adimensionnées des deux équations maîtresses pour
le problème (3.67) et (3.70) qui représentent les relations Σ, E, pc et permettent le
calcul de KI s’écrivent respectivement :

Cas sans couplage géométrique





√
1− α2 =

γb

pb
c

Σ
b
=

b(1− b)π

2
E + bpb

c(1− α2)
3
2

KI =
π

2
bE − pb

c

√
1− α2

(3.71)

Cas avec couplage géométrique





(
1 + bE

)√
1− α2 − 2

π
pb

c(1− α) =
γb

pc
b

Σ
b
=

b(1− b)π

2
E + bpb

c(1− α2)
3
2

KI =
π

2
bE − pb

c

√
1− α2

(3.72)

où les grandeurs adimensionnées utilisées dans les équations (3.71) et (3.72) s’écrivent :

E =
E

4πε

9
X0

, pb
c =

pcB

X0

, γb =
γB

aX2
0

, Σ
b
=

ΣB

X0

et KI =
KI

2

√
a

π

X0

B

(3.73)

A titre d’illustration, on considère ici un matériau avec b = 0.5 et γb = π/10. On
va maintenant étudier la réponse du matériau quand il est soumis à un trajet de
chargement se composant des deux étapes définies comme suit :

Cas sans couplage géométrique
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Etape 1 : Le matériau est initialement dans l’état de référence saturé à pression
capillaire et déformation macroscopique nulle. On augmente la pression capillaire
jusqu’à la valeur pb

c = pd
c en gardant la déformation macroscopique nulle (E = 0).

On choisit la valeur de pd
c supérieure à pea

c = γb (correspondant pea
c = γ/aX0 décrit

dans le paragraphe 2.2.3.2). Tant que la pression capillaire reste inférieure à la
pression pea

c , le matériau reste saturé par la phase liquide à la pression p` = −pc. La
contrainte Σ est une fonction linéaire croissante de la pression capillaire pc tandis
que le facteur d’intensité de contrainte KI est une fonction linéaire décroissante de
la pression capillaire pc (trajet (c) sur les Fig. 3.6 (A) et Fig. 3.6 (B)). Pour les
valeurs de la pression capillaire supérieures à pea

c , l’état du matériau est non saturé,
la contrainte Σ diminue rapidement vers zéro tandis que KI reste constant (trajet
(b) sur les Fig. 3.6 (A) et Fig. 3.6 (B)).

Etape 2 : On augmente la déformation macroscopique en bloquant la pression capil-
laire (pb

c = pd
c). Le matériau est dans un état presque sec, la contrainte macroscopique

Σ et le facteur d’intensité de contrainte KI sont des fonctions linéaires croissantes
de la déformation macroscopique E (trajet (b) sur les Fig. 3.6 (C) et Fig. 3.6 (D)).
Les trajets (d) sur les Fig. 3.6 (C) et Fig. 3.6 (D)) représentent les relations Σ− E

et KI − E pour le cas sec. On trouve que les trajets (b) et (d) sont parallèles et la
distance entre les deux lignes est très petite.

Cas avec couplage géométrique

Etape 1 : On constate que quand α = 0 (correspondant au moment où la phase
gazeuse entre dans les fissures), il existe deux valeurs de pb

c solutions de l’équation
(2.125) (points (1) et (2) sur les Fig. 3.6 (A) et Fig. 3.6 (B)). On montre sans difficulté
que la valeur de α est toujours négative pour toutes les valeurs pb

c comprises entre ces
deux valeurs. La phase gazeuse pénètre donc dans la fissure au point (2), le matériau
est non saturé. La contrainte macroscopique Σ augmente jusqu’à un pic puis diminue
(trajet (a) sur la Fig. 3.6 (A)) tandis que le facteur d’intensité de contrainte KI est
une fonction non linéaire décroissante de la pression capillaire pc (trajet (a) sur la
Fig. 3.6 (B)).

Etape 2 : Les courbes (a), (b), (c) et (d) sur les Fig. 3.6 (C) et Fig. 3.6 (D)
représentent respectivement le matériau à l’état non saturé avec prise en compte du
couplage géométrique, non saturé sans prise en compte du couplage géométrique,
saturé et sec. On constate que les lignes (c) sont des tangentes aux courbes (a).
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Fig. 3.6 – Comportement du milieu fissuré non saturé isotrope - cas dilué ((a) : cas
non saturé avec couplage ; (b) : cas non saturé sans couplage ; (c) : cas saturé ; (d) :
cas sec)
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C’est-à-dire que lorsque l’on prend en compte le couplage géométrique, quand on
augmente la déformation macroscopique E, le matériau retrouve l’état saturé dans
un premier temps, puis dans un deuxième temps un comportement saturé est observé
quand la valeur de E est plus élevée.
Il convient de rappeler ici que l’on peut prédire le comportement saturé ou sec du
matériau (courbes (c) et (d) sur la Fig. 3.6) en faisant soit α = 0 et pc = −p` (cas
saturé) soit α = 1 (cas sec) dans le deuxième et troisième équations de (3.71) et
(3.72).
En résumé, on constate que, quand la valeur de E est plus élevée et la pression pc

est fixée, le matériau reste toujours à l’état saturé. Ce résultat n’est pas rigoureu-
sement exact. En effet, on sait que le rapport d’aspect des fissures augmente avec
l’augmentation de la déformation E tandis que l’approche analytique utilisée dans
la situation avec couplage géométrique n’est valable qu’aux très petites valeurs du
rapport d’aspect (rigoureusement égal à zéro en fait). C’est la raison pour laquelle,
on élimine la solution avec prise en compte du couplage géométrique (courbes (a)
sur les Fig. 3.6 (C) et Fig. 3.6 (D)) dans la situation où le chargement macroscopique
est le plus élevé. On ne retient donc que la solution sans prise en compte du couplage
géométrique (courbes (b) sur les Fig. 3.6 (C) et Fig. 3.6 (D)).

3.5.3 Le cas interagissant - schéma de Mori-Tanaka

Dans cette section, en utilisant la technique d’estimation de Mori-Tanaka décrite au
paragraphe 1.1.4.2, on propose d’estimer les caractéristiques globales d’un matériau
contenant différentes familles de fissures non saturées interagissantes entre elles. Le
chargement est toujours décrit par E la déformation macroscopique au contour du
VER et σp le champ de précontrainte au sein des fissures. Il est important de souli-
gner que la contrainte σp utilisée ici ne joue que le rôle de « représentant » du champ
de pression des phases fluides (pg et p`) au sein des fissures. Dans la suite, comme au
paragraphe 2.3.2, on s’appuie sur la solution analytique en déplacement (équations
(2.87) et suivantes) pour calculer le travail concernant les lois de comportement du
matériau (termes contenant σp sont négligés).
Nous considérons maintenant une fissure comme une inclusion ellipsoïdale plongée
dans une matrice solide homogène infinie de module Cs soumise à l’infini à une défor-
mation auxiliaire E0 à déterminer et au champ de précontrainte au sein des fissures
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σp. On note (Pa), ce problème auxiliaire dans la suite du paragraphe. Le problème
consiste donc à choisir la valeur de E0 qui gère l’interaction entre les fissures. Il nous
faut donc établir la déformation moyenne dans chaque fissure < ε >fi.

Pour cela, on décompose le problème auxiliaire (Pa) en deux problèmes plus simples
notés respectivement (P ′

a) et (P ′′
a ) (même démarche que celle décrite au début du

paragraphe 2.3.2).

1. E0, σp = 0

2. E0 = 0, σp

Le premier sous-problème a été traité aux paragraphes 1.1.3.3 et 1.1.4.2, la défor-
mation moyenne solution du premier sous-problème élémentaire (P ′

a) de la fissure
s’écrit alors :

< ε′ >fi= (I− Si
E)−1 : E0. (3.74)

La déformation moyenne solution du deuxième sous-problème élémentaire (P ′′
a ) de la

fissure a été calculée est calculée au paragraphe 2.3.2.1. En généralisant les relations
décrites dans ce paragraphe, l’expression de φi

0 < ε′′ >fi dans le repère local s’écrit :

φi
0 < ε′′ >fi= φi

0ε
′′i
33e

i
3 ⊗ ei

3 = −8

3
εiBσb

i e
i
3 ⊗ ei

3 (3.75)

avec

σb
i = pc(1− α2

i )
3
2 − pg. (3.76)

On a donc

< ε′′ >fi= − 2

πX i
0

Bσb
i e

i
3 ⊗ ei

3. (3.77)

B est toujours défini par la formule (2.91).

La déformation moyenne de la ième famille de fissures est alors égale à :

< ε >fi=< ε′ >fi + < ε′′ >fi= (I− SE
i )−1 : E0 − 2

πX i
0

Bσb
i e

i
3 ⊗ ei

3. (3.78)

Il convient de rappeler ici que la déformation moyenne de la ième famille de fissures
est égale à celle dans une fissure.
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La déformation auxiliaire E0 est déterminée en utilisant la condition de moyenne
< ε >= E avec < ε >s= E0. Sachant que :

< ε >= E = (1− φ0) < ε >s +
n∑

i=1

φi
0 < ε >fi . (3.79)

On en déduit que

E = (1− φ0)E0 +
n∑

i=1

φi
0

(
(I− SE

i )−1 : E0+ < ε′′ >fi
)
. (3.80)

L’inversion de (3.80) fournit la valeur cherchée de E0

E0 =

(
(1− φ0)I+

n∑
i=1

φi
0(I− Si

E)−1

)−1

:

(
E−

n∑
i=1

φi
0 < ε′′ >fi

)
. (3.81)

La première loi de comportement macroscopique reliant la contrainte et la déforma-
tion s’écrit donc :

Σ =< C : ε + σp >= (1− φ0) < Cs : εs > +
n∑

i=1

φi
0 < σp >fi (3.82)

= (1− φ0)Cs : E0 +
n∑

i=1

φi
0 < σp >fi . (3.83)

En reportant l’équation (3.81) dans (3.83), on obtient :

Σ = (1− φ0)Cs :

(
(1− φ0)I+

n∑
i=1

φi
0(I− Si

E)−1

)−1

:

(
E−

n∑
i=1

φi
0 < ε′′ >fi

)

+
n∑

i=1

φi
0 < σp >fi . (3.84)

En reportant les approximations décrites par l’équation (2.107), on obtient :

n∑
i=1

φi
0 < σp >fi¿

n∑
i=1

−φi
0Cs :< ε′′ >fi' (1− φi

0)
2

n∑
i=1

−φi
0Cs :< ε′′ >fi . (3.85)
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On peut donc négliger la partie de la précontrainte moyenne dans la formule (3.84).
En utilisant le fait que le tenseur d’élasticité homogène Chom s’écrit dans ce cas :

Chom = (1− φ0)Cs :
(
(1− φ0)I+

n∑
i=1

φi
0(I− Si

E)−1
)−1

, (3.86)

on obtient donc finalement :

Σ = Chom : E− Chom :
n∑

i=1

φi
0 < ε′′ >fi, (3.87)

où < ε′′ >fi est toujours défini par la relation (3.77). De plus, il convient de noter
que les deux équations (3.86) et (1.48) sont identiques ; la valeur de Chom ne dépend
donc toujours pas de la saturation du milieu.

On propose d’illustrer ces résultats en simulant le comportement d’un matériau fis-
suré non saturé isotrope soumis à une déformation isotrope E = EI. On choisit
de prendre la pression du gaz comme référence (pg = 0). En utilisant les équations
(1.68), (1.70), (3.75) et (3.77), les relations (3.81) et (3.87) deviennent respective-
ment :

E0 =
1

1 + b
E +

b

1 + b

pc(1− α2)
3
2

3ks
, (3.88)

et

Σ =
3ks

1 + b
E +

b

1 + b
pc(1− α2)

3
2 . (3.89)

En remplaçant E par E0 dans l’équation (3.70), on obtient que le facteur d’intensité
de contrainte pour le schéma de Mori-Tanaka s’écrit :

KI = 2

√
a0

π
(3ksE0 − pc

√
1− α2)

= 2

√
a0

π

(
3ks

1 + b
E +

b

1 + b
pc(1− α2)

3
2 − pc

√
1− α2

)
.

(3.90)

Comme dans les sections précédentes, on examine successivement la situation où le
couplage entre déformation du milieu et effet capillaire n’est pas prise en compte et
la situation où ce couplage est pris en compte. En faisant apparaître les grandeurs
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Fig. 3.7 – Comportement du milieu fissuré non saturé isotrope - cas de Mori-Tanaka
((a) : cas non saturé avec couplage ; (b) : cas non saturé sans couplage ; (c) : cas
saturé ; (d) : cas sec)
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adimensionnées définies par l’équation (3.73) et en remplaçant E par E0 dans l’équa-
tion géométrique (2.125), on obtient finalement les équations d’état adimensionnées
pour le schéma de Mori-Tanaka :

Cas sans couplage géométrique





√
1− α2 =

γb

pc
b

Σ
b
=

π

2

b

1 + b
E +

b

1 + b
pb

c(1− α2)
3
2

KI =
π

2

b

1 + b
E +

b

1 + b
pb

c(1− α2)
3
2 − pd

c

√
1− α2

(3.91)

Cas avec couplage géométrique





(
1 +

b

1 + b

(
E +

2

π
pb

c(1− α2)
3
2

))√
1− α2 − 2

π
pb

c(1− α) =
γb

pb
c

Σ
b
=

π

2

b

1 + b
E +

b

1 + b
pb

c(1− α2)
3
2

KI =
π

2

b

1 + b
E +

b

1 + b
pb

c(1− α2)
3
2 − pb

c

√
1− α2

(3.92)

En utilisant les caractéristiques du matériau et le trajet de chargement décrits dans
la section précédente, on obtient les comportements décrits sur la Fig. 3.7. En com-
parant les comportements du matériau décrits sur la Fig. 3.6 (schéma dilué) et sur
la Fig. 3.7 (schéma de Mori-Tanaka), on observe les similitudes et les différences
entre les deux lois de comportement obtenues suivantes :

– La forme et la tendance des courbes obtenues selon les deux schémas sont assez
similaires.

– Quand le chargement macroscopique est le plus élevé, la solution décrivant la
situation avec couplage géométrique n’est pas valable pour les deux schémas.

– A l’étape 1 où le chargement macroscopique est nul (Fig. 3.6 (A), Fig. 3.6 (B) et
Fig. 3.7 (A), Fig. 3.7 (B)), la différence de comportements pour les deux schémas
est faible. L’interaction entre les fissures peut donc être négligée dans ce cas.

– La différence entre les résultats pour les deux schémas devient importante à l’étape
2 où le chargement macroscopique est élevé (Fig. 3.6 (C), Fig. 3.6 (D) et Fig.



3.6 Conclusion 133

3.7 (C), Fig. 3.7 (D)). Cette différence est décrite sur la Fig. 3.8 (courbes (b)).
On constate que quand la déformation macroscopique augmente, la différence
entre les facteurs d’intensité de contrainte calculés pour les deux schémas est
plus grande que la différence entre les contraintes macroscopiques calculées pour
les deux schémas. Cela confirme que la prise en compte de l’interaction entre
des fissures joue un rôle important dans les calculs concernant les propriétés de
rupture de ce matériau.

Σ
b
, KI

Σ
b (dilué)

KI (Mori-Tanaka)
Σ

b (Mori-Tanaka)

KI (dilué)

E

Fig. 3.8 – Comparaison entre les résultats calculés pour les deux schémas (courbes
(b) sur les Fig. 3.6 et Fig. 3.7

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des études concernant les propriétés de rupture d’un
matériau fragile hétérogène méso-fissuré dans les situations saturée et non saturée
dans le cadre d’une approche par changement d’échelle. On a décrit tout d’abord
une loi de propagation sous critique reliant la variation du paramètre de densité de
fissures aux chargements macroscopiques. Bien sur cette loi dépend de la morpho-
logie du matériau et donc des schémas d’estimation utilisés. On a comparé ensuite
les facteurs d’intensité de contrainte calculés pour les deux approches (approche par
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la contrainte équivalente et approche analytique) dans un cas simple (chargement
macroscopique nul, une unique famille de fissures). On a démontré que l’approche
analytique est plus pertinente pour calculer les grandeurs contrôlant la rupture de
ces matériaux. On a proposé également une façon de travailler où on calcule les
relations contrainte-déformation en utilisant l’approche par la contrainte équiva-
lente et les propriétés de rupture en utilisant les résultats de l’approche analytique
généralisée de Bui. A partir de ces résultats, on a modélisé des lois de comporte-
ments du matériau dans les situations où le matériau est non saturé, l’orientation
des fissures est aléatoire et l’interaction entre les fissures est prise en compte. Cette
étude confirme que la prise en compte de l’interaction entre les fissures joue un rôle
déterminant sur les propriétés de rupture du matériau.



CHAPITRE 4

Endommagement des milieux fissurés en mode mixte

4.1 Introduction

On s’intéresse ici aux propagations d’un ensemble de fissures planes disposées dans
une matrice élastique isotrope homogène. Il est en effet bien connu que la compréhen-
sion et la résolution de ce type de problème constituent des étapes essentielles sur la
voie conduisant à l’identification d’une loi de comportement macroscopique pour un
matériau mésofissuré du type roche ou béton [5, 17, 33, 34, 43, 46, 48]. Parmi les mé-
thodes de changement d’échelle appliquées pour aborder ce problème, on s’intéresse
dans la suite aux techniques d’homogénéisation des milieux désordonnés [17, 20].
Dans ce type d’approche, les fissures sont modélisées comme des ellipsoïdes apla-
tis (approche tridimensionnelle) ou des fissures planes (approche bidimensionnelle)
entourées du matériau constitutif de la matrice. Les déformations des fissures sont
estimées en utilisant la solution d’Eshelby qui permet de calculer la déformation
dans une hétérogénéité occupant un domaine ellipsoïdal, entourée d’une matrice so-
lide élastique homogène soumise à une déformation uniforme à l’infini [23]. Divers
schémas d’homogénéisation permettent de rendre compte des interactions entre fis-
sures [20]. La prise en compte de la propagation des fissures s’effectue alors dans le
cadre d’un raisonnement énergétique global généralisant l’approche de Griffith qui
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Fig. 4.1 – Branchement de fissure en mode mixte I + II

considère que les fissures se propagent uniquement selon le mode I [4, 46]. Cette
approche a utilisée dans le chapitre 3 de ce mémoire. Le principal inconvénient de
l’approche est qu’elle ne permet pas de prendre en compte le phénomène de branche-
ment des fissures observé quand on soumet une fissure à un chargement sollicitant
les modes II et III de propagation.

On se propose ici d’évaluer l’impact de cette limitation en comparant les prédictions
d’une approche énergétique de la propagation d’un réseau de fissures à celles obte-
nues dans le cadre d’une approche par homogénéisation s’appuyant sur la théorie
locale de propagation des fissures prenant en compte les phénomènes de branchement
développée par Leblond et al. [1, 37, 38, 39].

Compte tenu des difficultés techniques à résoudre pour traiter ces questions, on s’est
limité dans la suite à la situation bidimensionnelle en déformation plane et à une
distribution isotrope des orientations de fissures.

Dans l’état initial, les fissures occupent des segments de droite de longueur 2a0

inclinée d’un angle ψ par rapport à la direction 0x2 (0 ≤ ψ ≤ π/2) dans le plan
(0, x1, x2) (Fig. 4.1). On suppose de plus que leur ouverture est nulle dans l’état
initial naturel pris comme référence.

On définit le critère initial d’endommagement global (surface-seuil) comme la courbe
enveloppe intérieure des critères de propagation associés aux différentes familles de
fissures (chaque famille de fissures est caractérisée par une valeur de l’angle ψ). Le



4.2 Branchement de fissure en mode mixte 137

Domaine des chargements ne
provoquant aucun endommagement

Critère d’endommagement pour
une famille particulière de fissures

Critère d’endommagement pour
une autre famille de fissures

Critère d’endommagement global

Σ11

Σ22

Fig. 4.2 – Obtention du critère d’endommagement initial

procédé utilisé pour obtenir le critère global consiste donc à établir le critère d’une
famille quelconque en fonction de l’angle ψ. Quand l’angle ψ varie, on obtient la
courbe qui définit un domaine de chargement sûr du point de vue de la propagation
des fissures (schématisée sur la Fig. 4.2).

Compte tenu de l’isotropie de distribution des orientations de fissures, on ne s’inté-
resse qu’à des chargements de la forme :

Σ = Σ11e1 ⊗ e1 + Σ22e2 ⊗ e2. (4.1)

4.2 Branchement de fissure en mode mixte

Le phénomène de branchement au cours de la propagation d’une ou plusieurs fissures
préexistantes dans un milieu solide élastique a été étudié par de nombreux auteurs.
Dans une large partie de ces travaux, la fissure branchée est remplacée par une fis-
sure plane équivalente dont les caractéristiques sont identifiées à partir de la solution
obtenue pour la propagation d’une unique fissure soumise à un chargement loin de la
fissure. Les relations, en général non linéaire, reliant déformations et contraintes pre-
nant en compte la propagation de plusieurs fissures sont alors obtenues remplaçant
les fissures réelles par ces fissures planes équivalentes [5, 25, 30, 43, 44, 48, 51, 52].

La prise en compte des caractéristiques de la propagation des fissures après bran-
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chement (direction de propagation, facteurs d’intensité de contrainte) en fonction
des caractéristiques du système juste avant le branchement (chargement appliqué,
orientation des fissures, ...) a été partiellement traité dans le cas bidimensionnel
dans [50, 52]. Il semble qu’une relation globale dans ce cas concernant le critère
d’endommagement initial ne soit pas disponible dans la littérature.

Un point central pour mener à bien ces approches est la prédiction des propriétés
de la propagation des fissures en fonction du chargement appliqué en particulier.
Différents critères ont été publiés dans la littérature dans le but de prédire l’angle
de branchement pour une unique fissure plane soumise à un chargement uniforme
loin de la fissure. Il a été notamment supposé que la direction de propagation d’une
fissure pouvait être déterminée à partir d’un critère de « contrainte d’ouverture
maximale » [22], ou un critère du « maximum du taux de restitution d’énergie »
[31] ou encore obéissait à un principe de « symétrie locale » [38]. A coté de ces
diverses propositions, l’équipe de J. B. Leblond a montré de façon convaincante
qu’un critère énergétique local permettait de prédire de façon pertinente l’amorçage
de la propagation et la direction de propagation et donc la forme d’une fissure
branchée en fonction du chargement qui lui est appliqué. On adopte donc ce critère
de propagation dans la suite de ce chapitre pour modéliser le critère d’initiation de
la propagation de l’endommagement d’un milieu méso fissuré désordonné prenant
en compte le phénomène de branchement en mode mixte.

Pour cela, on rappelle tout d’abord les résultats obtenus par Leblond et al. pour
une fissure plane isolée dans une matrice solide. Le lecteur intéressé est renvoyé aux
références [1, 37, 38, 39] pour un exposé détaillé de ces résultats qui sort du cadre
fixé pour ce mémoire.

4.2.1 Critère de propagation pour une fissure unique isolée

dans un milieu infini homogène

En conservant toujours la convention de signe négatif pour les contraintes de com-
pression, les contraintes normale et tangentielle aux lèvres de la fissure s’écrivent :

σn = Σ11 cos(ψ)2 + Σ22 sin(ψ)2, (4.2)
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σt = −Σ11 − Σ22

2
sin 2ψ. (4.3)

Ici σ = σnn + σtt représente l’effort qui s’exercerait au travers du segment occupé
par la fissure si les lèvres de la fissure étaient parfaitement adhérentes.

La fissure est ouverte si la condition d’ouverture σn ≥ 0 est vérifiée. Dans le cas
contraire, il y a contact des deux lèvres de la fissure et cette dernière est fermée.

4.2.1.1 Cas de la fissure ouverte

D’après Leblond [38], les facteurs d’intensité sont discontinus au point de branche-
ment. Le facteur d’intensité de contrainte juste après propagation (K∗) peut être
calculé en fonction du facteur d’intensité de contrainte en tête de fissure juste avant
propagation (K) et de l’angle de branchement (α) de la fissure (voir la Fig. 4.1). On
a donc :

K∗ = Fα.K, (4.4)

avec
K = (KI , KII); KI = σn

√
πa0; KII = σt

√
πa0, (4.5)

et
Fα = (FI,I , FI,II , FII,I , FII,II). (4.6)

L’expressions de la matrice Fα a été obtenue par Leblond et al. [1, 37]. On rap-
pelle que l’expression de Fα donnée ci-dessous est une relation approchée dépendant
uniquement de l’angle de branchement α.
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FI,I = 1−(3π2/8)m2+(π2−5π4/128)m4+(π2/9−11π4/72+119π6/15360)m6+5.07790m8−2.88312m10

−0.0925m12+2.996m14−4.059m16+1.63m18+4.1m20 (4.7)

FI,II = −3(π/2)m+(10π/3+π3/16)m3+(−2π−133π3/180+59π5/1280)m5+12.313906m7−7.32433m9

+1.5793m11+4.0216m13−6.915m15+4.21m17+4.56m19 (4.8)

FII,I = (π/2)m−(4π/3+π3/48)m3+(−2/3π+13/30π3−59/3840π5)m5−6.176023m7+4.44112m9

−1.5340m11−2.0700m13+4.684m15−3.95m17−1.32m19 (4.9)

FII,II = 1−(4+3π2/8)m2+(8/3+29π2/18−5π4/128)m4+(−32/15−4π2/9−1159π4/7200+119π6/15360)m6

+10.58254m8−4.78511m10−1.8804m12+7.280m14−7.591m16+0.25m18+12.5m20 (4.10)

avec,
m =

α

π
. (4.11)

Le critère de branchement s’énonce donc comme suit :

– La propagation se fait dans la direction α telle que K∗
II(α) = 0.

– Elle se produit effectivement lorsque K∗
I (α) atteint la valeur critique KIc





K∗
II = FII,IKI + FII,IIKII = 0

K∗
I = FI,IKI + FI,IIKII = KIc

(4.12)

En reportant les équations (4.2) à (4.11) dans (4.12), on obtient un système de deux
équations pour les quatre inconnues (ψ, α, Σ11 et Σ22). Ce critère permet donc de
déterminer la courbe du plan (Σ11, Σ22) correspondant aux chargements pour lequel
la fissure commence à se propager. Cette courbe dépend évidemment de l’orientation
de la fissure, et donc de l’angle ψ. Pour simplifier le calcul, on ne prend en compte
que les deux premiers termes (ordre 1 et 2) de l’expression Fα. Pour utiliser le critère
de propagation mixte de Leblond, on considère successivement les situations KI = 0

et KI > 0 dans la suite.
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4.2.1.2 Cas KI = 0

En reportant l’équation (4.2) dans les équations (4.5), on a dans ce cas :

KI = σn

√
πa0 = 0 (4.13)

⇒ Σ11 cos(ψ)2 + Σ22 sin(ψ)2 = 0 ⇔ Σ11

Σ22

= − tan(ψ)2 = tan ρ(ψ), (4.14)

l’angle ρ(ψ) contrôle l’orientation de la droite séparant les situations où la fissure
est ouverte des situations où la fissure est fermée.
L’équation (4.14) décrit la condition d’ouverture de la fissure (ligne (a) sur la
Fig. 4.5).
En mode II pur traité ici (KI = 0), la première équation de (4.12) permet de calculer
l’angle de branchement α0, on a alors :

K∗
II = 0 ⇒ FII,II(α) = 0 ⇒ α = α0 = ±65◦. (4.15)

En remplaçant la valeur de α0 dans la seconde équation de (4.12), on trouve :

K∗
I = KIc ⇒ FI,II(α0)KII = ±KIc. (4.16)

En combinant les deux équations (4.14) et (4.16), on obtient alors :

Σ11 = ± L

FI,II(α0)
tan ψ ; Σ22 = ∓ L

FI,II(α0)

1

tan ψ
avec L =

KIc√
πa0

(4.17)

On en déduit que la fissure se propage en mode II pur dès que l’on a :

Σ11Σ22 = − L2

FI,II(α0)2
. (4.18)

Il nous faut signaler ici que le signe étant opposé dans les équations (4.15), (4.16)
et (4.17) à celui de KII .
Les courbes (b) sur la Fig. 4.3 représentent l’expression (4.18) et elles ne dépendent
pas de la valeur de ψ. En combinant les deux formules (4.14) et (4.18), on trouve
que la ligne (a) coupe les courbes (b) en deux points A, B. Quand l’angle ψ varie, les
deux extrémités A,B se déplacent sur les courbes (b) et le segment AB « tourne »
autour de l’origine avec ρ(ψ) défini par l’équation : ρ(ψ) = − arctan(tan(ψ)2). Le
segment AB représente les chargements (Σ11, Σ22) pour lesquels aucune propagation
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fissure fermée

Σ11

0
(b)

(a)

Σ22

B

(b)

ρ(ψ) (
tan ρ

tan(ψ)2
= −1)

A

fissure ouverte

de la fissure d’orientation ψ
pur ne provoquant pas la propagation
Domaine des chargements en mode II

Fig. 4.3 – Premier critère d’endommagement local pour une fissure

de la fissure ne se produit. En A et B le facteur d’intensité de contrainte K∗
I est égal

à KIc tandis que pour les deux demi droites d’origine respectivement A et B, le
facteur K∗

I est strictement supérieur à KIc.

4.2.1.3 Cas KI > 0

En posant k = KII/KI et en introduisant les équations (4.7) à (4.10) dans (4.12),
le critère de branchement (4.12) s’écrit maintenant sous la forme suivante :





K∗
II = 0 ⇒ α

2
+

(
1− (

4

π2
+

3

8
)α2

)
k = 0 avec k =

KII

KI

K∗
I = KIc ⇒ 1− 3

8
α2 − 3

2
αk − KIc

KI

= 0

(4.19)

La première équation (4.19) admet deux solutions α1 et α2 avec α1 > α2 pour chaque
valeur positive de k. On constate que dans le cas où α = α1, la valeur de α tend
vers infini quand k tend vers zéro. On a donc une seule solution acceptable α = α2

(première équation (4.20)). On a présenté sur la Fig. 4.4 les variations de l’angle de
branchement en fonction du rapport KII/KI .
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+α0

−α0
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KII
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Fig. 4.4 – Angle de branchement en fonction du rapport KII/KI





α = α2 =
2(π2 −√π4 + 64k2π2 + 6k2π4)

k(32 + 3π2)

1− 3

8
α2 − 3

2
αk − KIc

KI

= 0

(4.20)

Pour résoudre les équations (4.20), on pose :

Σ11 = S sin θ et Σ22 = S cos θ. (4.21)

On a donc

k = − (− cos θ + sin θ) sin ψ cos ψ

(sin θ cos(ψ)2 + cos θ sin(ψ)2))
(4.22)

et

KIc

KI

=
L

S(sin θ cos(ψ)2 + cos θ sin(ψ)2)
. (4.23)

L’angle θ devant respecter la condition d’ouverture (4.14), on a donc :
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x

ρ(ψ)

y

Σ22

B

A

Σ11Fissure ouverte

0

l’endommagement local
Critère d’initiation de

pour une fissure fermée

pour une fissure ouverte
l’endommagement local
Critère d’initiation de

Fissure fermée

Fig. 4.5 – Domaine des chargements ne provoquant pas la propagation d’une fissure
d’orientation ψ dans le cas où la fissure est ouverte et dans le cas où la fissure est
fermée

− arctan(tan(ψ)2) < θ < π − arctan(tan(ψ)2). (4.24)

En introduisant les équations (4.22), (4.23) et la première équation (4.20) dans la
deuxième équation (4.20), on obtient la relation entre S et les valeurs de ψ et θ. On
rappelle que L est un paramètre qui dépend du matériau et de la taille de la fissure.

Pour une fissure d’orientation définie par l’angle ψ, on a unique relation reliant la
valeur du paramètre S à la valeur de θ. En reportant cette relation dans les formules
(4.21) et (4.24), on obtient l’équation de la courbe décrivant les chargements critiques
(c’est à dire tels que le facteur K∗

I soit égal à KIc) dans le plan des paramètres de
chargement (Σ11, Σ22). Le domaine intérieur à cette courbe se trouvant du coté des
chargements provoquant l’ouverture de la fissure (zone grisée sur la Fig. 4.5) est
donc le domaine de non propagation d’une fissure d’orientation définie par l’angle
ψ. On remarque que ce domaine est limité par le segment de droite correspondant
aux chargements en mode II pur ne provoquant pas la propagation de la fissure.
Evidemment, le domaine de sûreté représente sur la Fig. 4.5 dépend de la valeur de
ψ.
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4.2.1.4 Cas de la fissure fermée

On s’intéresse maintenant aux chargements entraînant la fermeture de la fissure.
Dans cette situation, la nature du contact entre les lèvres de la fissure influe sur les
conditions de propagation de cette dernière. Pour simplifier, on suppose ici que les
faces de la fissure sont parfaitement lisses et que le contact s’effectue sans frottement.
D’après Leblond et al. [39], le critère de branchement s’écrit dans ce cas :





K∗
II = FII,IIKII = 0

K∗
I = FI,IIKII = KIc

(4.25)

La première équation (4.25) correspond à la situation en mode II pur traité au
paragraphe 4.2.1.2 (KI = 0) qui permet de calculer l’angle de branchement α0 =

±65◦. En remplaçant la valeur de α0 dans la seconde équation (4.25), on trouve :

KII =
KIc

FI,II(α0)
⇒ Σ11 = Σ22 ± 2L

FI,II(α0) sin(2ψ)
. (4.26)

On obtient donc le critère d’endommagement initial pour une fissure fermée d’orien-
tation ψ en combinant les relations (4.14) et (4.26). Ce critère d’endommagement
initial est parallèle à l’axe hydrostatique (ligne Σ11 = Σ22 dans le plan (Σ11, Σ22))
défini par l’équation (4.26) (lignes Ax, By sur la Fig. 4.5).

La réunion des deux domaines de chargement ne provoquant pas la propagation
d’une fissure de longueur a0 et d’orientation ψ définit le domaine d’intégrité pour
une unique fissure dans un matériau de tenacité KIc. La taille de ce domaine est
contrôlée par le paramètre L = KIc/

√
πa0 introduit plus haut. Il est donc d’autant

plus grand que le matériau est résilient (forte valeur de KIc) ou que la fissure est
petite (faible valeur de a0).

4.2.2 Critère de propagation de l’endommagement pour un

matériau méso fissuré

On s’intéresse ici à des matériaux fissurés dans la situation diluée. Dans ce cas le
critère d’endommagement global du matériau est défini comme le domaine d’inter-
section des domaines de non propagation des fissures représenté sur la Fig. 4.5. On
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Fig. 4.6 – Critère d’endommagement initial pour un milieu dilué isotrope de fissures
de même taille (solution approchée avec L = 1)
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a tracé sur la Fig. 4.6 le critère d’initiation de l’endommagement dans le cas d’un
matériau isotrope dont toutes les fissures sont de même taille. Les prédictions du
modèle prenant en compte le branchement des fissures dans cette situation seront
comparées aux prédictions du modèle reposant sur l’approche énergétique de Griffith
dans la suite de ce chapitre.

Il convient de noter de plus que dans la situation diluée, la prédiction du critère
de propagation de l’endommagement est particulièrement facile puisqu’il suffit de
tracer les domaines de chargement ne provoquant pas la propagation de chaque
famille de fissure (on rappelle que chaque famille est caractérisée par une taille et
une orientation) pour obtenir le domaine pertinent pour le matériau étudié.

4.2.2.1 Validité de la solution approchée

Dans les calculs effectués plus haut pour obtenir la courbe représentée sur la Fig. 4.6,
on n’a pris en compte que les deux premiers termes (ordre 1 et 2) de l’expression
Fα. Les résultats obtenus sont donc les solutions approchées. On se propose dans ce
paragraphe de faire la comparaison entre la solutions approchée introduite ci-dessus
et la solution exacte obtenue en utilisant l’expression exacte de Fα présentée aux
équations (4.7) à (4.10).

On constate tout d’abord que la taille du domaine de non propagation de l’endom-
magement pour le matériau dépend de la valeur de FI,II(α0). La taille du domaine
est plus petite si la valeur de FI,II(α0) est plus grande. La Fig. 4.7 présente donc la
comparaison entre les deux courbes α − k obtenues en résolvant exactement ou de
façon approchée le problème. On observe que quand le rapport k = KII/KI est petit,
la différence entre les deux solutions est petite. Cette différence devient importante
quand la valeur absolue de k est augmente.

On s’intéresse ensuite à obtenir le critère d’endommagement initial pour un milieu
isotrope où les fissures de même taille en utilisant l’expression exacte de Fα. Pour
cela, on reprend la démarche de calcul décrite ci-dessus concernant la situation ap-
prochée. Le résultat obtenu est présenté sur la Fig. 4.8. En raison de la symétrie
du critère, on ne s’intéresse qu’aux valeurs de ψ variant de 0 à π/4 et aux valeurs
de θ supérieures à π/4. Il convient de noter de plus que les courbes obtenues sur
la Fig. 4.8 sont des résultats numériques puisqu’il n’est pas possible d’obtenir une
formule analytique pour le critère d’endommagement initial pour une famille quel-
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Fig. 4.7 – Angle de branchement en fonction du rapport KII/KI selon les deux
solutions exacte et approchée
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Fig. 4.8 – Critère d’endommagement initial pour un milieu dilué isotrope de fissures
de même taille (solution exacte avec L = 1)
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Fig. 4.9 – Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

conque de fissures.

La comparaison entre les deux solutions exacte et approchée est présentée sur la
Fig. 4.9. On constate sur la figure que l’écart maximal entre les deux solutions est
égal à L

√
2(1/1.23− 1/1.7) (0.27%L). Cette différente n’est pas suffisamment faible

pour que l’on puisse retenir la solution appprochée dans les calculs présentés plus
loin. Par contre, la solution approchée contenant les formules analytiques simples
du critère d’endommagement initial pour chaque famille de fissures est néanmoins
utile dans des cas particuliers.

4.3 Critère énergétique sans branchement de fissure

On souhaite comparer les prédictions obtenues en prenant en compte le phénomène
de branchement de fissure traitées ci-dessus aux prédictions obtenues en mettant en
œuvre l’approche énergétique et les techniques d’homogénéisation disponibles dans
la littérature et utilisées au chapitre trois de ce mémoire.



150 Endommagement des milieux fissurés en mode mixte

4.3.1 Condition d’ouverture / fermeture de fissure

On considère maintenant le problème général déjà schématisé sur la Fig. 4.1. Un
milieu solide Ω sollicité en déformation plane, de forme arbitraire, est soumis à un
chargement homogène en contrainte (Σ = Σ11e1⊗e1+Σ22e2⊗e2). Ce milieu contient
des fissures droites de longueur 2a0. La ième famille de fissures est inclinée d’un angle
ψi par rapport à l’axe 0x2 (0 ≤ ψi ≤ π/2) dans le plan (0, e1, e2). On suppose de
plus que leur ouverture est nulle dans l’état initial naturel pris comme référence.

La condition d’ouverture pour une fissure s’écrit [46] :

Σ : (n⊗ n) > 0, (4.27)

où n désigne la normale au plan de la fissure.

La fissure est ouverte si cette condition d’ouverture est vérifiée. Dans le cas contraire,
il y a contact des deux lèvres de la fissure et cette dernière est fermée.

4.3.2 Homogénéisation d’un solide fissuré bidimensionnel

Une fissure peut être modélisée comme une cavité ellipsoïdale (cas 3D) ou elliptique
(cas 2D) dont le rapport d’aspect tend vers zéro. En utilisant les résultats d’Eshelby
[23], les techniques d’estimation de l’élasticité homogénéisée d’un matériau fissuré
tridimensionnel ont été décrites dans plusieures publications récentes [4, 17, 20, 46].
Ces techniques ont été présentées dans le chapitre bibliographique de ce mémoire.

On s’intéresse dans cette section aux chargements en déformation plane où la fissure
est modélisée comme un cylindre de section droite elliptique de dimension infinie
dans la direction e3. En utilisant les résultats présentés dans les chapitres précédents
concernant l’homogénéisation d’un matériau fissuré dont les fissures sont modélisées
par des cavités ellipsoïdales, on va mettre en œuvre une démarche d’estimation des
caractéristiques élastiques de ce matériau. Pour cela, on utilise le tenseur d’Eshelby
pour une inclusion dont la forme est une ellipse cylindrique. Les composantes de ce
tenseur sont données dans l’annexe C. Les résultats bidimensionnels dans le plan
(0, e1, e2) sont trouvés en supprimant toutes les composantes concernant la direction
e3.
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4.3.2.1 Une famille de fissures ouvertes parallèles

On considère ici la situation où il existe une seule famille de fissures parallèles de
normale n et on suppose que la direction de la normale à la fissure est parallèle à la
direction e1 du repère global (n ≡ e1). Conformément à ce qui a été dit plus haut, les
fissures occupent des domaines cylindriques de direction parallèle à e3 et de section
droite elliptique.

Partant de la formule (1.43), on montre que le tenseur d’élasticité macroscopique
Chom et le tenseur de complaisance macroscopique Shom s’écrivent pour ce cas :





Chom = Cs :
(
I− φ0(I− Sb

E(X))−1
)

Shom =
(
I+ φ0(I− Sb

E(X))−1
)

: Ss

, (4.28)

où φ0 désigne la porosité tandis que Cs et Ss désignent respectivement le tenseur
d’élasticité et le tenseur de complaisance élastique du matériau constitutif de la
matrice solide.

Sb
E(X) désigne le tenseur Eshelby dont l’expression est donnée dans l’annexe C.

Dans la situation d’une unique famille de fissures parallèles traitée ici, Sb
E(X) dépend

uniquement du coefficient de Poisson νs du matériau constitutif de la matrice solide
et du rapport d’aspect X des fissures. La porosité est donnée dans ce cas par :

φ0 = Nπa2
0X = πεX avec ε = Na2

0. (4.29)

On rappelle que N et ε désignent respectivement la densité volumique de fissures et
le paramètre de densité de fissures.

Si on considère que la forme d’une fissure dans le plan (0, e1, e2) est une ellipse dont
le rapport d’aspect X très petit devant 1, la formule (4.28) devient :





Chom = Cs :
(
I− πεTb

)

Shom =
(
I+ πεTb

)
: Ss

, (4.30)

avec,
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Tb = lim
X→0

X
(
I− Sb

E(X)
)−1

. (4.31)

Comme nous l’avons déjà signalé au chapitre 1, la limite Tb définie par l’équation
(4.31) ne dépend que de l’orientation des fissures et des modules d’élasticité du
matériau constitutif de la phase solide. Par ailleurs, le résultat (4.31) est un résultat
approché, valable au premier ordre en X.

Le tenseur Tb posséde la propriété de symétrie mineure (T b
ijkl = T b

jikl = T b
ijlk). Les

composantes non nulles s’écrivent :

T b
1111 =

2(1− νs)2

(1− 2νs)
, T b

1122 = T b
1133 =

2νs(1− νs)

(1− 2νs)
, T b

1212 =
(1− νs)

2
, T b

1313 =
1

2
.

(4.32)

Tb dans le plan (0, e1, e2) s’écrit sous forme matricielle :

[Tb](e1,e2) =




2(1− νs)2

(1− 2νs)

2νs(1− νs)

(1− 2νs)
0

0 0 0

0 0 1− νs




(e1,e2)

. (4.33)

4.3.2.2 Une distribution isotrope transverse de fissures ouvertes

Considérons maintenant un milieu élastique linéaire contenant n familles de fissures.
On suppose que les orientations des fissures sont distribuées de façon aléatoire dans
le plan (e1, e2) (répartition isotrope) et on désigne toujours par ψ l’angle définis-
sant l’orientation d’une fissure particulière dans le repère global (voir la Fig. 4.1).
Toutes les fissures sont de même taille (2a0). Partant des équations (1.43) et (4.28),
on montre que le tenseur d’élasticité et le tenseur de complaisance macroscopique
s’écrivent dans ce cas :

Chom = Cs :
(
I−

n∑
i

φi(I− Sbi
E(ψ))−1

)
, (4.34)

Shom =
(
I+

n∑
i

φi(I− Sbi
E(ψ))−1

)
: Ss. (4.35)

où φi désigne la porosité de la ième famille de fissures :
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φi = Niπa2
0X = πεiX avec εi = Nia

2
0. (4.36)

Ni et εi désignent la densité volumique de fissures et le paramètre de densité de
fissures pour la ième famille de fissures. Comme on a supposé une distribution iso-
trope des orientations de fissures dans le plan (0, e1, e2), Ni et εi sont identiques
pour toutes les familles de fissures. Les relations (4.34) et (4.35) deviennent donc :

Chom = Cs :
(
I−

n∑
i

πεiTbi(ψ)
)

= Cs :
(
I− πε < Tb >

)
, (4.37)

Shom =
(
I+

n∑
i

πεiTbi(ψ)
)

=
(
I+ πε < Tb >

)
: Ss. (4.38)

Avec,

< Tb >=
1

π

∫ π
2

−π
2

Tbi(ψ)dψ, (4.39)

ε =
n∑
i

εi = nεi (4.40)

et Tbi(ψ) = lim
X→0

X
(
I− Sbi

E(X,ψ)
)−1

. (4.41)

En utilisant la matrice de changement de repère [O] pour le tenseur du quatrième
ordre présentée dans l’annexe A, on obtient l’expression de Tbi(ψ) à partir de Tb

comme suit :

[Tbi(ψ)] = [Oi].[Tb].T [Oi]. (4.42)

Il convient de noter que dans la situation isotrope transverse traitée ici, la matrice
de passage est différente de celle présentée dans (1.84). Elle s’écrit alors :

[Oi] =




cos ψi sin ψi 0

− sin ψi cos ψi 0

0 0 1




(e1,e2,e3)

. (4.43)

Sous forme matricielle, Tbi(ψ) et < Tb > dans le plan le plan (0, e1, e2) s’écrivent
alors
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[Tbi(ψ)](e1,e2) =




2 cos(ψ)2(1−νs)2

1−2νs

2(1−νs)νs cos(ψ)2

1−2νs

−2 sin(ψ) cos(ψ)(1−νs)√
2

2(1−νs)νs sin(ψ)2

1−2νs

2 sin(ψ)2(1−νs)2

1−2νs

−2 sin(ψ) cos(ψ)(1−νs)√
2

−2 sin(ψ) cos(ψ)(1−νs)√
2(1−2νs)

−2 sin(ψ) cos(ψ)(1−νs)√
2(1−2νs)

1−νs




(e1,e2)

,

(4.44)

et

[< Tb >](e1,e2) =




(1− νs)2

1− 2νs

(1− νs)νs

1− 2νs
0

(1− νs)νs

1− 2νs

(1− νs)2

1− 2νs
0

0 0 1− νs




(e1,e2)

. (4.45)

4.3.2.3 Le cas de fissures fermées

Comme l’objet de ce chapitre est de comparer les prédictions obtenues en mettant
en œuvre le raison de Griffith aux prédictions d’une approche prenant en compte
la possibilité de branchement des fissures, il nous reste à examiner la possibilité
de propagation des fissures quand celles ci sont fermées. Pour cela on s’appuie sur
les résultats présentés au paragraphe (1.2.4) pour les situations où les fissures sont
modélisées par des cavités ellipsoïdales fermées. Dans la situation bidimensionnelle
traitée ici, il convient de remplacer le tenseur T′ défini par l’équation (1.74) (situation
tridimensionnelle) par le tenseur Tb′ défini par :

Tb′ = lim
X→0

XK :
(
I− Sb

E(X) : K
)−1

. (4.46)

Le tenseur Tb′ posséde la propriété de symétrie mineure. Ses composantes non nulles
s’écrivent :

T b′
1212 =

(1− νs)

2
, T b′

1313 =
1

2
. (4.47)

Sous forme matricielle dans le plan (0, e1, e2), Tb′ s’écrit :

[Tb′ ] =




0 0 0

0 0 0

0 0 1− ν




(e1,e2)

. (4.48)
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En utilisant la technique de changement de repère introduite au paragraphe précé-
dent, le tenseur Tbi′(ψ) pour une famille quelconque de fissures de même orientation
définie par l’angle ψ et le tenseur moyen < Tb′ > dans la situation isotrope transverse
sont définis par les équations :

Tbi′(ψ) = lim
X→0

XK :
(
I− Sbi

E(X,ψ) : K
)−1 ou [Tbi′(ψ)] = [Oi].[Tb′ ].T [Oi] (4.49)

et < Tb′ >=
1

π

∫ π
2

−π
2

Tbi′(ψ)dψ. (4.50)

Sous forme matricielle, Tbi′(ψ) et < Tb′ > s’écrivent alors dans le plan (0, e1, e2)

[Tbi′(ψ)](e1,e2) =

[
2(1−νs) cos(ψ)2 sin(ψ)2 −2(1−νs) cos(ψ)2 sin(ψ)2

√
2(1−νs)(2 cos(ψ)2−1) cos ψ sin ψ

−2(1−νs) cos(ψ)2 sin(ψ)2 2(1−νs) cos(ψ)2 sin(ψ)2 −√2(1−νs)(2 cos(ψ)2−1) cos ψ sin ψ√
2(1−νs)(2 cos(ψ)2−1) cos ψ sin ψ −√2(1−νs)(2 cos(ψ)2−1) cos ψ sin ψ (1−νs)(4 cos(ψ)4−4 cos(ψ)2+1)

]
.

(4.51)

et

[< Tb′ >] =
1− νs

4




1 −1 0

−1 1 0

0 0 2




(e1,e2)

. (4.52)

Il convient de rappeler ici que, en remplaçant les tenseurs Tb , Tbi(ψ) , < Tb > par
les tenseurs Tb′(ψ) , Tbi′ , < Tb′ > dans les équations des paragraphes 4.3.2.1 et
4.3.2.2, on obtient les caractéristiques élastiques macroscopiques du matériau dans
la situation où toutes les fissures sont fermées.

4.3.3 Critère d’endommagement

On considère ici la situation d’une distribution isotrope de fissures distribuées dans
une matrice solide élastique linéaire isotrope soumise au chargement à l’infini Σ dans
la situation diluée. Le réseau des fissures se compose de n familles de fissures carac-
térisée chacune par l’angle ψ. Comme rappelé au chapitre 3, le critère de rupture
pour la ième famille de fissures s’écrit :
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Gi
ε −Gi

c ≤ 0

ε̇i ≥ 0

(Gi
ε −Gi

c)ε̇
i = 0

(4.53)

Dans la situation isotherme traitée ici, le taux de restitution d’énergie peut être
calculé comme suit :

Gi
ε = −∂Ψ

∂εi
= −1

2
E :

∂Chom

∂εi
: E = −1

2
Σ : Shom :

∂Chom

∂εi
: Shom : Σ (4.54)

avec Ψ l’énergie libre macroscopique.

En utilisant la formule Chom : Shom = I, on montre sans difficulté la relation suivante :

Shom :
∂Chom

∂εi
: Shom = −∂Shom

∂εi
. (4.55)

L’expression de Gi
ε en fonction de la contrainte macroscopique s’écrit donc :

Gi
ε =

1

2
Σ :

∂Shom

∂εi
: Σ (4.56)

En remplaçant dans la relation (4.56) le tenseur des complaisances macroscopiques
par l’expression obtenue pour des fissures ouvertes puis par l’expression obtenue
pour des fissures fermées, on obtient successivement les deux expressions suivantes :

⇒





Gi
ε = 1

2
πΣ : Tbi(ψi) : Ss : Σ (cas d’une fissure ouverte)

Gi
ε = 1

2
πΣ : Tbi′(ψi) : Ss : Σ (cas d’une fissure fermée)

(4.57)

Gi
c joue le même rôle que l’énergie de rupture Gf , mais ce n’est pas une propriété

de la matrice solide. L’approche proposée par Dormieux [20] permet de définir la
relation entre Gi

c et Gf . On a dans la situation étudiée :

Gi
c =

Gf

a0

=
1− ν2

E

K2
Ic

a0

. (4.58)

Dans la formule du taux de restitution d’énergie pour la ième famille de fissures
(Gi

c), on ne tient pas compte des interactions entre les fissures quand on calcule la
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dissipation. La fissure est donc considérée comme isolée dans le domaine solide. On
peut également noter que dans le cas général, la valeur Gi

c est différente pour chaque
famille de fissure car elle dépend de la taille de la fissure considérée.

Dans le cas de déformation plane traité ici où le chargement est défini par (4.1),
en combinant les formules (4.27) et (4.57), on montre que le critère de propagation
s’énonce comme suit :

Cas d’une fissure ouverte





Σ : (ni ⊗ ni) ≥ 0 ⇔ Σ11 cos(ψi)2 + Σ22 sin(ψi)2 ≥ 0

Σ2
11 cos(ψi)2 + Σ2

22 sin(ψi)2 = L2
i

(4.59)

Cas d’une fissure fermée





Σ : (ni ⊗ ni) < 0 ⇔ Σ11 cos(ψi)2 + Σ22 sin(ψi)2 < 0

(Σ11 − Σ22)
2 cos(ψi)2 sin(ψi)2 = L2

i

(4.60)

avec Li =
KIc√
πai

0

.

Il apparaît clairement sur les équations (4.59) et (4.60) que la structure du critère
de propagation de l’endommagement obtenue ici est identique à celle obtenue par
l’approche développée au paragraphe 4.2. Le critère de propagation de chaque fissure
s’écrit comme si cette fissure se trouvait isolée au sein de la matrice solide soumise
au chargement macroscopique en contrainte loin de la fissure. On peut montrer, en
reprenant la démarche exposée dans ce paragraphe, que les équations (4.59) et (4.60)
sont valables quelque soit la distribution d’orientation et de taille des fissures (voir
les formules (4.56) et (4.57) en particulier). Le résultat obtenu ici est donc valable
dans la situation diluée quel que soient les propriétés du milieu fissuré. Ce résultat
permet de construire immédiatement le critère de propagation de l’endommagement
en construisant l’intersection dans le plan (Σ11, Σ22) des domaines définis par les
équations (4.59) et (4.60) pour chaque famille de fissures (même taille et même
orientation). On a représenté sur la Fig. 4.10 le domaine obtenu en appliquant cette
méthode dans le cas d’un matériau méso fissuré dans la situation où toutes les
fissures sont de même taille et possèdent des orientations de direction distribuées
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Fig. 4.10 – Le critère d’endommagement selon l’approche énergétique (L = 1)

aléatoirement (milieu isotrope).

4.4 Comparaison et conclusion

La Fig. 4.11 présente la comparaison des prédictions obtenues en mettant en œuvre
les deux approches présentées ci-dessus. Comme on le constate sur la figure, les li-
mites prévues sont identiques pour une expérience de traction biaxiale. Dès que l’on
sort de ce régime particulier, il existe un écart entre les deux modèles. De façon
attendue cet écart augmente lorsque l’on s’écarte de la situation en traction biaxiale
pour aller vers des états de cisaillement pur. Par contre, il est assez satisfaisant de
constater que l’écart entre les deux approches reste toujours « raisonnable », ce qui
valide l’approche énergétique. Il convient donc de garder à l’esprit que cette compa-
raison ne vaut que pour le déclenchement de la propagation de l’endommagement
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(solution approchée)

Σ11

Σ22L

L
FI,II(α0)

L
FI,II(α0)

L

L

L
FI,II(α0)

L

Approche locale

Approche énergétique

L
FI,II(α0)

Approche locale
(solution exacte)

Fig. 4.11 – Comparaison entre les deux approches

et ne permet donc pas de se prononcer sur le comportement prédit par les deux
approches lorsque le chargement appliqué a provoqué une propagation des fissures
importantes.
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x3

x1

a1

a2

a3 →∞

x2−a2

Fig. 4.12 – Ellipse cylindrique infini

4.5 Annexe C : Tenseur d’Eshelby pour une ellipse

cylindrique infinie

Au chapitre 1 on a présenté la technique de changement d’échelle utilisant la solution
d’Eshelby qui permet de déterminer les caractéristiques macroscopiques du matériau
fissuré dont les fissures sont de forme ellipsoïdale aplatie (a1 = a2 À a3). Pour
le cas particulier traité à ce chapitre où l’inclusion occupe une ellipse cylindrique
infinie (a1 = X ∗ a2, a3 → ∞), le tenseur d’Eshelby Sb

E dépend toujours de la
forme de l’ellipse cylindrique, de l’orientation de l’inclusion, du tenseur des modules
d’élasticité de la matrice solide et possède la propriété de symétrique mineure (Sb

ijkl =

Sb
jikl = Sb

ijlk).

Dans le cas où le comportement de la phase solide est isotrope et la configuration de
l’inclusion est définie sur la Fig. 4.12, les coefficients non nuls du tenseur d’Eshelby
Sb

E s’écrivent [42] :
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Sb
1111 =

1

2

X(3− 2νs) + 2(1− νs)

(1− νs)(X + 1)2

Sb
2222 =

1

2

X (2X(1− νs) + (3− 2νs))

(1− νs)(X + 1)2

Sb
1122 =

1

2

X(2νs − 1) + 2νs

(1− νs)(X + 1)2

Sb
2233 =

Xνs

(1− νs)(X + 1)

Sb
2211 =

1

2

X(2νsX + 2νs − 1)

(1− νs)(X + 1)2

Sb
1133 =

νs

(1− νs)(X + 1)

Sb
1212 =

1

2

(1− νs)(1 + X2) + X(1− 2νs)

(1− νs)(X + 1)2

Sb
2323 =

X

2(X + 1)

Sb
3131 =

1

2(X + 1)

(4.61)
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CHAPITRE 5

Influence de la température sur le comportement des milieux

poreux non saturés

5.1 Introduction

Il est bien connu que les propriétés d’un matériau (masse volumique, module d’élas-
ticité, dilatation thermique, ténacité ...) dépendent de la température. On développe
donc le modèle micromécanique décrit au chapitre 2 permettant d’identifier le com-
portement macroscopique des matériaux poreux en régime non saturé de façon à
prendre en compte l’effet d’une variation de la température. Cette problématique
est essentielle pour modéliser le comportement des roches argileuses utilisées comme
matériaux de confinement dans les sites de stockage de déchets nucléaires. En effet,
ces roches sont soumises à des chargements thermiques dus au dégagement de chaleur
des colis de déchets radioactifs et leur porosité est constituée de fissures. De nom-
breuses études expérimentales ont été conscrées à cette problématique [6, 45, 49, 53].
A partir des résultats de ces expériences, plusieurs modèles macroscopiques ont été
développés dans le but de prédire le comportement des sites de stockages [36, 45].
Par contre, à notre connaissance, le travail présenté dans ce chapitre constitue la
première approche micromécanique du comportement thermomécanique de roches
fissurées en situation non saturée. Comme on le verra dans la suite, l’approche par
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changement d’échelle permet d’identifier au moins dans la situation simple traitée
ici, l’influence d’une variation de température sur la courbe capillaire d’une roche
mésofissurée non saturé.

Pour la caractérisation du comportement de ces matériaux, pour différentes valeurs
de la température, l’évolution du degré de saturation en fonction de la pression
capillaire ou de la succion est une caractéristique essentielle pour l’identification
des paramètres des lois de comportement. Il faut noter qu’on ne s’intéresse ici qu’à
la succion matricielle qui correspond à la pression capillaire, le terme « pression
capillaire » est donc préféré au terme succion dans la suite de ce chapitre.

Les résultats d’Olchitzky pour l’argile FoCa 7 [45] sont présentés sur la Fig. 5.1 tandis
que ceux de Tang pour la bentonite MX80 [53] sont présentés sur la Fig. 5.2. On a
également représenté les résultats de Romero et al. [49] sur la Fig. 5.3 concernant
l’argile de Boom compactée à deux poids volumiques secs différents : 13,7 kN/m3 et
16,7 kN/m3 en condition isotherme à 22◦C et à 80◦C. Ces résultats montrent que
l’effet de la température faible pour les petites valeurs de la pression capillaire et
que la courbe de rétention d’eau est peu sensible aux variations de la température
pour les grandes valeurs de la pression capillaire.

On observe sur les trois Fig. 5.1, 5.2 et 5.3 les mêmes phénomènes. Tout d’abord,
il est clair que l’augmentation de la température provoque un abaissement de la
capacité des matériaux étudiés à stocker de l’eau pour une valeur de la pression
capillaire donnée. On constate également que pour une variation de température,
le changement de la courbe capillaire pour des différentes pressions capillaires est
différent. Une analyse dimensionnelle simple (ne prenant en compte que les variations
de la tension interfaciales en fonction de la température) suggère qu’une variation
de température provoque une simple translation de la courbe de rétention d’eau
dans la direction de l’axe des pressions capillaires (axe des abscisses pour la Fig. 5.1,
axe des ordonnées sur les Fig. 5.2 et 5.3). Clairement, les résultats expérimentaux
représentés sur les Fig. 5.1 à 5.3 montrent que ce raisonnement simple ne s’applique
pas ici.

Une modélisation de l’influence de la température sur la courbe de rétention d’eau
ne prenant en compte que le changement de la tension surfacique eau-air n’est pas
suffisante pour expliquer les phénomènes observés expérimentalement pour la ben-
tonite MX80 [53]. La même conclusion a été obtenue par Olchitzky pour l’argile
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θ

Fig. 5.1 – Courbes de rétention d’eau pour l’argile FoCa à deux température diffé-
rentes [45]

θ

Fig. 5.2 – Courbes de rétention d’eau pour la bentonite MX80 à différentes tempé-
ratures [53].
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θ

Fig. 5.3 – Courbes de rétention d’eau pour l’argile de Boom à différentes tempéra-
tures et pour deux états de compaction différents [49]
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FoCa 7 [45].

Le but du travail présenté est donc d’étudier, à partir du modèle micromécanique
présenté au chapitre 2, l’effet d’une variation de la température sur la courbe ca-
pillaire d’un milieu poreux mésofissuré. Pour cela, on établit tout d’abord la loi de
comportement thermo-hydro-mécanique macroscopique d’un milieu poreux saturé.
Ensuite, deux modèles de milieux non saturés sont développés. Le deuxième modèle
prend en compte le couplage géométrique entre les déformations du matériau et les
effets capillaires.

5.2 Comportement thermoélastique d’un milieu po-

reux saturé

On commence par étudier le comportement thermoélasticité d’un milieu solide avant
d’aborder l’approche micromécanique du problème thermo-poro-mécanique.

5.2.1 Thermoélasticité d’un milieu solide

Considérons dans ce paragraphe un VER de matériau solide supposé avoir un com-
portement thermoélastique linéaire caractérisé par :





σ(x) = C(x) : ε(x) + k(x)Θ

s(x) = k(x) : ε(x) + c(x)Θ

(5.1)

On désigne par Ωs le domaine occupé par le VER.

Dans ces expressions, Θ désigne l’écart de température par rapport à un état de
référence supposé libre de contrainte. On suppose que le champ Θ est uniforme sur
tout Ωs. s(x) désigne l’accroissement de l’entropie tandis que k(x) et c(x) désignent
respectivement la contrainte qui s’établit dans le matériau solide lorsqu’on le soumet
à une variation de température unitée sans le laisser se déformer et la chaleur spéci-
fique à déformation constante. Dans la situation où le matériau est constitué d’une
seule phase solide homogène, la loi de comportement thermoélastique macroscopique
correspondante est de la forme :
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Σ = σ(x) = Cs : E− ksΘ

S − S0 = ks : E + csΘ

(5.2)

où S et S0 sont l’entropie à l’état actuel et à l’état initial. La loi de comportement
(5.2) peut aussi être exprimée sous la forme inverse équivalente :





E = ε(x) = Ss : Σ + αsΘ

S − S0 = αs : Σ + cs
σΘ

(5.3)

avec αs, le tenseur de dilatation thermique macroscopique et cs
σ la chaleur spécifique

à contrainte constante. Il convient de remarquer que les propriétés matérielles pour la
phase solide définies (5.2) et (5.3) sont dépendantes et sont reliées par les équations
suivantes :

Cs = Ss−1, ks = Cs : αs, cs = cs
σ −αs : ks. (5.4)

5.2.2 Localisation pour le problème thermo-poro-mécanique

On considère de nouveau un volume représentatif Ω d’un milieu hétérogène poreux.
Ce volume est constitué d’une phase solide homogène qui occupe le domaine Ωs et des
pores occupent la partie Ωf du volume Ω de sorte que Ω = Ωs∪Ωf . Le comportement
du matériau constitutif de la phase solide obéit à la loi de thermoélastique linéaire
(5.2). L’espace poreux saturé par un fluide où règne une pression uniforme p. Le
VER est par ailleurs soumis à un chargement couplé thermo-mécanique défini par
une température uniforme Θ = T − T0 mesurée par un écart de température entre
l’état actuel et l’état de référence (T0) et une déformation homogène appliquée sur
le bord du VER E. Le problème à résoudre à l’échelle microscopique s’écrit :
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divσ(x) = 0 : (Ω)

σ(x) = Cs : ε(x)− ksΘ : (Ωs)

s(x) = ks : ε(x) + csΘ : (Ωs)

σ(x) = −pI : (Ωf )

ε(x) = 1
2
(∇ξ + T∇ξ) : (Ωs)

ξ(x) = E.x : (∂Ω)

JσK.n = 0 : (∂Ωf )

(5.5)

En moyennant la solution du problème défini par les équations (5.5), on montre qu’à
l’échelle macroscopique, le comportement thermo-poro-élastique s’écrit [15, 28] :

Σ = Chom : E−Bp− khomΘ (5.6)

φ− φ0 = B : E +
p

N
− 3αhom

φ Θ (5.7)

S − S0 = khom : E− 3αhom
φ p + chomΘ (5.8)

Le tenseur d’élasticité macroscopique Chom, le tenseur et le module de Biot B et N

sont toujours définis par les équations (1.19), (1.30) et (1.31) données au chapitre
1 pour la situation isotherme. Il convient de noter que ces relations obtenues pour
le cas poroélastique isotherme sont encore valables dans la situation thermo-poro-
élastique car on a négligé ici les variations de Cs en fonction de la température.
Le détail de la démonstration des formules (5.8) à partir des solutions du problème
(5.5) est donné dans le paragraphe suivant.

Dans l’étape suivante, on s’intéresse à réaliser une procédure d’homogénéisation qui
permet d’identifier les autres propriétés homogénéisées du matériau : le tenseur de
contrainte thermique homogénéisé khom, la chaleur spécifique homogénéisée chom et
le coefficient de dilatation thermique homogénéisé αhom

φ .
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5.2.3 Homogénéisation du problème thermo-poro-mécanique

Compte tenu de la linéarité du problème (5.5), sa résolution peut être découplée en
3 résolutions correspondant aux chargements élémentaires suivants :

1. E 6= 0, p = 0, Θ = 0, qui définit à un chargement mécanique pur imposé.

2. E = 0, p 6= 0, Θ = 0, qui définit à un chargement hydrique pur imposé.

3. E = 0, p = 0, Θ 6= 0, qui définit à un chargement thermique pur imposé.

Loi de comportement (5.6)

Pour les deux premiers chargements définis ci-dessus, le problème posé sur le VER
est un problème purement mécanique. A partir de la solution de ces deux problèmes
on montre que le tenseur d’élasticité macroscopique et le tenseur de Biot sont res-
pectivement définis par les relations (1.19) et (1.30). Le tenseur des contraintes
macroscopiques pour chacun des deux problèmes s’écrit respectivement :

1 . ΣE = Chom : E (5.9)

2 . Σp = −Bp. (5.10)

Considérons maintenant le troisième problème pour lequel le chargement appliqué
consiste en un écart de température uniforme. En utilisant le théorème de Levin
[12], on montre qu’à l’échelle macroscopique la contrainte qui s’établit dans le VER
est définie par :

ΣΘ = − < k : A > Θ = −(1− φ0)k
s :< A >s Θ = −ks : (I− φ0 < A >p)Θ. (5.11)

On pose alors :

khom = ks : (I− φ0 < A >p) = αs : Chom. (5.12)

On a donc
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ΣΘ = −khomΘ. (5.13)

De plus, dans la situation du milieu drainé (p = 0), la déformation moyenne se
calcule en utilisant l’équation :

E = Shom : Σ + Shom : khomΘ = Shom : Σ + αhomΘ, (5.14)

où αhom désigne le tenseur de dilatation thermique drainé macroscopique. En com-
parant la formule (5.14) avec la formule (5.12), on déduit sans difficulté que αhom

et αs sont identiques.

Loi de comportement (5.7)

Pour les deux premiers problèmes, la variation de la porosité se calcule en utilisant
l’équation (1.32). On a donc :

1 . δφE = B : E (5.15)

2 . δφp =
p

N
, (5.16)

où le coefficient de Biot N est calculé grâce à l’équation (1.31).

Pour calculer la variation de la porosité pour le troisième problème, on utilise les
équation suivantes :





EΘ = (1− φ0) < εΘ >s +φ0< εΘ >
p

= 0

ΣΘ = (1− φ0)Cs : < εΘ >
s − (1− φ0)k

sΘ = −khomΘ

(5.17)

On en déduit que

φ0 < εΘ >p= Ss : (khom − (1− φ0)k
s)Θ (5.18)

et :
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δφΘ = φ0I :< εΘ >p= I : Ss : (khom − (1− φ0)k
s)Θ. (5.19)

On a donc :

3αhom
φ = −I : Ss : (khom − (1− φ0)k

s) = −φ0I : Ss : ks : (I− < A >p) (5.20)

Loi de comportement (5.8)

La troisième loi de comportement relie la variation de l’entropie de la phase solide
aux variations de E, p et Θ. En utilisant toujours le caractère linéaire du problème
traité, on calcule les variations d’entropie pour les trois problèmes posés sur le VER.
On a donc :

S − S0 =< s(x) >= (1− φ0) < sE >s +(1− φ0) < sp >s +(1− φ0) < sΘ >s (5.21)

Pour le premier problème, on a :

(1− φ0) < sE >s = (1− φ0)k
s :< εE >s= (1− φ0)k

s :< A >s: E

= ks : (I− φ0 < A >p) : E = khom : E.
(5.22)

Pour le deuxième problème, on a :

(1− φ0) < sp >s= (1− φ0)k
s :< εp >s= −φ0k

s :< εp >p . (5.23)

De plus,

δφp = φ0I :< εp >p=
p

N
= I : Ss : (B− φ0I)p. (5.24)

Donc :

φ0 < εp >p= Ss : (B− φ0I)p. (5.25)

En reportant l’équation (5.25) dans l’équation (5.23), on obtient :
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(1− φ0) < sp >s= ks : Ss : (φ0I−B)p = φ0k
s : Ss : I : (I− < A >p)p. (5.26)

En partant de l’équation (5.20), on montre sans difficulté que l’on a :

φ0k
s : Ss : I : (I− < A >p) = φ0I : Ss : ks : (I− < A >p)

= −3αhom
φ .

(5.27)

En reportant l’équation (5.27) dans l’équation (5.26), on obtient :

(1− φ0) < sp >s= −3αhom
φ p. (5.28)

Pour le troisième problème, on a :

(1−φ0) < sp >Θ= (1−φ0)k
s :< εΘ >s +(1−φ0)c

sΘ = −φ0k
s :< εΘ >p +(1−φ0)c

sΘ.

(5.29)

En reportant l’équation (5.18) dans l’équation (5.29), on en déduit :

(1− φ0) < sp >Θ =
(−ks : Ss : (khom − (1− φ0)k

s) + (1− φ0)c
s
)
Θ

= chomΘ.
(5.30)

En sommant les trois équations (5.22), (5.28) et (5.30), on obtient finalement la
troisième loi d’état (5.8).

5.3 Comportement thermoélastique du milieu po-

reux non saturé

Dans la section précédente, on a étudié le comportement thermomécanique du ma-
tériau poreux dont l’espace poreux connecté est saturé par un unique fluide. On
s’intéresse, maintenant, aux spécificités du comportement thermomécanique dues à
la présence simultanée de plusieurs fluides non miscibles au sein de l’espace poreux
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ainsi qu’à l’existence de membranes capillaires séparant les différentes phases fluides.
Pour fixer les idées, on suppose dans la suite que l’espace poreux est saturé par une
phase liquide et une phase gazeuse. Dans ce cadre, on reprend les caractéristiques
physiques, mécaniques et géométriques qui sont décrits au deuxième chapitre de la
thèse pour ces deux phases fluides.

5.3.1 Effet d’une variation de température sur la courbe ca-

pillaire d’un milieu indéformable

Dans un premier temps, on s’intéresse au cas où la phase solide est constituée d’un
matériau indéformable. On a donc ε(x) = 0 et φ = φ0. Dans cette situation, la courbe
capillaire qui permet de calculer la pression capillaire en fonction de la saturation
en liquide ne dépend que de la morphologie de l’espace poreux et de la température.

Pour étudier l’influence d’une variation de la température sur la courbe capillaire,
seules les variations des tensions surfaces en fonction de la température doivent être
prises en compte. Comme on l’a signalé au deuxième chapitre, les trois interfaces
liquide-gaz, solide-liquide, solide-gaz se raccordent le long d’une courbe le long de
la surface solide. Des considérations d’équilibre mécanique permettent de démontrer
la relation γ`g cos θ = γsg − γs` où θ désigne l’angle de mouillage de la phase liquide
sur la phase solide.

Pour simplifier, on suppose de nouveau que la phase liquide mouille parfaitement la
phase solide (θ = 0) et que la tension de surface régnant dans l’interface solide-liquide
est nulle. Cette dernière hypothèse conduit à négliger les effets d’une variation de
la température sur la valeur de la tension de surface liquide-solide. Dans la mesure
où les données expérimentales sur ce phénomène sont, à notre connaissance, extrê-
mement rares, cette hypothèse nous parait ne pas limiter la portée des résultats
obtenus ici.

Compte tenu de ces deux hypothèses, la tension de surface dans les interfaces liquide-
gaz et solide-gaz s’écrit :

γ`g(Θ) = γsg(Θ) = γ(Θ) = γ0f(Θ) (5.31)

où γ0 est la tension surface dans l’état de référence.

La loi de Laplace s’écrit maintenant :
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pc(Θ) = pg(Θ)− p`(Θ) =
2γ(Θ)

r`g

(5.32)

où r`g désigne le rayon de la courbure de l’interface liquide-gaz et pc(Θ) la pression
capillaire. En combinant les équations (5.31) et (5.32), on obtient la relation entre
la pression capillaire et la température quand la répartitiion des phases fluides au
sein de l’espace poreux est figée :

pc(Θ) =
γ(Θ)

γ0

pc(0). (5.33)

Sr

pc(θ)
γ0

γ(θ)

1

Fig. 5.4 – Relation entre la courbe capillaire et le température dans le cas indéfor-
mable

De l’équation (5.33), on déduit que la courbe de rétention en liquide du milieu po-
reux est décrite par une unique courbe dans le diagramme Sr − pcγ0/γ(Θ) comme
représentée sur la Fig. 5.4. En conséquence, dans un diagramme Sr − pc, une varia-
tion de température doit provoquer une translation verticale de la courbe capillaire.
Plus précisément, la tension de surface est une fonction décroissante de la tempéra-
ture. Pour les milieux poreux indéformables, on prévoit donc qu’une augmentation
de température doit provoquer une translation vers le bas de la courbe capillaire.
Comme on le constate immédiatement sur les Fig. 5.1, 5.2 et 5.3, les matériaux ar-
gileux utilisés pour confiner les déchets radioactifs ne satisfont pas à ces hypothèses.
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5.3.2 Modèle thermo-poro-mécanique linéaire d’un milieu so-

lide déformable

On s’intéresse maintenant à des matériaux dont la matrice solide est supposée avoir
un comportement thémoélastique linéaire et dont l’espace poreux est constitué de
pores sphériques répartis en n classes caractérisées chacune par un rayon Rβ. De
plus, on fait l’hypothèse que les pores appartenant à une classe donnée sont tous
pleins de liquide à la pression p` où tous pleins de gaz à la pression pg, la répartition
étant définie par l’ensemble Ig tel que :

– β ∈ Ig les pores de la classe β sont pleins de gaz
– β /∈ Ig les pores de la classe β sont pleins de liquide

La loi de comportement de ce matériau s’écrit [11, 12] :

Σ = Chom : E + (Srpc − pg)B + Σβ (5.34)

avec

Σβ =
∑

β∈Ig

SβpβB et Sβ =
φβ

φ0

(5.35)

où φβ désigne la fraction volumique de la classe de pores de rayon Rβ remplis de gaz
et pβ représente l’effet de la tension surface pour ce pore, calculée par la relation :

pβ =
2γ

Rβ

. (5.36)

Dans le cas anisotherme, en combinant les formules (5.6), (5.12) valables pour la
situation saturée et les formules (5.33), (5.34), on montre la loi macroscopique ther-
moélastique de ce milieu poreux non saturé s’écrit :

Σ = Chom : (E−αsΘ) + (Srpc(Θ)− pg)B +
∑

β∈Ig

Sβ
2γ(Θ)

Rβ

B

= Chom : (E−αsΘ) +
γ(Θ)

γ0


Srpc(0)− pg +

∑

β∈Ig

Sβ
2γ(0)

Rβ


B.

(5.37)
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Cette loi permet de prendre en compte l’effet d’une variation de température sur le
comportement du matériau poreux non saturé due à une variation de la dilatation
thermique de la phase solide et de la variation de la tension surface avec la tempéra-
ture. Cependant, ce modèle ne permet pas d’identifier directement la relation entre
la variation de la saturation Sr et la pression capillaire pc qui joue un rôle important
dans le comportement macroscopique du matériau lors du drainage ou de l’imbibi-
tion. Nous allons donc intégrer à notre modèle micromécanique le modèle capillaire
microscopique présenté par Dullien dans [21]. Dans ce modèle, on suppose que le
volume du réseau poreux connectant les différents pores entre eux est négligeable
du point de vue mécanique et pour le calcul de la saturation ; mais qu’il joue un
rôle déterminant pour les relations entre pression capillaire et saturation en liquide.
On suppose que le réseau poreux est constitué d’une succession de pores de rayon
Rβ (1 ≤ β ≤ n et R1 > R2 > ... > Rn) décroissant reliés entre eux par des canaux
de rayons rβ décroissants (Fig. 5.5). On suppose que le liquide mouille parfaitement
le solide (γs` = 0, θ = 0, γ`g = γsg), que les pores sont soit entièrement remplis de
liquide soit entièrement remplis de gaz et que le ménisque capillaire étant toujours
localisé dans le canal capillaire reliant les pores entre eux. Introduisons alors β∗,
1 ≤ β∗ ≤ n, le nombre entier tel que tous les pores de classe β > β∗ soient remplis
de liquide et que tous les pores de classe β < β∗ soient remplis de gaz. On suppose
que lors de l’imbibition c’est le rayon du pore Rβ∗ qui détermine la valeur de la
pression capillaire alors que lors du drainage c’est le rayon d’accès à ce pore rβ∗ qui
fixe la valeur de ma pression capillaire. On a donc les relations suivantes :

...R1 Rβ

r1 rβ

Fig. 5.5 – Modèle morphologique de l’espace poreux pour modéliser l’hystérésis
capillaire

dSr = −
∑

β∈Ig

dSβ = −
β∗∑

β=1

dSβ (5.38)

avec
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si dSr > 0 (imbibition) : pc(Θ) =
2γ(Θ)

Rβ∗
(5.39)

et

si dSr < 0 (drainage) : pc(Θ) =
2γ(Θ)

rβ∗
. (5.40)

On introduit alors :

Σg(Sr, Θ) =
∑

β∈Ig

Sβ
2γ(Θ)

Rβ

=

∫ 1

Sr

pc(Θ)(dSr > 0)dSr

=
γ(Θ)

γ0

∫ 1

Sr

pc(0)(dSr > 0)dSr =
γ(Θ)

γ0

Σg(Sr, 0)

(5.41)

où Σg(Sr, Θ) et Σg(Sr, 0) désignent respectivement la précontrainte prenant en compte
l’effet capillaire dans le domaine gazeux à l’état actuel et à l’état de référence.

La loi macroscopique (5.37) devient :

Σ = Chom : (E−αsΘ) +
γ(Θ)

γ0

(Srpc(0)− pg + Σg(Sr, 0))B. (5.42)

On constate que pour cette configuration, la relation entre la pression capillaire, la
température et la saturation est toujours décrite par une courbe capillaire possédant
les mêmes propriétés que celles obtenues en supposant la phase solide indéformable
(voir la Fig. 5.6), c’est à dire que la courbe de rétention en liquide est décrite par
une courbe maîtresse dans le diagramme Sr − pcγ0/γ(Θ). Par contre, on constate
que le modèle de Dullien permet bien de rendre compte du phénomène d’hystérésis
capillaire. Le modèle présenté ici permet donc de coupler déformation, variation de
saturation et variation de température.

D’un point de vue pratique, il est intéressant d’observer que l’identification du com-
portement poro-thermo-élastique non saturé d’un milieu satisfaisant aux hypothèses
énoncées ci-dessus peut se faire à partir d’expérience poromécanique en situation
saturée (mesures de Chom, B, N), de dilatométrie en situation drainée libre de
contrainte (mesure de αs) et de sorption-désorption sans chargement mécanique
(mesure des courbes capillaires) à une unique température. Il convient de noter que
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les lois de variation de la tension de surface liquide-gaz en fonction de la température
sont bien connues pour les fluides usuels.
Il n’en reste pas moins que ce modèle ne permet pas de rendre compte des résultats
expérimentaux décrits sur les Fig. 5.1, 5.2 et 5.3.

Sr

2γ0

Rβ∗

pc(Θ)
γ0

γ(Θ)

2γ0

rβ∗

Sr

Σg(Sr, 0)

1

Fig. 5.6 – Modèle morphologique pour l’hystérésis capillaire

5.3.3 Modèle thermo-poro-mécanique non linéaire d’un mi-

lieu fissuré non saturé

A la différence de la section précédente, on prend maintenant en compte le couplage
entre les changements de géométrie de l’espace poreux et les chargements y compris
le changement de la température (Θ). Pour cela, on utilise le modèle non linéaire
de comportement d’un milieu fissuré non saturé isotherme développé dans [57] et
présenté au paragraphe 2.2.5. Comme l’on a déjà dit, ce modèle est caractérisé par
deux équations : l’équation d’état macroscopique (2.65) et l’équation de couplage
géométrique (2.69).
Dans le cas anisotherme traité ici, en reproduisant les mêmes raisonnements et les
mêmes calculs qu’au paragraphe 2.2.5 pour la prise en compte du couplage entre
déformations du milieu poreux et effets capillaires, au paragraphe 5.2 pour la prise
en compte de la dilatation thermique du milieu solide et au paragraphe 5.3.1 pour
la prise en compte de l’effet de la température sur la tension de surface dans les
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interfaces, on montre que les deux équations du problème (2.65) et (2.69) s’écrivent
dans cette situation :

Σ = Chom : (E−αsΘ) + Σp avec Σp =
n∑

i=1

4

3
πεiσp

i (pc, Sr, Θ) : Ti, (5.43)

X i −X i
0 = (ei

3 ⊗ ei
3) : Ti : (E−αsΘ− Ss : σp

i (pc, Sr, Θ)), (5.44)

où σp
i (pc, Sr, Θ) est calculé par (2.20) avec γ = γ(Θ) :

σp
i (pc, Sr, Θ) =

γ(Θ)

aiXi

(3− cos2 ϕ

2
(ei

1 ⊗ ei
1 + ei

2 ⊗ ei
2) + cos2 ϕei

3 ⊗ ei
3

)
− pgI. (5.45)

Pour évaluer l’influence de la température sur le comportement du matériau et
le rôle des couplages géométriques, on considère de nouveau le cas d’un matériau
constitué d’une phase solide élastique linéaire isotrope dont les fissures sont toutes de
mêmes tailles, sont dans le même état de précontraint et présentent une répartition
d’orientation isotrope. Le VER est soumis à un chargement isotrope défini par Σ =

ΣI et E = EI. De plus, on s’intéresse à la situation où la contrainte macroscopique
et la pression gazeuse sont nulles et on rappelle que l’état de référence est l’état
naturel saturé dans lequel pc = 0 et Θ = 0. Dans cette situation, les trois équations
(5.43), (5.44) et (5.45) s’écrivent :

E − αsΘ = − b

3khom
σp = − b

3ks(1− b)

γ3(Θ)

a3X3

1

p2
c

, (5.46)

X = X0(1 + EΘ) avec EΘ =
E − αsΘ

E∗ et E∗ =
4πε

9
X0 =

φ0

3
, (5.47)

et

σp =
γ3(Θ)

a3X3

1

p2
c

. (5.48)

En rappelant la définition de la quantité d’eau présentée dans l’équation (2.76)
et en utilisant les équations (5.48) et (5.47), on trouve finalement les équations
adimensionnées décrivant le comportement du matériau :
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pc =
pc

p∗c
=

(
γ(Θ)

γ0

) 3
2

√
1

−EΘ(1 + EΘ)3
avec p∗c =

√
b(γ0/aX0)3

3khomE∗ , (5.49)

v` = 8

(
γ(Θ)

γ0

)− 3
2
(

X0

X∗
0

)3 (−EΘ

) 3
2
(
1 + EΘ

) 5
2 , (5.50)

Sr = 8

(
γ(Θ)

γ0

)− 3
2
(

X0

X∗
0

)3 (−EΘ

) 3
2
(
1 + EΘ

) 3
2 , (5.51)

où X∗
0 est calculé par (2.75) avec γ = γ0.

Dans la situation saturée où σp = pc, on trouve sans difficulté les relations adimen-
sionnées suivantes :

pc = −8

(
X0

X∗
0

)3

EΘ, (5.52)

v` = 1 + EΘ. (5.53)

En reproduisant exactement la même démarche qu’au paragraphe 2.2.5, le compor-
tement du matériau est représenté sur la Fig. 5.7 dans le diagramme (pc, EΘ) pour
les trois situations.

– Si X0 < X∗
0

√
γ(Θ)/γ0, l’augmentation de la pression capillaire ne provoque pas

la désaturation des fissures (trajet (a) sur la Fig. 5.7).
– Si X∗

0

√
γ(Θ)/γ0 < X0 < 2X∗

0/
√

3
√

γ(Θ)/γ0, on prédit que l’augmentation de
la pression capillaire s’accompagne d’une déformation de retrait de l’échantillon
(trajet (b) sur la Fig. 5.7).

– Si X0 > 2X∗
0/
√

3
√

γ(Θ)/γ0, la désaturation du matériau provoque alors un gonfle-
ment du matériau d’autant plus important que la pression capillaire est importante
(le trajet (c) sur la Fig. 5.7).

On examine maintenant l’influence de la tempéraure sur la courbe capillaire (courbe
pc(v`)). A partir des équations (5.49), (5.50), (5.52) et (5.53), on constate que la
relation pc− v` n’est pas proportionnelle au rapport γ(Θ)/γ0 pour le cas non saturé
et est indépendante de la variation de température dans le cas saturé.

Il est nécessaire pour la suite d’établir le lien entre la quantité d’eau v` du modèle et
la teneur en eau massique ω présentée sur les Fig. 5.1, 5.2 et 5.3 où sont représentés
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EΘ

P2

(a)

−1
4

−1

P3

Equ. (5.49)

16

3
√

3
(
γ(Θ)

γ0

)3/2

pc

P1

(b)

(c)

Fig. 5.7 – Comportement thermo-hydro-mécanique du milieu fissuré isotrope - cas
contrainte imposée nulle

v`

cas non saturé (Θ = 0oC)

cas non saturé (Θ = 80oC)

θ cas saturé

pc

Fig. 5.8 – La modélisation de l’influence de la température sur la courbe de rétention
d’eau - cas contrainte imposée nulle
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les résultats expérimentaux. On a en effet :

ω =
m`

ms

=
ρ`v`

ρsvs

=
ρ`

ρs

φ0v`

1− φ0

(5.54)

où ms,m`, vs, v`, ρs, ρ` désignent respectivement la masse de la partie solide de
l’échantillon, la masse de l’eau contenue dans l’échantillon, le volume de la par-
tie solide de l’échantillon, le volume de l’eau contenue dans l’échantillon, la masse
volumique du constituant solide et la masse volumique de l’eau liquide.
A la température Θ, la relation entre v` et ω est donc linéaire, le diagramme pc et v`

suffit pour analyser l’influence de la température sur la courbe de rétention d’eau.
En effet, les trois figures expérimentales (5.1, 5.2 et 5.3) ont été obtenues pour des
matériaux gonflants à volume libre où les essais de sorption deviennent alors des
essais à pression capillaire décroissante. C’est la raison pour laquelle, la courbe pc -
v` correspondant à la situation (b) sur la Fig. 5.7 est tracée sur la Fig. 5.8. On choisi
ici X0 = X∗

0 , T0 = 20◦C et T = 100◦C, c’est à dire que Θ = 80◦C et le rapport
γ(Θ)/γ0 = 0, 75. On constate sur la Fig. 5.8 que ce modèle explique très bien le
phénomène expérimental. La teneur en eau diminue avec la température lorsque la
pression capillaire est inférieure à une valeur de seuil et la diminution de la courbe
capillaire pour des différentes valeurs de pression capillaire est différent. Au delà
de cette valeur, deux courbes de rétention d’eau s’approchent. En plus, à l’état
presque saturé à faible pression capillaire, les deux courbes sont presque identiques
et l’influence de la température était donc très petite.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté la modélisation de l’influence de la température sur
le comportement des milieux poreux non saturés. La loi macroscopique homogénéi-
sée du comportement thermo-hydro-mécanique d’un milieu poreux saturé et deux
modèles non saturés linéaire et non linéaire ont été présentés.
Le modèle non saturé linéaire permet de prendre en compte l’effet de la température
sur le comportement du matériau poreux non saturé aux variations de la dilatation
thermique de la phase solide et aux variations de la tension surface en fonction de
la température et d’expliquer l’hystérésis de la courbe capillaire .
Le modèle non linéaire démontre le rôle déterminant que peut jouer le couplage
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entre déformation du milieu poreux et effets capillaires sur les propriétés d’un milieu
mésofissuré non saturé.



Conclusions et perspectives

Cette étude a été consacrée à la modélisation du comportement d’un milieu méso-
fissuré non saturé dans le cadre des méthodes de changement d’échelle. Au cours
de ce travail, nous avons obtenu différents résultats nouveaux. De ces résultats, on
peut dégager les conclusions suivantes.

La première question abordée dans ce travail concerne la validation de l’approche par
la contrainte équivalente déjà décrite dans la littérature. Trois problèmes différents
ont été étudiées :

– On a examiné les calculs approximatifs du tenseur T et de la contrainte moyenne
σp quand le rapport d’aspect de fissures tend vers zéro (X → 0). On a montré
que les approximations consistant à ne retenir que les termes du premier ordre
dans un développement limité autour de la valeur X = 0 pour les quantités
intervenant dans la loi de comportement sont tout à fait pertinentes pour les
applications courantes. Elles ont de plus l’avantage de fournir des expressions
analytiques faciles à manipuler. La seule restriction que l’on peut mettre à leur
usage concernent la prédiction des effets capillaires quand on compare la situation
complètement saturée à la situation sèche, même si ces effets sont négligeables
dans la plupart des situations.

– Dans la situation où le couplage géométrique entre efforts capillaires et ouverture
des fissures est pris en compte, l’approche par la contrainte équivalente prédit que
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pour certaines valeurs de l’humidité relative, un échantillon de ce matériau laissé
libre de contrainte peut se trouver dans deux états de déformation différents. On
s’est donc attaché à étudier l’influence de l’histoire de chargement sur la réponse
du matériau. En imposant au matériau une histoire de chargement complexe, on
atteint le second état final libre de contrainte où les fissures sont désaturées et
fermées tandis que le premier état pouvait être atteint dans une expérience de
séchage sous contrainte nulle où les fissures sont désaturées et ouvertes. Cette
étude confirme que la prise en compte du couplage entre déformation des fissures
et effets capillaires joue un rôle déterminant sur les propriétés macroscopiques du
matériau. Ce couplage permet d’expliquer des phénomènes d’hystérésis réversible
du comportement du système qui ne sont pas liés aux phénomènes d’hystérésis
capillaire classiquement observés dans les matériaux poreux non saturés.

– La troisième validation concerne la modélisation d’un milieu mésofissuré non sa-
turé en utilisant les formules analytiques exactes permettant de calculer la confi-
guration déformée d’une fissure non saturée isolée dans un milieu infini élastique
homogène isotrope. On a comparé cette approche analytique développée dans ce
mémoire avec l’approche par la contrainte équivalente. On a démontré que les
deux approches donnaient exactement les mêmes résultats dans le cas sans cou-
plage géométrique. Dans le cas avec couplage, les deux approches sont également
identiques pour les valeurs les plus faibles du rapport d’aspect. Pour les valeurs
intermédiaires du rapport d’aspect, les résultats selon les deux approches ne sont
pas identiques mais assez similaires. La seule limitation de l’approche analytique
est qu’elle n’est pertinente que dans le cas où le rapport d’aspect de la fissure
est beaucoup plus petit que 1. Une comparaison entre les deux approches dans
la situation où les fissures sont « assez » ouvertes est donc impossible. Enfin, on
confirme alors que l’approche analytique présentée dans ce mémoire peut être uti-
lisée comme solution de base pour construire des estimations du comportement
macroscopique du milieu mésofissuré non saturé.

La deuxième question abordée dans ce travail concerne la propagation de l’endom-
magement d’un matériau fragile hétérogène mésofissuré dans les situations saturée
et non saturée. Quatre problèmes différents ont été étudiés :

– Premièrement, on a proposé une loi de propagation sous critique reliant la va-
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riation du paramètre de densité de fissures et aux chargements macroscopiques
appliqués.

– Deuxièmement, on a comparé les facteurs d’intensité de contrainte calculés selon
les deux approches (approche par la contrainte équivalente et approche analytique)
dans un cas simple (chargement macroscopique nul, une unique famille de fissures).
On a montré que l’approche analytique est plus pertinente pour identifier les
propriétés de rupture de ce matériau.

– Troisièmement, on a intégré dans une modélisation globale de la propagation
de l’endommagement en condition non saturée les effets locaux induits par la
non saturation des fissures. Cette étude a confirmé que la prise en compte de
l’interaction entre les fissures joue un rôle déterminant sur les propriétés de rupture
du matériau.

– Quatrièmement, on s’est attaché à comparer le critère d’endommagement initial
prédit par deux approches (énergétique et locale). On a démontré que les limites
prévues entre les deux critères selon les deux approches sont identiques pour une
expérience de traction biaxiale. Dès que l’on sort de ce régime particulier, il existe
un écart entre les deux modèles. Cet écart augmente lorsque l’on s’écarte de la
situation de traction biaxiale pour aller vers des états de cisaillement pur. Par
contre, il est assez satisfaisant de constater que l’écart entre les deux approches
reste « raisonnable », ce qui valide l’approche énergétique.

La troisième question abordée dans ce travail concerne les effets d’une variation
de la température sur les propriétés macroscopiques du matériau. On a développé
une modélisation de l’influence de la température sur le comportement des milieux
poreux non saturés. La loi macroscopique homogénéisée du comportement thermo-
hydro-mécanique d’un milieu poreux saturé et deux modèles non saturés linéaire et
non linéaire ont été présentés. Le résultat le plus important est que le modèle non
linéaire permet d’expliquer pourquoi on constate expérimentalement pour certains
matériaux qu’une variation de température ne provoque pas un simple décalage ver-
tical des courbes de teneur en eau.

En ce qui concerne les perspectives ouvertes par ce travail, il nous semble intéressant
d’étudier à partir des résultats décrits ici :
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– L’influence des variations de la température sur les propriétés de rupture du ma-
tériau. On cherchera à développer l’approche en tenant compte du fait que les
fissures peuvent se propager en incluant les effets liés aux variations de tempéra-
ture dans la modélisation.

– Une question importante, qui n’a pas été abordée dans ce mémoire et qui mérite
qu’on y consacre des efforts, concerne les phénomènes de transferts hydriques au
sein de l’espace poreux. Pour cela, on peut mettre en œuvre une approche mi-
cromécanique. Partant d’une description distinguant géométriquement chacune
des phases fluides ainsi que les interfaces capillaires au sein de l’espace poreux, on
peut s’attacher tout d’abord à recenser puis à décrire convenablement les différents
mécanismes de transferts des phases fluides liées aux variations de température
(écoulement, changement de phase, diffusion, instabilités capillaires, influence des
hystérésis de mouillage ...) avant de mettre en oeuvre de nouveau des méthodes
d’homogénéisation pour rendre compte de ces phénomènes à l’échelle macrosco-
pique.

– On peut également s’intéresser au phénomène de bifurcation dans l’espace fissuré.
En utilisant le technique d’homogénéisation déjà disponible, on peut chercher à
intégrer dans une modélisation globale de comportement du matériau en condition
non saturée les effets locaux induits par la propagation de fissure en mode mixte.
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