
Transformations topologiques discrètes
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En traitement d’image, il est souvent utile de transformer un objet tout en préservant
les caractéristiques topologiques de cet objet, par exemple pour le simplifier et en ex-
traire un squelette. Dans ce rapport, nous verrons comment définir et implémenter ef-
ficacement de telles transformations. Nous verrons également qu’il est intéressant et
possible de pouvoir modifier sélectivement la topologie : nous présenterons en par-
ticulier une méthode permettant de fermer les trous (ou tunnels) dans des objets tri-
dimensionnels. Nous étendrons ensuite ces transformations au cas des images 2D en
niveaux de gris, et montrerons comment exploiter ces opérateurs topologiques pour
filtrer, segmenter et restaurer des images.

1 Transformations topologiques binaires

1.1 Voisinages, connexit́e

Nous rappelons ici les définitions de base de la topologie digitale pour les images
binaires [18].

Un pointA∈Z
d (d = 2,3) est défini par(A1, . . . ,Ad) avecAi ∈Z. Nous considérons

les relations de voisinageN4 et N8 définies par, pour tout pointA∈ Z
2 :

N4(A) = {B∈ Z
2; |B1−A1|+ |B2−A2| ≤ 1},

N8(A) = {B∈ Z
2;max(|B1−A1|, |B2−A2|) ≤ 1},

et les relations de voisinageN6, etN26 et N18 définies par, pour tout pointA∈ Z
3 :

N6(A) = {B∈ Z
3; |B1−A1|+ |B2−A2|+ |B3−A3| ≤ 1},

N26(A) = {B∈ Z
3;max(|B1−A1|, |B2−A2|, |B3−A3|) ≤ 1},

N18(A) = {B∈ N26(A); |B1−A1|+ |B2−A2|+ |B3−A3| ≤ 2}.
Ces voisinages sont illustrés dans la figure 1.

FIG. 1 – Les différents voisinages d’un pointA (le point central) en 2D et en 3D.

N4(A) N8(A) N6(A) N18(A) N26(A)

Dans la suite, nous désignerons parα un nombre tel queα ∈ {4,8,6,18,26}. Nous
définissonsN∗

α(A) = Nα(A)\ {A}. Le pointB∈ E est ditα-adjacentau pointA∈ E si
B∈N∗

α(A). Unα-cheminest une séquence de pointsA0 . . .Ak telle queAi estα-adjacent
à Ai−1 pouri = 1. . .k.

Soit X ⊆ E, nous disons que deux pointsA,B de X sontα-connect́es dans Xs’il
existe unα-chemin dansX entre ces deux points. Ceci définit une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence pour cette relation sont lescomposantesα-connexes de X
(voir la figure 2). Un sous-ensembleX deE est ditα-connexes’il se compose exacte-
ment d’une composanteα-connexe.

L’ensemble composé de toutes les composantesα-connexes deX est notéCα(X).
Un sous-ensemble deY deE est ditα-adjacentà un pointA ∈ E s’il existe un point
B∈Y qui soit adjacent àA. L’ensemble des composantesα-connexes deX α-adjacentes
au pointA est notéCA

α(X). Remarquons queCα(X) et CA
α(X) sont des ensembles de
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FIG. 2 – L’ensemble formé par les points noirs se compose de deuxcomposantes 4-
connexes, ou d’une composante 8-connexe.

sous-ensembles deX et non des ensembles de points. De plus, siS est un ensemble,
nous désignerons par|S| le nombre de ses éléments.

1.2 Nombres de connexit́e

Nous désignerons parE l’ensembleZ2 ou Z
3. Intuitivement, un pointA d’un ob-

jet X ⊆ E est dit simple si l’on peut le supprimer deX tout en préservant les ca-
ractéristiques topologiques deX. Dans le cas deZ2, cela implique de préserver le
nombre de composantes connexes de l’objet et de son complémentaire. DansZ3, il
faut en plus préserver les trous (ou tunnels), notion que l’on peut formaliser grâce au
groupe fondamental (voir par exemple [17]).

La définition d’un point simple repose donc sur des notions (composantes connexes,
tunnels) qui sont qualifiées de globales, car elles ne peuvent se définir sans prendre en
compte l’objet tout entier. Cependant, nous allons voir qu’il est possible de caractériser
localement les points simples en 2D et en 3D grâce aux nombres de connexité qui sont
introduits dans cette section, ce qui permet d’obtenir des algorithmes efficaces pour les
transformations topologiques.

Donnons tout d’abord la définition des nombres de connexit´e pour le cas 2D. Nous
verrons par la suite que le cas 3D est plus complexe.
SoitX ⊆Z

2 etA∈Z
2. Lesnombres de connexité Tα(A,X) sont définis par :Tα(A,X) =

|CA
α [N∗

8(A)∩X]|
Si nous utilisons uneα-connexité pourX nous devons utiliser uneα-connexité pour

X, par exemple en 2D la 4-connexité pourX est associée à la 8-connexité pourX (et
vice-versa), et en 3D la 6-connexité pourX est associée à la 18- ou la 26-connexité pour
X (et vice-versa). Ceci est nécessaire pour avoir une correspondance entre la topologie
de X et celle deX (voir [18]). De plus, il est parfois nécessaire en 3D de distinguer
la 6-connexité associée avec la 18-connexité de la 6-connexité associée avec la 26-
connexité. Pour rendre explicite cette distinction, nousutiliserons le symbole 6+ pour
indiquer la notion de 6-connexité associée avec la 18-connexité (voir [7]). Donc, nous
avons les possibilités suivantes en 2D :(α,α) = (4,8) ou (8,4) ; et en 3D :(α,α) =
(6,26), (26,6), (6+,18) ou (18,6+).

Dans le cas 3D, la définition des nombres de connexité repose sur la notion de
voisinage géodésique. SoitX ⊆ Z

3 et A ∈ Z
3, l’ α-voisinage ǵeodesique de A dans X

d’ordre k est l’ensembleNk
α(A,X) défini récursivement par :

N1
α(A,X) = N∗

α(A)∩X, et
Nk

α(A,X) = ∪{Nα(B)∩N∗
26(A)∩X,B∈ Nk−1

α (A,X)}.
En d’autres termes,Nk

α(A,X) est l’ensemble composé des pointsB deN∗
26(A)∩X tels

qu’il existe unα-cheminπ deA àB de longueur inférieure ou égale àk, tous les points
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de π, sauf éventuellementA, appartenant àN∗
26(A)∩X. Les voisinages ǵeodesiques

Gα(A,X) sont définis par :G6(A,X) = N2
6(A,X), G6+(A,X) = N3

6(A,X), G18(A,X) =
N2

18(A,X), etG26(A,X) = N1
26(A,X).

Nous pouvons maintenant donner une définition des nombres de connexité en 3D [19,
7, 9]. La figure 3 contient des exemples illustrant cette définition.

DÉFINITION 1.1 Soit X⊆ Z
3 et A∈ Z

3. Les nombres de connexitéTα(A,X) sont
définis par : Tα(A,X) = |Cα[Gα(A,X)]|

Notons qu’une formulation en termes de voisinages géodésiques permet également
de retrouver la définition des nombres de connexité en 2D.

1.3 Classification topologique des points d’un objet

Si nous utilisons l’α-connexité pourX et l’α-connexité pourX, les nombresTα(A,X)
etTα(A,X) permettent de décrire les caractéristiques topologiques du pointA dans l’ob-
jet X. En particulier, les nombres de connexité permettent de d´etecter si un point est
simple ou non [7, 9], en 2D comme en 3D :

THEORÈME 1.1 Soit X ⊆ E et A∈ X. Le point A estα-simple si et seulement si
Tα(A,X) = 1 et Tα(A,X) = 1.

L’interprétation intuitive de cette caractérisation est que pour qu’un point soit simple,
il faut et il suffit qu’il ait dans son voisinage une seule composante “objet” et une seule
composante “fond” (voir figure 3a). Il est remarquable qu’une notion globale, la notion
de point simple, puisse être caractérisée localement : cette propriété va nous permettre
d’implémenter efficacement des transformations topologiques.

FIG. 3 – Posons(α,α)= (6,26). (a) : Le point centralA est un point simple (Tα(A,X)=
Tα(A,X) = 1) : l’unique composante “objet” dans son voisinage est en noir, et l’unique
composante “fond” est en blanc. (b) : Le point centralA est un isthme 1D (Tα(A,X) =
2) ; les deux composantes “objet” sont en noir et en gris clair. (c) : Le point centralA
est un isthme 2D (Tα(A,X) = 2) ; les deux composantes “fond” sont en blanc et en gris
clair.

(a) (b) (c)

Les nombres de connexité permettent également de détecter d’autres types de points.
Un pointA tel queTα(A,X) = 0 est unpoint isoĺe. Si Tα(A,X) = 0, nous avons unpoint
intérieur. Lespoints de frontìeresont caractérisés parTα(A,X) 6= 0.

Plaçons-nous dans le cas oùE = Z
3, et considérons maintenant un pointA tel que

Tα(A,X)≥2. Si nous supprimonsAdeX, nous déconnectons localement l’objetX (voir
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figure 3b). Nous pouvons dire qu’un tel point est unisthme 1D. Deux situations peuvent
se rencontrer : soit les deux composantes “locales” qui servent à définirTα(A,X) sont
en fait reliées entre elles par un chemin dansX en dehors du voisinage du pointA, et la
suppression de celui-ci fait disparaı̂tre un tunnel de l’objet ; soit elles ne sont pas reliées
et la suppression deA déconnecte effectivementX. Dans les deux cas, la topologie est
modifiée, autrement dit le pointA n’est pas simple.

De la même manière, un pointTα(A,X) ≥ 2 peut être appeléisthme 2Dcar sa
suppression conduit à fusionner des composantes connexesdu voisinage deA dansX
(voir figure 3b). Si ces composantes sont en fait reliées entre elles dansX, supprimer
A crée un nouveau tunnel pour l’objet, et si elles ne le sont pas, la suppression deA
entraı̂ne la diminution du nombre de cavités. Ici aussi, lepointA est non-simple.

1.4 Amincissements et́epaississements homotopiques

Retirer un point simple d’un objetX permet d’obtenir un objetY inclus dansX qui
est “topologiquement équivalent” àX. En itérant cette opération élémentaire, on peut
obtenir une famille d’ensembles emboı̂tés qui sont tous topologiquement équivalents à
X. Plus formellement, on dit queY est un amincissement homotopiqueélémentaire de
X, et l’on noteX

e
→ Y, s’il existe un pointA simple pourX tel queY = X \ {A}. On

dit queY est un amincissement homotopique de Xsi Y = X ou s’il existe une séquence
〈Y0, . . . ,Yk〉 telle queY0 = X, Yk = Y et Y0

e
→ . . .

e
→ Yk. Si, de plus, aucun point deY

n’est simple, on dit queY est un amincissement homotopique ultime de X
Il est souvent utile, lorsque l’on veut transformer un objetX par un amincissement

homotopique, de garantir qu’un certain sous-ensembleK deX soit préservé. On dit que
Y est un amincissement homotopique de X contraint par Ksi Y est un amincissement
homotopique deX tel queK ⊆Y. Si, de plus, aucun point deY \K n’est simple, on dit
queY est un amincissement homotopique ultime de X contraint parK.

Notons enfin que pour épaissir un objetX en préservant sa topologie, il suffit de
calculer un amincissement homotopique du complémentairede X (dans la connexité
duale), et de prendre le complémentaire du résultat.

1.5 Amincissements en largeur

Dans la figure 4a, on voit un objetX dont l’ensemble des points simples, noté S(X),
a été marqué (dans cet exemple, nous utilisons la 8-adjacence pour l’objet). Il est im-
portant d’observer que l’on ne peut pas retirer simultanément tous ces points simples
sans changer la topologie. En effet, dans le cas présent, l’enlèvement simultané des
points simplesA et B aurait pour effet de déconnecter la branche supérieure droite de
l’objet. Deux approches sont possibles pour faire face à ceproblème. L’approche pa-
rallèle consiste à identifier un sous-ensemble de points de S(X) qui peuvent être retirés
simultanément sans changer la topologie [3, 5, 6]. L’approche séquentielle consiste à
retirer un point simple, à recalculer l’ensemble des points simples pour le nouvel objet
obtenu, et à réitérer cette opération. Par exemple, dans le cas de la figure 4a, si l’on
retire le pointA de l’objetX, alors le pointB devient non simple pour le nouvel objet
X \ {A} obtenu. Nous étudions l’approche séquentielle dans ce rapport.

Considérons l’algorithmeAmincissementLargeur. Il prend pour paramètres d’entrée
un objetX, un nombre d’itérationsL et une contrainteK (ensemble de points á préserver)
éventuellement vide. Au début de chaque itération de la boucle “tant que” (ligne 2),
l’ensembleP contient tous les points simples de l’objet courant. Pour laraison discutée
précédemment, il n’est pas possible d’ôter tous les points deP sans précaution. Pour
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FIG. 4 – (a) : Un objetX (en noir), ses pixels simples sont marqués en blanc, les
pixels simplesA et B ne peuvent être retirés simultanément. (b) : Un amincissement
homotopique deX, obtenu après une étape de l’algorithmeAmincissementLargeur.
(c) : Après deux étapes de l’algorithmeAmincissementLargeur. (d) : Un amincissement
homotopique ultime deX, obtenu par l’algorithmeAmincissementLargeuravecK = /0
et L = +∞.

A

B

(a) (b)

(c) (d)

décider du retrait éventuel d’un pointA (ligne 6), un test est donc effectué (ligne 5) pour
savoir si le point est toujours simple pour l’ensembleX. Si le point est effectivement re-
tiré, ses voisins qui sont dans l’objet (ensembleN(A)∩X, ligne 5) sont mémorisés pour
examen à l’itération suivante. Notons que le voisinage considéré estN = N8 en 2D, et
N = N26 en 3D. La composition de l’ensembleP permet de ne retirer deX à chaque
itération que des points qui étaient simples pourX en début de l’itération. Autrement
dit, une itération de l’algorithmeAmincissementLargeurretire une “couche unitaire” de
points deX, avec en premier lieu l’obligation de préserver la topologie et l’ensemble
K. Le paramètreL permet donc de contrôler l’étendue de l’amincissement (voir fi-
gure 4b,c). Cet algorithme permet également d’obtenir un amincissement homotopique
ultime si l’on choisitK = /0 etL = +∞ (voir figure 4d). Il peut être implémenté de façon
à s’exécuter en temps linéaire, grâce à l’utilisationde structures de listes pour les en-
semblesP,Q et d’un tableau de booléens permettant de tester en temps constant quels
sont les éléments deE qui se trouvent dansQ, évitant ainsi la duplication d’éléments
dans la liste correspondante. Le test pour savoir si un pointest simple peut être effectué
en temps constant grâce à la caractérisation locale du théorème 1.1.
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Algorithme 1 : algorithmeAmincissementLargeur

Données: X ⊆ E, L ∈ N, K ⊆ X
Résultat : X
P = {A∈ X | A est simple pourX} ;1

tant que P 6= /0 et L> 0 faire2

Q = /0 ;3

pour chaqueA∈ P faire4

si A /∈ K et A est simple pour Xalors5

X = X \ {A} ;6

pour chaqueB∈ N(A)∩X faire Q = Q∪{B} ;7

P = /0 ; L = L−1 ;8

pour chaqueA∈ Q faire si A est simple pour Xalors P = P∪{A} ;9

1.6 Squelettes curvilignes et surfaciques

Nous avons vu comment obtenir un amincissement homotopiqueultime d’un ob-
jet X qui soit approximativement centré dansX, grâce à l’amincissement en largeur.
Un tel amincissement homotopique ultime, parfois également appelé squelette ultime,
est par définition minimal dans le sens où aucun point ne peut en être retiré sans mo-
difier la topologie. En 2D, dans le cas où l’objet est fini, connexe et sans trou, il est
démontré dans [21] que tout amincissement homotopique ultime est réduit à un point
(voir figure 4d). Or dans beaucoup d’applications des squelettes, il est nécessaire de
préserver en plus de la topologie, des caractéristiques géométriques de l’objet ini-
tial, comme ses parties saillantes. Dans la littérature, on trouve principalement deux
stratégies permettant d’obtenir ce résultat. La première consiste à garantir l’inclusion
de l’axe médian (voir [10]). dans le squelette, cette stratégie sera étudiée section 1.7.
La seconde consiste à définir une notion de point extrémité (de courbe en 2D et 3D, de
surface en 3D). Habituellement, unpoint extŕemit́e de courbe pour Xest défini comme
un point deX qui n’est adjacent qu’à un seul autre point deX. Les extrémités de sur-
faces sont plus difficiles à définir, nous verrons dans la suite comment surmonter cette
difficulté. Les points extrémités seront préservés, en plus des points non simples, au
cours du processus d’amincissement, ce qui permettra de conserver dans le squelette
des “branches” et/ou des éléments surfaciques. Pour obtenir un tel résultat, il suffit de
modifier l’algorithmeAmincissementLargeuren ajoutant au début de la boucle “pour
chaqueA∈ P faire ” (juste après la ligne 4) l’instruction : “si A est un point extŕemit́e
pour X alors K = K ∪{A}”. La contrainteK initiale est, sauf nécessité particulière,
l’ensemble vide.

On notera que l’ordre des points dans le processus peut jouerun rôle important. En
effet, un ruban vertical de 2 pixels de large (en 2D) sera réduit en un couple de pixels
si l’ordre choisi est l’ordre habituel de balayage (gauche-droite, haut-bas) alors qu’un
ruban horizontal de 2 pixels de large sera aminci en une lignede même longueur et
d’un pixel de large avec ce même balayage. Pour éviter ce d´efaut, il faudra choisir avec
soin un ordre qui traite “équitablement” les différentesorientations. En 2D, certains
auteurs préconisent un parcours (horaire ou anti-horaire) du contour de l’objet [23],
mais cette stratégie s’applique difficilement en 3D. La méthode la plus couramment
employée consiste à classer les points suivant leur position relative à l’objet (en 2D :
nord, sud, est, ouest), à se donner un ordre sur ces orientations, et à traiter tous les
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Algorithme 2 : algorithmeAmincissementDirectionnel

Données: X ⊆ E, L ∈ N, K ⊆ X
Résultat : X
P = {A∈ X | A est simple pourX} ;1

tant que P 6= /0 et L> 0 faire2

Q = /0 ;3

pour t = 1 à nombre de directionsfaire4

pour chaqueA∈ P tel que type(A) = t faire5

si A est un point extŕemit́e pour Xalors K = K ∪{A};6

si A /∈ K et A est simple pour Xalors7

X = X \ {A} ;8

pour chaqueB∈ N(A)∩X faire Q = Q∪{B} ;9

P = /0 ; L = L−1 ;10

pour chaqueA∈ Q faire si A est simple pour Xalors P = P∪{A} ;11

points ayant une même orientation avant de passer à l’orientation suivante.
Plus précisément, en 2D, on dira qu’un pixelA appartenant à l’objet est de type 1, et

l’on notera type(A) = 1 (resp. 2, 3, 4), si son voisin nord (resp. sud, est, ouest) est hors
de l’objet. Une classification analogue peut être définie pour le cas 3D. L’algorithme
AmincissementDirectionnelest une modification de l’algorithmeAmincissementLar-
geurqui implémente cette stratégie.

Bien que d’apparence simple, la méthode basée sur les points extrémités pour ob-
tenir un squelette curviligne ou surfacique pose pourtant des problèmes difficiles à
résoudre. Tout d’abord, si la définition d’un point extrémité de courbe en 2D ou en
3D est relativement naturelle, il n’en est pas de même pour la définition d’un point de
bord de surface en 3D. Il n’existe pas à l’heure actuelle un consensus sur la “bonne”
définition d’une telle notion, dans le cadre de la topologiedigitale. La seconde diffi-
culté concerne la robustesse du squelette vis-à-vis des petites altérations du contour
de l’objet. En effet, cette stratégie est particulièrement sensible au “bruit” affectant le
contour, qui se traduit en général par un grand nombre de branches parasites pouvant
perturber les étapes ultérieures d’exploitation du squelette.

Nous présentons ici une troisième stratégie, originale, basée sur la classification
topologique des points présentée section 1.3. Cette stratégie consiste à détecter dyna-
miquement lors de l’amincissement, non pas des extrémités de courbe ou de surface,
mais des points amenés à devenir dans le squelette des points de courbe ou de surface.
Ces points sont accumulés dans l’ensembleK (la contrainte) pour la suite de l’amin-
cissement. Pour obtenir un squelette curviligne (resp. surfacique), il suffit de modifier
l’algorithmeAmincissementDirectionnelen remplaçant la ligne 6 par l’instruction : “si
A est un isthme 1D (resp. 2D) pour Xalors K = K ∪{A}”. Une illustration est donnée
figure 5. En comparant le résultat (b) de cette stratégie avec (a), on voit que seules les
saillances les plus significatives de cet objet donnent naissance à des branches du sque-
lette. La figure 5(c,d) montre un exemple de squelette surfacique obtenu grâce à cette
approche.
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FIG. 5 – (a) : Un objetX et un squelette curviligne deX basé sur les extrémités de
courbes. (b) : Un squelette curviligne deX basé sur les isthmes 1D. (c,d) : Un squelette
surfacique (vu sous deux angles) d’un objetX′ basé sur les isthmes 2D.

(a) (b)

(c) (d)

1.7 Transformations guid́ees par une fonction de priorit́e

Nous allons maintenant étudier une autre stratégie d’amincissement qui consiste à
contrôler, à l’aide d’une fonction numérique appelée fonction de priorité, l’ordre dans
lequel les points sont traités. Cette fonction associe à tout pointA deX un nombre entier
ou réelP(A), qui représente la priorité du pointA. Les points deX seront traités selon
les valeurs croissantes deP. On pourra donner à certains pointsA la priorité P(A) =
+∞, ce qui aura pour signification que ces points ne doivent pas ˆetre retirés ; autrement
dit, l’ensemble des points de priorité infinie sera la contrainte pour l’amincissement.

Cette stratégie est réalisée par l’algorithmeAmincissementGuidé. La complexité
de cet algorithme est déterminée par le choix de la structure de données utilisée pour
représenter la fonctionP, par exemple, un arbre de recherche équilibré permet d’obtenir
une complexité globale enO(nlogn), où n est le nombre de points de l’image. Dans
certains cas particuliers de la fonctionP, dont celui très courant oùP est une carte de
distance (voir [10]), il est possible d’implémenter l’algorithmeAmincissementGuidéen
temps linéaire (voir [2]).

Une première utilisation des squelettes guidés consisteà prendre pourP la carte
de distance au complémentaire de l’objet. Ainsi, seront choisis en priorité les points
de l’objet qui sont les plus proches du fond. Ceci permet de prendre une décision sur
la notion de distance utilisée pour centrer le squelette : distances discrètes, distances
de chamfrein, distance euclidienne, etc. (voir [10]) ; et d’obtenir, en particulier par le
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Algorithme 3 : algorithmeAmincissementGuidé

Données: X ⊆ E,P une fonction deX dansZ ouR

Résultat : X
r épéter

Soit A un élément deX tel queA est simple pourX etP(A) est minimal ;
X = X \ {A} ;

jusqu’ à stabilité ;

choix de la distance euclidienne, une bien moindre sensibilité aux rotations qu’avec la
stratégie d’amincissement en largeur.

Il paraı̂t naturel d’associer à un amincissement guidé par une carte de distance, la
contrainte de préserver en totalité ou en partie les points de l’axe médian défini par
cette même distance. On peut ainsi associer les qualités géométriques de l’axe médian,
partout centré dans l’objet selon une définition précise, et la préservation de la topologie
assurée par l’amincissement homotopique.

Il n’est cependant pas suffisant pour obtenir un squelette correctement centré, dans
le cas de la distance euclidienne en particulier, d’utiliser l’algorithmeAmincissement-
Largeuravec la fonction de priorité définie parP(A) = +∞ si A∈ AME(X), etP(A) =
dE(A,X) sinon (où AME(X) désigne l’axe médian euclidien deX, et dE la distance
euclidienne). Cette méthode donne habituellement des résultats corrects sur des petites
images, mais ne garantit pas, en particulier dans le cas de grandes images, que les points
du squelette homotopique qui ne sont pas dans l’axe médian soient “bien centrés” dans
l’objet. En 2D par exemple, cela se manifeste par des branches du squelette qui ne
suivent pas les lignes de plus grande pente de la carte de distance.

Ce problème a été mis en évidence dans [22] (voir également [14]). Une solution à
ce problème, qui s’applique aux cas 2D et 3D, a été propos´ee dans [14]. Elle consiste
à définir une fonction de priorité qui prend en compte à lafois la carte de distance et
une fonction auxiliaire définie dans le voisinage de chaquepoint du squelette détecté
dynamiquement.

Dans certaines applications, il peut être également pertinent de prendre pour fonc-
tion de priorité les niveaux de gris d’une image. Ceci a du sens lorsqu’il est possible
d’interpréter le niveau de gris comme la “vraisemblance” pour un pixel d’appartenir
à une certaine classe ou région. Considérons par exemplel’application qui consiste à
extraire, à partir d’une image IRM en 3D de la tête, la mati`ere blanche du cerveau (voir
figure 6a). D’après les connaissances de la physiologie humaine et les paramètres de
l’imageur à résonance magnétique, on sait qu’un élément de volumeA se situant dans
la matière blanche produit une réponse, codée par une valeurF(A) du voxel correspon-
dant, qui se situe entre deux bornesµ1 < µ2. On sait de plus, d’après les données anato-
miques, que la matière blanche du cerveau constitue un volume simplement connexe,
c’est-à-dire topologiquement équivalent à une boule. D’où l’idée de partir d’un ob-
jet X = {A0}, où A0 est un point quelconque se situant dans la matière blanche,par
exemple un point choisi par l’opérateur, et d’effectuer unamincissement homotopique
de X (i.e., un épaississement homotopique deX) guidé par la fonction de prioritéP
définie par :

P(A) =

{

|F(A)−µ|, oùµ= µ1+µ2
2 si µ1 ≤ F(A) ≤ µ2,

+∞ sinon.
On a ainsi la garantie que l’objet résultat (le complémentaire de l’ensemble obtenu par
le processus d’amincissement) aura bien la topologie d’uneboule, et que les points de
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FIG. 6 – (a) : Détail d’un plan (2D) extrait d’une IRM 3D du cerveau. (b) : Résultat de
la méthode décrite dans le texte. Noter que le résultat est connexe en 3D, bien que la
coupe présentée ici ne le soit pas en 2D.

(a)

(b)

cet objet ont tous dans l’imageF des valeurs se situant dans la plage permise (voir
figure 6b). Cette méthode a été exploitée avec succès etgénéralisée pour segmenter
d’autres structures cérébrales, en particulier le cortex, dans [15, 16].

Dans ce dernier type d’application, il est particulièrement utile de pouvoir opérer
des filtrages de type morphologique (ouvertures, fermetures, filtres séquentiels alternés)
sur un objet tout en garantissant la préservation de la topologie. On trouvera dans [12]
la définition d’opérateurs permettant de tels filtrages.

1.8 Fermeture de trous

Nous avons vu qu’il est possible, grâce à la notion de pointsimple, de concevoir des
opérateurs qui transforment un objet en préservant strictement sa topologie. Cependant,
modifier la topologie de manière contrôlée est nécessaire dans certaines applications.
Ce thème est très peu abordé dans la littérature. Nous présentons ici ce qui est à notre
connaissance, le premier algorithme permettant de fermer des trous (ou tunnels) dans
un objet en trois dimensions. Un trou dans un objet en 3D n’estpas une région de
l’espace, comme on peut s’en convaincre en considérant un tore plein, qui est un objet
comportant un unique trou (voir aussi les exemples figure 7).Intuitivement, la présence
d’un trou dans un objet peut être caractérisée par l’existence d’un chemin fermé inclus
dans l’objet, et ne pouvant être transformé de façon continue en un point unique, tout
en restant dans l’objet. Fermer des trous dans des objets 3D n’est donc pas un problème
trivial, en particulier il n’est pas possible d’utiliser, comme en 2D, des algorithmes de
recherche de composantes connexes. Basée sur les nombres de connexité (section 1.2)
et la notion d’amincissement guidé (section 1.7), la méthode présentée ici permet de
fermer des trous dans un objet 3D. Cette méthode permet de plus de contrôler par un
paramètre la “taille” des trous à fermer (figure 7b). Elle peut être implantée par un
algorithme linéaire en temps de calcul.

L’idée de base de la méthode consiste à plonger l’objetX dont on veut fermer les
trous, dans un autre objetY connexe, sans trou et sans cavité (une cavité est une com-
posante connexe finie du fond), tel qu’un cube par exemple. Onamincit itérativement
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Y en enlevant des points n’appartenant pas à l’objetX, et en s’assurant à l’aide des
nombres de connexité que l’enlèvement du point ne crée pas de trou ni de cavité. Cette
méthode a été introduite et formalisée dans [1, 2], nousen rappelons ici les principales
notions et propriétés.

DÉFINITION 1.2 Soient X,Y tels que X⊆ Y ⊆ E. On dit que Yest une enveloppe
topologique deX si Y n’a ni trou ni cavit́e, et si∀A∈ Y \X, l’ensemble Y\ {A} a un
trou ou une cavit́e.

Le théorème suivant permet de caractériser localement la classe des ensembles qui
sont des enveloppes topologiques, relativement à la classe des ensembles qui sont sans
cavité et sans trou.

THEORÈME 1.2 Soient X,Y tels que X⊆Y ⊆ E. Supposons que Y soit sans cavité et
sans trou. Alors, Y est une enveloppe topologique de X si et seulement si, pour chaque
A de Y\X, A est un point int́erieur ou un isthme 2D pour Y.

COROLLAIRE 1.1 Soient X,Y,Z tels que X⊆ Y ⊆ Z ⊆ E et que Z soit sans cavité et
sans trou. Si Y peut̂etre obtenùa partir de Z en retirant śequentiellement et jusqu’à
stabilité des points A tels que Tα(A,Z) = 1, alors Y est une enveloppe topologique de
X.

Afin d’obtenir un résultat bien “centré” sur l’objetX, on guide le processus décrit
ci-dessus par une carte de distance à l’objet, calculée pour les points du complémentaire
deX (les points situés à la plus grande distance de l’objet seront traités en priorité). On
peut également introduire un paramètret permettant de contrôler la “taille” des trous
que l’on ferme : si l’on décide de retirer durant l’exécution de l’algorithme les points
A tels queTα(A,X) ≥ 1, et ayant une valeur supérieure àt pour la carte de distance,
on laissera ouverts les trous de grande taille. Une légèremodification de l’algorithme
AmincissementGuidéavec un choix de structures de données adaptées permet d’obtenir
un algorithme linéaire en temps de calcul.

2 Transformations topologiques en niveaux de gris

Dans cette section, les notions topologiques telles que celles de point simple, d’amin-
cissement et d’amincissement ultime, sont étendues au casdes images en niveaux de
gris. Des applications au filtrage, à la segmentation et à la restauration d’images sont
présentées.

Une image 2D en niveaux de gris peut être vue comme une fonctionF deZ
2 dansZ.

Pour tout pointA de Z
2, F(A) est le niveau de gris, ou luminosité deA. On noteF

l’ensemble de toutes les fonctions deZ
2 dansZ.

Soit F ∈ F et k ∈ Z, la coupe (ou seuil) de F au niveau kest l’ensembleFk

composé de tous les pointsA ∈ Z
2 tels queF(A) ≥ k. Observons qu’une coupe est

un ensemble de points,i.e., une image binaire. Comme dans le cas binaire, si nous
utilisons l’α-adjacence pour les coupesFk de F , nous devons utiliser l’α-adjacence
pour les ensembles complémentairesFk, avec(α,α) = (8,4) ou (4,8). Considérons
la fonction−F, appeléefonction compĺementairede F (pour chaque pointA de Z

2,
(−F)(A) = −F(A)). Notons que les ensembles complémentaires des coupes deF sont
des coupes de−F. Dans tous les exemples et figures de ce rapport, nous choisirons
α = 8 pour les coupes deF , donc nous devrons utiliserα = 4 pour les coupes de−F .
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FIG. 7 – Illustration d’un algorithme de fermeture de trous dansdes objets 3D. (a) :
L’utilisation d’une carte de distance permet de “centrer” la position de la surface qui
ferme le trou. (b) : Un paramètre permet de régler la“taille” des trous à fermer.
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(a)

(b)

Une composante connexe non videX d’une coupeFk deF est unmaximum (ŕegional)
pour F si X ∩Fk+1 = /0. Un ensembleX ⊆ Z

2 est unminimum (ŕegional) pour Fs’il
est un maximum régional pour−F.

2.1 Topologie des coupes

Intuitivement, nous dirons qu’une transformation deF préserve la topologie si la
topologie de chacune des coupes deF est préservée. Donc, la “topologie des coupes”
d’une fonction (i.e.,d’une image en niveaux de gris) dérive directement de la topologie
des images binaires [8]. Basées sur cette idée, les notions suivantes généralisent aux
fonctions la notion de point simple.

DÉFINITION 2.1 Soit F∈ F , le point A∈ Z
2 estdestructible (pourF) si A est simple

pour Fk, avec k= F(A). Le point A∈ Z
2 estconstructible (pourF) si A est destructible

pour−F.

Nous voyons que le niveau de gris d’un point destructible (resp. constructible) peut
être abaissé (resp. élevé) d’une unité, tout en préservant la topologie deF . Par exemple
figure 8 (a), le point au niveau 8 est à la fois destructible etconstructible ; les deux
points au niveau 2 sont constructibles, mais seulement l’unde ceux-ci peut être élevé
car, ensuite, l’autre point deviendrait non-constructible.

SoitF ∈ F etG∈ F . On dit queG est un amincissement homotopiqueélémentaire
de F, et l’on noteG

e
→ F , s’il existe un pointA destructible pourF tel queG(A) =

F(A)− 1, et pour toutB 6= A, G(B) = F(A). On dit queG est un amincissement ho-
motopique de Fsi G = F ou s’il existe une séquence〈G0, . . . ,Gk〉 telle queG0 = F ,
Gk = G etG0

e
→ . . .

e
→ Gk. De plus, si aucun point deG n’est destructible, on dit queG

est un amincissement homotopique ultime de F. On définit de façon duale les notions
d’épaississement homotopiqueet d’épaississement homotopique ultime.

13



FIG. 8 – (a) : Image originale. (b) : Un amincissement homotopique ultime de (a). (c) :
Un épaississement homotopique ultime de (a).
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(a) (b) (c)

Par exemple figure 8, l’image (b) est un amincissement homotopique ultime de (a),
et (c) est un épaississement homotopique ultime de (a).

2.2 Caract́erisations locales et classification topologique des points

Soit F ∈ F et A ∈ Z
2. Pour alléger les notations, nous omettrons dans la suite la

mention deF lorsqu’elle n’est pas indispensable, par exemple, nous noteronsN++(A)
plutôt queN++(A,F). Nous définissons les quatre voisinages suivants :
N++(A) = {B∈ N∗

8(A);F(B) > F(A)} ;
N+(A) = {B∈ N∗

8(A);F(B) ≥ F(A)} ;
N−−(A) = {B∈ N∗

8(A);F(B) < F(A)} ;
N−(A) = {B∈ N∗

8(A);F(B) ≤ F(A)}.
Nous définissons également :

η−(A) =

{

max{F(B);B∈ N−−(A)}, si N−−(A) 6= /0,
F(A) sinon.

Il est facile de démontrer qu’abaisser un point destructible A à la valeurη−(A) est
une transformation homotopique. Par exemple figure 8 (a), lepoint au niveau 9 dans
la troisième rangée peut être abaissé à 7, puis à 4, et finalement à 0 sans changer la
topologie des coupes. Cette propriété, en plus de la caractérisation locale des points
destructibles et constructibles que nous allons présenter maintenant, permet de conce-
voir des algorithmes efficaces pour calculer des transformations préservant la topologie
des coupes, sur le modèle de l’algorithmeAmincissementLargeuret de l’algorithme
AmincissementGuidé (voir [13]).

Nous définissons les quatrenombres de connexité :
T++(A) = |Cα[A,N++(A)]| ; T+(A) = |Cα[A,N+(A)]| ;
T−−(A) = |Cα[A,N−−(A)]| ; T−(A) = |Cα[A,N−(A)]|.
La propriété suivante peut être dérivée directement des définitions ci-dessus et de la
caractérisation locale des points simples pour les imagesbinaires (voir théorème 1.1).
Elle montre que les nombres de connexité permettent de caractériser localement les
points destructibles et constructibles.
Soit F ∈ F et A∈ Z

2.
A est destructible pourF ⇔ T+(A) = 1 etT−−(A) = 1 ;
A est constructible pourF ⇔ T−(A) = 1 etT++(A) = 1.

De plus, les nombres de connexité permettent une classification des caractéristiques
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topologiques d’un point :
A est unpic si T+(A) = 0 ; A estminimalsi T−−(A) = 0 ;
A estk-divergentsi T−−(A) = k aveck > 1 ;
A est unpuitssi T−(A) = 0 ; A estmaximalsi T++(A) = 0 ;
A estk-convergentsi T++(A) = k aveck > 1 ;
A est unpoint bass’il n’est pas maximal ;A est unpoint hauts’il n’est pas minimal ;
A est unpoint int́erieur s’il est à la fois minimal et maximal ;
A est unemarche simples’il est à la fois destructible et constructible ;
A est unpoint selles’il est à la fois convergent et divergent.

FIG. 9 – Type topologique. Le point central est du type suivant : a: pic ; b : intérieur ;
c : destructible maximal ; d : maximal 2-divergent ; e : destructible 2-convergent ; f :
marche simple ; g : selle.
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En considérant toutes les valeurs possibles des quatre nombres de connexité, on
montre [8] que le type d’un pointA ∈ Z

2, quelle que soit la fonctionF ∈ F , est
nécessairement l’un des suivants, et seulement celui-ci :1) un pic ; 2) un puits ; 3) un point
intérieur ; 4) un point constructible minimal ; 5) un point destructible maximal ; 6) un point
minimal convergent ; 7) un point maximal divergent ; 8) une marche simple ; 9) un point
destructible convergent ; 10) un point constructible divergent ; 11) un point selle. La fi-
gure 9 montre des exemples de sept de ces types de points ; les quatre autres types
peuvent être obtenus par dualité (par exemple un puits estle dual d’un pic, etc).

Nous terminerons ce rapport en décrivant trois applications de la topologie des
coupes. Ces applications combinent des étapes de transformation homotopique, et des
étapes durant lesquelles la topologie doit être modifiéede manière contrôlée.

2.3 Filtrage topologique

Dans le cas de bruit impulsionnel, une impulsion positive apparaı̂t dans l’image
comme un groupe constitué de quelque pixels, dont la valeurest plus élevée que celles
des pixels du voisinage. Nous pouvons détecter une impulsion constituée d’un pixel
A isolé en testant le type topologique deA : il s’agit d’un pic. On peut “détruire”
ce pic en abaissantA à la valeurη−(A). Pour des impulsions formées par plusieurs
pixels adjacents, cette procédure n’est pas suffisante. Cependant, si nous amincissons
l’image en abaissant des points destructibles, une impulsion formée de quelques pixels
se réduira à un pic, qui pourra donc être détecté puis abaissé.

D’un autre côté, nous ne voulons pas abaisser des groupes constitués d’un plus
grand nombre de pixels, qui correspondent à des objets significatifs dans l’image. C’est
pourquoi nous avons besoin d’un analogue de l’algorithmeAmincissementLargeur, qui
permet de contrôler par le nombre d’itérations, l’étendue spatiale de l’amincissement
(voir [13] pour plus de détails).

Dans la figure 10, nous montrons le résultat (c) de trois étapes d’amincissement
homotopique appliquées à l’image (b), suivies d’un abaissement des pics. Les impul-
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FIG. 10 – Filtrage topologique. (a) : Image originale. (b) : Image originale plus bruit
impulsionnel. (c) : Après 3 étapes d’amincissement et abaissement des pics. (d) : Re-
construction homotopique de (c) contrainte par (b).

(a) (b) (c) (d)

sions ont été éliminées, mais des points n’appartenantpas à des impulsions ont aussi
été abaissés ; il faut donc leur redonner leur altitude initiale. Nous utilisons pour cela un
opérateur de reconstruction homotopique, qui n’est autrequ’un épaississement homo-
topique contraint par l’image d’origine (c’est-à-dire qu’un point ne pourra atteindre une
valeur supérieure à celle qu’il avait dans l’image d’origine). La contrainte de n’élever
que des points constructibles garantit que les les pics abaissés ne seront pas restaurés
à leur altitude originale. La figure 10 (d) montre une reconstruction homotopique de
(c) contrainte par (b). Les impulsions négatives peuvent ˆetre filtrées par la procédure
duale. Ce filtrage topologique donne, pour filtrer du bruit impulsionnel, de meilleurs
résultats qu’un filtre médian ou qu’un filtre basé sur l’ouverture et la reconstruction
morphologiques. En particulier, il permet de mieux préserver les structures minces.

2.4 Segmentation topologique

La figure 11 (a) montre une image dans laquelle on perçoit descellules sombres
séparées par des frontières plus claires. A cause du bruit, cette image contient beau-
coup de minima régionaux : ils apparaissent en blanc dans (a’). Un amincissement
homotopique ultime (b) préserve par construction tous cesminima et les étend le plus
possible (b’). La figure 12 (a) montre un profil 1D extrait d’untel amincissement ho-
motopique ultime. Dans ce profil, les pointsA, B etC correspondent à des points diver-
gents qui séparent des minima voisins. Certains de ces points divergents (A, B) peuvent
être considérés comme des points “irréguliers” [8] : nous voudrions les abaisser pour
éliminer (fusionner) des minima de faible profondeur.

Pour cela, nous introduisons la notion de pointλ-destructible et d’amincissement
filtré ultime.Intuitivement, un pointλ-destructibleA est soit un point destructible, soit
un pic, soit un point divergent se trouvant sur une crête quidivise son voisinage en
plusieurs régions plus basses, telles qu’au plus une de cesrégions ait une différence
d’altitude supérieure àλ par rapport àA. Par exemple, les points à 20 et 100 dans la
figure 12 (b) sont tous deux 10-destructibles, mais ne sont pas destructibles. Un amin-
cissement filtré ultime est défini de manière similaire àun amincissement homotopique
ultime, en remplaçant “destructible” parλ-destructible.

Dans la figure 11 (c), nous voyons un amincissement filtré ultime de (a) avec
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FIG. 11 – Segmentation topologique. (a) : Image originale. (b) :Amincissement homo-
topique ultime. (c) : Amincissement filtré ultime avecλ = 40. (a’), (b’), (c’) : En blanc,
les minima de (a), (b), (c) respectivement.

(a) (b) (c)

(a’) (b’) (c’)

λ = 40. Une segmentation binaire (c’) est obtenue par extraction des minima régionaux
de (c). Notons que cette méthode de segmentation ne fait intervenir qu’un seul pa-
ramètre, qui est lié à une notion de contraste local.

2.5 Restauration de cr̂etes

Les méthodes de segmentation basées sur l’extraction de minima et la fusion de
régions, ainsi que celles basées sur l’extraction de contours, sont sensibles à la qualité
des crêtes qui séparent les régions d’intérêt (comme dans la figure 11 ou la figure 14) et
qui peuvent se trouver perturbées par le bruit. Nous proposons ici une procédure pour
détecter et éliminer les cols étroits sur les crêtes d’une fonction 2D.

Tout d’abord, il est nécessaire d’opérer un amincissement homotopique ou filtré
limité, de manière à réduire les crêtes à des lignes minces (voir figure 13 (b)). Main-
tenant, nous pouvons détecter les points qui appartiennent à des “crêtes minces” et qui
vont devoir être élevés pour éliminer des cols.

Soit X ⊆ Z
2 et A∈ X, A est unpoint śeparant (pour X)si T(A) ≥ 2. SoitF ∈ F ,

un pointA ∈ Z
2 est appelé unpoint śeparant (pour F)s’il existe un niveauk ∈ Z tel

queA est un point séparant pour l’ensembleFk.
Par exemple, dans la figure 13 (e) les points aux niveaux 15, 20et 25 sont des

points séparants. Nous voyons figure 13 (b) que pour éliminer le col au niveau 90, nous
pouvons élever des points séparants qui sont constructibles, jusqu’à ce qu’un point
selle apparaisse ; le point selle pourra alors être détecté et remonté. Nous voyons aussi
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FIG. 12 – Illustration des pointsλ-destructibles. (a) : Un profil 1D d’un amincissement
homotopique ultime. (b) : Une image avec deux points 10-destructibles (niveaux 20 et
100) qui ne sont pas destructibles.

B

A C

(a)

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 30 10 10 0

0 0 0 20 10 10 0

0 200200200200200 0

0 0 0 100 90 110 0

0 0 0 110110110 0

0 0 0 0 0 0 0 (b)

FIG. 13 – Restauration de crêtes. (a) : La valeur la plus basse sur la crête est celle
du col (90). (b) : Après une étape d’amincissement homotopique. (c,d) : Après 1 et 3
iterations de l’algorithme de restauration de crêtes. (e): Les points aux niveaux 15, 20
et 25 sont des points séparants.
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figure 13 (b) que si nous élèvons itérativement, sans restriction, des points séparants
constructibles, nous renforcerons également des lignes de crêtes basses comme celle
au niveau 60 dans l’image. En effet, le point au niveau 60 qui est voisin d’un point à
240 est un point séparant constructible. De plus nous ne pouvons utiliser ici la notion
de pointλ-destructible et l’amincissement filtré car nous risquerions d’abaisser les cols
que nous voulons précisément remonter.

Nous définissons maintenant une classe de points qui forment de “bon candidats”
pour la restauration de crêtes. SoitF ∈ F , un pointA ∈ Z

2 qui est séparant pourF
est ditextensibles’il est soit un point constructible, soit un point selle pour F , et siA
possède au moins un voisinB qui vérifie les deux conditions suivantes :
i) B est séparant (au sens binaire) pourFk, aveck = F(A), et
ii) B n’est pas séparant (au sens binaire) pour toute coupeFj avec j > k.

La méthode de restauration de crêtes procède par détection et élévation itérative de
points extensibles. Une description plus précise de l’algorithme se trouve dans [13].
Dans la figure 13 (c), nous voyons le résultat après une itération de cet algorithme,
appliqué sur (b). En particulier, nous voyons que deux points de niveau 90 dans (b) on
été remontés à 240, et que les points de niveau 60 n’ont pas été modifiés. Dans (d),
nous voyons le résultat après 3 iterations : la crête à 240 a été restaurée. Des itérations
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supplémentaires ne changeraient pas ce résultat.

FIG. 14 – Restauration de crêtes. (a) : Image originale. (b) : Après un opérateur de
gradient (les valeurs les plus faibles sont en blanc). (c) : Après un amincissement filtré.
(e) : Après restauration de crêtes jusqu’à stabilité. (d,f) : Seuil de (c,e) respectivement,
au même niveau.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Dans la figure 14, nous illustrons cette méthode sur une image de gradient (b).
L’image (b) est d’abord amincie, ce qui donne (c). Si nous seuillons cette image, soit
nous perdons des segments significatifs (d), soit nous obtenons trop de détails. L’image
(e) a été obtenue à partir de (c) par restauration de crêtes jusqu’à stabilité. Le même
seuil a été appliqué sur (c,e), donnant (d,f) respectivement. Nous voyons que beaucoup
de segments significatifs ont été récupérés, sans introduction d’artefacts.

3 Conclusion

Nous avons vu qu’il était possible de définir rigoureusement et d’implémenter effi-
cacement des opérateurs topologiques agissant sur des images binaires en 2D et en 3D,
ainsi que sur des images en niveaux de gris. Ces opérateurs permettent, soit de transfor-
mer une image en préservant la topologie, soit de modifier s´electivement celle-ci pour
parvenir à un filtrage, à un réhaussement ou à une segmentation. Les transformations
décrites dans ce rapport sont de nature séquentielle, au sens où après modification de
chaque point simple, il est nécessaire de prendre en comptecette modification dans les
tests de simplicité d’autres points. Il en résulte que parfois, des choix arbitraires doivent
être effectués quant à l’ordre dans lequel les points simples sont examinés, menant à

19



des résultats différents. Les stratégies d’amincissement en parallèle, non décrites ici,
permettent en revanche d’obtenir des squelettes définis defaçon unique.

Cependant, les conditions permettant de garantir la préservation de la topologie
lorsque l’on retire des points en parallèle sont bien plus complexes à établir que la ca-
ractérisation des points simples. De nombreuses tentatives, durant ces quarante dernières
années, ont été faites pour essayer de résoudre ce problème [11]. La notion d’ensemble
non-simple minimal, introduite par C. Ronse [20], permet detester si un ensemble
donné de points simples peut être enlevé tout en préservant la topologie. La notion
de point P-simple proposée dans [3] permet de plus, de concevoir des algorithmes pa-
rallèles d’amincissement 3D dont le caractère homotopique est garanti par construc-
tion. Récemment, un cadre général pour l’étude de l’amincissement parallèle en di-
mension quelconque a été développé par un des auteurs dece rapport [4]. Ce cadre, qui
a pour centre la notion de noyau critique, généralise à lafois celui des ensembles non-
simples minimaux et celui des points P-simples. Le lecteur intéressé pourra consulter
le sitehttp://www.esiee.fr/˜info/a2si/ck pour une revue complète sur les noyaux
critiques.
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Śerie Math., I(321) :1077–1084, 1995.

[4] G. Bertrand. On critical kernels. Technical Report IGM2005-05, Université de
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