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Résumé —Les algorithmes proximaux paralléles et les méthodes @etitins alternées des multiplicateurs sont devenus piogsilpour la
résolution de problémes inverses. En particulier, de nembtravaux se sont intéressés a la résolution de problémessthuration dans un
cadre variationnel convexe utilisant des trames. Jusqé'sept, la plupart de ces méthodes nécessitaient une gpadle trames ajustées. Dans
ce travail, nous relachons cette contrainte en considéesbancs de filtres a reconstruction parfaite non-nécessemt décimés de maniere
critique. Nous illustrons l'intérét de telles trames surexemple de déconvolution en présence de bruit de Poisson.

Abstract — Parallel proximal algorithms and related alternating cticn methods of multipliers have become popular optindratechniques
to approximate iteratively the desired solution in franasdd convex variational formulations for solving signatatesolution problems. Until
now, in most of these methods, tight frame representati@rs wssumed. In this paper, it is shown that it is possiblelexithese assumptions
by considering non necessarily maximally decimated filsrks with perfect reconstruction. In our simulations, #pproach is applied to the
deconvolution of data corrupted by a Poisson noise.

1 Introduction raison du caractére non-Lipschitz différentiable du ted'ad-
tache aux données [9]. Néanmoins, d’'autres algorithmgs d’'o
De nombreux travaux en traitement du signal et des imagegmisation convexe peuvent étre employés, comme I'algoré
ont été consacrés aux problemes de restauration. Poursde tgk Douglas-Rachford (DR) [10], I'algorithme paralléle xiro
problémes 1D, les données originajes ¢(Z) sontdégradées mal (PPXA) [11] ou ADMM (Alternating Direction Method of
par un opérateur de convolutidh (*(Z) — (*(Z) etun bruit  Multipliers) [12, 13]. Ces algorithmes appartiennent alisse
non-nécessairement addttifune facon de formuler le modéle des algorithmes proximaux pour lesquels les opérateuss pro
direct de dégradation consiste a écrire : imaux invoqués ne prennent une forme explicite que dans le
_ — cas de trames ajustées [11, 12, 13]. Des algorithmes proxima
z = Do(T7) (1) : . . o
primaux-duaux sont aussi applicables pour ces problémesdiq
ou D, modélise I'effet du bruit etv > 0 est un parameétre lié [14, 15, 16].
a l'intensité du bruit ¢ peut par exemple désigner la variance Le but de cet article est de proposer une technique perme-
dans le cas d’'un bruit gaussien ou le paramétre d’échelle dattant de relacher I'hypothése de trame ajustée, dans les alg
le cas d’un bruit de Poisson). Dans ce contexte, notre abjectrithmes de type PPXA, en considérant une classe partieuliér
est de retrouver un signgle ¢2(Z), le plus proche possible de de représentations. Dans la suite, nous considérons un prob
7, & partir d'un signal observé € ¢?(Z) et d’'une information  |éme général d’optimisation convexe, dont la formulatidh &
a priori sur les données (parcimonie, positivité, .. .). analyse (FA) s’exprime par :
Dans|[1, 2, 3, 4], les auteurs considérent des techniques d'o R
timisation convexe pour résoudre simultanément les pnogde . .
de débruitage et de déconvolution dans un cadre variationne ye AE%ZI?ZI? Z filLiy) + Zgj(Fy). (2)
Quand le bruit est gaussien, I'algorithme explicite-imijhé (FB) ! =t =t
[1, 5] et ses versions accélérées [6, 7] peuvent étre employe:. (2(Z) — (*(Z) correspond & 'opérateur d’analyse de trame
aussi bien dans le contexte des bases d'ondelettes que dagss propriétés seront rappelées dans la section 2). Paur to
celui plus général de trames [8]. Cet algorithme est aussico ; {1,...,R}, fi: >(Z) — ]—o0, +0o0| est une fonction con-
sous le nom de Landweber seuillé quand le terme de régulajaye semi-continue inférieure (s.c.i.) et propie; (2(Z) —
isation est une norm@ [2, 3, 4]. Dans le contexte d’un bruit 2(Z) est un opérateur de convolution stable, et pour joat
non-additif tel gu’un bruit de Poisson ou un bruit de Laplace{L ...,S},g;: 2(Z) — ]—o00, +00] est une fonction convexe,
Ialgorithme FB n'offre plus de garantie de convergence er ¢ j. et propre. La FA s'oppose a la formulation a la syrghés

1. ¢2(Z) correspond a 'espace des signaux discrets a valeursééfigis (FS) [17, 18, 19] Cette der_niére ajusqu'a prés_ent souvent e
surZ et d’énergie finie. préférée en raison d’'une mise en ceuvre plus aisée [2, 10].
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Les aspects théoriques et expérimentaux de ce travaits’art ou, pourtout € {1,...,N}etj € {1,...,D}, Vi ;: (*(Z) —
ulent comme suit : dans la section 2, les propriétés des framé?(Z) est un filtre stable SISO (mono-entrée mono-sortie). Par
sont rappelées et une classe spécifique de trames non-néaamséquent, la réponse impulsionnelle de ce filtre appartie
sairement ajustées est introduite. La section 3 détadlgd- a¢'(Z) et sa réponse fréquentielle ; est ainsi une fonction
rithme PPXA+[20] et met en avant I'intérét de combiner cet al continue. De plus, on suppose gueest inversible a gauche.
gorithme avec les trames précédemment introduites. Dak rés L'adjoint de I'opérateult” est un filtre MIMO de tailleD x N
tats numériques pour un probléme de restauration en présergui sera notéd/ *.
de bruit de Poisson sont présentés dans la section 4. Finale-

le " . . .
ment, la section 5 souléve certains problemes résiduela de proposition 2.1 L'operateur I = 11, VIIp est un opérateur
méthode proposée. de trame ayant pour constantes de trames

. . z = i f min t o= max )
2 Cas particulier de trames (non-néces- £~ e by min) B H= sup | Omax(V)
sairement ajustées) oU, pour tout, oyin () € J0, +00[ etomax(v) € ]0, +oo[ sont

les minimum et maximum des valeurs propreste)s(v).
Des propriétés telles que la parcimonie ou la régularité d'u pe plus, nous pouvons écrire :
signal cibley € (%(Z), sont aisément exploitables en terme de
coefficients de trame® = (Z(k))rez € (*(Z) tels quey = F'F =1V VIp. )
5 @(k)ey Ol (ex)kez st un dictionnaire de signaux de

(2(Z). Un tel dictionnaire constitue une trame s'il existe deux
constanteg etz dans|0, +oo| telles que

Les trames résultantes ne sont pas nécessairement ajustées
Cependant, la trame est ajustée lors@ue ¢ [—1/2,1/2])
o) () =1.
+oo

(vye @)  wyl*< Y Kyled <zllyl* @) Les GenLOTS [22] ou les bancs de filtres propres [23, 24]
k=00 sont typiguement des exemples de transformées populaires e
L'opérateur de trame associé est I'opérateur linéairectifje traitement du signal qui appartiennent a la classe dessepré
defini par tations considérées. Dans la section suivante, nous nmeniao
Yy € 12(7, Fu— e 7 4 pertinence du choix de la classe de trames présentée leliggu’
o (vy _ _( ) ) Y (_<y,| ,k>)’“€? o @) est combinée au formalisme de I'algorithme PPXA+ [20].
I'adjoint de celui-ci est 'opérateur linéaire surjectifthé par
00 .
(Vo = (2(k),, € P(@)  Fa= 3 a(k)er. (5) 3 Algorithme PPXA+ pour la classe de
h=—oco trames considérée
Si F~! = F*, une base orthonormale est obtenue et si 1
on parle de trame ajustée [21]. - Comme cela a été démontré dans [20], PPXA et SDMM sont

des cas patrticuliers de I'algorithme PPXA+ dont les itéragi

Nous considérons un opérateur linéalfequi correspond sont données par I'algorithme 1. La convergence de la suite
& un banc de filtres non-nécessairement décimés de manidee)ccz générée par l'algorithme 1 a été démontrée dans [20]
critique. Rappelons qu’'un banc de filtres & 'analyse penat &t Sous certaines hypotheses techniques telles que la de&rciv
écrit sous forme polyphase en effectuant une décompositigtes fonctionnelles impliquées.
polyphasdlp suivi par un filtrage réel MIMO (multi-entrées ~ Dans l'algorithme 1, la notatioprox désigne I'opérateur
multi-sorties), notd’. Plus précisément, proximal [25]. Rappelons que I'opérateur proximal d’'unede
e la décomposition polyphadép est un opérateur d€(Z)  tion ¢ € I'o(H), ou’H désigne un espace de Hilbert, est défini

vers(éQ(Z))D avecD € N* tel quel, pourtouy = (y(n)), _, € par

(), ipy = (y)1<j<p oUyY) = (y(Dn—j+1)), _,
est laj-eme composante polyphase d’'ordpedu signaly.
Y . . . D ) R PR

L'opérateur adjoint ddlp est donné pafl},: ((*(Z))" —  Cet opérateur peut étre vu comme la généralisation d’un pro-

2(Z): (y9)1<j<p = u = (“("))nez ou, pour touth € Z  jecteur sur un ensemble convexe fer@éeH (cas particulier

1 2
prox,: H —H:v— argmin - lu—v||" + (u). (8)

etje{1,...,D},u(Dn—j+1) =y (n). Par conséquent, obtenu lorsque> désigne la fonction indicatrice sar). Dans
IT, nous permet de fusionné? suites de carré sommable en [1, 5, 11], de nombreuses formes explicites ppttix,, sont
une seule. données. _ _ o
e le filtre MIMO V est défini par ATinitialisation et pour le calcul de la variable intermiéde
v v c¢ a I'itération £, remarquons que des minimisations quadra-
1,1 .- 1,D

tiques sont requises. Ces minimisations requiérent Ilisioa
V=1 : (6)  d'un opérateur linéaire de grande taille qui n’est pas eiph
VNi .- VN ment calculable pour des trames quelconques. En revanthe, e



Initialisation

, R s
(m)1<i<r €10, +00[™, (5)1<5<r €10, +00[* s (vi0)1<ics € (P(Z))", (wjo)i<i<s € ((2(Z))
. R 2 S 2
| Yo = argmingepa(z) >0y MillLiw — violl” + 325 Kl Fu — wjo
Pour/ =0,1,...
Pouri=1,...,R Di,¢ = PrOXy, /p. Vig
Pourj=1,...,5 Tj = ProXy s Wiy
Ae €]0,2]
. R 2 s 2
o = argmingez(z) Yoy Wil Liv — piell” + 3251wl Fu— 7]l
Pouri=1,...,R Vi1 = Vie + Me(Li(2¢0 — ye) — piye)
Pourj=1,...,8 W41 = Wy + )\@(F(?C[ — yg) — Tj,g)
L Yer1 = Yo + Ne(ce — ye)

Algorithme 1: PPXA+

considérant un banc de filtres a reconstruction parfaitel®m comparaisons menées sur cet exemple avec des algorithmes
décrit précédemment et en combinant la propriété (7) avec lrimaux-duaux ont montré la supériorité de I'approche pro-
fait que, pour tout € {1,..., R}, 'opérateur de convolu- posée en terme de vitesse de convergence.

tion L; peut étre mis sous forme polyphase, ie= W;IIp

ouW; = [W;1,...,W; p] est un filtre MISO (multi-entrées

mono-sortie), on peut montrer que : 5 Conclusion
L -1 R -1
(Z n L] L; + /-;F*F) =11}, ( Z W W; + mV*V) IIp, Dans ce travail, nous avons montré que l'introduction d’une
i=1 i=1 classe bien choisie de trames permet de sortir du cadré&restr

ol Kk — Zszl x;. En raison, des propriétés vérifiées par ledif des trames_ E_ijL’JSteeS Iorsq_ue des angnthmes proximeux p
réponses fréquentielles d&;);<;<x et V, linversion peut Maux sont utilisés. La solution proposée pgrmet dg rgsoudre
étre implantée efficacement a 'aide de transformées deefour €fficacement des problemes de déconvolution périodique en
rapides. présence de bruit non-nécessairement additif gaussies. IBa
cas ou I'opérateur linéaire de dégradation n’est plus uneao
lution périodique, d'autres pistes doivent étre explocaesme
celles de trouver une autre base dans laquelle I'opéragedir s
- R . . agonalise ou encore de recourir a des sous-itérations de gra
Nous considérons un probléme de déconvolution 2D en pre- ) 3
) . i . . ., ent conjugué pour le calcul de (notons cependant que pour
sence de bruit de Poisson (bien que le formalisme précédent -
S . . ssurer la robustesse aux erreurs dans le calctl, des itéra-
concerne le cas 1D, il s'étend de fagon immédiate au cas 2D}, . « P o .
\ s . . ons de PPXA+ doivent étre Iégérement modifiées et devien-
L'image considérée est de tailte = 256 x 256, T est 'opéra- P
. o \ nent alors Iégérement plus complexes [20]).
teur de convolution 2D (périodique) correspondant a un flou
uniforme de taille5 x 5 et = 0.8 est le facteur d’échelle Références
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FIGURE 1 — Résultats de restauration en présence de bruit de Poisson

[7] A. Beck and M. Teboulle. A fast iterative shrinkage-tsinelding algo-  [18]
rithm for linear inverse problemsSIAM J. Imaging Sci.2(1) :183-202,
2009.

[8] L. Jacques, L. Duval, C. Chaux and G. Peyré. A Panorama ohi-M  [19]

9]

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

[15]

[16]

(17]

scale Geometric Representations, Intertwining Spatiakdiional and
Frequency SelectivitySignal Processing - Special issue on Advances in
Multirate Filter Bank Structures and Multiscale Represgiung 2010.

To appear.

F.-X. Dupé, M. J. Fadili, and J.-L. Starck, “A proximaktation for de-
convolving Poisson noisy images using sparse represamsdti IEEE
Trans. on Image Proc18(2) :310-321, Feh. 2009.

P. L. Combettes and J.-C. Pesquet. A Douglas-Rachfplittirsy ap-
proach to nonsmooth convex variational signal recov&tZE J. Selected
Topics Signal Processl(4) :564-574, Dec. 2007.

P. L. Combettes and J.-C. Pesquet. A proximal decortipnsinethod
for solving convex variational inverse problemsinverse Problems
24(6) :x+27, Dec. 2008.

M. Afonso, J. Bioucas-Dias, and M. A. T. Figueiredo. Arganented La-
grangian approach to the constrained optimization fortrmreof imag-
ing inverse problemdEEE Trans. Image Proces®0(3) :681-695, Sept.
2010.

S. Setzer, G. Steidl, and T. Teuber. Deblurring poissoimages by split
Bregman techniquesl. Vis. Comm. Image Rep21 :193-199, 2010.
G. Chen and M. Teboulle. A proximal-based decompasiticethod for
convex minimization problems.Mathematical Programming64 :81—
101, 1994.

P. L. Combettes, Binh iing, and B. C. \i. Dualization of signal recovery
problems.Set-Valued and Variational Analysis8 :373-404, 2010.

A. Chambolle and T. Pock. A first-order primal-dual aigfom for
convex problems with applications to imaging). Math. Imag. Vis.
40(1) :120-145, 2011.

M. Elad, P. Milanfar, and R. Ron. Analysis versus systian signal
priors. Inverse Problems23(3) :947-968, June 2007.

[20]

(21]

(22]

(23]

(24]

(25]

(26]

(27]

(28]

L. Chaéri, N. Pustelnik, C. Chaux, and J.-C. Pesquetlvi®p inverse
problems with overcomplete transforms and convex optititimatech-
niques. InSPIE 14 pages, San Diego, CA, Aug. 2-4 2009.

M. Carlavan, P. Weiss, L. Blanc-Féraud, and J. Zerub#dgorithme

rapide pour la restauration d'image régularisée sur lefficeats d'on-
delettes. IrProc. GRETSI4 pages, Dijon, Sept., 8-11 2009.

J.-C. Pesquet and N. Pustelnik. A parallel inertial Tl
optimization method, 2011. Preprint. http ://www.optiatipn-
online.org/DB_HTML/2010/11/2825.html

D. Han and D. R. Larson. Frames, bases, and group repatiens.
Mem. Amer. Math. Socl147(697) :x+94, 2000.

J. Gauthier, L. Duval, and J. C. Pesquet. Optimizatibayothesis over-
sampled complex filter bankEEEE Trans. Signal Proces$7(10) :3827
— 3843, Oct. 2009.

B. D. Patil, P. G. Patwardhan, and V. M. Gadre. Eigenfitpproach to
the design of one-dimensional and multidimensional twarctel linear-
phase FIR perfect reconstruction filter bankSEE Trans. Circ. Syst,, |
55(11) :3542 — 3551, Dec. 2008.

A. Tkacenko and P. P. Vaidyanathan. On the eigenfiltaigtemethod
and its applications : a tutorialEEE Trans. Circ. Syst. JI50(9) :497—
5171, Sep. 2003.

J. J. Moreau. Proximité et dualité dans un espace HidimerBull. Soc.
Math. France 93 :273-299, 1965.

I. W. Selesnick, R. G. Baraniuk, and N. G. Kingsbury. Tdeal-tree
complex wavelet transformEEE Signal Process. Mag22(6) :123-151,
Nov. 2005.

C. Chaux, L. Duval, and J.-C. Pesquet. Image analysigyusdual-tree
M-band wavelet transformlEEE Trans. Image Processl5(8) :2397—
2412, Aug. 2006.

N. Pustelnik, J.-C. Pesquet, and C. Chaux. Proximahot for image

restoration using a class of non-tight frame represemisitio Proc. EU-
SIPCQ 5 pages, Aalborg, Danemark, Aug. 23-27, 2010.



