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RESUMEN 

El presente trabajo conlleva al estudio de las familias de existencia y 
unicidad de operadores lineales acotados como una herramienta para manejar 
el problema abstracto de Cauchy, así como algunas aplicaciones con 
operadores diferenciales relacionados con familias de existencia. 

Por razones técnicas, hemos dividido este trabajo en tres capítulos y un 
apéndice. 

En el primer capítulo se estudian las integrales de Riemann y las 
transformadas de Laplace para funciones valuadas en un espacio de Banach, 
así como el teorema de acotamiento uniforme. 

El segundo capítulo es una presentación de las definiciones y propiedades 
básicas de la nueva familia de existencia así como su compañera familia de 
unicidad que incluye sus conexiones con el problema abstracto de Cauchy. 

El tercer y último capítulo se enfoca en el problema de cuando los 
operadores diferenciales, así como los operadores matriciales tienen familias 
E0  de existencia. 

En el apéndice se presentan los espacios de Sobolev y los teoremas de 
inmersión, temas que son necesarios para el desarrollo del tercer capítulo. 

SUMMARY 

The present work bears to the study of the existence families and 
uniqueness of botmded lineal operators as a tool to deal the abstract Cauchy 
problem, as well as some applications with differential operators related with 
existence families. 

For technical reasons, we have divided this work in three chapters and an 
appendix. 

In the first chapter the Riemaim integral are studied and those Laplace 
transforms for functions valued in a space of Banach, as well as the uniform 
boundedness theorem. 

The second chapter is a presentation of the definitions and basic properties 
of the new existence family as well as its partner uniqueness family that 
includes its connections with the abstract problem of Cauchy. 

The third and last chapter is focused in the problem of when 
the differential operators, as well as the matrix operators E0  - existence 

families. 
In the appendix the spaces of Sobolev and the immersion theorems are 

presented, topics that are necessary for the development of the third chapter. 
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La teoría de ecuaciones diferenciales en espacios de Banach juega un 

papel importante en Matemática. Un tema importante en esta teoría es el 

problema de abstracto de Cauchy. 

Durante la última década el estudio de algunas generalizaciones de los 

semigrupos fuertemente continuos clásicos; tales como los semigrupos 

integrados, los semigrupos regularizados y las familias de existencia de 

operadores lineales acotados en X, han llamado mucho la atención porque 

estos nuevos tipos de familias de operadores equipan al Problema Abstracto 

de Cauchy con sistemas de operadores para controlar los problemas bien y 

mal puestos. 

En este trabajo se presenta un sistema de operadores más general, la 

familia E0  de existencia para un operador lineal A, de operadores lineales 

acotados de un espacio de Banach Y (puede ser diferente de X) en X como 

una nueva herramienta por tratar con Problema Abstracto de Cauchy. Esta 

idea es algo diferente de lo tradicional. Este nuevo sistema resulta ser más 

útil (en algunos aspectos) que los conocidos de X a sí mismo. Como se verá 

ésto produce un conjunto más grande de datos iniciales para que las 

soluciones existan y dan una buena estimación de las soluciones. 

Como una aplicación se considerará una clase de operadores diferenciales 

elípticos en If (0) (1 <p <cc) con coeficientes variables y la condición 
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frontera de Dirichlet (o Neumann). Se probará que estos operadores 

tienen familias E0  de existencia de L2((1) a LP (SI) (si p 2) para un 

conveniente E0. 



PRIMER CAPÍTULO 
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CONCEPTOS PRELIMINARES 

En este capítulo, las integrales de Riemaim para funciones valuadas en 

espacios de Banach son definidas y desarrolladas. Además se presenta una 

caracterización de las transformadas de Laplace para funciones continuas. 

1.1 	Integral de Riemann. 

El siguiente Teorema se usará en lo sucesivo para definir las 

transformaciones lineales. 

Teorema 1.1. (Teorema de Transformación Lineal Acotada). 

Suponga que Z es un espacio normado, X es un espacio de Banach, y 

S c Z es un subespacio lineal, denso de Z. Si T:S—>X es una 

transformación lineal acotada (es decir que existe C < oo tal que 1174 Clizil 

para todo z e S), entonces T tiene una única extensión a un elemento 

T E L(Z,X) y esta extensión todavía satisface 
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1174 5_ Clizil para todo el z E g . 

En lo que resta de esta sección, sean [ a, b] un intervalo compacto fijo y X 

un espacio de Banach. La colección S = S ([a, b ], X) de funciones de paso, 

f :[a,b]—> X, consiste de todas las funciones f que pueden escribirse de la 

forma 

n-1 

(1.1) 	 f(t) = x0  lk,,,d(t) + E x,1(4,4+11(t), 
1=1 

donde 7r._.. {a = to  <t1  < ... < tn  = b} es una partición de [ a, b], 1,3  es la 

función característica del conjunto B y 	x, E X. Para f como en la 

ecuación 1.1, sea 

n-1 

(1.2) 	 1(f) E(t1+1  — t,)x, E X 
14 

Teorema 1.2. (Integral de Riemann). 

La función lineal / :S' --> X se extiende en forma única a un operador 

lineal continuo 1 de ,Y' (la clausura de las funciones de paso dentro de 

r ([a,b], X)a X y este operador satisface, 

(1.3) 	 11/(f)ii (b — a)lif L para todo f E SI  . 
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Además, C ([a,b], X) cS cr ([a,b], X) y f E S, que puede 

computarse como 

n-1 

(1.4) 	 /(f) = Hin E f(ci,r (t,,, — t, ), 
liri—>0 r_o  

donde 	Ir {a = to  <t < ... < t. = b} denota una partición de [a, b], 

17ri= max Ilt„, — t, I : i = 0,...,n —1 	es el tamaño de la malla de ir y c 

puede escogerse arbitrariamente dentro de [t, t,, ]. 

Demostración: 

Tomando la norma de la Ecuación (1.2) y usando la desigualdad 

triangular se muestra que, 

n--1 
(1.5) 	11/(f)11 	nti  (tI+1  — to )lfri ll 5_ E (t,+, — t,) lifil. < (b — a)11fIL . 

La existencia de I que satisface la Ecuación (1.3) es una consecuencia 

del Teorema 1.1. 

Para f E C da, b 1, X), 7r ._. {a = t0  <t1  < ... < t , = b} una partición de 

[a, b], y c'sr E [t, , ti+1  ] para i = 0, 1, 2,..., n — 1, sea 

n-1 

L (t) -- f (c o) 0150 mj(t) + E f (c7 )1 (ii  ,,, ,i(t) . 
1=1 
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n-1 

Entonces l(f,r)=If(c7)(t,,,—t,) para terminar la prueba de la ecuación 
,=0 

(1.4) y que C ([a, b I, X ) c S , es suficiente observar que 11)011 f — ft, IL =0 

porque f es uniformemente continua en [a, b 1.  O 

Observaciones. 

1. Para f E :571  y acz<ig__b se escribe y denota / (lkul  f) por 

rf (t)dt o f[a,o]f 
a 

2. Siguiendo la convención usual, si a a <fi b, sea 

L
, 
f (t)dt = 	 = — jap  f(t)dt . 

3. Si fn  ES yf ES tal que IV — fn L = O, entonces para 

a<a<fib, entonces 1 Eafil  fn  E S 	y 	112111[afilf —1Ectfil fn lico = O. Esto 

muestra 1[a,0]  f E AV siempre que f E S. 

El próximo Lema contiene algunas de las muchas propiedades de la 

integral de Riemann. 
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Lema 1.1. 

Para f E S ([a, b ], X) y a, fi, y E [a, b], la integral de Riemann 

satisface: 

1. r f (t)dt _(fl — a) suptf(t)ii :at _13}. 

   

2. fa  f (t)dt = r f (t)dt + 

3. La función G(t):= fa  f (r)dr es continua en [a, b ]. 

4. Si Y es un espacio de Banach y T E L(X ,Y), entonces 

Tf E S ([a, b 1,Y ) y 

T(rf(t)dt) = rTf (t)dt . 

5. La función t —> Ilf(t)11x 	esta en S ([a,b],11Z) y 

fa  f (t)dt < ib 	II J.  ilf(t)ii  dt . 

  

6. Si f,g e g([ a,b ], IR) y f 5 _ g, entonces 

L
b
f (t)dt 	

b 

a  f g(t)dt . 
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Teorema 1.3. (Teorema de Fubini). 

Sean a, b, c, d E IR y f(s ,t) E X una función continua de (s,t) 

para s entre ay by t entre c y d. Entonces las aplicaciones 

b 

t -> f f (s,t)ds E X y s --.> r -- 

	

	 f (s , t)dt son continuas y 
a 

cd [L b 

(1.6) 	 j 	f (s, t)ds] dt ---- f
b[ fd 

f (s,t)dtids . 
a c 

Demostración: 

Sin pérdida de generalidad se puede asumir que a <b y c <d. Por 

continuidad uniforme de f, 

sup ll f(s,t)— f (s o  ,t)11 —> O cuando s —> so  
ctsd 

y por el Lema 1.1 

fel 	 d 

f (s,t)dt —> I f (s o  , Odt cuando s —> so  c 

mostrando la continuidad de s —> r f (s,t)dt . La otra aserción de 

continuidad se demuestra similarmente. 

Ahora sean 

Ir -.. {a = so  <s1  < ... < s . =b} y 7/"'==- {C = to  <t1  < ... < tn  =d} 
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las particiones de [a, b] y [c, d] respectivamente. Para s E [a, b] sea sg  = s, 

si 	S E (s1,si+1] y i 1 y s„ = so = a si s E [So,Si  ]. Se define 	G. 

análogamente para t E [c,d]. Entonces 

ra  [ scd 
f (s,t)dt]ds = 

sab[r 
f (s,tg.)dt]ds + reir, (s)ds 

=t[t f (s „ , tn. )dt] ds + 8„,„,  + fbaEr, (s)ds 

donde 

	

Ez. (S) = 	f (s,t)dt - r f (s , G. )dt 

= fb[fd 
tf (S ,t 2r,) — f (s ,tg,)}dtids . 

Por la continuidad uniforme de f y las estimaciones 

r  
sup 	(s)li 	

d 
sup 	(s, t) — f (s, G. )11 dt 

s e[a,b1 	c5t5d c 

(d — c) sup { (s,t)— f (s,t):(s,t) EQ 

Kffe ll 	r[to  f (s,t g,) — f ( 	t g,)il s ,dt]ds 

5_(b — a)(c — d) sup { lif (s,t)— f (s,t g,)II: (s,t) EQ), 

Y 

Y 

se concluye que 
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fab[r cd 
f (s , t)dt]ds — f

b[sd 
f (s t ,)dt]ds —> O cuando 17r1 + bri —> O . 

a c 	Ir  

Por simetría, 

fc a 

d [rb 
f (s,t)ds]dt - 

1d[rf 
 (s „,t,r.)dt]ds —> O cuando + 	—> O . 

Esto completa la prueba ya que 

b[ 
fa 	f (s , t )dtids = Zf(s„t.,)(sw  — s,)(t.,+1 —t 

051<m,05j<n 

fc 	a
f (s , t)ds] dt .111 

1.2 	El Teorema Fundamental de Cálculo. 

La próxima meta es mostrar el Teorema Fundamental de Cálculo, es 

decir que la integral de Riemann actúa recíprocamente con la diferenciación. 

Antes de realizar esto son necesarias algún par de definiciones y resultados 

básicos. 

Definición 1.1. 

Sea (a, b) c IR. Una función f: (a, b) —> X es diferenciable en 

f 	(t + h) — f (t)  t e 	(a, b) si L := lim 	existe en X. El limite L, si este 
h—+O 
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existe, será denotado por ..f(t) o —
df

(t). También se dice que 
dt 

f e C' ((a, b), X) si f es continuamente diferenciable en todos los puntos 

t E (a , b) y .1.  E C 1  ((a , b), X) . 

Teorema 1.4. 

Suponga que f: [a,b] —› X es una función continua tal que :f (t) existe 

y es igual a cero para t e (a, b) . Entonces f es constante. 

Demostración: 

Sea E>0 y a E (a ,b) dado. (Se permitirá después que E 4, O y 

a 4,  a )[1]. Por la definición de derivada, para todo r E (a, b) existe (5, tal 

que 

(1.7) 	lif(t) — f (r)II = Ilf (t) — f(r) — j (r)(t — r)Il __ e It — ri si it — ri< ó T• 

Sea 

(1.8) 	 A = {t E [a , b I: II f (t) — f(a)I1 c(t — a)} 

y el to  es el límite superior para A. La ecuación 1.7 con r = a muestra que 

to  > a y la continuidad simple de f en t o  muestra que to  e A, es decir 

(1.9) 	 II f (t o) — f (a)II e (t o  — a) . 

Supongamos que to  < b . Por las ecuaciones 1.7 y 1.9, 

[1] La notación E 4.0 indica que los valores de e considerados tienden a cero de manera decreciente. 
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L 
h  f (r)dr — f (r)ch — f (t)h 

 

rh 	Cr) - f (t)) dr 

 

    

    

11+h  11(f (T) - f (t))11 dr 

hE(h), 

donde E(h) —= 	ay
TE 

m 	r i+hi  ill(f(t) — f (0)11. Combinando esto con un cálculo J. 1..11A4,̂  

similar cuando h < O se muestra que para todo h E IR suficientemente 

pequeño, 

121-Fh  	f (r)dr — f (t)h !ME( h ), 

  

donde ahora 

e(h) 	 f (011- 

d 
Por la continuidad de f en t, c(h) —> O y así pues -- J'  f (r)dr existe y 

dt 

es igual a f (t) . 

t 
Para 2, sea G(t) 	LF(r)dr-F(t). Entonces G es continua por el 

Lema 1.1 y Ú(t) = O para todo t E (a, b) por 1. Una aplicación del Teorema 

1.4 muestra que G es una constante y en particular G(b) = G (a) , es decir 

ibÉ(r)cir — F (b) = — F (a) , 

entonces 
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ab É f (r)dr = F(b) — F (a) . 11 

Corolario 1.1 (Desigualdad de Valor Medio). 

Supongamos que f :[a,b]—> X es una función continua tal que :f(t) 

existe para t e (a, b) y j.  se extiende a una función continua sobre [a,b ]. 

Entonces 

(1.10) 	V(b) — f(a)j1 	£V(t)11 dt 	(b — 

Demostración: 

Por el Teorema Fundamental de Cálculo, f(b)— f(a) = rje(t)dt y 

entonces por Lema 1.1, 

 

r P(t)dt1 
b . 	 b. 

(t)il dt  DIA.& __ (b — a)fiLD  lif(b)— f(a)1 = 

 

  

Definición 1.2. (Integral de Riemann Generalizada). 

Sea a ER y f [a,: 	+ oo ] —> X continua, donde X es un espacio de 

Banach, si existe, 

b 
liM f f(t)dt 
b—H-oo a 
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se dice que f es integrable en sentido generalizado en [a, +00] y el límite 

anterior se llama integral generalizada de Riematm de f en [a, + co] y se 

denota: 

f:a°  f(t)dt = 	f(t)dt . 
b—›+00 a 

13 	Caracterizaciones de la Transformada de Laplace. 

Definición 1.3. 

Sea 	f e r (0,00) . La transformada dé Laplace F de f esta dada por 

F(2) = 	f(t)dt 	(2>0). 

Widder caracterizó las funciones F que son transformadas de Laplace de 

la siguiente forma: Una función F en (0,00) es la transformada de Laplace 

de f E r (0,0o) si y sólo si F es infinitamente diferenciable y satisface 

sup{ 
1 

n! 
: 1 ,> 0, neNu{0}} < 00 
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El resultado siguiente da una caracterización de las F E C(0,00) que son 

transformadas de Laplace de un elemento f en 1,-(0,00) . Esta 

caracterización involucra sólo la función original F, no sus derivadas de 

orden superior. 

Teorema 1.6. 

Sea F e C(0, co).  Las aserciones siguientes son equivalentes: 

1. F es la transformada de Laplace de algún f E r (0, co). 

2. Existen V M, A> O tales que 1/1F(2)1. M, casi en todas partes, Y 

(-1)-1 
e" AF (A) Lá 	 < m 

  

casi en todas partes para A> O, para infmitos n E N. 

3. Igual que (2), sólo que las desigualdades se verifican para todo A > O y 

todos los n E N. 

Demostración. 

(1 	implica 3) Pongamos M = ess supo<,<00  If(t)1 . [2] Está claro que 

12F(2)1 Ad para A > 0. Sea 2>0 y ric N. Entonces 

[2] Véase Apéndice, páginas 69y 70. 



- 
(-Di' 
	e" »_

,
(j2) Z., 

r  . (-D  
AZ  
p---i (j-1)! 

r = 

20 

2e—en Al  en-11  f (t)dt 

< m . 

(3 implica 2) Obvio. 

(2 implica 1) Sea f(t) =zdvIc° 	. e" ILI  F 1.-/-7- . Entonces la condición dada 
j=1  o - 1)! 	t 	t 

sobre F implica que existe n1  <n2  <... tal que ( fa,  ) es una sucesión 

acotada en no,  00). Dado que r(0,00) es el dual del espacio separable 

L; (0,00), ( fa,  ) tiene una subsucesión ( f, ) que converge según la 
Ilc 

topología débil de f E r (0,00) . En particular, para cada A > 0 , 

cc, 
lhn j.  e-1' f (t)dt = f° e-''' f (t)dt . k---)oo O 

 

Por otro lado, como 

   

 

.0 	in rv  e n 
JO 

 

e- k  dt < oo 

Y 

   

 

03 	in 
ryl e n 

1  

 

e-lins ds < co, 

     

se tiene que 
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= r  <-, (-1Y-1  ein _n  FHinje' dt Ç f„(t)e-it  dt Jo Z—+ 
J=1 (j-1)! 	t 	t 

' (-1)J-1  

= 	
n 1 
	e" foo_s  

I.,,., 

= 
.1 	e-e.0-10 e n(1-.1s) li-  F(-1)dS :  

S S 

n  = 
In 

-e-. , F(  an  )clu I e 	e n 	n+u 	fl-fu 

' 
I 	

v 
-u 	, e 	

n 	(2n' 
= 	A,

-e 	-u 
co  C ,c0  ) 

,.. 	F 	}fu, 
n+u (n+u 

así por el teorema de la convergencia dominada (usando la condición 

12F(.1)1.. M casi en todas partes para 2 > 0), 

hm f f„(t)e-k  dt = fle -e u  e' 41)du = F(2). 
n->oo o - 

Así, F es la transformada de Laplace de f.1] 

En la prueba del teorema anterior, se usa la versión siguiente del 

teorema de convergencia dominada: si LE igji<oo, entonces 
J=1 
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Corolario 1.2. 

Sea F una función continua sobre (0,00) que satisface 

sup I21'  ()DI< cc 
A>0 

Y 

sup 
A.>o, neN 

  

ep,1F(1.1)  
< 00  

  

     

Entonces F es infmitamente diferenciable y puede extenderse a una 

función analítica sobre el semiplano derecho {z e C: Re z > 0) . 

1.4 	Transformadas de Laplace de Funciones a Valores Vectoriales. 

Dada f e r((0,00), E), donde E es un espacio de Banach, usando el 

mismo argumento de la demostración del Teorema 1.6, se tiene que la 

transformada de Laplace F de f satisface 

(P.) sup ilil1'(2)11 <00 	Y 	sup 
A>0,neN 

L, 	e" (fi.) < 00 . 

    

Teorema 1.7. 

Sea E un espacio de Banach y F e C((0, 00), E) . Las siguientes 

aserciones son equivalentes: 



23 

1. Existe una función continua Lipschitziana a : [0,00) --> E con a(0) = O 

tal que: 

F(2) = j: Ae- 11  a(t)dt V A > O . 

2. F satisface la condición (Pop). 

3. F es infinitamente diferenciable y 

sup{ 

 

: A >O, nENL.){0}} < ao. 
1 

n! 

 

Para f continua en /7((O,00),E), donde E es un espacio de Banach, se 

obtiene la fórmula de la inversión siguiente. 

Teorema 1.8. 

Sea E un espacio de Banach. Sea f : (O, 00) --> E una función continua 

acotada y F su transformada de Laplace. Entonces 

. 	c ° 	i' 
f (t) = hm E 

(—D 
	eJni n F (jn) V t > O, 

,=, 

la convergencia es uniforme en los subconjuntos compactos de (O, co), y 

uniforme sobre acotados de (0,00). Si f (O+) = hm f (t) existe, entonces 
1,03+ 

f(O+) = (1— e-' )' hm aÉ 
(-

1) I  F(jn) . 
n' J=1 
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Demostración: 

Sea tO y n e N. Entonces 

lim±(-1).H   
e
pa 
n F(jn) — hm f

e° 
 nE

c° (-1)J-I   
e" t  e

-
Pu.  f(r)dr 

n-+OD i
=1 (j - 1)!  

= 	hm  n e-en(t-r)  en".)  f (r)dr 
n-->co J'O 

= lim 
n—>oo 

c° u)
du e-e-u  e-u f 

Int 

+ (nt 

n 

fl e-e-u  e' f(t)du si t > O, 

= 	r  e' u  e-u f(0+)du si t = O y 

f(0+) existe, 

donde la última igualdad se sigue del teorema de la convergencia dominada y 

del la continuidad de f.  Puesto que f es uniformemente continua sobre 

[a, b] para 0<a<b<00 (sobre (0,b] si f(0+) existe), la convergencia 

cedida en la última igualdad es uniforme en [a, b] (sobre (O, b] si f(0+) 

existe).0 

Observación. 

Usando la misma idea de la prueba anterior, se observa que la sucesión 

(fa) construida en la demostración del Teorema 1.6 converge a f para todo 



25 

t > O si f es continua. Sin embargo, no se puede considerar la convergencia 

en t = O para esta sucesión. 

Teorema 1.9. (Teorema de Unicidad de Transformadas de Laplace) 

Sea 	E un espacio de Banach. Sean f,  g : (0,x) --> E funciones 

continuas acotadas y F, G sus respectivas transformadas de Laplace. Si 

para todo A > O se tiene que F(2) = G(2), entonces f(t)= g(t), V t > O. 

Demostración. 

Sea A > O, se probará que si (F — G)(2) = O, entonces (f — g)(t)= O, 

Vt>0. 

Utilizando el Teorema 1.8 a f — g, se obtiene que 

(f — g)(t) = lim °±(-1Y  ' e." n (F — G)(jn) V t > O , 
(j —1)! 

pero como 

entonces 

Por consiguiente 

(F — G)(jn)= O, 

(f — g)(t) = O 	V t > O . 

f(t) = g(t) 	V t > O .0 
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1.5 	El Teorema de Acotamiento Uniforme. 

El Teorema de Acotamiento Uniforme (o el Principio del Acotamiento 

Uniforme) propuesto por S. Banach y H. Steinhaus (1927) es de gran 

importancia. A lo largo del análisis hay muchos casos de resultados 

relacionados con este teorema. El Teorema de Acotamiento Uniforme es 

considerado como una de las piedras fundamentales del Análisis Funcional. 

Teorema 1.10: (Banach — Steinhaus). 

Sean X un espacio de Banach y Y un espacio normado. Sea I un 

conjunto de índices y para cada i e I sea T, E L(X, Y). Las siguientes 

afirmaciones son mutuamente excluyentes: 

1. supliT, II <00. 
id 

2. Existe un sub-conjunto de Xo  denso en X, X0  tal que para todo 

x e X0  resulta: 

suplIT, (x)I1= 
ieI 

El teorema siguiente es una consecuencia directa del Teorema de 

Banach — Steinhaus. 
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Teorema 1.11: 

Sean X, Y un espacio de Banach, (M, d) es un espacio métrico y para 

cada y e M sea T(y) E L(X,Y). Supongamos que existe yo  e M tal que 

para todo x E X existe hm T(y)x. 
y--'yo 

Entonces existe 8 > 0 y K > O tales que para todo y e M con 

d(y, yo)< 8 se tiene que: 

IIT (y)II 	K. 

Demostración: 

Supongamos, razonando por absurdo que no se cumple la tesis enunciada. 

En este caso para cada n e N existe y. e M tal que: 

1 
(i) cl(Y,Y0)‹—

n
• 

(i) 	IIT (y „)11> n. 

Por la hipótesis (ii) se tiene que 

suplIT(y.)11 = +co . 
neN 

Por el Teorema 1.10 (Banach — Steinhaus) existe X0  c X denso tal que 

para cada x E X0: 

supilT(y.)xil = +co . 
neN 
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Por esto contradice la hipótesis de que hm T(y)x existe, pues y„ —> yo  
y->yo 

por lo que lim T(y„)x = hm T(y)x E X así pues existen 8 > 0 y K >0 
n—>co 	" 	y "O 

tales que 

d(y, yo) <8 	11T(y)11 ..<_ K .0 

Observación: 

La existencia del límite de la sucesión {T(y„)x} implica que la sucesión 

es acotada. 



SEGUNDO CAPÍTULO 
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FAMILIAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD 

Sean X, Y espacios de Banach. Se introducirá una familia de operadores 

lineales acotados de Y a X, como una nueva herramienta para manejar el 

problema abstracto de Cauchy en X: 	u'(t) = Au(t), t ~ 0, u(0) = x. 

Esta herramienta resulta ser más útil que las familias de operadores 

tradicionales. 

2.1. Introducción. 

Se considerá el Problema Abstracto de Cauchy (PAC) 

'u'(t) = Au(t), t ik O 

u(0) = 

donde A es un operador lineal en un espacio de Banach. 

A lo largo de este trabajo X, Y, Z son espacios de Banach. Se 

denotará por L(Y, X) al espacio de todos los operadores lineales acotados 
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de 	Y en X; L(X , X) se abrevia como L(X) . Para un operador 

A, denotaremos D(A) como el dominio de A, R(A) como el rango 

de A, p(A) como el conjunto resolvente de A, y A*  como el adjunto 

de A . 

[D(A)] defme el espacio normado D(A) con la norma gráfica 

IIXII[D(A)1  := 	14 ± IIAXI , X E D(A). 

Cuando C E L(Y , X) , [R(C)] denota el espacio de Banach R(C) con la 

norma 

lixii[R(c)] 	:= inf{ 50 ; eY = x }. 

Se escribe Z 1  - — > x siZcx y Z está continuamente inmerso en X, 

es decir, la inyección canónica, de Z a X, es continua. Alz  se defme como 

AL x = Ax , para todo X E D(Al z ) , con 

D(Alz) := {x E D(A) n Z; Ax E Z } . 

Observación: Al z  denota la parte de A en Z. 
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Definición 2.1. 

Una solución de (PAC) es una función valy2da  en X, u(t) continuamente 

diferenciable en [0,-Foo) tal que u(t) E D(A) para todo t __ O y tal que (PCA) 

se satisface. 

Definición 2.2. 

La clase de funciones LTw  — L(Y , X) se define de la siguiente manera: 

G 	E 	LTw  — L(Y , X) si existe a > O y una aplicación fuertemente 

continua H : [O, 00) —> L(Y , X) de orden 0(e' ) tal que para 2> a 

G(.1.)y = j: e-Át11(t)ydt , y e Y, 

con 	GO : (a, 00) —› L(Y , X) . 

2.2 	Semigrupos de Operadores. 

Definición 2.3. 

Sea X un espacio de Banach con norma III. Una familia {E(t)},>0  de 

operadores lineales acotados en X es llamado un semigrupo, si 

1. E(0) =1 (operador identidad), 

2. E(t + s)= E(t)E(s), V s, t ?_ O. 
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Definición 2.4. 

Un semigrupo {E(t)},,c, es llamado fuertemente continuo, si 

lim E(t)x = x Vx e X . 
t--,0-. 

Un semigrupo fuertemente continuo es llamado un semigrupo regularizado. 

Definición 2.5. 

Un semigrupo {E(t)} ,,, es no degenerativo si E(t)x = O, para todo t O, 

implica que x = O. 

Definición 2.6. 

El generador infinitesimal de un semigrupo {E(01 0  es el operador lineal 

A definido por 

Ax = lim 
E(t)x — x 

, 
t 

y su dominio de definición D(A) es el espacio de todos los x e X para los 

cuales este límite existe. 
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Teorema 2.1. 

Sea {E(t)},,0  un semigrupo que es fuertemente continuo para en un 

espacio de Banach X que satisface n t>0  KerE(t) = {0). Entonces el 

generador A de {E(t)},,0  genera un semigrupo regularizado. 

Lema 2.1. 

El generador A de {E(t)},,,, genera un semigrupo generalizado si y sólo si 

existe una aplicación inyectiva C E L(X) la cual conmuta con todo E(t), 

t > 0, y satisface 

imC c E := { x E X lim E(t)x = x 
1,o+ 

Definición 2.7. 

Un semigrupo {E(t)},,, es llamado un semigrupo exponencialmente 

acotado si existen constantes M O y a E IR tal que 

Me" , para t 0. 

Una importante clase de semigrupos, relacionados a ecuaciones 

diferenciales parciales de tipo parabólico, comprende aquellos semigrupos 
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{E(t)}1?0  los cuales admiten una continuación analítica a algún sector del 

plano complejo que contiene los ejes reales positivos. 

Definición 2.8. 

Un semigrupo {E(t)}1>0  es llamado analítico u holomórfico, si este puede 

extenderse a una función analítica compleja E(z) para z en un sector en el 

plano complejo que contiene los ejes reales positivos. 

2.3 Teorema de Stone sobre Grupos Unitarios de un Parámetro. 

El teorema de Stone sobre grupos unitarios de un parámetro es un teorema 

básico del análisis funcional el cual establece una correspondencia uno a uno 

entre operadores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert H y familias de 

un parámetro de operadores unitarios 

{U(t)}/ER 

las cuales son fuertemente continuas, es decir que 

hm U(t) = U(to  )Z , V t E R, 	H 

y son homomorfismos: 

U(t + s) = U(t)U(s). 

UNPri,", 
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Tales familias de un parámetro son ordinariamente referidas como grupos 

unitarios fuertemente continuos de un parámetro. El teorema fue formulado y 

demostrado por Marshall Stone en 1932. [3] 

Teorema 2.2. (Stone). 

Sea A un operador autoadjunto sobre un eapacio de Hilbert. Entonces 

U(t) = e" t e R 

es una familia fuertemente continua de un parámetro de operadores unitarios. 

El generador infinitesimal de {U(t)},ER  es el operador iA. Esta aplicación 

es una correspondencia biyectiva. 

Ejemplo 2.1. 

La familia de operadores de traslación 

[T(t)9](x) = 9(x + t) 

es un grupo unitario de un parámetro de operadores unitarios; el generador 

infinitesimal de esta familia es una extensión del operador diferencial 

d.1 d 
-= 

  17 —dx 

definido sobre el espacio de funciones de valores complejos continuamente 

diferenciables de soporte compacto sobre R. Así 

[3] Ver Stone'Theorem, Wikipedia. 
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d 
t — 

T(t) = e dx . 

2.4 	Familias de Existencia y Unicidad. 

Sea A como en (PAC). Sea E0  E L(Y,X), y sea U0  E L(X) 

inyectiva. 

Definición 2.9. 

1. La familia fuertemente continua de operadores {E(t)}1,0  c L(Y,X) es 

llamada una familia E0  de existencia para A, si para cada y e Y, 

t __ o, foE(s)yds E D(A) 	y 

I 
(2.1) 	 A(f E(s)yds) = E(t)y — Eoy. o 

También se dice que A tiene una familia E0  de existencia {E(t)}1,0  . 

2. La familia fuertemente continua de operadores {U(t)},,0  c L(X) es 

llamada una familia U0  de unicidad para A, si para todo x e D(A), 

t ?_0, 

(2.2) 	 roU(s)Axds = U(t)x — Uox. 
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También se dice que A tiene una familia U0  de unicidad {U(t)} 0  . 

Definición 2.10. 

DE.  (A) es el subespacio de D(A) que consiste de aquellos elementos x 

para los cuales Ax E R(E0). 

Teorema 2.2. 

1. Si existe una familia E0  de existencia {E(t))1,0  para A, entonces 

(PAC) admite una solución u(-) para todo x E DE,  (A) que satisface: 

(2.3) 	liu(t)11[D(A)]  < M(t)(11A11/,(4), + 11x11), t o 

para cierta función positiva localmente acotada M(t) sobre [O, co]. 

2. Si existe una familia U0  de unicidad {U(t)}1,0  para A, entonces todas 

las soluciones de (PAC) son únicas. 

Demostración: 

1. Sea x e DE.  (A) . Sea un yo  e Y tal que Ax = E0  yo. Se definirá, 

para t O, 

(2.4) 	 u(t) := x + fo E(s)yods . 

Verifiquemos que u(t) satisface (PAC). Al derivar (2.4) se obtiene que: 
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ut(t) = E(t)yo , 

además 

Au(t) = A( x 	+ 

Au(t) = Ax 	+ 

Au(t) = Eoy o 	+ 

Au(t) = E(t)y0. 

1E(s)y0ds) 

i 
A( 10E(s)yods) 

E(t)yo  — Eoy o  

Por consiguiente, u definida por (2.4) satisface (PAC). Obsérvese que 

11E(t)11 es localmente acotada sobre [0,4 debido al Teorema 1.11. Así (2.3) 

se sigue de la arbitrariedad de yo. 

2. Sea u una solución de (PAC) con x = O. Si se despeja U(t)x de 

(2.2) se obtiene 

U(t)x = U ox + roU(s)Axds 

y luego si cambia t por t — s, 

U(t — s)x = Uox + f s  U(s)Axds 

y derivando con respecto a s 

—d U(t — s)x 
ds 

= 	— U(t — s)Ax 

Por lo tanto 
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—
d

U (t - s) = - U (t - s)A . 
ds 

Luego 

-f'-(U (t - s)u(s)) = - U (t - s) Au(s) + U (t - s)u' (s) 

= O 	 t>s>0. 

Por otro lado 

Uou(t) = U(t)u(0) = O 	t > O 

y por consiguiente u(t) O, debido a la inyectividad de U0  .III 

El siguiente ejemplo muestra que la elección de un espacio de Banach Y 

diferente de X produce un conjunto grande de datos iniciales. 

Ejemplo 2.2. 

Sea A el operador lineal en Co(IR), defmido por 

(Af)(x) := xf (x) , 	X E IR 

para toda 

f E D(A) := (f E Co  (IR); xf (x) E Co  (IR) } . 
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Entonces es fácil verificar que A tiene una familia E0  de existencia 

{E(t)} 0  de operadores en L(Cb(R),Co(R)) y una familia U0  de unicidad 

{U(t)},>0  de operadores en L(C0  (IR)). Aquí para X E IR y 	O, se tiene que 

(E(t) f)(x) := e'2  etr f(x) , 	f E Cb  (IR), 

U(t):= E (01c, (R), 

E o  = E(0) , 	U 0  = U (0) . 

Por el Teorema 2.3, se deduce que el (PAC) admite una única solución 

siempre que el valor inicial este en 

DE,  (A) = {f e Co  (R); xex2  f (x) es acotado en IR } . 

Ciertamente, (U(t)), 	es también una familia U0  de existencia en 

L(Co  (IR)) para A. Pero hay que recordar que en este caso, 

DE,  (A) = U o  (D(A)) = {f E Co  (R); xex2  f (x) E COOR) }. 

Lema 2.2. 

Sean 111, h2  E C([O, 001x) con ¡lb,  (Oil __ kewl  (k una constante, t O, 

i = 1, 2 ) para algún w > O. Sea A un operador cerrado en X tal que 

. 
para todo 2> w, 1 o  e41  hi(t)dt e D(A) y 
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A o  e' hi(t)dt = o  e-  " h2(t)dt . 

Entonces para todo t o, h,(1) E D(A) y Ahl(t) = h2(1) . 

Demostración: 

Es una consecuencia directa del Teorema de Unicidad de Transformadas 

de Laplace (Teorema 1.9) y del hecho de que el operador A es cerrado.III 

Ahora, se caracterizarán las familias E0  de existencia 0(e' ) en lenguaje 

de transformadas de Laplace. 

Teorema 2.4. 

Sea WE IR y sea {E(t)} i>0  una familia de operadores fuertemente 

continuas en L(Y , X) tal que 

	

IIE(t)II 	ke' , t _>_. O, k una constante. 

Supongamos que A es cerrado, y - A es inyectiva para 2> a (para 

algún a > max(w,0)) . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

a. {E(t)},>0  es una familia E0  de existencia para A. 

b. R(E0) c R(2, - A) para 2>a y 

	

(I - A)-1  E oy = 	E(t)ydt, 	y E Y , 	> a. 
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Demostración: 

Primeramente supongamos que {E(t)}1,0  es una familia E0  de 

existencia para A y por lo tanto se verifica (2.1): 

A( 1
1
oE(s)yds) = E(t)y — Eoy.  . 

Luego de (2.1) se despejará Eoy 

t 
Eoy = E(t)y — A( 10E(s)yds) 

y multiplicando por e-A1  obtenemos 

e-1 i  Eoy = e' E(t)y — e-1 1  A( il  E(s)yds ), o 

pero como A es lineal 

e-A:Eoy = e` E(t)y — A(e-11  ft0 E(s)yds). -1   

Para A > a , 

f°3o e-''' E o ydt = 	f: e-11  E(t)ydt A( .1»  o  e 1' -11  0E(s)yds)dt c° —  

pero como 

(2.5) 

	

	
f e-11  Eo ydt = Eoyf . o e-u  dt oa°  

1 	co = 	—e-11  Eo yi o 

I Eoy, = 
X 

entonces 



ello, tomemos 

luego 

Así 

u= 1
I
0 E(s)yds• 	Y 	dv=e-aldt, 

1 _Al  
V = -- e . 

2 
du= E(t)ydt 
	

Y 
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(2.6) 	—
1 
 Eoy =J  e: e-11E(t)ydt — A( fe°  e-'' 1 1  E(s)yds)dt . 

2i. 	 o 	o 

-12 Se calculará f e f
i 
 E(s)ydsdt mediante integración por partes. Para o o 

L e-li  ft  E(s)ydsdt = —1  e->̀` f t  E(s)ydsro° + fe°  —1  e-11E(t)yds. 
o 	o 	 1, 	o 	 o x 

Debido a 11E(t)11 ._ ke" , t?.. O, k una constante, entonces 

_!e' fiE(s)Ydsió 	—› O, 1 	O 

ya que 

— j-e-li f i  E(s)yds 
1 	o 

(f oi  IlE(s)lids)ily(— le-11) 

• kilyilifoe"ds(— 
1
e-
) 

 

< k(— lellyil e"  t — I 	w 

< 
kilyile-11(ewl  —1) 

—> 0. 

 

lw 
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Luego 

1 	co 
(2.7) 	 I e°  erli  ft  E(s)ydsdt = 	fo e _ '` I  E(t)ydt . o 	o 

De (2.6) y (2.7) se observa que 

—
1 
Eoy = fi: e-11  E(t)ydt — A(-1:1  fo  c c  e-' 1  E(t)ydt). 

1. 

Como A es un operador lineal, 

—
1
E0y = ro°  e--11  E(t)ydt 	1 A( f o  ° c-'`` E(t)ydt). 

I 

Al multiplicar toda la expresión por 2.. 

Eoy 	= XL
. 
 e-1 I  E(t)ydt — A( f o  e-1  ' E(t)ydt ), 

y factorizando se obtiene que 

Eoy 	= (I— A)J,  e-11  E(t)ydt 

y por lo tanto 

. 
(1, — A)-'Eoy = I o  e-''' E(t)ydt . 

Recíprocamente supongamos que R(E0  ) c R(.1, — A) 	para A > a y 

que 

(I, — A) -1  Eoy = S: e-lt  E(t)ydt, 	yEY , I > a. 

Así por (2.7), se observa que 
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(X — A)-' Eoy = X Je' foE(s)ydsdt 

luego, 

1-1(1— A)-' Eoy = Je' foE(s)ydsdt 

y multiplicando por A vemos que 

(2.8) 	1,-1  A(1 — AY Eoy = A f: e-11  f e: E(s)ydsdt . 

Además 

yr' A(.1. — A)-1  E oy = — 171  E oy + (A — A)' E o y , 

ya que 

— .1.-Soy + (A — A)' E oy = 	 
E oy 

A + Eoy 2—A 

— AEo y + AE o y + 2.E o y 

= 
2(2—A) 

= 	2-' A(1.— AY E o y. 

Pero como 

vi Eoy = fo° e
-u 

 Eoydt 

Y 

(X — A)' E oy = fo°  e-xt  E(t)ydt , 

' 2(2—A) 

AEoy 

se tiene que 



e 
max( 340,0): 	si w O 

t 	si w = O 

M(T):= 

{ 
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— Ari  Eoy = — fe: e-11  Eoydt + fo°  e-'1  E(t)ydt , 

y por lo tanto 

(2.9) 	21.-1 A(1 — A)' Eoy = 	o e' (E(t)y — Eo y)dt . 

Así de (2.8) y (2.9) se obtiene que: 

Al: e-It  roE(s)ydsdt = foc°  e-1' (E(t)y — Eo y)dt 

y se deduce en virtud del Lema 2.2, que para todo t O, y e Y, 

L
I
E(s)yds E D(A) y (2.1) se verifica.0 

Teorema 2.5. 

Si (a) o (b) del Teorema 2.4 se verifican, entonces para cada x e DE0  (A), 

(PAC) admite una única solución exponencialmente acotada u(t) tal que 

1(01[D(A)] 	kM(t)(114 + liAIIER(E0),), t O, k una constante, 

donde 

y si x E R(E0), además 

(2.10) 	 liu(t)li 	kelzikR(4)]  , 	t > O. 
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Demostración: 

Inmediatamente por el Teorema 2.3, así como su prueba, se muestran los 

resultados requeridos, excepto la estimación (2.10). 

Sea A > max(w, t). Al multiplicar (2.4) por e-A1  

e-uu(t) = e->':x + 	
f' 
 e-'41  E(s)v - ods 5 
O 

luego tomando transformadas de Laplace 

Sco°e
--11u(Odt = 

sco 
e-''' xdt + f °3 e-11 

J' 
E(s)yodsdt 

o 	 o 	o 

= 	1-1  x + f c:e-11  fo' E(s)yodsdt. 

Calculando mediante integración por partes, como en el Teorema 2.4 se 

verifica que 

f S e-ls  E(s)y dsdt = ICI  f e-11  E(t)yodt . a° 	' o 	o 	. 	o 

Así 

f: e u(t)dt = X-1  x + 2t:' f e°  e-'41  E(s)yods . —ai 	 o 

Pero del Teorema 2.4, se sabe que 

(X — A)-' Eoy = Sco°  e-'1  E(t)ydt, 	yEY , X > a, 

y por consiguente 

(2.11) 	fo  e-''' u(t)dt = A:1  x + A:1( X — AY' E oy o  . 
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Obsérvese que Eoyo  = Ax y por lo tanto 

f: e-11  u(t)dt = 1;1  x +  

x 	Ax 
= 	+ 	 

Xx — Ax + Ax 

la 
= 

1.(1— A) 

x 
= 

(1— A) 

= 	(I. — A)-1  x. 

Cuando x e R(E0), si se toma un yi  E Y tal que Eoyi  = x, entonces por 

el Teorema 2.4 para 2> a, 

(1, — A)-1  x = 	(Á, — A)-1  E oy , = fw  e.41  E(t)yidt . 
o 

Por consiguiente, de (2.11) y el Teorema de Unicidad para Transformadas 

de Laplace (Teorema 1.9), se tiene que u(t) E(t)y 1  . Ahora (2.6) se sigue de 

la arbitrariedad de yi  .0 

El próximo teorema es una caracterización de una familia U0  de unicidad 

0(e' ) para A en términos de transformadas de Laplace. 
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Teorema 2.6. 

Sea {U(t)},,o  una familia fuertemente continua de operadores en L(X) 

tal que 

ilu(t)II 
	

ke  W i 
	

k una constante, t O para algún w O. 

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 

a. {U(t)} es una familia U0  de unicidad para A. 

b. Para A > w, 

uox 	. re—IU(t)(2— A)xdt, 	x e D(A). 

Demostración: 

Sea {U(t)}1>0  una familia U0  de unicidad para A. Luego se verifica 

(2.2). Si se multiplica (2.2) por e-A1  se obtiene que 

i 
e-1' IoU(s)Axds = e-'1U(t)x — e-uUox • 

Para %>0,. 

CO 	
I

I 	 00 	 CO 

e-11  1U(s)Axdsdt = lo  e-x1U(t)xdt — f
o 
ClitIoxdt o 	o 

pero como 

e-uUoxdt 
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entonces 

f
e -''' folU(s)Axdsdt = lec  e-1V(t)xdt — —

1
Uox. 

o 	 o 	 1 

Ahora se multiplicará toda la expresión por A 

If: e-''' f ogU(s)Axdsdt = 11: e-11U(t)xdt — Uox 

y al despejar Uox se obtiene que 

(2.12) Uox = 1 e-111_1(t)Ixdt — f: Xe-11  f‘U(s)Axdsdt. 
o 

Calculemos f X.e-'1 f
1 
 U(s)Axdsdt mediante integración por partes. Para 

o o 

ello se tomará 

u= f ioU(s)Axds 	y 	dv= 2e-lidt, 

luego 

du=U(t)Axdt 	y 	v=—e-21  . 

Por lo tanto 

f: 12-li  f lU(s)Axdsdt = 
o 

. 
—e-''' f

I
oU(s)Axdslj + f o  e-)JU(t)Axdt. 

Debido a 11U(011 	Ice' , t O, k una constante, entonces 

—e-'1  11U(s)Axds ro 	--> O 
O 

ya que 
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- e' ' fffis)Axds < (- - e') - 	J.'11U(s)jId1)AxII k 

~ 	k4— e" )J' eds 

 

 

:5 	k(— e' AxII — ] 

k(Aje' (e —1) 

 

    

w 

Así 

(2.13) 	
ao fo 

le->J fóU(s)Axdsdt 
= 

lo' eU(t)Axdt. 

De (2.12) y (2.13) se observa que 

U0x 
= J eU(t)?xdt - 

fó0 
eU(t)Axdt 

y por consiguiente 

U0x 	
= J0 

eU(t)(?. - A)xdt. 

Recíprocamente supongamos que para x E D(A) y ...% > w se tiene 

que: 

U0x 	= foGO e`U(t)(1 - A)xdt, 	x E D(A). 

Es claro que 

J
e(u(t)x_uox)dt = ?..JeU(t)xdt - XJe »Uoxdt, 

X 
J0 

eU0xd1 = U0x, entonces pero como 
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A f e-k  (U (t)X - U 04dt = A Le°  e-k  U (t)xdt — U o x . 

Además 

U ox = Le°  e-'1U (0(2 — A)xdt . 

Luego 

X foa°  e-11  (U (t)x — U ox)dt =I 1: e-'1U(t)xdt —e-'1U(t)(21.— A)xdt 

=1 f: e-'' U (t)xdt —1f: e-'1  U (t)xdt + Sco°  e-'1  U (t)Axdt 

= jo e-'1U(t)Axdt. 

Esto, junto con (2.13), da por resultado 

I ico°  e-11  (U (t)x — U ox)dt = 	12-11  So' U (s)Axdsdt 

y por el Teorema de Unicidad para Transformadas de Laplace (Teorema 1.9) 

se observa que (2.2) se satisface y por ende {U(t)},,0  es una familia U0  de 

unicidad para A .0 

Observación: 

Cuando X = Y, E0  es inyectiva y E0 A c AE0, es evidente que 

{E(t)}1,0  en el Teorema 2.4 es también una familia E0  de unicidad 

exponencialmente acotada para A. 
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Observación: 

Del Ejemplo 2.2, se observa el buen comportamiento de DE,  (A). Sólo se 

dará énfasis en esto cuando X =Y hace que D(A) tenga sentido. Ahora, 

aclararemos la relación entre DE,  (A) y E0D(A) en el caso X =Y Y. No es 

difícil de ver que 

E0D(A) C DE.  (A) n R(E0), 

mientras la inclusión opuesta es verdadera si 

{x; AEox E "E°  » C D(A); es decir que 

(2.14) 	 E0D(A) = DE (A) 

si A es una aplicación uno a uno de D(A) sobre X. 

y sólo si 

Los siguientes dos simples contraejemplos indican que la igualdad (2.14) 

puede fallar si A no es injectiva o suryectiva. 

Ejemplo 2.3: 

Sean X un espacio de Banach de dimensión infinita, y A, cualquier 

operador lineal en X, suryectivo pero no inyectivo. Sea E0  O en X. 

Entonces 

E0 A c AE0, E0D(A)= {O} , 
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D E.  (A) --- {x E X; fiX = 0} (0). 

Ejemplo 2.4: 

Sea 	X =12  el conjunto de todas las sucesiones u = {um} .6N  de 

números complejos con 

co 	2 

lUm I 

	
< 	00. 

m=1 

Sean A, E0  los operadores definidos por 

A{um} = {4.}, para toda {um  } E X, 

Eo{um} = {im}, para toda {um  } E X, 

donde a, = u„ 17, = O y 

{1+1  si m = 2i +1 (i =1, 2, ...). 

Obsérvese que 

A {um  } = {ilm  } = {u, ,O, u2  ,O, u3  ,O, u4  ,0,...}, para toda (u„, } EX, 

Y 

Eo{u.} = {z7„,} = {0,0,u2,0,u3,0,u4,0,...}, para toda {um  } EX. 

Claramente A, E0  E L(X), A es inyectiva pero no suryectiva. Además 

2 	si m es par 
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E0  A = AE0  = {0,0 ,0 ,O,u2,0,0,u3,0,0,u 4,0,0,...} 

Y 

DE.  (A) = {{v .} EX; vi  = O) , 

E oD(A) = {{V m} EX; vl  =v „, = O para cualquier m P&}. 

2.5 	Un Teorema de Interpolación Para las Familias de Existencia. 

Teorema 2.7. 

Sea Ec, EL(Y,X),CEL(X,Z),cveR,y Aun operador lineal en X tal 

que (a,co) c p(A) para algún a > max(o), O). Supongamos que A tiene una 

familia Ec, de existencia 0(e') de operadores en L(Y , X) . Si CA c AC y 

Z I__ X, entonces Alz  posee una familia CE0  de existencia 0(ew 1  ) de 

operadores en L(Y ,Z). 

Demostración: 

Denotemos por 	E(-) :PI 00) -> L(Y , X) la familia E0  de existencia 

para A. Entonces por el Teorema 2.4 se tiene que 

1140311x 	keltilly , k una constante, t O, y E Y, 

(1— A)-1  E oy = f: e-u  E(t)ydt, 	yEY , X, > a. 
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Por consiguiente 

IICE(t)yilz 	kilE(t)ylix 	kewl ilyll y  , y e Y, t O, 

Y 

(2.15) 	 2 —› C(.1 — A)-1  E()  E LT,, — L(Y ,Z) . 

Para cada 2>a, XE X, se escribe zA,x  := (A — A).' Cx . Entonces 

zA,„ = C(2, — AY' x e R(C) c Z 

y por consiguiente 

AZ 	= (A — 2)z ,I,x  + lz ,t,x  = —Cx + Az ,t,x  E Z. 

De donde z e D(Alz) , lo que implica que 

R(C) c R(.1. — AL) para todo Á, > a . 

Así 

(2 — Al z)-1  CE°  = (2, — A)-I  CE()  = C(2, — A)' E o  , A > a . 

Esto combinado con (2.15) muestra que 

Á —> (A — Alz)-1  CE°  E LT,s, — L(Y ,Z) . 

Esto acaba la prueba por el Teorema 2.4.EI 
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OPERADORES DIFERENCIALES RELACIONADOS A FAMILIAS 
DE EXISTENCIA. 

Sea O un conjunto abierto acotado en el espacio euclideano n-

dimensional HZ" con frontera a? Q. Sea ay  , 1 i, j n funciones a valores 

reales que pertenecen a [4] tal que ay  = a, y la condición del elipticidad 

siguiente es satisfecha 

C1 1/71 1
2 

n 

Eay(x)ri,Fij  
,,J=1 

c21 77 12  , 71 E C", casi en todas partes en Q, 

para algunos c1 , c2  > O. Sea 

n „ N av 
a(u,v) = E a (X)—, — Y 	aX1 aX-I L2(12) ,,J=1 

la forma cuadrática simétrica no negativa a 	de H,13(0) x In (Q) 

(respectivamente 1-11  (0) x H' (a) ) a C. La forma corresponde a las 

condiciones de frontera de Dirichlet (respectivamente condiciones de frontera 

de Neumann). Se asumirá que an es de clase C' cuando la condición de 

[4] Los espacios Wioci.2  (Q) y similares se consideran en el apéndice. 
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Neumann esta involucrada. A2  denota el operador autoadjunto asociado y 

positivo en L2  (Q). Es conocido que 

(3.1) 

Sean 

D 

( 	1 I \ 
- --- A22
1 

2 
p) 

cLP(11), 	2p,_oo. 

A p  = 242  i y
() 

 , 	 2<p<oo, 

Y 

Aq = A*p, 1 < q < 2 , p= q g  1. 

Entonces para 1 < p <Go, —Ap  es el generador de un semigrupo 

holomórfico TO de ángulo 1 sobre Y ()) . 

Teorema 3.1. 

Sea p e [2, cc). Entonces cada uno de los ± iA p  tiene una familia de 

existencia 	(y + A2  )-r 	uniformemente acotada 	de operadores 

L (L2  (2), LP (a)) para todo r —
n 1 1 

donde p e p(—A2). 
2 2 p 

Demostración: 

Claramente, se tiene que 
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(3.2) 	 Á. --->(.1,±iA2)-1  e LT0  —L(L2(1-2)), 

dado que iA2  genera un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios 

en L2(0) por el Teorema de Stone (Teorema 2.2). Se observa que 

R((p+ A2)-r) = D((p+ A2)r 

( n(i IP 

C D A2  2 2-p) 

) 

c 1i '(Q) 

por (3.1). Se sigue que (p + A2  )_r es un operador cerrado de L2(12) a 

notando que 

Y 

(3.3) 

Así 

(3.4) 

por el Teorema del Grafo Cerrado. Por lo tanto, combinando (3.2) — (3.4) 

y aplicando el Teorema 2.7 lleva al resultado deseado. La prueba está 

completa.111 
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Observación: 

La versión del Teorema de Grafo Cerrado utilizada en el Teorema 3.1 es la 

siguiente: "Sean E y F espacios de Banach y sea T : E --> F un operador 

cerrado. Entonces T es continuo". 

Corolario 3.1 

Sea 	1 < p < 00 . Entonces cada uno de ± iA p  genera un semigrupo 

regularizado uniformemente acotado (w + A p) 	sobre It (11) para todo 

n 
r > — 

2 

1 	1 

2 — p 
, donde w es bastante grande 

   

111 ;0)1 	ke(w-1)1  . 

Demostración: 

Esta es una consecuencia fácil del Teorema 3.1 para el caso 2 p <0 0 , 

observando que 

(w + A2)-r1Lp (n) = (w + 

Sea ahora 1 < p < 2 . Entonces 

(iA p)*  =iAq , P  q= 	>2; 
p-1 
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cada ± iA p  genera un semigrupo regularizado uniformemente acotado en 

Lf (12) por la justificación precedente. Según esto, una apelación al 

Teorema de la Generación de Semigrupos Regularizados completa la 

demostración. III 

Ejemplo 3.1 

Asumamos que 12 c R3  es un conjunto abierto y acotado. Sea 

en [0,03)x O, 
at 

(3.5) 	 u(0,x) = uo(x) en II, 

u(t, x) = O en [O, co) x a0 

el problema de valor inicial y de frontera para la ecuación de Schrtidinger en 

el espacio L6(0). 

Aplicando el Teorema 3.1 para p = 6 y 4 = —A con la condición límite 

de Dirichlet, se obtiene que ese iA6  tiene una familia de existencia 

i 
(p+ 4) 2  uniformemente acotada (p E p(—A2)), ya que 

3(1 -1)  1 

22 	6)2  6) — 2 • 
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Por otro lado, el Corolario 3.1 indica que ¡A, tiene una familia de 

i 	 i 
unicidad (po  + A6) 2 	(po  bastante grande). Sea E0  = (p + A2) 2  . Se 

tomará [R(E0)] = M;(0) . Mas aún, no es dificil ver 

D(A2) P H 2  (0) n In (II). 

Note el que R(E0) c L6(12) por (3.1), lo que implica que 

DE0  (A2) = Deo  (A6). Por consiguiente, se concluye por el Teorema 2.5 que 

para cualquier 1u0  E 1-103  (0) c L6(0), el problema de valor inicial acotado 

(3.5) admite una única solución u e C' ([0, oo),L6  ())) que satisface 

(3.6) 
	

iluilL6(0) 
	kluo illwoi, 	k una constante 

< 	ic iluo  li Hl  (,) . 

Observación. 

En el ejemplo anterior, iA6  también es el generador de un semigrupo 

I 
regularizado uniformemente acotado (yo  + A6  )--í-  (po  bastante grande) en 

vista del Corolario 3.1. Todavía el conjunto de datos iniciales dados por el 

i 
semigrupo regularizado es (po  + A6)-  2  D(A6 ), el cual es más pequeño que 
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DE0  (A6). Más aún la estimación 3.6 es buena, tal que esta dada por los 

semigrupos regularizados 

iluil L6  (Q) 	kluoliwi,6(n), k una constante. 

Ejemplo 3.2. 

Asumamos que II es de clase C2. &,, defme el Laplaciano en LP(S2), 

1 < p < oo . Es bien conocido que Ap  con dominio W2'P(12) n W I'P (0) ese! 

generador de un semigrupo fuertemente continuo. 	Sea p E [2, 0o), 

q E (1, 13] y sea B un operador diferencial de segundo orden con 

coeficientes en C2(1)). Sea 

\ 
A B 

74= q  
O 	

iAP ) 

el operador matriz en Lq (II) x LP (0) con dominio 

D(74 ):= (W 2'q  (11) n wou (0))x (w2'12 (11) n Wol'P  (O" 

Está claro que (74 es cerrado. Además se obtiene, en vista del Teorema 

3.1 y el siguiente teorema, que (74 posee una familia de existencia 

exponencialmente acotada 
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_1 1_1 Fi  

O 	(1—A2) 2 2  P  

de operadores en L(LP (0) x r (0), r (12) x LP (1)). 

Teorema 3.2 

Asumamos que A es un operador lineal en X tal que — A es injectiva 

para 2> a (para algún a > O), y que B es un operador cerrado con 

D(B)D D(A) . Supongamos que G es el generador de un semigrupo 

fuertemente continuo. T(.) en Z, y que A tiene una familia de Ec, 

existencia exponencialmente acotada de operadores en L(Y , X) . Sea 

E p(A) . Entonces el operador matriz en el espacio Z x X 

(74 :.[G 	Bj
,  

O A 

con 

D(// ):= D(G)x D(A), 

posee una familia existencia C de operadores W(-) en L(Z x Y ,Z x X) . 

APpú 

( 	 O 
C:= O 
	(co — AY E o  j' 
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Y 

r\ 
T (t) 	 j. 1  T (t — s)B(co — A)" E(s)ds 

o W (t):= 
O 	 (co — A)" E(t) 
\ 

Demostración: 

Por hipotesis, se tiene que para Á grande bastante 

(I — G)" z = f: e-1 i  T (t)zdt , z e Z, 

, t O. 

(X — A)" Eo y = f o  e->"` E(t)ydt , y e Y, 

y B(co — A)" e L(X ,Z). Así para Á bastante grande, 

J e( fi
-xl 	T(t — s)B(c) — A)" E(s)yds)dt = (X — G)" B(co — A)" Eoy,  , y E Y. 

c°  oo 

Por consiguiente, se consigue que para zeZ, yeY y para 2 bastante 

grande, 

r 
. 	 (X — G)-' 

J o 
e W (t)(

z
jdt  = 

y 	O 
\ 

   

(X — G)" B(21,— A)" (o) — A)' E0  

(X — A)" (o) — A)" E0  

 

[zyJ 
) 

 

= (Á — A)" C . 

Por lo tanto, usando el Teorema 3.1 y notando la cerradura de ,71 se 

verifica el resultado deseado.0 
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I. LOS ESPACIOS DE SOBOLEV 

Un 	espacio de Sobolev 	WP  e  (0) es un espacio de funciones 

f = f (x)= f (x,, . . . , x) sobre un conjunto 12 c R" (usualmente acotado) 

tal que la p -ésima potencia del valor absoluto de f y de sus derivadas 

generalizadas de incluso el orden t son integrables. (1 p 00). 

La norma de una función f e W pl  (0) está dada por 

(1) 	 VIL 7  1,(Q) = E j 
( k) 

donde 

f(k)  _ 	alki f 

 

j(0) = f , 

 

n 

es la derivada parcial generalizada de f de orden 11c1 =Ekj  , y 
J---i 

II10))=(Sni(x)r cbc); 	(1  P °°)- 

Cuando p = co, esta norma es igual al supremo esencial: 
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11911 Lp (o)  = esssupko(x)1 	(p = oo), 
xell 

es decir, al más grande límite del conjunto de todos los A E ir para los 

cuales A < 19(x)1  sobre un conjunto de medida cero. 

El espacio Wie, (0) fue introducido como una aplicación a la teoría de 

problemas de valor en la frontera por S. L. Sobolev. 

es un espacio de Banach. W(  O) es considerado en conjunción 

con el subespacio lineal W()) que consiste de las funciones que tienen 

derivadas parciales de orden / uniformemente continuas sobre Q. W:c  (0) 

tiene ventajas sobre Wp' (a) , aunque este no es cerrado en la métrica de 

W (0) y no es un espacio completo. Sin embargo, para una clase grande de 
P 

dominios (aquellos con una frontera Lipschitziana) el espacio in, (0) es 

denso en Wt  (0) para todo p, 1 p < 00 , es decir, para tales dominios el 
P 

espacio Wit, (Q) adquiere una nueva propiedad en adición a la completación, 

en que cada función que pertenece a él puede aproximarse arbitrariamente 

bien en la métrica de W: (0) por funciones de W(0). 

Algunas veces es conveniente reemplazar la expresión (1) para la norma 

de f E Wpe  (0) por la siguiente: 
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(2) 
	

lif liw(sz) ' [ lif ")(x)1 P dx  j/P 

	
1 p < co . 

La norma (2) es equivalente a la norma (1), 

c,lifil 	VII' -c211f11, 

donde c1 , c2  > O no dependen de f. Cuando p = 2 , (2) es una norma de 

Hilbert, este hecho se usa ampliamente en las aplicaciones. 

La frontera F de un dominio acotado 0 se dice Lipschitziana si para cada 

x°  E F existe un sistema de coordenadas rectangular = (Z,,...,Z,,) con 

origen x°, de modo que el cubo 

A = {Z : 1Z., 1 < á, j = 1, ... , n} 

es tal que la intersección F n A esta descrita por una función 4n  = 9(n, con 

= (, ,..., „_, ) e A'= k 1 <8, j = 1,..., n — 1} , 

la cual se satisface sobre A' (la proyección de A sobre el plano 4 = O) la 

condición Lipschitziana 

	

-• W - .21, 	9 .2 E  ,,' 

n-I „ 
donde la constante M no depende de los puntos 1 , , y 112  = 

J=I 
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Para un dominio con una frontera Lipschitziana, (1) es equivalente a lo 

siguiente: 

, 

lifiLe  = VI 	filfilW1 5  p(0) 	 p (ID 	p(0) 

donde 

lifL1 =Z 1111 	. p(0) 	 L (Q) 
lki=e 	P 

Las clases W;,(1-2) y Wpe  (0) pueden ser generalizadas al caso de 

fracciones £, o vectores 1= V 1, ...,./ n) con componentes fraccionarios . 

El espacio W:(11) puede también ser definido para enteros no negativos 

£. Estos elementos son usualmente funciones generalizadas, es decir, 

funcionales lineales (f,0) sobre funciones infinitamente diferenciables 0 

con un soporte compacto en O. 

Por defmición, una función generalizada f pertenece a la clase Wi, e  (S)) 

(=l, 2,...) si 

IlfIlwi-,e(n) = suP(f m 

es finito, donde el supremo es tomado sobre todas las funciones 9 E FV: (Q), 

con norma a lo sumo uno —
1
+ —

1 
=1 . Las funciones f E WP  -e  (0) forman 

¼ P q 

el espacio adjunto del espacio de Banach W:(12). 
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11. TEOREMAS DE INMERSIÓN 

Los teoremas acerca de un tipo de problemas involucrados en el estudio de 

desigualdades entre las normas de una misma función en clases diferentes 

(espacios normados). Uno está normalmente interesado con dos clases M y 

MI , donde M es una parte de Mi  (McM1 ), tal que la desigualdad 

Ilf11,,, -- c VII. 

se satisface para todo f E M, donde C es una constante la cual es 

independiente de f , Y lim , llmi  son las normas de M y M1 , 

respectivamente. Bajo esas condiciones uno habla de una inmersión de M en 

M, o uno dice que M esta inmerso en M, y escribimos M —> M1. 

Para el caso II = R": Si l_tnn, 1<p<q<oo, 0:1k=1—nlp-i-inlq, 

la siguiente inmersión es válida: 

(1) 
	

Wie, (IR")--> Wq[kl(RI"), 

donde [k] es la parte entera de k. 
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Si m < n , esto significa que una función f E PV (Rn) tiene una traza 

sobre cualquier hiperplano IR' de dimensión m, 

fIR. =9 E Wgiki(iRm) 

Y 

1f kik  I( Rm) 	C  lifliWit,(Rn  ) 

donde C no depende de f. 

Una función f defmida sobre IR" tiene una traza en Ir, donde Ir 

es 	un subespacio coordenado m - dimensional de puntos 

x = (x, ,...,xm, x,1  ,..., x°) con xm°  ,...,x,°, fijos, si f puede modificarse en 

algún conjunto n - dimensional de medida cero, de manera que 

(2) f(xi,...,x m, x,n°  ,,,...,x,°)- f(xl,...,x„,, x„,+1,...,x n) -+0, 
L (Rm  ) P 

  

o x —> x 	(j = m +1,...,n), 
J 	J 

se verifica para la función modificada (que se denota de nuevo por f). 

Si M es un conjunto de funciones f definidas en R", el problema de 

describir las propiedades de las trazas de esas funciones sobre un subespacio 

IRm (1 m < n ) se llama el problema de trazas para la clase M. 
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Una función f pertenece a la clase H;(0), 1 p 00 , si f E Lp  (0) y si 

para un arbitrario j=1,...,m una derivada parcial generalizada 

(3) 
	

D9  f = 

ar,f 
 

J 	
aXrj  

J 

existe y satisface la desigualdad 

(4) 1A2jh(Drjj 

 f)11 Lp(d2h) < Mihiaj  ' 

. 2 donde a denota el operador segunda diferencia de la función con respecto ih 

a la variable x j  , con paso h, y M es una constante independiente de h. 

La clase H pr  (0) es un espacio de Banach con norma 

lif IiHrp(n) ' lif Ip(n) + Mf,  

donde MI es una constante más pequeña que M para la cual la desigualdad 

(4) se satisface. Si r, = - - • = r„ = r, la respectiva clase es denotada por H pr  . 

Si / es un entero, la clase H pl  esta cerca de las clases de Sobolev W:, con una 

exactitud de e > O, en el sentido que 

He'  (R") —> WP  ' (R") — H e-'  (R"). 
P 	 P 

Los teoremas de Nikol'skii son válidos: 

H; (R") —> H: (R'"), 

(5)  

(6)  



donde 

1/;•__goO, 1m _.n, p=(p1,—,p„,), 

pi ' kr  J (j =1,...,m), 
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1 ljm 1 	1 " 1 A  

P q  

H;(111") ---><— H:(1r), 

donde 1.3.5_00, 1.m.n, pi  =kr., j=1,...,m, 

1'1 1 	A  
k =1 	E —>u. 

19  , k=m+1 1., 

La inmersión (7) con la flecha superior también se da por un caso especial 

de (6), cuando p = q. Se declara que una función f E Hrp  (R") tiene una 

traza fije, =9 sobre ir y que también 

(8) 101 HP ni 	1-1 p(R ) 	 Hr  (Rn) 
P 

donde C es independiente de f.  La declaración inversa, simbolizada por la 

flecha de abajo, también es cierta, y debe entenderse en el sentido siguiente: 

Cualquier función 9 E II ;(11r) definida sobre Ir puede extenderse a un 

espacio entero Ir para que la función resultante f (x) (con traza en ir 

igual a 0 ) pertenece a H; (Rn) y satisface la desigualdad (inversa a (8)) 

(7) 
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lifIlHrp(R.) 	10114(R.),  

donde C es no depende de b. 

Las inmersiones mutuamente inversas (7) representan una solución 

completa al problema de trazas para clases H, en términos de esas clases. 

La inmersión (6) es transitiva, lo cual significa que la transición 

(9) 	 H;(R")—> H7,:(1V) —> 117,.:' (ir). 

de la primera clase en la cadena (9) a la segunda, y entonces de la segunda a 

la tercera, donde los parámetros p' , p" son computadas por las fórmulas en 

(9), pueden reemplazarse por una transición directa de la primera a la tercera 

clase, p" es calculada por las mismas fórmulas. 
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