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INTRODUCCION



Uno de los problemas criticos en la aplicacién de la
Matematica consiste en la dificultad de realizar los calculos
involucrados en la solucién de problemas concretos. En
este sentidc un algoritmo 1légicamente correcto y de gran
precisién teobrica puede resultar inoperante si el volumen
de informacidén que es necesario procesar sobrepasa las posi-
bilidades operativas, pues uno de los mayores obstaculos
en el uso de las computadoras es la limitacién de la capaci-
dad de memoria.

Un problema tipico de la matematica aplicada es el
de la busqueda de soluciones o6ptimas para una funcién obje-
tivo, sujeta a restricciones.

Generalmente, la resolucidén de estos problemas requie-
re de calculos exahustivos que no siempre son posibles de
realizar. Dentro de este panorama surge una alternativa
que se basa en la posibilidad de descomponer el problema
en una serie de subproblemas en los que intervienen menos
variables con la finalidad de hacer mas accesibles los calcu-
los.

En este trabajo, el proceso modelado esté enmarcado
dentro de esta visidn; es un proceso secuencial que se desa-
rrolla en etapas donde la funcién objetivo depende del esta-
do en que se encuentra el sistema y la decisibén adoptada
en cada etapa. Este proceso se basa en el conocido Principio

de Optimalidad de Richard Bellman, que permite descomponer
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problemas sumamente complejos en una serie de subproblemas
mas simples, lo cual facilita la realizacidén de los calculos
del valor ¢éptimo de la funcidén en cualquiera de las etapas
del proceso.

Este principio constituye el fundamento de una joven
discipl:na cuyo desarrollo se ha incrementado notablemente
en la Gltima década, la programacidén dinamica.

Nuestro trabajo es un estudio de la estructuracién
tedrica de los tipos de andlisis necesarios para la busqueda
de una "politica 6ptima" y de una alternativa para la reduc-
cién de la dimensidén, en un problema que exige un proceso
secuencial de toma de decisiones.

En el primero y segundo capitulo, se introducen concep-
tos fundamentales de la programacién dinémica, la descompo-
sicién prospectiva y/o retrospectiva de las funciones objeti-
vos para calcular el oéptimo con la ayuda de los respectivos
andlisis y la utilizacidén del principio de optimalidad.

En el tercero y Gltimo capitulo se analiza el proble-
ma de la reduccidén de la dimensidén de las variables (de de-
cisién y estado), cuando estas no son unidimensionales.
Luego se pone en evidencié la ventaja de esa reduccidn para
la resolucién de problemas con alto grado de complejidad
que se plantean en la programacién dinamica.

En cuanto a la metodologia utilizada, el Seminario
de Toépicos (III1 Semestre) y el Seminario de Tesis (IV Semes-

tre) permitieron enriquecer nuestra visidén de la matematica



aplicada pudiendo asi seleccionar este tema. Una etapa de
familiarizacidén con la bibliografia relacionada con nuestro
interés nos permitid determinar los lineamientos generales
de este trabajo y con posterioridad nos dedicamos a forma-
lizar y ulicimar los distintos aspectos tedricos necesarios
para su completa terminaciébn. El otro aspecto de la meto-
dologia del trabajo fue cubierto con las regulares discusio-

nes con el Director de Tesis.
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CAPITULO I

EL PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD
DE RICHARD BELLMAN.



1.1.- Pclitica éptima en un Sistema Controlable.

El proceso secuencial de la toma de decisiones aparece
en la conduccidén de un sistema controlable. Lo esencial en
Programacidon Din&mica radica en el hecho de que el proceso
que ella modela estd dado poxr etapas y que para pasar de una
etapa a la otra, es necesario tomar una decisién "oéptima"

del conjunto de decisiones factibles.

Definicién 1.1.1.- Se llamara& cooxrdenadas de fase del siste-

ma S a los pard@metros numéricos que caracterizan los estados

del sistema.

En lo sucesivo se supondr& que todos los estados del
sistema poseen el mismo numero de coordenadas de fase; y cada
. e . 1 m
estado se identificard con un vector x=(x",...,X ), donde

l 13 ]
::,...,xnson las coordenadas de fase que lo caracterizan,

En los sistemas concretos los estados admisibles estéan deter-
minados por restricciones que deben cumplir las coordenadas
de fase del sistema.

Considerando dos momentos to'y tl' to<:tl Yy un siste-

ma S, se diréd que el sistema S evoluciona en el tiempo, si

para cada te [?o'tﬂ existe un conjunto no vacio XtCIR]n

llamado el conjunto de los estados admisibles al instante t.



Independientemente del tiempo, algunas veces es nece-
sario considerar 1ia evolucidn del sistema a partir de un es-
tado X dc manera que el conjunto de los estados hacia los
cuales puede evolucionar el sistema a partir de X, se indica-

rad con X .
X
0

Definicién 1.1.2. Sea S un sistema que evoluciona en el

intervalo [FO,tJ tal que para t ¢ [}o’tJ , S toma un de-
terminado estado x(t)=(x1(t),...,xm(t))e}%y la aplicacién

z definida como sigue:

e+ [rpre] —— Us,

te [to’tl:l

t ~—/ = x(t)

se llamara trayectoria de fase del sistema.

De esta definicidén se desprende que una trayectoria
de fase determina la evolucidén del sistema en el tiempo.
En adelante se denotard el estado x(ti) en la forma

simplifacada X, .

En un sistema controlable es posible modificar el esta-



do adoptandc decisiones cuyo efecto sera hacer evolucionar
el sistema del estado en que se encuentra a un nuevo estado.
Las decisicnes se caracterizan, como en el caso de los esta-
dos, por una serie de valores reales llamados variables de
decisibn ¥ escan sujetas a restricciones gque deben respetar-
se.

S5i se supone que el numero de variables de decisidn
r es el mismo para cualguier estado del sistema se puede en-

. g Y. 1 r
tonces identificar cada decisidén con un vector y=(y ,....¥ ).

.. N + .
Definicién 1.1.3. Dado to,tlﬁ.R . to< 1 , sea Yt# @ el

conjunto de decisiones posibles en el instante TE [to’tl_-l s

Se llamard politica a una aplicacién

v : [co,tl] ————)UYt

te [to,tl]

tal gque y(t)€ ¥, para todo te [to,tl] .

t

Por subpolitica de una politica y: [to,tl]—yUY

T € [to,td

se entenderd la restriccidén de la aplicacidén y a un interva-

lo [:tz,t3] con to < t2 < t3< tl.



Ccmo en el caso de los estados de un sistema, Y

indicaré e. conjunto de las politicas admisibles a partir

de un estado dadce xo.

Nuesira atencidén se limitaréd a sistemas que evolucio-
nan en el tiempo y para los que es valida la siguiente hipo-

tesis.

Hipbtesis 1,

Dado X existe un conjunto de politicas ij tal que
"o

para toda y € ij . Se puede determinar de modo Unico una
o

trayectoria de fase xz que caracteriza la evolucién del siste-

ma en unr intervalo de tiempo [?O,tq

Es decir, la evolucidén del sistema a partir del estado
inicial xo, es funcidén de la politica seleccionada. Esta re-
lacidén entre el estado inicial y politica dependeréd en cada
caso concreto de la estructura interna del sistema.

Para que el proceso secuencial de decisiones esté com-
pletamente definido, es necesario introducir criterios que
permitan seleccionar, en cada instante la politica adecua-
da. Un criterio utilizado con frecuencia consiste en asignar
una funcidén objetivo en x e y, F(x,y) que pueda ser calcula-
da y seleccionar entonces como politica, aquella que optimiza

esta funcién. Precisando, "entre todas las politicas, que



hacen evolucicnar el sistema del estado X al estado x se
o)

l r
. . * . .
selecciona aquella politica y para la cual la funcidén F alcan-

za su valor optimo".

S

la

f-4e

X es la trayectoria de fase que corresponde a
als

politica y (hipétresis 1) se tendrd que :

oo

*
F(z,y) F(x ,7 ) para toda y, en el caso de maximizacién 6

w %
F(x ,y )L F(x,y), para toda y, en el caso de minimizacién.

%*
La politica y se denominaré& politica optima.

1.2.- El Teorema de Optimalidad.

La propiedad fundamental que se utiliza para resolver
diversos problemas mediante métodos de Programacidn Dinémica
es el "principio de optimalidad" de Richard Bellman el cual
establece gue para un sistema controlable S "toda subpoli-
tica de una pclitica dptima es a su vez Optima”.

Utilizando las notaciones introducidas, si ;a politica

y hace evolucionar el sistema de un estado inicial X, al es-

tado final x, pasando por los estados intermedios X, Y x3

1

se puede formular el principio de optimalidad como sigue:
p p P g

Teorema de Optimalidad.

A
Sea y:[?o,tq —> Uy una politica éptima que ha-

te [to, 1]

ct et



ce evolucicnar al sistema del estado xo al estado xl. Toda

. = A PR
subpolitica y de y " definida en Ltz,tJ con
o <'tw<1€wStl es también Optima para la evolucidn del sis-
[ )

tema del estado x2 a x3.

Demostracidén: Sea y una politica o6ptima definida en |t

a

no es Optima para la evolucidn del sis-

, t
o
Supéngase que la subpolitica y de 9 definida en [%z,té]
*

tema del estado x2 a x3, entonces existe una politica y

mejor que la politica ¥ en el mismo intervalo. En este ca-
so la politica y' definida en [?O'tq , de la siguiente ma-

nera:

*
vy (t) si te Ez,tﬁ

A .
v (t) ‘si t ¢[t2,t3]

y'(t)

. A q QA
es mejor que ¥ (t) lo cual es una contradicciédn.

Este teorema garantiza que los algoritmos que disefian
politicas Optimas para un proceso gque se desarrolla en eta-
pas permiten obtener una trayectoria del proceso que es en
cualquier intervalo, la mejor posible. Esta formulacidédn de
la politica es la que mejor satisface los objetivos del pro-

ceso.



CAPITULO II

PROCESOS SECUENCIALES DE TOMA DE DECISIONES



Introducciédn.

En muchos problemas practicos de optimizacién inter-
vienen factores aleatorios que modifican los estados indepen-
dientemente de nuestra voluntad; este estudio se limitara,
.4 una serie amplia de problemas deterministicos, en los cua-
les, dado un estado fijo x, es posible hacer evolucionar
el sistema en términos de las politicas escogidas (hipdte-
sis 1). Aun dentro de esta restriccidén se considerar&n sé-
lo problemas en que el numero de etapas del proceso, u hori-

zonte del problema, es finito.



2.1.- Analisis prospectivo.

Considérese un sistema cuyo estado en cada momento
t esté definido por un punto x(t) en un espacio de dimensién
m, gue puede controlarse mediante un vector y(t) de modo que

x(t) pueda calcularse a través de y(t) (hipdétesis 1).

Se denotara con Yt(x) el conjunto de decisiones gue
‘pueden ser adoptadas en el momento (6 etapa) t, si el siste-
ma se fija en el estado x € X, donde X representa el conjunto
de estados posibles asumiendo el parametro t discreto, y con
valores en un conjunto finito de numeros reales.

Siguiendo las notaciones introducidas en la definicién

1.1.3, si tl' t2,...,

tn son los valores sucesivos gue puede
adoptar el parametro t, los correspondientes conjuntos de

decisiones se denotaran respectivamente con, Yt Yt T
1" "2 n

notacién que se simplificar& en la forma siguiente:

Y, =Y i=1,2,...,n (2.1)

Un método recursivo utilizado para resolver los pro-
blemas enmarcados en este capitulo se describe del modo si-
guiente:

Si un sistema se sitGa inicialmente en el estado

xo€ X, entonces, en el momento n=1, se adopta la decisién



yl€ Yl(xo) que tiene como efecto el paso del sistema a otro

estado Xl € X.

En general, en todo momento i, 1< L$ n, se adoprta la

decisidén y_¢€ Yi(xi l) que hace que el sistema evolucione del
1 -

estado x.
i-1

a otro estado xi.

Se ha supuesto que el sistema evoluciona dependiendo
del estado en que se encuentra y de la decisién asumida, es
decir, que si se encuentra en el estado x, al tomar la deci-

sién y, el sistema pasard a un nuevo estado x'. Esto se

expresa con relaciones del tipo x'= \P(x,y) con ye¥(x) (2.2)

Para el caso en cuestidén, se introducird una notacidédn

con la que se pone de manifiesto la etapa del proceso:

®i7 kPi(xi-l'l’i) y;e ¥, (%, 4) (2.3)

con i, 1lg i< n. Esto indica que las funciones de paso \?i

de un estado al siguiente pueden ser distintas en cada eta-

pa.

Se denotara con ui(xi,yi), la utilidad asociada a la
etapa i, lgfi<ﬁL si el sistema se sitta en el estado xi
y la decisién adoptada es v, -

La funcidn objetivo fn que corresponde a un proceso

secuencial de declisién con horizonte n, serd una funcidn de



las utilidades parciales ui(x;,y.), 1 i n que con fre-
-\
cuencia se define aditivamente

n
£ (e (2, v, eceyu (x .y ))= iE=1 ui(xi.yi) (2.4)
Se puede también describir el preoceso para un estado

inicial xoe,x y para una politica y=(y1,...,yn) fija, en

base a los cuales se determina la trayectoria (x ,...,xn),

1°%2
los conjuntos Yi(xi_l),lgiigfn y la funcién objetivo. En

efecto, con ayuda de la relacién (2.3) se determinaré& una

Gnica trayectoria (xl,...,xn), que se expresard mediante la

siguiente notacién:
S \Pl(xo'yl) = Poxgyvy)

x2=\P2(\Pl(xo,yl),y2)=\?2(xo,yl,y2) 5(2.5)

xn= n(kPn—l(xo'yl'""yn—l)'yn)=LPn(xorYl,---,Yn)J

Similarmente, para los conjunitos Yi xi_l), 1 ign, se tie-

ne que:



,.
~
—
b
A
"
=
=
L)
ry
A

1 1 o
= S - vt
vo(x) = Y0P (x Ly ) = T 0k Lyy)
atxy) = v 0\, ey v, =T (x Ly Ly (2.6)

7~

Y S Yn(L?n—l(Xo'yl""’y —1))=Yn(xo'yl"'°'yn—l\

Finalmente, teniendo en cuenta las férmulas 2.5 las

utilidades en cada etapa se escribiran:
ul(xl'yl)=ul(UPl(xo'yl)’yl)=ul(xo'yl)

Uy (%, 07,20, (P, (x Ly, 17,007, =8, (x Ly, L y,) 2.7

un(xn,yn)=un(49n(xo.yl..--,yn),yn)=un(xo.yl....,yn) J

con loque fn admite la siguiente representacién:

fn(ul(xo'yl)’“"un(xo'yl’""Yn))=fn(xo'yl""') (2.8)

Para efectuar un proceso secuencial de decisiones
mediante el andlisis prospectivo se formulari el problema
de la manera siguiente:

"Entre todas las politicas Y=(Y1’Y2""'Yn) que hacen que
el sistema evolucione de un estado Xo hasta un estado

Xn=(Pn(xo'yl'Y2""'yn)' determinar aquellas para las cuales



la funcién obietivo fn alcanza su valor éptimo".

Usualmente existe un conjunto de estados iniciales
factibles, a partir de los cuales puede iniciarse el proceso.
De cada uno de estos estados iniciales, tomando adecuadas
decisiones se puede pasar a nuevos estados en le siguiente
etapa y asi sucesivamente.

Sea Xoo el conjunto de los estados iniciales facti-
bles, los estados sucesivos se denotaran en forma recursiva,

es decir, si se tiene el conjunto de estados XO io1 y el
,

conjunto de decisiones y Yi(x') para cada x'€ XO j-17 en-

tcnces el conjunto de los estados sucesivos quedara definido

como sigue:
= - 1] ] X = :l
X ;={ %€ X:Jx' € X, i1 Jvey, (x'): ‘-?iu ,¥)
donde 1 ign.
Por simplicidad se escribira XO en lugar de xoo'

Obsérvese que si xex—xoi,1< ign, x es un estado no acce-

sible en el paso 1i.

Fijado un estado inicial xo€.XO, una politica 6ptima es siem-
pre de la forma:

* % i
yi=yi(xo) I i< n (2.9)

* * * * * .
i i t inic] < = bid
Si se toma el estado inicial X Xo v y._wl(xo), ,yn( o))

es una politica 6éptima, el estado alcanzado por el sistema



en el paso i estaré dado por:

* kP * * )
x, = i(xi_l,y_.) 1 i€ nn (2.10)

<L
Se ha visto asi un proceso secuencial de toma de decisiones

desde el estado inicial xo hasta el estado final xn. Un

analisis de este tipo se llamard analisis prospectivo.

2.2.- Analisis retrospectivo.

Otra forma de analizar un proceso secuencial de deci-
siones es el llamado andlisis retrospectivo. Este es el
caso en que se gquiere disefiar una politica que lleve el sis-
tema hasta un estado prefijado.

En este tipo de anadlisis el estado final X del sis-

tema S y el numero n de etapas del proceso scn fijos. Se

denotara por Yi(xi) al conjunto de decisiones posibles a

pariir del estado X, en la etapa i-ésima, 1< ig n.
La descripcidén recursiva del proceso es la siguiente:

Dado el estado Xn' existe un conjunto de decisiones Yn(xn)

que hacen evolucionar el sistema a un nuevo estado. Si se

toma una decisidn yne Yn(xn), se supondra que el estado

del sistema es modificado deterministicamente por esta de-

cisidn; es decir que se obtendr& un nuevo estado Xo_1 dado

por una relacidén del tipo



Xn-1 =2;n(xn'yn) §oL Ly

Suponiends que se han tomado i decisiones, 1K i<n-1, lle-

vando el sistema hasta un estado X, _qr la siguiente deci-

sidn Y;_; se tomara en el conjunto Yi l(xi l) y haré pasar

el sistema a un nuevo estado X o dado por

X590 =90 4 (xi—l’yi—l) (2.12)

Para que este andlisis se pueda llevar a cabo es necesario
para cada i, 1< i< n, exista el conjunto de los estados gue

pueden ser alcanzados tomando decisiones yie'Yi(xi) Y que

estos conjuntos sean no vacios.

Bajo estas hipdétesis las caracterizaciones homdélogas a las

del caso prospeciivo son del tenor siguiente:

Sea S un sistema controlable y X, un estado final
fijado. Si y=(yn,yn_l,...,yl) es una politica admisible
para la evolucidn del sistema, entonces

a) La evolucidén retrospectiva de S vy

b) El conjunto de decisiones Yi(xi) en el momento
i, para cada i, 1< i<,
quedan completamente determinadas én funcidén del estado X
y la politica vy.

En efecto, dado yn€ Yn(xn), utilizando la relaciédn

que



(2.11) se cbtiene un estado
xn—1=-z;n(xq'yn) =75n(xn'yn)

Si se supone que se ha ejecutado la subpolitica(yn,...,yill),
+

1{ i< n-1, entonces como resultado se alcanzard un estado

X., con:
1

Xi =-?5i+1(xn’yn""’yi+l)

y el conjunto de decisiones,

Yi(xi) = Yi(xn.yn.....yi+l)

en concordancia con la notacién utilizada en 2.1. Al tomar

la decisién yie,Yi(xi) el sistema pasara por (2.12), al es-

tado

X =751(xi,yi)=72E(7EE+1(XH.YH.---.Y-+1). y.)

1 1

y el conjunto de decisiones a partir de este estado sera:

75 (x_,y

=Yi_1(?zi(xi.yi))=Yi_l( X Y s YL))

Yiop(®5.q)
= Yi—l(xnlyn' ""Yi)

Asi pues, las relaciones

X-_1= i(Xn,Yn,---oY-

i ;) para I ign y



Yioalxg g)=Y; (x.y

io1 1e--4Y,) para 1€ i< n

n
determinan respectivamente a) y b).

En este mismo contexto se dar&é a la funcién objetivo

fn la representacidn:
Eo(up(x,yy),eeu (e, y D=F (x .,y ,...,¥;) (2.13)

que se obtiene de manera similar al caso del andlisis pros-

pectivo.

El problema central del proceso secuencial de toma
de decisiones en este caso se enuncia como sigue:

"Entre todas las politicas y=(yn,...,yl) que hacen

que el sistema evolucione de un estado final dado X hasta

un estado inicial Xo;781(xn'yn""'yl)' determinar aquellas

para las cuales la funcidén objetivo alcanza el éptimo".

Como en el caso prospectivo, el estado final X no

puede elegirse arbitrariamente; se dispondré& de un conjunto

Xﬁ n de los estados posibles para el sistema en el momento
1,

final n. Los otros estados, o conjuntos de estados admisi-

bles se daran en forma recursiva como se verd a continuacidn:

Si se tienen determinados los conjuntos Xn i+1 de

estados accesibles (retrospectivamente) en la i+l-&€sima eta-

pa 0 i n-1 y los conjuntos de decisiones Yi+l(x'), para
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cada x'e€ Xn entonces el conjunto de los estados admisi-

,_'L-rl

bles en la etapa 1 quedara definido de la manera siguiente:

- X o) - e 530
Xn,17) X€ X 3“ € %11, 33’ € Yyplxt)ex ziu‘-l(‘{ ,y)}
con 0g ign-1

El conjunto Xnn se denotara con Xn'

Evidentemente que si x€ X-X i,lg ign-1, entonces
[
X es un escado no accesible en el momento 1i.

Fijado un estado final xne Xn' una politica o6ptima

es siempre de la forma:
ey 1< i< ;
Y =y, (x ) S isn, x € X (2.14)

*
Si se toma el estado final xn€L Xn’ y la politica

* k% * 0%
Yy =(y1(xn)""'yn(xn)) es una politica o6ptima, el estado

alcanzado por el sistema en el paso i-1, quedard dado por:

* L0ty 1€ i<
x, 4= i(‘{i'yi) £isn (2.15)

Observaciones.

1. El conjunto de decisiones posibles Yi(xi_ para el

1)
caso del andlisis prospectivo es en general distinto

del conjunto Yi(xi) en el analisis retrospectivo,



véase el ejemplo siguiente:

) Tt Y71
o Y22, Toew,,
/ Y11 g
*< F12 T
\H\ vy =
ey, Y12 .
T Y23 }:\
Y13\x/
i3 Y4

Yl(xo)={yll'3’12'713} £ Yy(xgy) ={Y11}

(caso prospectivo) (caso retrospectivo)

Haciendo abstraccidén de la observacidén anterior, la
inica diferencia entre el anadlisis prospectivo y el
andlisis retrospectivo de un proceso secuencial de
decisiones consiste en el modo en que es concebida
la evolucidén del sistema. Aunque el andlisis prospec-
tivo parece ser mas natural, también resulta eficiente
el analisis retrospectivo desde el punto de vista del
cdlculo de una politica dptima. En todo caso la elec-
cién de uno u otro tipo de anadlisis depende de la na-

turaleza del problema.



2.3.- Modelo matematico para la determinacién de una politi-

ca o6ptima.

La determinacién de una politica éptima en un proce-
so secuencial de decisiones puede realizarse ya sea con el
analisis prospectivo o el retrospectivo. Para el casc pros-
pectivo el problema puede enunciarse comc sigue:

*
Para un estadc inicial fijo x € Xo, determinar una
o

* * *
politica y = (yl,...,yn) de modo que

~

T o v * 2 * 2.16
£ (X 0¥y eve,y ) = max £ (X_,y;,-.0,7) (2.16)

donde el maximo se toma con respecto a todas las

el

*
yi€ Yi(xo,yl,...,yi_l) 1 ign.

De manera similax, en el caso retrospectivo, dado

* . » .
un estado final :%16 Xn se trata de determinar una politi-

% * *
ca y = (yn,...,yl) de modo que

—_ * * * -f ( * ) (2 17)
fn(xnlyn:---lyl) = max n xnIYDl"'IYl .

-, % .
con y,€ Yi(xn,yn,...,y ) 1€ i< n.

i+l

Por supuesto que valen las consideraciones analogas

en el caso de minimo.
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Los modelos anteriores seran utilizados con las si-

guientes reformulaciones:

*
Dado un escado inicial 1&)6 Xo’ determinar una politica

* % * . * % %
y =(Yl""’yn) y una trayectoria x = (xo,...,xn) de ma-
nera que:
* % * *
fn(ul (Al:Yl),---:Un(xnlyn)) =
= max £ (ug(x,,vy), ..., (x ¥ ) (2.18)

yi€Y, (%, 4)
1€ign

sujeto a las restricciones
. =W, (x. . < i< ]
=y L?l(xl'llyl) ISisn (2.19)

%*
Este maximo se denotaréa con hn(xo).

Para el caso retrospectivo, fijado el estado final

* * *
}ﬁxe Xn, se debe determinar una politica y=(yn,...,yl) vy
* ¥ ¥
una trayectoria x = (xo,...,xn) de manera gque
* %* * * £
fn(ul(xl,yl),-.-,un(xn,yn))—max n(ul(xl,yl),...,un(xn,yn))

Y;€ Yi(Xi)

(2.20)
1€ i<n



sujeto a las restricciones

= 3 £
X. 1 Ei(xi,yi) 1€£ign (2.21)

*
El maximo en este caso se indicard con gn(xn)w

Estas nuevas formulaciones aumentan el nimero de va-

riables que aparecen en los problemas (de n a 2n), lo gque

podria inducir a pensar que la formulacidén iniciel es mas
adecuada por ser mas simple, sin embargo, el principio de op-
timalidad de Bellman permite reducir los dos uGltimos proble-
mas a n subproblemas de 2 variables (una de decisién y una

de estado).

2.3.1.- Descomposicidén retrospectiva de la funcidén objeti-

VO.

Desde el punto de vista de las aplicaciones con-
cretas resulta mads interesante el caso en gue la funcidn
objetivo se deriine aditivamente, sin embargo, se veran al-
gunos resultados mas generales que permiten establecer rela-
ciones de recurrencia validaspara resolver problemas de Pro-
gramacién Dindmica gque evidentemente seran aplicables al
caso aditivo.

Con estas referencias se introducird la siguiente

definicién.
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Definicién 2.3.1. Se dira que la funcidén objetivo fn admi-

te una descomposicidn retrospectiva si:

1) Existe una funcion @n de dos variables, tal que:

fn(ul(xl,yl).....un(xn,yn)) =

= (u (x ¥y ). E _jle(xg,yy),ceu o(x L,y 1)) (2.22)

para n > 2

2) Para todo n >2 y para cada un(xn,yn) la funcién real
Z’\‘én(un(xn,yn),Z) es mondtona (creciente si el problema

es de maximo y decreciente si es de minimo).
A propdsito de las funciones gque se pueden descomponer

retrospectivamente se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Si la funcidén objetivo fn se puede descom-

poner retrospectivamente entonces:

g (x ) = max o (u (x .y ).g (G (x.y))), (2.23)
y €Y (x)

para todo n, n>2,

Demostracién:

Si se tiene en cuenta la definicidn de gn(xn) dada
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en la seccidn 2.3 resulta que

fn_l(ul(::l’yl)' LA "un—l(xn—llyn—l))g gn_l(xn_l)l
con x__; =.z;n(xn,yn).

~

Como £ se puede descomponer retrospectivamente, por

la definicidén 2.3.1. resulta que:

¢ (u (x vy ), € (u (x;,¥,),... oup g (x L.y 1))

))

L O (u (x .y ), g _;(x

n-1""n-1

Cualesquiera que sean las etapas n, n»2 y las deci-

siones Y, donde las X, ¥ las Y, para 1 i< n-1, estan su-

jetas a las condiciones
= : i <n-
X. 4 -éi(ki,yi) 1€ iSn-1

in_Yi(xi) 1 ign-1

Tomando el maximo con respectc a las Yo 1€ ign

se tiene que:



gn(xn)=max @n[?n(xn'yn)'In-l(ul(xl'yl)’""un—l(xn—l'yn—l)]<;

Para establecer la igualdad se observa gue, de acuerdo a

la definicidén de g _(x ):
n “n
q)n(un(xn,yn),gn_l(xn_l) ) 9,(x ), luego:

max (I)nl:un(xn.yn).gn_l(xn_l) ]< g (%)
yneYn(xn)
Siempre que la funcidn fn se pueda descomponer re-

trospectivamente, el teorema anterior permitira dividir el
problema en una serie de sub-problemas cada uno de los cua-

les tendré una sola variable de decisidén y de estado.

Si se hace go(xo) = 0 v @1(x,y) = xx la relacidn

(2.23) vale también para n = 1,

Considérese ahora el caso concreto en gue la funcidn

objetivo se define aditivamente:

fn(ul(xl,yl),...,u (x: ,yn))= 2:; ui(xi,yi) (2.24)
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El problema (2.20), (2.21) toma la forma:

n

max E ui(xi,yi)

i=1

con x, 4= Zpi(xi,yi) 1 i<

La funcién objetivo puede descomponerse retrospecti-

vamente como sigue
n -1
E_ ui(xi,yi)= un(xn,yn)-l- 3 u1(xl'yl) (2.25)
i=1 i=1 =
Es decir la expresidn para la funcién @n dada por (2.22)
adquiere la forma:

u e,y )+ £ J(u(x,y ). eeeuy G (x cuyp ) (2.26)
esto es: @n(p,q)= p+q (2.27)

El hecho de que la funcién @n es creciente resulta

de la compatibilidad de la relacidén de orden con respecto
a la adicién en R.
La relacién (2.23) del teorema 2.3.1. en este caso

adquiere la forma:



gn(xn) = max [un(xn

yneYn(xn)

on X )=0,tenemos
c go( 0) R

Estas Gltimas

de recurrencia de la
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,Yn)+gn_l(Cn(xn,yn))J , n3l (2.28)

que gl(xl)= max ul(xl,yl)

yl€.Yl(xl)

relaciones se conocen como las ecuacio-

Programacidén Dindmica.

*
Sea ¥ (x ) el
n n

conjunto de las decisiones que optimi-

zan la funcidén objetivo dada en (2.28) para n y X fijos,

es decir:

*
Y (x )= {ynéYn(xn):gn(xn)=un(xn,yn)+gn_l( Cn(xn.yn))} (2.29)

y supdngase este conjunto no vacio. Considérese un proce-

* %*
so secuencial de decisiones de n etapas y 1< ngn .

Definicién 2.3.2. Se llamard funcién de decisién Optima

para el momento n, a

valores en Rr, tal

*
una aplicaciédn Y, definida en Xn con

* c %
que yn(xn) Yn(xn).

Si para cada etapa del proceso secuencial se ha asignado

* *
una funcidn de decisidén y , 1l ngn , se cumplen las rela-
n

ciones

_ *’ z *‘
gn(xn)—un(xn.yn(kn))+gn_l( (X vy (%)) (2.30)
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para todo x_€ Xn yn, 1 ngn .

*
Dada una funcién de decisidn Sptima yn y un estado x . acce-
. *x
sible retrospectivamente en el momento n, el valor yn(x )
n

sera concebido como la mejor decisidén posible tomada del

conjunto Yh(xn) para adoptar en el momentoc n, si el sistema
se encuentra en el estado %5
. . . o * ) o~ .
Utilizando una funcioén y, es posible definir de ma-

nera recursiva una politica o6ptima y la correspondiente tra-

yectoria como sigue:

*
Dado el estado final :ﬁﬂ,e Xn*' se escoge la mejor decisidn

* *
Yo correspondiente a ese estado. Si para ngn se ha

*
escogido el estado x Y la mejor decisiodn

* * * "k
yn(xn) € Yn(xn)

! ) G = o 2.31
se tendra que: x .= L (x .y ) (2.31)
* * * 2.32
Y Yn-1"¥n-1(%p-1) 2220

Continuando este proceso se obtendra la politica op-
. * * R i * *
tima (yl ,...,yn*) y la trayectoria oOptima (xo,...,xn*).

En las relaciones (2.23) (y por tanto en las ecua-

*
ciones de recurrencia (2.28)) sc observa que si y, es una
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politica O6ptima para un horizonte fijo de n etapas y para

*
un estado final xne Xn, entonces

* *

(Yyr---0y, 1) (2.33)

es también oOptima para un horizonte de n-1 etapas y un es-
tado final
* * *
X 1= Gn(xn’yn) (2.34)
lo cual equivale al principio de Bellman.
*
Utilizando la funcién de decisién éptima Yy, se ob-

tiene la trayectoria de fase (xo,xl,...,xn*) definida por

la relacién de recurrencia

-0 * < *
x, 1= @ (x_.y) 1< ngn (2.35)

donde X «€ X . es un estado final fijo.

Esto permite describir la evolucién del sistema, ya
sea, utilizando la politica escogida o en términos de los
estados por l1os que atraviesa el sistema.

De hecho, a partir de la relaciones:

*
X (%) =Gn(x,yn(x)) x€X , n>1 (2.36)

n-1

se observa que el paso de una etapa a otra en el proceso,

es .funcidén del estado quedescribe recursivamente la trayec-



toria de fase mediante la relacién

x (2.37)

n-1" xn—l(xn)

Todo este proceso se esquematiza en la Fig. 1.

Para el caso general del teorema 2.3.1., las decisiones

o}
e}
[

*
timas Y n >1 sc obitienen a partir de la relacién

* *
g (x)= ¢_ [un(xn.yn(xn)).gn_l( an(xn.yn(xn)))] y asi

se puede aplicar un procedimiento recursivo similar al an-
terior con una definicién anadloga de funcidén de decisién

obptima.



ECQUEMA DE CALCULO DEL ANALISIS RETROSPECTIVO

' INICIO )

W

Fﬁ(x) = 0

o

n=1 I
Vxne Xn*,n
» CALCULAR
un(xn’yn)
&
CALCULAR
gn(xn)=max [un(xn'yn)+gn—l( zn(xn'yn) )]:Vxne Xn"“,n
yne.ln(xn)
¥
CONSERVAR
g (x)y yn(xn)k/xne.xn*'n
gn—l(xn—l) B gn(xn)
i dond
%
Xn*x € Xpwini e el fijado

i

* *
V™ yn(xn)

NO |

* _6 *
] x 4= n(xn’yn}

b4




Observacién.

El método descrito anteriormente para determinar una
*
politica 6ptima supone que las funciones 9. Y ¥y, han sido

calculadas para cada n, 1l ngn* vy para cada xn€ Xn* n

A pesar de que esto implica un gran numero de calculos, el
hecho que las variables sean s6lo dos en cada paso es lo
que facilita la ejecucién real de los mismos. Para cualquier

estado del conjunto finito X % o Se pueden determinar 1los

’

*
valores de 9, ¥ ¥, . pero si Xn* n ©S infinito debera re-

currirse a la interpolacién dada la imposibilidad de la rea-
lizacién de estos céalculos.

Este proceso de puede realizar de la siguiente forma:
Supéngase que Xn* n ©S un intervalo acotado y cerrado

?

X = [an’bn] ; hdgase una divisién del intervalo en

p+l, p21 puntos equidistantes:

a an+c',...,bn=an+pc~ donde 6= n “n

nl

*
y anbdétese los calculos relativos a gn Y yn en estos pun-
tos.

Para cubrir los valores X € [an;bJ gue no aparecen se



. *
da a las funciones gn Y yn los valores

* *
gn(xn)=gn(an+k6') v yn(xn)=yn(ande')
cuando an+k0"\< xq( a +(k+l)e ; 0 kL p-1

La bondad de estas aproximaciones dependerda de la

naturaleza de las funciones.
Una variante para efectuar aproximaciones se da por

medio de la interpolacidén lineal; en este caso

gn(an+(k+l)a‘)—gn(an+kd')
a

gn(xn)=gn(an+k0')+(xn -a, -k a)

* *
y (3, +(k+1) € )-y_(a +k @ ))
a

% %

= < - —]
y (% )=y (a +k@ )+(x -a -ka )
para a_ + k@ <x_a_ + (k+1)G¢

Ejemplo. Problema de inversidén y beneficio.

La suma de 6 millones de balboas va a ser utilizada
en 5 regiones econdémicas. Los beneficios obtenidos dependen
tanto de la inversién como de las regiones econdmicas. Se
asumird que el beneficio en cierta regiones econdmicas es
independiente del modo en que se designan los fondos para

otras regiones.
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El problema consiste en asignar las inversiones entre
las 5 regiones, tal gque se obtenga el beneficio maximo.
Los beneficios correspondientes es>adn dados en la

tabla siguiente (las cantidades representan millones de bal-

boas).
ple bl b2 b3 b4 b5
0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1 0.20 0.30 0.25 0.27 0.22
2 0.31 0.45 0.35 0.40 0.37
3 0.53 0.50 0.47 0.58 0.55
4 0.76 0.65 0.60 0.70 0.63
5 0.30 0.82 0.78 0.85 0.75
6 0.90 0.95 0.87 0.92 0.82

Tabla 1

Si se denota por Yy (variables de decisién}),

1 iK5, la suma total invertida en la regién i, y por x,

(variables de estado), 1l i 5, la suma invertida en las

primeras i regiones, se tiene la siguiente relacidn:

g



sujeto a: x_.< 6, y. >0, 1 i< 5
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Si bi(yi) es el beneficio obtenido en la regién i, corres-

pondiente a la inversidén y,, el problema es:
i

5
max Z bj_(yi)

X4 = XY, 1 i€ 5 donde x =0
ademas, u (x,y.) = bi(y,) 1€ i<5
Ci(xi'yi) = x,-¥; 1€ iS5
y Yi(xi) = {0,1,...,}:1} 1€ i< 5, donde

X5 = { 0,1,2,...,6}

la ecuacidon de recurrencia (2.28) es:
gn(xn)= max { bn(yn)+gn_1(xn—yn)} ,» I ng5

y €Y (x_)
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*
g,(0)= max {bz(y2)+gl(0—y2) } =b,(0)+g;(0)=0 luego Y2(0)=01

y2€Y2(0)

Q
[\
-
1]

max { bz(y2)+gl(1—y2)}

Y, € ¥, (1)

max {b2(0)+gl(l),b2(1)+gl(0)} =max {0.20,0.30} =0.30

*
luego y2(1)= 1

Continuando los calculos se obtiene la siguiente tabla:

UNIVERSIDAD DE PANAMA

BIBLIOTECA




.00

.30

.57

.82

.04

.24

.00

.30

.57

0.82

1.02

.15

.35

0.00

.30

.73

0.85

1.08

.31

.00

0.30

.50

.65

0.83

1.06

1.21

0.00

0.20

0.31

0.53

0.76

0.80

0.90

Tabla 2.
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se observa quc: max gS(x )=g5(6)=1.39

5

® 6 * * 'k\ * 2
luego X% = de donde y5—y5(n5,—35(6)—

* ¥*
. y5=6 - 2=4 de donde y4(4)=l

(S

*
por consiguiente X, =X

continuando los cdlculos se obitiene la politica é6ptima

%* * * * * *

y =(yl.yz,y3.y4.y5) = (1,1,1,1,2)

2.3.2.- Desconposicién prospectiva de la funcidn objetivo.

Para el estudio de la descomposicidén en el casc

prospectivo se considerard un problema de la forma

max cn_i+l(ui(xi.yi).---.un(xn.yn)) (2.38)
. Y. (x.
yye¥yixy 4)
i< 3<n
xg = LPj(xj_l,yj) i€ j€n (2.39)

Cuyo horizonte es de n-i+l etapas. La definicién 2.3.1 to-

maréd la forma siguiente.

Definicidén 2.3.3. Se dira que la funcidn objetivo £

n-i+1l

se puede descomponer prospectivamente si Wi, 1€ ig<n-1

las siguientes dos condiciones se cumplen



1) Exziste una funcién Fn i1 de dos variabkles tal
ve; £ . u, (x. . cee 0 (x =
q n-i+1095 (X ¥ ) (x 0,y )
= F_ . u. (. . f  ({u. . cee, (2
n_l+l((kl( :_,Yl), n_l(\ l+1:yl+l), I} n( <nryn)))

2) Para todo i, y todo ui(xi,yi) dado, la
funcién: z—~F_ . .(u.(x.,v.),z2) es mondétona
n-i+1" i "i'"1i
(creciente para un problema de mé&ximo y decreciente para
un problema de minimo).

El valor maximo de la funcién objetivo del problema

(2.38), (2.39) se denotaréd con hn-i+l(xi—1)'

Evidentemen-
te esta funcién depende tanto del estado inicial X, 1 como

del nimero de etapas n-i+1.

El principio de optimilidad se evidencia, en este

caso, con el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2. Si la funcidén objetivo fn . ., Sse puede

descomponer prospectivamente, entonces

Pooie1(®5)

= max Fn_i+l[(ﬁi_1.yi); by s Py (x; 309300 ] (2.40)

yi€ Yi(xi-1)

para todo i, 1€ig n-1



donde u. .z .. 7) = ui(&P;(h- v.),y.)

Denostracién: fimilar a la del teorema 2.3.1.

La relacién (2.40) es vambién verdadera para i=n
haciendo ho(x)=0 y F.(x,y) = x
i
Las funcicnes hoie1r 1€ i< n pueden determinarse
de modo recurrente con la ayuda de la relacién (2.40) 1lo

cual permite definir, las funciones de decisién 6ptima
* . . . . .
yi(xi-l)’ 1€ i< n, que hacen que se verifiquen las siguien-

tes ecuaciones:

hn-i+l(xi—l) B

_ - % ) h LP * ]
= Fooin [ui(“'-l’yi(ki—l EECNELES FIETTE R FIEIERRE
para todo i, 1€ i€ n

Fijando entre los estados iniciales el 6ptimo de

*
los mismos y el horizonte n ; la politica 6ptima

a4
Y

® * *
vy =(yl,...,yn*) y la trayectoria 6ptima correspondiente

* s
pie =(xo,...,xn*) se¢ calculan de mode recurrente con las férmu-

las siguientes:
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v, = v, (% ) I i< n¥
* ¥ %

x, = Poix, .y K i<ax

En el caso que la funcién objetivo esté definida

aditivamente, el problema toma la forma:

n
maszi u, (X, .
Z l( l,yl)

Como la funcidén objetivo se puede descomponer pros-
pectivamente de manera andloga al del caso retrospectivo

en 2.3.1, la relacién (2.40) adguiere la forma:

By-ie1{¥iq)= max [ AT FRAL Y LPi‘xi-l'yi))] (2.41)
yi€ Yi(x5 )
1 i< n

donde ho(x)=0 v ui(xi_l,yi)=ui(\Pi(xi_l,yi),yi)

que identifica las ecuaciones de recurrencia.

El esquema de calculo para este caso (que fue des-



crito para el

la fig. 2.

caso

retrospectivo en 2.3.1),

Se¢ resume en



ESQUEMA DE CALCULO DEL ANALISIS

PROSPECTIVO

¥
*
n=n
<&
\fxn—leixo,n—l
CALCULA un(xn_l,yn)
\f
CALCULA hn*_n+l(xn_l)=max [ (1n(xn 1’Yn))+hn* n((pn(xn—l’*n)ﬂ
v
N
CONSERVA
. 3 \v4
nn*—n+1(xn—l) ¥ yn(xn—l)’ xn—le‘xo,n—l
hn*—n(an - hn* n+l( n-1’'

n=n-1
n=n+1

Fra

I
e ST o B S x
[P i ‘. n=n 'ﬁ n
L Sl \\\ 5

b

L

3 NG « n=1 N ST *h-17%6
= %
xmkxvfffgp donde x € X _* es el
. o on

fijado

% *r
Yn=¥nt¥n_1)




Ejemplo. Problema de produccidén e inventario,

Un fabricante desea satisfacer una demanda conocida
de articulos en N periodos al menor costo posible. En cada

periodo i=1,2,...,N la demanda se indicard por . r,. Si

decide fabricar articulos en un periodo dado, debe pagar
un costo fijo k y un costo c por articulo producido; si no
existe produccidén, este costo serd cero. Por otra parte,
es posible almacenar articulos de un periodo a otro con un
costo unitario a.

Se utilizardn las siguientes magnitudes para

i=1,2,...,N

bR cantidad de articulos almacenados al final del perio-

do i (variable de estado).

r, : demanda en el periodo 1i.

yi : cantidad de articulos que se debe producir en el
periodo i (variables de decisién).

xo : es la disponibilidad inicial de articulos.

Las variables se relacionan de acuerdo a la siguien-

te férmula:

. =X. " . ’ i= 121"‘1
Yi l_liyl ri para i= 1 N

]
(=

ci(xi,y,) es el costo en la etapa 1, se tiene que:
i



ci(::i.yi)=

i=3i,2,...,N a(x, .- r.) si y, =0

Se supone ademas que se cumplen las siguientes con-

diciones:

x.>/0 . yi>0 , i=1,2,...,N

<
A4
ry
il
(V]
(4]
1l
o

Sea hN—i+l(xi—l) el valor minimo de Eg; ck(xk,yk), la

ecuacidn de recurrencia es:
By-is1(®yop)= min [ci(xi-1+yi'ri'yi)+hN-i(xi-1+Yi'ri)]
Y, €¥ (%, )
Sea N=3, r1=3, r_ =2, r3=3, k=2.5, c=1 y a=.3 (las cantida-

des rl,rz,r3 y k representan 10,000 balboas por unidad)
c . e ST & .
Resolviendo la ecuacidn hl(x2) c3((x2 Y3 r3),y3) y atendien

do a gue x3=0 34 r3=3 resulta que X, y y3 deben satisfa-

cer la condicién x2+y3=3, que sblo se cumple para las pare-

jas (0,3); (1,2); (2,1) y (3,0). Haciendo los calculos se

obtiene la siguiente tabla.



%2 Y3 By (x5) )
0 3 5.5 3
i 2 4.5 2

ro
[y
w
.

w
=

Tabla 1

Para calcular h2(xl) se suponen satisfechas las de-

mandas r2 y r3, ademas, la cantidad de articulos xl almacena-

des al final del primer periodo y la cantidad de articulos
y2 que se deben producir en el siguiente periodo se escogen

de modo qgue los valores xl+y2—r correspondan a la cantidad

2

de articulos , almacenados al final del segundo periodo

(anteriormente tabulados).

Los calculos conducen a la siguiente tabla.



cz(xl+y2—2,y2)+hl(xl+y2—2)

IANCI I 1% 5> & la |8 |[nixn | ¥

. 271 2
0 9.5 |10.3 |10.6|8.4| 8.4 : 5
1 2.0 ! 9.3 ) 9.6 o { 7.4 4
2 5.5 8.3 | 8.6 | 5.9 b5 b
3 4.8 8.6 | 5.4 4.8 0
d 6.1 4.4 4.4 1
5 9 .9 0
Tabla 2

Finalmente la tabla 3 corresponde a la evaluacidén de h3(x0);
la disponibilidad inicial de articulos X, ¥ la cantidad

y, que se debe producir en el primer periodo, se escogen

de manera que los valores x0+yl—r correspondan a las can-

3

tidades X de articulos almacenados al final del primer

periodo (de tabla 2). Como se ha supuesto que x0=0, las

condiciones posibles de y, son: 3,4,5,6,7 y 8.



cl(xo+yl-3.yl)+h2(xo+yl—3)

5 %
IS o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 h3(A ) Yy
0 13.9(14.2}114 |14.215.1}112.9112.9 8
Tabla 3

*
La politica oOptima es y = (8,0,0).

2.4.- Diversos casos con respecto al estado inicial o final.

Las relaciones de recurrenciadadas en 2.3,1 permi-
ols

* * *
ten determinar una politica éptima vy =(yl ""’Yn*) Y una

* * *
travectoria éptima x =(x ,...,X ,) correspondientes a un es-
o n*

%*

tado final fijo Xoe™ X considerando el estado inicial

arbitrario. De manera similar en 2.3.2 se resuelve el pro-
blema de determinar politica y trayectoria optimas fijando

* ®
el estado inicial xOGLXO vy dejando el estado final X %

arbitrario. Estas mismas relaciones pueden utilizarse para
resolver el problema con estados iniciales y finales no

fijados.

Si en un problema se recurre al andlisis retrospec-

* * J
tivo, una politica éptima y = (yl,...,yn) correspondiente
. *
al estado final x , €-Xn* determirada por la condicién



g ﬁ(xn*) = max g . (x_,)

n* n*
xn* € ‘(n*
seria también una politica o6ptima para el problema en el

cual ni el estado inicial, ni el estado final se han fijado.

El proceso serd descrito comc sigue:

*
Como X 5 DO es fijo, se puede buscar un estado fi-

nal que maximice la funcidn Ipx la cual se calcula con

respecto a cada estado final X %o conservando en cada caso

%*
gn*(xn*) Y Y= (xn*): una vez terminados estos calculos,
se determina el max gn*(xn*) gue permite encontrar

%
X s Y Yn*(xn*),xn*EZXn*- Se puede entonces fijar la politica

* *
6ptima Y Y la trayectoria éptima x , utilizando las foéormu-

las
*_ % *
D Yn(xn)

% % *
X, _q = E;n(xn.yn).

El esquema de <célculo se ilustra en la fig. 3. Analogamen-

te si en un problema se recurre al ané&lisis prospectivo,
*

a partir de un estado inicial }&)€ Xo, determinado por 1la

condicidn:



nn*(xo) = max hn*(xo)
X X
c>€ o
. .. . . * %* %
se obtiene una politica optima y = (yl,...,yj*), gue sera
i

también o6ptima para el caso en que no est€n fijos ni el es-
tado inicial ni el final. El esquema de célculo correspon-

diente estd dado en la fig. 4.

El Unico caso aGn no determinado es aguel en que

* *
el estado inicial X,y el final X« son fijos.

Tanto en el andlisis prospectivo como en el retros-
pectivo es posible modificar las restricciones del proble-

ma de manera que el conjunto de estados accesibles al térmi-

ole

no de las n etapas sea unitario. Es decir:

* *®
X = x X =< X respectivamente.
Jxo'n* { n*} Y xn*,o o P (™

En el caso prospectivo, las nuevas restricciones

del problema se definirédn en forma recurrenie como sigue:

3 X 1€ i<n"
Yilx; 4= Yieyi("i-l)’“Pi‘xi-l'yi)exoi} S isn

* . %
{%n*} si 1i=n

{x € X ;¢ Yi+l(x)=f=¢} si 1€ i< n ~1

r

~v
donde koi =3 ﬁ




de donde se tiene que toda politica (§l,...,§n) con

?i € Yi(xi—l) hace evolucionar el sistema prospectivamente

% *
del estado xO al esteado X xr afirmacidén que se puede verifi-

car reemplazando el conjunto Yi(xi_l) por ?i(xi—l) en (2.18),
(2.19).

Si la evolucidn es retrospectiva las modificaciones corres-

pondientes son:

Yi(xi)={yi Yi(xi)l Gi(xi'yi)exn*'i-l} 1€ i< n*

donde X ,. =
n*i

como antes, toda politica (§l,...,§n*) con §i€.Yi(xi) hace

¥* ¥*
evolucionar el sistema del estado X% al estado Xg-
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ISR Procegsos estacionarios. Pelitica escacionariea.

Se consideraran en esta seccidn, problemas con fun-
ciébn objetivo aditiva.

Normalmente, las utilidades son funciones, no sélo
del estado y la politica, sino gue también dependen de la
etapa del proceso; de ahi la notacién ui. Igual situacién

se da con respecto a los conjuntos de decisiones Yi v las

funciones Jde paso 4%] ?5.
bl

Definicién 2.5.1. Un problema de programacidén dinémica

es estacionario (en su evolucién prospectiva) si:

u (x;,y;) = ulx,,y,) 121 (2.42)
Yo(x, )= ¥ (x; ;) i1 (2.43)
\Pi(xi-l'yi)= kP‘”‘i—l'yi) i>1 (2.44)

Si se cumplen sélo las ultimas dos con-
diciones se diréd que el problema es SEMI-ZSSTACIONARIO.

La definicién anterior pone de manifiesto el hecho
de que las utilidades, los conjuntos de decisiones, y las
funciones de paso obedecen a leyves funcionales que son inde-
pendientes de la etapa del proceso. Una decisién del con-

junto Y¥(x, ,), i>»1 sera denominada decisién estacionaria.



Para el caso retrospecitivo se da una definicidn si-

milar:

Definicién 2.5.2. Un problema de programacién dinémice es

semi-estacionario (en su evolucidn retrospec:iival)si se cum-

plen las siguientes condiciones:

Yi(x.) = Y(xi) i1 (2.45)

Zi(xi,yi)=Z(xi,y.) i>1 (2.46)

Si se verifice también 2.42, el problema es estacio-
nario.

Considerando el caso prospectivo, las relaciones
de recurrencia se tranforman, para un proceso con horizon-

*
te n , como siguen:

— *
h _;,,(x)= max [u(x,y)+hn_i(\'P(x,y))] 1 ign

veEY(x)
donde ho(x) = 0 vy G(x,yi=u(LP(X.Y),Y)

Para el caso retrospectivo estas relaciones toman

la forma

g,(x) = max [u(x,y)+gi_l( G(x,y))] 1€ i<n" (2.47)
Y€ Y(x)



y go(x) =0

A continuacidén se vera un ejemplo que ilustra la

situacidn.

Ejemplo.
Si se considera un sistemea cuyos estados posibles

estdn dados en el conjunto X= {xl,xz,x3} tal que cada vez
que el sistema se encuentraen cada uno de los estados

X)Xy ¥ X5, se pueden adoptar las decisiones,

Y, 6 ¥y ¥y 6 ¥gi Y, 6 ¥, respectivamente, esto es:

Y(xl)={y2,yl} : Y(x2)={yl,y3} : Y(x3)={yz.y3} c

La evolucién retrospectiva del sistema sera defini-

da por:

E(xl,yl) = %, .6(x1’y2) = X3
Z(xz.yl) = x, %(xz,y3) = x,
’6(x3.y2) = %, ’6(x3.y3) = x;

y las utilidades que se producen en el transcurso del pro-

ceso estédn dadas por:



u(xl,yl) =3 u(xl,yz) = ]
u(xz,yl) = =2 u(x2,y3) = 0
u(x3,y2) = 3 u(x3,y3) = -1

Utilizando la relacién (2.47) se obtienen los valo-
res de gi, i= 1,2,3,4 y la politica 6ptima, de la siguien-
te forma:

Para el estado X; en la primera etapa se tiene

gl(xl) = max u(xl,y)

Y€ Y(x,)

= max {u(xlyl),u(xl,yz)} = max {3,1}: 3

¥*
vy y1 (xl) = ¥y (el maximo valor de la funcidn
objetivo en la primera etapa, corresponde a la decisién
yy)-
Continuando el célculo:

max u(xz,y)= max {u(xz,yl),u(x2y3) }

[le]
[
—
na
[
N
~—
]

vE Y(xz)

%*
max'{—Z,O} =0 vy yl(xz) =Y,



en la segunda et

gZ(Xl)

92(>

2

)

max u(x3,y)= masx {u(x3,Y2),U(K3,Y3)}

y € Y(x3)

*
{3,—1} = 3 y yl(xs) = ¥y

apa se tiene:

max [u(xl,y)+ gl(?;(xl,Y))]

y€ﬂxﬂ
maX{u(}{l,yl)’l‘gl(C(Xlryl))lu(:{llyZ) +
+ gl('é(xl.yz))}
k3
max-{3+0, 1+3} =4 vy yz(xl) =Y,

max [u(xz,y) + gl( E(XZ,Y)) ]

Yy € Y(XZ)

max {u(xz,y1)+gl(TZ(XZ,Y1LU(XZ.Y3) +

+ 91(75(x2,y3))}

®*
max{—2+3,0+0} =1 vy YZ(XZ) = Yl



gz(x ) = maxz [u(x3,y)+gl( 6(243,1/))]

vEY(x,)

3

= max{u(x3,y2)+gl(6(x3,y )),U(I’-3,Y3) +

En la tercera etapa:

max [u(xl,y) + 92( G(Xl,y))]

Q
W
—
aA
(]
[
~
1

er(xl)

max {u(xl,y2)+92( C(xl’YZ))’u(xlyl) +

+ 92(“6(x1,y1))}

”°
max {1+3, 34—1} 4 vy y3(xl)=y2.yl

Continuando con las calculos se obtiene la siguien-

te tabla:



* * * *

X gl(h) y,(x)} g5(x) y2(X) g5 (x)| ya(x) g, (x)| v, (x)
o
Y3

0 1

*2 Y3 . b ) 2 Y3
o
73

*3 3 72 3 ¥2 SRR . bF.

donde puede observarse que a partir de la tercera etapa
los valores de la funcidén de decisidn oOpiima estacionaria

son:

*® * *
Yi(x1)=Y2’ yi(xz) = ¥,7 ¥;(x;)=y,, para i23.

Una politica formada por este tipo de decisiones

se denominara politica estacionaria.

Como conclusidn se puede afirmar que las ecuaciones
de recurrencia 2.28 y 2.41 y los esquemas de cdlculo basados
en las mismas, pueden aplicarse para determinar politicas
(y tgayectorias) 6ptimas en todos los procesos controlables
gque se desarrollan en etapas y cuyas funciones objetivos

se¢ descomponen prospectiva y/o retrospectivamente.



CAPITULO III
PROBLEMA DE LA DIMENSION EN

PROGRAMACION DINAMICA.



Introduccioén.

En las secciones anteriores se ha construido el esque-
ma de calculc de la Programacién Dindmica.

Si las variables de estado y decisién son unidimensio-
nales lios procedimientos se aplican directamente, sin embar-
go, cuando estas variables son vectores de mayor dimensioén,
las foérmulas establecidas en 2.3.1 y 2.3.2. presentan gran-
des dificultades desde el punto de vista del calculo, pues
el ntmero de operaciones necesarias para estimar

%* *
9, y yn(élaly'yn) creceria rapidamente dependiendo de la

dimensidén de las variables; incluso para dimensiones relati-
vamente pequefias resulta imposible efectuar los calculos ne-
cesarios.

Entre los instrumentos matematicos que permiten redu-
cir la dimensién del problema y por tanto hacerlo accesi-
ble al cdlculo, se sefiala un método que resulta de una sin-
tesis entre las ecuaciones de recurrencia de la programa-

cién dindmica y el método de los multiplicadores de Lagrange.

Esta sintesis permite descomponer el problema dado en una

serie de problemas mads simples, de menor dimensidn.
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El procedimiento tendra su base en resultados sobre

6ptimos condicionados que se detallaran en esta seccidn,

3.1.- Métodos de los multiplicadores de Lagrange.

. k . . .
En el espacio R se utilizara la relacidén de orden

que se denotara <§ , definida como sigue: para todo

k

x=(Xy,...,% ) € R, 0\<x®xi>0, Vi, i=1,2,...,k

1’
y x y<=> 0K y-x

Considérense las funciones f y ai, i=l,...,m <con
valores reales definidos en un conjunto Xg;Rn.

Se denotara con a(x) al vector:

a(x)=(al(x),...,am(x))J{EX

Teorema 3.1.1. Sea ueR™ un vector de componentes positi-

*
vas. Si x es una solucién éptima del problema de progra-

macion no lineal:
max { f(x)—u'a(x):xex}, (3.1)

*
entonces x es también solucién éptima del problema:

max {f(x):a(x)\< a(x*),xe x} (3.2)



¥*
Demostracidn: Dado que x es solucidn ¢éptima del problema

(3.1) resulta que:

* *
f(x )-u' a(x ) > £(x)-u' a(x) VxeXx
%® *
Sea P- x€X:a(x ) 3 a(x)} , entonces x € P vy
* ole

v

f(X*) 2> £(x)+u' [a(x )-a(x) ] > f£(x) Vxep luego x

es solucidn Optima de (3.2).

El planteamiento central del problema de reduccidn

de la dimensién seria el siguiente:
Considérese el problema de programacidén no lineal
max {f(x):a(x){Q 0,x€.X} (3.3)

y supdngase que existe una solucidén Optima xO de (3.1) co-

. o
rrespondiente a un vector u ;;(L

. o . o
Si a{(x )=0, el teorema anterior muestra que x es

solucién 6ptima de (3.3).
Si a(xo) # 0, se plantea la siguiente interrogante:

. . 1
¢Es posible elegir un nuevo vector u >0 de tal manera que
la solucidén 6ptima de (3.1) correspondiente a este vector,
: ’ . v 1
proporcione una mejor aproximacién del vector a(x ) a
cero?
Los siguientes resultados garantizaran que bajo cier-

tas condiciones esto es posible.
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. o 1 - . . .
Teorema 3.1.2. Sean x  y x° soluciones o6ptimas del proble-

ma (3.1) qgue corresponden respectivamente a los multiplica-

dores de Lagrange u=u® >0 vy u=ul > 0.

Si

- (0. 1 : i

a,(x )=a, (x") Vié¢k (3.4)
Y 1

ak(xo) > a, (x7) (3.5)
entoinces

i
o £(x°%) - f(x) .1
uy S T$% (3.6)

o
ak(x )-ak(x )

.. o C . .
Demostracidn: Puesto que X es solucidén é6ptima del problema

(3.1) que corresponde al multiplicador de Lagrange u=u°;(L
se tiene que:
1 1
£(x%)-(u°) a{x®) > £(x)-(v®) a(x)VxeX (3.7)
Esta desigualdad puede escribirse de la forma siguien--

te:

£(x°)-£(x) up [ak(xo)-ak(x)] + (3.8)

-
-

o o
+ 2 u, [a.(x )—a_(x)]
i#k 1 1 1
Si x=xl de (3.4) v (3.5) se tiene que:

f(xo)—f(xl)>u§ [ak(xo)-ak(xl) ]



de donde se obtiene que:

o o 1
1%:6; f{x") - f(x )l
(xo) - a, (x7)
2k k
que es la primera desigualdad de (3.6). Anadlogamente se

deduce la segunda.

Corolario 3.1.1. Considérese las soluciones 6ptimas xo(uo)

v xo(ul) de (3.1), correspondientes a los multiplicadores
de Lagrange u°>0, ul>0.
. o, 0O o, 1 .
Si ai(x (u ))=ai(x (u”)) para i#k, entonces, se cumple la
siguiente implicacidn:
ul< u°=> a (xo(uo)) < a (xo(ul))
k k k N k )
En efecto, identificando las relaciones (3.4) y (3.5)
con las letras p y q, respectivamente y con r la relacidn
o 1 . . .
uk,< uk, extraida de (3.6), se tiene en particular dque
(pAg)=> r, lo cual es equivalente a que:

p—> (v r—>n~uq).

Transcribiendo esta proposicién se obtiene el corola-

rio.



Observacién.

En adelante se denotarén con xo(u) las soluciones
del problema (3.3), para cada u 0.
Sea uo;>0 un mulitiplicador de Lagrange (M.L.) cuyes

componentes se denotardn con u?, l< i<my 1{&{1,2, x .,m}

Se asignard a cada elemento ui de la semirrecta [6,0;)

. k
una solucidén del problema (3.1) que se denotara xo(u ),

cuyo multiplicador asociado estaréd definido de la siguiente

manera:
-
w® si i #k
kR
k J
u, =
1
X .
u si i = k.
k
.y

En base a los resultados anteriores se describe el
proceso de busqueda del vector u tal gque la solucidén oépti-
ma de (3.1) proporcione una mejor aproximacién de a(x(u))

a cero y asi (x(u)) se aproxime a la solucidén de (3.3) de

la manera siguiente:

1o, Escdjase un vectior u® > 0 vy resuélvase por los mé-
todos usuales el problema:
1
max {f(x) - (uo) a(x):;{e X} (a)
0, 0O P .
Sea x (u”) wuna solucidén é6ptima.

Si a(xo(uo))=0 el problema (3.3) queda resuelto (por



el ceorema 3.1.1).

. o, O s . .
29, Si a(x (u))#0 considérese la primera componente

ak(xo(uo)) distinta de cero y sea X'={:x€ X:\7i¢k,

a.(x)=a:(xo(uo))}

3
ke -—

2.a. Si ak(xo(uo))'< 0. Definase el M.L. uk° como sigue:
u,, si itk

u§° tal que u§°'< ui, si i=k

\
y resuélvase el prcblema:
max { (£(x) - (uk )" a(x) :><ex'} (b)

si x° (uk°) es una solucidén del mismo, por el teo-

O(uk° )

rema 3.1.1 x es solucidén del problema:

max{f(x):a(x)< a(xo(uk°), X € X'} (c)

aplicandc el corolario 3.1.1 a los Optimos xo(uo) y

o, k
x (u'%) resulta que:

k
a],(xo(uo)) < ak(xo(u o))
Si ak(xo(uko))=0 se detiene el calculo y se pasa a conside-

. . o, O AR
rar la siguiente componente de a(x (u”)) distinta de cero,

k

.. o .
pero si audn, ak(x (u™0)) K 0, se procede como antes, defi-

3 . k
niendo un nuevo multiplicadocr u}l, considerando un uk1



k k
tal que u. !« ukO y asi sucesivamente.

k
€i para algun kp resulta que ak(xo(u p)) >-0, considérese

k

p+1l
k

un nuevo multiplicador u tal que:

-

kp kp+l kp—l
uk < uk < uk

y continlese este proceso hasta obtener el valor deseado
a (xo(ukA ))=0 > pt+l, o bien una aproximacién al mismo
k ' K = ' < 5

k
2.b. Si ak(xo(uo)):> 0, definase un M.L u °© tal que:

u? si i # k
i
k
u,© =T
ko k o
Uy tal gque uk°:> uk si i =k
\

y resuélvase el problema (b).

k
Si uo(u O) es solucidén de (b), por el tecrema 3.1.1.

k
xo(u O) es solucién del problema (c).

Aplicando el corolario 3.1.1., a los 6ptimos
xo(uko) y x°(u®), como ud uko entonces:
’ ) k k ! ‘
k
a, (x°(u 7)) a, (x%(u?))



: kK .
Si ak(xo(u C))= 0 se detiene el proceso con respecto
p)

a esta componente y se pasa a la siguienie distinta de cero.
o ko
Si aan, ay(x (u 7)) >0 se continuara el proceso dual del
Y

paso 2.a.

La aplicacién reiterada del proceso antes descrito permite
. o} . .
aproximar a cero el valor de ak(x (u)). Bajo ciertas con-

diciones es posible obtener como valor de ak(xo(u)) preci-

samente al cero, ya sea en un numero finito de pasos o gene-
. i . k

rando una sucesidén de numeros reales no negativos u, k;;O,

que representan los valores atribuidos al multiplicador de

Lagrange u; es decir, en ciertas condiciones, que dependeran

de la naturaleza del problema, el proceso es convergente.

(ver [8] pag. 121 y [11] ).

En la siguiente seccidén se verd a través de un ejemplo
cémo se utiliza esta aproximacidén de la funcién a(x(u)) a
cero en la reduccidén de la dimensién de un problema de Pro-

gramacién Dinamica.

3.2.- Un problema de transporte.

En esta seccidn, se aplicard el método descrito ante-
riormente, estudiando el problema de organizar el transpor-
te de marcancias que es de gran importancia en la economia

matematica. Se analizard el caso en que un solo tipo de



mercancia estd involucrado.

Se llamarédn origenes a los puntos 1,2,...,m donde la

mercancia estéd disponible en cantidades a -.a Y des-

1,a2,..
tinos a los puntos 1,2,...,n donde la mercancia es demanda-

da en cantidades bl'b2""'bn respectivamente.

Se supone que se satisface la condicién:

a.+a,+...+a_=b +b2+,...,b

1 72 m 1 (3.9)

n
Sean fij,i=1,2,...,m,j=1,2,...,n las funciones de costo de

transporte, entonces, si del origen i se expide la cantidad

Yij al destino j, el costo de transporte sera el valor asig-

nado f._ (y..).

ijt¥ig

Se tiene entonces el siguiente problema de programacidn:

min Ei; £..(y..) (3.10)

= =1 11 " 1]

> y.. = a, 1< i< m (3.11)

M

b, 1€ i< n (3.12)



yij>0 , i=1,2,...,m ; 3j=1,2,...,n (3.13)

Si las fij scn lineales se obtiene el bien conocido proble-

ma de transporte, pero en general este es un problema de

programacidén no lineal.

Se procedera ahcra a convertir este problema en un problema

de Programacidén Dindmica.

Las variables de decisién seran las Yiqr I igm; I iKn.

y para cada jJj, 1<j<n, se considerara el vector:

= i Yqss e Y o 3.14
ORI S CYTRRETS oy (3.14)

Las variables de estado estaran dadas por las relaciones

x,, = ;yik, I iKm; 1€ iKn (3.15)

que representan la cantidad transportada desde el origen
i a los primeros 3 destinos y el estado del sistema en el

"momento J" se indicaré& por el vector:

Xj = (le'xzj""’xmj) 1 jKn (3.16)

Por convencién el estado inicial sera:



x_ = ([0,0,...,0)
-—

m-posiciones

Obsérvese (ue:

X. = X. .t 1< i< n
3 3-1 Y:l X IS
° (3.17)
X, 1= X5 K i< n
y de (3.13) resulta que:
0L y. < %, 1€ i< n (3.18)

J J

El estado final X, al cual se ha de llegar es aquel en gue

se ha transportado toda la existencia del recurso. O sea,

de (3.16) (3.15) y (3.11) resulta:

Xn = (al,az,...,am) (3.19)

El conjunto de decisiones gue pueden adoptarse en el
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mormento j, si el sistema se encuentra en el estado x, es:

! = =] g b =
Yj(x) {y (yl,yz....,ym)- 0L v %, i§=l Y bj } (3.20)
por lo tanto el problema (3.10) - (3.13) es equivalente

al siguiente:

\
= m
min » f -t )
iy g fa'a
1
yjeyj(xj) f (3.21)
X5.1 = xj - yJ K i<n J

donde el conjunto de valores accesibles para el estado fi-

nal x es
n

n
X! ={X€Rm: X>0, ixi= Zb. } (3.22)

En efecto:
yje;Y'(xj) para 3j=1,2,...,n

equivale a:

v y..}O para i=1,2,...,m; j=1,2,...,n



de (3.17) para 3j=n se obtiene que

b
il
b
|
]
o
”

En este caso se han servido todos los destinos y por

tanto, comparando coordenada a coordenada en la ualtima igual-

dad, se obtiene que:

3 i = 1,2
y.. = a, i 42,...,m
j%{ i3 i

De esta manera se observa que el problema (3.21)(3.22)

tiene las mismas restricciones que el inicial.

Observacibn: La consideracién de las etapas intermedias

es un recurso instrumental que transforma el problema (3.10)
(3.15) en el problema (3.21)(3.22) de programacién dinamica.
En realidad nos interesa considerar la ultima etapa, j=n,

ya que en este caso se ha distribuido toda la mercancia,

es decir:

que es la condicidén considerada en el problema original.

Si denotamos con g; (xn) el valor minimo de la funcidén ob-
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jetivo del problema (3.21)(3.22), la relacidén de recurrencia

para el caso retrospectivo es: (ver 2.28)

‘ - 3 { ! P -
g (x )=min [li:; £ n{y s )+g (2 yn):l (3.23)

Estas relaciones de recurrencia son similares a las cbtenidas
en 2.3.1 y las dificultades relacionadas con su resolucién
numérica son considerables.

En efecto, si a cada componente del vector y se le asigna
100 valores distintos para la divisién en algin esquema de
interpolacién (ver la observacién de pag.31 ), entonces el
vector y tendra lO2m valores distintos; si ademds se consi-
dera que en la manipulacién de las ecuaciones de recurren-

cia (3.23) se trabaja simultdneamente con las g'n_l,g'n

y con la funcién de decisidébn éptima correspondiente, se ob-

serva facilmente que la resolucién numérica de los problemas
de la forma (3.10)-(3.13) resulta técnicamente inabordable

aln para valores de m relativamente pequefios.

Las consideraciones anteriores indican la conveniencia de

reducir la dimensidén del problema, un primer paso es el de

observar que las relaciones (3.12) permiten escribir cada

componente del vector y, en términos de las m-1 componentes

restantes; esto quiere decir que la dimensién de vy es

m-1.



Si se pone: ij= bj = g _ Yij'

n, = =1
min (> .. (y..)+f . (b.- {j:_—y..)) (3.24)
= O e S Rt R R B v =

x, . .=x..-y.. 1€i<m-1; 1gK3igKn (3.25)

es el conjunto de las decisiones que se pueden adoptar en

el momento j, si el sistema se encuentra en el estado Xj Y

el conjunto de los estados finales es:

m-1 = I
Xr'] ={x€(R : x>o, s xi< E_ bj } (3.27)
i= J=
El estado final que nos interesa es x =(a,,a.,,...,a_), en-
n 172 m

tonces el problema (3.24) - (3.25) puede escribirse como

sigue:

. n Q{i—i »

75
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sujeto a
n
}—1 viq = 3y 1< i< m-1 (3.29)
. . 1< 5 !
£+ Yi5<P; <Iisn (3.30)
P >0, 1IKikm-1 ,  1<3i<n (3.31)

La dimensidén puede reducirse ahora utilizando el método de
los multiplicadores de Lagrange propuesto en la seccién

3.1.
Considérese para esto un M.L. u, >0. El

problema (3.28) - (3.31) queda como sigue:

n m-1 {\Il‘..l
mi f..(y..)+E _.(b.- » = . 3.32
2 (; TUITRAL LIPS el ATTLENN )
sujeto a
E Yi4= 3y 1 igm-2 (3.33)



n-1

v.. < b.., 1€ i< n (3.34)
l:

o >0, I i< m-2 1€ 5€n (3.35)

Aplicando el esquema de calculo de la fig. 1, para

- o . ‘s . s
un valor f£ijo de u=u ‘2:0, se obtiene una politica oéptima

* o
v.. (u

i ), 1€ i<m-1, 1K 3i<n, que es también o6ptima (por

el teorema 3.1.1), para el problema (3.32) - (3.35) con la

siguiente restriccidén adicional:

n
~ % o
/—L Ym-1,3 S ;Z:. Ym-l,j‘“ ) (3.36)

Si resulta que

n

y . . u

*
la politica yij(uo), 1 igm-1, 1K j< n, es una solucién

|
[v]

1 (3.37)

6ptima del problema (3.28) - (3.31i), de lo contrario, se

procede del modo siguiente:

n

' S o
Si ; Yoo, 5087 < ag g (3.38)



CONCLUSTIONE:S



o 1 1 o , .
se reemplaza u por u con u< u , como lo indica el proce-

so de la seccidén 3.1 para obtener
n B TN &5 ,..0
2 1 o : 3.39
2 Yoo ; (8 > Ym-1,5 (¢ ( )
j:l =20 7 -

n

T— *
va que la funcidén u-—~—— ) Yo-1 j(u) es decreciente en
J= o
el intervalo @, o8 ) (ver corolario 3.1.1).
Andlogamente, si:
n * o
E Yoo1 5 (u™) >’am—l (3.40)
5-T |

se elige ul,ul:> uo, para obtener la desigualdad en senti-

do contrario al de (3.39), etc.

Queda ilustrada asi, la utilidad del proceso expuesto
en la seccidn anterior en la reduccidén de la dimensién en

un problema de Programacién Dinémica.
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El principio de optimalidad de Richard Bellman es
el fundamento de los andlisis prospective y retrospectivo
los cuales permiten determinar la politica y la trayectoria

6ptimas, de un problema de la programacién dinamica.

Si para un proceso controlable que se desarrolla en
etapas la funcidén objetivo admite descomposicién prospectiva
o retrospectiva, ella puede ser utilizada para calcular po-
litica y trayectoria o6ptimas a través de las ecuaciones de
recurrencia 2.28 y 2.41 y los esquemas de cdlculo correspon-
dientes. Es claro que existen problemas de optimizacién
gue pueden ser resueltos con métodos de programacidén dinami-
ca aungue en su forma original, no pueden ser concebidos

como procesos secuenciales de decisiones (ver 3.2).

En un problema de programacién dina&mica estacionario
las funciones de utilidad, de decisidén y paso son las mis-
mas en cada una de las etapas del proceso. En el caso semi-
estacionario la funcidén de utilidad puede variar de una eta-

pa a la otra.

El corolario 3.1.1 nos permite aproximar tanto como

o
guerramos el valor ak(x (uk)) a cero, proceso este que

converge bajo ciertas condiciones gque dependen de la natura-
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leza del problema (ver [8] pag 121 y [l{] ). Esto nos

pone en condiciones de reducir la dimensién de las variables
para facilitar la resolucidén de un problema de programacidn

din&nica.
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