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Abstract

The development of compressive sensing has enabled many application solved using this technique. One of the application of
compressive sensing in direction of arrival estimation techniques is reducing the number of samples of signals. There are three
main schemes that utilized compressive sensing in direction of arrival estimation, namely: frequency sparsity technique, spatial
sparsity technique, and angle sparsity technique. This research focuses on angle sparsity technique which is superior compared
to other techniques in term of sample reduction and simplicity. Given those advantages, angle sparsity technique suffered in
high noise environment. Especially, when SNR is less then 0 dB, this scheme produced estimation error of more than 5 degree.
The estimation error grows unacceptable at SNR less then -5 dB where the estimation error is above 10 degree. A proposed
method to mitigate this problem is to utilize multisnap samples. There are two multisnap schemes proposed here, which are
simple multisnap and multisnap with outliers removal. Simulation results show that the estimation accuracy improves about
2 degree in SNR 0 dB and improve more then 10 degree in SNR -5 dB using simple multisnap. Outliers removal technique is
further improve the accuracy, especially for SNR less then -5 dB.
keywords: Direction of Arrival Estimation, covariance matrix, Sparsity, Compressive Sensing, Matrix Completion

Abstrak

Perkembangan teknik compressive sensing beserta pemanfaatannya digunakan pada berbagai penyelesaian permasalahan. Salah
satu pemanfaatannya yang dibahas di sini adalah untuk pengurangan sampel pada skema estimasi arah kedatangan sinyal.
Secara umum terdapat tiga skema besar pemanfaatan teknik compressive sensing untuk estimasi arah kedatangan: skema
sparsitas frekuensi, skema sparsitas spasial dan skema sparsitas sudut. Dari ketiga teknik ini, skema sparsitas sudut menjadi
fokus pada penelitian ini karena keuntungannya dalam mengurangi sampel yang superior dibandingkan dengan dua skema
lainnya. Keuntungan lain dari skema ini adalah kesederhanaannya. Kekurangan dari skema ini adalah sensitifitas terhadap
noise. Pada lingkungan dengan noise tinggi dengan SNR kurang dari 0 dB, skema ini menderita kesalahan estimasi sudut di
atas lima derajat. Tingkat kesalahan estimasi meningkat pada level yang tidak dapat lagi diterima untuk SNR kurang dari -5
dB. Peningkatan ketahanan terhadap noise yang dilakukan pada penelitian ini adalah dengan menggunakan teknik multisnap
sampel. Ada dua skema yang diusulkan yaitu teknik multisnap sederhana dan teknik multisnap dengan outliers removal. Hasil
simulasi menunjukkan teknik multisnap sederhana meningkatkan akurasi sekitar 2 derajat pada SNR 0 dB. Pada SNR -5
dB terjadi peningkatan akurasi secara signifikan di atas 10 derajat. Pada teknik multisnap dengan outliers removal terjadi
peningkatan akurasi lebih lanjut pada SNR kurang dari -5 dB.
kata kunci: Estimasi arah kedatangan sinyal, Matriks Kovariansi, Sparsitas, Compressive Sensing, Matrix Completion
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1. PENDAHULUAN

Teknik sampling klasik didasarkan atas teorema
Nyquist-Shannon yang menyatakan bahwa sinyal
analog harus disampling dengan frekuensi sampling
sekurang-kurangnya dua kali frekuensi tertinggi dari
sinyal yang disampling agar dapat direkonstruksi
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dengan sempurna [1], [2]. Persyaratan ini dipenuhi
oleh hampir semua peralatan akuisisi digital modern.
Teknik sampling yang didasarkan pada teorema
Nyquist-Shannon ini direalisasikan pada umumnya
dengan menggunakan sampling periodik dengan
jarak antar sampel yang memenuhi teorema tersebut.
Syarat Nyquist-Shannon ini sering menyebabkan
proses akuisisi menjadi lama dan data hasil akuisisi
menjadi sangat besar.

Pada beberapa jenis sinyal yang bersifat sparse,
dimungkinkan untuk mensampling sinyal pada
frekuensi yang jauh lebih kecil dibandingkan dengan
frekuensi minimal yang disyaratkan oleh teorema
Nyquist-Shannon tersebut. Skema ini disebut dengan
teknik compressive sensing [3], [4], [5]. Yang
dimaksud dengan sinyal sparse itu sendiri adalah
sinyal yang hanya memiliki sedikit elemen yang
tidak bernilai nol, sedangkan mayoritas sisanya
bernilai nol.

Pengurangan sinyal ini membawa keuntungan
pada beberapa aplikasi antara lain pada bidang
kompresi, channel coding, inverse problem dan
akuisisi data [4]. Pada bidang akuisisi data
medis misalnya, teknik compressive sensing
memungkinkan untuk mengambil data medis dalam
durasi yang singkat. Pengurangan waktu akuisisi ini
adalah penting untuk data medis yang memerlukan
pemaparan organ tubuh manusia terhadap sinar-
x atau sinar berbahaya lainnya. Pengurangan
data yang signifikan juga penting pada aplikasi
telekomunikasi dengan bandwidth terbatas seperti
daerah terpencil atau daerah dengan sumber listrik
terbatas.

Pada penelitian ini, teknik compressive sensing
digunakan untuk mengurangi sampel sinyal pada
aplikasi estimasi arah kedatangan sinyal. Estimasi
arah kedatangan sinyal adalah satu dari tiga
tugas utama sistem radar. Dua tugas lainnya
adalah estimasi jarak dan estimasi kecepatan objek.
Estimasi arah kedatangan dewasa ini dilakukan
dengan array antena pasif. Algoritma estimasi arah
kedatangan sinyal termasuk bidang penelitian yang
berevolusi sejak tahun 1960-an. Algoritma klasik
yang terkenal antara lain adalah algoritma Capon
[6], algoritma delay and sum (DAS) [7], algoritma
MUSIC [8], algoritma ESPRIT [9].

Keterbatasan kemampuan dan kecepatan
komputasi menyebabkan pengembangan algoritma
klasik pada masa lalu diarahkan untuk mengurangi
tingkat kompleksitas. Skema-skema baru muncul
untuk menyederhanakan komputasi algoritma
klasik antara lain adalah Unitary Root-MUSIC [10],
Unitary ESPRIT [11], dan Beamspace ESPRIT [12].
Arah baru dalam pengembangan teknik estimasi
arah kedatangan sinyal adalah dengan teknik
pengurangan sampel. Pengurangan sampel ini pada

skema distributed monitoring radar system (DMRS)
sangat penting dan strategis untuk diterapkan pada
negara kepulauan seperti Indonesia. Gambar 1
menunjukkan konfigurasi sederhana dari sistem
DMRS. Pada Gambar 1 tersebut, teknik compressive
sensing yang diterapkan pada monitoring unit
menghasilkan data kecil. Data kecil ini selanjutnya
dikirim ke unit pengolah pusat (central processor)
melalui saluran data telekomunikasi terbatas.
Data yang diterima oleh unit pengolah pusat
direkonstruksi kembali untuk memperoleh hasil
monitor dari tiap-tiap lokasi monitoring unit.

Um

Cp

ke Cp lain

Cp : Central Processor, pengolah pusat
Um :monitoring unit

SBCL

SBCL : small bandwidth communication link

Gambar 1. Skema Distributed Monitoring Radar System
sederhana.

Terdapat tiga skema besar penerapan compressive
sensing pada pengurangan sampel sistem estimasi
arah kedatangan sinyal yaitu skema sparsitas
frekuensi, sparsitas spasial, dan sparsitas sudut.
Sparsitas frekuensi mengambil pendekatan bahwa
sinyal yang datang memiliki lebar pita sempit atau
pun single frequency. Penelitian yang mengambil
asumsi ini antara lain adalah [13], [14], [15],
dan [16]. Sparsitas spasial mengambil pendekatan
berbeda yaitu bahwa sinyal yang diterima oleh
satu antena pada array adalah sama dengan
sinyal yang diterima oleh antena yang berdekatan
dengannya, dengan perbedaan hanya pada time
delay. Pendekatan sparsitas spasial ini diteliti antara
lain pada [17] dan [18]. Pendekatan sparsitas sudut
menggunakan asumsi bahwa sinyal yang datang
pada array antena berasal dari sudut-sudut tertentu
saja sesuai dengan banyaknya sumber. Skema ini
dipelopori oleh Gorodnitsy dan Rao [19].

Skema sparsitas sudut memiliki keuntungan utama
dari sisi pengurangan jumlah sampel yang ekstrim,
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serta simplisitas. Skema sparsitas sudut yang
ditawarkan pada [19] bahkan hanya menggunakan
satu sampel sinyal saja untuk mengestimasi arah
kedatangan sinyal. Meskipun keuntungan tersebut,
skema sparsitas sudut yang ditawarkan pada [19]
memiliki kekurangan utama yaitu sensitif terhadap
noise. Pada kondisi SNR kurang dari 0 dB, galat
estimasi akibat noise mencapai lebih dari lima
derajat. Bahkan untuk SNR -5 dB, standar deviasi
galat estimasi sudut mencapai lebih dari sepuluh
derajat.

Kontribusi dari penelitian ini adalah skema
perbaikan dari skema sparsitas sudut dengan
menggunakan teknik multisnap sampel. Teknik
multisnap mengurangi sensitivitas skema asal
dengan cara menstatistikkan beberapa sampel
sekaligus. Skema perbaikan ini lebih lanjut
ditingkatkan dengan menambahkan outliers removal
untuk mengurangi dampak dari hasil estimasi
yang jauh menyimpang dari nilai sebenarnya.
Pengurangan dampak ini akan lebih meningkatkan
akurasi secara keseluruhan.

Penyampaian hasil penelitian pada makalah ini
disusun sebagai berikut. Bagian 2 membahas tentang
metodologi penelitian yang dilakukan. Bagian
3 menyampaikan tentang percobaan dan hasil-
hasilnya. Bagian 4 memaparkan diskusi tentang
hasil-hasil yang dicapai serta perbandingannya
dengan skema-skema yang telah dilakukan oleh
peneliti lain. Bagian 5 menyimpulkan paparan pada
penelitian ini serta arah penelitian selanjutnya.

2. METODOLOGI

Formulasi skema sparsitas sudut diperoleh dengan
menggunakan asumsi bahwa sumber sinyal
jumlahnya terbatas dan datang pada sudut yang
berbeda. Dengan asumsi ini, maka pemindaian
sudut azimut dari rentang 0 sampai 180 derajat
akan dihasilkan deteksi sinyal pada sudut-sudut
tertentu yang berkorespondensi dengan sudut
aktual kedatangan sinyal. Dengan demikian, pada
formulasi persamaan compressive sensing

A · x = b (1)

matriks sensing A dipilih sebagai kumpulan steering
vector yang berkorespondensi dengan sudut datang
yang dipindai. Matrik sensing A dapat ditulis
sebagai

A = [aθ1 aθ2 aθ2 · · · aθN ]. (2)

Vektor kolom aθ1 adalah steering vector pada arah
kedatangan sinyal θi. Selanjutnya, dengan asumsi
bahwa susunan antena adalah uniformly linear array
(ULA), maka persamaan steering vector pada arah
θi adalah

aθi = [1 e−j·δ e−j·2δ · · · e−j·(M−1)δ]. (3)

1

2

3

M

d

d

Gambar 2. Susunan uniform linear array (ULA) dari M
antena isotropis dengan jarak antar antena d

Nilai δ menunjukkan beda fasa antara dua antena
yang bersebelahan. Pada ULA, beda fasa ini dihitung
dengan

δ =
2π

λ
· d · sin(θi). (4)

Pada Persamaan 4, d menyatakan jarak antar
antena pada ULA seperti yang diperlihatkan pada
Gambar 2. Vektor b pada Persamaan 1 adalah
vektor yang berasal dari snapshot dari sinyal yang
diterima oleh tiap-tiap antena pada waktu tertentu.
Vektor x pada Persamaan 1 tersebut adalah vektor
sparse yang akan dicari solusinya. Posisi tak nol
pada vektor x mengindikasikan adanya sinyal yang
datang pada arah tersebut. Oleh karena solusi dari
Persamaan 1 adalah matrik sparse x, maka secara
praktik, dengan menentukan posisi dari elemen tak
nol pada matrik sparse x maka akan diperoleh sudut
yang berkorespondensi. Sudut ini menjadi estimasi
dari sinyal datang. Secara matematis, langkah ini
dapat dinyatakan seperti Persamaan 5.

θ = supp(x) · r (5)

dengan r adalah resolusi sudut pemindaian.
Pemilihan r disesuaikan dengan tingkat akurasi
yang diperlukan. Nilai tipikal dari r adalah 0,1 atau
1. Notasi supp(.) menyatakan support dari vektor
yaitu indeks dari elemen tak nol di dalamnya.

Skema dari metode compressive sensing dengan
skema sparsitas sudut ini, seperti yang telah
disinggung sebelumnya, hanya menggunakan
satu snapshot sampel saja. Skema ini dengan
demikian memiliki tingkat kompresi yang sangat
tinggi dibandingkan dengan teknik compressive
sensing yang berbasis sparsitas frekuensi maupun
sparsitas spasial. Namun demikian, skema ini
memiliki tingkat sensitifitas terhadap noise yang
tinggi. Gambar 3 memperlihatkan kinerja skema
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compressive sensing sparsitas sudut dengan satu
sampel. Pada percobaan ini, peran noise diwakili
oleh SNR yang berkisar dari -5 sampai 15 dB.
Sumber sinyal berada pada sudut kedatangan -30
derajat. Pada simulasi ini digunakan susunan antena
ULA dengan 12 elemen dan jarak antar elemen
sebesar setengah panjang gelombang.
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Gambar 3. Performa skema compressive sensing dengan
sparsitas sudut untuk satu snapshot sampel.

Pada setiap SNR dilakukan sepuluh kali
percobaan, hasil estimasi sudut ditampilkan
sebagai sumbu tegak pada Gambar 3. Gambar 3
menunjukkan bahwa skema compressive sensing
berbasis sparsitas spasial bekerja baik pada SNR
di atas 5 dB. Sensitivitas terhadap noise ini terjadi
karena skema tidak dapat mengantisipasi noise
dengan hanya satu sampel [20]. Perbaikan dengan
multisnap sampel diusulkan untuk mengantisipasi
noise dengan menggunakan statistik dari sampel ke
sampel. Perbaikan ini dilakukan pada vektor x dan
b dari Persamaan 1. Gambar 4 menunjukkan skema
yang diusulkan ini.
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Gambar 4. Skema multisnap sederhana

Pada Gambar 4 tersebut, skema asli dari skema
sparsitas sudut diubah sehingga matrik b terdiri
dari multisnap keluaran sekaligus. Matrik x juga
diperluas untuk mengakomodasi multisnap dari
matrik pengamatan b. Nilai tak nol pada hasil

rekonstruksi matrik sparse x yang menunjukkan arah
sudut kedatangan terjadi pada posisi yang berbeda
pada setiap kolom oleh karena noise. Dengan
menggunakan informasi ini, akurasi dari estimasi
sinyal dapat ditingkatkan dengan menstatistikkan
hasil estimasi dari kolom-kolom ini. Dua cara
estimasi dapat dilakukan seperti Persamaan 6 atau
7.

θest = max counti(supp(xi) · r) (6)

atau

θest =

∑
supp(xi) · r

N
(7)

Terdapat beberapa cara untuk menyelesaikan
permasalahan compressive sensing dengan
multisnap sebagaimana yang dideskripsikan
pada Gambar 4. Gorodnitsky dan Rao menggunakan
teknik rekonstruksi berbasis pada algoritma Focal
Underdetermined System Solver (FOCUSS).
Namun skema ini sulit diterapkan pada multisnap
sampel yang memerlukan deteksi paralel sekaligus.
Pada penelitian ini digunakan skema basis pursuit
(BP). Algoritma BP ini memiliki keunggulan
pada kemampuannya yang menjamin konvergensi
solusi serta fleksibilitas dalam menyelesaikan
permasalahan compressive sensing dalam
lingkungan ber-noise [10]. Terdapat beberapa paket
program yang ditulis untuk rekonstruksi BP ini
antara lain l1-magic dan CVX programming. CVX
programming adalah salah satu program convex
programming yang populer dalam rekonstruksi
sinyal. Program ini sendiri telah digabungkan
menjadi paket Matlab. Paket program lain yang
dapat digunakan adalah dengan optimization toolbox
pada Matlab. CVX programming digunakan pada
penelitian ini karena fleksibilitas dan kapabilitasnya
dalam menyelesaikan permasalahan compressive
sensing dalam lingkungan ber-noise. Penyelesaian
dengan CVX programming diberikan pada rutin
berikut:

start cvx
variable x complex;
minimize norm(x,1)
subject to abs(A*x-b) ≤ threshold.
end cvx

Peningkatan akurasi tambahan diperoleh dengan
membuang hasil estimasi yang jauh dari nilai
sebenarnya. Gambar 3 memperlihatkan kinerja
skema compressive sensing sparsitas sudut standar
dengan satu sampel sebagai fungsi SNR. Pada SNR
rendah, terdapat beberapa hasil estimasi sudut yang
menyimpang jauh dari nilai aktual. Pendeteksian
penyimpangan ini secara sederhana dilakukan
dengan menerapkan nilai ambang (threshold). Ada
banyak cara untuk menetapkan nilai ambang,
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namun pada penelitian ini, nilai threshold diambil
sebagai fungsi dari standard deviasi sudut estimasi
(Persamaan 8).

∆ = g · σ. (8)

Pada Persaman 8, ∆ adalah threshold, σ adalah
standard deviasi dari sudut estimasi dan g adalah
suatu konstanta. Nilai g ditentukan secara empiris.

3. SIMULASI

3.1 Simulasi skema asli

Pada bagian ini akan disimulasikan terlebih dahulu
skema compressive sensing skema sparsitas sudut
asli dengan satu sampel. Kinerja dari skema diukur
dengan menggunakan tingkat kedekatan antara
sudut kedatangan sinyal hasil estimasi dengan sudut
kedatangan sebenarnya. Standar deviasi digunakan
sebagai ukuran kedekatan tersebut. Untuk keperluan
penilaian kinerja, digunakan dua skema estimasi
arah kedatangan klasik tanpa compressive sensing
yaitu MVDR [6] dan MUSIC [8] serta skema
compressive sensing sparsitas sudut standar sebagai
referensi.

Pengaturan lingkungan simulasi adalah sebagai
berikut:

—jumlah antena : 12,
—jumlah sumber : 1,
—sudut kedatangan sumber sinyal : -30 derajat,
—frekuensi kerja : 300 MHz,
—jarak antar antena : 0,5 panjang gelombang.

Hasil perbandingan terlihat pada Gambar 5.
Pada gambar tersebut, terlihat bahwa performa
dari algoritma klasik MVDR sangat superior
dibandingkan dengan skema compressive sensing
sparsitas sudut. Pada SNR -5 dB, kesalahan estimasi
skema compressive sensing sparsitas sudut adalah
di atas 10 derajat, sedangkan skema MVDR skema
klasik MVDR tidak lebih dari 1 derajat. Ada pun
skema MUSIC pada SNR rendah adalah hampir
sama dengan skema compressive sensing. Hanya
pada SNR lebih besar dari 0 skema MUSIC berhasil
mendeteksi dengan hampir sempurna.

3.2 Simulasi skema yang diusulkan

Skema multi-snap adalah skema yang berdasarkan
pada ekstensi skema satu sampel dengan
menggunakan beberapa sampel. Pada simulasi
yang diujicobakan, skema multisnap sederhana
yang diterapkan menggunakan 20 sampel sinyal.
Setting simulasi dilakukan dengan parameter
yang sama dengan percobaan sebelumnya. Untuk
simulasi sistem multisnap sampel dengan outliers
removal, jumlah sampel yang digunakan juga
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Gambar 5. Perbandingan kinerja skema yang diusulkan
dengan skema klasik dan skema compressive sensing
sparsitas sudut standard

sama yaitu 20. Nilai g pada Persamaan 8 adalah
1. Semua hasil simulasi dirangkum pada Gambar
6. Hasil simulasi menunjukkan adanya perbaikan
performa dibandingkan dengan skema satu sampel.
Untuk SNR lebih dari 0 dB, skema multisnap
sederhana menunjukkan tingkat akurasi yang sama
baik dengan algoritma MUSIC dan MVDR. Skema
outliers removal memberikan tambahan perbaikan
pada SNR kurang dari -5 dB, namun masih kalah
dengan skema multisnap sederhana untuk SNR di
atas 0 dB.
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Gambar 6. Perbandingan skema yang diusulkan dengan
skema klasik dan skema compressive sensing sparsitas sudut
standard.

4. DISKUSI

Teknik compressive sensing dengan skema sparsitas
sudut yang diperkenalkan oleh Gorodnitsky dan
Rao pada tahun 1997 memberikan arah baru
pada eksploitasi teknik estimasi arah kedatangan
sinyal. Seperti yang dipaparkan pada paper
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klasik tersebut [19], teknik ini memberikan
keuntungan pada sedikitnya sampel yang diperlukan
untuk menentukan arah kedatangan sinyal.
Keuntungan lain dari skema ini, seperti halnya
skema compressive sensingpada umumnya, adalah
ketajaman resolusi. Resolusi ini jauh lebih tajam
dari pada skema klasik [13]. Potensi penelitian
ini dapat diujicobakan pada skema lain sebagai
seperti pada sensing dasar laut. Kumar et al. [15]
menggunakan teknik compressive sensing untuk
pemetaan laut dangkal. Konduktifitas air laut
menyebabkan penurunan amplitudo sinyal yang
dapat menyebabkan SNR sinyal yang tiba pada
sensor array penerima menjadi rendah. Di sisi
lain, pemetaan dasar laut yang luas memerlukan
proses pemindaian yang mobile sehingga data
kecil sangat membantu proses pemindaian di
setiap titiknya. Penelitian lain pada yang dapat
mengambil manfaat dari teknik ini adalah sistem
dengan jumlah sensor sangat besar. Ramasamy et
al. [21] menggunakan teknik compressive sensing
untuk steerable antena dengan 1.024 elemen.
Penelitian tersebut menggunakan 24 sampel untuk
melakukan rekonstruksi dari compressive sensing.
Hasil tersebut sebanding dengan teknik multisnap
yang diusulkan yaitu antara 4 sampai 20 sampel.
Pada kenyataanya keunggulan utama dari teknik
compressive sensing terletak pada pengurangan
sampel, sedangkan kecepatan komputasi secara
relatif tidak menjadi kekuatan dari teknik
compressive sensing. Perhitungan berat pada
compressive sensing pada umumnya terjadi pada
bagian rekonstruksi. Oleh karena itu, potensi
penggunaan compressive sensing adalah pada
aplikasi yang memiliki keterbatasan bandwidth atau
sebab khusus seperti pada aplikasi medis.

5. KESIMPULAN

Pada paper ini telah dipaparkan skema perbaikan
dari teknik compressive sensing sparsitas sudut
untuk estimasi arah kedatangan berbasis multisnap
sampel. Dua skema yang dipaparkan adalah
multisnap sederhana dan multisnap dengan
outliers removal. Kedua skema ini diusulkan
sebagai perbaikan dari skema compressive sensing
sparsitas sudut standard yang memiliki keunggulan
pada sedikitnya jumlah sampel namun sensitif
terhadap noise. Penambahan jumlah sampel dapat
mengurangi efektifitas compressive sensing itu
sendiri, namun dibandingkan dengan skema
klasik yang mengikuti teorema Nyquist-Shannon,
sampel yang diperlukan pada skema perbaikan
ini masih jauh lebih sedikit. Hasil penelitian ini
diharapkan dapat memacu penelitian lanjutan
untuk memperoleh skema compressive sensing
serupa serta varian lainnya yang robust terhadap

noise namun masih mempertahankan keunggulan
compressive sensing. Arah lainnya adalah investigasi
matematika yang dapat menghasilkan skema
universal compressive sensing untuk estimasi arah
kedatangan sinyal.
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