NUMEROS

Revista de Didactica de las Matematicas

http://lwww.sinewton.org/numeros
ISSN: 1887-1984
Volumen 106, enero de 2021, paginas 63-72
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Resumen La construccion de un cuestionario para estudiar la comprension de contenidos
estadisticos es un asunto de interés en Didactica de la Matematica. Se describe la
construccién de un cuestionario utilizando una base de datos de items validados.
Se realiza una primera propuesta de items de donde se obtiene el cuestionario
definitivo, teniendo en cuenta las caracteristicas de los estudiantes y los
contenidos sobre las medidas de dispersion en 3° curso de la Educacién
Secundaria Obligatoria.

Palabras clave Cuestionario, ARTIST, estadistica, medidas de dispersion, item.

Title Preparation of a questionnaire to study the understanding of dispersion measures
in 3rd year ESO students
Abstract The construction of a questionnaire to study the understanding of statistical

content is a matter of interest in Mathematics Education. The construction of a
guestionnaire is described using a database of validated items. A first proposal of
items is made from which the definitive questionnaire is obtained, taking into
account the characteristics of the students and the contents on the dispersion
measures in 3rd year of Compulsory Secondary Education.

Keywords Questionnaire, ARTIST, Statistics, Dispersion measures, item

1. Introduccién

En el desarrollo de la tesis de Jesus del Pino (Del-Pino, 2019) se elabor6 un cuestionario para
evaluar la comprension de las medidas de dispersion por parte de los estudiantes de tercer curso de
Educacion Secundaria Obligatoria (en adelante, ESO). Como no existian cuestionarios sobre la
evaluacion de las medidas de dispersién en este nivel de ensefianza se decidié construir un
cuestionario que cumpliera dicho objetivo. Una forma usual y rigurosa de construir un cuestionario es
la propuesta por Batanero y Diaz (2005). Que consiste en los siguientes pasos: delimitar el significado
de referencia, para ello se basan en los estudios previos, en un anélisis de contenido de los libros de
texto y con ello especifican la variable, seleccion de los items, para ello se basan en el juicio de
expertos tal y como describen en el articulo y realizan una prueba pre-piloto para descartar items.
Posteriormente realizan una prueba piloto para analizar las respuestas y la validez del cuestionario.
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En nuestro caso el trabajo estaba realizado hasta la especificacion de la variable, el resto del
trabajo lo realizamos utilizando la base de datos ARTIST, elaborada en USA por Garfield et al. (2003)
y que ya dispone de numerosos items validados, solo teniamos que adaptarlos a las caracteristicas
escolares espafiolas.

2. Construccioén del cuestionario

Para delimitar el significado de referencia de las medidas de dispersién en 3° curso de ESO,
utilizamos la legislacion espafiola (MECD, 2013; 2014) y un estudio sobre libros de texto en dicho
nivel de ensefianza realizado en Del Pino (2019).

Los items se seleccionaron de la base de datos ARTIST (Garfield et al. 2003) que tiene
elaborados y validados numerosos items. En una primera fase se hizo una seleccién de items que
fuesen pertinentes para medir el conocimiento sobre las medidas de dispersion de los estudiantes de
nuestro estudio; después, de estos items seleccionamos los mas adecuados, teniendo en cuenta las
variables, el nivel del alumnado y el tiempo disponible para realizar las pruebas. Los items
seleccionados se adaptaron a las caracteristicas escolares espafiolas.

2.1. Seleccién de los contenidos a evaluar

Para la seleccion de los contenidos a evaluar, se utilizaron los estandares de aprendizaje
evaluables (en adelante, EAE) del MECD (2014), ya que los EAE indican, como elemento curricular,
lo que el alumno debe saber al acabar el curso; en ese sentido, son terminales y a su vez son
evaluables. La propuesta de EAE se puede ver en la Tabla 1.

EAE/Contenidos

Calcula los parametros de dispersion (rango, recorrido intercuartilico y desviacion tipica)

Calculo e interpretacion de los pardmetros de dispersién de una variable estadistica (con calculadora y
hoja de calculo) para comparar la representatividad de la media y describir los datos

Emplea la calculadora y medios tecnoldgicos para organizar los datos, generar gréaficos estadisticos y
calcular parametros de tendencia central y dispersion.

Emplea medios tecnologicos para comunicar informacion resumida y relevante sobre una variable
estadistica analizada.

Diagrama de caja y bigotes.

Interpretacion conjunta de la media y la desviacién tipica.

Tabla 1. Propuesta inicial de contenidos a evaluar.
De la Tabla 1 obtenemos los elementos que vamos a evaluar en el cuestionario propuesto:

e Concepto y procedimiento de célculo de rango, varianza, desviacion tipica, mediana,
cuartiles, maximo, minimo, recorrido intercuartilico, grafico de la caja, coeficiente de
variacion.

¢ Interpretacion de la desviacidn tipica, haciendo hincapié en la interpretacion conjunta de la
media y la desviacion tipica.

e Las siguientes propiedades de las medidas de dispersion: la desviacion tipica es cero cuando
todas las medidas son iguales, la desviacion tipica es invariante ante cambio de origen, la
desviacion tipica es definida positiva.
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Los items que se eligieron pertenecen a los archivos de ARTIST solicitados a Robert delMas a
través de su pagina web. En concreto, se han seleccionado de las bases de datos “medidas de
dispersion” y test CAOS (Comprehensive Assessment of Outcomes in a first Statistics Course). Los
items son adecuados para evaluar la comprension de las medidas de dispersion en la Educacién
Secundaria. En la Tabla 2 se presentan los diferentes items.

Variable

ltem

Calcular Rango

La Agencia de Proteccion Ambiental (EPA) utiliza una medida llamada indice
de Normas de Contaminantes (PSI) para medir la calidad del aire en una
ciudad. Una lectura de PSI de mas de 100 indica un dia cuando la calidad del
aire se considera insalubre. Las mediciones representan el nimero de dias en
1995 en que la ISP fue de méas de 100 para veinte areas metropolitanas en el
Medio Oeste de los Estados Unidos.

0 1 4 7 4 1 2 11 4 1
2 4 5 3 1 14 7 0 0 1

1. Calcula la media, la mediana, la desviacion tipica, el rango y el recorrido
intercuartilico.
2. Realiza un diagrama de caja.

Recorrido
intercuartilico

Figura en otras cuestiones

Desviacion | 1. Para cada lista de datos que se presentan a continuacion selecciona la mejor
tipica estimacion para la desviacién estdndar. La media de cada lista es 50. No se
requieren calculos para responder a estas preguntas.
LISTA A: 49,51, 49, 51, 49, 51, 49, 51, 49, 51
A1l
B. 2
C. 5
LISTA B: 31, 36, 48, 50, 50, 53, 54, 56, 60, 62
A 1
B. 3
C. 8
D. 20
2. Los siguientes datos representan el resultado de un test de inteligencia
medido del 1 al 10. Calcula la desviacion tipica.
Resultado del test 5 6 7 8 9 10
NUmero de personas 12 24 38 23 2 1
Interpretar Rango Se toma una muestra de las medidas de las patas de un grupo de 0sos. Se

obtienen los siguientes parametros. Media = 12,8 cm, mediana = 12,7 cm,
desviacion tipica = 1,4 cm, recorrido intercuartilico = 2 cm. La distribucion
estd centrada y es simétrica. Basandose Unicamente en esta informacion, elija
las mejores estimaciones para los valores minimo y méaximo de la distribucion.

A. Min=114yméximo = 14,2

B. Min=10,7 y maximo = 14,7

C. Min=8,6 ymaximo=17,0
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Recorrido
intercuartilico

Si se extrajeron los valores atipicos

del conjunto de datos de vehiculos =] —

small, ¢cudl de las siguientes medidas ™™ |

de dispersion se veria menos afectada? & ™ | - = -
A. Rango. by L
B. Recorrido intercuartilico. farge ——
C. Desviacion tipica. temty — — T
D. Ninguna de las anteriores. 25 35 48

acc 0-30

Desviacion
tipica

1. Una clase de 30 alumnos realiza un test con 15 preguntas. Si la desviacién
tipica es 0 tu sabes que:
A. Lamitad de las puntuaciones estan por encima de la media.
B. Se ha cometido un error en las cuentas.
C. Todos han contestado de forma correcta el mismo ndmero de
preguntas.
D. Lamedia, la moday la mediana deben ser 0.

2. En un examen con 15 preguntas, para cada una, un estudiante recibe un
punto por una respuesta correcta; O puntos sin respuesta; y pierde un punto por
una respuesta incorrecta. Las puntuaciones totales de las pruebas podrian
oscilar entre +15 puntos y -15 puntos. El profesor calcula la desviacion tipica
de los resultados de las pruebas y obtiene que es -2.30. ;Qué sabemos?

A. Ladesviacion estandar se calculé incorrectamente.

B. La mayoria de los estudiantes recibieron puntuaciones negativas.

C. La mayoria de los estudiantes obtuvo calificaciones por debajo de la

media.
D. Ninguna de las anteriores.

3. ¢El tamafio de la desviacién tipica de un conjunto de datos depende de
donde esta la media?
A. Si, cuanto mayor sea la media, mayor sera la desviacion tipica.
B. Si, porque hay que saber la media para calcular la desviacion tipica.
C. No, el valor de la desviacidn tipica no se ve afectado por el valor de la
media.
D. No, porque la desviacion tipica es medir cdmo los valores difieren
de unos a otros.

4. ;Puede la desviacion tipica ser negativa? ¢Por qué? Explica tu respuesta.

5. En el dltimo examen la media de la clase ha sido un 4. Preocupado por la
situacidn, el profesor decide sumarles dos puntos a todos los alumnos. ;Afecta
esta suma a la desviacion tipica?

A. Si, cuanto mayor sea la media, mayor sera la desviacidn tipica.

B. Si, porque hay que saber la media para calcular la desviacion tipica.

C. No, el valor de la desviacidn tipica no se ve afectado por el valor de la

media.

D. No, porque la desviacion tipica no cambia si cambian todas las

puntuaciones por sumarle la misma cantidad.

6. Juana y Pablo estan estudiando los dos conjuntos de datos siguientes.
Conjunto de datos A: 110, 112, 114, 115, 116, 118. Conjunto de datos B: 2, 6,
15, 28, 59, 112.

Para el conjunto de datos A, Juana y Pablo encuentran que la desviacion tipica
de la muestra es 42, mientras que la desviacion estandar de la muestra para el
conjunto de datos B es 3. Han cometido un error en sus calculos. Explique por
qué sabe que la desviacion tipica de la muestra para el conjunto de datos A
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debe ser menor que la desviacién estandar de la muestra para el conjunto de
datos B SIN CALCULAR las desviaciones tipicas.

Comparar Mediay 1. Considera dos poblaciones en la misma provincia. Ambas poblaciones son
desviacion | del mismo tamafio (22.000). La poblacion 1 esta formada por todos los
tipica estudiantes de la universidad estatal. La poblacion 2 se compone de todos los
residentes en una pequefia ciudad. Considere la variable Edad. ;Qué poblacion
probablemente tendria la mayor desviacion estandar?
A. La poblacion 1 tendria mas probablemente una mayor desviacion
tipica que la poblacidn 2.
B. La poblacion 2 tendria méas probabilidad de tener una mayor
desviacion tipica que la poblacién 1.
C. Probablemente tendrian la misma desviacion tipica) para la edad
porque tienen el mismo tamafio de poblacion.
D. No hay suficiente informacion para contar.
2. De las tres muestras que se presentan a continuacion ¢cual tiene una mayor
variacion?
Samplel:10,11,12, 13,14, 15
Sample2: 10, 10,10, 15, 15,15
Sample3: 10,125,125, 12.5,12.5, 15
Interpretar | Diagramade | 1. Los dos diagramas de caja siguientes muestran los resultados a un mismo
Cajay bigotes | examen de dos grupos del mismo curso.
Section & —] [ F——-
Section B

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100110 120130140150
Exarm Scores

2.1. ¢ Qué seccion esperaria tener una mayor desviacion estandar en las
calificaciones de los exdmenes?

A. Seccién A.

B. Seccion B.

C. Ambas secciones son casi iguales.

D. Esimposible decirlo.
2.2. ¢Qué conjunto de datos tiene un mayor porcentaje de estudiantes con
calificaciones iguales o inferiores a 30?

A. Seccion A.

B. Seccion B.

C. Ambas secciones son casi iguales.

D. Esimposible decirlo.
2.3. ;Qué seccidn tiene un mayor porcentaje de estudiantes con calificaciones
iguales o superiores a 80?

A. Seccién A.

B. Seccion B.

C. Ambas secciones son casi iguales.
3.- ¢ Cuél de los tres diagramas de caja de la derecha se corresponde a los datos
mostrados en el histograma de la izquierda?

20

A — 1T
15 | 0 O T O N N,
o 2 3 45 67 8 9 101
o
B ——
N
L LN B B S S S . — —
5 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
S S Ry s s e ey C _E:_
2 3 4 5 6 7 8 9% 101
S O I [ ) T R PRI (g
Hours of Sleep 2 3 4 5 6 7 8 9 1011

Tabla 2. Propuesta de items.

Sociedad Canaria Isaac Newton

de Profesores de Matematicas Vol. 106 + enero de 2021



Elaboracién de una herramienta para estudiar la comprension de las medidas de dispersion en
los estudiantes de 3° de ESO
J. Del Pino y A. Estepa

2.3. Seleccion de los items

De esta primera propuesta de items para el cuestionario se seleccionaron aquellos que cubrieran
los contenidos que queriamos evaluar y que fuesen adecuados para los estudiantes de 3° de ESO,
adaptandolos a nuestro entorno escolar. De esta forma obtuvimos el cuestionario definitivo, que
exponemos a continuacion.

2.4. Cuestionario definitivo

1.- Actualmente las autoridades estdn muy preocupadas por el medioambiente, como
sabéis, esta situacion es especialmente critica en Madrid. Alli las autoridades
comprueban el exceso de particulas contaminantes. Los dias en los que las medidas de
ciertas particulas han sido excesivas durante los ultimos 20 meses vienen dados en la
siguiente tabla.

a) Calcula la media, la mediana, la varianza, la desviacion tipica, coeficiente de variacion,
el rango y el recorrido intercuartilico.

b) Realiza un diagrama de caja.

En esta cuestion, que se ha contextualizado con la polucion de la ciudad de Madrid, se
evalua el calculo de la media, la mediana, el rango, la varianza, la desviacion tipica, el coeficiente
de variacion, el recorrido intercuartilico y la representacion en diagrama de caja. Se ha introducido
con respecto al de ARTIST el calculo de la varianza, ya que se puede introducir como paso natural
para el calculo de la desviacion tipica y el coeficiente de variacion, aprovechando el calculo de la
media y la desviacion tipica para realizar este calculo. Es una cuestion numeérica, que exigird una
posterior categorizacion de las posibles respuestas. Esta obtenido a partir de la primera propuesta de la
Tabla 2.

2.- De las tres muestras que se presentan a continuacion, ¢cudl tiene una mayor dispersion?

Sample 1:10,11,12, 13,14, 15
Sample 2: 10, 10,10, 15,15, 15
Sample3: 10,125, 125,125,125, 15

En este item el alumno puede utilizar el coeficiente de variacién para comparar las dos
distribuciones, por tanto, evalta los siguientes conocimientos: calculo de la desviacion tipica, calculo
del coeficiente de variacion, comparacion de distribuciones utilizando la media y la desviacion tipica.
Como las medias son similares, también se puede realizar comparando solo las deviaciones tipicas,
siempre que se argumente de forma correcta esa solucion también se considerara valida. En este caso,
también se deben categorizar las respuestas. Se obtiene de la Tabla 2 tal cual estd formulada.
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3.- Los siguientes datos representan el resultado de un test de inteligencia medido del 1 al
10. Calcula la varianza y la desviacidn tipica.

Resultado del test

5

6

7

8 2 10

Numero de personas

12

24

38

23

3]
—

En este item se evalUa el célculo de la varianza y la desviacion tipica para datos expresados en
una tabla de frecuencias absolutas. Este item se extrae de la Tabla 2, afiadiendo el célculo de la

varianza, necesario para obtener la desviacion tipica.

desviacidn tipica?

sumarle la misma cantidad.

4.- Una clase de 30 estudiantes realiza un test con 15 preguntas. Si la desviacion tipica de
las puntuaciones obtenidas por cada estudiante en dicho test es 0 sabes que:

A. La mitad de las puntuaciones estan por encima de la media.

B. Se ha cometido un error en las cuentas.

C. Todos han contestado de forma correcta el mismo nimero de preguntas.
D. La media, la moda y la mediana deben ser 0.

5.- En un examen con 15 preguntas, para cada una, un estudiante recibe un punto por una
respuesta correcta; O puntos sin respuesta; y pierde un punto por una respuesta
incorrecta. Las puntuaciones totales de las pruebas podrian oscilar entre +15 puntos y -
15 puntos. El profesor calcula la desviacion tipica de los resultados de las pruebas y
obtiene que es -2.30. Estamos seguros de que:

A. La desviacion estandar se calculé incorrectamente.
B. La mayoria de los estudiantes recibieron puntuaciones negativas.

C. La mayoria de los estudiantes obtuvo calificaciones por debajo de la media.
D. Ninguna de las anteriores es verdadera.

6.- En el Gltimo examen la media de la clase ha sido un 4. Preocupado por la situacién, el
profesor decide sumarles dos puntos a todos los alumnos. ;Afecta esta suma a la

A. Si, cuanto mayor sea la media, mayor sera la desviacion tipica.

B. Si, porque hay que saber la media para calcular la desviacién tipica.

C. No, el valor de la desviacion tipica no se ve afectado por el valor de la media.

D. No, porque la desviacion tipica no cambia si cambian todas las puntuaciones por

7.- ¢Puede la desviacion tipica ser negativa? ;Por qué? Explica tu respuesta.

Los items del 4 al 7 exploran las propiedades de la desviacion tipica. En este caso las cuestiones
tienen respuesta tipo test salvo la 7. Se corresponden con los items de la Tabla 2, tal cual han sido

formuladas en la propuesta.
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8.- Considera dos poblaciones en la misma provincia. Ambas poblaciones son del mismo
tamafio (22.000). La poblacién 1 estd formada por todos los estudiantes de la
universidad estatal. La poblacion 2 se compone de todos los residentes en una pequefia
ciudad. Considere la variable Edad. ;Qué poblacién probablemente tendria la mayor
desviacion estandar?

e A. La poblacién 1 tendria mas probablemente una mayor desviacion tipica que la
poblacién 2.

e B. La poblacién 2 tendria méas probabilidad de tener una mayor desviacion tipica que
la poblacion 1.

e C. Probablemente tendrian la misma desviacion tipica para la edad porque tienen el

mismo tamafio de poblacion.

D. En el enunciado no se da suficiente informacion.

El item 8 evalGa la interpretacion de la desviacion tipica, asi como la comparacion de
distribuciones, en este caso sin datos, con lo cual exige un razonamiento mas profundo al estudiante.
Se ha formulado de la misma forma que esta propuesta en la Tabla 2.

9.- Juana y Pablo estan estudiando los dos conjuntos de datos siguientes. Conjunto de
datos A: 110, 112, 114, 115, 116, 118. Conjunto de datos B: 2, 6, 15, 28, 59, 112.

Para el conjunto de datos A, Juana y Pablo encuentran que la desviacion tipica de la muestra es
42, mientras que la desviacion estandar de la muestra para el conjunto de datos B es 3. Los dos han
cometido un error en sus calculos. Explique por qué sabe que la desviacion tipica de la muestra para el
conjunto de datos A debe ser menor que la desviacion tipica de la muestra para el conjunto de datos B
SIN CALCULAR las desviaciones tipicas.

En este caso el item evalla la interpretacion de la desviacion tipica, pero también esta
relacionado con la evaluacion de la interpretacion de otras medidas de dispersién como el rango. Se ha
formulado tal cual aparece en la Tabla 2.

10.- ¢Cudl de los tres diagramas de caja de la derecha se corresponde a los datos
mostrados en el histograma de la izquierda?

20 A . I:D
T T T T T T T T T T
“15—- 3 4 5 6 7 8 9% 1011
5
U 10 B —{ }—
N T T T T T T T T T T
T 2 3 4 5 6 7 8 9% 1011
5
C e I N
£ !
T T T T T T T T T

T
2 3 4 5 6 7 8 9 101
Hours of Sleep

En este item se evalGa la traduccion de datos de un grafico a otro. En la unidad de 3° ESO
los alumnos han estudiado los histogramas y en este ejercicio se pretende evaluar una
comprension mas grafica del concepto de recorrido intercuartilico y de los valores atipicos, asi
como del diagrama de caja y el rango. La opcion correcta es la B. Se ha formulado tal cual
aparece en la Tabla 2.
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En la Tabla 3 se muestra qué contenido evalla cada item. Como se observa en la tabla, salvo las
propiedades, todos los contenidos aparecen en al menos dos items. Como se permite el uso de
calculadora, en los ejercicios de calculo se evalla tangencialmente el uso de esta, y aunque no es el
objetivo final de este cuestionario, si que es interesante porque los alumnos que cometan errores
numéricos y no de concepto pueden ser achacables a mal manejo de la calculadora.

Contenido evaluado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Calculo del rango X X
Célculo de la varianza X X
Célculo de la desviacién tipica X X X
Célculo del recorrido intercuartilico X X
Célculo de la media y mediana X X
Calculo del diagrama de caja X X
Célculo del coeficiente de variacion X X
Interpretacion de la media o mediana X X X X
y la desviacién tipica
Desviacion tipica cero X
Desviacion tipica invariante X
Desviacion tipica positiva X X

Tabla 3. Contenido evaluado en cada item.

La seleccién de estos items y no otros se debe a una seleccion de dificultad, ya que la base de
datos ARTIST esta pensada para el uso en cursos preuniversitarios. Por ello, se han elegido las
cuestiones que ademas de adaptarse a los contenidos de 3° de ESO se adaptan en nivel de dificultad a
lo que los estudiantes son capaces de hacer.

3. Validez del cuestionario

Sobre la validez de los items, delMas, Garfield, Ooms y Chance (2007) definieron la realizacion
del test y como seleccionaron los diferentes items.

4. Conclusiones

El objetivo de construir el cuestionario que se describe en este trabajo es verificar que lo que
sefialan estudios previos realizados en otros paises se da también en Espafia. Hart (1983) indicaba que
hallar las medidas de dispersién es complicado para los estudiantes que cursan por primera vez
estadistica, a ello afiadimos que los profesores subestiman esta dificultad, como explicaba Garfield
(1995); ademas de advertencias como la de Sanchez y Orta (2013) sobre la dificultad de interpretacién
conjunta de la media y la desviacion tipica. Las preguntas seleccionadas se refieren a dichos estudios y
a muchos otros que se describen mas ampliamente en Del Pino Ruiz (2019).
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