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Resumen

El objetivo de esta investigacion fue identificar errores persistentes de conceptos y procedimientos
matematicos, en particular, la inadecuada aplicacién del concepto de linealidad, e implementar
situaciones de aprendizaje para abordarlos, para lo cual se disefian tareas de aprendizaje en contexto
de modelizacion y uso de software matematico. El estudio se aplico a 42 estudiantes de pedagogia en
matematica, durante el periodo 2019-2020. La investigacién se realiz6 desde un enfoque cualitativo
y longitudinal. La recoleccion de datos inici6 con la aplicacién de un test, al ingresar a la carrera, y
un segundo test, luego de cursar un semestre de formacion. Posteriormente, se implementaron talleres
colaborativos para confrontar los errores de linealidad, y se finalizé con la aplicacion de un postest.
Al ingresar en la formacién inicial de profesor de matematica, el estudiantado presenté un alto
porcentaje de errores; aplico linealidad en raices, potencias, logaritmos y trigonometria. Luego de un
semestre en la carrera, estos persistieron. Una vez realizados los talleres, el total de participantes no
evidencié errores de linealizacion en raices, potencias y trigonometria. Solo algunos estudiantes
continuaron aplicando linealidad a expresiones con logaritmos. Se concluye que, al ingresar a estudiar
pedagogia en matematica, el estudiantado comete errores en conceptos y procedimientos que debieron
ser superados en la ensefianza escolar y que muchos de estos son altamente persistentes, pese a haber
cursado asignaturas para la formacion de profesor de matematica. También, que su abordaje con
situaciones de aprendizaje que articulen modelizacién con uso de software facilitaria su superacion.

Palabras clave: Persistencia de errores matematicos; errores de linealidad; educacion matematica;
formacion del profesor de matematica

Abstract
The objective of this research was to identify persistent errors of mathematical concepts and
procedures, in particular, the incorrect application of the linearity concept, as well as implement
learning situations to address errors of linearity by designing learning tasks in the context of modeling
and the use of mathematical software. The study was applied to 42 students in the mathematics
education program, during the 2019-2020 period. Research was conducted under a qualitative and
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longitudinal approach. Data collection began with a test upon entering the program and a second test
after completing a semester of classes. Later on, collaborative workshops were implemented to
address linearity errors, and a post-test was applied at the end. Upon entering the initial teacher math
training, students showed a high percentage of errors, mistakenly applying linearity to roots, powers,
logarithms, and trigonometry. After a semester of classes, these errors persisted. After the workshops,
none of the participants made linearization errors in roots, powers and trigonometry, and only some
continued applying linearity to logarithms. It was concluded that at the beginning of the program,
students were still making errors in concepts and procedures that should have been overcome in
school, and many of these errors are highly persistent. Using software in learning situations related
to modeling would help students remedy those errors.

Keywords: persistence in math errors; linearity errors; mathematics education; math teacher
education

Resumo

Esta pesquisa teve como objetivo identificar erros persistentes de conceitos e procedimentos
matematicos, particularmente, a inadequada aplicacdo do conceito de linearidade, e implementar
situacdes de aprendizagem para aborda-los, para o qual foram desenhadas tarefas de aprendizagem
em contexto de modelizacao e uso de software matematico. O estudo foi aplicado em 42 estudantes
de pedagogia em matemaética, durante o periodo 2019-2020. A pesquisa foi realizada a partir de um
enfoque qualitativo e longitudinal. A coleta de dados iniciou com a aplicagdo de um teste, ao ingressar
na universidade, e um segundo teste, depois de cursar um semestre de formag&o. Posteriormente,
foram implementadas oficinas colaborativas para confrontar os erros de linearidade, e finalizou com
a aplicacdo de um pos-teste. Ao ingressar na formacdo inicial de professor de matematica, os
estudantes apresentaram uma alta porcentagem de erros; aplicaram linearidade em raizes, poténcias,
logaritmos e trigonometria. Ap6s um semestre na universidade, estes persistiram. Uma vez realizadas
as oficinas, o total de participantes ndo evidenciou erros de linearizagdo em raizes, potencias e
trigonometria. S6 alguns estudantes continuaram aplicando linearidade a expressdes com logaritmos.
Conclui-se que, ao ingressar na universidade para estudar pedagogia em matematica, os estudantes
cometem erros em conceitos e procedimentos que deveriam ter sido superados na escola e que muitos
destes sdo altamente persistentes, embora tenham cursado matérias para a formagéo de professor de
matematica. Também, que sua abordagem com situacGes de aprendizagem que articulem modelizacao
com uso de software facilitaria sua superagéo.

Palavras-chave: Persisténcia de erros matematicos; erros de linearidade; educacdo matematica;
formacéo do professor de matematica

Introduccion

Durante los Gltimos afios, muchas investigaciones han estudiado las dificultades y
errores en conceptos y procedimientos matematicos en estudiantes, con el objetivo de disefiar
y construir modelos que permitan la identificacion y comprensién de conceptos mal
aprendidos, ademas de su superacion (Ruano, 2008; Rico 1998; Socas, 2007). Estos estudios
coinciden en que una caracteristica causal del error es la validacion de conceptos y
procedimientos matematicos deficientemente desarrollados, que llevan al estudiante a hacer
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interpretaciones y argumentaciones incorrectas. El error también es visto como una
oportunidad de aprendizaje, por lo que su estudio, desde cualquier perspectiva, serd una
contribucion a la ensefianza y aprendizaje de la matematica.

Estudios enfocados en educacion superior han identificado errores y dificultades en
el estudiantado al ingresar a la universidad, y han analizado su impacto en la calidad de los
aprendizajes matematicos durante los primeros afios de su formacion (Bolanos-Baguero,
2021; Diaz et al., 2015; Gamboa et al., 2019; Mena-Lorca et al., 2015; Socas et al., 2014).
Los errores -y su persistencia- surgen por la creciente exigencia cognitiva que tiene el
estudiantado en este nivel, reflejada en una mayor demanda de habilidades como la reflexion,
el razonamiento y la aplicacion de destrezas matematicas, habilidades que debieron ser
desarrolladas progresivamente en su escolaridad, y que repercuten tanto al ingresar a la
universidad como para mantenerse en ella.

En Chile, el estudiantado ingresa a carreras de pedagogia en matematica con puntajes
por debajo de los estdndares promedio en las pruebas nacionales y con una preparacion
insuficiente (Pino-Fan et al., 2018). En estos casos, si estas dificultades no son abordadas en
forma temprana y eficazmente, podrian obstaculizar el desarrollo de las competencias
matematicas y, por ende, la progresion de la formacion inicial del profesor de matematica.
Asimismo, respecto al conocimiento matematico, didactico y pedagdgico de profesores
noveles de matematica en Chile, los estudios revelan que estos presentan dificultad en el
reconocimiento de conceptos y procedimientos errados, asi como también en la identificacion
y analisis de argumentos incorrectos, lo que significa una debilidad del contenido pedagdgico
y didactico para la interpretacion del pensamiento del alumnado, y un obstaculo para los
procesos de retroalimentacion en su praxis (Mineduc, 2018; TEDS-M, 2013).

En esta investigacion, el foco principal son los errores que cometen estudiantes al
ingresar en la formacion de profesores de matematica. Un tipo de error recurrente y
persistente en sus producciones es la aplicacion de propiedades de linealidad en objetos
matematicos que no la tienen, lo que también conlleva a cometer otros errores. Por ejemplo,
la linealidad incorrectamente aplicada en potencias, radicales, logaritmos y en trigonometria,
presentes en la resolucién de diversos problemas del estudiantado, genera una barrera en
otros conocimientos cuando son utilizados como herramientas. Escudero y Dominguez
(2014) detectaron errores en estudiantes de bachillerato, que aplican erradamente
propiedades de linealidad como los siguientes: (%— 1)3 = (Z)3 —13, 32 -32% = V23,
log(2 — y) = log(2) — log (y), sen(90°— 20°) = sen(90°) — sen(20°). Segln los autores,
estos errores podrian ser causados por inferencias, asociaciones incorrectas o por la
recuperacion de un esquema previo. Estos tipos de errores, que se mantienen persistentes al
resolver problemas que involucran los objetos matematicos mencionados, son producto de la
tendencia del estudiantado a realizar generalizaciones de propiedades previas, aprendidas en
otros contextos y que se aplican en forma no consciente en situaciones que necesitan resolver.

Cervantes y Martinez (2007, 2013) estudiaron el error (x + y)™ = x™ + y™, cometido
por estudiantes de educacién superior, mediante la confrontacion de esquemas y
procedimientos algebraicos, utilizando Derive 5 como software dinamico mediador. Sus
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resultados muestran que el uso del software ayudd al estudiantado a generar desarrollos
validos de estas expresiones de forma inductiva.

Socas et al. (2016) abordaron las dificultades y errores de estudiantes de educacion
secundaria, desde el analisis didactico de tareas de modelizacion, y concluyeron que el origen
mas frecuente de los errores es la ausencia de sentido, manifestado en aspectos no resueltos
de la aritmética, la geometria y el lenguaje algebraico. Al respecto, la modelizacion supone
distintos procesos de construccion, ajustes o uso de modelos, que permiten distintas
representaciones de las ideas matematicas, los cuales se distinguen de una ensefianza
reducida a manipulacion de expresiones simbolicas o de la solucion de problemas sin
contextos significativos para el alumnado.

Para ir mas alla de los procedimientos técnicos de calculo, y dar sentido a los objetos
matematicos, Duval (2006) propone realizar cambios en la forma en que las tareas y los
problemas se seleccionan para el aprendizaje, considerando las variables cognitivas relativas
a diversas maneras de representacion, de tal forma que se contribuya al desarrollo de
capacidades de visualizacion, razonamiento u organizacion de la informacion. En este
camino, las tareas de modelizacion matematica, por lo general, consideran componentes
visuales y analiticos, claves para la comprension, la formulacion de conjeturas, la
generalizacion y la justificacion (Godino et al., 2012; Torregrosa et al., 2010).

Por su parte, las herramientas tecnolédgicas han adquirido, en los Gltimos tiempos, un
rol importante para propiciar ambientes de descubrimiento y reflexion, facilitando la
visualizacion y la comprensidn de los objetos matematicos (Bejarano y Ortiz, 2018).

En sintesis, es evidente la presencia de errores en los aprendizajes matematicos de los
escolares y su persistencia al entrar a la universidad. En la formacién del profesor de
matematica, los errores terminan convirtiéndose en verdaderos obstaculos para el desarrollo
del conocimiento matematico. Por ello, es necesario realizar acciones explicitas en su
formacion, atendiendo tempranamente las dificultades propias del alumnado al ingresar. En
este camino, se formularon las siguientes preguntas de investigacion: entre los errores
matematicos que evidencian estudiantes que ingresan a estudiar pedagogia en matematica,
¢se manifiesta una inadecuada aplicacion del concepto de linealidad?; ¢ tales errores persisten
a pesar de cursar un semestre de formacion?; y ¢;como podemos abordar estos errores desde
una propuesta de modelizacion utilizando la tecnologia?

A partir de esta problemaética nos planteamos los siguientes objetivos: 1) Identificar
errores de conceptos y procedimientos matematicos de estudiantes, en particular, si la
inadecuada aplicacion del concepto de linealidad estd presente en estos procedimientos, al
inicio del primer semestre de una carrera de pedagogia en matematica. 2) Identificar la
persistencia de los errores transcurrido el primer semestre de formacion. 3) Disefar, validar
e implementar una propuesta didactica de ensefianza para la superacién de errores
persistentes, transcurrido el primer afio de formacion.

Marco teorico

Erroresy persistencia. El error es inherente a la actividad humana y una oportunidad
permanente para contribuir a los procesos de ensefianza y aprendizaje. El error matematico
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puede llegar a formar parte del conocimiento que emplea el alumnado en la resolucién de
problemas y su reconocimiento puede propiciar una oportunidad eficaz en el mejoramiento
del conocimiento matematico, mediante adecuadas intervenciones didacticas y maltiples vias
de atencion (Rico, 1998). La complejidad de los objetos matematicos y los distintos estados
de comprension de tales significados pueden generar errores y dificultades en conceptos y
procedimientos matematicos (Socas, 2007), por lo cual, detectar tempranamente los errores
en el conocimiento del alumnado, indagar sobre sus causas y desarrollar propuestas de
ensefianza para abordarlos y superarlos son una preocupacion permanente de educadores e
investigadores.

Rico (1998) propone dos lineas de desarrollo respecto a los errores, en las cuales se
orientd esta investigacion: el tratamiento curricular de los errores y su abordaje desde su
diagndstico, proponiendo los medios para enfrentarlos, incentivando desde el error el
aprendizaje del conocimiento matematico; y, por otra parte, desde la formacion de profesores
de matematica, para lograr la deteccion y correccion de errores, mediante observacion,
analisis, interpretacion y tratamiento.

Existen multiples aproximaciones teoricas que problematizan el error. A partir de
corrientes constructivistas, el error es el resultado de la aplicacidén de un conocimiento en un
contexto inadecuado, pudiendo ser considerado como un indicador relevante del proceso de
aprendizaje, ya que su presencia impide otros aprendizajes. En este caso, "el docente puede
inducir a los escolares a incurrir en el error, hacer que constaten su error y generar el conflicto
cognitivo que les lleve a modificar su conocimiento” (Gonzalez et al., 2015, p.74). Al
respecto, Gamboa et. al (2019) los definen como manifestaciones que provienen de las
dificultades del alumnado, entendiendo una dificultad como un indicador del grado de éxito
frente a una tarea. Por su parte, Socas (2007) considera el error como un esquema cognitivo
inadecuado que tiene distintas procedencias. Asi, siguiendo estos enfoques, en esta
investigacion entendemos el error como el resultado de un conocimiento aplicado en un
contexto equivocado 0 un esquema cognitivo inadecuado, que puede impedir otros
aprendizajes y ante el cual el docente puede interferir para modificarlo.

En el caso de errores de tipo algebraico, Socas (2007) argumenta que provienen de
errores propios de la aritmética, de los procedimientos utilizados o, incluso, de las
caracteristicas propias del lenguaje algebraico. En el caso de los errores relacionados con la
factorizacion, Bolafios-Barquero y Segovia (2021) concluyen que lo que genera errores en
los procedimientos de factorizacion en el estudiantado es la falta de sentido estructural
algebraico. Ademas, Bolanos-Gonzalez y Lupiaiez-Gomez (2021) identifican que el error
mas frecuente se relaciona con los diferentes usos de las letras, ya sea como incognita de
valor especifico, como numero generalizado o como variable. Ambos resultados son
concordantes con la exhaustiva revisién bibliografica de Garcia et al. (2012), al plantear que
las causas de los errores matematicos pueden ser de caracter procedimental, de caracter
conceptual u originados en la adquisicion del conocimiento algebraico.

Cabe destacar que los errores emergen, en su mayoria, en los niveles escolares
obligatorios previos, en las areas de aritmética, algebra, geometria y, datos y azar (Agencia
de Calidad de la Educacion, 2017; Escudero y Dominguez, 2014). En estos niveles, se han
reportado errores en la comprension del sistema numérico racional, en las propiedades de
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potencias, raices y logaritmos (Gonzalez et al., 2018; Socas et al., 2016), en la operatoria
algebraica, factorizacion y reconocimiento de productos notables, en la representacion
algebraica de diferentes situaciones, en sistemas de ecuaciones, en funciones lineales y
cuadraticas (Diaz et al, 2015; Rodriguez-Domingo et al., 2015; Ruano et al., 2008), errores
en la representacion de puntos, en vectores o figuras en el plano cartesiano, en la medida de
lados en figuras semejantes y errores en la interpretacion de graficas (Ramirez-Uclés et al.,
2018; Zaldivar y Bricefio, 2019).

Existe todavia mucho que explorar y conocer sobre los errores matematicos en la
formacion inicial de profesores de matematica. Socas et al. (2014) analizaron las dificultades
y errores que se manifiestan en la resolucion de problemas matematicos, evidenciando
dificultades relacionadas con el conocimiento linglistico, semantico, la estructura del
problema, el lenguaje o las representaciones, los razonamientos, las estructuras matematicas
y el conocimiento de los procesos. Por otro lado, Nortes et al. (2016) estudiaron errores y
dificultades en futuros maestros que suceden en la resolucién de problemas matematicos
elementales, identificando un alto porcentaje de errores aritméticos, en uso de paréntesis, en
la interpretacion de datos, en el uso de escalas numéricas y en el uso de conceptos
geométricos, logrando determinar que estos errores se mantienen en el tiempo, pese a que los
estudiantes han cursado asignaturas matemaéticas en su formacion. Esta persistencia es un
punto de interés en nuestra investigacion y tomaremos como referencia la vision de Rico
(1998) respecto a la dificultad didactica que genera.

Los errores son a menudo extremadamente persistentes, debido a que pueden reflejar

el conocimiento de los alumnos sobre un concepto o un uso particular de reglas

nemotécnicas. Son resistentes a cambiar por si mismos ya que la correccion de errores
puede necesitar de una reorganizacion fundamental del conocimiento de los alumnos.

Son persistentes, particulares de cada individuo y dificiles de superar. (p. 84)

Para evidenciar las complejidades que atafien al concepto de persistencia y
resistencia, en la investigacion realizada por Mena-Lorca et al. (2015), con estudiantes de
pedagogia, profesores de matematica y estudiantes de maestria, se estudiaron los errores
asociados a la nocion de infinito en la igualdad 0,9 = 1, reconociendo una persistencia tal
que se cuestionaba la igualdad, incluso, luego de observar distintos procesos que
demostraban el resultado, planteando una persistencia que va mas alla del error, basada en el
infinito como un obstéaculo epistemolégico.

Por otro lado, Caronia et al. (2014), desde un disefio longitudinal, estudiaron la
persistencia de errores en estudiantes universitarios de primer afio e identificaron los errores
mas frecuentes en la aplicacion incorrecta de propiedades (ecuaciones con radicales,
exponenciales y logaritmicas), en el manejo de expresiones algebraicas y en la lectura y
comprension de enunciados; luego de transcurrir dos semestres académicos, un porcentaje
de estudiantes mejoro sus errores, sin embargo, constataron casos que mostraron persistencia
y omisién de problemas que contestaban correctamente al ingresar a la universidad, ademas
de nuevos errores, lo cual indica la necesidad de implementar nuevas estrategias curriculares
para su abordaje.
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En consecuencia, debido a que los estudiantes en formacion inicial docente también
cometen errores, susceptibles a persistencia y resistencia, esta investigacion se enfoco en
identificarlos y abordarlos, propiciando la reorganizacion del conocimiento errado y su
modificacion, acciones que llegan a ser ineludibles en la formacion del profesor de
matematica.

Modelizacion y tecnologia. La modelizacién en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la matematica ha sido tema de estudio en las ultimas décadas, ampliamente
considerada como un proceso que vincula la realidad y las matematicas, destacando algunas
conexiones intramatematicas, por ejemplo, numeéricas, algebraicas, analiticas o0 geométricas;
se caracteriza, en ocasiones, por la busqueda de regularidades, cuando no se explicitan
patrones o procedimientos (Socas, 2016; Zaldivar, 2019). Por otra parte, el disefio y
resolucion de tareas de modelizacion para generar aprendizaje comprensivo en el
estudiantado es, en la actualidad, un tema de interés en investigadores y docentes, asi como
la investigacion didactica sobre el uso de modelizacion en los procesos educativos (Ferrando,
2019). EI mismo autor concluye, en su estudio, que el uso de la modelizacion en la préactica
educativa promueve positivamente el desarrollo de la competencia matematica, ademas de
otorgarle un sentido funcional.

En este estudio tomaremos como referencia, para el abordaje del error persistente, el
enfoque dado por Socas et al. (2016). Segun los autores, un proceso de modelizacién es un
proceso esencial de la matemética que se transfiere a otras areas del conocimiento. Este se
desarrolla mediante cinco fases: (1) sistematizacion, explicitacion y reconocimiento de la
regla; (2) matematizacion o formulacion en términos de la regla; (3) resolucion en términos
de la regla, mediante la representacion elegida, lo que comporta el analisis del modelo
construido; (4) validacion (verificacion) de la regla; e (5) interpretacion, lo que es
concordante con corrientes individualizadas sobre el proceso de modelar. Desde este punto
de vista, las tareas de modelizacion pueden tener una naturaleza intramatematica. En esta
investigacion, se implementan tareas geomeétrico-algebraicas con apoyo de software
educativo, que ponen de manifiesto los errores que se comenten, para promocionar en el
alumnado la exploracion de patrones y procedimientos no explicitados para la reconstruccion
de su conocimiento. Ademas, este enfoque de modelizacion es de interés por la factibilidad
de aplicarlo en intervenciones didacticas remotas.

Por otro lado, la integracion de las tecnologias educativas, como mediadoras de
procesos de exploracion, visualizacion y generalizacion matematica, es recurrente en las
tareas de modelizacion (Ferrando 2019). Varias investigaciones han logrado evidenciar que
la incorporacion del software GeoGebra en los procesos de ensefianza y aprendizaje mejora
el rendimiento academico del estudiantado (Bejarano y Ortiz, 2018; Iranzu, 2009; Villagran,
2018). En lainvestigacién de Bejarano y Ortiz (2018), realizada en estudiantes universitarios,
se observé que las caracteristicas dinamicas de GeoGebra, en una situacion de modelizacion
centrada en las funciones reales, potenciaron el interés por aprender e incentivaron el trabajo
colaborativo mediante el analisis y la reflexion. Por su parte, Iranzu (2009) evidencia que
GeoGebra favorece la visualizacion de problemas matematicos, al facilitar la comprension
de los registros algebraicos y evitar obstaculos que generan los objetos algebraicos.
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Considerar los conocimientos profesionales del profesor escolar para proponer tareas
y actividades en la formacidn inicial docente daria, al profesor, herramientas didacticas para
una organizacion mas efectiva de la ensefianza de los contenidos matematicos (Socas et al.,
2014). Siguiendo esta linea, en esta investigacion se abordd el error de los propios
estudiantes, situandolos en tareas de analisis e interpretacion de producciones propias de
escolares, donde se ponen en juego sus dificultades, obstaculos y errores. El disefio de las
tareas considerd problemas matematicos y procesos de modelizacion, utilizando GeoGebra,
para la toma de conciencia del error y la reconstruccion del conocimiento.

Metodologia

El presente estudio se enmarca en un enfoque cualitativo y longitudinal, con el fin de
explorar y describir los distintos estados del conocimiento matemaético, en un grupo de
estudiantes en formacion docente para profesor de matematica. Se da comienzo con la
identificacion de errores y su persistencia, luego se realizan experimentaciones y, finalmente,
se aplica un postest. Participaron en esta investigacion 42 estudiantes que ingresaron a una
carrera de pedagogia en matematica de una universidad chilena, firmaron un consentimiento
informado para su incorporacion voluntaria a cada una de las cuatro etapas que componen
esta investigacion.

La primera etapa estuvo centrada en la identificacion de errores matematicos
cometidos por estudiantes que ingresaron a la carrera en el 2019. Se construy6 un test
diagnostico de 59 preguntas de eleccion multiple, generado con el andlisis bibliografico de
errores matematicos que suceden al ingresar en la educacion superior (Cervantes y Martinez,
2007; Gamboa et al., 2019; Lopez et al., 2018) y se establecié una categorizacion por
contenido y objetivo de aprendizaje segun el curriculo nacional chileno (Mineduc, 2009).
Posteriormente, la prueba fue validada por el comité curricular de la carrera, constituido por
académicos vinculados en la formacion de profesores de matematica; luego de ajustes
menores, fue aplicado en el mes de marzo de 2019, al ingresar a la universidad, durante 90
minutos. El analisis de los resultados se enfoco en la identificacion de errores, categorizados
segun el uso de objetos matematicos especificos, o bien, de procedimientos, por ejemplo, la
linealidad (o no linealidad). Una forma de discriminar como error generalizado, en los
participantes, fue considerar que, si cerca de un tercio del estudiantado muestran el mismo
error, es necesario abordarlo académicamente.

La segunda etapa consistio en establecer qué tipo de errores se mantienen luego de
que los estudiantes cursaran el primer semestre en la carrera, sin discriminar si aprobaron o
no los cursos, con el fin de identificar la persistencia de errores transcurrido un semestre de
formacion, y transformado, a la vez, en el pretest de los errores persistentes. Se propuso esta
instancia, ya que el primer semestre cuenta con cursos que abordan conceptos matematicos
de algebra, geometria basica y uso de software (GeoGebra). Para la exploracion se construyo
un test sobre los errores mas frecuentes de la primera etapa, a fin de evidenciar cuales errores,
conceptuales o procedimentales persistian, y cuéles fueron superados, enmarcado en un
nuevo instrumento mucho mas acotado y dirigido. Se construy6 un test con 27 preguntas, de
eleccion mdltiple, solicitando desarrollo para cada respuesta, y validado por expertos. Su
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aplicacion fue en septiembre de 2019, durante 90 minutos. El analisis fue centrado en dos
areas: 1) reconocer desde una impresion descriptiva los tipos de errores (aciertos, errores y
omision), y 2) contrastar los errores identificados con los de la etapa anterior, con el fin de
determinar su persistencia.

La tercera etapa tuvo un disefio experimental, con la aplicacion de situaciones de
aprendizaje construidas y centradas en los errores de linealidad, identificados como
persistentes, previamente validadas por un grupo de estudiantes de la carrera y el grupo de
expertos. La experimentacion consistio en tres talleres de 2 a 3 dias de duracion,
desarrollados en el transcurso de dos semanas continuas (taller 1, de lunes a miércoles, taller
2, de viernes a lunes, taller 3, de miércoles a viernes), con actividades que duraron 90
minutos, trabajando y socializando sus conocimientos en grupo y, a la vez, retroalimentados
por los profesores-investigadores. Los talleres tuvieron la siguiente participacion: el taller 1,
con 31 participantes; el taller 2 con 18, y el taller 3 con 14. La experimentacion se realiz6 en
septiembre de 2020, en la plataforma Teams®, al encontrarse en confinamiento por el SARV-
CoV2, en un trabajo académico 100 % remoto. En este contexto, se observa que la carga
académica del estudiantado se transformd en un aumento en la exposicion frente al
computador, lo que genera dificultades y nuevas adaptaciones en donde la tecnologia actua
como mediador de todas las practicas educativas (Guerrero-Ortiz y Huincahue, 2020). Los
datos extraidos consisten en desarrollos de los grupos y notas de campo respecto al trabajo
grupal remoto. Los documentos que se originaron fueron: protocolo de construccion de
GeoGebra y desarrollos en Word®.

Por Gltimo, la cuarta etapa consistié en aplicar un postest, previamente validado, de 6
preguntas de respuesta abierta, sobre la persistencia de errores de linealidad abordados en los
talleres, en noviembre de 2020, durante 90 minutos. En esta etapa participaron 24 estudiantes.

Analisis y resultados

Etapa I-Diagndstico. En esta etapa, diagndstica y exploratoria, se observé un alto
porcentaje de estudiantes que present6 errores y dificultades en conceptos relacionados con
la aritmética, el algebra y la geometria, lo que es concordante con investigaciones vinculadas
a la formacion universitaria y escolar (Cervantes y Martinez, 2007; Gamboa et al., 2019;
Escudero y Dominguez, 2014). En general, los resultados muestran la presencia de errores y
dificultades en: operatoria de expresiones con raices, potencias y logaritmos; desigualdades;
operatoria algebraica; fracciones algebraicas; factorizacidn; ecuaciones cuadraticas y
fraccionarias; identificacion de funciones; modelamiento algebraico; transformaciones
isométricas; espacio; congruencia; semejanza; angulos en circunferencia; trigonometria, y
procesos recursivos.

Algunos errores y dificultades méas frecuentes reconocidos en esta etapa se describen
en las Tablas 1 y 2. Es importante sefialar que, en general, existio una alta omision de
respuestas, particularmente en preguntas relacionadas con raices, cuadrados de binomio,
logaritmos y trigonometria (11, 17, 13 y 28 omisiones, respectivamente).

Tabla 1
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Errores y dificultades con alta frecuencia identificados en las etapas | y Il

Errores y dificultades N.° de estudiantes

Etapa | Etapa Il
Multiplicar desigualdades por nimeros negativos y mantener su orden 28 25
Al dividir una igualdad por un monomio, no divide todos los términos 24 12
Cancela y pierde soluciones en ecuaciones cuadraticas 29 6
Sumar 1 al término general de una sucesion para obtener el término (n + 1) 20 25
Cancelar términos semejantes del numerador y denominador sin factorizar 13 14
Al sustraer expresiones algebraicas solo resta el primer término del que sustrae 13 13
No valida la respuesta en el contexto del problema 15 26
Obtiene informacién espacial equivocada 21 13
Confunde congruencia con semejanza 17 5

Nota: Fuente propia de la investigacion.

Etapa Il-Persistencia. Luego de cursar un semestre académico, se espera analizar
qué tipo de errores o dificultades se mantienen en el conocimiento del estudiante. Los
resultados en esta segunda etapa (Tabla 1 y 2), muestran una leve mejora en relacion con el
diagnostico inicial, sin embargo, hay errores que mantienen su alta frecuencia y otros que la
aumentan, en concordancia con Caronia et al. (2014) y Nortes et al. (2016).

En el caso de la linealidad, la persistencia ha sido evidenciada en maultiples
procedimientos aritméticos y algebraicos, y en gran parte del alumnado. De las puntuaciones
obtenidas, alrededor de 19 estudiantes aplicaron linealidad incorrectamente en el primer test
y continu6 aplicandola erradamente en el segundo test (Tabla 2). Se observa también que,
pese a que sigue existiendo omisidn de respuestas, esta disminuye en esta etapa, en particular,
en las preguntas que involucran raices, cuadrados de binomio, logaritmos y trigonometria (2,
5, 7 y 18 omisiones, respectivamente), donde ademas existe una alta presencia de error de
linealidad. Esto podria explicar que el error aumente su frecuencia en algunos topicos.

Tabla 2
Errores y persistencia relacionados con linealidad en las etapas | y 11
Errores y persistencia N.° de estudiantes
Etapa | Etapa Il

Aplicar linealizacion a expresiones con raices 19 11
Aplicar linealizacion en cuadrados de binomios 18 19
Aplicar linealizacion en expresiones con logaritmos 18 17
Aplicar linealizacién en funciones trigonométricas 8 13

Nota: Fuente propia de la investigacion.

Etapa Il11-Propuesta didactica. Se trabajé en talleres para el abordaje de dificultades
y errores de linealidad en expresiones con raices y cuadrados de binomio (taller 1),
trigonometria (taller 2) y logaritmos (taller 3). Las secuencias didacticas en cada taller
situaron al alumnado en un proceso de modelizacion geométrico-algebraico, confrontando el
error, para visualizarlo como fuente de problematizacion durante las secuencias.

10
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En el desarrollo de los talleres, el alumnado se encontro con las siguientes situaciones:
validacion de una situacion problema, fundada en errores conceptuales y procedimentales;
construccion en GeoGebra para confrontar errores; comprension del procedimiento mal
aplicado al comparar diferentes representaciones; explicacion del error, utilizando un registro
algebraico; y validacion del aprendizaje, argumentando matematicamente.

Resultados taller 1. En esta actividad se formaron 7 grupos de trabajo (G1-G7) para
resolver la situacion que se muestra en el recuadro 1.

Matilde, una disefiadora grafica, necesita
construir una serie de cuadrados, tal que, cada
cuadrado tenga el doble del area que el cuadrado ] D
anterior, como se muestra en la figura. Claudia y
Felipe, estudiantes de pedagogia en matematica, comentan que la solucion a su problema se puede abordar
con GeoGebra, ademés de algunos conocimientos de areas y un poco de algebra. Para resolver este problema,
Claudiay Felipe proponen a Matilde que determine la medida de los lados de los cuadrados en cada aumento.
Por otro lado, la disefiadora se pregunta si seria suficiente con solo duplicar los lados.

Recuadro 1. Situacion problema taller 1 (Fuente propia de la investigacion).

Los grupos validaron la situacion en conflicto, reconociendo el error a traves de la
exploracion y verificacion con GeoGebra, salvo G6 que dio una argumentacion incorrecta.
Se observaron dos formas diferentes de abordar la situacién: la primera con las herramientas
de GeoGebra, dibujaron un cuadrado de lado 1 y la sucesion de cuadrados la obtuvieron
duplicando el lado del anterior, para luego comprobar que las areas no se duplicaron (G1y

G3); la segunda dibujando en GeoGebra cuadrados de lados 1, V2, V4, /8, ..., luego
calcularon sus areas con las herramientas de GeoGebra (G2, G4 y G5).

La mayoria de los grupos representaron la situacién cuadratica, asociando la suma de
cuadrados con suma de areas. G3 llegd mas lejos, completando cuadrados en su
representacion grafica. G4 utilizé la herramienta deslizadores de GeoGebra para comparar
las areas en forma dindmica, estrategia que podria haber facilitado generalizaciones
posteriores. Sin embargo, hubo otras respuestas cuyo bosquejo no logré explicar la relacion
con la situacion planteada (G1, G5 y G7). De igual forma, se observé que hubo una mayor
dificultad para representar la situacion relacionada con la raiz, cinco grupos no entregaron
una respuesta satisfactoria (G1, G4-G7). Tal dificultad se podria interpretar como un posible
obstaculo para el analisis mas formal de las relaciones y deducciones esperadas, ya que la
coordinacion entre registros geométricos y algebraicos es necesaria para la resoluciéon de
problemas empiricos (Torregrosa, 2017).

Por otra parte, los estudiantes evidenciaron, mayoritariamente, no tener dificultades
con los desarrollos de cuadrados de binomio ni de explicarlos utilizando registros
algebraicos. Sin embargo, se identificO una mayor dificultad al confrontar y expresarlos
algebraicamente, en el caso de estar presente la raiz cuadrada. En la respuesta de G4 hay
evidencia que podria interpretarse como aplicacion de linealidad en la raiz cuadrada.

Finalmente, de los 7 grupos participantes, solo 3 grupos validaron su aprendizaje
correctamente (G4-G6), utilizando estrategias aritméticas y solo G4 realizd una

11
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argumentacion algebraica; no lograron responder correctamente G3 y G7, mostrando
dificultad con la traduccion del problema.

Resultados taller 2. En esta actividad participaron estudiantes de G1, G3, G4 y G7.
La situacion problema que debieron resolver se muestra en el recuadro 2.

En la clase de tecnologia se propone construir

un prototipo para generar energia edlica. El

innovador artefacto requerira de la construccion

de 3 triangulos rectangulos para las palas ‘/.\/-1
giratorias del aerogenerador. Se cree que, si los I ! i
triangulos se posicionan de tal forma que, el ! e
angulo basal de uno sea el doble del angulo
basal del que esta en la posicién anterior, el
viento hara girar las palas optimizando la produccion de energia. Para construir el prototipo, los estudiantes
deciden primero hacer uno de cartén. Teniendo los materiales necesarios para la construccion de los
triangulos, se dan cuenta de que no tienen transportador para medir los angulos. Sin embargo, un grupo de
estudiantes afirma que basta con una regla para la construccion de los angulos. El grupo lo explica con la
representacion del problema que muestra la figura.

Recuadro 2. Situacion problema taller 2 (Fuente propia de la investigacion).

;|.u.~ catetos se van dullhtnlllhl también!

Todos los grupos validaron la situacion con GeoGebra, argumentando desde
diferentes caminos: construyendo tridngulos rectangulos con angulos de 20°, 40° y 80°, e
hipotenusa 1, para luego, comparar las medidas de los catetos y comprobar que no se
duplicaron (G4); la misma conclusion fue obtenida por otros dos grupos que fueron mas lejos,
abarcando mas casos porque utilizaron las herramientas dindmicas de GeoGebra,
construyendo los tridngulos en una circunferencia unitaria y facilitando la comparacién de
las medidas de los catetos (G1 y G3). En la respuesta de G7 se construyd una sucesion de
triangulos rectangulos que duplica los catetos y también la hipotenusa, para construir
triangulos semejantes; cambian las condiciones del problema. Este tipo de error podria tener
origen en un analisis parcial de los datos del problema o en la forma en que se construyeron
las razones trigonométricas, argumentada por las proporcionalidad y semejanza de
triangulos, y manifiestan un obstaculo didactico (Ruano et al., 2008; Socas et al., 2016).

En relacién con el momento de explicar el error formalmente, solo dos grupos
lograron dar un contraejemplo y hacer referencias a las identidades trigonométricas para los
angulos dobles (G3 'y G4).

Finalmente, solo G4 logra dar la solucion correcta a la situacion planteada, utilizando
identidades de angulos dobles para encontrar las medidas correctas de los lados de los
triangulos; dos grupos indican, equivocadamente, que necesitan las medidas de los angulos
para resolver el problema (G1 y G7). Esto evidencia dificultad en la comprension de los
conceptos trigonometricos, la que podria estar relacionada con aspectos didacticos,
epistemoldgicos o con conflictos semidticos (Godino, 2012). En esta actividad no se
evidencio error de linealidad.

12
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Resultados taller 3. En la tercera actividad participaron estudiantes de G1, G3 y G4.
La secuencia didactica comenzé con una aproximacion a la definicién del logaritmo y sus
propiedades, articulando areas de triangulos con progresiones geomeétricas y aritméticas,
como muestra el recuadro 3. La confrontacién con el error se dio en las preguntas que se
plantearon. Se analizaron relaciones, graficas y propiedades, utilizando las herramientas
graficas, algebraicas, CAS y hoja de célculos de GeoGebra.

Sin la tecnologia actual es un problema hacer

operaciones con ndmeros grandes. Sin

embargo, el matematico John Napier, ya en el

siglo XVII ide6 un método para hacerlo, A A /\

facilitando la vida a muchos calculistas de la

época. jNapier convirtié productos en sumas y

divisiones en resta! Esta técnica se usa hasta nuestros tiempos, por ejemplo, en la representacion de curvas
que aumentan a gran velocidad como el caso de enfermedades como el Coronavirus. Considera una sucesion
de triangulos equilateros, como muestra la figura, donde el primer tridngulo tiene &rea 1 y el triangulo
siguiente tiene el triple de &rea del tridngulo anterior. jCon las &reas de los tridngulos se puede descubrir el
truco que Napier ideg, relacionando progresiones geométricas con aritméticas!

Recuadro 3. Situacion problema taller 3 (Fuente propia de la investigacién).

El alumnado abordd esta secuencia de aprendizaje en forma correcta, salvo G1 que
no respondi6 en forma satisfactoria la actividad de validacion de aprendizaje.

En cuanto al desarrollo de las actividades para reforzar la definicion de logaritmo y
sus propiedades, utilizaron la hoja de calculo de GeoGebra para ingresar la sucesion de areas
de los triangulos, identificando una progresion geométrica y una progresién aritmética en los
exponentes. Asociaron correctamente que las propiedades de las areas de los tridngulos eran
consecuencia de las propiedades de las potencias. También, encontraron la relacion entre la
progresion geométrica y la aritmética, extendiéndola correctamente a los exponentes
negativos y deduciendo sus propiedades. Sin embargo, al graficarla, todos los grupos
equivocaron su dominio y terminaron graficando la relacion inversa. Esta dificultad podria
ser interpretada como una confusion de objetos matematicos al no identificar correctamente
las variables dependientes e independientes en la relacion. Finalmente, para la
identificacion y verificacion de las propiedades de los logaritmos, usaron la vista CAS de
GeoGebra. Asimismo, confrontaron errores haciendo célculos y comparando resultados e
indicando con lenguaje formal. En esta actividad, no se evidencio error de linealidad.

Etapa IV-Postest. De los 24 participantes en el postest, 20 trabajaron en el taller 1,
13eneltaller 2y 13 en el taller 3. De los cuales 12 estudiantes participaron en los tres talleres
y 4 en ninguno.

Los resultados generales mostraron errores de linealizacion en cuadrados de binomio
(1 estudiante), en logaritmos (5 estudiantes) y en trigonometria (1 estudiante); y no se
evidencio error de linealizacion en raices.

El seguimiento de los desemperfios de los que participaron en todos los talleres, en
relacion con sus errores de linealizacion, se indican en la Tabla 3. Destacamos que 4 de ellos
continuaron mostrando persistencia de errores de linealidad en logaritmos y no evidenciaron
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error en raices, en cuadraticas ni en trigonometria, se considera que en las primeras etapas
mostraron una alta presencia de errores de linealizacion en estos objetos.

Tabla 3
Seguimiento de 12 estudiantes participantes de los 3 talleres
Errores de linealizacion Test1 Test 2 Postest
Aplicaron linealizacion en raices y cuadratica 11 9 0
Aplicaron linealizacion en trigonometria 10 6 0
Aplicaron linealizacién en logaritmos 6 5 4

Nota: Fuente propia de la investigacion.

Es relevante mencionar que ningun estudiante de G4, grupo que linealizo raiz en el
taller 1, lo hizo en el postest, sin embargo, uno de sus integrantes aplicé linealidad a
logaritmos en esta etapa, y no mostro este error en las etapas anteriores. Este resultado es
similar a los obtenidos por Caronia et al. (2014). Se observa, también, que estudiantes que
no participaron en los talleres, linealizaron expresiones con raices y logaritmos, y uno que
participd solo en los talleres 1y 3, aplico linealidad en trigonometria.

Finalmente, se evidencia en esta etapa un alto porcentaje de preguntas sin responder
en raices y cuadréaticas (4 omisiones), en logaritmos (5 omisiones) y en trigonometria (12
omisiones), pese a estar cursando segundo afio de formacién. Esto podria estar indicando la
presencia de dificultades no identificadas en este estudio y que requeriran ser abordadas.

Conclusiones

En la primera etapa de la investigacion se evidenciaron dificultades y errores
conceptuales y procedimentales de naturaleza aritmética, algebraica y geométrica, en un alto
porcentaje de estudiantes de la formacion de profesores de matematica. Estas problematicas
emergen desde los niveles previos y obligatorios de secundaria, cuyos estudiantes ingresan a
la educacién superior con conocimiento insuficiente (Pino-Fan et al., 2018), reflejado en el
diagndstico inicial de esta investigacion. La segunda etapa, luego de un semestre de carrera,
revel6 la persistencia de ciertos errores; destaca, en el analisis, un error procedimental y
transversal por variados topicos matematicos, que es el uso de la linealidad en objetos
matematicos que no cumplen esta propiedad.

Las propuestas de tareas que incorporan procesos de modelizacion, segun el enfoque
de Socas et al. (2016), con la mediacion de GeoGebra, potenciaron el interés del alumnado e
incentivaron el trabajo colaborativo de analisis y reflexion, al definir espacios de trabajo
sincronico, y permitir que se enfrentaran con sus propios errores y exploraran las estrategias
correctas. El desarrollo de estas tareas fue realizado con éxito por la mayoria del alumnado
que participd en los talleres, sin embargo, en estudiantes que no participaron se evidencio el
error en cuadrados de binomio, logaritmos y trigonometria. No se puede afirmar claramente
que las tareas resolvieron el error, ya que se necesitaria un estudio de otra naturaleza para
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llegar a ello, pero se puede afirmar que, atender explicitamente los errores revelados es una
estrategia directa de mejora en la formacion de profesores de matematica.

En relacion con los desempefios finales de los participantes, luego de un afio de
formacion académica, aln existen estudiantes que no logran resolver en forma correcta
problemas que involucran raices, potencias, logaritmos y trigonometria, algunos siguen
cometiendo errores de linealizacion, luego de identificada la persistencia de estos. Respecto
a los estudiantes que realizaron la totalidad de los talleres, ninguno mostré errores de
linealizacion en cuadraticas, raices y trigonometria, y solo 4 de ellos linealizd expresiones
con logaritmos, lo que invita a analizar con mayor profundidad este tipo de error, ya que las
dificultades implicitas son, en ocasiones, muy complejas de atender didacticamente (Mena-
Lorca et al., 2015).

En consecuencia, para que las dificultades y errores que el estudiantado en formacién
inicial docente incurre, no interfieran en la consolidacion de los conceptos matematicos ni en
la progresion de su formacidn, es necesario que la préactica docente incorpore actividades de
identificacion de dificultades y errores, abordandolos especialmente en los primeros afios de
la carrera. Se sugiere que estas actividades se formulen en contextos de modelizacion y usos
de softwares para facilitar la visualizacion y la generalizacion de los conceptos matematicos
que son potenciales generadores de errores.
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