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HACJIOB JOKTOPCKE JMCEPTAIINJE:

On some reversal-invariant complexity measures of multiary words (O HekuM peBep3HOMHBAPUjaHTHUM
MepaMa CJI0KeHOCTH BHIIEAPHUX Pevn)




MPETJIE] JIOKTOPCKE IMCEPTAIIAJE:

Jokropcka mucepranuja uma 134 ctpane, 4 moriaBiba HoAe/beHA HA YKYHHO 12 onespaka, MpH deMy
Cy ZBa OofieJbKa TOJEJbEHa jOIl Ha IO TpW mopoxespka. [lncana je Ha eHrieckoMm jesuky. Jlucepranmja
3aI0YHMIbE N3BOJIOM, 3aTHM CIIE/IU MTPEATOBOP, a IIOTOM NOTIJIaBJba HyMepUcaHa Ha cieaehy HauuH:

1. Introduction

1.1. Onwords
1.2, Palindromic defect

1.2.1. Defect of some periodic words

1.2.2. Highly potential words

1.2.3. A few more aperiodic words of finite defect
1.3.  MP-ratio

2. Generalized highly potential words
2.1 Construction
2.2 Standard form
2.3 Basic properties
2.4 Defect of generalized highly potential words
2.5 Periodic case
3. MP-ratio in the ternary case
3.1 Anupper bound on the MP-ratio
3.2 Optimality of the upper bound
3.3 A postponed technical theorem
331 First proof
332 Second proof
Appendix: Examples
3.4 Another postponed technical theorem
4 Conclusion

Y mnpBoM mornaBjby yTBphyjy ce HOTamMja ¥ HEONMXOAHE nehUHHIMjE, K0 M CBH IPETXOJHU
pe3yaTaTH Ha KOje Ce UCTPAKUBAKE U3 JUCEPTAIHje HEMOCPEIHO HaoBe3yje. [lornassbe je moaesbeHo Ha
TPU OZieJbKa, NIPU YeMY je MPBU OJ] BUX YONUITEHOT THIA, APYTH YBOAU T3B. HAIUHOPOMCKU Oehekm W
cpoxHe nojMoBe, a Tpehu yBonu 13B. MII-pazmepy u cpoJHe TI0jMOBE.

Hpyro nornassbe nocBeheHo je MaauHAPOMCKOM JedekTy ¥ CpoAHMM KoHIenThMa. [ aBHU pe3ynar
OBOT MOTJIaBJba YMHK KOHCTPYKIIMja Kilace OECKOHAaYHMX PEYd MOBE3aHMX C BEUKHM OpojeM aKTyeIHUX
npobiemMa U3 00NacTH KOMOWHATOPHKE Ha peynMa (Tpe cBera, HapaBHO, IpoOieMa y Be3W C II0jMOM
nmanuHApoMcKor nedekTta). CaMa KOHCTPYKIMja OBe Kiace peun AeuHuCaHa je y onesbky 2.1.
Kangunatkuma OBe pedd Ha3UBa yonuimeHe @ucoxonomenyujanne peuu, Oynyhu na cy jeman (Bpiio)
CIICIIMjaNiaH Cly4aj OBe KJlace T3B. BUCOKOIOTECHIMjATHE peuH, NeQUHUCAaHEe paHHje Y JIUTEPaTYpH U TaKo
MMEHOBaHE ¢ 003UPOM Ha HUXOB BHCOK MOTEHIHMjall Ja NPEICTaBbajy NpuMepe 1 KOHTpaIpuMepe y Be3n
¢ pasHHM mnpobieMuMa Ha peunMa. Y OJeJbKy 2.2 YBOAM Ce jeldaH oJpel)eH HauMH 3a NpEeACTaBIbaAmE
YOIIUTEHUX BHCOKONOPEHIMjAIHMUX peud Koju omoryhaBa MHOTrO IOTOJHOCTH TOKOM HHXOBOT
u3y4yaBama. Y 0/ieJbKy 2.3 ce ycTaHOBJbaBa Jla CBaKa BHMCOKOIIOTEHIIMjaIHA pe4 MMa CKyn (akropa
3aTBOPEH 3a MPEOKPETame, Ja je PEeKypeHTHa, Ja je¢ YHH(POPMHO PEKYpPeHTHa ako M CaMO akKo je
MepUOIUYHA, U Jaje Ce MOTIyHa KapaKTepu3allija CiiydajeBa y KOjuMa je yOIIITeHa BUCOKOMOTSHIIH]aTHa
peu nepuonuuHa. Onespak 2.4 nocseheH je AeeKTy yoITeHUX BUCOKONOTEHIHjaTHUX PEUH, U Y HEMY
je caJprkaH ¥ INIaBHHU PE3yJITAaT OBOT MOIJIaBJba: CBaKa YOIIITEHA BUCOKOIOTECHIMjaHA pey MMa KOHa4aH
nedeKT, IpH YeMy je HaBeIeH M IOCTYNaK Kako ce Taj nedeKT Moxke u3padyyHaTH. Y oJebKy 2.5 3aceOHO
j€ TmocMaTpaH MepHOANYaH ciyvaj (KOjU je Y MPEeTXOTHOM OJIJbKY M3Yy3eT M3 pa3MaTpama 300T HEeKHX
onpeheHnx crenuduIHOCTH), U TIOKa3aHo je /1a je U 'y TOM CiIy4ajy Ie(eKT YBEeK KOHayaH.

VY t1pehem mormaspy msydaBa ce MIl-pasmepa y ciydajy TepHapHor andabera. [lormasme je
NOJIEJbEHO Ha YETHpH ojesbka. Y ozesbky 3.1 nmokasyje ce ma je MII-pasmepa y citydajy TepHapHOT
andabera orpaHUYeHa OJ03r0 KOHCTAHTOM 6, a y 0/eJbKy 3.2 JoKasyje ce Ja je oBa TpaHuIla Hajoosba
Moryha. TokoMm foka3a u3 ojesbka 3.1 jaBipa ce moTpeda 3a /1Ba pe3yaTaTa KOju Cy U3JIBOjeHH U TIOKa3aH!
y 3aceOHuUM onespnmMa, 3.3 ogHocHO 3.4, Oyayhu na O6m oHm, 300r cBoje TEXHHWYKE NMpHUpOAE, OWIN
npesuie ontepehyjyhu mo TekCT yKoTUKH On Onimy M3J10)KEHH Y OKBHPY ofesbKa 3.1.

UYeTBpTO MOTJIaBJhE 3aKJbYUIHOT je Thmna. CyMupajy ce 100ujeHrn pe3ynTaTi U3 AUcepTainje, U HaBOIe
ce Hekr Moryhm npaBiu Kojuma Ou Moria Tehu 1ajka HCTpaXUBamka y OBOj 00JIACTH.

ITotom ce naje mpommMpeHH HM3BOA Ha CPIICKOM je3uky (Oynyhm na je nucepranmja mmcaHa Ha
SHIJICCKOM j€3HKY), a 3aTUM CIHCAK JIMTEpaType U Ha Kpajy KpaTka Ouorpaduja KaHAUIATKUIbE.




\Y

BPEJHOBAIE ITOJEJUHUX JEJTOBA JOKTOPCKE JUCEPTALINMJE:

Y mpBOM TOTNaBby KaHAWJATKHIGA IPE3CHTYje paHWje pe3ynraTe W3 JUTeparype Ha Koje ce
UCTpaXUBambe M3 AWCEepTalije HelmocpeqHo HamoBedyje. KaHIuOaTKuma OBO IOTJIAB/E ACNH Ha TPH
ollebKa, y KOjUMa C€ MpPEe3eHTYyjy pe3yiTaTH YONIITEHOI THUIa, pe3yiTaTH KOju ce OJHOCE Ha
MIAJTMHPOMCKH 1e(eKT, U pe3ynTaTh Koju ce ogHoce Ha MII-pasmepy, pecniektuBHo. Pesynrtaru cy jacHo
U TIPErjieIHO U3JIOKEHU, U PUTOM HE caMo LITO Cy CBH JIaTH ca ypenHHM pedepeHiiama, Beh je 3a cBaku
on kopuiheHuX pe3yiraTa y Te3y YBPIUTEH M HEroB J0Ka3, LITO, NOPe HaydHe, Te3H J0/aje W BEIUKY
METOJIUYKY BPEIHOCT.

Hpyro u tpehe noriasibe y MOTIYHOCTH CYy CAUHE-CHHU OJl OPUTHHAIHUX pe3yliTara HCTPaKUBamba.

VY nuTepaTypH je TO3HATO TEK Majo pPedd Koje Cy almepHoIudHe, MMajy CKyIl (pakTopa 3aTBOpEH 3a
IpeoKpeTame, U UMajy KOHadaH, MO3UTHUBAH Ne(eKT (a pedn ca OBUM CKIONOM O0coOWHaA Cy MOBE3aHEe ca
pasHUM XHWIIOT€3aMa W pelynraTuMa y objacTh KOMOMHATOpuke Ha peunMma). TakBe cy Beh momeHyTe
BUCOKOIIOTCHLMjJIHE PEYH, AIM CeM MbHX, IIO3HATH Cy jOII CaMO IIOHEKH CIOPaAWYHH HPHMEPH.
VYonmreHe BHCOKONOTCHUHWjaJHE peYd KOHCTPYHCAaHE y JApYyroM IIOTJaBjby Te3e oO0yXBarajy Kao
CIelMjallaH ClIy4aj NMPAaKTHYHO CBE 1O CaJa MO3HATe MpUMepe M3 JuTeparype (IMpelu3HHje, jeAnHe
HeoOyxBaheHe peur cy Heke yHU(POPMHO PEKypEHTHE peuH, KOje CBaKako U He Mory OutH oOyxBalieHe jep
YOIIIITEHE BUCOKOMOTCHIIMjaTHEe PEYH HUKAJa HUCY YHU(POPMHO PEKYPEHTHE OCHM aKO Cy MEPHOJMYHE).
Beh oBo je jacaH nmoka3zaresb HUBOA T€HEPATHOCTH Pe3yJITaTa y APYroM IOrNaBjby Te3e, a yTHCAK A0aTHO
rojayaBa YMIHCHHIA /14 YOIIITEHE BUCOKOMOTCHIMjaJHE peuyd 00yXBaTajy M HEKE Jpyre THIIOBE PeyH
Jocan BuheHe y JUTEpaTypH, Kao mTo cy (y Te3u HaBeleHH) HEKH NpHMEpH OOraTtux pedu (Tj. pedu
nepekra 0) koje Cy peKypeHTHe and He W YHH(DOPMHO peKkypeHTHe. Bemuku cy wm3riean na he osa
KOHCTPYKIIMja HaJaJbe MMaTH 3alaXeHy YJIOTy y UCTpaKHBambUMa U3 OBE 00JIACTH.

Pesynratn y tpehem mormasipy mpomupyjy kornent MII-pasmepe Ha TepHapHe peun. [lojam MII-
pa3Mepe OpUTHHAIHO je OMo nedHHHCaH caMo 3a OMHApHE peyH, U 3aCHUBAO Ce Ha MACjU NPOIIHPEHa
3ajaTe OMHApPHE PEYM 1O T3B. MUHUMATIHO NATUHOPOMUYHe Pedd. JacHO je IITa je MPUPOJaH aHAIOIOH
10jMa MHHHMAJIHO NAJTHHIPOMIYHE peyr Hax andadeToM KapIuHaIHOCTH Behe ox 2, a Ii1aBHa moTemkoha
ce jaBJba KOJ muTama nobpe medpunucaHoctd MII-pasmepe y Tom ciydajy (Tj. MuTama Cr3UCTCHIHUjE
NPOLIMPEHA BUIICAPHUX PEYH 10 MHHUMAIHO MaJHHAPOMHYHE peud). HajBepoBaTHHje IIaBHO OTBOPEHO
nuTame oko MII-pa3mepe (moctaB/beHO Beli y HHUIIUjATHOM pajy, a Ha Koje J0 caja HUje OUIIo OAroBopa)
jecTe a Jin ce aHaJoraH rojaM Moke JeHuHUcaTH U 3a apHocTH Behe oz 2. [ToTBpaaH oAroBop Ha OBO
nUTame 3a TepHapHu ajndadert, nar y Tpehem nornassby, mpeacraBiba BEJMK HAYYHU JONPUHOC H3Y4aBaHO]
npobiemaruiy. Pe3ynTatu U3 OBOT MOIJIaB/ba JAMCEPTAIlMje pa3jalllibaBajy 3alliTo je OBO MUTAKE J0 caja
M3a3WBajo TakKBe NOTemkohe y nuteparypu, Oyayhu ga (IO3WTHBHO) pa3peliaBame MUTama JI00pe
nebunucanoctn MII-pa3sMepe y TepHapHOM ciydajy 3ampema oko TpupeceT crpanuua tese! (Ilopehema
panu, y OMHapHOM ciydajy ce mobpa aedunucanoct MII-pa3mepe mokasyje y CBera HEKOJHUKO penoBa
tekcra.) Takole je mokazano na je MII-pa3mepa 3a TepHapHE pedd OrpaHHYEHA 0JI03r0 KOHCTAaHTOM 6, Kao
U Ja je oBO W HajOospe Moryhe ropme orpaHudemke (Tj. a 3a CBAKH IO3WTHBAH peallaH Opoj € MOCTOjH
TepHapHa ped umja je MII-pasmepa Beha on 6 — €).

CBHU pe3ynTaTH Cy BEOMa jaCHO M NPETJICAHO H3JIO0XEHU. [IojelMHU pe3yaTaTd u3 JucepTanuje Ccy
npuxBalieHn 3a 00jaBJbHBambe y CKIOMY Hay4dHOr pana y 4vacomucy ca ISl mucre w m3naranu cy Ha
MeljyHapoHOj KOH(EpeHIHjH, a joIl JBa HAaydyHa paja ¢ pe3yjaruMa W3 AHCEpTallfje Cy TPSHYTHO Yy
mporiecy perensuje (o Tora jefan y 3apiiHoj ¢asu) y yaconucuma ca ISI mucre.

[Ipema mpaBmnuMa YHHBEP3WTETa, TEKCT AMCEPTallfje TECTHPAH je Ha IUIarujapu3aM KopuimhemeM
codtaepa iThenticate. Codreep je mpujaBuo oko 15% npexnanama TeKcTa AUCEPTALUje C TEKCTOM paja:

K. Ago, B. Basi¢, On highly palindromic words: The ternary case, Discrete Appl. Math., doi: 10.1016/j.dam.2020.04.006

(mTo je oueknBaHo, Oyayhu Ja je OBO KaHTUAATKHUEHMH KOAyTOPCKU paj HAa OCHOBY KOT je CTEKJa yCIIOBE
3a mpejiajy IucepTaiuje), JOK je 3a CBe ocTale H3BOpe MpeKianame Mame o1 1%.




Vi

CIIUCAK HAYYHHUX U CTPYUYHHUX PA/IOBA KOJH CY OBJAB/BEHU NN ITPUXBAREHU 3A
OBJAB/BUBAILE HA OCHOBY PE3VYJITATA UCTPAKUBAIBA Y OKBUPY PAJIA HA TOKTOPCKOJ

JUCEPTAIININ

(M22) K. Ago, B. Basi¢, On highly palindromic words: The ternary case, Discrete Appl. Math., doi:
10.1016/j.dam.2020.04.006.

(M34) K. Ago, B. Basi¢, S. Hacko, D. Mitrovi¢, On generalized highly potential words, The 90th Workshop
on General Algebra, Novi Sad, 2015.

Vil

3AK/bYUYIIN OJHOCHO PE3YJITATHU HCTPAJKUBAIBA

[uss fena UCTpaXkuBama Koje je y Be3H ¢ MaTuHIPOMCKUAM Ie()EKTOM U CPOIHUM KOHLENTHMA OHO je
Jna ce mpoHalje HOBa Kiaca peyd Koje Cy YjeIHO amnepHoIMYHe, YHjU je CKyN (hakTopa 3aTBOPEH 3a
MPEeoKpeTarme, 1 KOje MMajy KOHauaH MO3UTHUBAH Je(PEKT — a CBE ¢ HCjoM Jaa ce 0)OpMH jOIII U3JAIIHIja
sanuxa (y mopeljery ¢ BHCOKOTOTCHIIMjaIHUM pedrMa, Koje Cy ce MoKasale Kao BPJIO KOPHUCHE 3a Ty
CBpXy) mpuMepa M KOHTpampumepa 3a pasHe mpobieme o peunma. OBaj Wb je BPIO YCIEIIHO
peanuzoBaH, Oyayhn na KOHCTpyHcaHa Kjaca He caMo IITO Hajorpalyje Kiiacy BHCOKOIOTEHIIMjaTHHX
peun, Hero oOjequibyje BUIIE pa3HUX PEYM KOje Cy C€ MOjaBJbHBajle y JIMTEPATypH y PasHE CBpXE
(opUrHHAJIHO KOHCTpYHCAHE HE3aBHCHO jelHE OJ APYrux), Melhy KojuMa uMa U pedd Koje Cy OpPUTHHAITHO
KOHCTPYHCaHE y BE3M C HEKMM MHTambuMa Koja ce Tuuy peud jaedekra 0 (mpu vemy je y Te3u jaaTa
KapakTepH3alyja yoIITeHAX BUCOKOMIOTEHITHN]alTHIX pedr Koje nMajy aedexrt 0).

VY Besu ca MII-pazmepoM U CPOJHUM KOHIENITHMA, TOKA3aHo je Ja OuHapHOCT ajdadera HUje KIbydaH
ycioB 3a n00py aedunucanoct MII-pasmepe, Tj. mokazano je aa ce MII-pasmepa (Tj. BEH OYHIIICIHO
MPUPOJIAH aHAJIOTOH) MOXKE JeUHHCATH U Yy Cly4ajy TepHapHOr andadera, Te je mpoHaheHO HajOooIBe
ropme orpannueme MII-pasmepe y ToM ciyuajy (u3Hocu 6). 3a mutame ao0pe nedunucanoctu MII-
pa3Mepe y HEOMHAPHOM CITy4ajy, HAKOH IITO j€ MOCTABJbEHO Y JIUTEPATyPH, 10 cajaa HUje OMI0 HUKAKBOT
MOMaKa, IITO CBEI0YH O TSKHUHH U 3HA4Ya]y UCTPaKHBarba U3 OBOT JIeNa Te3e.

VIl

OIIEHA HAYMHA ITPUKA3A U TYMAYEIA PE3YJITATA UCTPAKKUBAIbBA

PesynraTn u BUXOBM JOKa3W BeOMa Cy jaCHO M IIperiieqHO NpukasaHu. Besa m3mely pesynrara u3
JMcepTalije W pe3ysTara HCTpakMBama JPYrHMX ayTopa W3 OBE TeMaTHKe Takohe je BeoMa jacHO
yCIIOCTaBJbEHA.




IX

KOHAYHA OLHEHA JOKTOPCKE JUCEPTALIMJE:

1.

[a nu je nucepTranyja HamcaHa y CKJIaay ca o0pasiiokemheM HaBeICHHM Y TPHjaBU TeMe

Jucepranyja je y NIOTIYHOCTH HAIMUCAaHA Y CKJIAy C 00pa3iokKemheM HABEICHUM y TIPHjaBU
TeMe.

Ja m nucepTanija caapku cBe ONTHE eleMeHTe

Hucepranuja cagpxu cBe OWTHE eixeMeHTe. PaHWju pe3yiTaTH HEONXOIHH 3a AaJbU TOK
HCTpaKMBarba IPYIICAHU Cy Y PBOM IIOIJIaBJbY, a HAapeIHa IIOrJIaBjba Cagp)ke y MOTIYHOCTH
opurnHanmHe pe3ynarare. Bemmka sehmna OuOnmmorpadckux jeauHWIAa 00jaBJbeHA j€ TOKOM
HOCTEIBUX JIeCeTak TOJMHA, IITO CBEJOYM O TOME Ja je KaHIUOAaTKHIa NoOpo yIo3HaTa c
pa3MaTpaHoM npoOJIeMaTHKOM 1 100po yryheHa y ibeHe caBpeMeHe TOKOBE.

[o yemy je nucepTanja OpUrHHAIAH JOIPHHOC HAYIIH

Pesynaratn nucepranmje mpykajy ©0ojbM  YBUI Yy MHOTe I[IOjMOBE IIOBE3aHE ca
PEBEP3HOMHBAPUjaHTHUM MepaMa CJI0KEHOCTH PeyH, C IIOCEOHNM aKIIEHTOM Ha MaIMHIPOMCKH
nedexr u MII-pa3mepy.

KoHCTpyKIIMjOM KJlace yONIITEeHUX BUCOKOIIOTEHIMjaTHUX PEYH, Y3 UMEECHUILY J1a Ta Kiaca
oOyxBaTa pasHe nocaj 3aceOHO KOHCTpyHCaHe pedd, oQOpMIBCH je YHH(UIMpaH OKBHD 3a
pa3He rpaHe HCTpaXUBamka y NOMEHY OBE TeMaTuke. Bemuku cy m3riienu a OM yoOIIITeHe
BUCOKOIIOTCHIMjAJIHE pe4yn y OyayhHOCTH Moriie 3ay3eTH 3HaudajHy MHO3ULHUjY Yy CKIOIMY
UCTpaKHMBamba pasHUX mpodiieMa Yy BE3M Ca NaJHHIPOMCKHM JAe(pEKTOM H CPOIHHM
KOHIICNITUMA.

Jlokas na 6unapHocT andabeTa HUje KJbydaH YCIIOB 3a 100py nedunucanoct MII-pa3mepe,
1j. na ce MII-pa3mepa Moxe AeHHUCATH U Y Cily4yajy TepHapHOr andabdeTa, mpeacTaBiba NPBU
MpOTpec y JUTEPaTypH 110 OBOM IUTamy, HA KOM HHUje OMII0 HUKaKBOT HAalPeTKa OTKaKO je IPBU
NyT TOCTaB/beHO (Tpe BHIIE O JeceT roauHa). Harmacumo jomi, y 3akibydKy Te3e
KaHMIaTKHba HAIOMHIbE J1a je UCTPAKHMBAE 3all04YeTO y OKBHPY T€3€ HACTABJHEHO M HAKOH
KOMIUIETHPama TIaBHOT TEKCTa Te3e, U HABOJM /12 je, Kao Pe3yJTaT TOT JaJbel HCTPAKHBAbA, Y
KOayTOPCTBY NOKas3ana no0py aedpunucanoct MII-pasmepe y ciydajy andabera mpou3BOJbHE
kapauHanHoctu. OBo nojaTHO yBehaBa BpeJHOCT UCTpaxkuBama oOyxBaheHor y Tesu, Oynyhn
Jla ce caja MOXXe KOHCTATOBAaTH Ja je TO HMCTPaKHUBAaKE NPEICTAaBJhANI0 3Ha4YajaH KOpakK Ka
pe3yaTaTy KOjH je O CYLITUHCKE BAKHOCTH 32 Jjajba UCTPAKHBakha Y IOMCHY OBE TEMaTHKeE.

O OpUrHHAHOCTH pe3yiTaTa U3 JUcepTalHje CBEJ0OYH U pa] KaHAUIATKUibe puxBalicH 3a
oOjaBypuBame y dacommcy ca ISl mmcre kareropmje M22, Te m3narame KaHIUIATKUEC Ha
meljyrapoanoj korpepentmju The 90th Workshop on General Algebra (AAA9Q), kateropuje
M34, xao u jour aBa paga ¢ pe3yaTaTuMa K3 AUCEPTAIlfje TPEHYTHO MO PEIEH3UjOM, O] TOTa
jenaH y 3aBpiHoj ¢asu.

4,

Henocraiu qucepranyje ¥ lUXOB YTHIIA] HA PE3YJITaT HCTPAKUBAHA

Jucepranuja HeMa HeJOCTaTaKa.




X  OPEJJIOT:

Ha ocHOBY yKyITlHE OIICHE AMCEpTAaIlH]je, KOMHCH]a MPEIaxe:

- n1a ce gokrtopcka maucepranuja On some reversal-invariant complexity measures of multiary
words (O HekHMM peBEp3HOMHBAPHjAHTHHUM MepaMa CJIO0KEHOCTH BHIIEAPHUX pPevH)
npuxBaty, a kKanauaatkumsu Kpueruaun Aro Basor ono6pu ogbpaHa.

INOTIIMCHU YIIAHOBA KOMUCUJE

Jp Weuna bommak,
BaHp. npod. [IMD-a,
MIPEJCeTHIK KOMHUCH]E

Ip Bopuc Illo6oT,
BaHp. 1pod. [IMD-a,
YIIaH KOMHUCH]E

Hp Mapko PanoBanosuh,
JoneHT Maremaruukor ¢akynrera y beorpany,
YJIaH KOMHUCH]e

p bojan bamuh,
BaHp. ipod. [IMD-a,
MEHTOP



