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Tridesetih godina ovoga veka postavl jene su osnove
teorije sluZajnih C(stohasti&kihd procesa, koja je danas
osnovni pravac istraZivanja u teoriji verovatnode. Ova teori ja
Je lep primer organske sinteze matemati®kog i prirodno-nauZnog
naZina mi¥l jenja, kada matematiZar uspeva da ude u fizi&ku
su¥tinu krupnog nauZnog problema 1 za njega pronade
odgovarajudi matemati&ki model.

Ideju za teoriju sluZajnih procesa dao je prvi J. H.
Poincaré, a prve konture se mogu nadi u radovima L.
Bachellier-a, Foller-a, M. Plank-a. Medutim, konstrukecija
matemati ki kompletnih osnova teori je sluXajnih procesa
povezana je sa imenima A. H. Kommoropoe-a i A. f. XuH4YMH-a.

Jedan od najtipi¥nijih i najranijih primera sluZajnog
procesa Jje proces Braunovog kretanja, gde je putanja koju
opisuje Braunova ¢&Zestica potopljena u teZnost sluZajna
funkci ja vremena. Prvo obja%njenje Braunovog kretanja dao je
A. Einstein 1905. godine. Konciznu, matematiZku definiciju
Braunovog sluXajnog procesa dac je N. Wiener 1918. godine.

Medutim, postoje sluXajni procesi koji se ne mogu opisati
pojmovima klasi®ne matematiZke analize. Takav je primer izvod
procesa Braunovog kretanja. Ovaj proces se moZe interpretirati
kao rezultat merenja, pomodu nekog aparata, brzine kretanja
Braunove &estice bez inercije. Takode, sluZajni proces sa
konstantnom spektralnom gustinom, "beli §um": nije sluZajni
proces u klasi¥nom smislu, ali se Zesto pojavl juje i koristi.

Opisivanje ovakvih fizi&kin problema zahtevao je



komplikovani ji i moderniji matematiZki aparat nego &to je to
klasi¥na matematiZka analiza. Ovo je omogudeno stvaranjem
teori je uop%tenih funkcija.

Istorijski posmatrano, teorija uopitenih funkcija je i
nastala u %elji da se matematiZkim modelima raznih procesa,
koji nisu bili matematiZki jasno zasnovani, nade pravilan
matemati®ki pristup 1 omogude matematilZka re¥enja koja <dce
imati i prirodan smisao. Koncepcija funkci je 1 operacije sa
funkci jama u klasiZnoj analizi, zbog izraZene uskosti, nije
uvek omogudavala adekvatno nalaZenje tih model a.

Nedostaci klasiXne analize imali su za posledicu vi&e
generalizacija kbncepcije funkcije i operacija sa funkcijama.
U monografiji "Théorie des distribution I, II", C1950-51> L.
Schwartz je prvi objavio sistematizovanu teoriju jedne klase
uop®tenih funkcija - distribuci ja. Sigurno je da su rezultati
teori je vektorsko topolofkih prostora koji su se tada javili
omoguéili L. Schwartz-u izgradnju njegove teori je.

Naziv distribucija se koristi za elemente Schwartz-ovog
prostora D' 1ili nekog podprosteora od 2°, a ako se posmatraju
neprekidne linearne funkcionale nad proizvol jinim prostorom
osnovnih funkci ja koristi se naziv uopZtenih funkcija.

Teori ja distribucija, i %ire, teorija uopitenih funkcija
predstavl ja matematiZki aparat za razne oblasti matematiZke
fizike, teoriju pseudodiferenci jalnih i Furijeovih operatora.

U knjigama I. M. Gel’fand-a i saradnika [4,5,6,7,8] dat
je originalan i sveobuhvatan na&in razvi janja teorije distri-
buci ja i njihove primene.

Ubrzo posle rada L. Schwartz—-a na teoriji distribuci ja
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[39], K. Ito, [18] i1 I. M. Gel'fand (8] su nezavisno uveli

koncept uopXtenih sluZajnih procesa. K. Ito ih je nazvao
sluZajne distribuci je. Njihove definicije su =zasnovane na
radovima L. Schwartz-a a uopXtene sluZajne procese su

prouZavali prvenstveno sa stanovi&ta korelacione analize
stacionarnih sluZajnih procesa.

Takode, I. M. Gel’'fand je prouZavaco Gausove uopitene
sluZajne procese.

U principu, uop&teni sluXajni proces se definife kao
neprekidno linearno preslikavanje vektorsko topol o8kog
prostora test funkcija u vektorsko topoloXki prostor sluZajnih
promenl jivih. Prema tome, kao &to Jje prikazano u
[48, Appendix], postoje razliZite klase uopftenih sluZajnih
procesa, zavisno od izbora prostora test funkcija i izbora
prostora sluXajnih promenl jivih.

Problematikom uopZftenih sluZajnih procesa bavili su se
K. Urbanik [46] i T. Hida. T. Hida [13,14] Jje ispitivao
speci jalan sluZaj Gausovog uop¥tenog sluZajnog procesa,
takozvani proces Braunovog kretanja.

Medutim, ne%to druga&ije su definisali uopXteni sluZajni
proces u svojim radovima C. Chaning [1], M. Ullrich [44,48],
C. H. Swartz i D. E. Myers ([42], L. J. Kitchens, [21,22],
O. Han& [12]. Sleded¢i njihove radove, u disertaciji su
prouXavani uopXteni sluXajni procesi na prostorima 4, Exp«,
2™ (o), c[0,1]1. L*(@®R™M.

U Glavi I su navedeni osnovni pojmovi, definicije 1
tvrdenja iz teorije verovatnode i sluéajnih'procesa, koji se

koriste u radu. Takode, date su osnovne osobine Gausovske
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[39], K. Ito, [18] i I. M. Gel’'fand [89] su nezavisno uveli

koncept uopXtenih sluZajnih procesa. K. Ito ih je nazvao
sluajne distribucije. Njihove definicije su zasnovane na
radovima = Schwartz-a a uopitene sluZajne procese su

prouZavali prvenstveno sa stanovi&ta korelacione analize
stacionarnih sluZajnih procesa.

Takode, I. M. Gel’fand je prouZavao Gausove uopitene
sluZajne procese.

U principu, uop&teni sluXajni proces se defini%e kao
neprekidno linearno preslikavanje vektorsko topol o¥kog
prostora test funkcija u vektorsko topoloXfki prostor sluZajnih
promenl jivih. Prema tome, kao &to Jje prikazano u
[48, Appendix], postoje razliZite klase uopftenih sluZajnih
procesa, zavisno od izbora prostora test funkcija i izbora
prostora sluXajnih promenl jivih.

Problematikom uopX%tenih sluZXajnih procesa bavili su se
K. Urbandk [46lduie Tau Hidas o@erHidas (83,143 e ispitivac
speci jalan sluZaj Gausovog uop&tencg sluZa jnog procesa,
takozvani proces Braunovog kretanja.

Medutim, ne%to drugaZije su definisali uopiteni sluZajni
proces u svojim radovima C. Chaning [11, M. Ullrich [44,45],
C. H. Swartz i D. E. Myers [42], L. J. Kitchens, [21,22],
O. Han& ([12]. Slededi njihove radove, u disertaciji su
prouZavani uopXteni sluZajni procesi na prostorima &, Exp#,
222 .€0),+C[ 058 Fs: LLCGR™).

U Glavi I su navedeni osnovni pojmovi, definicije 1
tvrdenja iz teorije verovatnode i sluéajnih'procesa, koji se

koriste u radu. Takode, date su osnovne osobine Gausovske
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familije sluZajnih promenl jivih, koje se koriste u Glavi V.
U Glavi II dati su osnovni pojmovi definici je i tvrdenja
iz teorije distribucija 1 uopXtenih funkcja. Detal jno su

( Mp)>

prikazani prostori &, &', Exp#, Exp#’', D g g

(O):1 D @y, 1
date njihove karakterizaci je.

U Glavi III data je definicija uopStenog sluajnog
procesa. Date su reprezentaci je uopX%tencg sluZajnog procesa na

prostorima &, Exp#, o' MP?

(0). Takode, date su reprezentaci je
za matematiZko oZekivanje uop&tenog sluZajnog procesa.
Materi jal za taZke 3.2. i 3.3. uzet je iz [29]. Materi jal =za
taZke 3.4. uzet je iz [28].

U Glavi IV ispituju se osobine niza uop#tenih sluZajnih
procesa koji konvergira skoro sigurno, srednje kvadratno i u
verovatnodi. Dati su potrebni i dovel jni uslovi za navedene
konvergenci je niza uop&%tenih sluZajnih procesa. Materijal za
ovu glavu uzet je iz [30,311].

U CGlavi V date su reprezentacije Gausovog uop%tenog
sluZajnog procesa na prostorima C[O,1] i lf(Rn). Takode je
data ekstenzija Gausovog uopitencog sluXajnog procesa na
Hilbertovom prostoru. Materijal iz ove glave je prvi put
izloZen.

Literatura kori%dena u ovom radu navedena je na kraju i
€ini je 48 bibliografskih jedinica.

Profesorima Olgi Had®i¢ i Zoranu Ivkovidcu zahval jujem se
na pomod¢i pri izradi ove teze.

Mentor ovog rada je profesor Stevan Pilipgvié.

Zahval jujem se profesoru Stevanu Pilipovidu na velikoj

podr&ci i1 pomod¢i tokom izrade ove teze.
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Zahval jujem se SIZ-u za nauXni rad SAP Vojvodine koji
Je finansirao izradu ove teze.
U Novom Sadu,

19. 12. 1988.



GLAVA 1

1.1. PROSTOR VEROVATNOCA, SLUCAJNE PROMENLJIVE I

MATEMATICKO OCEKI VANJE

Osnovni pojam teorije verovatnode je pojam prostora

verovatnode. Kao prvo posmatra se neprazan skup Q={w,, i € I},
I je skup indeksa. Elementi skupa 2 nazivaju se elementarnt
dogadaji. Dalje, posmatra se familija podskupova od Q koja
treba da je zatvorena u odnosu na operacije unije, preseka i

komplementa. U vezi s tim imamo slededu definici ju

Definicija 1.1.1. Neka je Q neprazan skup. Familija &
podskupova od Q naziva se o - algebra ako
1> Q e 7,

2) ako A € ¥, tada A< € 7,

o
3 ake A, € F n=1,2,... , tada UA, €7F

1L=1

Definicija 1.1.2. Neka je ¥ o - algebra na skupu Q. Ureden

par (Q,%) naziva se merljiv prostor.

Na o - algebri ¥ podskupova od Q definife se prebrojivo-

—aditivna funkcija P na slededi naZin.

Definicija 1.1.3. Neka je (Q,%) merljiv prostor. Funkecija
P: # » R je verovatnoéa na ¥ ako je zadovoljgno

1> P(Q)

]
Y

2> P(A)

1%
o
>
)
KX



3 za svaki niz A ,A,,...€ F, A N A; =9, za 1i=j vaZi

e o} e 0]
PC U A, ) = £ P(A,).
n=1 n=1

Sada mo¥emo formulisati sistem aksioma Kolmogorova, koji

le¥*i u osnovi pojma prostora verovatnoda

Definicija 1.1. 4. Uredena trojka (Q,%,P) gde je

1D Q skup elemenata w,

2) ¥ o - algebra podskupova od Q,

3) P verovatnoda na ¥,

naziva se verovatnosni model ili prostor verovatnoca. Pri tome

se O naziva prostor elementarnih dogadaja, skupovi A iz F

nazivaju se dogadaji, a P(A) se naziva verovatnoda dogadaja A.

Iz date definicije se vidi da se aksiomatika teorije
verovatnode suXtinski oslanja na aparat teorije skupova i
teori je mere. Jasno Jje da Jje wu proizvoljnom prostoru
verovatnocde (Q,%,P) funkcija P u stvari mera na merl jivom
prostoru (Q,¥%) koja zadovoljava dopunski uslov, da je mera
celog prostora Q jednaka jedinici, tj. P()=1 ¢&Zesto se P
naziva i verovatnosna mera. Zbog toga teorija verovatnode
*esto koristi terminologi ju teorije mere, na primer, umesto
termina “dogadaj" i ‘'skoro sigurno' ponekad se koriste termini

“merl jiv skup' i "skoro svuda".

Definicija 1.1.5. Prostor verovetnoda «Q,¥,P) je kompletan
Cili, P je kompletna verovatnosna mera na FD> ako

iz Ae¥ i PMA)=0 i BcA sledi Be¥



Postoji pojam, veoma vaZan u teoriji verovatnode koji

nema va2nu ulogu u teoriji mere - to je pojam nezavisnosti
dogadaja.
Definicija 1.1.6. Neka je (Q,%,P) prostor verovatnoda.
Dogadaji u famili ji {Ba. a € A} su nezavisni ako za
proizveol jan, konaZan izbor indeksa o4 ,05,...,0, € A vaZi

n n

FEQR B = ISECEY

k=1 Sk k=g %
Definicija 1.1.7. {3‘0. o € A} je familija nezavisnih
o - algebri ako su za svaki izbor Ba <= ;‘7’0(. o € A dogadaji u
famili ji {Ba. o € A} nezavisni.
Definicija 1.1.8. Neka Jje (Q,%,P) prostor verovatnoda.

Funkcija X: © » R (C) za koju va%i X '(B) € ¥ za svaki
Be 2 (¢) naziva se realna Ckompleksnad slutajna promenljiva
na (Q,F,P).

SluXajne promenljive X i Y su ekvivalentne ako je
P{w : X(w) = Y()} = 1. Ovo piZemo jo¥ i X = Y s.i. (Cskoro

izvesnod.

Definicija 1.1.86. Neka je (Q,#%,P) prostor verovatnoda 1
X: 0 » R (Ch). Ka¥emo da je X n-dimenzionalni Ckompleksnid

sluX¥ajni vektor Cili, krace, slufajnt wvektord na Q ako Jje

X *(B) € ¥ za svako B € 8" (€").

Definicija 1.1.10. Neka je X kompleksna sluXajna promenl jiva

na prostoru verovatnode «Q,#%,P). Ako je X integrabilna po meri



P, kaZemo za X postoji matematiZko oZekivanje i veliZina

EC(X) = [ X(w) dP(w)
Q

naziva se matematidko olekivanje sluZajne promenl jive X.

Definicija 1.1.11. Neka je X kompleksna sluZajna promenjiva
na (Q,%,P). Ako je funkcija ‘X|n integrabilna po meri P, tada
se E([th) naziva momenat n-tog reda. Specijalno, kada X ima
drugi momenat , veli&ina D(X) = EC|X - E(X)lz) naziva se

disperzi ja od X.

OznaZimo sa LZ(Q.f,P) prostor sluZajnih promenljivih sa
kona¥nim drugim momentom. LZ(Q.33P) je Hilbertov prostor sa
skalarnim proizvodom (X,Y> = E(XY), 4i normom [X| = E (|X|2)

Neka je (Q,%,P) prostor verovatnoda, U proizvol jna
o - podalgebra i X sluZajne promenljiva na (Q,¥%,P) sa konaZnim

matemati&kim oZekivanjem.

Definicija 1.1.12. Uslovno matematiZko ofekivanje slulajne
promenl jive X u odnosu na o - algebru U, je sluZajna

promenl jiva E(X‘u) na (Q,%,P), koja Jje merljiva u odnosu na

o - algebru % i za proizvol jan B € U vaZi
J E(x|wdP(w) = J XdP(w), B e ¥ 4041 . 1D
B B

Svaka druga sluZajna promenljiva, Y, merl jiva u odnosu na
U za koju va%i (1.1.1) je ekvivalentna sa EX |-
Nave&dcemo neke od osobina usl ovnog matematiZkog

oZekivanja



1> Ako je P{w: X(w) 2 O} = 1 tada je P{w: E(X|W(w) 2 O} = 1

2> Ako Je X merl jiva u odnosu na ¢ - algebru %, tada su EI(X|‘LO

i X ekvivalentne
3 E [E(X[‘U)] = E(X).

4> Ako su F(x) i U nezavisne o - algebre, tada je E(X|W) = EX.

Neka je data familija {Xa. o € A} slugajnih promenl jivih

na prostoru verovatnode (Q,¥%,P). OznaZimo, za svako o € A, sa

?(Xa) najmanju o - algebru u odnosu na koju je Xa merl jiva
funkci ja.

Definicija 1.1.13. Neka je {Xa. a € A} famili ja sluZajnih
promenl jivih na prostoru verovatnode (,%,P), b neka je
{3‘()(0), o € Ay familija odgovarajudih o - algebri. Ako je

{&"(Xa). o € A} familija nezavisnih o - algebri, kaZemo da je

{Xa’ o € A} famili ja nezavisnih sluZajnih promenl jivih.

1.2. RASPODELA VEROVATNOCA

Ako je X(w), w € Q, realna sluXajna promenljiva, defini-
sana na prostoru verovatnoda (Q,%,P) moZemo odrediti verovat-
nocu dogadaja da vrednost X pripadne datom intervalu realnih
brojeva. Uop%te, moZemo posmatrati X kao preslikavanje Q u R i

definisati verovatnosnu meru & na merl jivom prostoru (R, 2).

Definicija 1.2.1. Neka je X realna sluZajna promenljiva na
€, PY. Raspodela werovatnoce sluZajne promenl jive X je
verovatnosna mera & na merljivom prostoru (R, &), takva da je

za svako B € B



3(B) = P {X '(B)} = P{X e B}.

Definici ja 1.2.2. Funkci ja raspodele real ne sluZajne

promenl jive X na (Q,¥,P) je funkcija F(x), x € R, takva da je

F(x) = & ((—0,%x)) = P{X < x}.

Funkci ja raspodele F realne sluXajne promenljive X ima
slededa svojstva
1> F je neprekidna sa leve strane,
2> F je monotono neopadajuda

3 lim F(x)=1,  lim F(x)=0.

N =00 X ->00

Definicija 1.2. 3. Neka realna sluZajna promenl jiva na (Q,%F,P)
i neka je F njena funkci ja raspodele. KaZemo da je X apsolutnro
neprekidna C(ili, krade, neprekidnad sluZajna promenl jiva ako

postoji Borelova funkcija f: R+ R takva da je

1 L) .= O, x € [R
x
2> F(x) = j £Et)dts; x € R.
-
Definicija 1.2. 4. Karakteristidna funkct ja (), t € R,

realne sluXajne promenljive X na (Q,F,P) sa raspodelom

verovatnoca & i funkci jom raspodele F je

t x

p(L) = B ) = [ &' aFGo = [ et t* B(dx).
R

R

Karakteristi®na funkcija realne sluZajne promenljive X

ima slededa svojstva



1> p(0)=1;

2) ¢ Jje uniformno neprekidna;

s za proizvoljne tiakss .. sbie R o1l o4, .o, € C

T oyoy e(t; - ) = 0.

J. k
Teorema 1.2.1. (S. Bohner). Ako je @o: R » <€ proizvel jna
funkci ja koja =zadovol java uslove 1> - 3>, tada postoji

jedinstvena verovatnosna mera & na (R,28) takva da je

o) = [ e *a(a0).
R

Definicija 1.2.5. Raspodela wverovatnoda n-dimenzionalnog
sluXajnog vektora R=(X,.X,.,...,X,) na (Q,F.P) je
n
$(B)=P{X € B} = P( n {Xi = B . VB = B, x B, x...x B, € 8.
k=1

Definici ja 1.2.6. Funkcija raspodele realnog n-dimenzionalnog

slu¥ajnog vektora X=(X,.,X,,...X,) na (,¥F,P) je funkcija
Bt » 265 snprsvaidls Dacts ((~0,% ) % (-oOsx) X ... X (0, %)) =

= PC N X < %P> (g v---2%y) € R,
k=1

Definicija 1.2.7. n - dimenzionalni sludajnt vektor
R=(X4,...,%X,) na (Q,F,P) sa funkcijom raspodele F je apsolutno
neprekidnog tipa ako postoji nenegativna integrabilna funkci ja

f: R"» R, koja se zove gustina raspodele, takva da za svaki

LA PR N e R" vazi
RATRXS 2D
F‘(x‘.xz.....x“)=f II L0 356 5ok 5 s 2eaAC NN, Tl i
- - -



n

Definicija 1.2.8. KarakteristiZna funkecija e(t), t € R

n—dimenzional ne sluZajne promenl jive R na «Q,¥,P) sa
raspodelom verovatnoda & i funkci jom raspodele F je
it R
(L) = EE ") = [ eV are = [ et aax.
Rr" Rr"

gde je (-, ) skalarni proizved u R".
1.3. SLUCAJNI PROCESI I NJIHOVE RASPODELE

Definicija 1.3.1. Neka je T ureden skup. Familija realnih
sluZajnih promenljivih X = {X(t,w): t € T, w € QF na (Q,%F,.P)

se naziva sluéajni proces.

Za fiksirano w € Q imamo funkciju X(w, ) argumenta t e T
koja se naziva trajektorija sluXajnog procesa. Za fiksirano
t €T, X(-,t) je realna sluXajna promenl jiva.

Posmatrajudi { X(t,w): t € T, w € O } kao beskona&no
dimenziocnalni sluXajni vektor, sa vrednostima u PT. mogude je

definisati njegovu raspodelu. Podskup R" oblika

A= {X e€R: (X (ty)r XCtpde. .., X(t.)) € B.}, C1.4.1)

gde je B, Borelov skup u R", naziva se cilindriént podskup. Za

fiksirane t ,t,,...,t, klasa svih cilindri&nih podskupova
dobi jenih kad B, prolazi kroz R ocbrazuje o - algebru, koju
cemo ozna&iti sa B(t,,....,t_ ). Za proizvoljan skup oblika

C1.4.1) defini%emo
& ¢, ..., (A = PCAXCL ), X(t2d,. .. X(t D)) € B,
n

0y
koja je mera na merljivom prostoru (R, B(t,,....t ).



Menjajudi izbor konaZXnog podskupa {t,.t,,...,t. .} < T, dobijamo

klasu & = {& , . .., } takvih mera, i ta klasa zadovoljava
1 =z n
slededi uslov saglasnosti: ako cilindriZ&ni podskup A iz

C1.4.1> predstavimo na drugi naZin, na primer

A={X e R : (X(s,)» X(S32)s--., X(s,)) € B},

tada je zadovol jeno

B 0, .., B =2, o s (A
n

1 2 n

OznaZimo sa ur algebru podskupova od RT. koja se sastoji
iz svih cilindri®nih skupova. MoZemo zadati konaZno-aditivnu
meru & na (RT.HT). takvu da se restrikcija od g na BCLy - e n)
poklapa sa §t1’Lz""'t . OznaZimo sa 2" najmanju o - algebru

n
koja sadrZi %" i nazovimo elemente 2" Borelovi skupova u RT.
Sl ededa teorema poznata je kao teorema Kol mogorova e}
produZenju mere.
Teorema 1.3.1. Gore definisana konaZno aditivna mera % na

(RT.UT) mo?e se jedinstveno produZiti do verovatnosne mere 3

na (RT.$T).

Definicija 1.3.2. Mera & dobi jena u Teoremi 1.4.1. naziva se

raspodela sluajnog procesa Xt,w), t €T, w e Q}.

Obratno, za proizvol jnu verovatnosnu meru & na (RT,ﬁT).
postoji sluZajni proces %ija je raspodela &. Neka je Q = RT. i
neka su elementi od Q, X = ((t): t € T). Dalje, neka je F=2",
P=2. Tada jednakost X(t,.x) = x(t). t € T, X € Q, definife

sluXajni proces &ija jJe raspodela 2.



Definicija 1.3.3. Neka je X= {x(-,t), t € T} sluXajni proces.

Kazademo da je 2R neprekidan ako je za skoro svake w € Q,

X(w, ) neprekidna funkcija na T.

1.4. KONVERGENCIJE NIZA SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

Neka su X,X,.,X,... sluXajne promenljive na prostoru

verovatnoda (Q,F,P).

Definicija 1.4.1. Niz sluZajnih promenljivih X, ,Xz.,...
konvergira wu wverovatnoéi ka sluZajnoj promenljivoj X, (&to

cbeleZavamo sa X, X, X), ako za proizvol jno £ > O

P{|X, — X| > & » O, n > oo.
Definicija 1.4.2. Niz sluZajnih promenljivih X, ,X,,...
konvergira skoro sigurno ka sluZajnoj promenljivoj X,

(X, == X), ako

P{w: X (@) » X(w), n » oo} = 1.

Definici ja 1.4.3. Niz sluZajnih promenl jivih XeoXas..o
konvergira u srednjem reda p, O < p < o, ka sluajnoj promen-
ljtvoj X, X.-E+ X), ake

E|X, - X|?» 0, n 2+ o
Definicija 1.4.4. Niz sluZajnih promenljivih X,.X;,...

konvergira u raspodelti ka sluZajnoj promenl jivoj X, (Xn—f—» X

ako za proizvol jnu ograniZenu, neprekidnu funkci ju f

Ef(X,) » Ef(X). n 4+ oo.
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Medu navedenim vrstama konvergencije niza sluZajnih

promenl jivih vaZe slededi odnosi:

ad Konvergencija skoro sigurno = konvergencija u verovatnodi
= konvergenci ja u raspodeli.

bd> Konvergencija u srednjem reda p = konvergencija u srednjem
reda q, ako p > g 2 1 = postoji podniz koji konvergira
skoro sigurno.

¢) Keonvergencija u srednjem reda p 2 1 = konvergencija u
verovatnoéi = konvergencija u raspodeli.

d> Konvergenci ja u verovatnodi = postoji podniz koji

konvergira skoro sigurno.

1.5. GAUSOVSKA FAMILIJA

1.5.1. Realna Gausovska familija

Definicija 1.5.1. Realna sluXajna promenl jiva X, definisana
na nekom prostoru verovatnode naziva se Gausova, 1ili ima
Gausovu, odnosno normalnu raspodelu, &to krade pi&emo

X: #(m,o?), ako njena funkcija raspodele ima oblik:

F(x) = (Enoz)_’/zf exp[— S-Z:E—)—i]dy, x € R,
202

-
gde sum € R, o2 2 O, konstante. Imamo da je m=E(X), o2=D{(x).
Karakteristi&na funkcija za X je

cp(t)=exp[imt-jé—t202]. t € R.

Poseban sluXaj normalne raspodele se dobi ja za o02=0,

odnosno kada je karakteristiZna funkci ja

11



L) =e''™,  t eR

U ovom sluZaju je X=m skoro sigurno i ka%emo da X ima

degenerisanu normalnu raspodel u.

Pefinicijaw1o8.2% Familija X = {X u € U}, U=O realnih

u:
sluZajnih promenl jivih se naziva realna Gausovska familija ako
Za proizvol jne - R e i U, ,Uz,...u, € U, n € N,

n

sluZajna promenl jiva

ima Gausovu raspodel u.

U ovom paragrafu razmatradcemo osobine samo real ne
Gausovske famili je.

Proizvol jna podfamili ja Gausovske famili je Je opet
Gausovska famili ja. Speci jalno, svaka kona&na podfamili‘ja

{X 1 = j = n}, Gausovske familije X ima n-dimenzionalnu

j*

Gausovu raspodelu sa funkci jom gustine

£G)= (@m) "7F V|2 [ - ;: Ce-m)V' Y (x-m) ], x € R",
gde je m= (my,mp,...m.), my= EX;), 1 = j = n, V= [V;,;]
pozitivno definitna matrica &exjd su elementi
N o 4
Vi = BT OGiam: e (X sma e SIS ki S onil ape|Vi|sEaaV su

determinanta 1 inverzna matrica za matricu V respektiwvno,
(x-m)* oznaZava vektor kolonu transponovan vektoru wvrsti
(x-m).

Karakteristi&na funkcija n—dimenzionalné Gausove raspo-

dele ima oblik

n

o(t)= exp [i(m.t) - ;— (Vt.1)], t e R",

ia



gde je (-, ) skalarni proizvod u Rr".

Neka je X= {X,: u € U} Gausovska familija. Za tu famili ju
i mamo
ad vektor oZekivanja m = E(X_,), u € U,

b> kovariacionu matricu V, = E [ (X -m,) (Xo=m Y u,vie

Kovariaciona matrica je pozitivno definitna, to jest, za sve
n >1, i za proizvol jne kompleksne brojeve o4 ,a;,...,08, € (B |
parametre u, ,Uz,...,U, € U imamo.
n o
o oy Vuj,uk = O.
Joaulc=d
Teorema 1.5.1. Za zadate (m,, u € U) i realnu, pozitiwvno

definitnu V= (V u,v € U) uvek postoji Gausovska familija

u, V:
R= {X,: u € U}, ¢<&iji se vektor oXekivanja 1 kovariaciona
matrica poklapa sa (m,) 1 V=(Vu'v) respektivno. Ako postoji
druga familija X', koja ima ta svojstva, tada X i X' imaju
istu raspodelu.

Dokaz je dat u [13].

Neka je U konaZan skup, na primer, U= {1.2,...,n}. Ako su
Gausovske sluXajne promenljive X;, 1 < j £ n, nezavisne, tada
je familija R={X;:1 = j £ n}, oXigledno Gausovska. Speci jalno,
ako m;=0, 1 = J < n, i Mg Fe=0s s - k < n, tada de
raspodela familije X biti H(0,E), gde je E jediniZna matrica,
i ta raspodela se naziva n—-di menzionalna Gausova raspodela.

Realna Gausovska familija R = {X,: u € U} ima mnogo
va¥nih svojstava, 1 ovde dcemo navesti neka od njih, koja ce
nam biti potrebna u dal jem radu.

Dokazi slededih tvrdenja mogu se nai na primer u

[13,43].
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Teorema 1.5.2. Neka je AX={X,: u € U} Gausovska familija. Tada

ad da bi X,, u € U bili nezavisni, potrebno i dovol jno je da

Za sve uxy

b> da bi element x“o te familije bio nezavisan od

{¥,: u € U, u=u,}, potrebno je i dovol jno da za svako uug

Teorema 1.5.3. Za Gausovsku familiju X = {X,: n = 1}, konver-
gencija u verovatnodi niza {X.,} Jje ekvivalentna srednje
kvadratnoj konvergenci ji. Granica Xco niza {X,} u tom sluZaju

Je takode Gausovska sluZajna promenl jiva.

Dokaz. Uop&te, 1z srednje kvadratne konvergenci je sledi
konvergenci ja u verovatnodi, pa je potrebno dokazati samo
obratno tvrdenje. Stavimo E (X; X, )=m; ., V (Xj—Xk)=of,k.

Potreban 3 dovol jan uslov za konvergenci ju u srednje
kvadratnom je da

E [(XJ—Xk)z] = o?'k + mf’k — O, kad Jj,k =+ o,

i odatle, ako {X,} ne konvergira srednje kvadratno, tada

lim sup (of, , + mj ) > O. €1.5.1)
j.» k>0

Dal je

2
P {|X;Xx| > &} = @nos ()77 [ exp [_ Oemy ) ]dX'

Ix 1>e

Kako i1z (€1.5.1)> sledi da of'k i nu'k'ne teZe ka nuli

istovremeno, za dovel jno malo £ > O imamo

1
lim sup P {|X; X, | > &} 2 5 -

., k=20
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Ovo znaZi da {X,} ne konvergira u verovatnodi, &Eto je

kontradikci ja. =]

Konvergenci ja u srednje kvadratnom niza ({X_.} Je, u
stvari, jaka konvergencija u Hilbertovom prosteru LZ(Q.f.PL
pa se granica Xm moZe posmatrati kao element prostora
LZ(Q.fﬁP). Skalarni proizved E(X,.,) = m,, promenljivih X i 1,
kao i1 kvadrat norme V(Xn)=oi, promenl jive X_ -m,, konvergiraju
ka granicama m i o° respektivno. Odatle sledi da niz
karakteristi®nih funkeci ja za X, konvergira ka karakteristiZnoj
funkci ji normalne J(m.oz) raspodele. Odatle sledi da granica

Xm ima J(m.oz) raspodelu. Time je dokazan drugi deo tvrdenja.o

Kako iz konvergenci je skoro sigurno sledi konvergencija u

verovatnodi imamo slededu teoremu.

Teorema 1.5. 4. Neka je R = {X,: n = 1} Gausovska familija. Iz

konvergenci je skoro sigurno niza {Xn} sledi njegova

konvergenci ja srednje kvadratno.

Ako je data Gausovska familija X, tada iz definicije
sledi da je unija X sa proizvol jnom linearnom kombinacijom
njenih elemenata ponovo Gausovska familija. Vi¥e od toga, vaZi

slededa teorema.
Teorema 1.5.5. Neka je X Gausovska famili ja. Tada je

zatvoreni linearni potprostor % prostora thﬂ.fﬂP). generisan

sa X, takode Gausovska famili ja.
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Ovo znaZi da {X,} ne konvergira u verovatnodi, &to je

kontradikci ja. o

Konvergenci ja u srednje kvadratnom niza {X.} Je, u
stvari, jaka konvergencija u Hilbertovom prosteru LF(Q.?.PL
pa se granica X00 moZe posmatrati kao element prostora
LZ(Q.ﬁyP). Skalarni proizved E(X,) = m,, promenljivih X i 1,
kao i kvadrat norme V(Xn)=ai. promenl jive X, -m_, konvergiraju
ka granicama m i o° respektivno. Odatle sledi da niz
karakteristi¥nih funkcija za X, konvergira ka karakteristiZnoj
funkci ji normalne J(m.oz) raspodele. Odatle sledi da granica

XOD ima J(m.oz) raspodelu. Time je dokazan drugi deo tvrdenja.o

Kako iz konvergenci je skoro sigurno sledi konvergencija u
verovatnodi imamo slededu teoremu.
Teorema 1.5. 4. Neka je R = {X,,: n = 1} Gausovska familija. Iz
konvergenci je skoro sigurno niza X} sledi njegova

konvergenci ja srednje kvadratno.

Ako je data Gausovska familija X, tada iz definicije
sledi da je unija X sa proizvol jnom linearnom kombinacijom
njenih elemenata ponovo Gausovska familija. ViZe od toga, vaZi

slededa teorema.
Teorema 1.5.5. Neka je X Gausovska famili ja. Tada je

zatvoreni linearni potprostor z prostora LZ(Q.$3P), generisan

sa X, takode Gausovska famili ja.
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Dokaz. MoZemo pretpostaviti da data Gausovska familija X
obrazuje vektorski potprostor, a u suprotnom to se moZe
obezbediti dodavanjem svih potrebnih kona&nih linearnih
kombinaci ja. Na taj na¢in pro&irena, familija X ostaje
Gausovska. Elementi X; e ﬁ, 1 £ j £ n, se mogu predstaviti kao

granice nizova koji konvergiraju srednje kvadratno.

lim X;™ = X;,  x;™ e %
n= o
m
Proizvol jna linearna kombinacija £ a;X;, aj.23,...2, € R

e
se moZe predstaviti kao granica

. m «m m m
lim Z aL_‘XJ = X aj)(_], Z a
n20m j=1 j=1 j=

1 saglasno sa drugim delom tvrdenja Teoreme 1.5.4. ta granica
Je takode Gausovska sluZajna veliZina. Odatle sledi da je X

Gausovska familija. o
1.5.2. Kompleksna Gausovska familija

Neka je Z kompleksna sluZajna promenl jiva na prostoru
verovatnode (Q,F,P). Neka je m=E(Z), m € C, X realni deo od 2Z

a Y imaginarni deo od Z. Imamo

ZAw) = m + X(w) + i Y(w), w e Q. €1.5.2>

Definicija 1.5.3. Ako su sluZajne promenl jive X i Y u C1.5.2>
nezavisne 1 1imaju istu Gausovu raspodelu sa oZekivanjem
jednakim nuli, tada se Z naziva kompleksna.Gausova sludajna

promenl jiva.
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Dokaz. MoZemo pretpostaviti da data Gausovska familija X
obrazuje vektorski potprostor, a u suprotnom to se moZe
obezbediti dodavanjem svih potrebnih kona&nih linearnih
kombi naci ja. Na taj naZin pro&irena, familija X ostaje
Gausovska. Elementi X; € ﬁ. 1 £ j £ n, se mogu predstaviti kao

granice nizova koji konvergiraju srednje kvadratno.

im X;™=%;, x;"e R
n= @
m
Proizvol jna linearna kombinacija X a;X;, a;,33,...a, € R

I=4
se moZe predstaviti kao granica

E m ¢
lim X aJXj
n=>00 )=1 J

s Jhes? R

m
=% a; X
=41 J

1 saglasno sa drugim delom tvrdenja Teoreme 1.5.4. ta granica
Je takode Gausovska sluZajna veliZina. Odatle sledi da je R

Gausovska familija. o
1.5.2. Kompleksna Gausovska famili ja

Neka je Z kompleksna sluZajna promenl jiva na prostoru
verovatnode (Q,F,P). Neka je m=E(Z), m € C, X realni deo od 2

a Y imaginarni deo od Z. Imamo

ZAw) = m + X(w) + 1 Y(w), w e Q. €1.5.8d

Definicija 1.5.3. Ako su sluZajne promenljive X i Y u (1.5.2>
nezavisne 1 1imaju istu Gausovu raspodelu sa o&ekivanjem
jednakim nuli, tada se Z naziva kompleksna-Gausova sludajna

promenl jiva.
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Dokaz. MoZemo pretpostaviti da data Gausovska familija X
obrazuje vektorski potprostor, a u suprotnom to se moZe
obezbedi ti dodavanjem svih potrebnih kona&nih linearnih
kombi naci ja. Na taj naZin pro#firena, familija X ostaje
Gausovska. Elementi X; e ﬁ, 1 £ j £ n, se mogu predstaviti kao

granice nizova koji konvergiraju srednje kvadratno.

. ¢ ¢
lim X;V = X;, X;7 e R
n=>
m
Proizvel jna linearna kombinacija £ a2;X;, a,,a;,...2, € R
J=1
se moZe predstaviti kao granica
: o «n w i ¢
lim X 2;X;" =% a;X;, £ a;X;" €R,
n=>0 j=1 ] =1 J=1

1 saglasno sa drugim delom tvrdenja Teoreme 1.5.4. ta granica
Je takode Gausovska sluZajna veliZina. Odatle sledi da je R

Gausovska famili ja. o

1.5.2. Kompleksna Gausovska famili ja

Neka je Z kompleksna sluZajna promenl jiva na prostoru
verovatnode (Q,F,P). Neka je m=E(Z), m € C, X realni deo od Z

a Y imaginarni deo od Z. Imamo

Z(w) = m + X(w) + i Y(w), w e Q. C1.5.28d

Definicija 1.5.3. Ako su sluZajne promenl jive X i Y u (1.5.2>
nezavisne 1 1imaju 1istu Gausovu raspodelu sa o&ekivanjem
jednakim nuli, tada se Z naziva kompleksna.Gausova sludajna

promenl jiva.
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Iz definicije sledi da je raspodela kompleksne sluZajne

promenl jive Z definisana samo njenim oZekivanjem m i

disperzi jom E(|Z-m |2).

Definicija 1.5.4. Neka je 2={Z,: u € U} familija kompleksnih
sluZajnih promenl jivih. Ako je proizvol jna kona&na linearna

e Uy 1 _LujuSant kompl eksna

n
kombinaci ja Zhes &y, smey e Crang
J

=1

Gausova sluZajna promenljiva, tada se 2 naziva kompleksna

Gausovska famili ja.

Ako je familija Z Gausovska, tada je proizvol jna pod
familija 2' < Z ponovo Gausovska familija. Takode, famili ja
2= {Z_‘: u € U}, gde je Z sluXajna promenl jiva kompleksno

konjugovana za Z, je isto Gausovska.

Teorema 1.5.6. Neka je 2 = {Z,, u € U} kompleksna Gausovska
famili ja gde su elementi oblika Z ,=m, + X, + 1 Y,, u € U. Tada
su familija X = {X,;: ue U i ¥ = {Y,: u € U} realne Gausovske

famili je. Unija X U ¥ je takode realna Gausovska famili ja

Teorema 1.5.7. Neka je 2 = {Z,: u ‘e U} familija nezavisnih
kompleksnih sluZajnih promenl jivih. Ako je svaka Z,, u € U
kompleksna Gausova sluZajna promenl jiva tada je Z2 kompleksna

Gausovska famili ja.
Teorema 1.5.8. Neka je 2 = {Z,: u € U} kompleksna Gausovska

famili ja. Potreban i dovel jan uslov da su Zu1 , 2,_‘2, € 2, u,=u,

nezavisni, je da je njihova kovarijaci ja

17






E[(Z\_.‘—mul) (Zuz-muz)] =0 gdes el m o SECE )

OznaZimo sa (m,: u € U) vektor matematiZkih oZekivanja i

sa (V, : u,v € U) kovarijacionu matricu kompleksne Gausovske

famili je 2={Z,: u € U}.

Teorema 1.5.9. Kovari jaciona matrica (V, ,:u,v € U} kompleksne
Gausovske familije Z2={Z,: u € U} zadovol java sledede uslove:
ad V je pozitivno definitna,

b> ako jJe 2, = m, + X, + 1 Y

u e U, tada

u’

ECX. X)) = ECY Y. Y Re, (Vons)

-EC(X,Y,) = ECY X))

(A Ll AV

Tm €V o) u,v € U.

CRe i Im oznaXavaju realni i1 imaginarni deo respektivnod.

Teorema 1.5.10. Za proizvol jni vektor (m,: u € U) i pozitivno
definitnu matricu (V, ,:u,v € U), postoji kompleksna Gausovska
familija 2={Z,: u € U} &iji se vektor matematiZkih o&ekivanja
i kovari jaciona matrica poklapa sa datim vektorom i matricom.

Raspodela te famili je je jednoznaZno odredena.

U daljem radu pretpostavidemo da je E(z)=0, &to ne

umanjuje opitost.

Teorema 1.5.11. Potreban 1 doveoljan wuslov da niz {Z.}

kompleksnih sluZajnih promenljivih, gde je 2Z =X, + 1 Y.,

n

n 2 1, konvergira srednje kvadratno je da nizovi {X_ } i {Y.}

konvergiraju srednje kvadratno.
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Dokaz. Neka je Z = X A B 4

n

= i neka Jje granica niza {2}

sluZajna promenljiva Z2 = X + iY. Imamo da je

E[ |Z,-Z|%] = E[ |X,+i¥,-X-1Y|?] = E[ (X,-X)*+ (¥,.-V)*] =

= E[(X.-X)°1 + E[(Y,-V)°’]. ©

Teorema 1.5.12. Potreban i doveol jan uslov da niz {Z.}
kompleksnih sluZajnih promenl jivih, gde ije . ZJ = X, i+ 2 Y.

konvergira u verovatnodi je da nizovi {X_ } i {Y,} konvergiraju

u verovatnodi.

Dokaz. Neka Z,.—»Z, gde je Z.= X, + i¥,, 2Z =X + iY.

Tada je

P{|Z,~Z| = &} = P{|X +iY,-X-1Y| = £} <

< P{|X,-X| 2 %} + P{|Y,-Y| = %}.

odakle sledi da ako nizovi {X.F 1 {¥Y,} konvergiraju u
verovatnod¢i, konvergira i niz {Z.}.
Obratno, imamo da je

P{|X,-X|

v
v

e} < P{|Z,-Z|

P{|Yn-Y| = &} < P{|Z,-Z|

ey 1

1A
v

€},

odakle sledi da Z,—2» Z implicira X,— X, i Y ,— Y.D

Teorema 1.5.13. Potreban i dovol jan uslov da Zni;i4 2, gde je

Z.= X, +iY,, a 2Z= X+iY je da X, 73> X, Y =5 Y.

n n

Dokaz. Direktno sledi iz definicije skoro sigurne konver-—

genci je. D
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Teorema 1.5.14. Neka je {Z, = X, +iY_ , n 2 1} niz kompleksnih
Gausovih sluZajnih promenl jivih koji konvergira srednje
kvadratno ka kompleksnoj sluXajnoj promenl jivoj Z = X+iY. Tada
Je Z kompleksna Gausova sluZajna promenl jiva.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.5.11. i Teocreme 1.85.3. iz Z sk ox

ok - e .
iz, 25y 2 sledi X, 253 x 1 v, 22Xy Y. Kako X, i Y., n 21,
imaju istu, Gausovu raspodelu, sledi da X i Y imaju istu
Gausovu raspodelu. Takode, iz Zinjenice da su X,, Y, nezavisne

za svako n 2 1 sledi da su i X i Y nezavisne sluZajne

.

promenl jive. D

Na osnovu ovih tvrdenja i Teorema 1.5.3. i 1.5.4. direkt-

no slede sledede teoreme.

Teorema 1.5.15. Konvergenci ja u verovatnodi niza kompleksnih
Gausovih sluZajnih promenljivih implicira njegovu srednje

kvadratnu konvergenci ju.
Teorema 1.5.16. Konvergenci ja skoro sigurno niza kompleksnih

Gausovih sluXajnih promenljivih implicira njegovu srednje

kvadratnu konvergenci ju.
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GLAVA 11

U ovoj glavi dademo neke osnovne pojmove teori je
uopitenih funkcija 1 definisati prostore na kojima demo
kasni je posmatrati uopX%tene sluZajne procese. Za detaljnija

obja%njenja videti [25,24,39,34,47].

2.1. OSNOVNI POJMOVI I PROSTOR DISTRIBUCIJA

1. Funkcije i prostori funkcija

Neka je (L,7) vektorsko topolo¥ki prostor i o={Ba: a € A}
famili ja ograniZenih podskupova od L. KaZemo da je o totalna
familija ograni¥enih skupova ako je linearno profirenje od

léABa prostor L. Neka je (E,7,) vektorsko topolofki prostor a
o

(F.72) lokalno konveksni prostor. Sa £(E,F) oznaZimo skup
neprekidnih linearnih preslikavanja iz (E,7,) u (F,7;). Neka
je o totalna familija ogranienih skupova u E, S proizvoljan
elemenat iz o i V proizvoljna okolina nule u (F,7,).
Podskupovi od £(E,F) oblika M(S,V) = {f: f(S) < V} &ine bazu
okolina nule u vektorskom prostoru £(E,F), u odnosu na koju je
2(E,F) lokalno konveksni prostor.

Ako je o familija svih kona¥nih podskupova od E tada se
odgovarajuca topologija u ¥(E,F) naziva slaba topologija |
obeleZava se sa 7g.

Ako je o familija svih kompaktnih podskupova od E tada se
odgovarajuca topologija u #£(E,F) naziva topologija kompaktne
konvergenct je, 1 oznaZava se sa T,.

Ako je o familija svih ogranienih podskupova od E, tada
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se odgovarajuca topologija u 2(E,F) naziva jaka topologija i

oznaZava Se Sa Ty.
Izmedu ovih topologija u £(E,F) postoji slededi odnos:
Ty = T = Tys
gde je simbolom 7, £ T, oznafeno da je topologi ja 7, finija od
topologi je 7, .

Neka je V vektorsko topoloXki prostor. Skup linearnih i
neprekidnih funkcionala na V naziva se dualni prostor za V i
obeleZava sa V'.
supp f - nosa¥ funkcije f, odnosno zatvorenje skupa ta&aka u

kojima f nije nula
ess sup |[f(x)| - esencijalni supremum funkci je

G - otvoren skup u r"

c™ (G) - prostor m puta diferencijabilnih kompleksnih funkci ja

na G, m € Ng ili m=+c0
C? (G) - prostor c® kompleksnih funkcija koje imaju kompaktan
nosal&. Elementi C?(G) se ¢&esto nazivaju osnovne

Ctestd funkci je

C? (K) - prostor c® kompleksnih funkcija na R" koje nestaju
identiZki wvan kompaktnog skupa K

S cc G - S je relativno kompaktan u G (zatvorenje od S u G Je
kompaktan skup u G

Montelov prostor - 1lokalno konveksan, baXvast Hauzdorfov

prostor u kojem je svaki zatvoren i ograniZen skup
kompaktan. Strogi dual Montelovog prostora je takode

Montelov prostor.
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Topologi ja u o

Neka je K kompaktan podskup od G, m € No. Za ¢ € Cm(G)

oznaZimo

o
Pm, x (P) = Max T o el |.
xexk lal=<m

Tada, menjaju¢i K i+ m , pp, g formira bazu neprekidnih
seminormi u Cm(G). U stvari, dovoljno je posmatrati samo
sluXaj kada K prolazi "iscrpljujudi® niz kompaktnih podskupova
od G, {KV: v € Ng} - 8to znaZi da je Kv = }%1»1 (K je unutra&-

njost skupa K) i, da je svaki kompaktan podskup od G sadrZan u

nekom Kv. v € Ng. OznaZimo p,, = Pp Seminorme p, definisu

» Km

topologi ju u Cm(G). Baza okolina u Cm(G) Je

V. (pod=tp € CT(C): Pm (PPo) < <}

za odgovarajudi izbor m € No, i & > O. Niz funkci ja iz Cm(G)
{p,: n € N} konvergira ka gq iz Cw(G) ako 1 samo ako, za svako

n (o}
a € Ng, @

®; konvergira ka aap uniformno na svakom kompaktnom
podskupu od G.

Topologi ja u Cw(G) se moZe definisati pomodu metrike:

a
d(p,¥) = £ 2 7 inf (1, pule—¥))-

m=0

Sve takve metrike su ekvivalentne, 1 sa takvom topologi jom
Cm(G) je kompletan metrilki prostor. Snabdeven sa prirodnom
ctl Ju c® topologi jom, Cw(G) je Frechet-ov prostor, to jest
lokalno konveksan vektorsko topol o&ki prostor koji Je
metrizabilan i kompletan. U e topologi ji ‘svaki ograniZen 1
zatvoren skup je kompaktan. To znaZi da je Cm(G) sa navedenom

topologi jom Montelov prostor. Podskup u Cm(G) je ograniZen ako
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Je svaka seminorma p,,, ograni®ena na njemu.
Prirodna topologi ja prostora CZkG)

Za bilo koji kompaktan podskup K od G, CftG) Jje zatvoren,
linearan, potprostor od Cm(G) i snabdeven je 1indukovanom

topologi jom. U skupovnom smislu je

ce = U cZ.
KCCa

VaZe sledede osobine

C1> Niz konvergi{a u C?(G) ake 1 samo ako je sadrZan u CSkK)
za neki kompaktan podskup K od G i konvergira u C?(K)

(2> Podskup B od CﬂkG) Je ograniZen ako i samo ako je sadrZan
1 ograniZen u nekom CgtK)

(3> Linearno preslikavanje C?(G) u proizvol jan lokalno
konveksan prostor E je neprekidno ako i samo ako je
njegova restrikeci ja na svaki podprostor CSTK), K cc G,
neprekidna. Ct. j. slika konvergentnog niza je konvergentan
nizd.

c4> C:kG) Je Montelov prostor.

2. Diferenci jalni operatori na G

Neka je
o= (oysoys-onhitgd, 0. JoogoesNgi
la|=a1+o(1+_._+q_n,
a
2, =(%)°l1 (&)"‘“. xeR", aelp,
o
A 8 oy 1 8 o, _ o
Dy, = (¢ 3;:) - G 5;:) D™
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Linearni parcij

polinomi od D = (D,,.

da je

alni diferencijalni operatori na

..+D;) sa koeficijentima iz CmGD.

P(x,D) = < ca(x)Da.

Ako, za neko a,

latl <m

G su

tako

sa |a|=m, €, ne nestaje identiZki na G, m

se naziva red od P(x,D). Kada su koeficijenti konstante,

pifemo P(D).

Operator lP(x.D) transponovan za P(x,D), definisan je sa

'pex.D) u(x) = £ ¢-1)l12lp? [, 0O uGAl

latl €m

Operator P(x‘D)*, adjungovani za P(x,D) je definisan sa

Crta oznaZava da

P(x.D) = 'P(x.,d).

su koefici jenti zamenjeni sa svojim

konjugovano kompleksnim vrednostima.

3. Topologi ja Schwartzovog prostora »#

Schwartzov pros

tor funkeci ja na r" brzoopada judih

beskonaZnosti je prostor

I={peC™(R"): qp, M(p)=s:§ [+|x|™ £ |8% 0O |1<0 mM e No}.
X ial

latl<m

Topologija u ¥ je definisana familijom seminormi qg,

m,M € N,. » je Frechetov prostor. Svaki ogranien i =zatvoren

skup u # je kompaktan.

ograniZene na njemud.

CSkup je ograniZen u J ako su seminorme

Sledeca potapanja su sva neprekidna i slika im je gust

skup
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P
1> XL @ON P (g, G % p < +ad)

l'oec

S &) A

(€=>) Lo S Fénlr, (A £ p < +w).
4. Distribuci je 1 prostori distribuci ja

D*(G) - prostor distribucija na G, odnosno prostor linearnih
i neprekidnih preslikavanja iz CftG) u €, odnosno
dual od Co(G), odnosno £(CX(G), €

supp T - nosa& distribuci je T, odnosno presek svih zatvorenih
podskupova u &1 jem komplementu T identiZki nestaje

<T.o> = T(p) = (T.v) =J~ T(OQe(x)dx uparivanje izmedu test
funkci je o 1 distribucije'T. Tako, T € D'(G), e eC?(G)

ili T € $'(G), p € CUG)
8'(G) - prostor distribuci ja sa kompaktnim nosaem u G, po

definici ji dual od c¥(G).
Konvergenci ja distribuci ja
Konvergenci ja distribuci ja je uniformna konvergenci ja na
ograni&enom podskupu od C:kG) Za nizove je ista kao i slaba
konvergenci ja: T;+T,, J » ©, ako i samo ako <Tj.p>+(To.p>.j+w.
za svaku osnovnu funkci ju e.

Ograni&eni skupovi distribuci ja

Skup B distribuci ja je ograniZen ako i samo ako je za

svako p € C:kG)
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sup |<T,p>| < +o.
TEB

Skupovi koji su ograniZeni i zatvoreni u 2°(G) (11i ¥’'(G)) su

kompaktni.

Primena diferenci jalnog operatora na distribuci ju

Ako je P(x,D) diferencijalni operator ne G, njegovo
dejstvo na T € D’'(G) je definisano pomodu formule parcijalne

integraci je
PGGLD), p>.= T, "P(x.D)p>, ¢ € Co(B).

Jasno Jje da PsD) defini¥e linearno neprekidno
preslikavanje od 2’(G) (odnosno ¥°'(G)) u sebe. Specijalan
sluXaj je kada je red operatora nula, odnosno u tom sluZaju

imamo mnoZenje sa c® funkci jom wp:

<yT.p> = T.ovd,

koje defini¥e neprekidni endomorfizam od D'(G), (¥'(G)).
Primetimo da je supp P(x,D)T < supp T, odnosno diferen-

cijalni operator smanjuje nosaZ.

Lokalna svojstva distribuci je

Ako je data T < D°(G) i G’'cc G, postoji konaZan skup
neprekidnih funkcija f; 1 diferenci jalnih operatora P; na G,

J=1.,8,...,s, tako da je na G’
=
Trangip. f

odnosno,

27






s ¢}

CTop> = £ [£;060 'PjeGd dx, ¢ € CX(O).

1=1

Ako T 1ima kompaktan nosalZ, moZ2e se uzeti da ova
reprezentaci ja preko konaZnog zbira va%2i na celom G, a
neprekidne funkcije f; se mogu uzeti tako da se anuliraju van

neke okoline od supp T.

Distribuci je koje su funkci je

KaXemo da je distribucija T na Q funkcija ako postoji

funkcija £ iz Li_.(G) tako da,je
<Top> = [ 1060 () dx. e € C(O).

OznaXimo takvu distribuciju T sa T;. Tada je f » T; linearna
injekcija od Ltoc(G) u (6. Ovo preslikavanje definiZe

neprekidne injekcije u 2D’'(G) prostora
m @ P
C(G), (0 = m < +x): C(6): L 2(5), (L S pi= ).

Takode, imamo neprekidnu injekciju u ¥’'(G) prostora

c™, (0 <m< +x); LE@)., (@ < p = +).

c*

Sve ove injekci je imaju guste slike.
Ako je © otvoren podskup od G, kaZemo da je T (lokalno
L‘) funkci ja na ©, ako je to taXno za restrikciju od T na ©
(odnosno na C:)(O)). Na isti na%in moZ%e se kazati da je T
funkci ja neke druge vrste, na primer = funkci ja.
Radonova mera Jje linearni neprekidni funkcional na
o

prostoru o neprekidnih funkcija na R, LG je snabdeven

topologi jom uniformne konvergencije na kompaktnim podskupovima
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od R".

6=6(x) - Dirakova mera u koordinatnom poZetku od R". To Jje

distribuci ja koja preslikava ¢ » ¢(0), ¢ € C?(Rh)

é!o=é(x-xo) — Dirakova mera u taXki > 3%
6(a)=03 (<] - a -ti izvod Dirakove mere &

Ove distribucije nisu funkcije, za o#0, nisu &ak ni

Radonove mere.
2.2. PROSTORI « i «&°

U ovom delﬁ cemo detal jno opisati prostore &£ i &', na
kojima <¢emo u narednoj glavi definisati uop&tene slulajne
procese.

U [47] Zemanian je uveo prostore & test funkcija, 1
njegov dual «’. Slededi njegove ideje konstruisacemo skalu
prostora # , k € Ny, Ziji se elementi mogu prikazati u obliku
beskona¥nog zbira. Koristidemo notaci ju iz [47].

Neka je I otvoren interval u skupu realnih brojeva i
LZ(I) prostor klasa ekvivalencije kvadratnih integrabilnih

funkci ja na I sa vrednostima u €. ObeleZimo normu u LZ(I) sa

12

el =(f |ect)|*dt)
I

Neka je thI) skup beskonaZno diferenci jabilnih C(glatkihd
funkci ja na I.

Neka je R 1linearan diferenci jalan samo—ad jungovani
operator oblika

n hv
R =©,Dte ...D " © ,
1 v

takav da je
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gde je J identiZki operator, D = drsdx, np € Ny, k=1,...,v, a

® ., k=0,1...,v, glatke funkcije bez nula na I. Pretpostavimo

da postoje: niz realnih brojeva {An: N € INg} 1 niz glatkih

funkcija u L*(I), {y,: n € Ng} takvih da |A,| » ® n » o, i
R = Ap¥ns n € Ng.

Dal je, pretpostavimo da {y,: n € Ny} ¢ini ortonormiran sistem

u LZ(I). MoZemo prenumerisati A, i y, tako da je |Ag| = |A ]| =

Sl T B

Obel eZimo

{’)tn: n € Ny} je niz takav da je |Xn| + ®, N + © .

Defini%imo

® ©
2 -
g ={p € L"I): ¢ = Z a ¥y Z |2y

m=0 m=0

|# X2k< o, k € Ng

Prostor « je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

definisan na slededi naZin

@ A ® ®
(po¥)=Z ab, A2k , pye s, =% a2y, V¥ =2Z by,
m=0 m=0 m=0
Norma u & je
% - 1/2
lelx = C= Jam|” ARKY 77, o e #.
m=0
Primetimo da je ortonormirani sistem u #, ;j = ¥j X;k.

30






J € Ng. Rigledno je da je .,40=L2(I).

Neka su, za k € INg

=
S={ps € #: pg = a ¥, S € No, 2, € €, m = 0O}.

s
S ={pe € & o = £ (2, *ib Dy, s € Ny, 2a,.b

m=0

mrPm € Q}F,
gde je @ skup racionalnih brojeva. Skup S je gust, a skup S,
prebrojiv gust u &, k € No. (S, < 9).
Operator R, n e Ny je definisan na skupu S. Iz Zinjenice
da je preslikavanje 7S LZ(I). n € Ny, linearno i nepre-
n

kidno, sledi da se R, n £ k, moZ%e linearno i neprekidno

profiriti na proster «,, k e No. ObeleZXimo to proZfirenje sa

®
-~ s
R, n = k. Neka je p, = £ a y, € S 1 =% apym € #» k € N,.
m=0 m=0

Imamo da Pa * P» S » ®Uu A, pa je

- s @ & © .

Rp = RM(Z apyy) = 1im (R Z a,%,)) = £ a, M\p¥m-

m=0 s @ m=0 m=0

Neka je p e & nCI) k € Ng 1 (R p, v, )=(p. X y,),
n <k, m € N,. Tada je %"‘p=ﬂ"‘p. n < k. Dalje <emo % obele¥a-
vati sa R.

Defini&imo prostore &_,, k € Ny na sleded¢i formalan naZin

® ©
S_y={f: £= = byy,, £ |by|® X2k < o, b, € C}, k € Ng.
m=0 m=0
Prostor #_,, k € N, Jje vektorski prostor, sa operaci jama
definisanim na uobiZajeni na&in. Na #_,, k € Ng moZemo

definisati skalarni proizvoed i normu na slede¢i naXin.

@ @
Neka je f =X b w.. g9 =% c ¥, € &, k € Ny, tada je
m=0 m=0
@
(f.9)_yx= £ b, An2k, k € N,
m=0
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1/2
»

© & 4
I£)-x= C £ |bml™ X5

m=0

k € Ng.

o*igledno, #_, Jje Hilbertov prostor , k € Ng.
Neka je o, k € Ng, dualni prostor za . VaZi slededa

teorema.

Teorema 2.2.1. Prostori # 1 £, k € No su izometriZni.

Dokaz. Neka je f € &, k € Ng. Obele%imo b, =(f,¥n), m € Ng,

@
i neka je ¢ = Z 2,¥n € > k € No. Kako je f linearno g

m=o0

neprekidno sledi da je

w —
(f,p) = Za b,
m=0
Iz [25] sledi da je
® e
£ |bm|® A2k < o
m=0

Prema tome, postoji elemenat g € H_y» k € N, tako da Je

@
g = Z b¥n
m=0
© .
Suprotno, ako je g = Z by, € g_ . k € Ng, tako da je za
m=0
®
e =% a¥m € Fi»
m =0
©
T a b, < o
m=0
® © .
tada preslikavanje ¢ = Z apym — £ a,bmr © € H,» k € No
m=0 m=0

defini%e elemenat iz . ObeleZimo taj elemenat sa f.
OXigledno je da b, =(f,¥m)» M € Ng -
Prema tome, postoji obostrano jednoznaZno pr eslikavanje

iz 'd;( u #—k' k emon
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[
f — % b¥m-

m=0

gde je b, = (f,¥,), m € Ng. Rigledno je da je preslikavanje
linearno. Pokazademo da je |fl;="f“-k gde je |fl; dual na
norma u .

Imamo da je

2 172

@ - E 2o o 12 o ~
[CE0@d|=| E bpin| £ [ T [by|* Ke25117% [ E |a,|? R2X)

m=0 m=0 m=0
€] = Tk el

Il = -

Dal je, neka je .= b b, A2k y, € #,, k € Ng. Imamo da je
m=0
: 2 3 2 ~ 12 : 2 1,2
lea = [ T |Pml”™ [AREX|" AEE1T 7= 1 = |bm|” 25251777,

m=0 m=0

pa je

_(f.pl) m=0
: = ]-[——-u-n—— = =
I Ik Pa llk - 2 s L2
[ £ |bm|™ A52K]
m=0

- 2 ~ag i s 2N Soo gl 2
T |bm|® X s £ |bml|® A = |If fl-x-
m=0

m=0

Sledi |f|,=|f|-x» k € No. B

Neka XCy Y ozna%ava da se vektorsko topoloXfki prostor X
mo2e linearno i neprekidno potopiti u vektorsko topolofki
prostor Y.

Lako se moZe pokazati da je

P ST W SR IR TP S Bl 6 17 2 SL FUN S SN SN

Neka su
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o o} [ ¢] @

= =4p€Ll’A) ¢ =% ag¥m Yk €Ny, I lam|? X2k < o};
k=0 m=0 m=0
@ o e . -

= U &, = {f: =T by, 3k € No, T |by|" AG2K < o}
k=0 m=0 m=0

Kako je S £ &, sledi da je & gust u svakom &, k € N,.
Sledi da je #,., k € N,, kompletiranje od & u odnosu na normu
|- lx- Take iz Teoreme 2.2.1. sledi da je «° dual od &, videti
takode [25].

Iz Leme 9.3.3. [47, p.316) sledi da su prostori « i &'
identi*ni sa prostorima Zemaniana & 1 &', definisanim u
(47: ch ©.3. & 19:.65.1%

Kako je R A, — LZ(I). n <k, k € N, moZemo definisati

(x"y': L*@) — #_,. n <k,
na sleded¢i na&in

WR™Y'£.0) = (€, R"9), n<k, pedo, el

Ako je f e L?(I) oblika

s o} @
£f =% b ¥ E |bp|® < o

m=0 m=0

imamo da je

a0
(R™)'f = £ brn¥m nN<k, f €, kel

m=0

*Xigledno je da se (.Rn)' moZe definisati i na

Sl pi e N,

n < p, na slededi naZin:
"Y', 0)=(f. R",0), o € &, f e £, n < min{k,p}, k,p € Nog»
i imamo da

G ok
(R A, — .

Kako je formalno

a
(™Yt =% b v, T € £, n

m=0

IA
x
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obele¥avademo (R')’ sa R,

Neka je A = {n € INg: A,=0}, A“=Ng\A . VaZi slededa

reprezentaciona teorema.

©
Teorema 2.2.2. Neka je f € #_,, k € Ny, oblika f = Z by, 1

m=0
neka je F = Z bmx;kwm. Tada je F € LZ(I) 3
meA<
f =RF + T b
meA
Dokaz je dat u [47, Teorema 9.6.2.].

mwm 3

U [47, Lemma 9.3.1.]1 pokazana je sledeca teorema

Teorema 2.2.3. Prostor & je kompletan, Frefeov prostor

Dademo nekoliko primera operatora R i odgovarajudih

nizova {y,: n € Ng} i {A,: n e Ng}.

= % Furieovi polinomi

Prvi oblik

,;
p

I = (-n,n)

. -1/2 ~-1/2
—iD= ¢ Dé

b
[

Lnx

v (x) = S—— , n=0,%1,%2,...

1.b. Drugi oblik

—
]

(0, n),

R = D%,






Tredi oblik

I = (0,n),

R = D%,

Ya(x) = /r'r__ sin me, O=1:8:...
A. = -n>, n=1,2,3,...

n

Lagerovi polinomi

I = (0,m),

R = x-a/zex/szaoxe—xDx-cvzex/z _ xD2+ D- x _ o,
4 4x

a™» =43

r(n+1) ]1/2)(&/2 e %72

¥n(O = [‘ma—)

® m

a e n+a =0

LZOo= & n-m ) m!
m=0

Al RELSN, n=031,2,8%%

Ermitovi polinomi

I = (—o,m)
2/2 % 2/2
R = e "?De™* De* = D’- x*+ 1
-xz/z
= H.C 3D
Ya(2) = - st g n=0,1,2,
[2'n!¥Yr ]
[nr2] C—i)mca)()n—zm
BRGSO WSS m! Cn-2m !
m=0
A, = —2n.
LeZandrovi polinomi
I =(1,1)
2
R = D(x -1)D,
¥ = /n+ % PGO. n=0,1.2,...
_ -1 tinw ] m g | 2n-2m n—-2m
PO = 2 s 0" (L) (7, ) x
m=0
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X =

n

n (n+1).

Polinomi Cebi%eva

I 1,1

2.1/74

a-x7)

Rr 1 /72

X1 -%) D107,
-4 /4

n 72 (1—xz) ’

L}

V’o(x)

S -

=31 £%

¥n () T

[nr2]
s

C-1>"Cn-m-1>1
m! Cn-2m!

H
J

~
X
S/
I
\V e}

m=0

-5 n=0,1,2,19.

Jo¥ primera se mo2e nadi u [47,3].

( Mp) ¢ Mp)
Dy

PROSTORI 12

©

( Mp)

Prostori 2 (®©) dati su u [24].

Neka je © otvoren podskup od Rt i regularan kompaktan

skup u © u smislu Whitney-a.

u R” sa slededom osobinom: postoji S0

koje dve

Ovo znaZi da je K kompaktan skup
tako da su bilo

taZke x,y bilo koje povezane komponente L < K

povezane lukom u L &1 ja je duZina manja ili jednaka od c|x—y|.

Dal je ¢emo sa K uvek obeleZavati
Neka je {Mp:

Mpser» P

M.1) M <
M.2)' M, <

e IN;

Mp-4

AHPM,_,, za neko A > O, H > O,

@
(M.3)" £ M,_, M, < o

p=4d

Neka je C(K) skup neprekidnih funkcija

*37

p € N} niz pezitivnih brojeva tako da je

regularan kompaktan skup.

p € INg.

na K

snabdeven






nor mom

If lecw = sup|TCGO|.
x €K

Neka Jje h > O. ObeleZimo sa X, prostor beskonaZno

diferenci jabilnih funkcija ¢ sa supp ¢ < K tako da je

lal ot
sup {h _ P elecx }< o
n

lellx, =
h aelN, Mlcll

lal ot
+ IPelecse _, 0, |a| —

Mlal

( Mp)

Prostor X, Jje Banahov. Prostori Dy ¢ Mp?

i D (©) se definilu

na slededi naZin [24, pp. 44, 771].

.D(KMP)- lim .

] ©
( Mp) - lim ( Mp)
DO = s P

gde su lim i lim induktivna, odnosno projektivna topolofka
== —

granica.

K ¢cc © znaZ%i da K pripada famili ji regularnih podskupova od ©

Zija je unija ©O. Ovi prostori imaju mnoge *“lepe" osobine,

videti [24]1. Na primer, ovi prostori su separabilni i komp-

letni.

Strogi dual od o' MP’ (©), prostor (.'D( Mp?

(©))* Jje prostor
Beurling-ovih ultradistribuci ja.
Obele2imo sa Y prostor nizova (wa) = {wa: a € [Ng} iz CC(K)

za koje Jje

Iv 2y = sup | ¥ llec < @
o aéN; o C( )
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nor mom

“f "c< K - SUPIf"(x)! .
x €K

Neka Je h > O. ObeleZimo sa X, prostor beskonaZno

diferenci jabilnih funkcija ¢ sa supp ¢ < K tako da je

laul ot
h D e
"p""h - SuPn{ I v lecxo }< o,
aeN, latl
i
loul o
- ID"elcc s — 0, |af — o
latl

{ Mp>

Prostor X, Jje Banahov. Prostori Dy ¢ Mp?

D (©) se definilu

na slededi naZin (24, pp. 44, 771].

D;(um: lim ;.

] ©
( Mp) _1lim ( Mp)
S o Bl L S

gde su lim i lim induktivna, odnosno projektivna topolo¥ka
== . —

granica.

K cc © zna%i da K pripada familiji regularnih podskupova od ©

Zija je unija ©. Ovi prostori imaju mnoge ‘'"lepe’” osobine,

videti [24]. Na primer, ovi prostori su separabilni i komp-

letni.

Strogi dual od o' MP’ (©), prostor (JD‘ -

(©))* Jje prostor
Beurling-ovih ultradistribuci ja.
ObeleZ2imo sa Y prostor nizova (wa) = {y.ra: a € [Nz} ie CCK)

za koje je

Iwly = sup_ v llecw <
aglg
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1im uwa"c(K,= O.
ol »00

Prostor Y je separabilan Banahov prostor. Neka je d,. h > O,

preslikavanje iz X, u Y definisano sa

h
dn(p) = ( M p € Xy,.

Obele%imo X, = dp(Xy) < Y.

Propozici ja 2.3.1. Vaz2i da je
oM 4, x, 9n, ¥, 12, v,

gde su i, i i, neprekidna potapanja a d,, Jje izometri ja.

Dokaz. Neka je ¢ € ﬁkup). i e e

Tada je

lal o
h D p h lal
U HchL,s (T) "p|

le — O, lal — o,
lal

¥to implicira da je i, neprekidno potapénje.

Druga dva tvrdenja lako slede.

2.4. PROSTORI Exp# i Exps’

Neka je {o,,: n € Ny} niz kompleksnih brojeva razliZitih
od nule. OznaXimo sa S(a,) i Sf(a“) prostor nizova [25]
definisanih sa:
famt = {2m: m € N} € S(o,)

ako i samo ako je za svako k € INg
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Lo o]

2
Z |am|” |om

m=0

{b} = {b,: m € Ng} € S (e,)

Izk <

ako 1 samo ako postoji k € Ng

e}

Z b |” |om

m=0

[_Zk < oo.

Neka su I, R, {y,: m € Ng}, {A,: m € Ny} kao u delu 2.2.

ove glave, i neka je

- [Am|»  Agn=O0
K = » me N

1, Aym=0

OznaZicemo sa exp,#, p € N, potprostor od Lz(I) definisan na

slededi na&in C(videti [341).
o ©®

2 2 ~
exp, & = {.«peL(I): =% ap¥m Z |ap,| exp, AZK < oo}. pel

m=0 m=0

gde je

exp, im = exp (exp...(exp Xm)). p € IN.
\___»\(;\J
Dual prstora exp, &, oznaZidemo sa exp, &£'. U [34] je
dokazano da ako f € exp, &', tada je
®

£= 5 b, ¥m C2.4.1)

m=0

gde red konvergira slabo u exp, & 1 gde je

b.=(f,v..), W=0,1 .2, s

{bm} € Sx(expp '):n);

Obrnuto, ako {b_ } € Sx(expp in), tada je redom u (2.4.1D

Jedinstveno definisan elemenat iz exp, #£'.
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OznaZimo sa expy, % k € No» p € N, potprostor od LZ(I)

definisan sa,
o ® ® - _
expp, yH#={p € L°):p= £ 2, ¥m» Z |am! expak(exp. . . (expA )X co}.
m=0 m=0 k/-v\J "
p—1
© - ™
(za p=1, £ |ap]| exp(2kA,) < ®.
m=0

U skupovnom smislu je

expp & = lim expp'k.ﬂ.
k >0

Propozici ja 2.4.1.
C1> Prostori expy, ¥, k € N, su Banahovi prostori.
cad Potapar;Ja
1p: eXpp kes g — expy S k € No

su kompaktna.

Dokaz. Prvi deo tvrdenja se moZe dokazati na standardan
na¥in a drugi sledi iz teoreme Kolmogorova koja daje potrebne

i dovol jne uslove za kompaktnost u prostorima nizova. D
Skup E, gde je
-1
E = {p € exp, 1 F: Py = T a¥m S € Ng» 2 € C, m e [No}.

m=0

je gust u svakom prostoru expp.k.d. k € Ng.

Projektivan niz
{expp, & k € No}

je redukovan [24,p.33.1. Tako, Propozicija 2.4.1. implicira da

Je
expp &’ = (Aim expy &)’'= 1lim expy, A
k > k >0
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u smislu jake topologije, gde su

oo}

®
2 -
expp'kﬂ”={f= T bp¥m: £ |bml| exp(—2k(exp...(exp A< w}.k e Ny

m=0 m=0

p1

Propozicija 2.4.2.

1> Niz {exp, #: p € N} je projektivan i redukovan u odnosu
na potapanja
ip: expp & — expy, &
koja su kompaktna;
(2> Exp#& = lim exp, & Je FreXe-Svacov prostor;
p—>00 *
(3> Exp#f’= (lim expys#)’= lim expp &’ U smislu jake topologi je;
P> p®
C4) ako je {b,: n € Ng} niz kompleksnih brojeva tako da za
neko p e N i k € Ng
@ 3 -
2 L=y exp(-2k(exp. .. (exp A, )) < o, ca. A 2D
m=0 L_—v——/’
p-1i
o
tada £ by, konvergira slabo u Exp#’ nekom elementu f.
m=0
Obratno, ako f € Exp#’, postoje p € N i k € N, tako da za
kompleksne brojeve b =(f.y,), m € Ng, 2.4.2) vazi i
®
T = Z b ¥V
m=0
u smislu slabe konvergenci je u Exp#’.
Dokaz. (1) Prostor E je gust potprostor u exp,#, p € NN

Sli¥no kao u Propoziciji 2.4.1. mo2e se pokazati da je i,

p € N kompaktno

tDDysledl iz (47, p.103, 1:8]1;

(3 sledi iz C1);

4z






C4)> sledi iz C3). o

Iz Propozicije 2.4.2. direktno sledi:
Propozici ja 2. 4. 3.

(1> Exp#& = lim exp, « 1 potapanja
P

syt eXP( p+1), (pe1r ¥ — expy A, p €N,
su kompaktna,

(2> Exp#g’'= lim expy, #" u smislu jake topologi je.
po®

Iz Propozicije 2.4.3. sledi da je Exp# Montelov prostor
&to opet implicira da je Exp#’ Montelov prostor. Tako,

Propozici ja 2.4.3. direktno implicira

Propozici ja 2. 4. 4.

C1D) Slaba i1 stroga sekvencijalna konvergencija u Exp#&’ su
ekvivalentne;
(2 Exp# i ExpA’ su refleksivni.
Uvek <emo pretpostaviti da je topologija u Exp#&’ jaka
dualna topeologija.

Iz Propozicije 2.4.3. sledi

Propozici ja 2.4.5. Niz {f_.} u Exp#’ konvergira ka f € Exps’
ako i samo ako za neko p € N i k € Ny, £, € exp, , ¥, n € N,

f eexp, £ 1 £, — f uexp, &'

Propozici ja 2. 4.5. Linearan operator L: Exp#s’ — Exp#&’ je
neprekidan ako 1 samo ako za svaki niz {f_} iz Exps” 1
f € Exp#’, takve da f, — ¢ u Expsf®, vaZi da Lf,, — Lf_ u

n

Exps’ .

43






GLAVA III

3.1. UOPSTENI SLUCAJNI PROCESI

U ovoj glavi dademo definiciju uopStenog sluZajnog
procesa kao i razlil&ite reprezentaci je uopitenih sluZajnih
procesa na prostoru Zemaniana &, prostoru ﬂ(up)(O) i Exp#«.

Neka je (Q,¥,P) prostor verovatnoc¢a i neka je P kompletna
mera. U dal jem radu smatrademo da je (Q,¥,P) fiksiran.

Neka je V vqktorsko—topologki prostor test funkcija i V'

njegov dualni prostor.

Definicija 3.1.1. Uop&teni sluXajni proces na Q x V Jje
preslikavanje £: Q x V— C tako da je
Cid Ve € V, ¥( ,p) kompleksna sluZajna promenl jiva,

Ciid Vw € O, ¥(w, ") je elemenat iz V’.

Uop&teni sluZajni proces £ na Q x V demo krade zapisati
u.s.p. £ na Q x V. Dalje, posmatracdemo samo kompleksne sluZaj-—
ne promenljive, pa <emo u daljem tekstu izostavljati rel
"kompleksan sem ako je to neophodno. “KlasiZan" sluZajni
proces na Q x R ili Q x R" “emo nazivati sluXajan proces.

Raspodela uopitenog sluZajnog procesa je verovatnosna
mera na prostoru uop¥ftenih funkcija 1 strogo goveoredi, taj
prostor je potrebno izabrati specijalno za svaki pojedinaZni
proces.

Neka je I kona¥ni ili beskonaZni interval u skupu R (Rn)

i neka je H=L2(I). Posmatrajmo trojku V € H € V'’ gde su oba

Ak






potapanja neprekidna, gde je V prebrojivo normiran Hilbertov

nuklearni prostor i V' njegov dual. Dualni prostor V' je
osnovni prostor na kome cde biti lokalizovana raspodela
uopitenog sluZajnog procesa.

Kanoni¥ka bilinearna forma koja povezuje V 1 V' se
obeleZava sa

£,p>, £ €V, p eV
Speci jalno, ako je f € H, tada se <f,¢)> poklapa sa skalarnim
proizvodom u H.

Neka su @,,@z,---¥n € V. ZajedniZka raspodela sluZajnog
vektora ({(m.pl): E(w,pz),-..E(w,p.)) Jje JjednoznaZno odredena

karakteristiZnom funkci jom

" M3

tj ((w.pj)]dP(w). Zie - FanZadel R.
o

[ el
Q

J

Kako je ¥ linearno po ¢, ova karakteristi&na funkecija je

u stvari karakteristi&na funkci ja sluZajne promenl jive
n n

&(e» £ tjp;). Takode, imamo da £ t;p; € V, pa odatle sledi da
j=o j =0

je raspodela posmatranog uopitenog sluZajnog procesa { potpuno
odredena funkcionalom
Celp) = [ exp [i Z(w,p)] dP(w).

Q

Funkcional Cf(p). o € V, naziva se karakteristiéni
funkcional uop%tenog sluXajnog procesa ¢ i ima sledede
osobi ne:
ci1> Cf(p) je neprekidan po ¢ € V;
£ C{(p) je pozitivno definitan, t.j. za proizvoljno n € N,

proizvol jne OOy sny S & € 1 Pq+P20s--On €V je

45






ispunjeno

3 ajakct(pj-p&) = O
j« %

€3 C,(0)=1.

Ovi uslovi su isti kao i u konaZno dimenzionalnom slu&aju
CDefinicija 1.2.4.2, pa Jje, sli&no kao u Teoremi 1.2.1.

potrebno naéi verovatnosnu meru u, tako da je
i<f, o
Celpd = [ % duee,
v

gde je C_ zadati funkcional koji zadovol java C(15-C3D.

g

Medutim, mere na beskonaZno dimenzionalnim prostorima se
razlikuju od mera na konaZno dimenzionalnim prostorima.
Teoremu Bohnera CTeorema 1s2a1. 2 koja daje uza jamno
jednozna¥%nu korespondenci ju izmedu raspodela 1 karakteris-
ti¥nih funkcija potrebno je modifikovati. Ovde d<emo samo

navesti teoremu, a detal jan dokaz dat je u [13].

Neka je B Borelov podskup u R". Podskup od V' oblika

A =4f € V': (KT.,9,D,...:&p>) € B} C3. 1.1
Prr:--rPprp
naziva se cilindriéni skup. Ako su svi ¢, 1i=1,2,...,n u
€3.1.12 izabrani iz kona¥no dimenzionalnog potprostora F

prostora V, kaXemo da cilindriZni skup ima bazu u F. Famili ja
svih cilindriZnih skupova koji imaju bazu u jednom, fiksiranom

F obrazuje co-algebru %Ug. Unija

U= UY

FCV

gde F prolazi po svim kona%no dimenzionalnim podprostorima F
je algebra podskupova u V’. Neka je ¥ najmanja o-algebra koja

sadrzi U.

46






Teorema 3.1.1. Neka je C(p) karakteristiZni funkcional na V,

t.j. funkcional koji zadovol java uslove (1),(2>,C(3>. Tada

postoji jedinstvena verovatnosna mera p na (V,.¥%) takva da je

ce) = [ 1T due).
b4

U daljem radu dcemo <Zesto koristiti probabilistiZku
Hahn-Banach -ovu teoremu, pa ¢emo je ovde navesti. Ovu teoremu
je dokazao Han¥ u [12]. NeXto druga®i ju formu, koju <emo ovde

navesti dao je Ullrich u [485].

Teorema 3.1.2. Neka je V separabilan Banahov prostor i neka
je W < V proizvol jna mnogostrukost u V. Neka je f u.s.p. na
QO x W, za koji postoji sluajna promenl jiva S takva da za
svako w € Q, v € VW,

[£C@ )| < S |v]-
Tada postoji u.s.p. Z* definisan na 0 x V tako da je za svako
we vevw

£¥(w.v) = E(w, V),

a za svako w € Q, v € V,
»*
€% | = St vl
3.2. REPREZENTACIJE UOPSTENOG SLUCAJNOG PROCESA NA Q x 4
Teorema 3.2.1. Neka je ¢ u.s.p. na Q x & Tada za svako € > O
postoji k= k(&) € Ny, postoji skup B € '5’. takav da Je

P(B) 2 1-£, i niz sluZajnih promenl jivih {c,: m € No} tako da

Je
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8

1> Z(w,p) =

m

cm(®) (pn»9)» we€B, pes

Y

o

® i%s 1,2
e [ T |cm(@]| A= ek ] < k, w e B.
m=0

Dokaz. Dokaz je sliZan dokazu Leme 4. i Tecreme 1. u [485].
Videti takode [1,42,29].
Za svako wg € Q imamo da je E(wg» ") € #'. Tada sledi da

postoji C(wg) i k(wy) tako da je

If(wo'p) < C(wg) "p“k( we? » p € A .

Neka je
Ay (@) = {w € & |E(w. )| = Njeln» N € No, ¢ € S},

Ay = N A, N € WNg.
pesd

Ay = N Ay(p), N € Ng
pES,

gde je S, prebrojiv gust skup u & CVideti taZku 2.2. Glave
II.> Kako je S, prebrojiv, sledi da Jje Ay merl jiv skup. Dal je,

imamo da je

®
Ay € Agegr 1 0 =U A,
N=©O
Dakle, za dato e > 0, postoji k = k(£) € Ny, tako da Jje

P(AL) = 1-£. Ako obeleZimo Ay = B, dobi jamo da je
|€Cw. )| = k el o € % ©eB.

Za ¢ € &, defini¥imo

E(w, @) w e B
g, (wop) = ] CRa2 41D
o . w = B.
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Neka je, za w € Q

(@) = sup {[£ (@], ¢ € # el =1} =

= sup {|Z(w.®)|. ¢ € S, el = 1}

Imamo da je S(-) merljiva funkcija, SE-Y = kol

|E‘(w.p)| < S(w) flellk: © € &, w e B.

Prema probabilistiZko] Hahn-Banach -ovej teocremi, &, se moZe

profiriti na £, tako da norma ostaje oZuvana. ObeleZimo ovo
pro¥irenje sa 21. Imamo da je

Igi(w.p)| <'S(w) |elkr ¢ € FH» @ €
2 o 2
Neka je 1°= {{a,, m € Ng}: 2, € C, T |lan| < ot
m=0

Preslikavanje iz Q x & u Q X 1?2 definisano na slededi na&in,

@
© =% ap¥m € %

m=0

i: (wop) — (@0 N a,b.

je izometrija prostora Clvoce Mpogiuils © = i(Q x #) < Q % 'l

MoZemo definisati u.s.p. £, na @ na sleded¢i nacin
Ez(w.{)\t‘n a b)) = £, (w,p), @ € o, o€ Q,

gde je (w.{rk a }) = i(w,p). Tada je

- [ 2 u 1/2
|E2Cw. Ak 2 )| = S(w) [ = || )\,znk] , W e
m=0
Prema probabilisti&koj Hahn-Banach -ovoj teoremi £, se moZe
pro¥iriti na Q x I.z. Obele®imo ovo profirenje sa 'Ez. Imamo da

Je

T 5 2, ) = ZpCw, (N5 2anb): (0. XK a2 p) € © ©eq
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|Z,C0.4bn )| < S(@) [4Putl,z  {bmt € 17s

w € Q.

Za svako w € Q,

’gz(w.-) je neprekidan i linearan

funkcional na 1%, Prema tome, postoji niz {gm(oo): m € Ny} tako

®
da je Z ‘Em(w)lz < 0w, wen i
m=0
(0 fbyd) = £ (&) By bt € 15, 0 e
m=0

Na analogan naZin moZemo definisati u.s.p. na I % Lz(I).

koji demo obeleZiti na isti naZin,

Z,: Qx L%@1) — C,
=

[0 ]
Zp(w, )= £2(w. {bp})s @ = b

m=0

2
wm € L2, by} €L

Kako je gz(-.p) sluXajna promenl jiva za svako ¢ € LZ(I).
sledi, za ¢ =

¥Yms da su Em(-) = '52(..%). m € Ny sluZajne

promenl jive. Stavife, dualna norma

- © 2172
lEZ(w")I‘Lz(I)___ [ z 'Cm(“))l ] = R(w), w e
m=0
©
Imamo, za we€ B, @ =Z% a ¥, € A,
m=0

ECorp) = £,(0. ) = Eq(wp) = Ep(0r{hy amd) = Z2(0, Ky 20D

]
M8
N
3
~
£
o
Pl
W
"
T M8

s ¢}
Crl@) X& (W @) = T (@) (Wenr 9D
(o] =0

m

gde je c (&) = Cm(w) xk, me N,. ©
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Reprezentaci ju u.s.p. £ moZemo profiriti na skup Q \ A,

gde je P(A) = O, ako pretpostavimo da vaZi jof jedan dodatni

uslov.

Teorema 3.2.:2. Neka je ¥ u.s.p. na Q x #&. Pretpostavimo da
postoji sluXajna promenl jiva R, skup A € ¥, P(A) = 01 k € Ng
tako da je |E(m,p)| < RW Jelx, z2 © € QN A Tada postoji

niz sluXajnih promenljivih {c,: m € Ng} tako da je

®
o B E(w, @) = £ cp(@) (Wrr@)y @ € QNA @€,
m=0
@ 12
23-2k
c2D [ > lcm(w){ A ] < R(w), w e Q \ A.
m=0
Dokaz. Dokaz je isti kao dokaz Tecreme 3.2.1. ako stavimo
da je uw'CB.2.1>
E(w,p), we N A
£, (0 p) = . o
O, weN\NA

Neka je R operator definisan u paragrafu 2.2. druge
glave.
Na skupu uopXitenih sluZajnih procesa moZe se definisati

diferenci jalni operator R, k e Ng» na sledeci naZin

R F(w,p) = E(w,Rp), w e Q, ¢ e L
Re+rt = R(Rk), k e N,

RO = 7.

Dal je <emo R obeleZavati isto sa R.

S1






Sledeca teorema je analogna Teoremi 2.2.2. odnosno
Teoremi 9.6.2. [47,ch.9.6]. Kao i ranije, neka je A = {n € Ng:

An=0}, A°= N, \ A.

Teorema 3.2.3. Neka je & u.s.p. na 0 x & Za svako € > O
postoji skup B € ¥, sa P(B) 2 1-£, broj ko= kol(e) € N, 1

za svako k 2 kg u.s.p. & na Q X LZ(I) i sluZajne promenl jive

Cny» M € A, tako da Jje
F(w,p) = R¥E (w,p) + £ c (@) (Wnr¥)y w €B, peA
. neA
Dokaz. Iz Teoreme 3.2.1. sledi da postoji B € ¥, sa

P(B) 2 1-£ i kg=ko(£), 1 niz sluZajnih promenl jivih {c.:me Ny}

tako da je

a
E(w, @) = £ cp (@) (W) w € B, p €4,

m=0

Lo o) A 172
[ Z |em(w| x;nzko] < kg» ® € B.
m=0

Neka je, za k 2 kg,

cm(w) i;k » weB
b, (w)= {

Imamo da je

@
Ex(w,p) = £ b (DX(W¥Wm»©)» we), pedf u.s.p. na N x Lz(I)
m=0
Dal je je,
k k ® k
REL (0, 0) = £p(0 R @) = T bl g(¥me®) = T cp(@X(¥m» 9D
m=0 n

s2







pa sledi

k
E(w,p) = R (i) + T cp (@) (¥Wmr¥). O
meA
Napomenimo samo da se mo2e pokazati, C(vidi dokaz Teoreme

3.2.6.5 da Je & = [X (0. t)Rp(tddt, gde je X, funkcija
¢ &
definisana sa:
(s o

Xp(w,t) = £ b(dyu(t), we t el.

m=0

pa je gornja reprezentaci ja u stvari oblika:

£ p) = [X(@ DR ()AL + £ cp(@)(¥m ), © € Q. p € .

m
I

CE 22D
Sli%*no kao u Tecremi 3.2.2., dodavanjem jo¥ jednog uslova

mo¥emo pro¥iriti reprezentaciju (3.2.2) na skup mere jedan.

Teorema 3.2.4. Neka je ¥ u.s.p. na Q x & Pretpostavimo da
postoji sluXajna promenl jiva R tako da je E(R) <o, skup A € 7,
sa P (A) = O, broj kg € Ny, tako da je |&(w.p)| = R(w)"p"ko 5
w e\ A pe4H Tada za svako k 2 kg, postoji funkcija
Xp: O xI — €, i za m € A sluajne promenljive c., nezavisne
od k tako da je

E(w,p) = f)(k(w.t).ﬂkp(t)dt + 2 e (@)(Wmr @) @ € NA, p € &

meA
s ¢
U slededim teoremama dadcemo reprezentaci ju preko
neprekidnog sluZajnog procesa X,.

Da bismo dobili reprezentaci ju preko neprekidnog







sluXajnog procesa, potrebno je staviti neke uslove na nizove
Am: m € Ngt i {yy,: m € Ny}l

Pretpostavimo da nizovi A m e NGt i {¥m: m € Ng}

zadovol javaju sledede uslove:

(%) postoji so € Ny i konstanta K tako da je za s 2 s4

sup |ym(t) X;“[: me Ny, t € I} < K;

() postoji p, € Ny tako da je za p 2 pg

m~
I Tl R
m=0
Uslovi (3 ‘i (3% nisu suvi¥fe restriktivni. Na primer
Ermitov, Lagerov, Furieov ortonormiran sistem zadovol java ove
uslove. U [47, ch.9.8] i [ 3, ch.10.18], mogu su nac¢i i drugi
ortonormirani sistemi koji zadovol javaju ove uslove.
Reprezentaci ja u.s.p. preko neprekidnog sluZajnog procesa
mo¥e se dati, kao 1 ranije, na skupu proizveljno velike
verovatnode, 1 na skupu verovatnode jedan. Dokazi su sliZni
dokazima Teorema 3.2.3. i 3.2.4., pa ¢emo prvu teoremu navesti

a dokaz dati za drugu.

Teorema 3.2.5. Neka je & u.s.p. na Q x L. 2Za svako £ > O
postoji skup B € ¥, sa P(B) = 1-g£, broj kg=ke(e) € No,» 2 za
svako k = ko postoji neprekidan sluZajni proces X;: Q x I— C,
i sluXajne promenljive c,, m € A, tako da

£ @) = [Xp(, DR TP T p()at + T oW ) @ € B, p € o,

meA ”
I

gde je s 2 s4, Sg 1z (3, p 2 pg» Po iz ) .







Teorema 3.2.6. Neka je & u.s.p. na Q x & . Perpostavimo da
postoji sluZajna promenl jiva R za koju je E(R) < o, skup A € Fs
sa P(A) = O, broj ke € No, tako da je |t(w.p)| < R(w)up"ko.
w € 0, ¢ € . Tada, za svako k Z kg postoji neprekidan
sluXajan proces X;: O x I — €, i sluXajne promenljive cp,
m € A, nezavisne od k tako da je

k+p+s

Z(w.p) = [X (0, IR

I

e(t)dt + £ c (D)W P)r @ € NA, p € A,
meA

gde je s 2Zs,, Sgo 1z (%, a p 2 por Po 12 Cre3) |

Dokaz. Iz Teoreme 3.2.2. sledi da postoji niz sluXajnih

promenl jivih {c,, m € Not tako da je

o o}
£, @) = £ cp(@d¥m®)» @ € QN A, ¢ € s,

m=0

o o} o 1.2
[ Z |emw) x;nzko] < R(w), we N\ A

m=0

Neka je k 2k, fiksirano. Defini%¥imo, za s Z Sg» P Z Po»
e ~
Xp(w,t) = £ cpe) ARS kep+rsd y (£), w e, t e€I.

m=0

Imamo, da je za w € Q \ A

s o] (e o]
T |em(@ XplktPre y (1) < K T |en(w) ok RGP o<

m=0 m=0
o2} oo 172 e 2} - 172

<K [ £ |em@]| x;,zk] [ b x;nzp] < oo
m=0 m=0

Sledi da je za svako w € © \ A Xy (w, ) neprekidna funkci ja.

Kako je X (-,t), t €1 merl jiva, sledi da je X, merljiva kao

58







@
funkcija na Q@ x I. Za ¢ = £ a,¥m € & 1imamo

m=0

o0 e 172
[ 5 ‘am( )\'—nZ(k¢p~a)] = C < oo.

m=0

Takode,

e o] S 172
[ T |em(@| x;nz“ﬁp*v] < R(w), we 0N A
m=0

Dakle,

X, (w,t) R*TPTop(t)|dt dP(w) <
I k ‘
A I

= [ icenPae) 7 (12727 e Pan) Jepe =
1 I

o o8}
< J‘ [(Z lcm(w)IZX;\Z(k¢p+e))’/z (z lam|2'i'2n(k+p+e))"/zdp(w> <
m=0

m=0

< C [ |R(|dP(w) < e
NA

Prema Fubini jevoj teoremi [37], sledi da
Xk(~.~)$¥’p’s¢(-) < Li(ﬂ N A x I), i po istoj tecremi, da jJe
k
£.C o) = [ X CLRTP T p(t)dt,

:

sluZajna promenl jiva za svako ¢ € . Sledi da je Zy u.s.p. na

O x L%(I). OXigledno je da je

o ]

~ k+
Er (0o p) = T cp(@) RApl KPPt (pa R T T0) + E (@) (W 0D
m=0 meAc©

pa Jje

£Cor®) = £4(0.0) + E @) (W #)s © € QN A, p € & D
meA

S6







3.3. USLOVNO MATEMATICKO OCEKIVANJE UOPSTENOG SLUCANOG PROCESA

3.3.1. MATEMATICKO OCEKIVANJE UOPSTENOG SLUCAJNOG PROCESA

NA Q x A

Neka je V vektorsko topolofki prostor a V' njegov dualni

prostor.

Definicija 3.3.1. Neka je ¢ u.s.p. na Q x V, ako je

Cid> Vp € V Ef(r,.p) < m,

Ciid> preslikavanje V = p » Ef(-,p)eC je linearno i neprekidno
tada se funkcija E[¥] € V' definisana na sleded¢i na&in

E[£]1(p) = [ E(w.p)dP(w), ¢ €V
Q

naziva matematidko olekivanje uopitenog sluZajnog procesa [.

Teorema 3.3.1. Neka je ¢ u.s.p. na Q x & i neka su
zadovol jeni uslovi Teoreme 3.2.2.. Ako je E(R) < w, tada

postoji E(c,), m € Ny, postoji E[&] i dato je sa

o}

E[Z]1(p = T E(crd(¥m'®)» © € A,
m=0

takode postoji p € Ny tako da je

e 9]
T |ECem)|® Xp2P < o

m=0

Dokaz. Kako je u Tecremi 3.2.2.

® - 1,2 :
[ = lcm(w)lzXRZk] = S(w) < o, we N\ A

m=0

sledi da je

S7







@ gl 12
[ T |em(w]| >\r_n2k] < Rw), we N\ A,
m=0

pa je, za svako m € Ny, |c ()| = |im|kR(w). w e O\ A.

Sledi da je

1B | = |J eml@dP(@)]| = [X,|" [ R(@)EP(e) < o
Q Q
o o]
Dal je, za ¢ = Z a,¥,m € & w € Q,
m=0
@
B2 0| = ] E cntdyme)]apeo] =
q- ™o

a .
<[ [ Z |em(w) §m|]dP(w) <

m=0

[0 8} 172 oo} e
< I [ T |lem(@|® X,—nzk] [ £ |aml? ienk] dP(w) <
Q\A m=0 m=0
s o} 4 /2
<c [ [ 5 |cm(w)1zi;2k] dP(w) < oo.
N m=0

Prema Fubini jevoj tecremi je, za ¢ € &, w € Q,

E[£]1(p) = [ Z(w,p)dP(w) =
Q

a
= [ [ = cntortm o]are
N m=0

s o]

-= [ cm(w>dP(w>] Wi ©)

m=0

INA

E(c))(¥m» ©)-

i M8

m=0

o)
Iz Z¥injenice da je £ E(c,)(¥m>®) konaZno za svako ¢ € K

m=0







i iz [25 ch.30], sledi da postoji p € Ny, tako da je
® L b
£ |E(Gm)| AREP < @ D
m=0
Primetimo da je za matematiZko oXekivanje u.s.p. na Q x X4

dovol jno traZiti samo da je E[£] funkcional na V. O%igledno,

E[¥] Jje linearno, a neprekidnost se lako moZe pokazati.

@ ©
Zaista, neka p, > ¢ u &£ 1 neka je ¢, = Z a:\wm. = Z am¥m-

m=0 m=0
Tada je

(o 4]

|ELZ]1(pm) — E[Z1(P]| = = |ECCmd (¥ o=@ | =

m=0

® = 1/2 L 17z
< [ £ |ECcm | )\'-nzp] [ T jag-anl )\rZ“P] — O, n-o.
m=0 m=

Teorema 3.3.2. Neka je & u.s.p. na Q X . Neka su ispunjeni
uslovi Teoreme 3.2.6.. Ako postoji E[ X (-,)] =za svako k Z kg

E[£] postoji i dato je sa

k+p+
JEX - IR P*e (t)dt + £ E(cX¥m:?)» © € F.
meA

E[Z](»

I

Dokaz. Iz Teoreme 3.3.1. sledi da E(c,) postoji za svako
me Ny, pai za meA

Primenjuju¢i Fubinijevu teoremu, imamo za svako ¢ € ,

E[£1(p) = [ Z(w.p)dP(w) = [ L(w.p)dP(w) =
Q NA

I [jxk(w.t)x“*’”"p(t)dt + 5 cm(w)(wm.p)]dP(w) =
AT e







il [I Xkcw.odP(@]xk””’p(t)dt + £ [ cnlw)P(X ¥m: P)=
I A S
J» E[ xk(' .t)ﬁk*p*.
2 i

p(tddat + £ E(cp)(¥m- ). O
meA

3.3.2. USLOVNO MATEMATICKO OCEKIVANJE

Dacdemo reprezentacionu teoremu za uslovno matematiZko
oXekivanje u.s.p na Q x &, u odnosu na ¢ - podalgebru U od ¥
Ova teorema je sli¥na Teoremi 5. u [21]. Prvo cemo dokazati

slededu teoremu.

Teorema 3. 3.3. Neka je X(w,t): Q@ x I » € neprekidan sluZajni
proces. Neka postoji sluZajna promenljiva R, sa E(R) { o, tako
da je za svako t € I, |X(-,t)| = c(t)R('), skoro sigurnoc na o,
gde je c(t) funkcija ograniZena na I. Tada =za proizvol jnu
o - podalgebru % od &, funkcija g(w,t) = EX(w,t)|W) Je
U x B (I) merljiva, gde je B(I) o - algebra generisana Borelo-

vim skupovima u I.

Dokaz. Za svako ¢t € I imamo da je g(-,t) U - merljiva
funkci ja. Pokazademo da je za skoro svako w € Q, g(w, ")
neprekidna na I. Neka je {t,: n € Ng} niz u I takav da t*tos
i za svako w € Q stavimo Y (w) = X(w,t,). Kako je X(w, ")

neprekidno za skoro svako w € Q sledi da

Y () 229 Yo() = XC-utg)s N

Dal je, kako je =za t € I, [XC-ot)| = c(IRC-) skoro







sigurno na 2, prema Fatou-Lebesgue teocremi o konvergenci ji

[26, ch.25.1] i kako je R integrabilno, imamo da je
ECY, | == E(Y,|W.

Dakle, za skoro svako w € Q, g(w,t,) = EQX(w,t)|W = EY,|W
konvergira ka g(w,ty) = E(Y,|W., pa je g(w, ) neprekidno za
skoro svako w € 0. Sledi da je g(-,') U x B(I) merljiva
funkci ja. Takode, kako je X(w,* ) neprekidna, sledi da je X
F x B(I) merl jiva funkcija. O

Neka je P,, restrikcija od P na U definisana sa

U

P,(B) = P(B), B e«

Definicija 3.3.2. Neka je & u.s.p. na Q x &£ 1 neka je U
o - podalgebra od ¥. Uslovno matematiZko ofekivanje Cuslovno
o*ekivanjed od £ u odnosu na U, obeleXavamo ga sa E[Z|U](p).
¢ € &, je za svako ¢ € &, U - merljiva funkcija definisana do

na P{u ekvivalenci ju na slededi nalZin

JELE|W] (P)dP, (w) = J Z(w.9)dP(w), B € U, p € «.

Teorema 3.3.4. Neka je & u.s.p. na O x & Pretpostavimo da
postoji sluXajna promenl jiva R, takva da je E(R) < o, skup
A e ¥, takav da je P(A)=0, i broj ko, € NNy tako da je
|€Cw.@d| = R(w)"puko. weNNA e Tada za k Z kg,
postoji neprekidan sluZajni proces X, (w,t) na Q x I i sluXajne

promenl jive c,, m € A, tako da za w € Q N A, 1 p € ,







1> (@) = [ Xy (@, RSP T o(t)dt + T (@)X (¥ms ©)s
meA

I

gde je s 2 s5 1z (3% a p 2 pg iz (66O, Dal je,

2 E[£|U](p)= [EK (0, )[R TP Zp(tddt + £ E(cn(@) | 0DWm: -
meA

b4

Dokaz. Neka je k 2 ko, fiksirano. Tada (1) sledi iz Teoreme
3.3.6.. Prema Teoremi 3.3.3. EX,(,-)|W. Jje merljiva funk-
cija na U x B{), a Xy je ¥ x B(I) merljiva. Prema Teoremi
3.3.1., E(c,) ¢ @, m € A. Na isti naZin kao u Teocremi 3.2.6.

moZe se pokazati ‘da je

U[ jxk(w.t)x"*"*’p(t)dt]dpcw)| < KJ|R(w) |dP(w) < .

B X B

Iz teoreme Fubinija sledi da je, za ¢ € #,

JELZ | U] (P)dP (@) = [Z(w.@)dP(w)

=f ka(w.t)x""’“p(t)dc + = cm(w)(wm,p)]dP(co) =
meA

B :

= jxk(w.t)dp(w)x’”"”’p(t)dt + £ [fcm(w)dP(w)](wm.p)

meA
I B B

- 1] IE(xk(w.t)lmdPu(m]x*"’“p(t)dt +

I B

5 ¥ [ fE(cmcmlmdPucw)](wm.p) -
ok B

o

=f [ JEX, (0, ) |u)] RETPTE (L)t +E E(em(@) | DWm: p)] dP, ().
meA

B I







3.4. REPREZENTACIJA UOPSTENOG SLUCAJNOG PROCESA
NA Q x DM (0) I Q x Exps

3.4.1. REPREZENTACIJA U.S.P. NA Q x D MP

(%)
U sledecdoj teoremi koristidemo ideje dokaza Tecreme 8.1.

[24) 1 Teocreme 6.1. [1].

Teorema 3.4.1. Neka je ¥ u.s.p. na Q x D ™’ (0). Za svaki

regularan, relativno kompaktan otvoren podskup G od © i =za

svako £ > O postoji B € F i kona¥na sluZajna Radonova mera

va(w.dx) na C(G), a € [Ng. tako da

1> PBYL.=2=g;
(2 =za svako w € B postoji L > O i e > O tako da

lotl n
“va(w.dx)uc,(6> Ko el o Mlal' a € Ny;

( Mp)

(3 =za svako w € B 1 p € D G

ECw.p) = £ <D (w,dx), (> €3.4.1>
aeng &

StaviZe, za svako w € B red u (3.4.1D konvergira ka ¥&(w, ) u

{ Mp)

smislu jake topologije u (D o)’.

Dokaz. Kako je G regularan, relativno kompaktan otvoren
podskup od ©, njegovo zatvorenje, G, je regularan kompaktan
podskup od ©. ObeleZimo G sa K. Neka je ¢, restrikcija od { na

{ Mp)

( Mp?>
Q x Dy .

Z, jJe u.s.p. na Q x Dy

Pokazademo da se £, mo%e prikazati u obliku (3.4.1> u







Jjakoj topologi ji prostora (ﬁ;up))'. Kako je inkluzija

D(Mp)(G) B DLup)neprekidna. pa preslikava ograniZene skupove u
ograniZene, sledi da (€3.4.1) wva%2i i u Jjakoj topologiji
prostora (D(up)(G))K

Iz definicije i topolofke strukture prostora 1&"9) sledi

da za svako w € Q postoji c(w) > 0 1 J(w) € N tako da

|2, C0r@)| = c(elx; o+ © < P el
Neka je

) = 4o € 0 [TiCepd| < Nlplwtr © € BT N e,
i

Av = N A, N <IN

( Mp)
k

( Mp)

Kako je Dy separabilan, imamo da

Ay = N AP € Fs
PR

gde je R gust, prebrojiv skup u D;‘p).

Tako. iz

o
Q= U A Ay & Aosod N € N,
N=1

dobi jamo da za dato £ > O postoji r € N tako da je P(A.)Z 1-¢&.

Ako obeleXimo B = A., imamo da je za w € B 1 € D;np).

|£iCer@d| < rlelx, -

Defini%imo na Q X D;MP)

5 £.(0.p) @< B
(o p) = { ’ PR L il

o w & B







Neka je

( Mp)

S(w) = sup {|g1(“-’r¢’>|: P € Dy ’ “P"xr TR
= sup {|Et(w.p)|: ¢ € R, "p“xr <1}, w e .

pa je S(-) merljiva funkcija, i SC-ONSEL:

ﬂ;"p) Jje potprostor od Xip Po probabilistiZkoj
Hahn-Banach-ovoj teoremi E1 se mo¥e pro¥iriti na Q x X..

ObeleXimo ovo pro¥irenje sa {,. Tada je

Itz(w.p)[ < S(w)upuxr. peX, we

Kako je d, izometrija na prostora X, 1 X Cparagraf 2. 3.

r

Glava IID, preslikavanje F: Q X ir » € definisano sa
= ! - .~
F(w.(p, ) = L2(w.9)  gde je ¢ = d. ((p )

je u.s.p. na O x ir.
Po probabilisti&koj Hahn-Banach-ovoj tecremi F se moZe

profiriti na Q x Y. ObeleZimo ovo profirenje sa F. F Jje u.s.p.

na Q x Y tako da je

IF (0. ]| < S|y, © <0 ()<Y

Za svako w € Q, E(m,~) je linearna 1 neprekidna
funkcionela na Y pa je F oblika

F(w, ") = Z ; Fa(w.~).

IFCo dy" = = IF L0 der e = S
aelNgy
gde su Fa(w.-). a € mg. neprekidne i linearne funkcionele na

potprostorima Yac Y, a € N;. i gde je

Yaszﬁ’ B e mg): wﬂ e C(K)., WBEO za [ € N;\Jan.







Za svako a € [Nz prostor Ya je izometriZan sa C(K).
Obel eZicemo [p]cl element iz Ya koji odgovara ¢ € C(K). Kako je
F‘(w.-)lYa= Fa(w.'). w € N, sledi da su Fa u.s.p. na Q x Ya'
aéN;. odnosno na Q x C(K).

Dal je, Lemma S.2. [1] implicira da za svako ae[N:;
postoji jedna i samo jedna sluZajna Radonova mera va(w,dx)
tako da je

F (e l¥] ) = Jw v (w,dx), ©eQ vye CCK).-

K

: ¢ Mp)
Tako, za w e B 1 pe.DKp,

E,(wep) = E4(w,0) = Ep(wip) =

latl a' ot
r C-1>" D
£»

E‘(w, C v

loul

IalC—l)a -

=z _r ERo-Enod B et 1 ((widx)
n M o
aelNg lal
K

lotl
_ e ot
= X < v D va(w.dx). o(X)>
onéN:; lal

=3 . (Da ;a(m,dx).p(x)>.

aelNg
gde je
lol
v (w,dx) = - v (w,dx),
M
lal
i
Mlal
& n lal o
aelNg

Zto implicira ¢(2>. o







3.4.2. REPREZENTACIJA U.S.P. NA Q x Exp#

Na sliZan naZin kao i u Teoremi 3.4.1. i Teocremi 3.2.1.

moZemo pokazati slededu teoremu.

Teorema 3.4.2. Ako je ¥ u.s.p. na Q x Exp# tada za svako
€ > O postoji B € ¥, sa P(B) =2 1-¢g, postoji k=k(e), i niz
sluXajnih promenljivih {b,: m € Ny} tako da za svako w € B i

¢ € Exp#&

. (e ¢]
C1d §(w,p) = £ b (D (¥m:®);

m=0

a0 2 -~ =% 1/2< o
2 [ £ |bu(e) | (expy [Xn | ] :

m=0

Stavi¥e, za svako w € B niz u (1) konvergira ka &(w,*) u

smislu jake topologi je prostora (Exps#)’.

Dal je ¢emo navesti neke primene reprezentacije u.s.p. ¢§
na Q x Exps#f dobijene u Teoremi B, o % na refavanje

stohastiZkih evolucionih jednaZina.

@
Neka je £(-,) = £ b ("X ¥m» ") U.s.p. na Q x Exps, 1 neka

m=0

je T polinom takav da vaZi slededi uslov.
Ako je neko w € Q i m € Ny b (w)=0, tada je T(A,)=O.
Tada stohasti&ka diferenci jalna jednaZina
T(Ru(w,p) = E(w,p), w € Q, e € Exp#,

gde je T(RWw,p) = w(w, T(R)p), w € Q, ¢ € Exp#’, ima relenje







uw,p) = (= P}—?%wmm ;18
m=0 b

Ako je za neko w € Q b (w)=0 i TA,)=0 stavljamo da Jje
b (w) T(A\)=0, m € Ng -
Re¥enje u je u.s.p. za koji Teorema 3.4.2. implicira:

22 svako £ > O postoji B € F i k=k(&)

o ]
(1> tako da je P(B) = 1-6. + T |un(@)|* (@@ XY 7H < .

m=0

gde je up(w) = Ba(w)/TA,), me Ny, w € Q.

ObeleZimo sa, E’: diferenci jalni operator beskona¥nog reda

oblika

@
2 @)= R ugx & R

o
asaEk

P

m

operator

E‘;= exp k(exp...expR)
PR
p

e} map (e o]
b ’;“\ZL,— £

m1=0 rn2=0

Na sliZan naZin moZemo posmatrati i reXiti stohastiZku

diferenci jalnu jednaZinu beskonaZnog reda

To(Ru + T, B dust. .ot T,(E;)u = Hu = E.

Ta%ni je, ova jednaZina je oblika

Hu(w,p) = w(w,Hp) = f(w.p), @ € Q, ¢ € Exp#,

gde je ¢ dati u.s.p. na Q X Expsf, a TgsTgs---T proizvol jni

polinomi [331].







Dal je, posmatrajmo stohastiZku diferenci jalnu jednaZinu

weN te[0,w), ¢p € ExpHA,

Ciid L(‘;—L—‘-ﬂ = TR u(w.t,p).

u(w,p) = Z(w.p), w € Q, p € Exp#H,

na Q x Exps.

gde je ¢ dati u.s.p.
,) glatka funkcija na [O,m) za

Pretpostavimo da je u(w,
svako w € Q, ¢ € Exp#, i za svako w € 2, t € [O,m), ¢ € Exp«:

T(Ru(w, t,p) = u(w,t, T(R)p).

Koristedi rezultate u [33]) dobi jamo da je

@
u(w,t, @) = (I (@P(TAIIDD(0)¥m: ¥
m=0
b (w) = E(w,¥p), me Ny, 0 € Q,
refenje jednaZine u (Ciid. Za koefici jente
u(w,t) = (exp(TANb (@), m € No, vaZi Cid ako t pripada
U ovom sluZaju B i k ne zavise od

ograni®enom skupu u [ O, ®).

tog ograniZenog skupa.
Na sliZan na¥®in mo¥emo refiti stohastiZku diferencijalnu

Jjedna&inu oblika

B L0) = (TR + Ty(E) *+ - .-+ Ta(EDulw.t. o),

wen te[0,mw), ¢ eExpH,

u(w,t,p) = é(w, @), w € Q, ¢ € ExpHA,

gde je ¢ dati u.s.p. na Q x Exp#.







GLAVA 1V

4.1. KONVERGENCIJE NIZA U.S.P. NA Q x &

U svom radu 221, L.J. Kitchens je dao definicije
konvergenci je u verovatnodi , srednje kvadratno i skoro
sigurno, niza {£,» n = 1} uopstenih sluXajnih procesa na
Q x K{Mp}. U [22] su takode dobijene karakterizacije niza
u.s.p. na Q x ¥X{My} koji konvergira na neki od navedenih
naZina.

Sl ededi njegova istraZivanja, u ovoj glavi dademo
karakterizacije niza {¢,, n = 1} u.s.p. na Q x £, koji
konvergira u verovatnoéi, skoro sigurno i srednje kvadratno.

Niz u.s.p. demo krade zapisivati {{.}.
4.1.1. OSNOVNE DEFINICIJE

Definicija 4.1.1. Niz u.s.p. {£{,} na Q x & konvergira ka
u.s.p. £ na Q x & u verovatnodi (#’) ako za svako £ > O

postoji k € Ny tako da

lim P{w € Q: sup |En(w.@) — E(w,p)| Z € = O.
n-m el =1
k

Krace pifemo &, B X, (W),

Definicija 4.1.2. Niz UCS.Pp. 18ar na Q x & konvergira ka

u.s.p. £ na Q x & srednjem (&£') ako postoji k € Ny tako da

lim sup SN CIX2 E(w, @) |dP(w) = O.
na® o “p“k51







Krade pi%emo & wibing ()

O%igledno, konvergencija u verovatnodi Csrednjemd (&)
implicira takozvanu slabu konvergenci ju u verovatnodi

Csrednjem:

Definicija 4.1.3. Niz u.s.p. {{,} na Q x & konvergira slabo u

verovatnodi (#£') ka u.s.p. £ na Q x & ako za svako g, € #,

fn("Po) - {("po)-

Definicija 4.1. 4. Niz u.s.p. {£,} na Q x & konvergira slabo u
srednjem (#£’') ka u.s.p. & na Q x & ako za svako Yo € %,

£l 00) — £C 90D

Definicija 4.1.65. Niz .S B it na Q x & konvergira ka
u.s.p. £ na O x & skoro sigurno (#£') ako postoji skup A e F
takav da je P(A) = O 1 da za w € Q \ A, E(w, ") — E(w, ")
slabo u #’.

Krade pi%emo £, e e ST

Definicija 4.1.6. Niz u.s.p-. €.} na Q x & konvergira ka

u.s.p. £ na Q x & ograni&eno u verovatnodi (#£') ako

C1d &, — &, (£,

Ciid postoji skup A € ¥, takav da je P(A) = O i da je za
we QN A skup {{.(w, )} je ogranien u &’.

Krade pi%emo &, ——3 Z, (£).

Definicija 4.1.7. Niz u.s.p. {{.} na Q x & konvergira ka £ na

Q) x & ograniXeno u srednjem (#£') ako







Cid &, — &, (A,
Ciid postoji skup A € ¥, takav da je P(&) = O i da je za
we O\ A skup {£.(w, ")} ograniZen u #’.

Krade piZ¥emo Ent—'i F R

Oxigledno da &, 225 ¢ implicira &, — & 1 &, 2y

implicira £, — Z.

Kako niz u.s.p. {£,.} konvergira ka u.s.p. ¥ ako i samo
ako niz 5 IR o {£{,-¢} konvergira ka nuli, dal je cemo
posmatrati samo sluZaj kada niz u.s.p. {¢,} konvergira ka

nuli.

4.2. KONVERGENCIJA SKORO SIGURNO (')

Teorema 4.2.1. Neka je {£,} niz u.s.p. na Q x & Slededci
uslovi su ekvivalentni.
A. Niz {¢.} konvergira ka nuli skoro sigurno (&£’).
B. i Za svako ¢ € &, {£,( ,p)} konvergira ka nuli skoro
sigurno.
Ciid Postoji skup A € ¥ takav da je PCAY=0, 1 =za svako
we QN A skup {£.,(C.p), n € N} je ograniZen u &£’.
C. Cid> Za svako o € #, niz {£.( .p)} konvergira ka nuli skoro
sigurno.
Ciid Za svako £ > O postoji skup B € ¥, i broj ko € Ny, oba
nezavisni od n, takvi da je PCB). Z2.1-5; 1 za svako

weB, ped je £ (0.0 = kolelk,-

Dokaz. Dokaz je sliZan dokazu Tecoreme 2.2. u [22]. Pokaza-

cemo da A.= C.= B.= A..







A.=» C. Pretpostavimo da £, = ¢, (#£'). Tada C.CiD> odmah
sledi. Imamo da je za svako w € Q \ A niz {{,(w, )} ogranilen,

@
a kako je #£'= U #,, sledi da postoji nenegativan prirodan broj
k=0

k = k(w), koji ne =zavisi od n, takav da je |¢. (w.p)| =
< k(w)"p"k(w) , ¢ € & Dalje, kao u [28, Theorem 2.1, videti

takode [1,12], oznaZimo
Ae) = {w € @ |E (0,@)| = N|p|ntr ¢ € & N e N,

Ay = N An(®).

pes,
©
Imamo da «+ je Ay merljiv skup, da je O \ A CUAN.
N=1

1 Ag'c Agegs» N € INC Odatle dobijamo da za dato £ > O postoji

k € N, takav da je P(A ) 2 1-£. Stavimo B = Ap 1 C.Ciid sledi.

C.=» B. Uslovi C.Cid i B.Ci) su isti, a da bismo pokazali da

C.Ciid= B.Ciid, odaberimo £=1/p, p € N. Tada postoji By i kg,

nezavisni od n, takvi da Jje P(B)) 2 1-1/p, i za o € By,
©

| Z (@, @) | < kp"pllkp. p € A. Neka je A = 0 \ UB,. Tada je
p=1

P(A) = O 4 B.C(iid sledi.

B.= A. Iz B.CiD sledi da za svako ¢ € S, postoji skup

Ap € ¥, takav da je P(Ap)=0 i za svako w € Q\Ap. ¢ (w,p)— O.

Neka je A’= AU (CU A), CA je skup iz uslova B.Ciid>. Imamo
©
pes,
da je P(A’) = 0, i za svako p € S, 1 w € Q \N A", { (w,p) — O.

Kako iz uslova B.Cii) sledi da je za svako w € Q \ A’ niz
{£,(w, ")} ograniZen u ', na osnovu Banach-Steinhausove

teoreme sledi da za svako w € Q \\ A", Eh?—'iv O (#’). o







Teorema 4.2.°2. Neka je {{.} niz wu.s.p. na Q x #. Tada
ghs_‘i_‘, O, (#') ako i samo ako V € > O postoji skup C € #,

takav da je P(C) = 1-£, postoji ko € Ny, takav da za k > kg i

w e C,
c1d sup |€n(w.@)| — O, n—ore.
ell, =
Dokaz. Pretpostavimo da &, EEdEe 5, (#'). Tada iz Teoreme

4.2.1. deo C.Ciid sledi da postoji skup B € ¥, sa P(B) =2 1-¢,
broj ko € Ny takvi da za w € B, p € &, n € N, lfn(w,p)|.<_ko“puko.
Dal je, iz Teoreme 3.2.1. sledi da za svako n € N postoji niz
sluZajnih promenljivih {c, ,» m € Ny} takav da je za svako

weB, pe A,

(e o]

En(w, @) = £ cpy n(@(¥ms 9 c4.2.1D

m=0

i za svakon € N, 1 k 2 ko, k fiksirano,
@ 2 ~ 1,2
[ L |Cm, n(@)] x;nzk] < k. C4.2.2>
m=0

Kako (ns'—s'» 0, (#£'), postoji A € ¥, takav da je P(A) = O
i da za w € Q \ A, {,(w,p)—0 za svako ¢ € #. Stavimo C=B \ A.
Tada je P(C) 2 1-£ Jjer je P(-) kompletna mera. Stavljajudi

©=¥Ym» M € Ng u C4.2.1.5, dobijamo, za w € 58

Falwiwy,) = cp Alw) — O, n+0, m e Ny, C4.2.3

@
Neka je k > kg fiksirano. Imamo, za ¢ = Za v,

m=

mw € %, weC,

@
ltn((‘)'p)' : | z Cm, n(w)(Wm'p)l &=

m=0

el W) AP Ak ai )=
o

m

I M8







@ - ;W
<[ = lemn@® 2] el

m=0
Dal je,
@ -
S ylicn, (W) | As2k =
m=0
- 2 -2k X-2 - = Y k
Z lem nfed|™ An *ARZe T [Cu alaD]™ ASHTR-0?
m=0 m=m°+1 *

gde je mg izabrano tako da

P £.2
)\mgart = (5“)

Iz C4.2.3.> sledi da postoji ng = ng(e) takve da je, za

< e £.2
T |cm n(@|” X2k < (7. n Z n,e.

m=0

Dakle, imamo da za svako £ > 0, w € C, p e H&, k > kg»

ESN RIS (4 P

pa sledi C1D5.

Obrnuto, pretpostavimo da je (1D ispunjeno. Tada C.Ciid

odmah sledi.

Za svaki p € N izaberimo £=1/p. Iz C1) sledi da za p €N

postoji Cp i kg takvi da je P(Cp) =2 1-1-p, i =za w e Cy

©
sup lfn(w.p)| — O. Neka je A = N U Cp» tada je P(A)=0. Za
el = p=1

svako w € (NA postoji p(w) takvo da w € Cp( Ao i postoji kP< o

takvo da sup Ith(w.p)l — O. Dakle, za dato ¢ € &, 1 za

lell, =
p( W
we N \A
|EnCwr@)| < sup [ZnCwr@d| fPlk (o > ©
el =2

p( W







pa C.CiD) sledi. D

U Tecremi 3.2.3. data je reprezentacija u.s.p. f pomodu
obi¥nog sluZajnog procesa. U slededoj teoremi bide dat
potreban u doveoljan wuslov da u ovom sluZaju niz I

konvergira skoro sigurno (&£').

Teorema 4.:2.3. Neka Je {¢,} niz u.s.p. na Q x & Tada
s %5 0, (#') ako i samo ako za svako £ > O postoji skup
B € ¥ sa P(B) 2 1-£, postoji kg € Ng, gde su i B i kg
nezavisni od n; za svako m € A postoji niz sluZajnih promen-
13ivih {Cm, n(w): n € N}, i za svako k > ko PpPostoji niz
funkcija X, , na 2 x I, n € N, tako da , zan € N,
1> 2@ = [Xp, o0 IR (L)AL + I e 0 (X ¥me ©).
: meA

w e B, p € ¥,

cad ||Xk‘n(w,-)ul‘2 <k, weq,
€3 Xy, nCh I 2 = O,

(4> za w e C, Z cp p(w0)— O, noro,
meA

gde je C skup iz Teoreme 4.2.2..

Dokaz. Pretpostavimo da fns—'—i» 0,(#£’) 1 neka je £ > O dato.
Iz CCiid Teoreme 4.2.1. sledi da postoji skup B € ¥, sa
P(B) > 1-£, postoji broj ko € Ny, oba nezavisna od n, takva da
|En(w. )| = “puko. w e B, ¢ € &#. Tada iz Tecreme 3.2.3. sledi
da za svaki n € N i za k 2 ko postoji f‘unkci.ja Xy, n D2 2 x 1,
i sluZajne promenl jive c,.

na Q, m € A, tako da je (1> i (2>

ispunjeno.

76







Dal je, kako je

sup |En(w@d)|, w € B
g
Xk, nC@s 2 2 = { upuk“ : C4.2.5
L (o) , we B
imamo, prema (1D, Teorema 4.2.2., da uxk,n(“"')u,_z — O za

w e 0N (B N A, (A je skup iz Definicije 4.1.8.>. Kako je
P(B N A) = O sledi (3D.
Kako i u Tecremi 4.2.2. moZemo dobiti da za svako m € A,
Crm @) — O, © € C = B \ A, kako je A konaZno, (4> sledi.
Obrnuto, neka su uslovi (1> - (4D ispunjeni. Uslovi (30 i
C4) impliciraju 'C1) iz Teoreme 4.2.2. pa iz iste tecreme sledi

da £, =55 0, (#'). o

U slu¥Xaju da je niz {{.} u.s.p. na O x & prikazan preko
niza neprekidnih sluajnih procesa na Q x I imamo samo
potreban uslov za konvergenci ju skoro sigurno ().

Pretpostavimo, kao i ranije, da su uslovi (3 1 (e iz

Glave II1 zadovol jeni.

Teorema 4.2.4. Neka Jje {£,.} niz u.s.p. na Q x #. Ako
tniib 0, (#£') tada za svako e ¢ O postoji skup B € ¥, sa
P(B) = 1-&, postoji broj ko € Ny, gde su B i ko nezavisni od
n, Za.svako m € A postoji niz sluXajnih promenl jivih
{Cm, n(®): n € IN} na Q, i za svako k > kg niz neprekidnih

sluXajnih procesa X, , na Q x I, tako da za n € N,

€1 Z (@ @) = [Xp, nwit) RE*TPTS

I

p(L)dt + £ Cp, n(@)(¥me )

™m







weB, pe A gde je s 2 s, 1z (3, p 2 py 1z (e,

@ X, @I 2 Sk wenq,

3 {Xk’n(w.~). n 2 1} Jje jednako neprekidan na I za

P> Por W € QN A,
C4d) za we QN (BNA, X () O, nal, n > o
(5 za svako t €I X (-,t) — O, na Q N A, n — o

ced Z. ConmCw) i 00 Do, s, € BuN A

gde je A skup iz Definicije 4.1.85.

Dokaz. Pretpostavimo da X, =25 % ¢f’). Tada {=z= 'CCiiDd;,
Teorema 4.2.1. i Teoreme 3.2.5. slede (1> i (2>, gde je za

nelN, i k 2 kg

o0}
E T nid) ')t,‘n‘ k+p+a) o (L), w € B
Xi n(wrt) = m=e . t el.

(0] , w = B

Neka je t € I. Z2a w & B, X; (w,t) =0, a w € B

©
| X, nC@ot)] =| T e, nl@) AR KTP*e y ()| =
m=0
m -~
=K Z |y, n( ApSk+PV g £, Za n 2 ngle).
m=0

na isti na%in kao i u Teocremi 4.2.2., jer je k+p > kg, pa C4D
sledi. Uslov (B> sledi na isti naZin kao i uslov (4> u Teoremi
4898,

Da bismo pokazali (3D uo¥imo da iz uslova (36€© sledi, za

P > Po-







m‘\o
T A2P = A< o

m=0
MoZemo odabrati lg tako da je

2
£

- ~ 9
[ min A% ] Y T i
m>lg 4AK*Kk*

Konstanta K je iz uslova (3. Niz Xm, m € [N, je monotono

neopada jud¢i pa je X2 = min Xﬁ.

to mZlg

Kako su y, ('), m € N, neprekidne funkci je, za svako t,t’' €I i
svako € > O postoji 6=6(e.,t) tako da je

b= o2

o™t —
T vt - wmt0)|F XGECeR < =,
m=0 2k

ako je |t-t’| < &(e,t). Sada imamo za t.t'e I, |t-t’|< &(e,t),

w < B

|Xk'n(w.t)-Xkln(w.t')]S

m

K-

[Cm (| [Km | TP [yt )|
o

[0 8] e o]
€T fem nl@|? X 29072 (T |umt)-walt*)|® Kp2epere )t <

m=0 m=0

IA

lomt
kK (= | ¥mCt)=wm(t ") [ARZC P> + 2K

m=0 m

2

1A

2 2 s o] 272
< k [ =+ - X;Z(P-1>] <
2k X2 m=lg
LO
2 O
< [ & . .= ] :
ax® rranf

Kako je jo& X, .(w, )=0 za w € B, sledi (3D, odnosno da je niz
{Xx, n(w, -J} jednako neprekidan na I.

Dal je, za tg € I, Xy (w.t5)=0 za w € B, aza w € B \ A,







t €I,

|xk,n(w't’0)| = gxk,n((‘)'to) - xk,n(w-t) - xk,n(w't)| =

< Xy n(@ite) = X n(@itd| + |Xp n(wit)].

Iz (3 imamo da je |X, . (w.tgy) - X, n(w,t)| < &2, kada
je [t-to| < &(e.tg), 2 iz (4D da je | Xk, n(w,t)| = &2, za

n = ng(e), pa (5 sledi. o
4.3. KONVERGENCIJA U VEROVATNOCI (#')

Teorema 4.3.1. . Neka je {¢,.} niz u.s.p. na Q x &£ Ako
fﬂ"—"’—; 0,(#£') tada za svako € > O postoji skup B € ¥, takav da
je P(B) = 1-£, postoji ko € Ny, gde su B i kg nezavisni od n,
i za svakoe n € N postoji niz sluZajnih promenljivih
{Cm n:m € Ng} takode da je, za n € N,

®
C1> Z (w,p) = T c,. Al (Wnrp)y e B, p € s,

m=0

@ > oo 1/2
g=>) [ T |6y, wlud} x;nzko] < ko» w € B,
m=0

(3 =za svako & > O

© s -~ 1.2
P{w € B: [ = e neodi| )\;nz“o] > &% — 0, nsw

m=0

c4d P{w € B: |cg n(0d]| > 6} — O, na»o, m € N,.

Dokaz. Pretpostavimo da &, X0 0p i (w1 daneka Jews >0
dato. Uslov Ciid iz Definicije 4.1.6. je isti kao i uslov
B.Ciid iz Teoreme 4.2.1. pa je prema tome ekvivalentan uslovu

C.Ciid iste teoreme. Prema tome, postoji skup B € ¥, takav da







je P(B) =z 1-&, postoji kg € Ny, nezavisni od n, takvi da za
we Bi ¢ € £ vaZi |tn(w.p)] < konpuko. Na osnovu toga (1) i
(2> slede direktno iz Teoreme 3.2.1.
Iz dokaza Teoreme 3.2.1. imamo da je
®

sup  [tntee)| = | =

12
ol < = h(w)lz Xm—z‘(] , w € B.
[ 24 ko-i m=0

Dakle, za & > O je

0 s o —axl*"2
P{w € B: [ Z |em n(@D]| Ay ] > 6} =

m=0

P{w € B: sup |€nCwr@d| 2 é} =

el o=

IA

P{w € : sup |Eh(w.p)| = é} — 0O, nao,
el =

pa vazi (3).
Za o=y, iz (1> dobijamo b T S B ) [ No- Kako
konvergenci ja niza {{.} ograniZeno u verovatnod¢i implicira

slabu konvergenci ju u verovatnodi imamo da je

P{w € B: |cp n(@)]| 2 6} = Plo € Q: ltn(w.wm)| > & — O,
n»w, pa (4> sledi. O

Da bismo pokazali suprotno, potreban nam je dodatni

uslov.

Teorema 4.3.2. Niz {{.} u.s.p. na O x & konvergira ka nuli
ograni¥eno u verovatnodi (#£') ako za svako n € IN postoji niz
sluXajnih promenljivih {c, ,: m € Not tako da su ispunjeni
slededi uslovi:

Postoji ko € Ng tako da za svako p € IN postoji skup

B, € ¥, sa P(B) 2 1-1/p, i da je za n € N,







@

C1d ¢ (@) = Z cp o) (@) © € By, ¢ € A,
m=0
a 5 o~ 1272
(@=5) [ L |Cm, n(@] x;zko] < ko» w € Bp,
m=0

C3) =za svako & > O

©
P{w € B,: [ Z e r\(w)lz )\;\Zko] > é} — O, n>oo.
m=0
Dokaz. Neka je £=1/p, p € N. Tada za svako p € N postoji

skup B, € ¥, sa P(B) = 1-1/p tako da vaZ%i (1>, (2>, (33. Neka

@
je @ = UB,. Imamo da je P()=1, i zz2 v € Q, p € A,
p=1
© X o 1,2
o] = [ Z lem n@[® T¥o | Helko* Kolloli:
m=0

tako da Jje uslov (iid Definicije 4.1.6. ispunjen, gde je
A =0\ Q.

Da bismo pokazali da je ispunjen i uslov Cid Definici je
4.1.6., pretpostavimo da je & > O dato. Tada postoji p € N
tako da je FCBS) = 1-£/2, odnosno P(P:) < % Takode iz (3D

sledi da za svako & > O postoji ng=ng(e.8), tako da za n = ng

® i 12 .
P{w € B,: [ Z |cm, n(@] An2ko ] > 6} < 5-
m

= O
kako je
® & o 172
sup  [ZaCeed| = [ = fem @] Xpzko] . <
e m=o
imamo da je za svako n 2 ng, & > O,

P{w € Q: sup |EnCr@d| > 6}=

lelk o=t







®© 2 ~ —2p. %72
= P{w € B;: [ Ele b Co|@ 2 | 0] > é} +

m=0

+ P{w € B,: sup |€nws@)| > é} <

el o=
£ £ _
< é‘ e —a— £. =2
Teorema 4.3.3. Neka je {£.} niz u.s.p. na Q x 4. Ako

4 Y25 0, (#£’), tada za svako &£ > O postoji skup B € ¥, sa
P(B) =2 1-£, postoji kg € Ny, gde su B 1 kg nezavisni od n, za
svako m € A postoji niz sluZajnih promenljivih {c, ,: n € N},
i za svako k 2 k(; postoji niz funkcija, X, , na Q x I, tako da

je, za n € NN,

€1>  £,(wp) = [ Xy, n(0, IR (XAt + £ cp (@) (W P

m
I

weB, e

2> X, nlw, ’)“Lz < k, weq,

B Xy, plor I 2 = 0. noco,

(4> =za svako & > O

Z ol antay) > 6} — O, noow.

P{we B: |

m

Dokaz. Kako &, Y24 0, (#£’') ispunjen Je uslov (iid .2
Definicije 4.1.6.. Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu C.CiiD
Tecreme 4.2.1. pa na osnovu Teocreme 3.2.3. imamo da je (13 i

(2> ispunjeno, gde je, za n € N, k > kg4







@
z cm'“(w) K;k vm(t), w € B

Ky, nlfp:td 2 1 wpo , t el
o » w € B
Tako imamo da je
© A

2 = lcm, n(‘*))| )\mz , w € B, t & 1

Xk, nCws X[ 2= § m=© <k,
o , weB, tel
aza weB, pesL
Xk, nC@s I 2 = sup  [En(eed].
fle =1

Dakle, kako je za svako &6 > O
P{O) e« B: nXk'n(w. ')"LZ x é} = Ou
imamo, za to istoe & > O,

P{w € Q:"Xk'n(w.')"Lz > & = P{w € B:"Xk’n(w.')"Lz > & =

=P{w € B:sup ]{n(w.p)|>é}5 P{w € Q:sup ]fn(w,p)|>6}+0, n-+w,
(4 P (L P
odnosno, vaZi (3D.
€4) sledi na isti na¥in kao i (4> u Teoremi 4.3.1., Jer

je A konaZan skup.

Teorema 4.3.4. Neka je {&€.} niz u.s.p. na Q x & Tada
L Y24 0, (#') ako postoji kg € N, tako da za svaki p e N

postoji B, € ¥, sa P(By) 2 1-1/p, i za n €N, k 2 kg postoji

niz funkcija X, , @ Q X I » Ci za svako n € A niz sluZajnih

promenl jivih {c, , : m € Ny} tako da je

€15 £.(0. @) = [ X, n(@ IR o)t + £ cp (&) Wi @

m

I







cad “Xk‘“(w.‘)uLz k. we Q)

€3 |Xg, nlw: |, 2 5 0, nsw,

C4> =za svako & > O

P{w eB,: | Z Cm, n(@)| > &p — O, noo.
meA
Dokaz. Dokaz je isti kao dokaz Teoreme 4,372, "Jer Jge
sup |:n(w.p)|. w € By
_ el =t
ka,n(w-')HLz = " uk X o
O » W& By

Neka su uslovi (% i (% zadovol jeni.

Teorema 4.3.5. Neka Je {&,} niz u.s.p. na 0 x & Ako

v.0.

X 0. 16 Ys tada za svako & > O postoji skup B € ¥ isa
P(B) 2 1-¢£, postoji ko € No. gde su B i kg nezavisni od n, za
svako m € A postoji niz sluXajnih promenljivih {Cm, n» D € N},
i za svako k > kg niz neprekidnih sluXajnih procesa X; , na
QO x I, tako da za n € N,

1> . (w.@) = jxk,n(m,t)ﬁF¢(t)dt + T cm (@ W ®d

meA
I

gde je s = so 1z O, P > po iz (0O,

CEd "Xk,n(w")“Lz < k, weq,

c3D {Xk'n(w,-). n > 1} je jednako neprekidan na I, p > Po-
we NN A, gde je A skup iz Definicije 4.1.6.,

€4> za svako t € I, k > kg» Xi, n(st) — O, noo,







(5> =za svako &6 > O

P{w € B: | £ Cm n(@| > 64 — O, narw.

m

Dokaz. Kako &, 25 0, (&) ispunjen je uslov (iidD 12
Definicije 4.1.6.. Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu C.Ciid
Teoreme 4.2.1. pa na osnovu Teoreme 3.2.5. imamo da je (1D i
(2 ispunjeno, gde je za n € N, k > kg

®

200 et {5 X;‘k*9’°’wm(t). w € B
=0 . t € I.

O 5 w € B

Xk,n(w.t) "= m

(5> sledi kao C4) u Teoremi 4.3.3.. Dokaz (3> je dat u Teoremi
4.2.4. .
Da bismo pokazali (4D dovol jno je videti da je, za w € B
0

Xy, nC@rt)| S = |em nl@ || Xok | [wmD | [X50 | RGP =

m=0

©® , 12
< KZM[ T |Cm, (@] x;nzk] .
m=0
©
gde je K konstanta iz (3 a M = T 2X=°P. Kako Jje Xk‘n(w.t)=0.
m=0

weB, t €, imamo za svako &> O i tg €I,

s &) S 172
T |cm, n(] x;nzk] >é}

P{w e o [Xk_n(w.t.o)|>é} < P{w e B:KZML

=0

< P{w e O: KM sup lfn(w.p)l > 6} — O, naom 0O
lelx

Suprotno tvrdenje Teoremi 4.3.5. nije taZno.







4.4. KONVERGENCIJA U SREDNJEM («’)

Sva tvrdenja o konvergenciji ograniZeno u verovatnodi
niza {£,} u.s.p . na Q x & mogu se preneti na konvergenciju
ograni®eno u srednjem, uz male izmene. NaveXcemo tvrdenja i

dati skice dokaza.

Teorema 4.4.1. Neka je {¢,} niz u.s.p. na Q x £ Ako
& -t Doy . (#’), tada za svako & > O postoji skup B € ¥, sa
P(B) = 1-£, postoji ko € Ny, gde su B i kg, nezavisni od n, i
za svako n € N p;stoji niz sluXajnih promenljivih {c_ .. melNg}

tako da je za n € N,

©®
C1d ¢ (w,p) = Z cp, n(X¥me)y @ e€B, ¢ e £,

m=0

@ o v 172
(@=b) [ Z |cm n(@]| x;,,zko] < kg» w € B,
m=0

o . 12
3 f[ Z |cm n(@)| x,—,}ko] dP(w) — O, noo.
m=0
B
c4d I|cm'n(w)|dP(w) — O, nao, m € Ng.
B
Dokaz. Pretpostavimo da e 22y ©, (#£'), tada (1> i 2>
slede kao C1) i C2) u Teocremi 4.3.1.. Konvergencija ograniZeno

u srednjem implicira slabu konvergenciju niza u.s.p. pa i mamo

za p=y,.,» m € N,,

flcm’n(w)ldP(wD < I|En(w.wm)|dP(w)—+ 0, n»o, %to pokazuje (3D.
B Q

Dal je, iz Definicije 4.1.7. sledi,







e o] 1472
f[ T em n(@)|? ;;r.nzko] dP(w) < [ sup &, (w.p)|dP(w) <
m=0 Pk <1
B B ()
< I sup | n(w, @) |dP(w) — O, noc.

<
o 1Pk =t

Teorema 4.4.2. Niz {.} u.s.p. na Q x & konvergira ka nuli
ograniZ&eno u srednjem (&£’) ako za svako n € IN postoji niz
sluajnih promenl jivih {Sm,n» M € Ny} tako da su ispunjeni
slededi uslovi:
Postoji ko € Ny, tako da za svako p € N postoji B, € ¥, sa
P(B,) 2 1-1/p, i da je za n € N,
®

1> ¢ (w.p) = Z Cm, n(@WWmrP)y w € By, ¢ € A,
m=0

® . 12
2> [ = e ko) | )\;‘Zko] £ ko waB,,
m=0

© - 1,2
c3d I[ Zilcs Sy )\,‘nz“o] dP(w) — O, n-co.
m=0
Hp
Dokaz. Da bismo pokazali uslov (i) iz Definicije 4.1.7.,

neka Jje e > O dato. Tada postoji p € IN takav da je
P(B,) 2 1-£/2k,. Takode, iz (3) sledi da postoji ng=ng(e) tako

da za n 2 ng,

@ a8 172
I [ T |em n(@|? x,—nzko] dP(w) < e/2.

. m=0
P
Dakle,
J sup & (w.0)|dP(w) =
Q ||p||k051
= J" sup | € n(w. @) |dP(w) + I sup | € n(w. @) |dP(w) =
s Pl =t pe el o=t
P 3

88







@ 172
& . 1D £ £
< f [ Z |Cm n(@| )\m“‘o] dP(w) + kg [dP(w) < s+ ko =
m=0

P
za n 2 ng(e).
Uslovi (Ciid iz Definicije 4.1.7. sledi kao i u Teoremi

T a2 < (=}

Teorema 4.4.3. Neka je {£{.} niz u.s.p. na O x #. Ako
n A (#£’), tada za svako £ > O postoji skup B € ¥, tako
da je P(B) 2 1-£, postoji kg, € Ny, gde su B i kg nezavisni od

n, za svako m. € A postoji niz sluZajnih promenl jivih

fcm, n: N € N}, 1 za svako k 2 kg postoji niz funkecija X, , na

Q x I, tako da je, za n € N

€1d £ (@)= [Xp, n(0, IR p(LIALE ¢, (WX ¥.9). © € B, p € 4,
meA

- ¢

€@ Xy, oI 2 <k, ©eq

€3 “Xk,n((‘)' .)uLz -L’ Oy n -o,

4> [| T ey, n(@)|dP(w) — O, noow.

1.v.

Dokaz. Pretpostavimo da ¢, —> 0, (#'). Tada (15, (2>
slede kao C1), (2) u Teoremi 4.3.3.. (4D sledi na osnovu (4D
Teorema 4.4.1. jer je A konaZno.

Dal je

JIXx, nCo. X, n 2PC) = J 1%, nCe Il 2P =
Q B

89







= f sup | € n(w, @) |dP(w) = f sup | n(w, @) |dP(w) — O,

< <
b le ko=t o e k St

n»o, pa sledi (3D. D

Teorema 4.4. 4. Neka je {{,.} niz wu.s.p. na O x #A. Tada
¢, — O, (#') ako postoji kg € N, tako da za svaki p € N,

postoji By, € ¥, sa P(B,) 2 1-1/p, 1 za n € N, k 2 kg, postoji

niz funkcija X, , @ Q X I » €Ci za svako n € A niz sluZajnih
promenl jivih {c, ,: m € Ny} tako da je

1> £ @) = [Xp n(0 R L)t + I cp () (¥me P,

meA
I

€@ Xy, nl@ ) 2 S k. ©eq
€3 “xk, r\(w' ')“Lz —1—" 0o, n-ow,

4 .r | £ cm n(@)|dP(w) — O, noco.
meA

Dokaz. Dokaz Jje isti kao dokaz Teocreme 4.3.2, odnosno
Teoreme 4.4.2. o

Neka su uslovi (% i (€ zadovol jeni.

Teorema 4.4.5. Neka je {£{,} niz u.s.p. na Q x 4. Ako
En =25 o, (£’), tada za svako &£ > O postoji skup B € ¥, sa
P(B) > 1-£, postoji ko € Ny, gde su B i ko nezavisni od n, za

svako m € A postoji niz sluZajnih promenljivih {cp, n: N € N},

i za svako k > kg niz neprekidnih sluajnih procesa X, , na

Q0







Q x I, tako da za n € NN,

€1 Zwe) = [X (@R (L)t + £ cp () ¥me 0D

m

weB, pe«Ag gde jes = s, iz (3, p 2 py iz (860,
2D "Xk'n(w.-)"Lz <k, wen,
(3> za svako t €I 1 k > kg

X nCot) = 0, nao,

C4> {Xy, np(w,"), n 2 1} je jednako neprekidan na I, za p > Ppg»

w e N\ A, gde je A skup iz Definicije 4.1.7.,

8 [| £ ¢y, n(@|dP(w) — O, nor.
meA

Dokaz. c1d, 2>, (4D slede kao (1D, (2>, (3> u Teocremi

4.3.5., a (3> 1 (B8 kao u Tecremi 4.4.3.. D

g1







GLAVA V

Neka je ¥ u.s.p. na 2 x V. Ako je familija {&( .9): p € V}
kompleksrna Gausovska familija, f <emo nazivati kompleksan Gausov
u.s.p., ili krace Gausov u.s.p. ako je jasno da se radi o

kompleksnom u. s. p.

Teorema S5.1. Neka je V Hilbertov prostor sa normom |- ”V a W
njegov potprostor. Neka je ¢ Gausov u.s.p. na 0 X ¥, i neka
postoji pozitivna funkcija Clw), w € 2, takva da je za svako

welx<W f,(w.x)l <, Clw) il Tada postoji Gausov u.s.p. f,1 na Q x V

v
takav da je

(1) Yo € 2, x € W, Ei(w’x) = Z(w,x),

@) Vw e 2, x €V, lfl(w.x)l < C(w)hxllv.

Dokaz. Oznacimo sa W zatvorenje od W u V i sa W or togonalan
komplement od W ou V.

Defini&imo

ECw, 3¢ 3, x e ¥

El(w.x) - lim f(w,x ), X €¥, x —xX, n-so x e ¥W, we .
n n n

©, XEW"L

Kako je ¥¢(w, ') neprekidno za svako w € Q, () sledi, pa je
fi(w. ) neprekidna funkcija za svako w € 2. Da bismo pokazali da
je f!(- ,X) merl jiva funkcija za svako x € V, neka je x = u + VvV,

u e W, ve\?"l'i u-+u, n » o u €Ww. Tada je za svako w € 0
n hal n







fi(w.x_') = F(w,u) + f(w,Vv) = 1lim Z(w‘ur) e O

n -0

pa je f,'x merl jiva kao granica niza merl jivih funkcija. Sledi da

Je Zl je u.s.p. na 2 x V.

Za x € W, Zx je definisano kao granica niza Gausovih
slucajinih promenl jivih koji tadkasto konvergira. Iz Teorema
£.8.14. 3 1.5.16. sledi da Jje granica Gausova slugajna

promenl jiva, pa Jje Y‘_’i(',;-:) Gausova slufajna promenl jiva za svako
x € V. Ozna&imo sa 2 = {{(-,%x): x € W} i sa & linearno zatvorenje

od Z2 u Lz(Q). Z je Gausovska famili ja, a kako je :1 = {fi(-.x)z

-
=
<

x € V} podfamilija od » sSledi da  je 21 Gausovska famili ja,

odnosno da je f ‘'Gausov u.s.p..D
1

Oznacimo sa C[0O,1] skup neprekidnih funkcijia na intervalu
[0,1]. U radu [43, Lemma 3.] je dobi jena reprezentacija u.s.p. E

na O x C[0,1] pomoc¢u obiZnog slucajnog procesa na 2 X [O,1], &ije

su trajektorije funkcije ogranicene vari jaci je. Ako, medutim,
pretpostavimo da je & Gausov u.s.p., vaZi sledeca teorema.

Teorema S5.2. Neka je £ Gausov u.s.p. na £ X cLoMoN"  aca
postoji Gausov slucajni proces £ : 2 x [0,1] » € takav da je

za svako w € Q, f(w, ) funkci ja ogranicene vari jaci je i za svako

we Qi svako ¢ € CO41,

1
Fwp) = [ e(Ldaf (w,t).

[e]

©







Dokaz. Prvi deo dokaza teoreme je isti kao i dokaz Lemme u
[45], ali ¢emo ga, zbog celine, ponovitl Us.p. ¥ (w, ) Jje =za
vako w € 0 linearan funkcional na C[0,1], pa sledi da za svako w
e {1 postoji funkcija ogranicene varijacije f(w, ') na intervalu
[0,1] takva da ie za svako ¢ € C[0,1] i to isto w € 2
-
EQu.p) = [ (L)af (e, t).
o

Oznacimo sa flaort) = fll,t)y " f(a, 1), Tw e Q, t e [O/1].
o - 4 ~ o —_ ;
Imamo da je f(w,1) = O i df = df. Zato, ne gubeli na opstosti,
mozemo pretpostaviti da je za svako w € 0, £, 20 =NGL L Yda e
f(w, ') neprekidnd sa desne strane u svakoj tacki ot vorenog
intervala (0,1).

Pokazademo da je za svako ¢ € [0,1], f(-,t) Gausova slucajna
promenl jiva. Za t = O je to tacfno jer Je

1
E(w,1) = j df (w,t) = —f{w,0).
o
Dal je, neka Jje t proizvol jna tagka iz intervala {OV1):
(o]
Definigimo niz neprekidnih funkcija {a_: nelN} na sledefi nacin.
n

g Ol =t Nsrt .
vl
a = { -nCt-t D+1, <t <t +=
= & FHh e , ©° n
O tz t + =
o n
Imamo da je |a |21, neN, pa po Lebegovoj teoreml

n

konvergenci je imamo da je

1
lim f a (L)df(w.t) = flw,t ) = £(w.0).

n 00

domi nantne







te mozemoc definisati
1
flwet ) = f(w,0) + lin f a (LAr{w. L).
L4
n=a
o
1
Imamoc da granica nizaZ(w,a ) = J a (L)df(w,t), nelN, postojii
n Y .
(8] '
2a svako w € 3. Iz Teorema 1.5.14. i1 1.5.16. sledi da je granica

¥ () =1im I( ,a_ ) Gausova sluajna promenl jiva.
o) n =
n =00
Oznadimo sa 2 = {£C,9): ¢ € C[0,1]} i sa Z zatvaranje od 2
u L(F,P). Kake su f(-,0) i [ elementi od £, sledi da je
niihova linearna kombinaci ja, 0 s b Gausova slucajna
: a J
promenl jiva. Kake f(-,1) = O kao konstanta ima degenerisanu
Gausovu raspodelu, dobijamo da je, za svako L € [OF] " £ t)
Gausova slugajna promenl jiva.
Vi¥e od toga, kako je familija {f(-,t): tel 0,1]} podfamili ia
od 2. sledi da je f(-,t), ¢t € [C,1], Gausov slutajni proces.nD
e o o i = | -
Definici ja 5.1. Neka je x € K Niz {E : nel} Borelovih skupova
n . s B = 2 % ~ £ .

u R se skuplja lepo u x ako postoji brej a 2 O sa sledecom
osobinom: Svaki E le2i u otvorenoj lopti B(x.r ), sa centrom u X
] n

i polupre&nika r > O, tako da je
n
m(E ) = a m(B(x.r D)), n =z 1
mn m
ir - O, n -+ w.
n
o . N " ) n
Ovde i u dal jem tekstu m oznafava Lebegovu meru na R .

O







Neka i1e {E : nel} niz Lebeg merl jivih skupova u [R koji se

g ; =2y ; _ : ] )
skupl ja lepo u > e [ Neka je x#(E ) karakteristiéna funkci ja od
O n’
E , nell, i stavimo
n

& 4 c - - . i g
.A--) (=4 (.’ — X ) R P - i g neli, X € K ,
n o m(E )
Lako se vidi da Je S (x—x ), nelN, &-niz u smislu teori je
T o
distribuci ja [ 33] To zna&i da & {(x—x ) konvergira, kad n-»w, ka
4] (&}
x ) - Dirakovoj &-funkci ji koncentrisanoj u x .
O (o]
o . = 1,1 .
Teorema 5. 3. Neka je £ PausoY (Uhs. P dipar Gy ILAGkT): Tada za
y -~ 3 N L N 3 a .
svako w € {1 postoji skup A(w) < R takav da je m(A(w)) = O i
3 mn ¥ 4 c s 3
takav da za svako e R N Alw) i svaki S-niz & (><—:<D) oblika
n
kao u (5.1.1), postoji granic¢na vrednost
TimElw, S x—x ), w e Q.
n O
n-»w
Dokaz. Za svako w e 0, &(w,-) Jje linearana i neprekidna
- - = s L ore T — r 1 Lys o gt \ < _ 1 ™ n
funkcionela na L(R'). Odatle sledi da postoji h(w,x) € L (R D

tako da je

= [ hw, e(t)dt, o(t) e L'(@®RM

D
R
Neka je {O, : k=} lokalno konacna familija otvorenih,
- %)
o mn M n A
ogranic¢enih lopti u R, takva da je R = wa.
K=

Za fiksirano Q’l‘)k definisimo

(8]
(9)]







hilus, ) s x € ©

h (w,%x) = ¥ w e .
K -

1 n 1 o~ ~
Za proizvol jan otvoren skup E u R definisimo, za w € 0,

p (W, E) = J b Cu.tddt = J #(Ero dh (@, Lt = £(w, #(ENO,).
er

E

T ~ o n
Imamo da Je uk(w. ), w € N, kompleksna Borelova mera na B . Iz
Teoreme 8.6., [37], sledi da je za svako w € £, uk(w. =

diferenci jabilna skoro svuda u odnosu na Lebegovu meru m (a.e.

[m]). Za niz {E_: nelN} otvorenih skupova koji se lepo skupl ja
n
ux e R", imamo, za w € 0,
it (us B D)
~ ~ . k n
Du (w, ") = 1lim Ty
& ng o
n -+ n
Imamo da je Duk(w. ) = hx(w' ‘) a.e. [m], w € A Kako e

n o

D‘uk(w.y;)EO. w e N, x € R N (i‘ax. sledi da postoji skup A(w,k) <
Ok.m(A(m.k)) = 0O, takav da Duy(m.x) postoji za svako x € Ok N
Alw, k).

Neka je x € © ne » k.k € N, i {E : nel} niz otvorenih
kx kz 1 2 n

skupova u R koji se lepo skuplja u x. Postoji ny e N takav da

zanzn ., Eh = /kz n Okz, pa je n(z—.n n Ok ) = n(r_h n Okz).
1

Imamo, za w € 2, n = no

b, (@E ) = E(w %(E, 0O, N = {w.x(E N O, N = 4 (@ED.
1 - 2 2

pa sledi za svako x € ’Ok n @k , 1w e Q,
1 2






Dy (w,x) = Dy (w,x)
';1 )2

Definisimo za w € {2,

glw,x) = Dp (w.x), x € Oy N A(w. k), kelN.

w
Stavimo A{w) = UA(w.k). Imamo da je mA(w)) = ©C pa je glw,x)
k=1
definisano za svako x € R ~ Alw), to jest, a.e. [m].
Neka Jje x € R~ Alw). Otigledno je da je, za svako w € {2,

(8]

iproizvol jan niz {E : nel} koji se lepo skuplja u x , i & (:(-xo)
n O n

= »(E )f‘m(Er). i mamo
N ]

lim ((w,ér(x—xu)) = galw, x), x e R",

rn-w

pa tvrdenje sled:.oD

Teorema 5. 4. Neka je & u. s. p. na 2 x Ll([}?h). Tada postoji

< T .
slucajan proces f : {0 x R” + € takav da je

flw,p) = [ £lw,t) e(tddt.

n
R

Dokaz. Ovo tvrdenje su dali C. H. Swartz i D. E. Myers u [ 42]
ali u ovom dokazu su ispravl jeni neki propusti u njihovom dokazu.
Za svako w € Q, f(w, ) je linearan i neprekidan funkcional na

L*(R™., pa sledi da postoii h(w, ') € L(R™) tako da je

[ hlw.t) o(tddt, o e L'(RM.
mrv

E(w. )

©
m







Dy (w,x) = Dp (w,x)
K X

1 2z
Definisdimo za w € {2,
alw,x) = Dp (w.x), x € © N Alw.k), kelN.
K x
™
Stavimo A(w) = UA(w.k). Imamo da je mA(w)) = ©C pa je glw,x)
k=1
definisano za svako x € R™ Alw), to jest, a.e. [m].

1 ~—n x 1 i )
Neka je x € K v A(w). OCigledno je da je, za svako w € 0,

(8]
iproizvol jan niz {E : nelN} koji se lepo skuplja u x , i & x> )
n [} n O
= »(E )m(E ), imamo
LAl m
lim (w,S (x—x< )) = alw, %), x e R,
n o

n-w

pa tvrdenje sled:.oD

Teorema 5. 4. Neka Jje & u. s. p. na 2 x LI(KRY’). Tada postoji

slucajan proces f : 2 x R » C takav da je

tw,p) = [ flw,t) e(tddt.

Ty

1N
Dokaz. Ovo tvrdenje su dali C. H. Swartz i D. E. Myers u [4Z2]
ali u ovom dokazu su ispravl jeni neki propusti u njihovom dokazu.

Za svako w € Q, f(w, ) je linearan i neprekidan funkcional na

L‘([Ph). pa sledi da postoji h(w, " ) € Lw(f_??n) tako da je

FQuw.@) = [ hlw,t) o(t)dt, o e L'(RM.
mrv

©
[b4]







Iz Teoreme S5.3. sledi da je h(w. ) = glw, ). a.e. [m], w e Q.

Fiksiraiymo w € 2. Neka je C{w) = esssup |h(w,x)|, i neka su E ,
n
nelN, g (w,*), © k21, kao u Teoremi S.2. Tada je
K X,

¢ | < ol
YD) [ = S
n
Def1inisimo
glw. ), e e R T Alw),
* j & LU‘E
ICQ.X‘) = i 2 y( n) 7 o A( ) k N ’
| BUD ——e—— x & w, =
P TaCE - x N Atel g
Lok dt ol n
gde je {E : nelN} famili ja otvorenih skupova koja se lepo skupl ja
1 4]
ux e © N Al(w), kel
K
Kako je p (w,E ) = (w.x(E n ©)) merljiva, sledi da je
k n n X

b5}

f(w,x) merl jiva za svako x e Sta wvise, za w € 02, f{(w,x) =

h(w,x) a.e. [m], pa (1) i () sledi.D

— o . . T S N :
Teorema 5.5. Neka Jje ¢ Gausov u.s.p. 2 x L (R ), takav da za
- n e % gy a v . .
svako w € 2, x e R i &6 {x—x ) kao u (85.1.1) postoji granica
O T o

1im Elw, & fx=>x )).
n o
T =+00

Tada postoji Gausov sludajni proces f : 0 x R" » € takav da je
3
(1) Vu e 0, f(w, ) e LYRM,.

@) VYw e, p e LR,

I(w,p) = [ fw,t) otddt.

s
Dokaz. Iz Teoreme S5.3. sledi da postoji slucajni proces f
» € takav da su (1) i (&) =zadovol jeni. Kako granica

o - _ m M

lim ¥(w,d (x—x )) postoji za svako w € Q, x € R i &, sledi da
n o] . n

n-m







Stavise 1mamo,

Iz Teorema 1.5.

SLrall

x « R, Gausov
Napomena.
dual

1 njegov

Lq(Fh)‘

u(Lu.

jednakostii

a1 na

%) definisana za svako x € [ Tako je
> < = b ) 4]
flw,x) = w e N, X € &

i
Za e K,
-, ) = 1im EL: ;& {x—x ).
o n (8]
™ 00
14 i 1.8.16. sledi da Jje granica niza na desnoj

Gausova slucajna promenl jiva, pa je (' ,x)
v g - \ - . mon o - 4y
promenl jiva za svako x € [ Neka je & ={&(-,®),

. 3 i . - e e T
linearno zatvaranje od £ u L (D). Famili ja

R

je podfamilija od £, pa sledi da je f(-,x),

slucaini proces.o

——n 2 — — o~ 3 1 . oy ; & n
Ivirdrnie Teoreme 35.35. wvaZi i ako se prostor L (R )

e R e
L(R) zamene prostorom L{(R) i njegovim dualom







OSNOVNE OZNAKE

N = {1,200

No= N U {0},

INg= {(ky kzs---2kp): ki € Ng, i=1,2,....n}
@ - skup racionalnih brojeva,

R - skup realnih brojeva,

R"= 10x, v Ay, e iy enlkgwi =tnEZs Agenys
C - skup kompleksnih brojeva,

€= D=t A A AR n S B s L B B )
U - unija

N - presek

- komplement.

N\ = razlika

& - o - algebra Borelovih skupova u

R
€ — o - algebra Borelovih skupova u C,
R

R - o — algebra Borelovih skupova u ’
€' — o - algebra Borelovih skupova u c",
|z| - apsolutna vrednost broja z € C,
z - konjugovano kompleksan broj za z € C,
i= -1 ,

la] =g oo+ .., &€ mg.

x% = (%)% .. ). x € R", a € Ng,

ol = a,! egl ..oty ohe m;.
Df=D°‘=(1T %)“1...(17 %)o‘“.

V - vektorsko topolofki prostor,

|-llv - norma u V,

V* - dualni prostor za V,







|-|v’ - norma u Vv*,

lim - projektivna granica,
lim - induktivna granica,
s

G - otvoren skup u R ili RrR",

LP(G). p 21 - prostor p - integrabilnih funkci ja nad G,

uU“Lp(c> = (I'u(x)lpdx)1/p - norma u LP(G),
a

LakG) — Lebegov prostor esenci jalno ograniZenih funkcija nad G,

C(G) - prostor neprekidnih funkcija nad G,

Cm(G) - prostor m puta diferencijabilnih funkcija nad G,
me Ny ili m = +o,

(Q,#F,P) - prostor verovatnoda,

LZ(Q.f}P) - prostor sluajnih promenljivih nad (Q,%,P) sa

kona&nim drugim momentom.
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