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Sazetak

U sustavima glasovanja da-ne, "igraci" (primjerice, stranke u
parlamentu) imaju odredeni utjecaj na donosenje nekih
odluka. U tim situacijama glasovanja, kod kojih je potrebna
vec¢ina glasova za prihvacdanje odluke, moZe se razmatrati
pitanje snage pojedinih stranaka (odnosno "igraca"). Postoji
vise razli¢itih indeksa snage, od kojih nekoliko poznatih
opisujemo u ovom c¢lanku, primjerice Shapley-Shubik indeks,
Banzhaf indeks, Johnston indeks, Deegan-Packel indeks. Radi
ilustracije, promatramo te indekse snage u nekoliko primjera i
u slucaju Europskog parlamenta.

Kljucne rijeci: sustavi glasovanja da-ne, indeksi snage, Shapley-
Shubik indeks, Banzhaf indeks, Johnston indeks, Deegan-Packel
indeks

1 Uvod

Jedan od vrlo vaznih pojmova politicke znanosti jest snaga.
Promotrimo snagu glasovanja u sustavima glasovanja da-ne, gdje
glasadi (tj. "igraci") imaju odredeni utjecaj na donosenje nekih odluka.
U smislu formalnog glasovanja, smatra se da je potrebna apsolutna
vecina za donosenje odluka odnosno odredena kvota. Stoga, za

prihvacanje odluka (zakona) treba promatrati pobjednicke koalicije.

Radi kvantitativhog mjerenja snage glasovanja odgovarajucih igraca
(primjerice, stranaka u skupstini), predlozeni su odredeni indeksi
glasacke ili politicke snage (http://homepages.warwick.ac.uk/~ecaae
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/links.html, http://powerslave.utu.fi/ ). Neki poznati indeksi snage su
Shapley-Shubik indeks, Banzhaf indeks, Johnston indeks, Deegan-
Packel indeks (Taylor1995, Cortonal1999, Matsui2000,
Marosevic2016). OpisSimo glavna svojstva ovih indeksa.

Neka je X = {p1,p2,...,Pn} skup od n igraéa u tezinskim sustavima
glasovanja da-ne, gdje su dane pripadne teZine sy, igraca py,
k=1,...,n, tako da je si broj glasova igraca px. Koalicija C' jest
bilo koji podskup skupa X. Takoder, pretpostavimo da je dana kvota q
koja je potrebna da bi koalicija pobijedila. Ako je ispunjena
nejednakost ZpkEC sk > g, onda se koalicija C' C X naziva
pobjednicka koalicija.

1.1 Shapley-Shubik indeks

Predlozen je 1954. god. ([5]). Tu se gleda uredaje (permutacije)
igraca. Za uredaj ps, Po, - - - P, ,» jedan od igraca p,, naziva se pivot
(tj. pivotni igrac), ako koalicija koja nije pobjednicka, ps, Do, - - - Poy 1+
pripajanjem igraca p,, postaje pobjednicka koalicija

Ps,Po, - - - Doy Doy, -

Shapley-Shubik indeks igraca py jest udio permutacija za koje je px
pivotni igrac¢ ([7]), odnosno definira se na sljedeci nacin.

Definicija 1. Neka je pr € X. Shapley-Shubik indeks (SSI) igraca
pr. definira se izrazom

broj permutacija od X za koje je pr pivotni
(1)

I =
§51(pr) ukupan broj svih permutacija skupa X

Primijetimo da je nazivnik u gornjem izrazu jednak n!. Opidimo
izraCunavanje indeksa SSI jednim primjerom.
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Primjer 2. Neka Cetiri stranke {p1,p2,p3,ps} = {4, B,C, D} ¢&ine
skupstinu, sa sljede¢im brojem njima pripadnih zastupnika

(tj. teZinama glasovanja) redom: s4 = 40, sp = 30, s¢ = 20,

sp = 10. Neka je kvota q = 51, Sto ovdje predstavlja natpolovi¢nu
vedinu. Stoga, da bi koalicija stranaka bila pobjedni¢ka, mora ukupno
imati barem 51 glasova ili vise.

Stranka A ne moZe biti pivotni element kada je u permutacijama na
prvom mjestu, jer s 4 = 40 < 51. Takoder, A ne moZe biti pivotni
element kada je u permutacijama na Cetvrtom mjestu, jer

s+ s¢ + sp = 60 > 51. No, stranka A je pivotni element na
drugom mjestu u permutacijama oblika: BA..; CA. ., kojih ima
2! - 2. Nadalje, stranka A je pivotni element na tre¢em mjestu u
permutacijama oblika: . .AB; ..AC; ..AD, kojihima2!-3.

Stoga, po izrazu (1) dobivamo SSI(A) = % = %

Za stranku B analogno se zakljuCuje. Ona takoder ne moze biti pivotni
element kada je u permutacijama na prvom mjestu, niti kada je u
permutacijama na Cetvrtom mjestu. B jest pivotni element na drugom
mjestu u permutacijama oblika: A B . . , kojih ima 2! - 1, te B jest
pivotni element na treem mjestu u permutacijama oblika: . . BA; ..

L _ 23 3
B C, kojih ima 2! - 2. Stoga, SSI(B) = =5
Za stranku C analogno se zakljucuje kao za B i dobiva
SSI(C) =28 =2

41 12°

Stranka D je pivotni element jedino na treem mjestu u

permutacijama oblika: . . D A, pa je SSI(D) = % = %

Dobivene SSI indekse snage stranaka navodimo i u Tablici 1, a

ilustriramo na Slici 1. Vidimo da su vrijednosti tih SSI indeksa
stranaka razli¢iti od udjela zastupnika stranaka u skupstini.

30
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stranka A stranka B stranka C stranka D

M Broj zastupnika (%) 55l (%)

Slika 1: Grafi¢ki prikaz SSI indeksa snage stranaka iz Primjera 1.

1.2 Banzhaf indeks

Predlozen je 1965. god. ([5]). Prvo se definira ukupna Banzhaf snaga
igracapy,, s oznakom T BP(py,), kao broj koalicija C' koje ispunjavaju
sljedece uvijete:
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a) pr € C; b) C je pobjedni¢ka koalicija; c) C' \ {px} nije
pobjednicka koalicija.

U tom sludaju uklanjanje pr dovodi do toga da koalicija C \ {pk} nije
pobjednic¢ka, odnosno kaze se da izlazak py iz koalicije C' jest kriti¢an
([71). Stoga imamo sljedecu definiciju.

Definicija 3. Neka je pr, € X. Banzhaf indeks (BI) igraca py dan je
izrazom

TBP(py)
n . 2
S, TBP(p) (2)

BI(pr) =

Kod Banzhaf indeksa snage uzimaju se u obzir kriti¢ni izlasci iz
pobjednickih koalicija. OpisSimo izraCunavanje indeksa BI primjerom.

Primjer 4. Neka su dani isti podatci kao u Primjeru 1.: Cetiri stranke
{A, B, C, D}, kojima pripada sljede¢i broj zastupnika (tj. teZine
glasovanja): sy = 40, sp = 30, s¢ = 20, sp = 10, te neka je kvota
q = 51.

Tada su pripadne pobjednic¢ke koalicije: {A, B}, {A,C}, {4, B,C},
{A,B,D}, {A,C,D}, {B,C,D} i{A, B,C, D}.

Izlazak stranke A je kritiCan iz svih pobjednickih koalicija kojima ona
pripada osim iz koalicije { A, B, C, D}, pa je TBP(A) = 5.

Izlazak stranke B je kritican iz pobjednic¢kih koalicija {A, B},
{A, B,D} i {B,C,D}, paje TBP(B) = 3.

Za stranku C analogno se dobiva da je TBP(C) = 3. Izlazak stranke
D je kriti¢an samo iz pobjedni¢ke koalicije { B, C, D}, pa je
TBP(D) = 1.

Stoga, po izrazu (2) dobiva se Banzhaf indekse snage stranaka:

—_ 5 —_ 3 — 3 - 1 ;
BI(A) = 137 BI(B) = 137 BI(C) = 3 i BI(D) = 137 koje su
navedene i u Tablici 1.

1.3 Johnston indeks

Kod pobjednickih koalicija moZe se promatrati ukupan broj igraca ciji
izlazak iz dane koalicije je kritiCan. Uzimajuci to u obzir, Johnston
indeks snage definira se ovako ([7]).

Pretpostavimo da su C1, ..., C,, one pobjednicke koalicije kod kojih
je igra¢ py kriti¢an. Neka je nj broj onih igraca ¢iji izlazak iz C je
kriti¢an, no je broj onih igraca ¢iji izlazak iz Cy je kriti¢an, i tako dalje,
N, je broj onih igraéa &iji izlazak iz Cy, je kriti¢an, Tada se definira
ukupna Johnston snaga igracapy,} ovako:

1 1

1
m
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Definicija 5. Johnston indeks (JI) igraCa py definira se izrazom
TJP(p)
E?=1 TJpP (pl)

JI(pr) = (4)

Prikazimo izracunavanje indeksa JI primjerom.

Primjer 6. Neka su dani isti podatci kao u Primjeru 1., Cetiri stranke
kojima pripada sljedeli broj zastupnika: s4 = 40, sg = 30, s¢ = 20,
sp = 10. Kvota je ¢ = 51, pa su pobjednicke koalicije: {A, B},
{A,C}, {A, B,C}, {A, B, D}, {A,C, D}, {B,C, D} i

{A,B,C, D).

Za stranku A promatramo pet pobjednickih koalicija u kojima je njezin
izlazak kritican, pa gledamo za koje je jos stranke izlazak iz pojedine
koalicije kritican. U skladu s (3) dobiva se

TJP(A) =5 +5+1+5+3 =3

Izlazak stranke B kriti¢an je iz pobjednic¢kih koalicija { A, B},
{A,B,D}i{B,C,D}, pajeTJP(B) = + + 3 + + = 3.
Za stranku C analogno se dobiva da je TJP(C) = %, dok je za

stranku D TJP(D) = 3.

Stoga, po izrazu (4) dobiva se Johnston indekse snage stranaka:
JI(A) =2, JI(B) = %, JI(C) = 2 i JI(D) = -, koje navodimo
i u Tablici 1.

1.4 Deegan-Packel indeks

Godine 1978. Deegan and Packel ([5, 7]) uveli su indeks snage vrlo
slican kao Johnston indeks, ali zasnovan na minimalnim pobjednickim
koalicijama. (Minimalna pobjednicka koalicija jest ona pobjednicka
koalicija koja nece viSe biti pobjednicka koalicija, ako bilo koji njezin
¢lan izade iz nje). Stoga, Deegan-Packel indeks snage definira se na
sljedeci nacin.

Neka su C1,..., C’j minimalne pobjednicke koalicije kojima pripada
igra¢ py. Neka je |C1| broj ¢lanova C1, |Ca| broj €lanova Cs, .. ., |Cj]
broj ¢lanova C'j. Tada se definira ukupna Deegan-Packel snaga
igracapy, ovako:

1 1

1
TDPP = ——F — .+ =
P el T T e ©

Definicija 7. Deegan-Packel indeks (DPI) igrala py, definira se
izrazom

TDPP(p;)

DPI(px) = S TDPP(m) .

(6)



O indeksima snage u sustavima glasovanja da-ne | math.e Vol 36.

Prikazimo izracunavanje indeksa DPI primjerom.

Primjer 8. Neka su dani isti podatci kao u Primjeru 1., Cetiri stranke
kojima pripada sljedeli broj zastupnika: s, = 40, sg = 30, s¢ = 20,
sp = 10. Kvota je q = 51, pa su minimalne pobjednitke koalicije:

{4,B}, {A,C}i{B,C,D}.

Za stranku A promatramo minimalne pobjednicke koalici 1]e kOJ/ma

pripada, {A, B} i {A, C}, pa se dobiva TDPP(A) = = + = =1

Za stranku B gledamo minimalne pobjednicke koalicije kojima pripada,
{A,B}i{B,C,D}, paje TDPP(B) = 5 + ; = 2.

Za stranku C analogno se dobiva da je TDPP(C) = %. Za stranku D
je TDPP(D) = 1.
Stoga, po izrazu (6) dobiva se Deegan-Packel indekse snage stranaka:

DPI(A) =%, DPI(B) = 2, DPI(C) = 2 i DPI(D) = 2,

koje navodimo i u Tablici 1.

Tablica 1. Indeksi snage stranaka iz Primjera 1-4.

stranka A B C D
Sk 40 30 20 10
Sss1 |0.4167| 0.25 | 0.25 [0.0833
BI 0.4167| 0.25 0.25 |0.0833
JI 0.50 |0.2222]0.2222|0.0555
DPI ]0.3333(0.2777|0.2777|0.1111

Iz prethodnih definicija ocito jest da indeksi snage imaju vrijednosti
izmedu 0 i 1. Te indekse moze se izraziti i u postotcima.

Na slici 2 ilustriramo navedene indekse snage u slucaju Cetiri stranke
iz prethodnih Primjera 1 - 4.
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Cetiri indeksa snage za stranke A, B, Ci D iz Primjera 1-4

stranka A stranka B stranka C stranka D

[
(=}

[=
L=}

m Broj zastupnika (%) ®5SI (%) ®mBI(%) ®Il{%) WDPI{%)

Slika 2: Graficki prikaz indeksa politicke snage iz Primjera 1 - 4.

IzraCunavanje indeksa snage u slozenijim slucajevima je komplicirano,
Sto ovdje ne¢emo razmatrati. Postoje brojne metode za izraCunavanje
pojedinih indeksa snage, pomocu algoritama prebrojavanja ([2, 5]).
Takoder, na internetskim stranicama moze se naci "online" kalkulator
raznih indeksa snage (primjerice, [6, 3], http://powerslave.utu.fi
/calculate.html, http://homepages.warwick.ac.uk...).

U drugom dijelu opisujemo indekse snage jos na nekim primjerima i u
slucaju Europskog parlamenta.

2 Primjeri

Primjer 9. Neka tri stranke A, B i C imaju redom sljedeci broj
glasova: prva s, = 50 glasova, druga sp = 49, a tre¢a s = 1. Neka
je za prihvacanje odluke potrebna kvota q = 51 glasova (kao
natpolovi¢na vecina). Primijetimo da su ovdje pobjednicke koalicije tri

skupa: {A, B}, {A,C}i{A,B,C}.

Za ovaj slucaj, u Tablici 2 navedene su pripadne vrijednosti indeksa
snage (u postotcima); stranka C (s 1 zastupnikom) ima jednake
indekse snage kao stranka B (s 49 zastupnika). Te vrijednosti
pokazuju da stranka s vrlo malim brojem zastupnika moze imati puno
vecu politicku snagu. Na slici 3 prikazani su navedeni indeksi snage u
ovom primjeru.

Tablica 2. Indeksi snage stranaka iz Primjera 5.

stranka A B C
sk (%) | 50 | 49 1
SSI (%) | 66.67|16.66 |16.67
BI (%) |60.00|20.00 |20.00
J1 (%) |66.67|16.66|16.67
DPI (%) | 50.00 |25.00 | 25.00
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Slika 3: Graficki prikaz indeksa snage stranaka A, B i C u Primjeru 5.

Primjer 10. {} Neka tri stranke A, B i C imaju redom sljededi broj
glasova: sy, = 49 glasova, sp = 32, s¢ = 19. Neka je kvota
g = 51. Ovdje su pobjednicke koalicije skupovi: {A, B}, {4, C},
{B,C} i{A, B, C}. U Tablici 3 dane su vrijednosti pojedinih indeksa
snage, koje u ovom slucaju pokazuju da stranke s vrilo razlicitim
brojem zastupnika mogu imati jednaku snagu.

Tablica 3. Indeksi snage stranaka iz Primjera 6.

stranka| A B C
sk (%) 49 | 32| 19
ss1 |1/3]1/3|1/3
Bl |1/3|1/3]1/3
i |1/3]1/3|1/3
ppr |1/3(1/3|1/3

Na slici 4 prikazani su navedeni indeksi snage u slucaju tri stranke iz
Primjera 6.

Vol 36.
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Slika 4: Graficki prikaz indeksa snage stranaka A, B i C u Primjeru 6.

Napomena. Spomenuti indeksi snage stranaka ovise o kvoti g.
Primjerice, ako se za podatke iz Primjera 6. definira da je kvota

q = 67 (to je dvotrecinska vecina), dobit ¢e se drugacije vrijednosti
indeksa snage, koje navodimo u Tablici 3a.

Tablica 3a. Indeksi snage stranaka za kvotu g = 67.

stranka| A B C
sk (%) 49 | 32| 19
ss1 |2/3]1/6]1/6
Bl |3/5|1/5(1/5
i1 |2/3]1/6|1/6
DPI |1/2]1/4|1/4

Vol 36.
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Primjer 11.

Promotrimo osmi saziv Europskog parlamenta, koji se sastoji od 751
¢lanova. Stoga, kvota q = 376 predstavlja natpolovicni broj glasova. U
ovom primjeru pogledajmo podjelu zastupnika po drzavama koje
predstavljaju, odnosno na n = 28 europskih drZava iz kojih dolaze
([81). Odgovarajuéi brojevi zastupnickih mjesta sy u Europskom
parlamentu koje pripadaju pojedinim drzavama-¢lanicama
(k=1,...,n = 28) dani su u Tablici 4 (s pripadajuéim postotcima).

Nadalje, u Tablici 4 navedeni su i pripadni indeksi snage tih drZava,
izracunati pomocu [6] (bez Johnston indeksa). To su formalni indeksi
snage drzava-Clanica, jer zastupnici u Europskom parlamentu
pripadaju pojedinim politickim skupinama ovisno o svjetonazoru (npr.
pucani, socijalisti, liberali, slobodnjaci, ...), a ne ovisno o drZzavama.
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Tablica 4. Sastav 8. saziva Europskog parlamenta po drzavama-

¢lanicama u 2015. god., te pripadni indeksi snage.

drava broj zastupnika indeks indeks indeks
(%) SSI BI DPI

1 Njemacka 96 (12.78%) 0.13724 | 0.13656 | 0.03873
2 Francuska 74 (9.85%) 0.10183 | 0.10017 | 0.03748
3: Italija 73 (9.72%) 0.10031 | 0.09868 | 0.03746
B‘ﬁt"’a’;‘i’.ja 73 (9.72%) 0.10031 | 0.09868 | 0.03746
4 Spanjolska 54 (7.19%) 0.07211 | 0.07132 | 0.03673
5 Poljska 51 (6.79%) 0.06782 | 0.06709 | 0.03659
6 Rumunjska 32 (4.26%) 0.04147 | 0.04171 | 0.03607
7 Nizozemska 26 (3.46%) 0.03343 | 0.03377 | 0.03593
8: Belgija 21 (2.80%) 0.02683 | 0.02721 | 0.03568
Ceska 21 (2.80%) 0.02683 | 0.02721 | 0.03568
Gréka 21 (2.80%) 0.02683 | 0.02721 | 0.03568
Madarska 21 (2.80%) 0.02683 | 0.02721 | 0.03568
Portugal 21 (2.80%) 0.02683 | 0.02721 | 0.03568
9 Svedska 20 (2.66%) 0.02553 | 0.02592 | 0.03567
10 Austrija 18 (2.40%) 0.02293 | 0.02331 | 0.03559
11 Bugarska 17 (2.26%) 0.02162 | 0.02200 | 0.03553
12: Finska 13 (1.73%) 0.01645 | 0.01681 | 0.03542
Danska 13 (1.73%) 0.01645 | 0.01681 | 0.03542
Slovacka 13 (1.73%) 0.01645 | 0.01681 | 0.03542
13: Irska 11 (1.465%) 0.01389 | 0.01422 | 0.03533
Hrvatska 11 (1.465%) 0.01389 | 0.01422 | 0.03533
Litva 11 (1.465%) 0.01389 | 0.01422 | 0.03533
14: Latvija 8 (1.065%) 0.01006 | 0.01033 | 0.03491
Slovenija 8 (1.065%) 0.01006 | 0.01033 | 0.03491
15: Cipar 6 (0.80%) 0.00752 | 0.00775 | 0.03406
Estonija 6 (0.80%) 0.00752 | 0.00775 | 0.03406
Luksemburg 6 (0.80%) 0.00752 | 0.00775 | 0.03406
Malta 6 (0.80%) 0.00752 | 0.00775 | 0.03406

Na slici 5 prikazana su tri indeksa snage za slucaj 28 drZava ¢lanica u
Europskom parlamentu razdijeljenih u 15 skupina po broju svojih
zastupnika, iz Primjera 7.

Vol 36.



O indeksima snage u sustavima glasovanja da-ne | math.e

14

12

10

H Broj zastupnika (%) ®mSSI(%) mBI(%) DPI (%)

Slika 5: Grafi¢ki prikaz indeksa politicke snage u Primjeru 7.

Zakljucak

Iz navedenih primjera moze se zamijetiti da su Shapley-Shubik indeks
(SSI), Banzhaf indeks (BI) i Johnston indeks (JI) monotone funkcije
ovisne o broju mjesta (glasova) koje pojedina stranka ima, no nisu
linearne funkcije. Napomenimo da Deegan-Packel indeks (DPI)
opcenito ne mora biti monotona funkcija od broja mjesta, jer kod DPI
indeksa uzimaju se u obzir jedino minimalne pobjednicke koalicije.

Spomenimo da se indeksi snage stranaka mogu modificirati, tako da
se ne uzimaju u obzir sve pobjednicke koalicije, ve¢ samo suZeni skup
politiki mogucih pobjednickih koalicija ([1]). Kod takvih modifikacija
indeksa snage gledaju se samo pobjednicke koalicije sastavljene od
onih stranaka koje nisu politi¢ki i svjetonazorski udaljene.{10}
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