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Primjena linearne i nelinearne jednadzbe
provodenja topline u obradi digitalne slike

Application of Linear and Nonlinear Heat Equ-
ation in Digital Image Processing

ABSTRACT

We will explore the application of partial differential equ-
ations on digital images. We will show how to use the
heat equation to eliminate noise in an image, highlight
important elements and prepare it for possible further pro-
cessing. We also show known heat equation’s theoretical
results in a methodical sequence and then derive simple
numerical schemes based on the finite differences method.
Guided by the idea of image structure preservation, for
example edge preservation, the central part of this article
introduces Perona-Malik equation as an example of a no-
nlinear heat equation. We conclude by comparing linear
and nonlinear heat equation application on a couple of test
images.
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Primjena linearne i nelinearne jednadzbe
provodenja topline u obradi digitalne slike

SAZETAK

IstraZivat ¢emo primjenu parcijalnih diferencijalih jedna-
dZbi u obradi digitalne slike. Primjenjujemo jednadzbu
provodenja topline kako bismo na slici uklonili Sum, istak-
nuli vazne elemente i pripremili je za eventualnu daljnju
obradu. Metodi¢kim slijedom dajemo teorijske znacajke
linearne difuzije, a zatim izvodimo jednostavne numericke
sheme temeljene na metodi konaénih razlika. Vodeni
idejom ocuvanja struktura na slici, primjerice rubova, u
sredi$njem dijelu &lanka uvodimo Perona-Malikovu jed-
nadZbu kao primjer nelinearne jednadzbe provodenja to-
pline. ZavrS8avamo s usporedbom primjene linearne i neli-
nearne jednadzbe provodenja topline na testnim slikama.

Kljuéne rije¢i: jednadZba provodenja topline, Perona-
Malikova jednadzba

MSC2010: 68U10

Parcijalne diferencijalne jednadzbe uvele su novi pogled varijablat > 0, a prostorna € U, gdje jeU C R" otvoren

na obradu digitalne slike. UspjeSnost metoda koje ih skup. Nepoznata je funkcija: U x [0,00) — R, u(x,t), a

koriste nije iznendujuta, buduti da su takve jednadzbe operatoA djeluje nau obzirom nax, odnosnd\u = Axu =

polu€ile uspjeh i u drugim podrucjima, primjerice fizici, Y[ ;uxyx. Ovajednadzba poznataje i pod nazivdifuzij-

kemiji, elektrotehnici, graditeljstvu i drugdje. Dostupn ska jednadba

su opsezni matematicki rezultati, 5to omogucuje stvar

nje jednostavnih numerickih algoritama koje emo uovom 1 1 Fizikalna interpretacija difuzijskog procesa

Clanku predstaviti. Metode temeljene na parcijalnim dife

rencijalnim jednadzbama jedne su od metoda u obradi slikePoimanje fizikalnih procesa koji izjednacuju koncentjaci

koje imaju najbolje matematicke temelje, a razumijevanje izmedu povezanih podrucja prili€no je intuitivno. Ono se

ovih metoda vodilo je otkri€u brojnih novih. moze matematicki formulirati Fickovim zakonom koji za
jednu prostornu dimenziju glasi

1 Linearna jednadzba provodenja topline F__adu 2
dx’

U nastavku ¢e nam od interesa biti linearna jednadzbaggie je tokF kolitina supstance po jedinici prostora i vre-

provadenja topline, menu (npr. u%os"), A je difuzijski koeficijent,u je koncen-

U —Au=0, Q) trlacija (npr. u%) te x varijabla. Opceniti Fickov zakon
asi

uz koju idu i prikladni pocetni i/ili rubni uvjeti koje tem g

kasnije navesti. Ovdje pretpostavljamo da je vremenskaF = —Alu. 3)
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Tok F je uzrokovan gradijentom koncentracije Odnos
izmedu F i Ou opisan jedifuzijskom matricom Akoja je

pozitivno definitna. Slucaj kada $ui (u paralelni naziva
seizotropan a u optemneizotropnonslucaju,F i Cu nisu

paralelni.

Difuzija premjesta masu bez gubitaka postojece ili stvar

parametrom standardne devijacie= 2t. Vrlo je za-
nimljivo te bismo to ovdje htjeli posebno istaknuti, da iz
toga slijedi da je primjena jednadzbe praemja topline
ekvivalentna poznatoj tehnici Gaussovog iztiyanja di-
gitalne slike. Takav postupak poznatije filtar koji se kbiris
za izglalivanje slika teZzinskim usrednjavanjem vrijednosti

nja nove. Ta Einjenica moZe se opisati jednadzbom konti- Unutar odréenog podrucja (npr. konvolucijom). Upravo

nuiteta
u = —divF.

Ako (3) umetnemo u jednadzbu kontinuiteta dobivaaito
fuzijsku jednaidbu

u = div(AOu),

to je upravo linearna jednadzba prdeaja topline ako je

A =1 jedinicna matrica. U obradi slika koncentraciju iz
ovih razmatranja mozemo poistovjetiti s intenzitetomeboj

na odrelenom mjestu na slici (piksel).

1.2 Pcetno-rubni problem

Neka jeT > 0, definiramo parabolicki cilindar
Ur =U x (0,T],

i parabolicki rub

Mt =Ur —Ur.

U nastavku Zelimo rijeSiti pocetno-rubni problem

(4)

Uu—Au=0 naUr
u=g nal .

Iz klasi¢ne teorije parcijalnih diferencijalnih jedraid [2]
poznat je sljedeti rezultat.

Teorem 1 Jedinstvenost na ograni¢enim domenama)

Neka je ge C(I't). Tada postoji najviSe jedno rjeSenje

u e C2(Ur)NC(Ur) problema (4).

iz toga dolazi ideja koriStenja difuzije u obradi slike.

Zaklju€ujemo uvodni teorijski dio, a u nastavku c¢emo pret
hodna teorijska saznanja primjeniti u obradi digitalnkesli

1.3 RjeSenje metodom kon&nih razlika

Zelimo potetni problem (4) rijesiti numericki. S obzino
na to da je slika zapravo matrica, u nastavku uzimamo da
jeUr =10,p] x [0,q] x (0, T]. Tada (4) ima oblik

(6)

U = Uxx+Uyy NaUr
u=g nal .
Pocetnu diferencijalnu jednadzbu ¢emo primjenom Taylo
rovog teorema zamijeniti s diferencijskom jednadzbom.
Diskretiziramo pravokutnikO, p] x [0,q], gdje sup i q
dimenzije slike, s ciliem uspostavljanja odnosa izime
¢vorova u diskretnoj mrezi i piksela na slici, iztheko-
jih je u obje prostorne dimenzije jedini¢na udaljenost: Pr
mjenom Taylorovog teorema parcijalne derivacije zamje-
njujemo konacnim razlikama

ul<+17uik‘j
)

~ sl

U ~ =5

K K ook

U g =208 U
AX2 )

K K ok

U o Ui 2U U

e Ay \v-a

Sto uvrstavanjem u (6) daje

Uyx ~

]
At Ax? Ay?

k+1 k k k k k k k
Uj U Uhag T2 Yo 2U U

Valja napomenti da je rieenje na neograni¢enim dome-Zelimo promatrati evoluciju slike kroz vijeme u diskret-

nama, uz uvjet da je funkcijg neprekidna i ograni¢ena,

nim vremenskim koracima, $to zna€i da nas za danu sliku

takoder jedinstveno ali i glatko zato Sto je dobiveno ko- zanima vrijednost piksela na istom mjestu u iduéem vre-

nvolucijom

u(x,t) = - A{ne*%g(y)dy (xeR"t>0) (5)

(4mt)"/2

Vidimo da rjeSavanje jednadZbe prelemja topline za-

menskom koraku. S obzirom na to dafje = Ay = 1 do-
bivamo,

k+1 _  k k k k k k
ui,j —Ui,j'i‘At —4ui,j+ui+l’j+ui,l’j+ui’j+l+ui!j,1}.

pravo znaci konvoluiranje poCetne temperaturne digtrib  Prethodnarazmatranja mozemo i jednostavno implementi-
cije, odnosno potetnog uvjeta s Gaussovom funkcijom srati u programskom paketu SCILAB

1SCILAB je besplatni program otvorenog koda za znanstvedomanje i numericke simulacije koji se koristi u znanastidustriji. SCILAB ima
gotovo istu sintaksu kao i MATLAB, a viSe o programu se mp#zenaci nawww.scilab.org
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(d)T=50

(b)T=5

(e) T=100

() T=20

(f) T =300

Slika 1: Otapanje p@etne slike (a) s viremenskim korakaim= 0.1. Na slikama (b), (c), (d), (e) i (f) T predstavlja proteklo

vrijeme.

1.4 Simulacije

2 Nelinearna difuzija

Posljednji dio ovog odjelika prikazuje koriStenje dosad Unato¢ tome §to je linearna difuzija jednostavna i primje
izvedenih zaklju¢aka na testnoj slici Lena. U program- njiva, ima nekoliko mana. OCiti problem kod takvog, Ga-

skom kddu ucitavamo sliku i zatim primjenjujemo izve-

denu shemu.

u0 = imread(’Lena.eps’);
[p,ql=size(ul);

for t = 0:dt:T
for i=2:(p-1)
for j=2:(q-1)
U_Xx =
(u0(i+1,j)-2%u0(i,j)+u0(i-1,3));
uyy =
(u0(di,j+1)-2%u0(i,j)+u0(i,j-1));
u(i,j) = u0(di,j) + dt*(u_xx+u_yy);
end
end
ul=u;
end

ussovog izgldivanja nalazi se u tome $to ne samo da iz-
gladuje Sum, vet zamutuje vazne elemente slike poput ru-
bova, Cineti ih tako tezim za pronalazenje i analizgan
Zeljeli bismo razviti alat koji nam omogucuje uklanjanje
Suma na nacin koji bi zatim olak3ao pronalazenje rulbhova
ostalih elemenata slike. To znaci da se difuzija treba-odvi
jati samo unutar zasebnih podrucja koja se nalaze na slici,
»POStujuci” njihove postojete rubove. Potrebno je difuz
prilagoditi tako da njeno djelovanje nije jednoliko na eije
loj slici, ve€ ovisi 0 pojedinim pikselima i njihovim okali
nama.

2.1 Perona-Malikova jednadzba

Ideja koju su prvi uveli Perona i Malik u [4] je prilagodba
jednadzbe prowtenja topline tako da difuzivnost ovisi o

promjenama na slici. Prisjetimo se difuzijske jednadzbe i
prethodnog odjeljka. Za difuzivnostuzeli smo jedini¢nu
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matricu i time dobili jednadzbu provenja topline. NoA Za f uzmimo funkciju
ne mora biti jedini¢na, €ak niti konstantna. Vidjet ced® o
te nam upravo odabir prikladne difuzivnostiomoguciti (55 = 1+§'
postizanje trazenih svojstava difuzije. Kao sto je spome

nuto, zelimo potaknuti izgkiivanje unutar podrucja, za

Neka je funkcija toka dana s

razliku od izglalivanja preko granica podrucja. To bismo ®(s) =s. f(&?) =s- LSZ = Aé«zﬁ;
mogli postici tako da vrijednost difuzivnosti bude 1 unuta Y
podrucja, a O (ili barem blizu 0) na granicama. Difuzija Ce Derivacija ove funkcije je

se tada odvijati unutar svakog od podrucja zasebno, ne pre- N(2A2)

lazeti granice. Na Zalost, ne mozemo unaprijed znag gdj P'(s) = A127

se na slici nalaze rubovi. Jedino Sto mozemo jest ocije- Dakle, ova funkcija postize ekstrem kadasfe= A2. Kako

niti koliko se, s obzirom na zadani piksel, njegova okolina . :
mijenja. je A > 0imamo

Neka_lj_e fu_nkC|_JaE = I_E(x, y) Jedna takya 0(.:Jena definirana ®(s) <0, |3 > A,
na slici. Bilo bi poZeljno d& ima svojstva:
@'(s) >0, |s| <A
1. E(x,y) = 0 unutar svakog zasebnog podrucja

2. E(x,y) = Ke(x,y) u svakoj rubnoj totki podruja, Perona-Malikova jednadZba za jednu dimenziju glasi

gdje je e jedinini vektor normale na rub u tocki
(x,y), aK lokalni kontrast odnosno razlika izm#u U = (f(sz) . ux)

intenziteta sive slijeva i zdesna od ruba. X

= f/(U2) - 2y + F(U2) - Uy
DifuzivnostA mozemo odabrati tako da bude funkcija koja 5 12
ovisi 0 ocjeni koju smo upravo naveli, odnosno nekA je - (f (W) + F(u) - ZUX) " Uhox
f(||E||2). Prema dosada3njim razmatranjinAehi trebala = @ (Uy) - Uy
biti nenegativna padajuca funkcija takva dafj@®) = 1.
Na taj nacin difuzija ¢e se odvijati uglavhom unutar po-
dru€ja i nece imati utjecaja na rubovima gdje je ocjéna
velika. Sretom, vidjet cemo da upravo najjednostavnija
ocjena, gradijenE = [u daje izvrsne rezultate. Uzevsi u
obzir prethodno dosli smo do Perona-Malikove jednadzbe,

u = div (f(|0u/?)0u) naUt @)

u=g nalt Ovdje sun i & koordinate paralelne(Su i okomite nallu,
redom, Sto znaci da je difuzijanaprijedduz tangenti na
rieSenjeu, aunaprijed-unatragluz smjeralu. O¢ekujemo
da €e blizu ruba na slidilu biti velik, 3to znac€i difuziju

Za velike vrijednosti koeficijen®’(uy) o€ito postaje nega-
tivan, Sto vodi na difuzijwnatrag U dvodimenzionalnom
slucaju bismo, kao u [1], dobili

U = @ (|0uf)unn + £ (|0 uge.

Zbog trazenih svojstava funkcije difuzivnosti koje se
najcesce koriste su

f(?) = 152 (8) unatrag u smjeru gradijenta, rezultat Cega je izoStijavan
1+ 5 rubova umjesto njihova zamucenja. Prethodno navedeno
i objasnjava kako Perona-Malikova jednadzba ne samo da
2 Cuva rubove, vet ih i dodatno istice.
f(&)=e 22, 9)

gdje jeA > 0. Obje funkcije su monotono padajuce i Definicija 1l ([9])

f(s?) =1zas=0,i (") = O kadas — . Problem jedobro uvjetovarako ima jedinstveno riesenje

koje neprekidno ovisi o @etnim uvjetima. Za problem

2.2 Teorijski rezultati za jednodimenzionalni model koji nije dobro uvjetovan Keemo da jéoSe uvjetovan

Promotrimo sada jednodimenzionalni problem

w = div (f(u2)ux) naU x (0, ) Poznato je da je difuzija unatrag loSe uvjetovana. Prema
ou tome, postojanje difuzije unatrag u Perona-Malikovoj je-
0 naou x (0, ) - (10) " gnadzbi sugerira da bi i ta jednadzba mogla biti loge uvje
u=g naU x {t =0} tovana.
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Definicija2 (Slabo rjeSenje za jednodimenzionalni koja uklju€uje funkciju koja je rjeSenje jednadzbe. gbo
slucaj, [9]) toga je potrebno pojednostavniti izraz iz problema (7).

Za lokalno integrabilnu funkciju (x,t) kazemo da jeslabo ~ R@cunamo:

. v . _ . . ~ . 2 2
rje§enjd3erona h{lallkovejednjazbg gko jefy (U= +ug) dx b — div(f(|Du|2) . Du)
uniformno ogranten za ograri@eni t i ako za svaku funk-

ciju @ CY(R x R, vrijedi - div(f (V2 +2)- [uy, uy])

//[(gu—(g(f(u)z()ux] dxdt=0. —(f@+@)u) +(FE+8) ) (11)

y
U [3] je pokazano da ako postoji slabo rjeenje jedno- Racunanjem parcijalnih derivacija te primjenom Schwar-
dimenzionalnog problema, pogetni uvjet mora biti be- zovog teorema slijedi

skonacno puta diferencijabilan u podrucjima gdje sejadvi

difuzija unatrag (| > A). To pokazuje da je moguce U =f'(U;+u) (ZUxex+2UyUVX) U+ F (UZ + U U

da slabo rjeSenje uopcte ne postoji. OCito su afine funk-
cije oblikau(x,t) = ax+ b rjeSenja, no one su nestabilne u
smislu da ako promjenimo poCetni uvjet proizvoljno malo,  —2f/(u2 +- uf,) (U)Z(UXXJF Uy Uy + uf,uyy)
rjieSenje mozda nece postojati.

+ f/(uf 4+ u)) (Zuxuxy+ 2uyuyy) Uy + (UZ -+ ) uyy

+ (UG + Ud) (U + Uyy).
Teorem 2 (Nepostojanje rjeSenja za jednodimenzionalni

o Pojednostavljena Perona-Malikova jednadzba je jedno-
slucaj)

stavna za programsku implementaciju.
Za danig takav da jeg'(x) = 0 nadU i g'(x) > A na
samo jednom kompaktu U, na primjerg'(x) > A na T = 20
Q= (Xo,Yo) CC U i |g(X)] <A naU\Q, jednodimen- 4t = 0.2;

zionalni problem (10) nema globalnog slabog rjeSenja u lambda = 1;
Cclu). £ =0(s) 1/(1+s/lambda"2);
df =e(s) -((1/lambda~2)/((1+s/lambda"2)"2));

Teorem 3 (Jedinstvenost lokalnog slabog rieSenja zajed- . . _ o.4¢.7

nodimenzionalni slucaj) for i=2: (p-1)

for j=2:(q-1)
ux=(u0(i+1,j)-u0(i-1,3))/2;
uy=(u0 (i, j+1)-u0(i, j-1))/2;

Pretpostavimo da su i v lokalna slaba rjeSenja (10) na
Ut s jednakim pocetnim uvjetimg, gdje jeg analiticka

funkcija, (g')? — A? ima samo jednostruke nultocke i difu- uxx=(00 (i+1, 1) -2%u0 (i, ) +u0(i-1,1));
zivnostf je analiticka funkcija. Tada ja(x,t) = v(x,t) na uyy=(u0(i,j+1)-2%u0 (i, j)+u0(i,j-1));
Ut. uxy=(u0(i+1, j+1)-u0(i+1,j-1)-u0(i-1,j+1)

+u0(i-1,j-1))/4;

Kao 8to vidimo iz prethodnih osnovnih teorijskih rezudtat (i, §)=u0(i, ) +2xdtx. ..

teorija postaje prilicno sloZzena ¢ak i za jednodimenaiai ((Af (ux~2+uy™2) * (UX*UXXHFUKHLYFUYY*UY+2HUXFUY*UXY) )
slucaj, 5to nije ni tudno s obizrom da se radi o nelinegrno + f (ux~2+uy”~2) * (uxx+uyy)) ;
parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi. end

end

Pogledajmo sada prakticnu primjenu Perona-Malikove w0=u;
jednadzbe, kao 5to smo ucinilii s linearnom jednadZbom end

2.3 Rjesenje metodom kon&nih razlika
Uz dulji protok vremena dobivamo jaci utjecaj na pocetnu

Programska implementacija analogna je onoj za linearnusliku. Rezultati dobiveni eksperimentima prikazani su na
difuziju iz prethodnog odjeljka. lako nije odmah vid- slici 2. Primje€ujemo o€uvanje rubova i uklanjapna-
ljivo kako ona izgleda, buduci da koristimo difuzivnost tih* elemenata na slici.
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(a) Originalna slika (b)T=20 (c) T=50 (d) T=100

Slika 2: Otapanje p@etne slike (a) koristd Perona-Malikovu jednatbu s vriemenskim korakofit = 0.2. Na slikama (b),
(c)i(d) T predstavlja proteklo vrijema, = 1.

UnatoC tome 5to je algoritam osjetljiv na rubove, nakon bismo vidjeli kako nelinearna difuzija Cuva rubove, za ra-
dovoljno vremena neki rubovi, inate nedovoljno jasni, ne- zliku od linearne koja nekriticno "otapa” cijelu sliku. 3e

staju u stapanju s okolinom. tni podaci dobiveni su presjekom slike Lene u smpeosi,
dakle graf predstavlja intenzitet sive duz jedne od harizo
2.4 Usporedba s linearnom difuzijom talnih linija na testnoj slici. Usporedbu ova dva modela

vidimo na slici 3. Na slici 4 dajemo usporedbu modela na
Za kraj dajemo usporedbu djelovanja linearne i nelinarne dvodimenzionalnim podacima, odnosno na slici glave do-
difuzije. Prvo koristimo jednodimenzionalne podatke da bivenoj magnetskom rezonancom.

200 200
100 . 100
0 : : : : : 0 : : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
200 200
100 | WUW
0 : : : : : 0 : : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
200 200
100 _ muw
0 : : : : : 0 : : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
200 200
100 1 muw
0 : : : : : 0 : : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
200 200
100W
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Slika 3: Usporedba Perona-Malikove jednZak (lijevo) i linearnog modela (desno).

50



KoG-18-2014 A. Novak, A. étajduhar: Primjena linearne i nelinearne jednadZbegiiena topline u obradi ...

(a) Originalna slika

(d) Linearna difuzija, T = 200 (e) Nelinearna difuzija, T = 200

Slika 4: Usporedba linearne i nelinearne difuzije na sliku dobivenagnetskom rezonancody, = 0.2, a T predstavlja
proteklo vrijeme.
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