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Sazetak

Ovaj rad nastao je u Zelji da se mladim natjecateljima srednjoskolcima teorijski i prakti¢no
predstavi inverzija u planimetriji. Na samom pocetku dan je nesto opsirniji teorijski uvod u
kojem su pored dobro poznatih svojstava inverzije dani i dokazi tih svojstava. U nastavku je na
nizu primjera ilustrirana njezina prakti¢na primjena.
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1 Uvod

Vedina transformacija koje se primjenjuju u rjeSavanju planimetrijskih problema su izometrije. Nesto
rjede primjenjuju se i homotetivne transformacije — no u svakom od tih preslikvanja pravac se
preslikava u pravac, a kruznica u kruznicu (ili u elipsu, u opéem slucaju afinih transformacija). No, kod
inverzije nije takav slucaj. Inverzija, naime, preslikava pravce i kruznice u pravce i kruznice, ali pri
tome moze pravac transformirati u kruznicu i obrnuto. Ovo je jedan od razloga zasto inverzija ponekad
daje neocekivane i zanimljive rezultate u svojoj primjeni.

Dajmo sada formalnu definiciju inverzije, a zatim protumacimo njezino prakti¢no znacenje.

Definicija 1. Neka je O tocka u ravnini E, a r pozitivan realan broj. Inverzijom ravnine E u odnosu
na kruznicu k(O, r) nazivamo preslikavanje koje svaku to¢ku te ravnine P razli¢itu od O preslikava u

to¢ku P' na polupravcu OP tako da vrijedi OP - OP' = r2. To¢ka O se pritom preslikava u to¢ku u
beskona&nosti.!

Napomenimo da stariji autori izostavljaju posljednju reé¢enicu ove definicije, navodedi da se toc¢ka O
inverzijom uopce ne preslikava (te, samim tim, osporavaju stajalisSte da je inverzija geometrijska
transformacija u strogom smislu, vidjeti npr. [10]).

Kako su citatelji upoznati s osnom refleksijom (zrcaljenjem ravnine u odnosu na zadani pravac),
pokusat ¢emo inverziju objasniti kroz ovo elementarno preslikavanje. To¢nije, inverziju mozemo
smatrati generalizacijom osne refleksije: rijec je, naime, o refleksiji na kruznici. Pravac mozemo
promatrati kao luk kruznice beskona¢nog polumjera, pa ova generalizacija ima smisla.? Zainteresirani
Citatelj moze relativno lako pokazati kako se prakti¢no provodi ova generalizacija.

Iz definicije 1 direktno slijedi
Posljedica 2. Inverzija ravnine u odnosu na kruznicu k(O, r) tocke na kruznici k preslikava u njih

same, toCke u unutrasnjosti kruga koji omeduje ta kruznica u njegovu vanjstinu i obrnuto.

Nije se tesko uvijeriti da vrijedi i
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Pokazimo kako konstruirati to¢ku P’ iz definicije 1, tj. kako naéi inverz to¢ke u odnosu na kruznicu.
Ovim postupkom uvjeriti ¢emo se i u istinitost posljedica 2 i 3.

(1) Neka toc¢ka P lezi na kruznici k(O, ). Spojimo li ovu to¢ku sa sredistem inverzije O, o&ito je da
na polupravcu OP postoji to¢no jedna to¢ka P’ koja ispunjava jednakost OP - OP’' = r2, i to
sama to¢ka P. Dakle, P' = P.

(2) Neka to¢ka P leZi izvan kruznice k(O, r). Povucimo kroz to¢ku P tangentu na kruznicu k (slika 1)
i oznad¢imo dodirnu to¢ku tangente i kruznice s M. Neka je M P’ visina trokuta OMP. 1z sli¢nosti
pravokutnih trokuta OMP i OP'M slijedi P'O : OM = OM : OP, pa je OP - OP' = 12, te je
P’ slika to¢ke P pri ovoj inverziji.

(3) Neka tocka P lezi unutar kruznice k(O, r). Primijenimo obrnut postupak onom u slucaju (2).
Spojimo, dakle, to¢ke O i P i povucimo okomicu na pravac OP kroz to¢ku P. Jedan od presjeka
tog pravca s kruznicom k oznac¢imo s M, kroz to¢ku M povucimo tangentu na k i presjek te
tangente i pravca OP oznadimo s P’ (oéito, rije¢ je o istoj slici kao u slu¢aju (2), sa zamijenjenim

mjestima to¢aka P i P'). Iz identi¢nog razloga sli¢nosti kao pod (2) slijedi da je P’ slika to¢ke P
pri ovoj inverziji.

Slika 1: Inverzija je bijekcija i involucija.
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Ovim smo direktno dokazali posljedicu 2. Posljedica 3 za tocke na kruznici direktno slijedi iz (1), a za
ostale slijedi iz ¢injenica da su to¢ke P’ u (2) i (3) jednoznaéno odredene (zbog simetrije, svejedno je
koju ¢emo od dviju mogucih tangenti povuci u (2), ili koji ¢emo presjek pravca i kruznice odabrati u
(3)). O¢ita je involutivna veza izmedu slu¢ajeva (2) i (3), gdje to¢ka P iz (2) odogovara to¢ki P’ iz (3)
i obrnuto.

Sad ¢emo dokazati nekoliko osnovnih svojstava inverzije, koja je ¢ine moénim sredstvom u modernoj
planimetriji.

Teorem 4. Ako je O centar inverzije, a tocke A i B tom su inverzijom preslikane u A' i B, tada su
trokuti OAB i OB' A’ sli¢ni.

Dokaz. 1z definicije 1 slijedi: OA - OA' = OB - OB’, paje OA : OB = OB’ : OA, a bududi da je
LAOB = /ZB'OA’, trokuti OAB i OB’ A’ su sli¢ni. [ |

Teorem 5. Ako je O centar inverzije, pravac p koji prolazi tockom O preslikava se u samog sebe.?

Dokaz. Prema definiciji 1, svaka tocka pravca p (osim Q) se preslikava u to¢ku na istom tom pravcu.
Bududi da je rijeC o bijekciji, pravac p preslikava se u samog sebe. [

Teorem 6. Ako je O centar inverzije, pravac p koji ne prolazi tockom O preslikava se u kruznicu koja
prolazi to¢kom O.

Dokaz. Spustimo normalu OC' na pravac p iz centra inverzije O (slika 2) te odaberimo proizvoljnu
to¢ku M na p. Buduéi da su trokuti OCM i OM'C’ sli¢ni (teorem 4), kut ZOM'C' je pravi, pa po
Talesovu teoremu to¢ka M’ leZi na kruznici k& promjera OC’. Ako je X to&ka kruznice k razli¢ita od O,
tada je ona slika pri inverziji to¢ke Y koja se nalazi u presjeku polupravca OX i p. Dakle, inverzija
preslikava pravac p u kruznicu k (preciznije, k \ {O}). [ |
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Slika 2: Ako je O centar inverzije, pravac p koji ne prolazi tockom O preslikava se u kruznicu koja
prolazi to¢kom O.

Teorem 7. Ako je O centar inverzije, kruznica koja prolazi tockom O preslikava se u pravac, a
kruZnica koja ne prolazi to¢kom O u kruZnicu.?

Dokaz. Slucaj kruznice koja prolazi tockom O direktno slijedi iz teorema 6 i svojstva involutivnosti
inverzije.

Neka sada O ne pripada kruznici k i neka su A i B to¢ke presjeka kruznice k i pravca koji prolazi

to¢kama O i S (gdje je S srediste kruznice k), a M proizvoljna to¢ka na k. Pokazimo da je kruznica k'
promjera A’ B’ slika pri inverziji kruznice k. Za to ée, po Talesovu teoremu, biti dovoljno pokazati da je

kut ZA' M'B’ pravi. U daljnjem razmatranju koristit ¢emo se orijentiranim kutovima, da ne bismo

morali analizirati viSe slu¢ajeva u ovisnosti o polozaju to¢ke M. Iz teorema 4 imamo sli¢nost trokuta
OAMiOM'A' te OBMiOM'B’, paje ZOMA = ZOAM'i ZOMB = Z/OB'M’,

tj. Z(OM,MA) = —Z(OA',M'A")i Z(OM,MB) = —Z(OB', M'B'). zato je

L(AM'M'B") = Z/(AAM',0A") + Z(OB',M'B") = Z(OM,MA) + Z(MB,OM) = /(MB, \A) = 90°
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Teorem 8. Slike pri inverziji kruznice i njezine tangente (ili dviju kruznica koje se dodiruju) dodiruju
se ako i samo ako se tocka dodira originala ne poklapa s centrom inverzije. U suprotnom, preslikavaju
se u paralelne pravce.

Dokaz. Dovoljno je provesti dokaz u jednom smjeru, drugi slijedi iz bijektivnosti i involutivnosti
inverzije. Ako se tocka dodira ne poklapa sa centrom inverzije, ocito ¢e i nakon inverzije postojati
zajednicka tocka medu krivuljama, tj. i slike ¢e se dodirivati. S druge strane, ako se dvije kruznice
dodiruju u tocki O, tada se preslikavaju u dva pravca okomita na pravac koji povezuje njihova sredista.
Ako je rije¢ o pravcu i kruznici koji se dodiruju u to¢ki O, tada se pravac preslikava u samog sebe, a
kruznica u pravac okomit na pravac koji povezuje toc¢ku O i srediste kruznice. OCito je da je u oba
slucaja rijec€ o preslikavanju u dva paralelna pravca. |

Teorem 9. Ako je O centar inverzije, a totke A i B tom su inverzijom preslikane u A’ i B, tada
vrijedi

AB - r?

AB =51 0B

Dokaz. 1z teorema 4 imamo OA : AB = OB’ : A' B, dok iz definicije 1 imamo OB - OB’ = 72. 1z
ove dvije relacije direktno slijedi A’B’ = AB - r*/(OA - OB). ]

Teorem 10. Inverzija je konformalno preslikavanje, tj. uva kutove medu krivuljama.®

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti na primjeru dviju kruznica (Sto ne vodi smanjenju opcenitosti, jer je
slucaj pravca i kruznice zapravo specijalan slucaj dviju kruznica). Povucimo tangente ¢; i t2 kroz tocku
presjeka kruznica. Prema teoremu 8, kut izmedu slika kruznica jednak je kutu izmedu slika tangenti.
Inverzijom s centrom u O, pravac t; preslikava se u samog sebe ili u kruZnicu ¢ija je tangenta u tocki
O paralelna pravcu t;. Zato je kut izmedu slika pravaca t; i to jednak kutu izmedu originala. Time je
tvrdnja dokazana. |

Navedeni teoremi dovoljni su za uspjesno koristenje inverzije u elementarnoj planimetriji (kao sto
¢emo i vidjeti na primjerima). No, sa znanstvene strane potrebno je na ovom mjestu dati jos nekoliko
napomena koje inverziju povezuju s modernim tokovima u geometriji.

S analitifke ctrana inuerziiu krivylje mozemo promatrati kroz transformaciju koordinata na temelju
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koristenje inverzije u standardnoj Skolskoj i natjecateljskoj planimetriji. No, Citatelj s osnovnim
poznavanjem analitiCke geometrije lako se moze uvjeriti da ovi teoremi jednostavno slijede iz
definicije 1.

Teorem 11. Ako je polarna jednadzba krivulje K danasr = r(@), tada je polarna jednadzba njoj
inverzne krivulje dana jednadzbom r = k? /7(6), gdje je k polumjer inverzije.

Teorem 12. Ako je O(wg , yo) centar, a k polumjer inverzije, tada je krivulja inverzna krivulji
C(f(t), g(t)) u Kartezijevim pravokutnim koordinatama dana s’

= 2+ k2(f — zo0)
(f —20)? + (9 — y0)?
Y=o+ k(g — yo)
(f—20)® + (g —w0)*

Koristeci se ovim teoremima, nije tesko pokazati i analiti¢ki rezultate koje smo dobili kroz teoreme 4 -
9, kao i nove rezultate, npr. mozemo doci do spoznaja u Sto se inverzijom preslikavaju druge poznate
krivulje (konike, spirale...). Tako se npr. hiperbola preslikava u lemniskatu (ako se inverzija radi u
odnosu na njezino srediste), ili parabola u kardioidu (ako se inverzija radi u odnosu na njezin fokus).
Vise o tome mozete nadi u [12]. Na kraju, spomenimo i mogucnost generalizacije inverzije na
viSedimenzionalne prostore, od kojih je za elementarnu geometriju bitna samo sferna
(trodimenzionalna) inverzija, o ¢emu vise mozete nadi u [1].

2 Primjeri

Brojni su primjeri koriStenja inverzije u planimetrijskim problemima. Kroz vecinu primjera provladi se
jedna vazna cinjenica: inverziju primjenjujemo u slucajevima kad se jedna tocka na slici zadatka
namece kao centar problema: kroz nju prolazi vise kruznica, odreduje viSe vaznih kutova i sli¢no.

Ovdje ¢emo se ograniciti na primjere iz ,natjecateljske prakse”. Naime, iako je jako ilustrativna
f“{ig'*ﬂln=di""°r'{“° "M= ;E" nramane kruznica i sustave koje ¢ine same kruznice (vidi npr. nesto vise o
ailed to load: fextensions/MathZoom.js  ievim krugovima u [7] ili [2]), takvi primjeri nisu najpogodniji za
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upoznavanje mladog natjecatelja s magijom inverzije (kao ni, npr., jako zanimljivi nacini primjene
inverzije u izvodenju geometrijskih konstrukcija samo s pomocu Sestara, vidi [6] ili [10]).

Primjer 13. ([8], Ptolomejev teorem) Za koncikli¢ne to¢ke A, B, C, D vrijedi:
AB-CD + AD - BC = AC - BD.

Rjesenje. Promatrajmo inverziju s centrom u D i proizvoljnim polumjerom 7. Opisana kruznica trokuta
ABC preslikava se u pravac koji prolazi tockama A’, B’ i C' (teorem 7). Bududéi da je
A'B" + B'C' = A'C’, prema teoremu 9 imamo:
AB - r? n BC-r*  AC -1
AD-BD BD-CD AD-CD’

Mnozenjem posljednje jednakosti s (AD - BD - C’D)/r2 dobivamo trazenu jednakost. Provedemo li
postupak unatrag, nije tesko dobiti i obrat ovog teorema.

Primjer 14. ([3]) Dane su kruznice k1, ko, k3 i k4 takve da svaka od kruznica ks, k4 dodiruje
kruznice k1 i k3, pri ¢emu tocke dodira nisu kolinearne. Dokazati da su tocke dodira koncikli¢ne.

Rjesenje. Oznacdimo tocke dodira kruznica k1 i ko, ko i k3, k3 i kg te kg i k1 redoms A, B, C i D.
Inverzija s centrom u A proizvoljnog polumjera preslikava ki i k2 u paralelne pravce k| i k}, a k3 i k4
u kruznice k} i k), koje se dodiruju u to¢ki C', a pravce kb i kj dodiruju redom u B' i D'. O¢ito su B’,
C'" i D' kolinearne to¢ke, pa B, C i D leze na kruznici koja prolazi to¢kom A (teorem 6).

Primjer 15. ([8], Iran 1995.) Ozna¢imo s M, N i P to¢ke dodira upisane kruZnice trokuta ABC' i
stranica AB, BC i C A, redom. Dokazati da su srediste upisane i opisane kruZnice trokuta ABC' te
ortocentar trokuta MNP kolinearni.

RjeSenje. Srediste upisane kruznice trokuta ABC i ortocentar trokuta MNP leZe na Eulerovom
pravcu® trokuta M N P. Inverzijom u odnosu na upisanu kruznicu trokuta ABC to¢ke 4, Bi C
preslikaju se u A’, B’ i C’ koje su redom polovista duzina PM, M N i NP. Bududi da je srediste

opisane kruznice trokuta A’ B'C" ujedno i srediste kruznice devet to¢aka® trokuta MNP, koji se nalazi

na Eulerovom pravcu trokuta M NP, srediste kruznice opisane oko trokuta ABC takoder se nalazi na
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Primjer 16. ([4], IMO 1996.) Neka je P to¢ka u unutrasnjosti trokuta ABC takva da vrijedi
/APB — /ACB = /APC — ZABC i neka su D i E sredi$ta upisanih kruZnica trokuta APB i
APC, redom. Pokazati da se AP, BD i CE sijeku u jednoj to&ki.

Rjesenje. Primijenimo li inverziju s centrom u A i proizvoljnim polumjerom r, zadani uvjet pretvara se
u/B'C'P' = /C'B'P', tj. BP' = P'C’. Budu¢i da je P'B' = PB-r% /(AP - AB) (teorem 9),
vrijedi AC/AB = PC/PB. 1z posljednje jednakosti slijedi da simetrale BD i CD kutova ZABP i
/ACP dijele duzinu AP u istim omjerima, te su konkurentne s AP.

Primjer 17. ([3], Izrael 1995.) Neka je PQ) promjer polukruznice s, a kruZnica k iznutra dodiruje s i
duZinu PQ u to¢ki C. Neka su A i B redom to¢ke na s i P(QQ takve da je AB tangenta na k okomita
na PQ). Dokazati da je AC simetrala kuta / PAB.

Rjesenje. Promatrajmo inverziju s centrom u C, proizvoljnog polumjera. Polukruznica s preslikava se u
polukruznicu s’ promjera P'Q’, kruznica k u tangentu k' polukruZnice s’ paralelnus P'Q’, a AB u
kruznicu [ ¢ije se srediste nalazi na P'Q’ i dodiruje k' (pa je polumjer kruznice [ jednak polumjeru
polukruznice s’). KruZnica [ tada sije¢e s’ i P'Q)’ redom u to¢kama A’ i B’. O¢ito je P'A' B’
jednakokradan trokut, pa vrijedi /PAC = ZA'P'C = LZA'B'C = ZBAC (teorem 10).

Primjer 18. ([11], Srbija 2008.) Dan je trokut ABC'. Neka su to¢ke D i E na pravcu AB u
redoslijedu D - A - B - E takve da je AD = AC i BE = BC. Simetrale unutarnjih kutova kod
tiemena A i B sijeku nasuprotne stranice redom u to¢kama P i @, a kruZnicu opisanu trokutu ABC
redom u to¢kama M i N. Pravac koji spaja tocku A sa sredistem kruZnice opisane trokutu BMFE i
pravac koji spaja to¢ku B sa sredistem kruZnice opisane trokutu AN D sijeku se u tocki X, X # C.

Dokazati da je CX 1 PQ.

Rjesenje. Oznacimo s U srediste kruznice opisane trokutu BM E. Primijenimo li inverziju s centrom u
A i kvadratom polumjera AB - AC, to¢ke B i C preslikavaju se u to¢ke B’ i C' simetri¢ne to¢kama C
i B uodnosu na AP, to¢ke P i M preslikavaju se jedna u drugu, a E preslikava se u to¢ku E’
simetri¢nu @ u odnosu na AP. Prema tome, pravac AU poklapa se s pravcem koji spaja A sa
sredistem kruZnice B'PE’.

Vidimo da ie tai pravac simetri¢an pravcu AZ u odnosu na simetralu kuta A, gde je Z srediste
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sa sredistem V' kruznice AN D u odnosu na simetralu kuta B. Po Cevinu teoremu u trigonometrijskom
obliku, pravci simetri¢ni pravcima AU, BV, C X u odnosu na simetrale kutova A4, B, C redom se
takoder sijeku u jednoj tocki, Sto znadi da je pravac C'Z simetri¢an C' X u odnosu na simetralu kuta C.
No, kako je Z srediste kruznice C'PQ), pravac C'X sadrzava visinu trokuta C'PQ), sto je trebalo i
dokazati.

Analizom ovih primjera Citatelj je mogao do¢i do zakljucka da primjena inverzije ¢esto pojednostavljuje
inace kompliciran problem (uglavnom je, naime, rije¢ o problemima koji su i nastali invertiranjem
poznatijih, jednostavnih problema). No, to nije uvijek slu¢aj. Mnoge probleme primjena inverzije moze
dodatno zakomplicirati - zato oprez!

3 Zadaci za samostalan rad

Zadatak 19. ([9], Dunavski kup 2007.) Neka je tocka E poloviste dijagonale BD tetivnog
Cetverokuta ABCD i neka su k1, ks, k3 i k4 opisane kruZnice trokuta AEB, BEC, CED i DEA,

redom. Ako je pravac CD tangenta na kruZnicu k4, dokazati da su tada pravci BC, AB i AD redom
tangente na kruznice k1, ko i k3.

Zadatak 20. ([3]) Dokazati Feuerbachov teorem: kruznica devet toCaka dodiruje upisanu i sve tri
pripisane kruznice trokuta.

Zadatak 21. ([4], IMO Shortlist 2003.) Neka su I'1, I's, I's, I'y nepodudarne kruznice takve da se I'1
iT'3 te I'y i 'y dodiruju izvana u to¢ki P. Neka su A, B, C i D redom toc¢ke presjekaI'1 iT's; T's iI'3;
I's iTy; I'y iT'1, pri éemu su sve te tocke razli¢ite od P. Dokazati da vrijedi

AB-BC PB?

AD.-DC  PD?’

Zadatak 22. ([7], Rumunjska 1997.) Ozna&imo s k upisanu kruZnicu trokuta ABC' i s D proizvoljnu
toc¢ku na stranici BC tog trokuta. Dokazati da se kruZnice koje dodiruju k, AD i BD te k, AD, DC
medusobno dodiruju ako i samo ako je /BAD = ZCAD.

Zadatak 23. ([7], SAD 1993.) Neka je ABCD cetverokut s medusobno okomitim dijagonalama koje
se siiekii 11 () i neka s tocke (s, Oy, O3 i O4 osno simetricne to¢ki O u odnosu na AB, BC, CD i

File failed to load: fextensions/MathZoomyjs ookt 01020304 tetivni.
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Zadatak 24. ([4], IMO Shortlist 1993.) Neka je tocka I srediste upisane, a O srediste opisane
kruznice k trokuta ABC. Kruznica k¢ dodiruje stranice CA i CB u to¢kama D i E te iznutra dodiruje
kruznicu k. Dokazati da je to¢ka I poloviste duzine DE.

Zadatak 25. ([4], IMO Shortlist 2002.) Upisana kruZnica k oStrokutnog trokuta ABC' dodiruje
stranicu BC' u to¢ki K. To¢ka M je poloviste visine spustene iz tocke A na BC, a N (druga) tocka
presjeka kruznice k i K M. Dokazati da se opisana kruZnica trokuta BC N i kruZnica k dodiruju u toc¢ki
N.
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lRavnina F se preslikava, strogo govoredi, u tzv. inverzivnu ravninu I, euklidsku ravninu prosirenu to¢kom u beskonaé&nosti co
(koja se smatra zajednickom to¢kom svih pravaca te ravnine, pa, u krajnjem slucaju, i onih paralelnih). Primijetimo da
prosirivanjem polazne ravnine E to¢kom oo otvaramo mogucnost da se srediSte inverzione kruznice k nade u toj tocki, pa se
File failed to load: /extensions/MathZoom.js 2 zasniva i sljededi dio naSeg izlaganja. Takoder vrijedi spomenuti da viSe o uvodenju
prosiTene euKIlaSKe ravnine putem tzv. stereografske projekcije zainteresirani Citatelji mogu naci u ¢lanku [8] te u [5].
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2Kazu da je tako na ideju inverzije dodao Apolonije iz Perge, u jednom od svojih izgubljenih djela (ta ideja vidi se i u teoremu o
Apolonijevoj kruznici, vidi [1]). U novije doba, tek je Jacob Steiner u XIX. stolje¢u pokazao pravu mo¢ inverzije, iskoristivsi je u
svojim radovima za virtuozne dokaze nekih starih i postavljanje nekih novih teorema.

3To znati da je invertirana slika svake tocke P’ to¢ka P, tj. I(I(P)) = P, gdje I oznaluje inverziju.

4Kad govorimo o krivulji ¢ koja prolazi centrom inverzije O, mislimo na g \ {O}, zbog specifiénosti (ne)preslikavanja to¢ke O.
50vo ipak ne znadi da se u slu¢aju preslikavanja kruznice u kruZnicu sredidte jedne preslikava u srediSte druge - mozete to
provjeriti!

5To¢nije, antikonformalno preslikavanje, jer preslikani (orijentirani) kut je suprotan po smjeru onom originalnom. Napomenimo i
to da kutom izmedu dviju krivulja smatramo kut izmedu tangenti na te krivulje.

“Primijetimo da se, ako se za kruZnicu inverzije izabere jedini¢na kruZnica sa sredidtem u ishoditu, navedene jednadzbe dosta
pojednostavljuju.

8Eulerov pravac trokuta je pravac na kojem leZe srediste opisane kruZnice, teZiste i ortocentar tog trokuta.

9Kruznica devet tocaka ili Feuerbachova (Eulerova) kruZnica trokuta ABC prolazi polovistima stranica trokuta, noZistima
ﬁrmala i polovistima duzina AH, BH i CH, gdje je H ortocentar trokuta ABC.
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