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Uvod

Pri skiimani kovov a krystalickych latok skor ¢i neskor narazime na potrebu
existencie struktury, ktorou by sme popisali pozorovana latku. Prirodzenou vol-
bou st konvexné zrna, ktoré mozu pokryvat cely priestor, takzvané mozaiky. Ta-
kuto struktiru vsak navrhol uz Dirichlet pri rieseni problémov teodrie ¢isel ovela
déavnejsie, nez bolo Tudstvo schopné skiimaft latky na trovni krystalov.

Veci sa komplikuju, ked si mozaiku predstavime ako realizaciu nahody. Takyto
model je sice dostatocne bohaty na to, aby sme vedeli opisovat Tubovolna struk-
turu latky, ktort pozorujeme, ale vdaka svojej bohatosti st mnohé jeho vlastnosti
pre nas zatial stale nezname. Velka cast existujiceho vyskumu ndhodnych mo-
zaik je zamerana na ich geometrické vlastnosti, zatial ¢o Statistickym aspektom
tohto systému nebolo venované velké mnozstvo pozornosti. Véacsina explicitnych
vysledkov je formulovand iba pre dvojrozmerny pripad a s vyskumom v tejto ob-
lasti sa skor stretavame na poli materidlového inzinierstva. My sa v tejto praci
pokusime odvodit aj uplatnif statistické poznatky.

Hlavnym predmetom néasho zaujmu st ndhodné mozaiky v trojrozmernom
priestore. S rozvojom vyskumnych technik ako napr. mikrotomografia sme schopni
priamo pozorovat strukturu latky v troch dimenziach, a preto vysledky na tomto
poli budu ¢im dalej tym cennejsie. Nemoznost vyjadrit vsetky vysledky v tvare
uzavretého vzorca nam nebrani siahnut po numerickych metédach alebo pocita-
covej simulacii.

V prvej kapitole prace si zhrnieme zname vysledky stochastickej geometrie,
ktoré potrebujeme pri stidiu nahodnych mozaik. Bodové procesy slizia na skiima-
nie generatorov jednotlivych buniek nahodnej mozaiky, koncept ndhodnej mno-
ziny alebo procesu castic zas na opis samotnych zfn.

Geometrické vlastnosti ndhodnych mozaik v d-rozmernom euklidovskom pries-
tore st dobre preskimanym problémom, na ktorého tému existuje velké mnozstvo
rigoroznej literattry. My v druhej kapitole zhrnieme vseobecné vysledky uzitoéné
pre nas vyskum a potom sa zameriame na najdolezitejSiu triedu ndhodnych mo-
zaik, tzv. Poissonove-Voronoiove mozaiky. Tieto slizia ako odrazovy mostik pre
zlozitejsie modely. Navyse, vdaka svojej jednoduchosti ich vieme opisat jedinym
parametrom. To nam umoznuje explicitne odvodit mnozstvo vysledkov. Na ko-
niec kapitoly sa pozrieme na jedno zovseobecnenie tohto modelu, tzv. Laguerrove
mozaiky. Toto zovSeobecnenie ndm umozni kompletne podchytit triedu normal-
nych mozaik. Podla vysledkov inych autorov je tato trieda navyse najvhodnejsia
na opis polykrystalickych latok a penovych struktir.

V tretej kapitole sa konecne dostavame k statistickym aspektom nadhodnych
mozaik. Zacneme so stereologickymi odhadmi, teda snahou odvodit parametre
trojrozmernej mozaiky na zaklade jej plosnych rezov. Na tito tému uz existuje ne-
jaka literatura, no je vacsinou formulovana velmi heuristicky. Na podobnych prin-
cipoch ako v stereologickej ¢asti potom sami vyrobime odhady na zaklade pozoro-
vania mozaiky v trojrozmernom okne. Takisto navrhneme niekolko statistickych
testov, ¢i pozorovana mozaika pochadza z modelu Poissonovych-Voronoiovych
mozaik. Kvalitu odvodenych odhadov a testov overime v simulacnej studii v Stvr-
tej kapitole, ktora spolu so statistickym vyskumom trojrozmernych mozaik v ka-
pitole |3| predstavuje nas vlastny prinos k predmetnej téme.



1. Zaklady stochastickej
geometrie

V prvej kapitole si predstavime zakladné pojmy stochastickej geometrie, ktoré
budeme potrebovat v teérii nahodnych mozaik. Tieto modely sa pouzivaju ¢i uz
pri ich konstrukcii alebo opise. Mnozstvo definicii modelov pre mozaiky vychadza
z bodového procesu; asi najznamejsim prikladom je Voronoiova teselacia. Bodové
procesy vsak sprevadzaju aj dalsie skimanie ndhodnych mozaik, napr. bodové
procesy vrcholov alebo stredov stien mozaiky.

Teéria ndhodnych mnozin je potrebnd pri skimani mnozin vSetkych hran
alebo stien (pre mozaiku v rovine, respektivne priestore). Charakteristiky tychto
mnozin st neocenitelné pri opise velkosti a variability buniek mozaiky:.

1.1 Bodové procesy

Spolu s pojmom nahodnej mnoziny tvori bodovy proces dva najzakladnejsie
piliere stochastickej geometrie. V mnozstve aplikacii si bodmi bodového procesu
oby¢ajné body v d-rozmernom Euklidovskom priestore R?, avSak ,bodmi“ bodo-
vého procesu mozu byt aj mnoziny. Z tohto dovodu Studujeme bodové procesy
v lubovolnom lokalne kompaktnom priestore E. Zakladnou myslienkou bodového
procesu na F je vytvorenie ndhodnej zbierky bodov. Univerzédlna definicia bodo-
vého procesu vyuziva pojem nadhodnej miery.

Ozna¢me M = M(F) priestor vSetkych lokdlne konecnijch mier na (E, B(E)),
teda takych mier p, ktoré spliiaji VK € C(E) : u(K) < oo, C(E) systém kompakt-
nych a B = B(FE) systém borelovskych podmnozin priestoru £. Dalej, priestorom
vsetkych lokdlne konecnijch pocitacich mier nazveme

N =N(E)={peM: u(B) e NU{0,00} VB e B(E)}.

Pre B € B(FE) vezmime zobrazenie g : M — [0, +00] definované predpisom
mp(p) = p(B). Na priestore M(E) zavedieme najmensiu o-algebru 91, voéi ktorej
st mp meratelné pre vietky B € B(FE). K priestoru N sa zavddza o-algebra N,
ktord je stopou o-algebry 9t na N

N={UNN U e M}
S tymito ingredienciami mozeme konecne definovat pojem bodového procesu.

Definicia 1. Nech (2, A,P) je pravdepodobnostny priestor. Ndhodna miera je
meratelné zobrazenie ¥ : (2, A, P) — (M, 9M). Rozdelenim ndhodnej miery ¥ roz-
umieme pravdepodobnostni mieru Py na (M,9N) definovani predpisom Py (U) =
P{we Q:V(w)eU}), U € M.

Bodovy proces je meratelné zobrazenie ® : (2, A, P) — (N, MN). Rozdelenim bo-
dového procesu ® rozumieme pravdepodobnostni mieru Py na (N, M) definovani

predpisom Pe(U) = P({w € Q: ®(w) e U}), U € N.

Pozndmka. Bodovy proces je teda Specidlny pripad ndhodnej miery s P(® € N') =
1. Korektnost tohto tvrdenia plynie z vlastnosti N € 9, ktord je dokdzana napr.
v Daley a Vere-Jones| (2008, Lemma 9.1.V). Toto opraviuje aj nasu definiciu 1.
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Pre nase potreby postacuje ramec mensej triedy bodovych procesov. Ide o pro-
cesy, pri ktorych ma kazdy bod priestoru pocetnost najviac 1, teda branime si-
tudcii, ze pri ndhodnom ,rozhadzovani bodov“ dostaneme nejaky bod viackrat.

Definujme priestor jednoduchych lokalne konecnych pocitacich mier

N*={veN(E):v({z}) <1 VzeE},
ktory je zjavne podpriestorom N a definujme o-algebru D* ako stopu M v N*
N ={UNN":U e N}

Definicia 2. Bodovy proces ® nazveme jednoduchy, ak P(® € N*) = 1.

V zmysle definicie |1} mozZeme jednoduchy bodovy proces chapat aj ako meratelné
zobrazenie ® : (2, A, P) — (N*91%).

Korektnost definicie plynie z meratelnosti systému jednoduchych lokalne ko-
necnych pocitacich mier, teda N* € M. To plynie napr. z rozpisu
N=U [ {reN:vB)<1},
AeS neN BES,:BCA
kde S = U;2, S, je DC-systén[|na E.
Trieda bodovych procesov je dostatocne bohata pre nase potreby konstrukcie
nahodnych mozaik. Termin jednoduchy budeme preto ¢astokrat vynechavat. Ako

obsiahly text na tému bodovych procesov odporucame citatelovi knihu [Mgller a;
Waagepetersen, (2004)).

1.1.1 Priestorovy bodovy proces

Uvazujme teraz £ = R so $tandardnou euklidovskou metrikou a prislusnou
borelovskou o-algebrou B?¢. Bodovy proces na takom priestore nazveme priesto-
rovyj bodovy proces. Symbolom BZ budeme znacit systém vSetkych ohranicenych
borelovskych pomdnozin R?.

Definicia 3. Pre z € R? oznacime t, operator posunutia v M. Tento je danj]
vztahom

(tp)(A) = u(A—2), peM,AcB
Ndhodnii mieru ® na R? nazveme staciondrnou, ak pre vsetky z € R maji t,®
a ® rovnaké rozdelenie.

Definicia 4. Pre rotaciu O okolo pociatku oznacime Reo operdtor rotdicie v M.
Tento je dany vztahom

(Rop)(A) = p(O7'A), neM,Ae B’

Ndhodnii mieru ® na RY nazveme izotropickou, ak pre vsetky rotdcie © maji
Ro® a ® rovnaké rozdelenie.

Definicia 5. Ndhodnii mieru ® nazveme pohybovo invariantnodl|, ak je zdroveri
stactondrna a izotropickad.

V zmysle poznamky za definiciou [l| mézeme nazyvat prislusnymi pojmami
staciondrny, izotropicky a pohybovo invariantny aj bodovy proces. Tieto predpo-
klady sa bezne objavuju v stochastickej geometrii, a hlavne predpoklad staciona-
rity tvori zdklad pre odvodzovanie vysledkov v kapitole 2]

* dissecting-covering systém, vid napr. Daley a Vere-Jones| (2003, Appendix A1.6) T anglicky
motion invariant



1.1.2 Zakladné charakteristiky

Miera intenzity, intenzita

Zakladnou charakteristikou nahodnej miery je jej miera intenzity. Tato miera
je analdgiou strednej hodnoty realnej nahodnej veli¢iny.

Definicia 6. Pre ndhodni mieru ¥V definujeme jej mieru intenzity vztahom
A(B) =E¥(B).

Miera intenzity A(B) je teda priemerny pocet bodov v mnozine B. Ak je ¥
staciondrna ndhodna miera na R?, tvar jej miery intenzity sa zjednodusi.

Lemma 1. Ak VU je staciondrna ndhodnd miera s lokdlne konecnou mierou in-
tenzity A, potom A je mnezdaporny ndsobok Lebesqueovej miery, teda

A(B) = \|B|, B € B? pre nejaké A > 0.

Dokaz. 7o stacionarity mame Vz € R? : A(B+z) = A(B). Tvrdenie potom plynie
z faktu, ze az na multiplikativnu konstantu je Lebesgueova miera jedina lokalne
kone¢nd miera na (R, B?), ktord je invariantna vo¢i posunutiu (vid napr. |Chiu
a kol.| (2013} str. 30)).

[

Definicia 7. Skaldrny cinitel z lemmy[1] sa nazjva intenzita staciondrnej ndahod-
nej miery.

Reprezentacia bodového procesu

Definicia 8. Bod x € E nazveme atémom bodového procesu @, ak ®({z}) > 0.

Definicia 9. Nosi¢ miery p € M (znacéime supp p) definujeme ako najmensiu
uzavretd mnozinu A C E taki, Ze u(E\ A) = 0.

Nosi¢ bodového procesu je zjednotenie jeho atomov. V kazdej ohranicenej
mnozine ich je najviac kone¢ne mnoho. V literatire sa casto stretadvame s alterna-
tivnou definiciou bodovych procesov zalozenej na postupnosti {X;} nahodnych
velicin v E. Tato prirodzene tvori postupnost Diracovych mier {dx,}. Bodovy
proces je potom vyjadreny ako ako spocetny sucet tychto mier. Toto je formélne
zhrnuté v nasledujicom tvrdeni.

Tvrdenie 2. KaZdy bodovy proces & mozZeme reprezentovat ako

kde X; je ndhodnd velicina z E a 6, znaci Diracovu mieru v bode x, teda

5 1, akx € B,
* 0 inak.

Dékaz. Vid Schneider a Weil (2008, Lemma 3.1.3).



Palmovo rozdelenie

Pri stadiu bodovych procesov a naslednej statistickej inferencii hré dolezita
rolu ich rozdelenie podmienené polohou ostatnych bodov. Tento koncept formélne
zachytava Palmovo rozdelenie. V tedrii bodovych procesov ma vyznam napriklad
pri definicii pojmu typicky bod.

Definicia 10. Majme (S,S) a (T, T) meratelné priestory. Povieme, Ze zobrazenie
K :SxT—[0,00] je jadro z (S,S) do (T,T), ak:

(i) zobrazenie s — K(s, B) je nezdpornd meratelnd funkcia na S pre kazdé
BeT,

(i1) K(s,-) je miera na (T,T) pre kaZdé s € S.

Povieme, Ze K je markovské alebo pravdepodobnostné jadro, ak K(s,-) je prav-
depodobnostnda miera pre kaZdé s € S.

Veta 3 (O dezintegracii). Nech (S,S) je meratelny priestor a nech (T,T) je uplny
seprabilny metricky priestor s borelovskou o-algebrou. Nech dalej p je miera na
(SxT,S®T) takd, Ze projekcia v(-) = u(- x T) je o-konecnd miera na (S,S).
Potom existuje pravdepodobnostné jadro K z (S,S) do (T,T) tak, Ze pre kazdi
nezdaporni meratelnd funkciu f na S x T plati vztah

[ s outats, )= [ [ 1.6 (s, dn)uds).

Dékaz. Vid Rataj (2006, Veta 7.1).
]

Definicia 11. Campbellovu mieru C' asociovani s ndhodnou mierou ¥ definu-
jeme ako

C(A) = ]E/E Ta(z, 0) U(dz), A€ Bx9M.

Konkrétne,

C(B xU) =E1,(V)¥(B), BeB,UEcM.

Tvrdenie 4. Bud ¥V ndhodnd miera na E s rozdelenim QQ a A € M miera in-
tenzity. Potom ezistuje pravdepodobnostné jadro P z (E,B) do (M,9N) spliajice

/M/Ef@,u)u(dx)Q(du) =[E/M f(@, 1) Pz, dp) A(da) (1.1)

pre [ubovolni nezdporni meratelni funkciu f na E x M.

Dékaz. M tvori tplny separabilny metricky priestor (ddkaz napr. Rataj (2006,
Veta 2.2)), pouzijeme vetud|s S=E, T=M,v=ANapu=_C.
O

Definicia 12. Ak P je pravdepodobnostné jadro z tvrdenia spl/ﬁajdce ,

potom rozdelenie P,(-) = P(x,") nazyvame Palmovo rozdelenie ndhodnej miery W
v bode x € E.



Definicia 13. Pre bodovy proces ® definujeme redukované Palmovo rozdelenie
v bode x ako pravdepodobnostnii mieru P dani vztahom

J o) Piav) = [ gt = .) Pufav)

pre lubovolni nezdaporni meratelni funkciu g. Symbol 0, znaci Diracovu mieru
ako v tvrdend 2.

Poznamka. Palmovo rozdelenie P, jednoduchého bodového procesu ® mozeme
interpretovat ako podmienené rozdelenie ® za podmienky, Ze z je atém bodového
procesu. Pre malé ¢ mdme P(® € U | P(b(z,¢)) > 0) = P.(U), kde b(z, ) znadi
gulu so stredom z a polomerom e. Pre podrobny dokaz vid [Rataj| (2006, Lemma
7.2).

Podobne mozeme P. interpretovat ako podmienené rozdelenie bodového pro-
cesu za podmienky, ze x je atém, ktory nepocitame.

Pozndmka. V tvode podsekcie o Palmovom rozdeleni sme spomenuli jeho vyznam
pri definicii typického bodu bodového procesu. To vieme pouzif tak, ze povieme,
Ze typicky bod z spliia nejakd vlastnost, ak je tato vlastnost splnend v Palmovom
rozdeleni P,.

1.1.3 Poissonov bodovy proces

Najdolezitejsim prikladom bodového procesu je Poissonov bodovy proces,
ktory formalizuje koncept tplnej priestorovej nahodnosti. Ako kanonicky model
sa vyuziva pri stiudiu sumarnych charakteristik bodovych procesov.

Definicia 14. Nech A je lokdlne konecnd miera na E. Bodovy proces ® spliiajici
podmienky

(i) ®(B) md Poissonovo rozdelenie s parametrom A(B) pre kazdé B € By,
(i) ®(By),...,P(B,) st nezdvislé pre kazdé n € N; By, ..., B, € By po dvoch

disjunktné,
sa nazyva Poissonov bodovy proces s mierou intenzity A.

Lemma 5. Poissonov bodovy proces ® s mierou intenzity A € M je jednoduchy
vtedy a len vtedy, ked je A difizna (teda neatomickd, t.j. A({x}) = 0 pre lubovolné
rek).

Dékaz. Vid Rataj (2006, Lemma 6.1. a Désledok 4.2)

1.1.4 Koétované bodové procesy

Bodové procesy ndm teda umoznuju popisat udalosti ndhodne umiestnené
v priestore. K tymto udalostiam nas moze navyse zaujimat nejaka ich vlastnost.
Tieto vlastnosti formélne zachytime pomocou kdt. Z bodového procesu vyrobime
kétovany bodovy proces pripnutim nejakej charakteristiky, teda koty, kazdému
bodu bodového procesu. Pre nas bude toto uzitocéné pri studiu jedného druhu
ndhodnych mozafk v sekcii



Definicia 15. Nech M je tiplny separabilng lokdlne kompaktny metricky priestor
(takzvany priestor ké a By jemu prislusnd borelovskd o-algebra. Kétovany bo-
dovy proces definujeme ako jednoduchy bodovy proces ®,, na priestore R x M,
ktorého miera intenzity spliia

An(B x M) < oo, B € B
Prislusny nekotovany bodovy proces nazveme podkladovym procesomﬂ
®(B) = ®,,(BxM), BeB.

Koty moézu byt jednorozmerné diskrétne ¢i spojité, ale pokojne aj viacroz-
merné. Prikladom na kétovany proces je pohlad na (vSeobecny) bodovy proces
v R? pomocou kétovaného (ktory je z definicie jednoduchy). Ten vyrobime tak,
ze viac bodov vSeobecného bodového procesu leziacich v tych istych siradniciach
stotoznime za jeden bod toho jednoduchého a priddme mu kétu pocetnosti toho
bodu v pévodnom procese. Je vsak dobré si uvedomit aj to, ze nie kazdy bodovy
proces na R% x M je kétovany. Definicia [15]totiZ pozaduje koneénd mieru intenzity
pre isty typ vSeobecne neohranic¢enych mnozin.

Vécsina charakteristik pre kotovany bodovy proces sa definuje pomocou vlast-
nosti podkladového procesu. My si teraz explicitne uvedieme niektoré z nich.

Pozndmka. V zmysle tvrdenia [2l mézeme koétovany bodovy proces reprezentovat
ako

kde (X;, M;) je postupnost ndhodnych velicin v R x M a 7 = ®,,(R? x M) =
B(RY).

Podobne ako pre nekétovany bodovy proces v R mézeme definovat staciona-
ritu a izotropiu.

Definicia 16. Nech pre z € R? je t, operdtor posunutia na priestore M (R x M)
Lu(Ax B)=p((A—2)x B), pe€ MR*xM),Ac B BcBy.

Povieme, Ze kétovany bodovyj proces ®,, je staciondrny, ak t,®,, md rovnaké roz-
delenie ako ®,, pre vsetky z € RY.

Definicia 17. Pre rotdciu O okolo pociatku bud Ro jej operdtor na M(R? x M)
Rop(A x B) = u((O7*A) x B), pe M(R?xM),Ae B B e By.

Kotovany bodovy proces ®,, nazveme izotropny, ak Ro®,, md rovnaké rozdelenie
ako ®,, pre vsetky z € R

Definicia 18. Mieru intenzity kétovaného bodového procesu ®,, definujeme pred-
pisom
A (BxL)=E®,,(BxL), BeBLcBM).

* anglicky mark space T anglicky ground process




Miera intenzity udava priemerny pocet bodov procesu v mnozine B s kdtou
z mnoziny L. V staciondrnom pripade ma miera intenzity uzito¢ny rozklad.

Veta 6. Pre staciondrny kétovansj bodovij proces ®,, v RY existuje jednoznacne
urcend pravdepodobnostnd miera Q na M tak, Ze ak pre mieru intenzity ®,, plati
A, # 0, potom

Am(B x L) =X-|B|-Q(L), Be B! L c By,

kde X\ je kladna konecnd intenzita podkladového procesu.

Dokaz. Vid Schneider a Weil (2008, Veta 3.5.1).
O

Definicia 19. Pravdepodobnostni mieru Q z vety[f] nazveme staciondrne rozde-
lenie kot.
Pre L € B(M) definujeme intenzitu kétovaného procesu vzhladom k mnozine L

AL = AQ(L).

Poznamka. Pre ®,, plati \yy = .

Pojem rozdelenia kot je vo vSseobecnom pripade bez zrejmého uplatenenia. Pre
jeho zmysluplné skiimanie je dolezita podtrieda nezavisle kétovanych bodovych
procesov.

Definicia 20. Kotovany bodovy proces X nazveme nezavisle kétovanym, ak md
reprezentdciu , kde koty My, Ms, ... tvoria postupnost nezavislych rovnako
rozdelengjch ndhodnijch velicin nezdvisljch na {X;}ien.

Spolocéné rozdelenie Q kot { M, }ien sa nazyva rozdelenie kot nezdvisle kdtova-
ného bodového procesu.

Veta 7. Nech ®,, je nezdvisle kotovany bodovij proces s rozdelenim kot Q. Potom
pre jeho mieru intenzity plati

An(B x L) = A(B)Q(L), B e B! LecBM),

kde A je miera intenzity podkladového procesu.
Ak je ®,, navyse staciondrny, je rozdelenie kot Q zhodné so staciondrnym

rozdelenim kot z definicie [19.

Dokaz. Vid Schneider a Weil (2008, Veta 3.5.6).
O]

V dalSsom skiimani budeme pod pojmom bodové procesy uvazovat jednoduché,
ak nebude explicitne uvedené inak.
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1.2 Nahodné mnoziny

Néhodné mnoziny (v priestore E) slizia ako matematicky model pre nepra-
videlné nahodné tvary. V sulade s klasickym pristupom axiomatickej pravdepo-
dobnosti je to ndhodna veli¢ina, ktorej vysledkom je mnozina, teda meratelné
zobrazenie z pravdepodobnostného priestoru do systému podmnozin E opatre-
ného vhodnou o-algebrou. Ako najvhodnejsie sa za F voli lokalne kompaktny
topologicky priestor so spocitatelnou bazou spolu so systémom svojich uzavre-
tych podmnozin.

Néhodné mnoziny mézu byt skimané réznymi sposobmi. Je prirodzené uva-
zovat nejaky systém testovacich mnozin a analyzovat prieniky ndhodnych mno-
zin s tymi testovacimi. Na to ale musime zvolif vhodnu sadu testovacich mno-
zin a vhodny spdsob analyzy prieniku. Ako uvadza [Kendall (1974), nie vsetky
miery (ako napriklad Lebesgueova miera prieniku) st vhodné. Naopak, namiesto
,velkosti“ prieniku autor odporica sledovat, ¢i je prienik testovacej a ndhodnej
mnoziny prazdny alebo nie.

1.2.1 Zavedenie

Podobne ako v sekcii|l.1{oznacime F(E), G(F),C(E) postupne systém uzavre-
tych, otvorenych a kompaktnych podmnozin topologického priestoru £. Ak nam
nehrozi viacznacnost pouzitého znacenia, vynechame priestor £ a dostaneme tak
znacenie F, G, C.

Kedze ndhodné mnoziny skimame cez ich pravdepodobnosti prieniku] s da-
nymi mnozinami, potrebujeme si zadefinovat dve dolezité podtriedy systému F.

Definicia 21. Pre A, Ay,..., A, C E, k € Ny polozme

Fa={FeF FNA#0}, Fr={FecF FnA=0}
Fha, =F N Fa N N Fa,
—{FEF:FNA=0,FNA #0,....,FN A, #0} (= F* pre k=0).
Priestor F sa dalej vybavi topolégiou generovanou sadou mnozin {F¢ : C €
CYU{Fs : G € G}. Tejto topoldgii sa hovori Fellova topoldgidl} Zvedavému
¢itatelovi odportucame kapitolu 12 z knihy [Schneider a Weil| (2008)), kde st opisané
zakladné vlastnosti tejto topoldgie.

Pre formalnu definiciu ndhodnej mnoziny potrebujeme priestor F opatrit bo-
relovskou o-algebrou. Jej tvar opisuje nasledujica lemma.

Lemma 8. o-algebra B(F) borelovskijch mnozin z F je generovand jedngm zo
systémov

{F¢:CeC} alebo {Fo:GeG}

Dékaz. Vid Schneider a Weil (2008, Lemma 2.1.1).

Definicia 22. Néhodné uzavretd mnozinal] v E je meratelné zobrazenie

=:(Q,AP) — (F,B(F)).

anglicky hitting probabilities T alternativne aj topolégia wuzavretej konvergencie alebo
hit-and-miss topolégia ¥ anglicky random closed set

*

11



1.2.2 Zakladné vlastnosti

Definicia 23. Nech E = R®. Ndhodnd uzavretd mnoZina = sa nazjva staci-
onarna, ak

[zotropicki ndhodni uzavretd mnozZinu definujeme analogicky, avsak posunutie
o x nahradime roticiou O ako v definicii[{)

Tvrdenie 9. Neprazdna staciondrna ndahodnd uzavretda mnoZina = je skoro iste
neohranicend. Staciondrna konvexnd ndhodnd uzavretd mnozina je skoro iste
prdazdna alebo rovnd RY.

Dékaz. Vid Schneider a Weil| (2008 Veta 2.4.4).
[

Systém neprazdnych uzavretych podmnozin ozna¢ime symbolom F' = F \ (.
Systém kompaktnych konvexnych podmnozin R? oznaéime K. Dalej, K' = K \ 0.

Lemma 10. Miera p na F' je lokdlne konecnd vtedy a len vtedy, ked

w(Fe) < oo pre vsetky C € C.

Dékaz. Vid Schneider a Weil (2008, Lemma 2.3.1).
O]

Na koniec si este zavedieme jednu uzitoénu Statistiku na opis konvexnych
telies.

Definicia 24. Pre neprdzdnu konvexni mnozinu K € K' a ¢ > 0 definujeme
teleso rovnobezné s K vo vzdialenosti € ako

K. = {r € R*: dist (z, K) < ¢},

kde dist je Fuklidovskd vzdialenost v R%. Jeho objem je polyném stupria najviac
d; tento vysledok je zndmy ako Steinerov vzorec

d
‘/d(Ks) = Z glwivdfi(K%
=0

kde Vy je d-rozmernd Lebesqueova miera a w; je objem jednotkovej qule v RY.
Takto definované V;,j € {0,...,d} nazveme j-ty vnitorny obje telesa K.

Definiciu vntutorného objemu mézeme aditivne rozsirit pre spocetné zjednote-
nie konvexnych telies. Na podrobnejsie stidium vnitornych objemov odporicame
¢itatelovi ¢lanok Mrkvicka a Rataj (2008) alebo sekciu 14.2 v [Schneider a Weil
(2008)).

Definicia 25. Nech = je ndhodnd uzavretd mnozina v RY. Za predpokladu konec-
nosti prvého momentu V;(ZNrB) definujeme hustotu j-tého vnitorného objemu
= ako EV B
_ (=Nr
r—00 ‘/d(’f’B)

kde B je lubovolnd konvernd mnoZina s neprazdnym vnitrom arB = {r-b,b € B}.

Geometricky vyznam V; si predvedieme v R*: pre trojrozmerné konvexné te-
leso st jednotlivé vyznamy zhrnuté v tabulke

* anglicky jth intrinsic volume
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7 objem telesa

2V5 povrch telesa
Vi priemernd $irka telesa
Vo Eulerova charakteristika telesa

Tabulka 1.1: Geometricky vyznam vnttorného objemu V; v R

Spravili sme si rychly prehlad o ndhodnych mnozinach. Tieto si vieme dat
do suvislosti aj s predchadzajicou sekciou — ndhodné mnoziny nam poskytuja
alternativny nahlad na bodové procesy — nosi¢ jednoduchého bodového procesu
je ndhodnd (lokélne konefnd) uzavretda mnozina na danom priestore. Nakoniec sa
zoznamime s konceptom procesu cCastic.

1.3 Proces c¢astic

Proces castic patri medzi geometrické procesy, ¢o st procesy, ktorych nosié¢
je nejaky podsystém uzavretych mnozin, ktory vieme odlisit jeho geometrickym
vyznamom. Konkrétne, proces Castic je sustredeny na systéme neprazdnych kom-
paktnych mnozin. Tento systém oznac¢ime C' = C \ {0}.

1.3.1 Zavedenie

Definicia 26. Procesom ¢astic v R? rozumieme bodovyj proces uzavretjch mnoZin,
ktory je sustredeny na mnozine C', t.j. jeho miera intenzity splia

A(F\C) =0.

Lokalna konecnost je podla lemmy [10| ekvivalentnd podmienke A(F¢) < oo
pre vsetky C € C.

Definicia stacionarity casticového procesu je zdedena z definicie [3| stacionarity
pre bodovy proces. Pre mieru intenzity stacionarneho casticového procesu existuje
uzitocny rozklad. Na jeho ziskanie potrebujeme este tri geometrické pojmy.

Definicia 27. Pre mnozinu C € C' definujeme jej funkciu stredu ¢ : ¢’ — RY,
ktorda C priradi stred opisanej gule ¢(C). Tento je jednoznacne urceny ako stred
najmensej gule v R?, ktord obsahuje C.

Priestor zifn procesov castic definujeme ako

Co={C el :¢C)=0}.
Homeomorfizmus R? x Cy — C', ktory priradi dvojici (z, C) — z + C nazveme .

Veta 11. Nech ® je staciondrny proces castic v R s mierou intenzity A # 0.
Potom existuje cislo v € (0,00) a pravdepodobnostnd miera Q na Cy tak, Ze

A=7vo(A®Q).

Cislo v a miera Q su jednoznacne urcené.

13



Dékaz. Vid Schneider a Weil (2008, Veta 4.1.1).
[l

Definicia 28. Cislo y nazveme intenzita a mieru Q rozdelenie zinf staciondrneho
procesu castic P.
Ndhodnd mnoZina s rozdelenim Q sa nazyva typické zrno P.

1.3.2 Koétovany proces castic

Definicia 29. Kétovanym procesom castic ® rozumieme jednoduchy bodovy pro-

ces na C' x M, kde M je priestor két ako v sekcii[1.1.4)

Stacionarita opéaf znamend stacionaritu nekétovaného podkladového bodového
procesu. S pouzitim zobrazenia

©:R¥xCyxM—C' xM
(x,C,m) — (x 4+ C,m)

dostaneme analogicky k vete [11| rozklad miery intenzity

A=7vo(A®Qu).

Definicia 30. Pravdepodobnostnd miera Qy na Co X M sa nazjva zrnokdtové
rozdelenidl] kétovaného procesu castic ®.

Mame pripravené zaklady stochastickej geometrie potrebné pre stidium néa-
hodnych mozaik.

*

anglicky grain distribution T anglicky grain-mark distribution
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2. Nahodné mozaiky

Pod pojmom mozaika rozumieme rozdelenie priestoru (v nasom pripade R9)
systémom mmnohostenov. Aby sme sa nezmiatli hned na zaciatok, spravme si po-
riadok v lexike. V anglickej literatire sa stretneme s dvoma nazvami pre tento
systém — mosaic a tessellation. Ked trocha zapatrame v slovnikoch, zistime, Ze
tessellation je produkt, ktory vznikol procesom, ktory deli nejaky priestor bez
medzier alebo prekryvov, zatial ¢o mosaic je pojem vyhradeny skor pre ozdobné
poskladanie nejakych predmetov, napriklad sklicok. Spisovné slovencina vsak, na
rozdiel od cestiny, kde sa v niektorych slovnikoch cudzich slov mézeme stretnut
s pojmom teselace, pozna iba pojem mozaika. To nam vsak nebrani pre ucely
tejto prace vytvorit a pouzivat kalky teseldcia a teselovat, ktorymi budeme spo-
radicky oznacovat proces delenia priestoru. Pre konkrétne realizacie tychto deleni
budeme zasadne pouzivat iba pojem mozaika.

Delime teda cely priestor R? na systém konvexnych mnohostenov s navza-
jom disjunktnymi vnutrami. Alternativne moézeme na ndhodni mozaiku pozerat
ako na $pecidlnu ndhodnii uzavretii mnozinu (tvorend hranicami bunky mozaiky)
alebo bodovy proces konvexnych mnohostenov. Pre zaciatok sa budeme drzat
Sirokého rédmca teseldcii v R?, avSak pre vysledky, ktoré nie st vo vieobecnom
priestore zname alebo su prilis komplikované, sa budeme musiet obmedzit na dvoj
alebo trojrozmerny pripad.

Na tému nahodnych mozaik existuje nepreberné mnozstvo literatiry. Mozaiky
st neocenitelné pri vyskume struktury latok; napriklad zrnita struktara kovov
v metalurgii, skimanie krystalickych latok, ale aj v teorii sieti, astronémii ¢i
biologii. Podrobnejsi zoznam aplikacii vratane odkazov na prislusna literatiru
néjde citatel v knihe |Chiu a kol.| (2013, str. 349) alebo diele Okabe a kol.| (2000)).
My budeme prioritne vychadzat z knih [Schneider a Weil| (2008, kap. 10) a (Chiu
a kol.| (2013, kap. 9). Tedériu mozaik v R¢ ndjdeme v Mgller (1989).

2.1 Zakladné pojmy a vlastnosti

2.1.1 Zavedenie v R?

Znacenie F' a C' pouZivame pre postupne neprazdne uzavreté a neprazdne
kompaktné mnoziny; F'(E) = F(E) \ {0},C'(E) = C(E) \ {0}. My skimame
mozaiky pre F = R¢.

Definicia 31. Mozaikou (teselaciou) v R? nazveme spocitatelny systém T =
{C;,1 € N} mnozin C; € C', ktory splia

(i) int C; Nint C; = 0, i # 7,

(ii) U; C; = RY,
(iii) T je lokdlne konecnd, t.j. #{C; € T : C; N B # 0} < oo pre vietky B € BY,
(iv) kazdd C; je kompakind konvexnd mnoZina s vnitornymi bodmi.

MnoZiny C; nazveme bunky mozaiky.
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Bunky mozaiky maji nutne jednu specialnu vlastnost.

Tvrdenie 12. Bunky mozaiky si konvezné polytopif]

Dékaz. Dokaz, ktory predvedieme je inspirovany dokazom Schneider a Weil| (2008|,
Lemmy 10.1.1).

Nech T je mozaika a C' € T. Z bodu (iii) definicie |31] existuje najviac kone¢ne
mnoho buniek Ci,...,C,, € T\ {C} takych, ze C; N C # . Podla bodu (ii)
potom plati bd C' = U, (C; N C).

Nech i € {1,...,m}. Podla bodu (i) definicie int C' N int C; = ), preto konvexné
utvary C' a C; moézeme oddelit nadrovinou H;, teda pre nou vytvorené uzavreté
polpriestory (ozna¢me H;" a H; ) plati C C H;",C; C H; (nadroviny pomenu-
jeme tak, aby to platilo). Tvrdime, Ze toto implikuje

¢ = - (2.1)

i=1

Cast C C N, H;" je zrejmé. Nech x € N, H;' a predpokladajme, 7e = ¢ C.
Existuje bod y € int C' C int N, H;". Usecka spajajica body z a y teda obsahuje
bod 2/ € bd C. Kedze z' # x, mame 2’ € int N, H;".
Na druhu stranu, @’ € C; pre nejaké j € {1,...,m}, co je spor. Teda plati
a C, stuc kompaktnou mnozinou, ktora je prienikom konecne mnoho uzavretych
polpriestorov, je polytop.

m

Definicia 32. Stenalﬂ konvezného polytopu P v R? je prienik P s jeho oporniymi
nadrovinams.
Stenu P dimenzie k nazveme k-stena H polytopu P.

Teda 0-steny polytopu si vrcholy (stotoznujeme {z} a x), 1-steny su hrany
a (d — 1)-steny su fazet@ﬁ polytopu. Pre pohodlnost budeme d-rozmerny polytop
P povazovat za d-stenu P. Ak mame polytop reprezentovany ako prienik nadrovin
(vid (2.1))), kazd4 k-stena P je prienik P s d — k vhodnymi nadrovinami.
Ozna¢me Ay (P) mnozinu vSetkych k-stien polytopu P a

AR(T) = [J Aw(C)

CeT

mnozinu vetkych k-stien vetkych buniek mozaiky 7. Dalej, nech

Flyy= () C, yeR

CeT,yeC

je prienik vSetkych buniek mozaiky obsahujtcich bod y. Potom F(y) je kone¢ny
prienik d-rozmernych polytopov, a kedze je neprazdny, tak je sim k-rozmernym
polytopom pre nejaké k € {0,...,d}. Teda mdZeme zaviest mnozinu

SH(T)={F(y) :dimF(y) =k,y €R%}, k=0,...,d

* pre néas najzaujimavejsi mnohosten v pripade d = 3; termin polytop pouzivame pre rozliSenie
zovieobecnenia mnohostenu do R? 1 anglicky face ¥ anglicky k-face § anglicky facet
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vSetkych k-stien mozaiky T'. Potom k-stena H € Ag(T) bunky C' mozaiky T je
zjednotenim vsetkych k-stien F' € S(7T') mozaiky obsiahnutej v H.
Dalej oznacime

Definicia 33. Nech T je teseldcia v RY,
Teseldciu T nazveme face-to-face, ak su steny buniek a steny mozaiky zhodné,
teda
Ap(T) =8(T), k=0,...,d

alebo ekvivalentne pre dva polytopy P, P’ buniek T plati
PN P € (AJP)NAJ(P))U{D}.

Face-to-face mozaiku nazveme normalnou, ak kaZda jej k-stena patri do hra-
nice prave d — k + 1 buniek, k =0,...,d — 1.

Zavedenie face-to-face mozaik teda brani situacii, aby vrchol bunky bol iba
relativne vnitornym bodom steny susednej bunky. Normalita zas skiima vzfah
k-stien k bunkdm mozaiky. Pre k = d — 1 je podmienka normality automaticky
splnena — kazda fazeta v mozaike patri prave dvom susediacim bunkam — pre
ostatné k vsak nie je normalita automaticka. V rovine d = 2 normalita znamena,
ze v kazdom vrchole mozaiky sa stretavaju prave 3 bunky, a teda prave 3 hrany.
Vo vSeobecnosti, v normélnej mozaike kazda j-stena prislucha

(d_]ﬂ), 0<j<k<d (2.2)
k—7j
k-stenam (vid [Mgller (1989, Tvrdenie 3.1)).

Dalej sa v nasom badani zameriame na face-to-face mozaiky. Pre typy mo-
zaik, s ktorymi sa stretneme neskor bude tato podmienka splnenad automaticky.
Ozna¢me T mnozinu vietkych mozaik v R?, dalej T; mnozinu vsetkych face-to-
face mozaik a T, mnozinu vsetkych normalnych mozaik v R%.

Pre formalne zavedenie nahodnych mozaik potrebujeme este jedno tvrdenie
o meratelnosti. Priestor ' opatreny Fellovou topolégiou (vid vysvetlenie za defi-
niciou tvori lokdlne kompaktny priestor so spocitatelnou bazou (vid Schneider
a Weil (2008, pozndmka (b) za Vetou 12.2.1)). Fellovu topoldgiu teda mézeme
definovat aj pre systém F(F).

Tvrdenie 13. Systémy T a T si borelovské mnoziny v F(F'). Zobrazenie

Ok - Tf — .F(.F/)

je meratelné, k=0,...,d—1.

Dékaz. Vid Schneider a Weil (2008, Lemma 10.1.2).
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Definicia 34. Ndhodnou teseldciou nazveme meratelné zobrazenie
(Q,AP)— (T, T),

kde T je stopa o-algebry z lemmy[§ na T.

Ndahodni teseldciu nazveme face-to-face alebo norméalnou, ak si jej realizdcie
P-skoro iste (postupne) face-to-face alebo normdlne.

Rozdelenim ndhodnej mozaiky rozumieme pravdepodobnostni. mieru induko-
vanid na (T, T).

Poznamka. Ekvivalentne mdézeme nahodni mozaiku definovat ako proces cCastic
P v RY, ktory skoro iste splita ® € T (pripadne T*). Takyto pristup je pouzity
napr. v knihe Schneider a Weil (2008).

Stacionarita a izotropia sa definuju obvyklym spdsobom.

Definicia 35. Pre mozaiku T € T definujeme jej posunutie t.,T a roticiu RoT
ako

t.T={C+2:C€cT}, z€R
RoT ={RoC :C €T}, Ro operdtor rotacie O roticia v R

Nahodni mozaiku nazveme stacionarnou, ak jej rozdelenie je invariantné voci
posunutiam a izotropickou, ak je invariantné voci rotdciam.

2.1.2 Typicka bunka

Pre ndhodni mozaiku T definuje
T®W = 8(T), ke{0,...,d}

(s konvenciou T = T) proces ¢astic; konkrétne bodovy proces k-rozmernych
polytopov. Jeho meratelnost je dosledkom tvrdenia lokalna konecnost zas
dosledkom definicie . Mieru intenzity T®) oznacime A®). Zdéraziujeme, Ze lo-
kélna konecnost A@ neimplikuje lokalnu konecnost A% pre k < d (protipriklad
vid napr. v [Schneider a Weil (2008, poznamka 2 k sekcii 10.1)).

V nasledujucich odvodzovaniach budeme dodrziavat tizus, Ze aj procesy stien
T® k=0,...,dmaji lokdlne konetné miery intenzity. Takisto budeme uvazovat
iba stacionarne ndhodné mozaiky. Ich procesy stien T st tieZ stacionarne.

Oznacime ) intenzitu a

AP =V (r®)y, j=0,... .k

hustotu j-tého vniitorného objemu k-stien vytvorenych procesom T'®) (vid de-
finicia . Q™ oznacuje rozdelenie zin T™) (vid definicia . V zmysle tohto
znacenia st 7@ a Q@ intenzita a rozdelenie zfn samotného procesu castic ®
nahodnej mozaiky.

Definicia 36. Ndhodnij polytop Z*® s rozdelenim Q™ nazveme typickéd k-stena
nadhodnej mozaiky.
Pre k = d ju nazjvame typicka bunka a znacime Z miesto ZD .
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Pozndmka. S touto terminologiou je
(
E Vj( ZWy =

priemerny jty vnitorny objem typickej k-steny mozaiky. Hustota d,gk) sa niekedy
v literattre oznacuje ako py, k € {0,...,d}.

2.1.3 Vztahy medzi intenzitami

Teraz zuzitkujeme kdtované procesy castic. Vyrobime proces, ktorého castice
st j-steny mozaiky a za kéty zvolime nejaké ich vlastnosti. Oznacime Fp(K')
systém koneénych mnozin neprazdnych konvexnych telies v R%. Dalej ¢ znadi
funkciu stredu a ¢(C') stred opisanej gule kompaktnej mnoziny C' ako v definicii
27

Definicia 37. Pre j, k € {0,...,d} nazveme (j, k)-stenovou hviezdicou dvojicu
(T,S) € K' x Fp(K'), kde T je j-rozmerny polytop a S je konecnd mnoZina
k-rozmernyjch polytopov splnajica nasledujice podmienky:

S = Ap(T — ¢(T)) ak j >k,
T —c(T) e Aj(S) prevsetky SeS ak j < k.

Ak'T € Ty je mozaika a T je j-stena T', potom

Ag(1,T) = Ag(T — (7)) pre j >k,
Ap(T,T) ={S —c(r) : S € A (T), 7 C S} pre j < k.

Teda (1, Ax(7,T)) je (4, k)-stenovd hviezdica, ktori nazveme (j, k)-stenova hviez-
dica mozaiky T. MnoZinu vsetkyjch (j, k)-stenovijch hviezdic mozaiky T oznacime

Tin(T) = (7, Ak(7, 7)) = 7 € Ay(T)

Pre j-stenu P je teda (j, k)-stenovéa hviezdica mnozina vsetkych k-stien, ktoré
obsahuji P (pre j > k) alebo k-stien, ktoré su obsiahnuté v P. Plati uzitoény
vztah medzi charakteristikami stien mozaiky. Znac¢enim [E; myslime strednti hod-
notu voéi rozdeleniu Q).

Veta 14. Nech T je staciondrna ndhodnd mozaika v IR a nech f a g st nezdporné
meratelné funkcie na (T,Sy) a (T, S;) (postupne), ktoré si translacne invariantné
v oboch zlozZkdch, teda

f(T+y, Py +y) = f(T,P) previethyy € RY, T € T; a P, € Si(T),
g(T +y,Pj+vy) =g(T,P;) prevsetkyy € RL.T € Ty a Py € S;(T),

takzvané charakteristiky stien Py, a P;. Potom pre j,k € {0,...,d} plati

ARE Rt P S f(T,Py)| = \DE,

PjE'E‘k(T)

PreTy;(T)
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Dékaz. Vid Mpller| (1989, Veta 5.1).
[l

Tvrdenie 15. Zobrazenie ¢ : Ty — F(K' x F(K')) ktoré mozaike T priradi
mnozinu jej (j, k)-stenovych hviezdic T;,(T) je meratelné, 5,1 =0,...,d.

Dékaz. Vid Schneider a Weil (2008, Lemma 10.1.3).
[l

Dalej sa nam zide vyrobit bodovy proces hviezdic stacionarnej mozaiky 7.
Vdaka tvrdeniu o meratelnosti (tvrdenie definuje mnozina

X8 = Ty(T)

vSetkych (7, k)-stenovych hviezdic mozaiky T' bodovy proces na K’ x F(K'), ktory
je koncentrovany na podpriestore K' x F(K'). Proces X G:k) je stacionarny ké-
tovany proces Castic s priestorom két Fy(K'). Jeho intenzita je 7 navyse, je
prirodzené stotoznit XU s T,

Zrnokétové rozdelenie QU-F) (vid deﬁnicia tvori pravdepodobnostnt mieru
na Ko x Fr(K'). Jeho margindlne rozdelenie voéi prvému ¢lenu Ky x F¢(K') nie
je ni¢ iné, nez rozdelenie stenového procesu TV, V zmysle tohto faktu moze byt
veta |14] formulovana na priestore Ky x Fr(K'), vid [Schneider a Weil| (2008, Veta
10.1.1).

Pre proces XU:%) definujeme vyrazy analogické vnitornym objemom a ich
hustotam.

Definicia 38. Prei=0,...,d a S € F¢(K') poloZime

Vi(8) = >_ Vi(9)

Ses

a definujeme

(7. k) :/ Vi(S)QU-H ((T. S
V; ICOX]:f(IC/) z( )Q ( ( ) ))

i =7
(4, k)

Poznamka. Aj ked konecnost parametrov v;”" nie je zarucend, budeme predpo-

kladat, ze plati.

Pre niektoré vyrazy este zavedieme znacenie, ktorymi sa bezne oznacuju, do-
konca naprie¢ vac¢sinou spektra dostupnej literattiry. Oznacime Ny (T, 5) = V4(S5)
pocet k-stien v (j, k)-stenovej hviezdici (7', S) a polozime njj, = v(()j’ k), ¢o je teda
ocakavany pocet k-stien v typickej (j, k)-stenovej hviezdici (zrejme nj; = 1). For-
mélne, je to strednd hodnota N, voci miere QU%). Pre j > k je teda njk priemerny
pocet k-stien typickej j-steny nahodnej mozaiky. Plati nasledujuci vztah

Veta 16. Pre staciondrnu ndhodni mozaiku T v R? a pre i, j, k € {0,...,d}

G k) _ (k) ‘ ' )
d; gl /’Coxﬂ(mVZ(S)NJ(S,T)Q (S, 7).

20



Specidlne, pre i =0

Y = y®ny, (2.3)
Navyse,
d
(=177 =0
=0
aprejed0,...,d—1}
d
> (-1 =0
i=j

Dékaz. Vid Mgller| (1989, Tvrdenie 5.2) a |Schneider a Weil (2008, Vety 10.1.2
a10.1.4).
[l

Pre normalne mozaiky existuji este jednoduchsie vztahy medzi intenzitami.

Veta 17. Nech T je staciondrna normdlna ndhodnd mozaika a k € {1,... d}.
Potom

0= = S (1)

Jj=0

Dokaz. Podla plati nj, = (d;g:y) Preto

: i(A+1=3\ o) _ ¢ i) ® 1 j
> (-1 L= ST (=1)7n = W S (1) ny,
j=0 —J 3=0 j=0
k

=9 [ S (-1(@ @ (aQ) = 1.

j=0

kde druha rovnost plati podla z vety (16| a predposledna rovnost plati podla
znameho Eulerovho vzorca pre konvexné k-rozmerné polytopy, vid napr. |[Lawrence
(1997).

O

Odvodené statistiky teraz zozbierame a dame im geometricky vyznam. Aj ked
je nasim hlavnym zadujmom pripad d = 3, informativne uvedieme aj vztahy pre
mozaiky v rovine.

Zacnime teda s d = 2. Aby sme opisali geometricky vyznam, dodefinujeme si
este potrebné znacenie. Polozime

_ 1 _ _
vPq = Vo(T) = dP?, 57(% —ViT)=d?, Ly=~Y1 =V, (TW)=d".
Vyznamy relevantnych parametrov si spisané v tabulke 2.1}

Veta [18] zhromazduje zdkladné vztahy medzi uvazovanymi charakteristikami.
Tieto sa daju vyjadrit pomocou troch parametrov: intenzit buniek a vrcholov
a dlzky typickej hrany. Nasledujtice vztahy boli prvykrat zozbierané v Mecke
(1984).
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A0 A1) 4(2) intenzity vrcholov, hrdn a buniek

a,p priemerné plocha a obvod typickej bunky

Iy priemerng dlzka typickej hrany

Noy = Noy priemerny pocet vrcholov (a hran) typickej bunky

Mot = 70 priemerny p/oéetvhrén typickej 'hrapovej hvi(?zdi(':e
(=priemerny pocet buniek typickej (0,2)-hviezdice)

Ly priemerné dlzka hran (znacenie bezné v literatiire)

Tabulka 2.1: Geometricky vyznam opisnych charakteristik staciondrnej ndhodnej
mozaiky v R2.

Veta 18. Parametre staciondrnej ndhodnej mozaiky T v R? spliiaji:

(2 (0)
YD =4O 44D =24 2%, Ngo = 2 + 2%
v Y
1 RAR Ly
G_W’ p—2wll Qﬁa 3 < Nz, ngo < 6.

Ak je T navyse normdlna, potom

nee =3, N =6 a 7(0) = 27(2).

Dékaz. Vid Schneider a Weil (2008, Veta 10.1.6). Niektoré rovnosti s priamym
dosledkom Viet [16] a [17]
O

Teraz sa zameriame na d = 3. Opat si dodefinujeme charakteristiky, ktoré nas
budt zaujimat.
1 1
Vv =di?, s =d?, Sy =rPay=d?, 3Pp=d?,
Ly = 7(1)l1 _ dﬁ”, Iy = v£3,1)7 loy = vgo,l) gy = 2{02) gy = o2

Ich geometrické vyznamy st zozbierané v tabulke Vo vete [I9 st zosumarizo-
vané zakladné vztahy medzi tymito charakteristikami.

Veta 19. Nech T je staciondrna ndhodnd mozaika v R®. Potom jej charakteristiky
splnaju

A 4 4B = 40 4 ) 7Oy = 29D, gy = 292,
(0) (3) (0) 1) (2) (3)

7 ne3 = 7Y N30, VN2 = 7Y Mg = Y Mo = Y N3,
np1 — No2 + Noz = 2, N3g — N1 + Nga = 2, 2ng2 = no1ni2,
2n31 = na1Nizg, Np2M30 = Np3731, 7(0)101 = 27(1)11 = 2Ly,
1 ) 25
@), — 3 0),  _ (1) _ o) APV
/y pQ - 7 1317 7 aOQ - 7 a127 U= 7(3)7 S = 27(3) CLQ - 7(3) .

Navyse, ak je T normdlna, potom

n01 fr— n03 pr— 4’ n12 o 3, n02 — 6’ 7(2) — ,}/(0) + 7(3) a ry(l) — 27(0)
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A0 A1) 4(2) ~3) intenzity vrcholov, hrén, fazet a buniek

priemerny objem, plosny obsah, Sirka a celkova dlzka

b, 1
Ur 5 0531 hran typickej bunky
as, P2 priemerny plosny obsah a obvod typickej fazety
I, lo1 priemerna dizka typickej hrany a hranovej hviezdice
I priemerny plosny obsah typickej (0,2)-hviezdice
02, T2 a (1,2)-hviezdice
e T priemerny pocet fazet typickej bunky, (0,2)-hviezdice
52, 7102 12 a (1,2)-hviezdice

priemerny pocet hran typickej bunky, fazety

131, Na1, o1 S
e a hranovej hviezdice

priemerny pocet vrcholov typickej bunky a buniek

N30, 103 typickej (0,3)-hviezdice

priemerna dlzka hran a priemerna plocha fazet

Ly, Sy Y .
’ (znacenie bezné v literattre)

Tabulka 2.2: Geometricky vyznam opisnych charakteristik stacionarnej ndhodnej
mozaiky v R3.

Dékaz. Vid Schneider a Weil| (2008, Veta 10.1.7). Niektoré rovnosti si priamym
dosledkom Viet [16 a [IT7
O

Pozndmka. Teéria vztahov medzi intenzitami sa d&4 odvodif aj inym sposobom.
Pre kazdi kompaktni mnozinu sa zvoli nejaké tazisko (napr. fyzikalne tazisko,
stred opisanej gule, krajny bod v nejakom smere ale v podstate aj hocijaky iny
bod; da sa dokézat, Ze na tejto volbe vysledky nezavisia). Na zdklade tychto
sa potom uvazuje bodovy proces tazisk k-stien. Predmetom zaujmu je potom
jeho intenzita a na zaklade jeho Palmovho rozdelenia sa definuje typicka k-stena.
Takyto pristup pouziva napr. | Mgller| (1989). N&s pristup je ale mierne prehladnejsi
pri tvrdeniach o meratelnosti.

2.2 Voronoiove mozaiky

Existuje velké mnozstvo modelov pre nahodné mozaiky. My sa teraz zame-
riame na jeden z najzékladnejsich modelov, ktory sluzi ako odrazovy mostik pre
budovanie mnozstva zlozitejsich modelov. Na jeho vytvorenie nam postaci jedno-
duchy bodovy proces v R,

Koncept takychto pravidelnych mozaik vznikol este v 19. storoci, motivovany
studiom kvadratickych foriem. V 20. storo¢i potom nezavisle na sebe nasiel uplat-
nenie v metalurgii, krystalografii aj ekolégii. Dnes je intenzivne vyuzivany v mate-
ridlovom inzinierstve pri skiimani mikrostruktur krystalov, ale aj v astronomii pri
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modelovani galaxii. Pre obsiahle historické okienko odporucame citatelovi sekciu
1.2 knihy (Okabe a kol.| (2000). My budeme v texte vychadzat z publikdcie |Mgller
(1994)) a kapitoly 10 knihy |Schneider a Weil (2008)).

2.2.1 Zavedenie

Definicia 39. Nech A # 0 je lokdlne koneénd mnoZina v R, Proky mnoZiny A
nazveme jadra. KaZdé jadro x € A generuje mnozinu

C(z,A) ={z € R?: ||z — 2| < ||z — a| pre vietky a € A},
ktori nazveme Voronoiova bunka jadra x (voci A).

Voronoiova bunka C(z, A) je teda mnozina bodov z, ktoré maji x za najblizsie
jadro. Ekvivalentne mozeme Voronoiovu bunku zapisat ako

Clz, A)= [ Hyx),

YEA, y#x

kde H,(z) oznacuje pre x # y uzavrety podpriestor obsahujuci x ohraniceny
nadrovinou prechadzajicou cez stred tsecky medzi bodmi x a y kolmou voci
y — x, formalne

Hy(z) = {2 € R*: (z,y — z) < S(Ily[* = 2]*)}.

N | —

C(z,A) je teda uzavretd konvexnd mnozina s vnutornym bodom (znacenie (-,-)
pouzivame pre $tandardny skaldrny sucin v R%. Né&s bude zaujimat systém ta-
kychto buniek, ktory nazyvame Voronoiov diagram, oznacime

T={C(z,A):x € A}. (2.4)

Tento systém je lokdlne konecny. Mame tak splnené podmienky (i), (ii) a (iii)
definicie mozaiky v R?. Podmienka (iv) aviak nemusi byt splnend, pretoZe
bunky C(z, A) nie st nutne ohrani¢ené. Na to aby boli musime pridat dalsiu
podmienku.

Tvrdenie 20. Voronoiova bunka C(z, A) je ohranicend vtedy a len vtedy, ked

Vze S 3z € A\ {x} : (xy —z,2) >0, (2.5)
kde St = {z € R : ||z|| = 1} je jednotkovd sféra vR:. Ak C(x, A) je ohranicend,
potom md konecny pocet susediacich buniek (oznacme C(xy, A),...,C(z,, A)),
a potom

n

C(z, A) = (| Hy, ().

=1

Dékaz. Vid Mpyller| (1994, Tvrdenie 2.1.3).
[l

Pozndmka. Za podmienky (2.5 plati, Ze konvexny obal mnoZiny A je celé R?.
Toto sa niekedy uvadza ako postacujica podmienka pre ohranicenost C(z, A).
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Spolu s podmienkou ohrani¢enosti Voronoiovej bunky teda Voronoiov diagram
(2.4) spliia vietky podmienky definicie , a tvori teda mozaiku v nam znamom
zmysle. Ako hovori nasledujtce tvrdenie, tdto mozaika je dokonca face-to-face.

Tvrdenie 21. Nech A C R? je lokdlne koneénd neprdzdna mnoZina takd, Ze jej
prislusné Voronoiove bunky C(x, A),x € A si ohranicené. Potom T = {C(z, A) :
x € A} je face-to-face mozaika.

Doékaz. Ostava dokazat, ze mozaika je face-to-face. Predpokladajme pre spor,
ze to neplati, a teda existujiu dve bunky C; = C(z1,A) a Cy = C(xq, A) také,
7e S = CyNCy # B, ale S nie je stenou C;. Potom afinny obal S obsahuje
bod z € C) taky, ze z ¢ S. Tento afinny obal aj mnozina S lezia v nadrovine
H,,(z1) N Hy, (z2), a teda

1
(222 —m1) = S(ll22l* = [l [1*).

Kedze z ¢ C5, tak existuje y € A také, ze z ¢ H,(z2), teda

1
(.5 = 22) > S(lyll* = l|]).

Kedze z € C} .
(2,9 = 21) < (Il = [l ).
Tieto dve nerovnosti st ale v spore s rovnostou nad nimi, a teda T je face-to-face

mozaika.

]

7 takto vyrobenej mozaiky vyrobime ndhodnt mozaiku jednoducho — mnozinu
A ziskame ako nosi¢ bodového procesu. Budeme predpokladat iba bodové procesy
so skoro iste neprazdnym nosicom.

Veta 22. Nech ® je staciondrny bodovyj proces v R? a
T ={C(z,®): x € supp ¢}

je systém prislusngch Voronoiovych buniek. Ak T md lokdlne konecni mieru in-
tenzity, potom T je staciondrna face-to-face ndhodnd mozaika.

Dékaz. Kedze neuvazujeme prazdny nosi¢ @, plati podla vety [0} Ze konvexny obal
® je celé R Z pozndmky za tvrdenim st teda prislusné Voronoiove bunky
neprazdne pre skoro vSetky realizacie ®. Podla tvrdenia [21]je teda T face-to-face
nahodnd mozaika. Stacionarita mozaiky je zrejma zo stacionarity ®.

m

Definicia 40. Mozaiku T = {C(x,supp @) : = € @} definovani vo vete

nazveme Voronoiovou mozaikou s generujicim bodovym procesom P.
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2.2.2 Poissonova-Voronoiova mozaika

Vo vete [22] je predpoklad lokalne konec¢nej miery intenzity délezity a nie je au-
tomaticky splneny ani z predpokladu lokdlne kone¢nej miery intenzity ®. Takisto,
normalita mozaiky tiez nie je pre vSeobecni Voronoiovu mozaiku zarucena. Tieto
podmienky st vsak splnené, ak je generujicim bodovym procesom jednoduchy
Poissonov bodovy proces.

Definicia 41. Povieme, Ze body x1,...,x,, € R? si vo vieobecnej kvadratickej
pozicii, ak splnaji nasledujice podmienky:

(VKP1) neexistuje kombindcia k+1 bodov tak, Ze vsetky leZia v (k—1)-rozmernom
afinnom podpriestore RY k € {2,....,d},

(VKP2) Ziadnych d + 2 bodov neleZi na hranici nejakej d-rozmernej sféry.

Definicia 42. Voronoiovu mozaiku, ktorej generujici bodovy proces je Poissonov
bodovy proces (vid definicia , ktorého body siu skoro iste vo vseobecnej kvadra-
tickej pozicii nazyvame Poissonova-Voronoiova mozaika.

Budeme predpokladat, Zze body staciondrneho Poissonovho bodového procesu
st vo vieobecnej kvadratickej pozicii. Ak to splita m+1 bodov g, . . ., m € R? pre
m € {1,...,d}, existuje jednozna¢ne urcend m-rozmerna stéra B™(xq,...,Tm)
obsahujuca tieto body na relativnej hranici. Ozna¢me z(xy,...,x,,) stred tejto
sféry a F(zo, ..., Tm,) (d—m)-rozmerny afinny podpriestor prechddzajici stredom
ortogonalny voéi B™(xg,...,z,). Ak A C R? a xg,..., 7, € A st body leZiace
vo vSeobecnej kvadratickej pozicii, definujeme

S(xo,...,ilj'm; A) :{yEF(x07"‘7$m):BO(y7 ||y—x0H)ﬂA75@},

kde By(y,r) je otvorena gula so stredom y a polomerom r. Inak definujeme
2(zo, . tm) =0a S(zg, ..., xm; A) = 0.

Ak je T Poissonova-Voronoiova mozaika generovanid bodovym procesom &
a (g, ..., Tm,) s po dvoch disjunktné body z jeho nosica, potom afinny podpries-
tor F(xg,...,T,) je afinny obal nejakej (d — m)-steny S mozaiky T' prave vtedy,
ked S(xq,...,zm;supp ®) # 0. V tomto pripade S = S(zq,...,ZTn; supp D)
a kazdu (d — m)-stenu vieme takto vyrobit.

Tvrdenie 23. KaZdd Poissonova-Voronoiova mozaika T v R? je normdlna.

Dékaz. Nech S je k-stena T, k € {0,...,d — 2}, ktora je ohrani¢enim préve bu-
niek C(zg,supp @), ..., C(zy,,supp ®). Potom afinny obal S je mnozina bodov
y € R? takych, ktoré lezia v rovnakej vzdialenosti od g, ..., z,,. Vdaka vieobec-
nej kvadratickej pozicii nelezi skoro iste ziadnych d 4+ 2 bodov supp ® na jednej
sfére, a preto nutne m < d. Afinny obal S teda musi byt rovny F(xo,...,zm),
preto k =d —m.

]

Rozdelenie stacionarneho Poissonovho procesu je jednoznacne urcené intenzi-
tou A. Vsetky parametre rozdelenia Poissonovej-Voronoiovej mozaiky teda vieme
vyjadrit v zavislosti na A\. Podobne ako v sekcii sa pozrieme na hustoty d,g] ’k),
ktorych tvar explicitne vyjadrime. Ich konec¢nost spolu s lokdlnou konecnostou

mier intenzity procesov stien teraz plynie z konecnosti intenzity A.
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Veta 24. Nech T je Poissonova-Voronoiova mozaika v IR? generovand staciondr-

nym Poissonovgm bodovym procesom s intenzitou \. Potom pre k € {0,...,d}
ajed{k,...,d}
B _ d—k+E
= d(d—Fk+1)! P—kd+k\ 7 (d+1\ P 1 (k41 AT
' (et (st) (%)
A d—k+1\
JUR) _ oy

Dékaz. Vid Schneider a Weil| (2008, Veta 10.2.4).

Pre k = 0 dostévame z vety
o _ 2t D(5) [T (1+5)
SEw () (10

: d+1 .
’Y(J)njo_< J >7(0) pre j € {1,...,d}.

Podobne ako vo vetéch [I8 a [19] si zosumarizujeme vztahy pre charakteris-
tiky Poissonovej-Voronoiovej mozaiky v pripade d = 2 a d = 3. Ich geometrické
vyznamy ostavaji rovnaké, ako v tabulkdch 2.1 a

d

Y

Veta 25. Nech T je Poissonova-Voronoiova mozaika vIR? generovand staciondr-
nym Poissonovym bodovym procesom s intenzitou \. Potom pre d = 2:

FO =2ox AW =3) A& =)
no2 =3, Mnao = 6,
S TS N |
3V’ A VA

apred=3
2472 4872 2472
©0) _ NN @ _ A A® =)
o= BT 0 2 - (B 1) 0=
4 6 3 M 50
No1 = No3 = No2 = Ny = Nol = ————— R O.
01 03 ) 02 ) 12 ) 21 2471'2 + 35 )
9672 14472 4872
= ~ = — =~ 40.61 =
n3o n31 35 y  N32 35
(1) 35-25 T (2) 78 7291 (§)xt
= o 1> Qo = 7, P2= 19
9(367)\)3 T 24n2 +35)(90)F T (2472 + 35)(90)3
1 23T(§)7T§ 23F<> 3
v=—, §=— b= ——>>——.
A (9N)3 5(243))3

Dékaz. Vid Mpller| (1994 sekcia 4.2) a Schneider a Weil| (2008, Veta 10.2.5).
[l
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Pozndmka. Okrem Voronoiovej mozaiky sa c¢asto skima Delaunayova mozaika,
ktord je v istom zmysele dual k Voronoiovej mozaike. Za jej jadra sa vezmu vr-
choly (0-steny) Voronoiovej mozaiky a ako bunky sa zvolia ich konvexné obaly.
Takto definovand mozaika ma tiez Siroké praktické vyuzitie a vdaka dualite s Vo-
ronoiovou mozaikou vieme tiez odvodif jej charakteristiky. My sa vsak dalej v
tejto praci Delaunayovym mozaikam venovat nebudeme.

2.3 Laguerrove mozaiky

Jednym z uzito¢nych rozsireni modelu Voronoiovych mozaik st takzvané wva-
zené Voronoiove mozaiky. Ich princip je zalozeny na tom, ze euklidovska vzdia-
lenost v definicii sa nahradi inou, vazenou definiciou vzdialenosti. Takyto
koncept opiseme pomocou koétovanych bodovych procesov. Namiesto jadier x €
supp ® budeme uvazovat dvojice (z,w), kde w € R je kéta (ktord tiez nazyvame
vaha). V tejto sekcii vychddzame prioritne z ¢lanku Lautensack a Zuyev]| (2008)).

2.3.1 Zavedenie

Definicia 43. Pre y,2 € R? a w € R definujeme mocnost bodu y voci dvojici
(x,w) ako
pow (y7 (I‘,U))) = Hy - SL’||2 - w.

Nech A C R* x R je spocitatelnd mnoZina takd, Ze min(,, e pow (y, (z, w))
existuje pre kaZdé y € R Potom Laguerrovu bunku prislusni k (z,w) € A
definujeme ako

C((x,w), A) = {y € R?: pow (y, (x,w)) < pow (y, (x’,w’)), (', w') € A}

Bod x nazveme jadro bunky C((m,w),A). Laguerrov diagram L(A) je mnoZina
neprazdnych Laguerrovych buniek, t.j.

L(A) = {C((x,w),A) (zyw) € A,C’((x,w),A) # @}.

Ak uvazujeme nezaporné vahy w a oznaCime r = y/w > 0, potom prvky
(z,r) € A mdzeme interpretovat ako d-rozmerné sféry s polomerom r so stredom
v bode x. Ozna¢me teda s(x,r) sféru v R? so stredom x a polomerom r

s(x,r) :{yERd: ly — x| =r}, reRr>0.

Mocnost bodu y voéi sfére s(z,r) je teda

pow (yu S(l’, T)) = Hy - xHQ - TQ'

V tomto pripadne ma mocnost jednoducht geometricki interpretaciu. Pre kazdy
bod y € R? leziaci mimo sféry s(z,r) je mocnost pow (y, s(x, 7)) rovna druhej
mocnine vzdialenosti medzi bodom y a bodom dotyku doty¢nice ku s(x, r) vedene;
bodom y. Pre bod y leziaci vo vnutri sféry je jeho mocnost voci nej zaporna, ak
lezi na sfére, tak je rovnd 0 a je kladné, ak je bod mimo sféry. Dvojicu (x,r)
v znaceni stotoznime so sférou s(x,r) a ak nebude hrozit zdmena, pouzijeme iba
oznacenie s, pripadne indexovani verziu s; = s(z;, ;).
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Na rozdiel od Voronoiovej bunky nemusi Laguerrova bunka obsahovat svoje
jadro a takisto kazdé jadro nemusi nutne vytvorit (neprazdnu) bunku. Nutna
(nie vSak postacujica) podmienka pre generovanie prazdnej bunky je, ze sféra
generujuceho bodu z je celd pokryta zjednotenim okolitych sfér.

Pre dve sféry s; = s(z1,71) a 85 = s(x2,72) v R? tvoria body, ktorych mocnost
k obom sféram je rovnakd, nadrovinu (tzv. chordalu s; a s5)

Ch(s1,52) = { € RY: 202,20 — 23) = | | + [l + 73 — 12}

kolmti na spojnicu x; a zo. Potom uzavrety podpriestor dominovany sférou s;
ohraniceny Ch (s1, s9) oznac¢ime

H(s1,80) = {z € R : 2(z, 01 — @) > || [* — [J2||? + 75 — 17}
Laguerrove bunky moézeme takto reprezentovat ako

C(so, A)= [ C(s,A), so€ A (2.6)

SEA, s#s0

Kazdé k-stena S € Si(L(A)) sa teda da zapisat ako

n

S =5(s0,....80; A) =) C(s:,A), s0,...,5, €A

i=0
pre vhodny pocet buniek n.

Pozndamky.

(i) Ak st polomery vsetkych sfér v A rovnaké, tak je Laguerrov diagram L(A)
zhodny s Voronoiovym diagramom tvorenym bunkami {x : (z,r) € A}.

(ii) Kedze bunky L(A) st urc¢ené nerovnostou

lzr —yl|> =7} <|lze —yll> =73, y € R (21,11), (x2,72) € A,

pri¢itanie konstanty k obom stranam nerovnosti nezmeni bunky diagramu.

Laguerrov diagram je teda invariantny voci transformaciam v tvare r —
1 4 Ve 7’ .

(r? +t)2 s pevnym t € R a zachovanim nezapornosti polomeru r.

Teraz nés bude zaujimat kedy Laguerrov diagram tvoreny mnozinou sfér v R?
tvori mozaiku v zmysle definicie 31| Z vyjadrenia mame, ze Laguerrove bunky
st uzavreté konvexné mnoziny. Prienik dvoch buniek je zahrnuty v ich chordéle,
bunky maji teda zjavne disjunktné vnitra. Tym méame splneny bod (i) a ¢ast
bodu (iv) definicie 31| Aby diagram bol mozaikou, musia Laguerrove bunky byt
este ohrani¢ené a tvorit lokalne kone¢ény systém pokryvajuci celé RY.

Zavedieme si dve dvojice dopliujicich podmienok.

Definicia 44. Povieme, e A C R2 x R* splria podmienky regularity, ak:

(R1) pre kazdé y € R* a t € R iba konecne mnoho prvkov (z,r) € A splia
ly — x| = r* <,

(R2) konvexny obal mnoZiny {x : (z,r) € A} je celé R
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Ak je mnozina polomerov ohranicend, (R1) implikuje lokalnu kone¢nost mno-
ziny {z : (x,r) € A}. Aj pre Laguerrove bunky mame podmienky vSeobecnej
kvadratickej pozicie.

Definicia 45. Povieme, Ze body mnoZiny A su vo vSeobecnej vazenej kvadratickej
pozicii, ak splnaji nasledujiice podmienky:

(VVKP1) neexistuje kombindcia k + 1 bodov takd, Ze vsetky lezia v (k — 1)-
rozmernom afinnom podpriestore R k € {2, ... ,d},

(VVKP2) Ziadnych d + 2 bodov nemd rovnaki mocnost voci nejakému bodu RY.

V pripade rovnakych polomerov (¢ize pripade Voronoiovho diagramu; vid po-
zndmku vyssie) st podmienky definicie zhodné s podmienkami vseobecnej
kvadratickej pozicie z definicie A1}

Tvrdenie 26. Nech A spliia (R1) a (R2) z definicie . Potom kazdd bunka L(A)
je kompaktna.

Doékaz. Uzavretost buniek sme uz vyriesili, ostava nam ohranic¢enost. Vezmime
pevné (zg,79) € A a jednotkovy vektor u € S41. Podla podmienky (R2) ndjdeme
(x,r) € A také, ze 0 < (u,x — xp). Pre vhodné § > 0 vSetky ' v okoli u na
jednotkovej sfére spliiaji &|lzg — z||* < (v, x — x¢). Potom pre ITubovolné A > 0

2o + M — 2| — 7% = ||l — 2||* + A2 = 2\ (v, & — mp) — 72

< |lwo — z||* + A* — 28 ||zo — || — 7*.
Kedze ||zg + A/ — z0]|> — rd = A? — rZ, mame

o — x|
5 Y

2 2
2 T =Ty

1
|zo 4+ At/ — mo||> =72 > ||wo+ M/ —z||* —7r* pre A > 5 |1

- lzo — I
teda zg + A’ ¢ C((xg,10), A). Tym sme ukézali, ze
u — sup{A > 0: A =0 alebo zg + \u € C((x9,70),A4)}

je lokalne ohranicené, a teda ohranicené na jednotkovej sfére. Dokazali sme teda
ohranicenost C'((z,70), A).
O

Lemma 27. Nech A spliia (R1) a (R2) z definicie . Pre kazdi ohranicend
podmnoZinu B C R? a vsetky t € R iba konecne mnoho (x,7) € A splia ||y —
z||? — r? < t pre aspon jeden bod y € B. Ingmi slovami, B patri do prieniku

najviac konecne mnoho guli B(x,/max(t + r2,0)), (z,r) € A.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze tvrdenie neplati. Nasli by sme teda ohra-
nicent mnozinu B, ¢islo t € R, postupnost ((z,,7,)), po dvoch disjunktnych
bodov z A a postupnost (Y, )n, Yn € B také, ze ||y, — z,||* — r2 < t. KedZe uzéver
1

B je kompaktny, mozeme zvolif vhodni podpostupnost tak, Ze |y, — vol| < 5

pre vietky n. Dalej, opit vyberom podpostupnosti, mézeme predpokladat, ze
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(Yo — Tp,u) > %HCUO —x,|| pre vSetky n € N a vhodny jednotkovy vektor u. Potom
pre vsetky n

lyo — w — @l =75 = llyo — zall* + 1 = 2{yo — 2, u) — 13

< yo = Yall> + 1vn — zall> + 2010 — Unllllvn — 2all + 1 = llyo — 2nll| — 72

5 5
St—i_i—i_myn_an - Hyo—ivnm §t+1+||yn—y0|’

<4l
-~ 4)

¢o je spor s (R1).
O]

Tvrdenie 28. Nech A splia (R1) a (R2) z definicie . Potom mnoZina buniek
L(A) je lokdlne konecnd, pokrijvajica cely priestor.

Dékaz. Vyberme yo € R a (zq,79) € A. Z (R1) mame, Ze existuje najviac koneéne
mnoho prvkov (z,r) € A takych, 7Ze
lyo — 2> = 1% < [lyo — 2ol — 75
Preto aspon jedno (z/,r") minimalizuje tento rozdiel, t.j. yo € C((2',7"), A).
Dalej nech K je kompaktni podmnoZina R?. Existuje R > 0 také, ze pre
vietky y € K plati ||y — zo||* — 72 < R. Podla lemmy [27| je mnozina A’ dvojic
(z,r) € A spliiajtcich pre aspori jedno y € K nerovnost ||y — z||*> — r* < R ko-
necnd. Preto kazdd z buniek C'((z,7), A) pre (z,7) € A\ A’ ma prazdny prienik
s K. Mnozina Laguerrovych buniek je teda lokalne konec¢né.
0

Tvrdenie 29. Nech A spliia (R1) a (R2) 2 deﬁm/cie. Potom Laguerrov diagram
je face-to-face.

Dokaz. Predpokladajme pre spor, ze diagram nie je face-to-face. Potom existuju
bunky C; = C((x;,1;),A) i = 1,...,n také, ze F = ); C; # () nie je stenou C4.
Afinny obal G mnoziny F' teda obsahuje bod z € (4, ktory nepatri do F', ozna¢me
z & Cy. Kedze G patri do chordély s(z1,x2) a s(xz, ), mame
1
(2,29 — 11) = 5(||x2||2 — [l + 3 = r3). (2.7)
Kedze z ¢ (5, existuje bod (z,r) € A rozdielny od bodov (x;,r;),7 € {1,...,n}
taky, ze
1 2 2, .2 .2
(2 = 22) > o ([l — [Jall® + 73 — 7*).

Vdaka z € C plati

(el = llza ) + 7 = 12).

N[ —

(z,x —x1) <
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Spojenim oboch nerovnosti dostavame
1
(2,22 — 1) < §(H~"52H2 — [l |® +rf - 7’3)7

¢o je spor s (12.7)).
0

Tvrdenie 30. Predpokladajme, Ze A spliia podmienky reqularity z definicie @ a
jej body si vo vseobecnej vdzenej kvadratickej pozicii podla definicie [{3. Potom
Laguerrov diagram generovany A je normdlny.

Dékaz. Nech F € Sp(L(A)),0 < k < d je k-stena L(A). RieSenim sustavy rovnic,
ktoré definuju chordaly sfér s, ..., sy zistime, ze F' mdzeme reprezentovat ako
F(s0y...,Sa—k+1; A) a ze F patri do prave d — k + 1 buniek L(A) pre 1 < k < d.
Pre k = 0 je to désledkom podmienky (VVKP2).

O

Predchadzajice vysledky mozeme zhrnit do vety, ktora nam urci Laguerrovu
mozaiku.

Veta 31. Nech mnoZina A C R? x Rt spliia podmienky reqularity z deﬁm/cie@
potom mnozina neprazdnych Laguerrovych buniek C((x,r), A), (x,r) € A tvori
face-to-face teseldciu RY.

Ak s navyse body mnoziny A vo vseobecnej kvadratickej pozicii podla defini-
cie potom vsetky bunky L(A) si d-rozmerné a generovand teseldcia L(A) je
normalna.

Definicia 46. Teseldciu z vety[3]] nazgvame Laguerrova mozaika.

Zaujimavym (a aj pre prax uzitocnym) vysledkom je fakt, ze pre d > 3 pojmy
normalnej a Laguerrovej mozaiky splyvaju. Pozor, pre d = 2 toto tvrdenie neplati;
protipriklad vid napr. v |Aurenhammer| (1987).

Veta 32. Kazdd normdlna mozaika v R? pre d > 3 je Laguerrovou mozaikou.

Dékaz. Vid Lautensack a Zuyev (2008, Veta 3.2).

2.3.2 Poissonova-Laguerrova mozaika

V tejto podsekcii zhrnieme vysledky pre Laguerrove mozaiky generované ko-
tovanym bodovym procesom, ktorého podkladovym procesom je stacionarny Po-
issonov bodovy proces s intenzitou A. Takito mozaiku nazveme Poissonova-
Laguerrova mozaika.

Pripomenme, Ze rozdelenie k6t (v nasom pripade viah alebo polomerov sfér)
znacime Q. Definicia bodového procesu implikuje, ze pracujeme s lokalne konec-
nou mnozinou generatorov. Toto stacilo pre existenciu Poissonovej-Voronoiovej
mozaiky, pre Poissonovi-Laguerrovii mozaiku vsak naviac potrebujeme obme-
dzenie na rozdelenie polomerov.
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Tvrdenie 33. Nech ® je staciondrny kotovany Poissonov proces s intenzitou
A > 0 a rozdelenim kot Q. Predpokladajme, Ze R je ndhodnd velicina s rozdelenim
Q. Potom si nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(i) Laguerrova mozika generovand supp ® existuje, t.j. ( )min o POV (y, (x, 1))
x,T)ESUpp

existuje skoro iste pre vsetky y € R,

(ii) Plati E[R?Y)] < co.

Dékaz. Vid Lautensack a Zuyev| (2008, Veta 4.1).
0

Odvodzovanie explicitnych vzorcov pre intenzity ako pri Poisson-Voronoiovych
mozaikach je vsak v pripade Poissonovych-Laguerrovych mozaik ovela naroc¢ne;jsi
oriesok. Na zaklade Palmovho rozdelenia sa o to pokusili autori ¢lanku Lautensack
a Zuyev| (2008)), avsak vzorce stale obsahuju integrély, ktoré je potrebné riesit
numericky, a takisto vnitorné objemy, pre ktoré nepozname explicitny vzorec.
My si sem zhrnieme vysledky pre d,(ck) ay®).

Definicia 47. Pre m € N a zg,...,z, € R™ oznacme A, (zo,...,Tm) m-
rozmerny objem konvexného obalu bodov xq,...,x,, v R™. Znacenim S oznacu-
jeme plosnii mieru jednotkovej sféry S™1.

Pre wq, ..., w, >0 definujeme

Vi i (W0, - - ) = ()1 / / AR oo, - - mtin) S(dug) « . S(ditn).
Smfl Smfl

Veta 34. Nech ® je staciondrny kétovany Poissonov proces s intenzitou A >
0 a rozdelenim kot Q splnajicim podmienku z casti (ii) tvrdenia . Intenzity
d,gk), 0 < k <d si dané vzorcom

)\m—i-l 00 00 00 00
AR Y R I
ET mg 1) +7i)
0 Ofminr2 0

(3

Vi ((E+73)7, . (E+12)7) dtQ(drg) .. Q(dry,),

iR,

kde m = d — k, op = S(S*71) je povrch k-rozmernej gule v R*, t.j. oy = 2F7Eg) a
2
Cam = Td=m+1" -+ 0dfg, .. . .o,. Pre k =d mdme d&d) =laprek=0
AL T " T : :
d(()o)*i / / [I¢+r? c17/10 Vdo (t+71d)z,.. .,(t+r§)5)dt
2d+ 1)t 0 —minp? = 0
Q(drg) ... Q(dry).
Dékaz. Vid Lautensack a Zuyev| (2008, Veta 4.3).
O
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Poznamka. Tieto vzorce pre py uz dalej upravit nevieme, kedze nam chyba ex-
plicitny vzorec pre V,,, p(wo, ..., wy,). Avsak, Miles (1971) ukazal, ze

m(mH)F( (m+1)(d+1) —m) m T (§(k+1-i))
rig)r(s)T o= T

Pouzitim tohto do znenia vety [34] dostaneme tvar d,(f) pre degenerované rozdelenie

Vinr(1,...,1) = 2" g

két, ¢o je presne tvar dfgk) pre Poissonovu-Voronoiovu mozaiku z vety .

Vzorec existuje aj pre intenzitu procesu k-stien.

Veta 35. Pre 0 < k < d je intenzita k-stien v dand vzorcom

o0 oo o 0

) _ A" / / / /ﬁ t+ pt+s)s'z
= — . 2 .
g A(m + 1)!Cdmak u v} $

0 0 —mln?"2 0 "=

Vinr((E+78)7, . (E+712)7) E[Ape(t,s, @) 7! dsdt Q(dro) . .. Q(dry,),

kde ®' = supp ® N {(x,r) : pow (0, (z,7)) > t}, L je pevnyg m-rozmerny linedrny
podpriestor RY,

ALi (ta S, 77) = / / IL[7'(l,t7 s,v,u)<pow (lv, (z,7)), (z,r)EN] l - SLL (dv) dl
0 gd-1nLt

kde T(I,t,s,u,v) = >+t + s — 2[5%<u,2}> pre u € SN LY pevné a Spi je
povrchovd miera na (d — m)-rozmernej sfére STt N L*.
Vzorec pre intenzitu buniek v\ md tvar

_%//”7”0 ) Zp(t) E [A(t, ro,u, @) | dt Q(duro)
00
pre pevné u € ST q

A(t, ro,u,n) = / 1 / Lie,t,ro,v,w)<pow (1v, (2. 7)), (@, r)en) S(dv) i,
0 Sd—1

1

kde C(I,t,ro,u,v) =12+t — 2l<max(0, t+ 7‘(2))) *(u,v).

Dékaz. Vid Lautensack a Zuyev| (2008, Veta 4.4).
[l

Na obrazku[2.1]sti porovnané realizécie Poissonovej-Voronoiovej a Poissonovej-
Laguerrovej mozaiky s rovnakou mnozinou generatorov v dvoch aj troch rozme-
roch. V pripade Laguerrovej mozaiky si mézeme vsimnuf vacsiu nepravidelnost
vo velkosti buniek.
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(a) Poisson-Voronoi (b) Poisson-Laguerre

Obr. 2.1: Porovnanie realizacii Voronoiovej a Laguerrovej mozaiky v dvoch aj
troch dimenziach s rovnakou mnozinou generatorov danou Poissonovym
bodovym procesom. Vahy generatorov Laguerrovej mozaiky si rozdelené

rovnomerne.
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3. Statistika na nahodnych
mozaikach

Vysledky druhej kapitoly sa teraz pokusime aplikovat pri odhadoch paramet-
rov ndhodnych mozaik. Nasim primarnym zameranim si Poissonove-Voronoiove
mozaiky v R?, vid sekcia [2.2.2]

Motivacia odhadovania parametrov mozaik pochadza z ich aplikacie v ma-
teridlovom inzinierstve. Staciondrne mozaiky sa pouzivaji na modelovanie tzv.
jednofazovych mmnohostennych mikrostruktir, napr. kovov alebo krystalov, pri
ktorych nas zaujimaji velkosti ich zfn a ich rozdelenie. KedZe je narocné po-
zorovat celil trojrozmernt Struktiru matierdlu, v prvej casti sa zameriame na
stereologické odhady parametrov, a teda odhady parametrov mozaiky v R? na
zakladne informécii ziskanych rezmi mozaiky nejakou rovinou. Aplikovane si to
moZeme predstavit ako analyzu vzorky (napr. kovu) na umelo vytvorenom reze.
S rozvojom pokrocilych technik ako napr. mikrotomografia (uCT) sme schopny,
i ked komplikovanejsie, pozorovat celi struktiru vzorky, preto sa v druhej sekcii
zameriame na odhady na zédklade pozorovania v R3.

V literatture sa casto stretavame s alternativnym znacenim vybranych intenzit,
ktoré sme si zaviedli v tabulkdch[2.1a[2.2] Znacenim P, N, L, S sa postupne myslia
intenzity vrcholov, buniek a hustoty hran a fazet (tieto len v R?) a indexy A,V sa
pouzivaju pre mozaiky v R? a R? (postupne). Tato koreSpondencia so znacenim
v kapitole [2| je zhrnutd v nasledujicej tabulke

stereologické znacenie znacenie kapitoly referencia
Py 70 v R?
Ny 72 v R? Tabulka
LA 7(1)11 v R?
Py 7O v R3
Ny v3) v R3 ,

Tabulka [2.2

Ly Al v R3 abulka
Sy vPay v R3

Tabulka 3.1: Vztahy medzi nasim a znacenim pouzivanym vo vybranej literatire.

3.1 Stereologické odhady

Predmetom stereoldgie je ziskavat geometrické vlastnosti d-rozmerného ob-
jektu z menejrozmernej informécie, napr. z rovinného rezu. My sa zameriame na
rezy priestorovych (R?) mozaik rovinou v R% Geometrické vlastnosti sa samoz-
rejme daji odvodif aj pre rez mozaiky v R? s-rozmernym afinnym podpriestorom,
kde 0 < s < d. Citatelovi k tejto téme odportac¢ame 6. kapitolu ¢lanku Mgller
(1989).

Rez rovinou trojrozmernej mozaiky vytvori dvojrozmerni mozaiku (tzv. re-
zovii mozaiku), teda vztahy odvodené pre vieobecnti mozaiku v R? pre fiu modzeme
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uplatnit. Je vsak dolezité uvedomif si, ze rez Poissonovou-Voronoiovou mozaikou
nevytvori Voronoiovu mozaiku. Dokaz pre s-rozmerny rez d-rozmernou mozai-
kou, 2 < s < d ndjdeme v ¢lanku (Chiu a kol (1996). Pre 2D rez 3D mozaikou
staci heuristicky nahlad, Ze pre rezovi mozaiku Poissonovej-Voronoiovej mozaiky
L% /49 ~ 1.79 (na zéklade vzorcov, ktoré si odvodime neskér), zatial ¢o pre 2D
Poissonovu-Voronoiovu mozaiku je tento vyraz podla vety rovny 2. Zaroven
vsak plati, Ze rezova mozaika je Laguerrovou mozaikou.

3.1.1 Stereologické vztahy

Prvym krokom k odvodeniu odhadov charakteristik trojrozmernej mozaiky
na zaklade jej rezovej mozaiky je ziskanie zakladnych stereologickych vztahov,
ktoré ndm spdjaji parametre trojrozmernej mnoziny s jej rezom. Tie si teraz
formulujeme v re¢i parametrov mozaik.

Tvrdenie 36. Oznacme charakteristiky staciondrnej trojrozmernej mozaiky Ty
(vid tabul’ka dolnym indexom V' a charakteristiky dvojrozmernej mozaiky Ty,
ktord vznikla rovinnym rezom mozaiky T, t.j.

Ti=TyNA, A rovina v R,

dolnym indexom A. Potom pre tieto charakteristiky platia nasledujice vzdajomné
vztahy:

m
La= ZSV7
o_1,
P>/A 2 Vs
=Py

Dékaz. Vid Stoyan| (1979)) a (Chiu a kol.| (2013, Veta 10.1).
[l

Poznamka. Motivaciou stereologickych vztahov z tejto vety je skimanie vztahu
medzi stacionarnou ndhodnou uzavretou mnozinou v R? a jej rezmi. Tento model
by nam stacil pre prvy z trojice stereologickych vztahov. Zvysné 2 potrebuju pred-
poklad konvexity vyslednych mnozin. Tento mame v nasom modeli nahodnych
mozaik splneny, a preto mozeme uvedené tvrdenia pouzit.

3.1.2 Odhady intenzity generujiceho procesu

Teraz sa obmedzime na trojrozmerné Poissonove-Voronoiove mozaiky. Z vety
vieme, ze jej charakteristiky vieme vyjadrit v zavislosti na intenzite generuju-
ceho Poissonovho bodového procesu A. Ak teda tito intenzitu dobre odhadneme,
pozname hned mnoho geometrickych vlastnosti celej mozaiky. Na zaklade odha-
dov charakteristik rezovej mozaiky T4 vieme vytvorit nasledujice odhady A.

Veta 37. Nech Ty je Poissonova-Voronoiova mozaika v R® generovand staci-
ondrnym bodovym procesom s intenzitou A a Tx mozaika ktord vznikla rovinngm
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rezom Ty . Ak st &(j’, ’yf) a La konzistentné odhady geometrickiych charakteristik

7540),%(42) a Ly, tak si odhady

3

<« 45 [15 I\
5 ﬂ__gr < ) 2 (7(0))% ~ 0.20083 - (TA&)))%)
8\ 2 3
< 4515 1\~2
S, = fﬂzr (5) "G~ 00801 ()2,
. 6 5 [
A, = L ~ 008373 L)
T (g)

konzistentnymi odhadmsi intenzity .

Dokaz. Plati

o_Ll, Lo 8 o <1> ¥
) _ O, ( ) - <1> \2
YA = v 125 243 iz

T T (2 174 4 1
A= o :47(V)“QV:4<3) 3F<3>A3’

kde prva rovnost je z tvrdenia[36] dalsia rozpis Ly a Sy podla definicie a nakoniec
uprava pomocou vztahov pre priestorovii Poissonovu-Voronoiovu mozaiku podla
vety [25] Po tprave dostavame tvar odhadov \. Konzistencia vychadza z konzisten-
cie odhadov geometrickych charakteristik a zo spojitosti pouzitych transformacii.

]

3.1.3 Odhady charakteristik rovinnej mozaiky

Dalsfm krokom k tspechu stereologickych odhadov je teda vytvorenie nestran-
nych odhadov pre vSeobecnii mozaiku v R? na zédklade pozorovania v ohrani¢enom
okne. Odhadom na dvojrozmernych mozaikach je venované velké mnozstvo lite-
ratury, my sa inSpirujeme knihou |Ohser a Miucklich| (2000, kap. 10.2).

Pozorovanie v ohrani¢enom okne

Néhodnu teselaciu ako zobrazenie (€2, 4,P) — (T,7T) samozrejme nemdzeme
pozorovat. V praxi vieme sledovat iba jej realizaciu (pre ktort sme si definovali vy-
hradne slovo mozaika) v konvexnom ohrani¢enom okne W. V pripade pozorovania
rezov ide teda o pozorovacie okno nachadzajice sa v rovine rezu, W, C A C R2.
Pozorovanti mozaiku v R? oznac¢ime

TZ: {Cz’j c R?: OZJ- ZOAJQWA,OAJ eTy=TyNA; OAJQWA%@}.

Prvky T'9 st konvexné kompaktné mnoziny, pretoze pozorovacie okno aj prvky
T4 st konvexné kompaktné mnoziny (pre W, vid vyssie, T4 je mozaika, a teda to
plati podla bodu (iv) definicie . Ohranic¢enost okna ndm vsak mdze sposobit
problémy v podobe vychylovania vytvorenych odhadov. Pri niektorych odhadoch
teda musime davat pozor na okrajové efekty.
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Odhady bez okrajovych korekcii

Medzi odhady ktoré vieme pomerne priamociaro odhadnit bez potreby ko-
rekcie patria odhady ’yff) a L.

Charakteristika 7&10) je priemerny pocet vrcholov na jednotkovi plochu. Od-
hadnit ho m6zeme pomocou prirodzeného odhadu

~(0) _ oA

kde mga je pocet vrcholov T pozorovanych vo vnutri okna Wy.
Charakteristika L4 je priemerna dlzka hran vo vnutri jednotkového okna. To
nam ponuka prirodzeny odhad

L (W)
L= ,
AT W

kde [(W,) je celkova dlzka hran mozaiky T4 v okne Wy.

Ohser a Micklich| (2000, odhad (10.11)) navrhli aj odhad L4 zaloZeny na
jednorozmernej analyze rezu, pre ktory je potrebné iba spocitat pocet prienikov
hran T4 s hranicou okna W,. Takyto odhad je uzito¢ny, ak je v praxi narocné
merat dlzky hrdn, nevyhodou je jeho vy&si rozptyl. My v simuldcidch budeme
schopnf ur¢it dlzky hrén, a preto nebudeme tento odhad pouzivat.

Tvrdenie 38. Odhady ﬁf) aLa si nestrannymi odhadmi 'yg)) a L.

Dékaz. Plynie priamo z definicie %) a L4 a spésobu odhadu.

Odhady s okrajovymi korekciami

Teraz nasmerujeme svoju pozornost na odhad 'Ayf), ¢o je odhad priemerného
poc¢tu buniek na jednotkovi plochu. U tohto odhadu dochadza k problému, ze
v pozorovacom okne sa nam skoro iste vyskytnu bunky, ktoré nebudu celé vo
W 4. Tieto bunky nemdézeme zahrnut celé, avsak ich ani iplne ignorovat, pretoze
by vzniknuté odhady boli vychylené. Odhady %42) teda musime vyrobif trocha
sofistikovanejsie, nez doteraz.

Zavedieme odhad

1 ni(Wa)
() _ way -~ Wa)
A = iy (v - G2 1),

kde ng(Wy) je pocet buniek, ktoré sa aspon ¢iastocne v pozorovacom okne

a n§(W,) je pocet hran, ktoré maji neprazdny prienik s hranicou okna 0Wy.
Alternativny odhad navrhol [Saltykov| (1974). Zatial ¢o odhad ’?g) mobzeme po-

uzit pre konvexné ohranicené okno Iubovolného tvaru, tento odhad ma za pred-

poklad obdlznikové pozorovacie okno W,. Takisto, bunky mozaiky musia byt

dostatocne malé natolko, aby

card {6WA U 8CA7]‘} <2 \V/CAJ' € TX, (31)
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teda aby kazda pretla hranicu okna najviac dvakrat. Za tychto predpokladov
mozeme zadefinovat nasledujici odhad.

R <n§(WA) + nzB(QWA) + 1) , (3.2)

kde n3'(Wy4) je pocet buniek, ktoré st kompletné zahrnuté v pozorovacom okne
a n¥(Wy4) je pocet buniek, ktoré maji neprazdny prienik so stranami obdlZnika
Wy ale nie s jeho rohmi. Plati nasledujuice tvrdenie.

Tvrdenie 39. Odhady ’Ayf) a ”71(42) (za splnenia prislusnych predpokladov) si oba
nestrannymi odhadmi v .

Dokaz. Pre ﬁf) vid [Stoyan a Hermann| (1986, kap. 2) alebo |Chiu a kol.| (2013|
str. 392). Ide o aplikovanie vzorca pre ndhodné uzavreté mnoziny s konvexnymi
zrnami, kde sa pouzije stereologicky vzorec.

Myslienka nestrannosti ’71(42) spo¢iva v tom, Ze celé R? pokryjeme képiami ob-
dlznikového pozorovacieho okna W, a na kazdom napoé¢itame odhad vf) . Bunky,
ktoré spocitame do n4 (W,) sa nachadzaji iba v tomto okne, bunky, ktoré pre-
tina hrana ale nie roh W4 sa zapocitaju v dvoch oknéch, preto musime vydelit
n¥(Wy4) dvomi, a nakoniec kazd4 zo 4 buniek pokryvajicich 4 rohy W, sa vy-
skytne v Styroch oknach, ¢o vysvetluje ¢len 4/4 = 1.

O

Dostali sme teda nestranné odhady pre vsetky charakteristiky, ktoré potre-
bujeme do vety Mame teda hotové stereologické odhady z rezu trojrozmerne;j
Poissonovej-Voronoiovej mozaiky. Tieto si neskor vyskisame aplikovat v simulac-
nej studii.

3.1.4 Testy Poissonovskosti

Dalej by nés mohlo zaujimat, & je pozorovant realizaciu rezu mozaiky v R3
vhodné opisat ako rez Poissonovej-Voronoiovej mozaiky. |Hahn a Lorz (1993))
a \Hahn a Lorz (1994) navrhli niekolko testov s roznymi testovymi Statistikami.
My si predstavime tri, ktoré maji zmysel pre nas model.

Testujeme teda hypotézu Hy proti alternative H4 = — Hy, kde

Hy : Ty patri do triedy Poissonovych-Voronoiovych mozaik.

Prvé dva testy budu zalozené na rozdeleni poctu vrcholov buniek €' ; rezo-
vej mozaiky. Toto rozdelenie je samozrejme nezavislé na intenzite generujticeho
procesu \. Z vety[I§|vieme, Ze pre Siroku triedu norméalnych mozaik nqy = 6. Z em-
pirickej analyzy vsak vyplyva, Ze rozne modely mozaik sa lisia hlavne v rozptyle
rozdelenia poctu vrcholov bunky n 4 9. Teoretickd hodnota rozptylu nie je znama.

Za testovu statistiku teda zvolime vyberovy rozptyl napozorovaného poctu
n?4,20

2 L&

1& 2
N o o
SA,n = E : Na00,i = = E :nA,20,i :
n—1 ni=

T =l
Test budeme zamietat pre prilis velké aj prilis malé hodnoty testovej Statistiky.
Test vie fungovat ako jednostranny test — malé hodnoty rozptylu znacia vacsiu
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regularitu buniek nez pri Poissonovom-Voronoiovom modeli, velké hodnoty zas
mensiu.

Teoretické rozdelenie testovej Statistiky za nulovej hypotézy nie je zndme, bu-
deme teda pracovat s empirickym rozdelenim testovej Statistiky, ktoré ziskame na
zaklade simulacie rezov za nulovej hypotézy. Tomu sa budeme venovat v kapitole
M], kde aj porovname nase vysledky s vysledkami v literature.

Dal$im moznym testom je x*-test dobrej zhody na rozdelenie n .4 59. Formélne
teda testujeme, ¢i data pochadzaju z konkrétneho multinomického rozdelenia
s K kategériami. Pravdepodobnost, Ze ndhodné rezova mozaika vytvorena rezom
Poissonovej-Voronoiovej mozaiky ma k vrcholov oznacime p,, k > 3. Zo zndmeho
predpokladu, aby ocakévand pocetnost np) > 5 pre vietkych K kategérii, zvolime
K=Take{34,...,9}. Polozime p, = P,k =3,...,8 a pg = >4 p,. Kate-
goria k = 9 teda zahfna bunky, ktoré maju 9 alebo viac vrcholov. Tato definicia
nam zaruci, ze 22:3 pr = 1, ¢o je predpoklad testu dobrej zhody na multinomické
rozdelenie.

Formalne teda testujeme p = p9%, kde p = (ps,. .., pg) st pravdepodobnosti
jednotlivych kategérii a p% = (pJ, ..., p3) st predom stanovené hypotetické prav-
depodobnosti jednotlivych kategérii. Tieto nie su teoreticky znédme, preto sa po-
uziju ich odhady na zdklade simuldcie. Tomu sa budeme venovat v kapitole [4]
Testova statistika ma potom tvar

29: (Hy, — npg)Q
k=3 npy ’

kde Hj je pozorovana pocetnost buniek v k-tej kategorii. Tato testova statistika
m4 asymptotické rozdelenie x2. Proti nulovej hypotéze ndm svedéia velké hodnoty
testovej statistiky, teda

zamietame Hy na hladine o < x4 > x&(1 — a),
kde x2(1 — a) znadi (1 — «)-kvantil rozdelenia x2.

Hahn a Lorz (1994) navrhli aj test zalozeny na rozptyle plosnych obsahov
buniek rezovej mozaiky. Pri tomto teste ale musime byt opatrny vo vybere buniek,
ktoré vezmeme do tvahy a zvazit korekciu pripadného okrajového efektu. Tomu
sa budeme venovat pri mozaikich v R? v sekcii kde si odvodime analogicky
test zalozeny na objemoch pozorovanych buniek.

3.2 Statistika na priestorovej mozaike

Teraz sa budeme venovat odhadom charakteristik ndhodnej mozaiky v troj-
rozmernom priestore, na zaklade pozorovania v pozorovacom okne Wy C R3.
Tedria v kapitole [2] ndm poskytla velké mnozstvo vzorcov o strednych hodno-
tach charakteristik mozaiky a jej typickej bunky. My sa na ich zaklade pokusime
opat odhadnut intenzitu generujiceho Poissonovho procesu. Nakoniec skiisime
podobne ako pre rezovii mozaiku odvodif testy toho, ¢i pozorovana realizacia
pochadza z Poissonovej-Voronoiovej mozaiky:.
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3.2.1 Odhady parametrov

Opit sa zameriame na Poissonovu-Voronoiovu mozaiku v R®. Veta [25] nam
poskytla hojné mnozstvo vztahov, ktoré na rozdiel od rezovej mozaiky pouzit
mozeme. Musime ale zvolit také charakteristiky, ktoré budeme vediet vhodne
odhadnut na zédklade pozorovania realizacie v ohrani¢enom okne.

Odhady intenzity

Nasim cielom je odhadnuf intenzitu A generujiceho Poissonovho bodového
procesu. Na zdklade geometrickych charakteristik vytvorime niekolko odhadov

Veta 40. Nech Ty je Poissonova-Voronoiova mozaika v R® generovand staci-
ondrnym Poissonovym bodovym procesom s intenzitou \. Nech &(&’),&S’),iv,@
a § si postupne konzistentné odhady charakteristik v, ~®), ZV, v a s opisanych
v tabulke[2.3. Potom st odhady

3 35 ) ~(0)
Ap = Tl 0.147763\ .
5‘n = %}9’),
< 45VI5 s /1N o8 .3
N = 5 T o7 (3) L2 ~0.07101L2,
1

v T /i\)?

« 32V21. /2\3 1 14.04372
As = I <> P

9 3 52 52

konzistentnygmi odhadmi intenzity \.

Dékaz. Plynie po tprave z vety 25| s vyuzitim vztahu Ly = 7M1y, Konzistencia
vychadza z konzistencie odhadov geometrickych charakteristik a spojitosti pou-
zitych transformacii.

]

Odhady geometrickych charakteristik z celého pozorovacieho okna

Budeme postupovat podobne ako v sekeii [3.1.3] Najprv skisime odhadnif in-
tenzity, na ktoré ne{)otrebujeme ziadnu okrajovi korekciu. Dalej odvodime odhad
podobny odhadu % j ) pre rovinné mozaiky a nakoniec sa zameriame na korekciu
odhadov charakteristik typickej bunky.

Realizaciu ndhodnej teselacie tentokrat pozorujeme v konvexnom ohranice-
nom okne Wy C R3. Pozorovanti mozaiku a jej bunky oznaé¢ime

T‘(} = {O‘O/’j C R3 : C‘D/’j = CvjjﬂWV,CV’j ely; CvgjﬂWV 7é @}

Bunky CY, ; st konvexné kompaktné mnoziny.
Niektoré odhady budeme vediet podobne ako v rovine odhadniit bez potreby
. . . N
okrajovej korekcie. Sem patria odhady 4y,” a Ly
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Intenzita ,y‘(/(} ) opisuje priemerny pocet vrcholov na jednotkovy objem. Odhad-

nuf ho mozeme jednoducho pomocou prirodzeného odhadu

fAy(o) _ v

kde ngy je pocet vrcholov Ty, pozorovanych vo vnutri okna Wy .

Hustotu Ly vieme vyjadrit ako priemernd dlzku hrén v jednotkovom objeme.
TG mozeme takisto odhadnit jednoducho pomocou celkovej dizky hrén v okne
Wy, ktoru oznacime [(Wy) ako

5 I(Wy)
Ly = .
Yy

Na odhad intenzity buniek nam uz takyto jednoduchy odhad stacit nebude.
My v tejto praci vyrobime odhad 7‘(,3 ) inspirovany odhadom v R2. Musime
teda zaviest dodatocné podmienky; pozorovacim oknom Wy musi byt kvader
v R? a podmienku mozeme v R? formulovat tak, Ze poZzadujeme aby OWy U

v ; bola pre vsetky bunky CY, ; € Ty stvisld mnoZina. S tymito podmienkami
zadefinujeme odhad

~(3) 1 A
0%
Tv (nv( v) + 5 1

ny(Wy) | ng(Wy) )
T + +1], (3.3)
kde ni(Wy) je pocet buniek, ktoré lezia kompletne vo vnutri Wy, nE(Wy) je
pocet buniek, ktoré maju neprazdny prienik s boénymi stenami okna Wy, ale nie
jeho hranami a n$(Wy ) pocet buniek, ktoré majt neprazdny prienik s hranami
okna Wy, ale nie s jeho rohmi.

Tvrdenie 41. Za splnenia prislusnijch predpokladov si odhady ’79),ZALV a ’y(?’)
nestrannymi odhadmi parametrov v, Ly, a ~©).

Dokaz. Pre odhady %9) a Ly plynie priamo z definicie charakteristik a sposobu
odhadovania.

Myslienka nestrannosti (3.3) spoc¢iva v tom, Ze ked si képiami pozorovacieho
okna Wy, pokryjeme cel realizaciu Ty, v R3, tak bunky celé vnitri jedného pozo-
rovacieho okna prispeji poc¢tom iba do tohto okna, bunky, ktoré deli stena dvoch
okien, ale nie hrana, budu zapocitané v dvoch oknéach, ktoré ta stena deli, bunky,
cez ktoré prechddza hrana okna prispeju do 4 okien a kazda z 8 buniek, ktoré
v sebe obsahuji roh pozorovacieho okna prispeje do 8 okien, ktoré sa v danom
rohu stretavaju.

m

Odhady charakteristik typickej bunky

Pri odhade intenzit sme mohli postupovat viacmenej priamociaro. Nestran-
nost odhadov spocivala v tom, zZe islo o intenzity stacionarneho procesu castic
k-stien mozaiky a ich realizdciu sme mohli pozorovat v celom Wy.. Pri odhade
charakteristik typickej bunky uz vSak musime postupovat sofistikovanejsie. Ne-
vieme totiz ako celd taka bunka vyzera a ako velmi by sme museli skélovat odhad
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napocitany len na tej jej casti, ktord sa nachadza vnutri pozorovacieho okna.
Preto do odhadu pouZijeme iba také bunky CY, ; € Ty, ktoré spltiaju Cy; € Wy.
Ich pocet oznacime N, (Wy) = EC%GT{} ]l[c;;’jng] a tento zmenseny V}'fbe
oznacime Ty, = {CY,; € Ty, : O ; € Wy}

Takto zmenSeny vyber mame ilustrovany na obrazku [3.1] Ide o realizéciu
Poissonovej-Voronoiovej mozaiky s intenzitou A = 300, avsak zameriavame sa len
na bunky, ktoré si celé v pozorovacom okne.

Obr. 3.1: Ilustracia zmenseného vyberu 7y, na Poissonovej-Voronoiovej mozaike
s intenzitou generujuceho procesu A = 300.

Ak chceme odhadovat E f(Z) pre nejaka translacne invarianti funkciu f ty-
pickej bunky Z, t.j. f(K+xz) = f(K) pre vietky konvexné kompaktné K a x € R3,
mohlo by nas napadnit pouzit

1

=N Z f(C\o/ ')]I[CO CWy]-

Ny (Wy) Cy. €Ty ! i
Tento odhad ale bude vychyleny, a to z dévodu, ze vacsie bunky maji mensiu
sancu byt zahrnuté do vyberu. Tento problém, tzv. vychylenie pri priestorovom
vzorkovanﬂ je sprievodnym javom pri modeloch, kde pravdepodobnost pozoro-
vania objektu zavisi na jeho velkosti. Toto vychylenie sa da napravit tak, ze sa
zavedie tzv. Horvitzov-Thompsonov odhad, kde sa kazdy pozorovany objekt vazi
kvantitou analogickou k prevratenej pravdepodobnosti vyberu

ey )

ZC"’ €Ty W 1 co  CW;
— L oce ‘ [ V,j= V]
HT(f) = =———F :

2 R = (3.4)
C‘O/sjET‘(} |WVGC‘O/’J.‘ [OVVjQWV]

kde We C ={z: 2+ C C W} je tzv. eréziaﬂ okna W bunkou C.

*

anglicky je proces takéhoto vyberu oznacovany ako minus-sampling T anglicky spatial sam-
pling bias % anglicky erosion
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Tvrdenie 42. Nech [ je translacne invariantnd funkcia, ako je uvedené vyssie.
Potom HT(f) je podielovo nestranny odhad E f(Z), teda hodnoty funkcie f na
typickej bunke Z (t.j. bunka s rozdelenim Q) ; pouzivame znacenie definicie @)

Dékaz. Vid Flimmel a kol| (2020, Veta 2.1).
0

S takto zadefinovanym odhadom uz nemame problém zvolit odhady © a § vo
vete [40] Na objem aj povrch kazdej bunky, ktord bude vstupovat do vypoctu,
aplikujeme korekciu Horvitzovym-Thompsonovym odhadom.

3.2.2 Testy Poissonovskosti

Posledny krok statistickej analyzy na priestorovych mozaikach ktory spra-
vime, bude odvodenie testov, ¢i je pozorovand mozaika realizaciou Poissonovej-
Voronoiovej mozaiky v R3. Navrhneme tri rozne testy, ktoré potom vyskiSame
v simulacnej studii.

Opit teda testujeme hypotézu H, proti alternative Hy = = Hy, kde

Hy : Ty patri do triedy Poissonovych-Voronoiovych mozaik.

Prvé dva testy budi zaloZené¢ na pocte ni, 5, faziet buniek CYy, ;. Rozdelenie tohto
poctu je nezavislé na intenzite A. Teoretické rozdelenie tohto po¢tu zname nie je,
skima sa len empiricky. Prva testova statistika bude zaloZzena na jeho rozptyle;
postavime ju ako vyberovy rozptyl napozorovaného poctu nf; 3,

1 & 1 2
2 o o o
SV,n_7§: nv,32,i_*§:nv,32,i .
n—1 ni=

=1

Teoretické rozdelenie testovej statistiky za nulovej hypotézy nie je zname, budeme
pracovat s jeho empirickym rozdelenim, ktoré ziskame simulaciou.

Test zamietame pre prilis malé aj prilis velké hodnoty testovej Statistiky. Jej
malé hodnoty svedc¢ia o mozaike, ktorej bunky st regularnejsie, nez za nulovej
hypotézy, velké hodnoty zas o mensej regularite. Takto moze test fungovat aj ako
jednostranny test na regularitu buniek zachyteni poctom ich faziet.

Dals$im kandidatom je y2-test dobrej zhody na rozdelenie ny 35, ktoré pred-
pokladame ako multinomické s vopred danymi pravdepodobnostami jednotlivych
K kategorii. Pravdepodobnost, Zze bunka nahodnej Poissonovej-Voronoiovej mo-
zaiky ma k fazet oznacime py .k > 4. Z predpokladu x2-testu na ocakavané
pocetnosti np&k > 5 pre vSetky kategorie niektoré kategérie zlicime. Zvolime
K =11,k € {10,11,...,20} a polozime

10 o)
pvk =Dy k=11,...,19, pvio=> bvi Pvi20= Y Dk
k=4 k=20

Tato volba ndm zarudi korektne definované pravdepodobnosti py ; pre x>-test aj
splnenie jeho predpokladov.
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Formélne teda ide o test p = pY,, kde p = (pio, - --,p20) a Py = (1%, - - -, %)
st predom stanovené pravdepodobnosti jednotlivych kategorii. Tieto nepozname
teoreticky, ale ziskame ich simulaciou. Testova Statistika ma tvar

20 (Hk—npo )2
Xv =

0
k=10 NP

)

kde Hj, je pozorovand pocetnost buniek v k-tej kategérii. Asymptotické rozdele-
nie xi- je x3o. Tento test nevieme na rozdiel od testu s testovou Statistikou Sy, ,,
vyrobif ako jednostranny test. Proti nulovej hypotéze nam svedcia velké hodnoty
X3, zamietame ju prave vtedy, ked x3 > x3,(1 — ), ¢o znadi (1 — a)-kvantil
rozdelenia Y.

Posledny test, ktory navrhneme, je zalozeny na rozptyle objemov uvazovanych
buniek. Pre jeho prakticku realizaciu je dolezité, aby sme boli schopni merat tento
objem, ¢o vSak pri nasej simulacii nebude problém. Hahn a Lorz (1994) navrhli ob-
dobny stereologicky test zalozeny na plosnych obsahoch buniek s nasimulovanym
emprickym rozdelenim testovej statistiky, avSsak nevenovali pozornost pripadnym
okrajovym korekciam. My sme si v sekcii predstavili uzito¢ny sposob ta-
kejto korekcie, preto si takyto test odvodime teraz. Budeme predpokladat, zZe
pracujeme s uz zmensenym vyberom 77, .

Testovou statistikou bude variac¢ny koeficient objemov typickej bunky Z, ktory

je rovny
\/var|Z| B $ E|Z[? L
E|Z| I
Oznac¢me j1; Horvitzov-Thompsonov odhad pre f(C) = |C| a fi, odhad

pre f(C) = |C|?* zaloZeny na pozorovani Ny, = n buniek mozaiky vo vybere T, .
Potom mdézeme odhadnit variacny koeficient |Z| ako

A

Ha
(7y)?
Toto vyjadrenie pouzijeme ako testovi statistiku C,,.
Jej rozdelenie za nulovej hypotézy nie je zname, budeme pracovat s empiric-
kym rozdelenim, ktoré ziskame simuldciou v kapitole [l Test budeme zamietat

pre prilis velké aj malé hodnoty testovej statistiky. Podobne ako test s testovou
statistikou S‘%’n vie poslizit ako jednostranny test na regularitu buniek mozaiky.

— 1.

Mnozstvo statistickych vysledkov ktoré sme ziskali na priestorovych mozai-
kach, sa pokusime overif na simulacnej studii v poslednej kapitole.
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4. Simulaéna studia

V poslednej kapitole prace si vyskisame statistické met6édy predstavené v tre-
tej kapitole. Najprv si zhrnieme vysledky v uz existujucej literatire, predstavime
si spOsob realizacie nasej simulécie a nakoniec sa pozrieme na vysledky pre rezové
mozaiky aj pre mozaiky v R3.

4.1 Doterajsie vysledky

Z teoretického hladiska existuje mnozstvo prac, ktoré sa venujui geometrickym
charakteristikdAm Poissonovej-Voronoiovej mozaiky. Vacésina tychto vysledkov sa
vsak dotyka iba strednych hodnot, pripadne druhych momentov jednotlivych cha-
rakteristik. Pre statisticku inferenciu na bunkach mozaik je vSak ziadtce poznat
viac vlastnosti, a to hlavne pre Poissonovu-Voronoiovu mozaiku, stc zakladnym
modelom medzi mozaikami. Na to je ale nutné zvolif pristup pocitacovej simula-
cie. Spomenieme tie najvyznamenjsie prace z tejto oblasti.

Pre rovinné mozaiky je vyznamny clanok Hinde a Miles| (1980]). Autori si-
mulovali 2000000 rovinnych Poissonovych-Voronoiovych buniek a sktmali ich
rozdelenie. Pre mozaiky v R3? je prvym milnikom §tidia v ¢lanku Kumar a kol.
(1992), kde sa skumali Statistické vlastnosti tychto mozaik na vzorku 358000
buniek.

Najnovsou velkou studiou, z ktorej vysledkami budeme niektoré nase vysledky
porovnavat, je praca v ¢lanku [Tanemural (2003). Autor simuloval 10000000 ro-
vinnych a 5000 000 priestorovych Poisson-Voronoiovych buniek. Ako hodnoty hy-
perparametru intenzity generujiceho Poissonovho procesu zvolil 200 pre rovinny
a 500 pre priestorovy pripad. Analyzované bunky boli vytvarané ako Voronoiova
bunka centralneho bodu nagenerovaného realizaciou stacionarneho Poissonovho
bodového procesu. Po vzoru autorov Hinde a Miles (1980) sa rozdelenie velkosti
buniek pokiisil autor aproximovat zovseobecnenym gamma rozdelenim, t.j. odha-
doval parametre a, b, c > 0 hustoty tohto rozdelenia

abc/a

I(c/a)

Co sa tyka vysledkov na rezoch trojrozmernych mozaik, vyznamné vysledky
st prezentované v ¢lanku [Hahn a Lorz| (1994)), kde je zhrnuta praca z niekolkych
predchadzajucich ¢lankov oboch autorov. Autori zvolili okno tak, aby mali v reze
priemerne pocty napozorovanych buniek rovné (postupne) 50,100, 150, 200. Na
takto nasimulovanych realizaciach postupne testuji odhady intenzity A a skimaju
rozdelenie testovych sStatistik testov Poissonovskosti.

f(zla,b,c) = 1t exp{—bz"}.

4.2 Realizacia simulacie

Na generovanie mozaik pouzivame slobodny program Neper (Quey a kol.
(2011))), siritelny pod podmienkami licencie GNU GPL. Na strdnke softvérif je
dostupné verzia 4.2.0 tohto programu. Pri generovani Poissonovych-Laguerrovych

* |https://neper.info/index.html
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mozaik z vopred urcenych vah generatorov sme ale narazili na chybu v programe
pri orezavani tychto buniek, s ¢im sme autora kontaktovali, na ¢o on néasledne vy-
dal opravent verziu programu. Pre spravne generovanie orezanych Poissonovych-
Laguerrovych mozaik podla skriptu, ktory je prilohou prace, je teda potrebna
aspon verzia 4.2.1-5, ktord je zatial zverejnena iba na GitHube autora[?|

4.2.1 Volba hyperparametrov

Programom sme generovali trojrozmerné mozaiky s intenzitami generujiceho
Poissonovho procesu A postupne A = 200, 300,500. Pre kazda z intenzit sme
nagenerovali tisic mozaik.

Zo spOsobu generovania mozaiky plynie, Ze body mimo pozorovacieho okna
ovplyvnuju tvar buniek vo vnitri. Na korekciu tohto okrajového efektu sme zvolili
nasledujici postup. Mozaiku sme nagenerovali v kocke [0,1.2] x [0, 1.2] x [0, 1.2]
a nasledne jej okraje odrezali a uvazovali iba kocku [0.1,1.1] x [0.1,1.1] x [0.1, 1.1].
To nam dalo |[Wy| = 1 a nésledne pre rezy tohto pozorovania tiez |W4| = 1. Sa-
motny program Neper vie pre kazdi nagenerovanti bunku posudit, ¢i moze byt
ovplyvnena bunkami, ktoré by boli generované mimo pozorovacieho okna. Na toto
je zvolené kritérium, aby vzdialenost medzi generatorom bunky a jej fTubovolnym
vrcholom bola mensia nez najmensia vzdialenost medzi vrcholom bunky a oWy, .
Pri sledovani rozdeleni trojrozmernych buniek sme sa zamerali aj na bunky spliia-
juce prave toto kritérium, avsak dostali sme menej robustné vysledky. Navyse tato
korekcia meni charakter pozorovacicho okna a je tak tazsie urcit korekciu (13.4)).

Rezy sme vytvarali pre 100 buniek pre kazdu z intenzit A\. Na kazdej rezanej
mozaike sme vytvorili 10 rovnobeznych rezov v rovnakej vzdialenosti od seba,
rovnobeznych aj so stenou pozorovacieho okna.

Samozrejme, nagenerované bunky v ramci jednej mozaiky (celej aj rezovej)
si vzajomne zavislé. Z dovodu stacionarity podkladového Poissonového bodo-
vého procesu je vsak tato zavislost zanedbatelna, vid aj diskusia v [Hinde a Miles
(1980).

Na overenie sily testov modelu Poissonovej-Voronoiovej mozaiky sme ako al-
ternativu pouzili Poissonove-Laguerrove mozaiky s intenzitou generujiceho pro-
cesu A € {500,1000}, kde sme zvolili dve rozdelenia véh:

1. dvojatémové rozdelenie A(sy, sq, p), t.j. pravdepodobnostné rozdelenie, kto-
rého nosi¢ miery je iba dvojprvkova mnozina {sy, s2} a kde sa hodnota s,
nadobida s pravdepodobnostou p a hodnota s, s pravdepodobnostou 1 — p,
a to pre s; = 0.01, s, € {0.1,0.2,0.3} a p € {0.1,0.5,0.9},

2. rovnomerné rozdelenie U(a,b), kde a = 0.01 a b € {0.1,0.2,0.3}.

Vahy sme nagenerovali s vyuzitim softvéru R(R Core Team (2021)) a predali sme
ich programu Neper ako argument. Véhy z rozdelenia U(0.01,0.1) a A(0.01,0.1, p)
sliazia ako model Laguerrovych mozaik, ktory sa velmi nelisi od Poissonovej-
Voronoiovej mozaiky. Rozdelenia U(0.01,0.3) a A(0.01,0.3,p) vsak uz vytvoria
bunky markantne roznych velkosti. Na obrazku si porovname niekolko reali-
zacil Poissonovej-Laguerrovej mozaiky pre viacero z uvedenych rozdeleni.

* https://github.com/rquey/neper
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(e) A(0.01,0.3,0.5) (f) A(0.01,0.3,0.9)

Obr. 4.1: Realizacia Poissonovej-Laguerrovej mozaiky pre rozne rozdelenia vah
generatorov. Pre so = 0.03 aj b = 0.03 si mézeme vSimnuf vacsiu nepravidelnost
buniek aj rozny vyskyt malych zin.
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4.2.2 Sposoby vypoctu

Pomocou programu Neper sme pre kazdi nagenerovant mozaiku vytvorili st-
bor so statistikami pre vrcholy, bunky, hrany a fazety. Na zaklade tychto stiborov
sme potom prostrednictvom skriptu v programovacom jazyku Python (Van Ros-
sum a Drake (2009)) napocitali jednotlivé odhady a testové Statistiky.

Pozorovacie okno bolo vzdy zvolené tak, aby bolo kvddrom (konkrétne kockou)
a aby boli jeho steny rovnobeiné s kartezidanskymi osami stradnic v R3. Vdaka
takejto realizacii sme jednak mohli pouzit odhady a , a takisto nam
to umoznilo jednoduchy vypocet vah [Wy & C| pre odhad (3.4). Vdaka tomu, ze
Wy je kvader, tak aj erdzia Wy & C' bude kvader, kde velkost jednotlivych stran
bude velkost prislusnej strany Wy zmensend o sirku bunky C' v prislusnej osi.
Kedze nés zaujima velkost |Wy & C, této je potom jednoducho stcinom velkosti
jednotlivych stran.

Vsetky skripty pouzité na generovanie mozaik v programe Neper a na vypocty
pomocou jazyka Python st prilohou tejto prace. Priloha obsahuje aj kratke vy-
svetlenie funkcionality jednotlivych skriptov.

4.3 Vysledky simulacie

4.3.1 Stereologické vysledky

Najprv sa pozrieme na vysledky simulacii na mozaikach, ktoré vznikli rezom
priestorovej Poissonovej-Voronoiovej mozaiky. Zaéneme skiimanim rozdelenia po-
¢tu vrcholov rezovej bunky, kedZe toto potrebujeme neskor pri y2-teste.

Rozdelenie poc¢tu vrcholov rezovej mozaiky

Pri vybere buniek zvolime konzervativny pristup a rozdelenie odhadneme iba
z tych buniek orezaného pozorovacieho okna, ktoré maju prazdny prienik s jeho
hranicou. Z 265 785 rezovych buniek nam tak ostane 151 433 na analyzu rozdelenia
poc¢tu vrcholov. Kumulativne pocty a prislusné relativne pocetnosti si zhrnuté
v tabulke [4.1] Rozdelenie je zndzornené aj na histograme na obrazku [4.2]

Ak napocitame priemerny pocet vrcholov buniek a upravime ho korekciou
Horvitzovho-Thompsonovho odhadu, dostaneme hodnotu 5.99, ¢o je v zhode
s tvrdenim vety , ze ngg = 6 pre normélne mozaiky (pre pripomenutie, re-
zové mozaika spliia podmienku normality). Bez pouzitia korekcie by sme dostali
hodnotu 5.83.

Na zéklade ziskaného rozdelenia mézeme vytvorit p% pre test s testovou Sta-
tistikou x%. Pripominame, Ze bunky s viac neZ deviatimi vrcholmi sa zbieraji do
spolocnej kategoérie. Tento vysledok porovname s hodnotami, ktoré dostali autori
¢lanku Hahn a Lorz| (1994).

Vidime podobné, ale nie tplne rovnaké ¢isla. Pre test dobrej zhody budeme
pouzivat c¢isla z nasej simuldcie.
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Pocet vrcholov  Pocet pozorovani Relativna pocetnost

3 11775 0.07776
4 23338 0.15411
5 32248 0.21295
6 33486 0.22113
7 26 068 0.17214
8 14 826 0.09790
9 6616 0.04369
10 2257 0.01490
11 639 0.00422
12 150 0.00099
13 23 0.00015
14 6 0.00004
15 1 < 0.00001

Tabulka 4.1: Kumulativne a relativne pocetnosti pozorovani rezovych buniek
podla poctu vrcholov.
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Obr. 4.2: Histogram rozdelenia poc¢tu vrcholov buniek v nasimulovanych
rezovych mozaikach. Priemernd hodnota upravena korekciou odhadu (3.4) vysla
5.99. Teoretickd hodnota tohto priemeru je rovna 6.

Odhady intenzity

Teraz si porovname jednotlivé odhady 5\0, 5\2, AL - Odhad parametru A, zalo-
zeny na odhade f?f) budeme oznacovat \s a ten vychadzajuici z odhadu ,71(42) zas .
Vyberové priemery, smerodajné odchylky (oznacované SSD) a stredné Stvorcové
chyby (oznacované MSE) odhadov st zosumarizované v tabulke

Mézeme pozorovat veelku rovnomerné vysledky medzi jednotlivymi odhadmi.
Odhad na zaklade dlzky tsetick déva najpresnejsie, no mierne rozptylenejsie vy-
sledky. Odhad zalozeny na ﬁ) je hlavne pre vacsie intenzity kladne vychyleny.
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Nasimulované pravdepodobnosti pre x2-test

Pocet vrcholov z nasej simulacie z literatary
3 0.0778 0.0631
4 0.1541 0.1358
5 0.2130 0.2047
6 0.2211 0.2273
7 0.1721 0.1837
8 0.0979 0.1104
>9 0.0640 0.0750

Tabulka 4.2: Odhady teoretickych pravdepodobnosti kategorii poc¢tov vrcholov
rezovych buniek a ich porovnanie s ¢lankom Hahn a Lorz (1994)).

Intenzita generujiceho bodového procesu

A =200 A =300
Odhad Priemer SSD MSE Priemer SSD MSE
5\0 190.21 28.43 903.36 296.51 39.38 1561.65
5\2 204.06  29.03 858.48 312.39 39.94 1747.26
Ao 192.09 28.45 871.26 298.55 39.34 15H48.45
/\LA 194.59 29.78 915.72 299.15 41.12 1690.08
A =500
Odhad Priemer SSD MSE

Mo 501.10  52.59 2764.92

/~\2 520.13 53.21 3234.92

Ao 503.69 52.65 2783.21

AL, 503.42 55.43 3080.56

Tabulka 4.3: Porovnanie odhadov intenzity A na zaklade geometrickych
charakteristik rezovej mozaiky z hladiska vyberového priemeru, smerodajnej

odchylky (SSD) a strednej Stvorcovej chyby (MSE).

V praxi by sme preto volili odhad na zaklade toho, ktori geometrickt charak-
teristiku vieme z rezu najlahsie odhadnit. Ak vieme prakticky zmerat dizky hran
dnu v pozorovacom okne, zvolili by sme odhad AL - Ak mame obmedzené moz-
nosti, je samozrejme vhodny odhad 5\0, pretoze nan staci poc¢itat vrcholy. Ak by
sme si mali vybrat spomedzi dvoch odhadov, pri ktorych musime korigovat okra-
jové efekty, zvolili by sme odhad Ao zalozeny na odhade ﬁf) podla knihy Saltykov
(1974). Celkovo pozorujeme relativne vysoké hodnoty strednej Stvorcovej chyby.
To stihlasi s intuiciou, Ze odhadujeme intenzitu v R? na zédklade pozorovania v R,
preto su odhady intenzity znacne rozptylené.
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Testové statistiky

Na koniec stereologickej casti nam ostava pozriet sa na testové statistiky na-
vrhnutych testov Poissonovskosti. Pozrieme sa na empirické rozdelenia testovych
statistik, tie porovname s literatirou a pri teste dobrej zhody s teoretickym
asymptotickym rozdelenim. V tabulke [4.4] sa pozrieme na odhadnuté kvantily
testovej Statistiky 5124,71- Tieto si porovname s vysledkami z ¢lanku [Hahn a Lorz

(1994).

n 0.01 0.025 0.05 0.1 09 095 0975 0.99

33 1.403 1.599 1.776 1.992 3.903 4.354 4.617 4.960
47 1.591 1.735 1.915 2.091 3.727 4.031 4.207 4.554
70 1.828 1.967 2.077 2200 3.569 3.756 3.922 4.257

50 1.586 1.760 1.923 2.121 3.786 4.073 4.322 4.706

vysledky 100 1.912 2.042 2.174 2.314 3.504 3.695 3.872 4.116
clanku 150  2.068 2.209 2.301 2415 3.376 3.534 3.682 3.843
200 2,180 2.287 2372 2472 3.300 3.441 3.556 3.703

nasa
simulacia

Tabulka 4.4: Simulaciou odhadnuté kvantily testovej Statistiky thn a ich
porovnanie s vysledkami ¢lanku Hahn a Lorz (1994)).

Vidime podobné vysledky. Na zdklade tychto kvantilov mézeme potom roz-
hodnut o zamietnuti hypotézy Poissonovskosti.

Teraz sa pozrieme na test dobrej zhody s testovou Statistikou x%. V tabul’ke
sa pozrieme na porovnanie nami dosiahnutych empirickych kvantilov s kvantilmi
teoretického asymptotického rozdelenia. Na obrazku porovnavame konvergen-
ciu empirickej distribuc¢nej funkcie hodnot nasej testovej statistiky s distribucnou
funkciou rozdelenia 2.

o)
0.01 0.025 0.05 0.1 09 095 0975 0.99

empirické kvantily 0.73 1.05 1.38 1.83 9.50 11.35 13.36 16.14
kvantily x2 087 124 164 220 10.64 1259 1445 16.81

Tabulka 4.5: Simuldciou odhadnuté kvantily testovej Statistiky x4 a ich
porovnanie s teoretickymi kvantilmi asymptotického rozdelenia.

Vidime mierny posun oproti distribuc¢nej funkecii asymptotického rozdelenia.
S rasticim poctom pozorovani buniek sa vsak ale tento rozdiel zmensoval.

4.3.2 Vysledky na priestorovej mozaike

Na tuplny koniec sa pozrieme na kvalitu odhadov a testov, ktoré sme sami
odvodili v tretej kapitole pre pozorovanie trojrozmernej mozaiky.
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Obr. 4.3: Porovnanie konvergencie empirickej distribuc¢nej funkcie
nasimulovanych hodnot testovej Statistiky x% a distribuc¢nej funkcie rozdelenia

Xe-

Rozdelenie vybranych charakteristik

Skimali sme rozdelenie poctu faziet bunky, jej objem a povrch. Podobne ako
pri rezovych bunkach sme zvolili konzervativny pristup a uvazovali iba bunky;,
ktoré sa celé nachddzaju v orezanom pozorovacom okne CY, ; C Wy . Takto ndm
z povodnych 1619 186 buniek ostalo 496 406 na analyzu rozdelenia.

Kumulativne pocty napozorovanych buniek podla poctu faziet a im prislusné
relativne pocetnosti si zosumarizované v tabulke . V poslednom stipci pre
porovnanie uvddzame vysledky relativnej pocetnosti z ¢lanku [Tanemura| (2003).
Rozdelenie tohto poc¢tu pre nami nasimulované bunky je zobrazené aj v histo-
grame na obrazku 4.4}

Ak napocitame priemerny pocet faziet v pozorovanych bunkach a upravime ho
pomocou korekcie Horvitzovho-Thompsonovho odhadu , dostaneme hodnotu
15.49. Bez pouzitia korekcie je vyberovy priemer rovny 15.29. Ocakavana hodnota
tohto poctu je podla vety [25| rovna priblizne 15.54, preto povazujeme vysledky
za dobré.

Na zaklade napocitanych relativnych pocetnosti moézeme teraz vytvorif vek-
tor pY, pre test Poissonovskosti s testovou Statistikou x#. Hodnoty pre prislusné
kategorie st uvedené v tabulke [1.7] Pripominame, Ze pocty faziet < 10 a > 20 sa
zgrupuju do dvoch samostatnych kategorii.
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Rel. pocetnost

Pocet faziet Pocet pozorovani Rel. pocetnost (Tanemural (2003))

4 0 0 0.000001

5 25 0.000050 0.000040

6 208 0.000419 0.000345

7 1051 0.002117 0.001726

8 3428 0.006906 0.005917

9 8766 0.017659 0.014979
10 17189 0.034627 0.030806
11 28821 0.058059 0.052465
12 41363 0.083325 0.077278
13 22377 0.105512 0.099579
14 28679 0.118389 0.115061
15 60203 0.121278 0.120151
16 56142 0.113097 0.114984
17 48299 0.097297 0.100989
18 38742 0.078045 0.082702
19 28707 0.057830 0.063011
20 20049 0.040388 0.045003
21 13254 0.026700 0.030148
22 8203 0.016525 0.019170
23 4938 0.009948 0.011629
24 2848 0.005737 0.006697
25 1604 0.003231 0.003616
26 778 0.001567 0.001906
27 338 0.000681 0.000958
28 161 0.000324 0.000471
29 90 0.000181 0.000206
30 27 0.000054 0.000092
31 19 0.000038 0.000046
32 2 0.000004 0.000016
33 3 0.000006 0.000006
34 2 0.000004 0.000003
35 0 0 0.000001
36 0 0 0.000001

Tabulka 4.6: Kumulativne a relativne pocetnosti pozorovani priestorovych
buniek podla poctu ich faziet.

V dalsom kroku sa zameriame na rozdelenie objemov a povrchov buniek. Bu-
deme skumaft tzv. redukovany objem a redukovany povrch, t.j. statistiky
v, = A°,
Sy = Aig®,

kde v° a s° st napozorovany objem a povrch bunky. Podla vety totiz plati
E[v,] =1 a E[s,| =~ 5.821. Vyberové priemery redukovanych objemov a povrchov
nasich buniek vysli rovné 0.961 a 5.678. Ak sme vSak redukovany objem a povrch
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Obr. 4.4: Histogram rozdelenia poc¢tu faziet buniek v nasimulovanych
priestorovych mozaikach. Priemernd hodnota upravena korekciou odhadu ((3.4))
vysla 15.49. Teoretickd hodnota tohto priemeru je rovna 15.54.

Pocet faziet Nasimulované pravdepodobnosti pre y-test

<10 0.0618
11 0.0580
12 0.0833
13 0.1055
14 0.1184
15 0.1213
16 0.1131
17 0.0973
18 0.0780
19 0.0578

> 20 0.1054

Tabulka 4.7: Odhad teoretickych pravdepodobnosti kategérii poctu faziet

priestorovych buniek. Vidime, ze zoskupenie buniek s poc¢tom faziet do 10

a od 20 nam zabezpecilo dostatocne velké hodnoty pravdepodobnosti prve;
a poslednej kategorie.

odhadli pomocou odhadu , dostali sme hodnoty 0.997 a 5.813. Vysledky teda
povazujeme za dobré a vidime, ze korekcia pripadu, pri ktorom sa zameriavame
iba na bunky cele vnutri pozorovacieho okna, dava zmysel.

Rozdelenie redukovaného objemu a redukovaného povrchu je zobrazené aj na
histogramoch na obrazku Pri oboch histogramoch je zobrazeny aj jadrovy
odhad hustoty.

o6



1.0/

1.5 q

RN

Hustota

044

0.24

0.0

T T T T T
0 1 2 3 1

Redukovany objem

0.25 4

0.20 4

01.15 4

Hustota

.10 4

005 4

0.00

T T T T T T T T
0 2 4 G 8 10 12 14
Redukovany povreh

Obr. 4.5: Rozdelenie redukovaného objemu a redukovaného povrchu
nasimulovanych priestorovych buniek spolu s jadrovym odhadom hustoty.

Odhady intenzity

Teraz si porovname jednotlivé odhady 5\p,5\n, 5\1,:\1,, As 7 vety . Vyberové
priemery a smerodajné odchylky (oznacované SSD) jednotlivych odhadov st zo-
sumarizované v tabulke (4.8

Pozorujeme vcelku dobré vysledky odhadov. Kvalita odhadov, hlavne tych za-
lozenych na geometrickych charakteristikdch pozorovanych v celom pozorovacom
okne, sa zlepsuje s rasticim poc¢tom analyzovanych buniek, pre mensie pocty su
tieto odhady mierne zaporne vychylené. Najpresnejsie, i ked trochu rozptylenej-
sie odhady st zalozené na odhadoch charakteristik typickej bunky. Na presnosti
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Intenzita generujiceho bodového procesu

A = 200 A = 300
Odhad Priemer SSD MSE Priemer SSD MSE
5\p 186.43 12.26 334.37 289.36 14.89 334.67
S\n 188.85 12.18 272.49 294.08 14.72 251.61
5\1 190.30 12.17 242.12 293.15 14.68 262.44
5\,, 201.97 18.05 329.27 301.25 20.54 422.90
5\3 201.39 17.69 314.37 300.83 20.16 406.78
A = 500

Odhad Priemer SSD MSE

A 493.34 2043 461.56
An 501.50  20.17 408.84
N 496.11  20.50 434.82
Mo 500.52  27.78 771.35
A 500.10  27.47 753.81

»

Tabulka 4.8: Porovnanie odhadov intenzity A na zdklade geometrickych
charakteristik mozaiky v R?® z hladiska vyberového priemeru, smerodajnej
odchylky (SSD) a strednej Stvorcovej chyby (MSE).

odhadov vidime, ze volba korekcie pomocou Horvitzovho-Thompsonovho odhadu
bola vhodnéa. V porovnani s tabulkou vidime podstatne mensie hodnoty
strednej stvorcovej chyby. To sihlasi s intuiciou, ze odhad parametru mozaiky
v R3 na zéklade trojrozmerného pozorovania je presnejsi a menej rozptyleny, nez
jeho odhad zalozeny na pozorovani na dvojrozmernom reze.

V praxi by sme zvolili odhad podla spdsobu prevedenia experimentu. Ak by
sme z analyzy (napr. pomocou p4CT) nemali problem merat objemy alebo povrchy
vnutornych buniek, zvolili by sme odhad A alebo \,. Ak by sme vedeli samotné
bunky iba rozlisovat, pouzit by sme samozrejme mohli iba odhady )\ alebo \,.
Pre presnost tychto odhadov by vsak bolo idedlne, aby sme pozorovali aspon 500
buniek na jednotkovy objem.

Kvalitu odhadov si este vyskusame na datach, ktoré nie si vygenerované
z Poissonovho-Voronoiovho modelu. Vytvorili Laguerrove mozaiky, kde sme zvo-
lili rozdelenie vah generatorov bud dvojatémové alebo rovnomerné s réznymi pa-
rametrami, kde intenzity generujiceho procesu boli postupne 500 a 1000. Pre
konkrétnu volbu hyperparametrov vid sekcia [£.2.1] Vyberové priemery odhadov
st zhrnuté v tabulkéch (4.9 a [4.10]

Vidime, Ze pre tie Laguerrove mozaiky, ktoré stale mozeme povazovat za cel-
kom regularne, vychadzaju odhady celkom presne. Az pre mozaiky s velkymi
rozdielmi vo velkosti buniek, ¢o je napr. pre rozdelenie vah A(0.01,0.3, p) sa kva-
lita odhadov podstatne zhorsuje. S klesajicou regularitou mozaiky teda skutocne
pozorujeme klesajucu kvalitu odhadov.
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Vrchna hranica pre rovnomerné rozdelenie

b=0.1 b=0.2 b=0.3

Intenzita generujiceho procesu

Odhad A =500 A=1000 A=500 A=1000 X=500 A=1000
5\p 494.65  997.88 49412 995.52 475.45 916.99
An 502.72 1012.30 502.52 1012.81 495.03 973.39
A 497.43  999.11 496.05  993.61 468.03 873.42
Ao 502.78  997.27 499.49 1000.91 496.16 964.17
A 502.70  997.05 501.09 1006.56 521.15 1072.65

»

Tabulka 4.9: Porovnanie odhadov intenzity A na zaklade geometrickych
charakteristik Laguerrovej mozaiky s rovnomernym rozdelenim vah U(0.01,b),

teda iného modelu, nez bol pouzity pri odvodzovani odhadov.

Hodnota atomu dvojatémového rozdelenia

s=0.1

s=0.2

s=20.3

p Odhad

Intenzita generujiceho procesu A

200 1000

500 1000

200 1000

PEID SN
=

3

0.1

> d>/> S

v

494.92  998.78
501.99 1012.98
496.66 999.48
500.94 1001.23
500.20 1001.17

492.38  994.60
502.17 1012.03
495.06 992.26
499.96 1003.03
501.34 1010.14

472.31
494.35
463.61 852.57
493.44 956.18
525.37 1089.07

903.26
964.98

PO SN
=

3

0.5

> d>/> S

v

494.02 997.45
502.38 1011.93
496.45 998.08
501.58 999.82
501.28 999.41

492.07 985.92
502.04 1009.6

493.10 979.16
500.29 995.13
504.36 1014.73

435.32  754.96
466.59 821.18
413.41 691.96
469.96 814.74
522.53 930.05

PEID SN
=

3

0.9

> d>/> S

v

493.61 1001.23
502.18 1014.33
496.82 1001.66
500.38 1001.87
500.09 1001.57

492.65 993.87
501.53 1011.33
494.65 991.76
500.58 1001.00
501.37 1008.00

473.23  922.76
487.15 943.31
469.56 915.12
484.63 931.13
494.59 942.96

Tabulka 4.10: Porovnanie odhadov intenzity A\ na zaklade geometrickych
charakteristik Laguerrovej mozaiky s dvojatomovym rozdelenim vah
A(0.01, s, p), teda iného modelu, nez bol pouzity pri odvodzovani odhadov.
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Testy Poissonovskosti

Na uplny koniec sa pozrieme na kvalitu testov odvodenych v sekcii [3.2.2]
Pozrieme sa na empirické rozdelenia testovych statistik a pri teste dobrej zhody
si jeho empirické rozdelenie x#, porovndme s asymptotickym rozdelenim. Zacneme
empirickymi kvantilmi testovej Statistiky S\Q/, .- Tie su zozbierané v tabulke .

n 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 095 0975 0.99

83 7.378 7.833 8.209 8.649 12.801 13.435 13.918 14.870
142 8.119 8411 8.897 9.334 12.615 13.169 13.734 14.462
270 8.855 9.243 9.416 9.861 12.280 12.796 13.031 13.439

nasa
simulacia

Tabulka 4.11: Simuldciou odhadnuté kvantily testovej Statistiky S%W

Dalej si porovname empirické kvantily testovej Statistiky X3 s teoretickymi
kvantilmi asymptotického rozdelenia x3,. V tabulke si Ciselne porovname
vybrané kvantily a na obrazku si v grafe zobrazime empiricki distribuc¢nu
funkciu % s distribu¢nou funkciou x3,. Pripominame, Ze test zamietame iba pre
velké hodnoty testovej statistiky.

!
0.01 0.025 005 0.1 09 095 0975 0.99

empirické kvantily 2.57 3.19 3.87 4.73 1530 17.71 19.69 22.46
kvantily x2, 256 3.25 394 4.87 1599 1831 2048 23.21

Tabulka 4.12: Simuldciou odhadnuté kvantily testovej Statistiky x3- a ich
porovnanie s teoretickymi kvantilmi asymptotického rozdelenia.

Opiét vidime pekné vysledky. Uz pri nasom pocte pozorovani je asymptotické
rozdelenie x3, dobrou aproximéciou empirického rozdelenia zo simuldcie.

Na koniec nam ostava spocitat empirické kvantily testovej statistiky C),, ktora
je Horvitzovym-Thompsonovym odhadom koeficientu variacie objemov buniek.
Vybrané kvantily st zozbierané v tabulke 4.13|

n 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 095 0975 0.99

83 0317 0329 0.343 0.356 0.464 0.481 0.499 0.533
142 0.346 0.356 0.361 0.372 0.461 0.479 0.493 0.509
270 0.362 0.371 0.379 0.389 0.451 0.462 0474 0.489

nasa
simulacia

Tabulka 4.13: Simulaciou odhadnuté kvantily testovej statistiky C,.
Kvalitu testov sme sa pokusili vyskusat aj pomocou odhadov ich sily. Pre

vSetky nagenerované Laguerrove mozaiky sme spocitali testové statistiky jednot-
livych testov a urcili sme, ¢i pre ne zamietame hypotézu Poissonovskosti. Kedze
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Obr. 4.6: Porovnanie empirickej distribuénej funkcie nasimulovanych hodno6t
testovej Statistiky x% a distribu¢nej funkcie rozdelenia x%,.

data boli vygenerované za alternativy, silu testu sme odhadli ako relativny pocet
testovani, ktoré sme spravne zamietli. Pri testoch, ktoré to umoznujui, sme skusili
testovat aj proti jednostrannej alternative, comu sme prisposobili kriticky obor.
Iba pri 3 z 2400 nagenerovanych mozaik sme zamietli voéi alternative vacsej re-
gularity (teda prili§ nizka hodnota testovej statistiky). Silu tohto jednostranného
testu teda v tabulkdch uvadzat nebudeme. Testy budeme v tabulke rozliSovat
podla ich testovej Statistiky; navyse, jednostranné testy oznac¢ime dolnym inde-

xom >. Odhadnuté sily testov st zozbierané v tabulkdch a

Vidime, Ze voci takmer reguldrnym mozaikdm maji nase testy malu silu. Je-
diny, ktory bol schopny detekovat ich aspon zopar, bol test dobrej zhody, ktory
navyse nevieme pouzit jednostranne. Vidime vsak aj vseobecnu tendenciu sily
testu rast so zmensujicou sa regularitou analyzovanych mozaik; proti slabo regu-
larnym mozaikdm. ako napr. s rozdelenim vah U(0.01,0.3) alebo A(0.01,0.3,p)
maju vsak testy velku silu. Ak ocakdvame regularne bunky, zvolili by sme test
dobrej zhody s testovou Statistikou x#. Ak vSak predpokladédme, Ze bunky budii
vykazovat velku iregularitu, si lepsou volbou zvysné testy, ktoré navyse vieme
pouzit ako jednostranné testy. Pri datach vygenerovanych za hypotézy takto na-
stavené testy zamietali priemerne v 5 percentach pripadov.

Mozeme pozorovat eSte jeden zaujimavy jav. Pri zachovani ostatnych para-
metrov hlavne pri slabo regularnych mozaikach s dvojatémovym rozdelenim vah
(s = 0.3) vidime, Ze nam pri zvySeni intenzity generujiceho procesu klesla od-
hadovana sila testu. Ked sme sa pozreli na pripady, ktoré to sposobovali, tak
z porovnania objemov negenerovanych buniek vyplynulo, Ze sice sme zachovali
pozorovacie okno a rozdelenie vdh (nadobuidajiice iba 2 hodnoty), ale zvysenie
poc¢tu nagenerovanych buniek vo vnitri okna sposobilo, ze sa bunky javili vza-
jomne podobnejsie a tym celd mozaika ako regularnejsia.
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Vrchna hranica pre rovnomerné rozdelenie

b=0.1 b=0.2 b=0.3
Intenzita generujuceho procesu

Test A=500 A=1000 A=500 A=1000 A=500 X=1000
X3 0.11 0.06 0.09 0.16 1 1
Sz 0.02 0 0.02 0.02 1 1
C 0.01 0 0.03 0 1 1
St > 0.04 0 0.07 0.04 1 1
C> 0.04 0.01 0.07 0.09 1 1

Tabulka 4.14: Odhadnuté sily jednotlivych testov pre testovanie Laguerrovych

mozaik s rovnomernym rozdelenim véh U(0.01,b).

Hodnota atomu dvojatémového rozdelenia

s=0.1 s=10.2 s=10.3
Intenzita generujiceho procesu A
p Test 500 1000 500 1000 500 1000
X3 0.06 0.07 0.1 0.27 0.99 1
St 0 0 0.06 0.01 1 1
0.1 C 0 0 0.02 0.07 1 1
5‘2/72 0.01 0 0.1 0.12 1 1
C> 0.02 0.01 0.08 0.27 1 1
X5 0.06 0.1 0.12 0.98 1 1
SZ 0.01 0 0.09 0.86 1 1
05 C 0 0 0.13 0.84 1 1
S‘Q,’Z 0.02 0 0.25 0.94 1 1
C> 0.01 0 0.29 0.97 1 1
X3 0.02 0.07 0.07 0.19 0.7 0.67
SZ 0 0 0.02 0.03 0.89 0.71
09 (C 0 0 0.04 0 0.45 0.09
S‘Q/’2 0.01 0 0.1 0.08 0.95 0.81
C> 0 0 0.06 0.06 0.73 0.31

Tabulka 4.15: Odhadnuté sily jednotlivych testov pre testovanie Laguerrovych

mozaik s dvojatémovym rozdelenim véh A(0.01, s, p).
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4.4 Zhrnutie vysledkov

V simulacnej studii sme overovali kvalitu odhadov a testov odvodenych v ka-
pitole 3] Najprv sme sa zamerali na vysledky odhadov na mozaikach vytvorenych
rezom trojrozmernej mozaiky, a potom na vysledky pozorovania v trojrozmernom
okne.

Vysledky pozorovania na rezoch potvrdili nasu intuiciu, Ze pri odhadoch v R3
zaloZzenych na pozorovani v R? budd vysledky menej presné a budd vykazovat
vacsi rozptyl. Toto je vidiet na porovnani strednej stvorcovej chyby medzi tabul-
kami[4.3]a[4.§ Pri analyzach, ktoré sme mohli porovnat s existujicim vyskumom
v literatire, sme dostali dobré vysledky. Najlepsi odhady boli zalozené na pocitani
vrcholov vo vnutri pozorovacieho okna a na odhade intenzity buniek

Pri priestorovom pozorovani sme dostavali kvalitné vysledky odhadov inten-
zity. Najpresnejsie odhady boli zalozené na odhade parametrov typickej bunky,
tieto vSak boli viac rozptylené. Odhadom s najmensou stvorcovou chybou bol od-
had \, zalozeny na nasom odhade , tento vsak kladie dodatocné podmienky
na mozaiku. Pri vSetkych vysledkoch zaloZenych na parametroch typickej bunky
sa nam ukazala korekcia pomocou Horvitzovho-Thompsonovho odhadu ako
vhodné, pretoze zlepsila ziskané odhady.

Kvalitu odhadov a testov sme vyskusali aj na datach, ktoré boli vygenerované
mimo modelu pouzitého pri odvodzovani tychto odhadov. S klesajicou regula-
ritou analyzovanych mozaik nam klesala presnost odhadov, no rastla sila testov
Poissonovskosti modelu. Takéto vysledky sme ocakavali.
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Zaver

V préci sme sa zaoberali statistickymi aspektami nahodnych mozaik. Po zave-
deni potrebnych pojmov sme zozbierali potrebné vysledky o geometrickych cha-
rakteristikach mozaik. V tejto casti sme vychadzali predovsetkym z knihy |Schne-
ider a Weil| (2008).

Dolezitym krokom bolo zameranie sa na model Voronoiovych mozaik, a to
konkrétne takych, ktorych generator je realizacia Poissonovho bodového procesu
na R?. Na opis tohto modelu ndm sta¢i poznat intenzitu prislusného bodového
procesu. Pri statistickej analyze sme sa preto zamerali na odhadovanie tejto inten-
zity. Hlavnym zameranim nasej prace boli mozaiky v R3, no pre niektoré vysledky
sme museli siahnut aj do dvojrozmernej analyzy. Tieto dva pripady sa nam stretli
v Casti stereologickej analyzy, ktora ma velmi jasna praktickti motivaciu — spoznat
struktiru trojrozmerného objektu na zaklade jeho plosnych rezov.

Odvodili sme si aj klticové geometrické vysledky pre zlozitejsi model mozaik,
tzv. Laguerrove mozaiky. Tieto st neocenitelné pri skimani polykrystalickych
latok. Nosnym dielom v oblasti Laguerrovych mozaik je ¢lanok Lautensack a
Zuyev| (2008). Précu s tymto modelom sme si vyskusali aj v simulacnej studii, kde
sme pomocou neho budovali alternativu vo¢i Poissonovmu-Voronoiovmu modelu.
Pre ten sme zas odvodili vlastné statistické odhady a testy Poissonovskosti.

Odhad intenzity funguje v dvoch krokoch, najprv potrebujeme vhodny odhad
geometrickej charakteristiky a na zaklade predstavenej tedrie potom odvodime
odhad samotnej intenzity. Pri odvodzovani vsak nesmieme zanedbat, ze realiza-
ciu ndhodnej mozaiky vieme pozorovat iba v ohrani¢enom okne, a teda svoju rolu
hraju aj okrajové efekty. Tieto sme pouzili pri niektorych odhadoch geometric-
kych charakteristik. Pre odhady charakteristik typickej bunky sme zas zaviedli
Horvitzov-Thompsonov odhad, ktory koriguje to, ze pri analyze mozeme brat do
uvahy iba niektoré pozorované body.

Kvalitu odvodenych odhadov a testov sme nakoniec vyskusali v simulacnej
studii. Odhady dali spolahlivé vysledky, dokonca aj pre mozaiky mimo zaklad-
ného modelu. Testy boli schopné rozlisit az vyssiu mieru iregularity buniek, voci
mozaikam iba mierne mimo zakladného modelu mali nizsiu silu.

Na tuto pracu sa d4 naviazat hned v niekolkych smeroch. Rozdelenie buniek
sa da skumat aj z pohladu aproximacie nejakym inym, zndmym rozdelenim. Do
uvahy prichadza aj skimat dalsie momenty tohto rozdelenia. Takisto, mnozina
modelov alternativnych k Poissonovmu-Voronoiovmu modelu je tak Siroka, ze
vieme skimat citlivost testov vodi réznym jej ¢lenom (napr. voéi modelu, ktory
vytvéara reguldrnejsie bunky), alebo odhadovat charakteristiky pre Iubovolni int
triedu mozaik. VSetky spomenuté rozsirenia ale predstavuji nova sadu imple-
mentacnych aj teoretickych vyziev, ktoré si nad ramec tejto diplomovej prace.
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