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ABSTRAKT

Préace se zabyva rozdélenim vzajemné jednoznacnych kolinearnich geometrickych zob-
razeni. Zabyva se tomuto rozdéleni odpovidajicim pohledem na zadani i1 feSeni uloh.
Hlavni ¢asti prace je sbirka feSenych tloh z oblasti rovinné geometrie, které jsou rozdé-
leny do nékolika skupin. Prace mtize byt pouzita jak uciteli matematiky na stfednich Sko-
lach, tak samotnymi stfedoskolaky. Prace je rozdélena do dvou ¢ésti; prvni Cast je teore-
tické a obsahuje stru¢né seznameni se zakladnimi pojmy tykajicimi se invarianti geome-
trickych transformaci a popis struktury geometrie podle Felixe Kleina véetné jeho Erlan-
genského programu; druha &ast obsahuje samotna zadani a feeni tloh. Reseni nékterych
uvedenych tloh jsou pro lepsi nazornost doplnéna obrazky vytvorenymi v programu Ge-
oGebra. Obrazky hraji svou roli i v teoretické ¢asti, kde mohou napomoci k lep§imu po-
chopeni nékterych slozitéjsich pojmi. Nékteré z pouzitych uloh jsou autorské, jiné jsou

prevzaté z riznych pramenii uvedenych v seznamu pouzitych zdroju.
KLiCOVA SLOVA
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ABSTRACT

This thesis deals with the division of bijective collinear geometric mappings. It deals with
a corresponding view on its respective problems and their solutions. The main part of the
thesis is a collection of solved problems in the field of plane geometry, which are divided
into several groups. The thesis can be used by both mathematics teachers and students at
the secondary schools. The thesis is divided into two parts; the first part is theoretical and
it contains a brief introduction to the basic concepts concerning invariants of geometric
transformations and a description of the structure of geometry according to Felix Klein
including his Erlangen program; the second part contains the actual assignments and so-
lutions of the problems. The solutions of some of the problems are supplemented by im-
ages created in GeoGebra software for better illustration. The images play an important
role even in the theoretical part, where they can help improve understanding of some of
the more complex concepts. Some of the problems were created by the author, other prob-

lems are taken from sources listed in the list of bibliography.
KEYWORDS

geometric transformations, groups, Erlangen program, invariant, solved problems
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Uvod

Pivodnim zamérem bylo (v navaznosti na praci vytvoienou na stfedni Skole pro ucely
Stredoskolské odborné ¢innosti) sepsat sbirku zajimavych tloh ze syntetické geometrie.
Vychozim bodem pro tuto bakalaiskou praci se stala klasifikace geometrie na zaklade
zachovavani vlastnosti geometrickych transformaci, této problematice je mimo jinych vé-
novana teoreticka Cast této prace. Prace si klade za cil seznamit ¢tenafe s moznym pristu-
pem k tlohdm z rovinné geometrie, s ur¢itym nahlizenim na strukturu geometrie. Sekun-
darnim cilem je vytvofit co nejsrozumitelnéjsi material pro ucitele matematiky na stred-
nich Skoléach a pro zaky nebo studenty se zajmem o matematiku. Pfinosem pro ¢tenafe by
m¢éla byt dovednost rozpoznat ze zadani geometrické tlohy, které postupy by mohly vést
k feSeni a které postupy mize v nékterych ptipadech rovnou zavrhnout (napt. pokud v za-
dani ulohy figuruji pouze stfedy stran nebo pomér délek na tsecce, neni pro vyfesSeni
ulohy nutné uvazovat nad postupy pracujicimi se vzdalenosti, kterych je stfedoskolakim

znama veétsina).

V prvni kapitole jsou uvedeny nékteré zakladni pojmy, pro dalsi kapitoly je podstatna
predevsim tabulka na str. 12, kterd zachycuje invarianty ctyt vyznamnych linearnich zob-
razeni (kolineace, afinita, podobnost, shodnost). Prvni ¢ast bakalatské prace obsahuje de-
finice a véty kliCové pro invarianty geometrickych transformaci, které jsou nasledné po-
uzity v ¢asti prace s feSenymi ulohami. Ptiklady jsou uvedeny 1 v teoretické ¢asti prace
a maji za cil umoznit ¢tenafi 1épe pochopit budovanou teorii — piiklady v teoretické Casti

jsou, pokud neni uvedeno jinak, autorské.

Struktura, kterd je také mimo jinych vyucovana v predmétu Syntetickd geometrie 1 ¢i
bude vyu¢ovana v predmétech Planimetrie a Skolska matematika z pohledu vysokoskol-
ské matematiky 1, je zaloZena na tom, Ze zacindme ve zkoumani struktury geometrie od
kolineace a postupné piidavanim vlastnosti pfechdzime k dal$im zobrazenim, vétam

a pojmtim. Tato prace by méla takovy pohled na geometrii shrnout.

V préci se nachdzeji tfi typy uloh — pocetni, konstrukéni, ditkazové. V nékterych piipa-
dech je mozné ptislusny typ tlohy piemeénit na jiny, a to vhodnym pieformulovanim za-

dani. V praci je vénovan prostor i ukdzce moznosti takového preformulovani.



Nutno jesté dodat, ze prace se zabyva invarianty Ctyt zobrazeni — kolineace, afinita, po-
dobnost, shodnost. My vSak budeme se vS§emi témito zobrazenimi pracovat v eukleidov-
ské rovin¢€ a budeme pojmy pouzivat tak, jak bylo zvykem v kurzech syntetické geome-

trie.

Dale dodavame, Ze nckteré definice a véty jsou vzhledem ke konzistenci pouzivanych
pojmu, predevsim pak ke konzistenci pouzivané¢ho znaceni, upraveny — v takovém pfi-

padé¢ je na tuto skuteCnost Ctenar explicitné upozornén.



1 Teoreticka cast

1.1 Geometricka zobrazeni a jejich klasifikace

1.1.1 Zakladni definice

Pfed samotnym rozdélenim geometrickych transformaci definujeme nékolik pojmu tyka-
jicich se zobrazeni. Specidlni pozornost vénujeme zobrazenim geometrickym. V celé
praci predpoklddame znalost sttedoSkolskych pojmt, v této kapitole navic predpokla-

dame znalost pojmu binarni operace a také vlastnosti operaci.

Definice 1 (grupa) [2, str. 16]: Necht' G je neprazdnd mnoZina a * je operace na mnoziné
G. Mnozina G spolu s operaci * tvoii grupu, jestlize * je na mnoziné G asociativni, mé
v mnozin¢ G neutralni prvek a ke kazdému prvku G existuje v mnoziné G inverzni prvek

vzhledem k operaci *.

Dale nés budou zajimat grupy, kde mnoZinou G z ptedchozi definice bude mnozina geo-
metrickych transformaci, operaci * bude skladani, neutralnim prvkem bude identita a in-
verznim prvkem bude inverzni zobrazeni. S pojmy geometrickd transformace, identita

a inverzni zobrazeni se seznamime dale v této kapitole.

Definice 2 (geometrické zobrazeni) [11, str. 7]: Geometrickym zobrazenim (popt. geome-
trickou korespondenci & pribuznosti) nazyvame piedpis' f: A — B, ktery kazdému bodu
X zmnoziny A (tzv. vzoru) pfifazuje nejvyse jeden bod X' = f(X) z mnoziny B (tzv.

obraz).

Nasledujici definice navazuji na tu piedchozi. Vylozime je v kontextu geometrickych

zobrazeni.

Definice 3 (inverzni zobrazeni) [11, str. 7]: Je-li rovnéZ ptirazeni f ~1: B — A geometric-

kym zobrazenim, potom jej nazyvame inverznim zobrazenim k zobrazeni f.

1 Zde je na misté zminit, Ze pfedpis neni nijak pfesné definovany pojem. Posta¢i ndm vsak uréitd pred-
stava popsaného pfifazeni.



Definice 4 (vlastnosti zobrazeni) [11, str. 7-8]: Zobrazeni f se nazyva surjektivni (zkr.
surjekce), pravé kdyz f(A) = B. Zobrazeni f se nazyva prosté, resp. injektivni (zkr. in-
Jjekce), pravé kdyz plati X; = X, = f(X;) # f(Xy).

Je-1i ke kazdému prvku z mnoziny vzora definovan obraz a je-li soucasné f injektivni
a surjektivni, nazyvame toto zobrazeni vzdajemné jednoznacné, resp. bijektivni (zkr. bi-

Jekce).

Definice 5 (geometrickd transformace) [11, str. 8]: Vzdjemné jednoznacné zobrazeni

mnoziny A na sebe (tj. f: A — A) nazyvame geometricka transformace.

Definice 6 (identita) [11, str. 8]: Geometricka transformace se nazyva identicka (zkr.
identita), pravé kdyz pro kazdé X € A je f(X) = X; identitu na mnoziné A budeme znacit
idy.

Definice nasledujicich pojmi budeme vyuzivat v feSenych tlohach. Zvlasté pojem inva-
riant pro nas bude diilezity i v uvédomeéni si toho, jakym zptisobem pracujeme s budova-
nim geometrie. K pojmu involuce je potfeba rozumét tomu, jak se skladaji zobrazeni. To

popisSme hned v nasledujici definici.

Definice 7 (slozené zobrazeni) [1, str. 7]: Je-1i f zobrazeni z A do B a g zobrazeni z B do
C, nazyva se slozenym zobrazenim zobrazeni z A do C, pravé kdyz ke kazdému bodu X

z A existuje bod Y = f(X) z B ak nému pak bod Z = g(f (X)) z C.

Jak dodavaji Bocek a Zhouf v [1, str. 7], sloZzené zobrazeni ozna¢ime g o f, kde ,,o je
symbol pro sklddani zobrazeni. Zde je vSak nutné dat si pozor na to, v jakém potadi jsou

zobrazeni sloZena a v jakém potadi je sloZeni zapsano.

Definice 8 (involuce) [11, str. 8]: Geometrickou transformaci f na mnoziné A, ktera neni
identitou, nazyvame involutorni transformace (zkr. involuce), pravé kdyz pro ni plati

vztah f o f = id,.2 Zapis id, zde znaéi identitu na dané mnozing A.

Definice 9 (invariant) [11, str. 8]: Geometrické vlastnosti a vztahy, které se pfi daném

zobrazeni neméni (napf. velikosti usecek, velikosti uhli, d€lici pomér, smysl obihdni

2Vlastnost f o f = id, mj. fika, Ze f = f~1. Dlkaz této vlastnosti z definice je pfedmétem jedné z uloh
v této praci na str. 28.
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vrcholl trojuhelnika apod.) nazyvame invarianty geometrického zobrazeni. Obdobné¢ lze

hovofit o invariantech grupy geometrickych transformaci.

Jak uvadi Lavicka v [11, str. 9], je uzite¢né pii studiu geometrickych zobrazeni urcovat
samodruzné prvky — takové prvky, které se zobrazi samy na sebe. Samodruznymi body,
resp. samodruznymi piimkami, tedy budeme rozumét takové body, resp. pfimky, které se
zobrazuji samy na sebe. Je ucelné zminit, ze samodruznych bodi mlze mit zobrazeni
vice, dokonce to mohou byt vSechny body piimky, pak je ziejmé takova piimka sa-
modruznd; obracené vSak kazd4 samodruzné pifimka nemusi byt pfimkou samoduznych
bodu (naptiklad ptimky kolmé na osu soumérnosti jsou v pfislusné osové soumérnosti

samodruzné, maji v§ak pravé jeden samodruzny bod).

1.1.2 Klasifikace a invarianty geometrickych transformaci, Erlangen-
sky program

Problematika logického sefazeni geometrickych zobrazeni je spojovana s Fridrichem

Christianem Kleinem, vyznamnym némeckym matematikem zijicim v 19. stoleti. Klein

jiz ve veéku 23 let, kdy nastoupil jako profesor na filozofickou fakultu erlangenské uni-

verzity, byl znamou a vyznamnou osobnosti védy (jiz v této dobé pfedstavil béhem své

uvodni pfednaSky dnes zvany Erlangensky program, viz déle). [5]

., Klein si v§iml, Ze v teorii geometrickych prostorii, jejichz riiznorodost odhalila projek-
tivni geometrie jako dominantni disciplina 19. stoleti, hraji vyjma zakladnich geometric-

kych pojmii vyznamnou roli také operace. *“ [5]

Tolik védom si ale moZzna Klein nebyl dnesnim pohledem jasnéjSiho faktu: geometricky
prostor 1ze pojmout jako uspotadanou dvojici (M, Gy, ), kde M je bodovy zaklad (mnozina
zakladnich objektd, nazyvame je body [12, str. 152]) a G, jeho charakteristicka grupa
transformaci, pfi€emZ na bodovy zdklad miZeme nahliZet jako na statickou slozku tako-

vého prostoru a na Gy, jako na slozku dynamickou. [5]

Klein nastinil program klasifikace geometrickych prostorii podle charakteristickych grup
transformaci. Sdm se o klasifikaci prostorti pokusil. Nerozvinuti teorie o objektech
z afinni geometrie vSak mélo v minulosti za nasledek chybé&jici uvahy o grupach afinnich

transformaci. [5]
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Zasadnim meznikem ve vyvoji matematiky 19. stoleti je tzv. Erlangensky program. Tento
nazev dostala Kleinova piednaska Srovnavaci tivahy o novéjsich geometrickych badanich
(v originale Vergleichende Betrauchtungen iiber neuere Forschungen), kterou Felix Klein
piednesl v Erlangenu v fijnu 1872 pfi pfilezitosti, kdyz byl jmenovéan profesorem na er-
langské univerzité. Jako zadsadni meznik se tato pfednaska povazuje proto, ze zadsadné
ovlivnila dalsi vyvoj matematiky a také jeji zaméteni. Erlangensky program obsahuje po-
jednani o vyznamu pojmu grupa pro klasifikaci riznych geometrickych transformaci.

Text Erlangského programu je rozdé€len do deseti kapitol a vySel jako samostatna broZura.

[19]

Jak bylo jiz zminéno vySe, Klein nahlizel na geometricky prostor jako na uspotfadanou
dvojici slozenou z mnoziny zdkladnich objekti a z grupy geometrickych transformaci na
mnozin¢ zékladnich objektd. Uzitim grupové terminologie provedl klasifikaci geometrii.
Tato klasifikace obsahovala v§echny dosud znamé geometrie, vedle eukleidovské napf.
1 hyperbolickou. Za charakteristické vlastnosti ptislusné geometrie bere Klein takové,

které jsou invariantni (tj. neménné) viici grupé geometrickych transformaci. [12, str. 152]

Déle se budeme vénovat témto ¢tyfem geometrickym zobrazenim: shodnost, podobnost,
afinita, kolineace, ackoli pozname, Ze mize byt vyhodnéjsi s nimi pracovat v opacném
potadi. Z nasledujici tabulky je zifejmé, které z vlastnosti geometrickych transformaci

pfisluSna transformace zachovava.

Jak jiz bylo uvedeno, vlastnosti geometrickych utvart, které urcité zobrazeni zachovava,

jsou oznacovany jako invarianty tohoto zobrazeni. [10, str. 38]

kolinearita | shodnost | pomér velikosti | d€lici pomér | dvojpomér
bodl usecek usecek
kolineace + - - - +
afinita + - — + +
podobnost + — + + +
shodnost + + + + +

Tabulka 1 — obména tabulky na str. 38 v [10]

Kazdé z téchto ctyf uvedenych zobrazeni tvofi grupu vzhledem ke skladani; kolineace

vSak v projektivni rovin€ — vice viz napt. v [10, str. 34]. Vlastni bod roviny se muze

12



v kolineaci zobrazit do nevlastniho bodu a obracené (jelikoz je kolineace transformaci).
K zavedeni nevlastniho bodu potiebujeme pravé projektivni rovinu (resp. projektivni roz-
Siteni euklidovské roviny). Jak bylo zminéno, pracovat se zobrazenimi vSak budeme v ro-
vin¢ eukleidovské. Této nesrovnalosti jsme si védomi; prace v eukleidovské rovin€ nam
poskytuje urcité zjednoduseni, protoze umoznuje pracovat s nékterymi pojmy tak, jak je
zvykem na stfedni Skole, a neni tedy nutné zavadét nijak formalné zminéné projektivni

rozsiteni eukleidovské roviny.

1.2 Dvojpomér, kolineace
Dale ptredpokladame, ze ¢tendi ma povédomi o vzajemné poloze bodl a ptimek v roviné
a zna zakladni geometrické pojmy na tirovni zékladni a stiedni Skoly. Pojmy bod a piimka

jsou pojmy zakladni, nezavadime je, stejné jako vztahy ,,mezi‘ a incidence.
b 9 29

Podivejme se na pojem délici pomér. Budeme jej potiebovat k zavedeni dvojpoméru ja-

kozto invariantu kolinedrniho zobrazeni, byt’ samotny délici pomér je invariant afinni.

Nasledujici definice je pozménéna. Namisto pojmu vektor pouzivame pojem orientovana
usecka, jelikoz teorii stavime v kontextu syntetické geometrie. Také dodavame do defi-
nice, ze bod C je rizny od bodu B (jelikoz dale je uvedeno, Ze pro € = B ¢islo A neexis-

tuje).

Definice 10 (délici pomér) [1, str. 129]: Mé&jme danu piimku AB a na ni bod C riizny od
bodu B. Je-li splnéna rovnost orientovanych usecek AC = 1-BC, nazyva se Cislo A de-

licim pomerem bodu C vzhledem k bodum A, B a znaci se A = (ABC).

Jak dodavaji Boc¢ek a Zhouf'v [1, str. 130], je A € (0; 1) pro bod C lezici vné tsec¢ky AB
za bodem A, A = 0 pro C = A, 1 < 0 pro bod C lezici uvnitt Gse¢ky AB, neexistujici A
pro C = BaA > 1probod C lezici vné tisecky AB za bodem B. D¢lici pomér nedosahuje
hodnoty A = 1 pro Zadnou polohu bodu C.

Piiklad 1: Zvolme tGseku AB jako tGsedku jednotkovou®. Usedce AC pak pritadime &islo
2.Na Obr. 1 jsou dany kolinearni body A, B a C tak, ze plati (ABC) = 2 (bod B je stfedem
usecky AC). AC je dvojnasobkem BC.

3 vé§imnéme si, Ze zatim nepotfebujeme pojem vzdalenost. Porovnavat a s&itat Usecky Ize bez vyuZiti
vzdalenosti. Vzdalenost definujeme pozdéji na str. 22.

13



Obrdzek 1 —délici pomér (ABC) roven 2.
Priklad 2: Na Obr. 2 jsou dany kolinearni body A, B a C tak, ze plati (ABC) = —%.

Usecka AC je poloviéni oproti Giseéce BC. Usecky AC a BC maji na piimce AB opacnou

orientaci.

A C B

Obrdzek 2 — délici pomér (ABC) roven — %

Definice 11 (dvojpomér) [1, str. 131]: M&me dany ¢tyti riizné kolinearni body A4, B, C, D.
Cislo
(ABC)

(ABCD) = (4BD)

se nazyva dvojpomer bodii A, B, C, D (v tomto potadi).

Priklad 3: Na Obr. 3 jsou dany kolinearni body 4, B, C a D tak, ze plati (ABCD) = 2.

A B C D

——
——
——
——
——

Obrdzek 3 — dvojpomeér ctyr bodi (ABCD) roven 2.

Jak uvadi HaSek v [6, str. 144], dvojpomér je projektivni invariant, d€lici pomér je afinni

invariant. Dale zjistime, Ze vzdalenost je metricky (eukleidovsky) invariant.
Dvojpomér 1ze zavést jesté pred zavedenim déliciho poméru v projektivni roving.

Definice 12 (harmonicka ctvetice) [12, str. 62]: Jestlize (ABCD) = —1, potom body

A, B, C, D nazyvame harmonicka ctverice bodu primky.

Ve druhé ¢asti prace jsou na str. 32-34 v ramci feSené tlohy popsany dvé mozné kon-

strukce harmonické ¢tvetice.
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PopiSme nyni stru¢né, co znamena projektivni rozsiteni eukleidovské roviny (projektivni
rovina): ke kazdé ptimce v eukleidovské roving ptidame jeden nevlastni bod (,,bod v ne-
kone¢nu®) tak, ze vSechny rovnobézné piimky se protnou v tomto ,,nekonecném bod¢.
Tim, ze pfidame do eukleidovské roviny takto popsané nevlastni body, vznika projektivni
rozSiteni.

Vyslovme nyni definici kolineace.

Definice 13 (kolineace) [17, str. 86]: Kolineace je jakakoli geometricka transformace pro-
jektivni roviny na sebe, kterd zobrazuje kolinearni body na kolinearni body (piimky se

zobrazuji na pfimky).

Dvojpomér je jedinym ¢iselnym invariantem projektivniho prostoru vzhledem ke grupé

kolineaci. [5]

Z nasSeho pohledu (vzhledem k praci s geometrickymi transformacemi a invarianty v eu-
kleidovské roving) je nutné si uvédomit, ze definice kolineace zde plati s omezenimi —
nevlastni bod se totiz miize zobrazit na bod vlastni a obracen¢ (vlastni bod se mtze zob-

razit mimo eukleidovskou rovinu).

Ze zékladni a stfedni Skoly zndma zobrazeni (napf. osova soumérnost, posunuti, stejno-

lehlost) jsou tedy kolineaci.

Dodejme, Ze kolineace, kterda ma samodruznou piimku o a samodruzny bod S € o, se
nazyva sttedova kolineace. Bod S se nazyva stfed kolineace, pifimka o osou kolineace.

Body a jejich obrazy lezi na pfimkach prochézejicich sttedem S.

Pro ilustraci toho, které vlastnosti kolineace zachovava, uved’'me piiklad sestrojeni obrazu

étverce ve stiedové kolineaci.

Priklad 4: Dany ¢tverec ABCD zobrazme ve stiedové kolineaci s danym stiedem S, osou

o0 a parem odpovidajicich si bodt C, C'. Zobrazme dale také stied T ¢tverce ABCD.

Konstrukei zachycuje Obr. 4. Pti konstrukei dalSich vrcholil ¢tverce vyuzijeme toho, Ze
body a jejich obrazy lezi na pfimkéach prochdzejicich danym stiedem S a Ze body ptimky
o jsou samodruzné — napt. pro nalezeni bodu A’ uré¢ime prusecik S, piimky AC a osy o,

bod A’ je pak prisecikem primky SA a piimky SacC' .
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Je vidét, ze kolineace zachovava incidenci (obraz T’ bodu T lezi na obrazu piimky TC),
Slo by (napf. eukleidovskym métenim) ovéfit, ze zachovava dvojpomér. Nezachovava
délici pomér (stfed T tseCky AC se nezobrazil na stfed tse¢ky A'C’), velikost ahlu (je
vidét, ze zadny z vnitinich Ghla ¢tverce se nezobrazil na pravy), zjevné nezachovava ani

délky usecek.

Obrdzek 4 — zobrazeni ¢tverce ve stfedové kolineaci (déno S, 0,C,C’)

1.3 Afinita, Cévova a Menelaova véta
Zacnéme rovnou definici afinity, resp. osové afinity. K ni vyuzijeme v minulé podkapi-

tole definovany délici pomeér, ktery je afinnim invariantem.

Definice 14 (afinita) [10, str. 37]: Zobrazeni roviny g na rovinu @ se nazyva afinni trans-
formaci roviny g neboli afinitou, pravé kdyz jsou obrazy X',Y’, Z' libovolnych kolinear-

nich bodl X, Y, Z rovnéZ kolinearni a pro jejich délici poméry plati:

(XYZ) = (X'Y'Z").
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V nasledujicim odstavei z [12, str. 110—112] je popsana osova afinita, specidlni ptipad

afinity.

Geometrické zobrazeni v roving, pro néz plati, Ze zobrazuje pifimku na pfimku, pficemz
bod a jeho obraz lezi na pfimce daného sméru s a body odpovidajici samy sob¢ lezi na
dané pfimce o, se nazyva osova afinita. Smer v rovin€ s se nazyva smeér afinity, primka
0 se nazyva osa afinity. Je-1i smér afinity rovnobézny s osou, potom se nazyva ptislusna
afinita elace. Bez diikazu uved'me, Ze jsou-li X # X' libovolné dva odpovidajici si body
v osové¢ afinité, kterd neni elaci, a X, je prasecik ptimky XX’ s osou afinity, potom délici
pomér k = (X'XX,) je konstantni a nezavisi na volb& odpovidajicich si bodii. Cislo k se

nazyva charakteristika afinity.

Naésledujici priklad vyuziva naseho znaceni (feSeni v plivodnim zdroji pouziva znaceni
jiné).

Priklad 5 [16, str. 33]: Afinita v rovin€ je ur¢ena osou o a dvojici afinn€ sdruzenych bodt

X, X', z nichz zadny nelezi na ose afinity. Sestrojme obraz daného trojuhelniku ABC.

Sledujme Obr. 5. Smér afinity je urCen piimkou XX'. Obrazem trojuhelniku v afinité
s 0sou 0 a smérem XX’ je trojihelnik A'B'C’. Bod A’ lezi na ptimce rovnobézné s piimkou
XX’ prochazejici bodem A a ptimce m, ptfitom bod S,y je prusecikem piimky Ax
s osou 0. Obdobné¢ ziskame obrazy bodi B, C. Pro jejich sestrojeni jiz mizeme vyuZit

dvojici boda A, A'. [16, str. 33]

Obrdzek 5 — zobrazeni trojihelniku v osové afinité (ddno o, X, X’)
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Afinita zachovava incidenci, rovnobéznost a stiedy usecek. Lze ovétit i to, ze zachovava
také délici pomér (tedy i dvojpomér). Nezachovava velikosti thll, délky usecek, ani ob-

sahy.

Nasledujici dvé véty jsou v naSem kontextu uvedeny v mirné pozménéném znéni (kvtli
dodrzeni pouzivaného znacenti).
Véta 1 (Menelaova véta) [18, str. 28]: Bud’ dan trojihelnik ABC. Bud'te X, Y, Z postupné
body na pifimkéach BC,CA, 4B, které nesplyvaji s zddnym vrcholem trojihelniku. Potom
body X, Y, Z lezi na ptimce prave tehdy, kdyz plati

(BCX) - (CAY) - (ABZ) = 1.

A4

Obr. 6 a 7 zachycuji tfi kolinearni body X, Y, Z na pfimkach, jejichz ¢astmi jsou strany

trojuhelniku.

Obrdzek 6 — k Menelaové véte (dva ze tri bod( leZi na strandch trojuhelniku)

C

Obrdzek 7 — k Menelaoveé veté (Zadny ze tri bodu neleZi na strandch trojuhelniku)
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Véta 2 (Cévova véta) [18, str. 29-30]: Bud’ dan trojuhelnik ABC. Bud'te X, Y, Z postupné
body na ptimkach BC,CA, 4B, které nesplyvaji s zddnym vrcholem trojihelniku. Potom

piimky AX,BY,CZ prochdzeji tymz bodem nebo jsou rovnobézné prave tehdy, kdyz plati
(BCX) - (CAY) - (ABZ) = —1.

Na Obr. 8 je znazornén trojuhelnik ABC, body X, Y, Z na jeho stranach a prusecik P pii-
mek ﬁ, (Z??, CZ.

Obrdzek 8 — k Cévové vétée

Obé vyse uvedené véty uvadime bez dliikazu. Vice neZ techniky diikazii nas bude zajimat
vyuziti v tlohéch (v nichz typicky nevystupuji zadné velikosti uhli, Gsecek, ani obsahil,

v[18].

S vyuzitim dosud nadefinovanych pojmi a uvedenych vét 1ze fesit nékolik typt uloh. Pro
vyfeSeni vétSiny téch, které se vyskytuji v Matematické olympiadé, si vSak s dosud po-
psanymi vlastnostmi nevysta¢ime. Nasledujici tfi podkapitoly shrnuji zékladni teorii po-
ttebnou pro feSeni tloh ze syntetické geometrie, v nichz se vyskytuji thly, vzdélenosti ¢i

obsahy, ale tfeba také kruznice.

1.4 Uhel a jeho velikost, vzdalenost

Pted zavedenim podobnosti, resp. poméru délek, budeme potiebovat vzdalenost (obdobné
jako jsme pro zavedeni dvojpoméru jako projektivniho invariantu potfebovali nejprve de-
finovat afinni invariant, totiz dé€lici pomér — pti budovani struktury geometrie se této ne-
srovnalosti nevyhneme). Z tohoto divodu vkladame do teoretické Casti jesté pred podka-

pitolu tykajici se podobnosti tuto podkapitolu, kterd méa za cil seznamit Ctenaie
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s invarianty podobnosti a shodnosti. Ocekavame, Ze Ctenaf znd goniometrické funkce

a umi s nimi pracovat.

Podobnost zachovava velikost (hla. Uhel je mozné zavést nékolika zptsoby. Zde za-
ved’'me thel tak, jak jej zavadi Lavicka v [12, str. 57-58], tedy rozlisSime thel konvexni

a konkévni. Pouzivame zde jiné znaceni.
Definice 15 (konvexni thel): Konvexnim thlem AVB rozumime:

1. prinik polorovin — AVB a +— BV A v ptipad¢, ze body A4, V, B jsou tfi nekolinearni
body; tento uhel se rovnéz oznacuje jako tzv. duty uhel (viz Obr. 9);

2. kazdou z polorovin s hrani¢ni ptimkou AB v ptipadé, ze body A, V, B jsou tfi rizné
kolinearni body a bod V lezi mezi body A, B; tento thel se rovnéz oznacuje jako
primy uhel;

3. vpftipadé, ze body A4, V, B jsou tfi rizné kolinearni body a bod V nelezi mezi body
A, B,

a) kazdou rovinu obsahujici pfimku AB ; tento thel se rovnéz oznacuje jako tzv. p/ny
uhel,

b) poloptimku VA (resp. ﬁ); tento thel se rovné€z oznacuje jako tzv. nulovy uhel.

B
+

Obrdzek 9 — konvexni uhel jako priinik polorovin

Definice 16 (nekonvexni thel) [12, str. 58]: Jestlize jsou 4, V, B tfi nekolinearni body,
potom se sjednoceni polorovin opa¢nych k polorovindm — AVB a +— BV A nazyva ne-

konvexni uhel AVB.

20



Definice 17 (pravy uhel) [12, str. 60]: Uhel shodny se svym vedlej§im thlem se nazyva
pravy.

Klicovym pojmem je velikost tihlu, jelikoz je invariantem podobnosti. Vyslovme nyni
vétu, kterd dava do souvislosti thel a jeho velikost. Je vidét, Ze i takovy intuitivni pojem
jako velikost uhlu nelze piili§ struéné formalné popsat. Pouzité znaceni je opét oproti
zdroji upraveno. Lavicka zavadi velikost thlu pouze pro uhel duty, proto bezprostiedné
po nasledujici vété prichazi doplnéni.

Véta 3 (velikost uhlu) [12, str. 35-36]: Existuje jediné zobrazeni <A — |<A| (Ghel —

velikost uhlu) majici nasledujici vlastnosti:

1. |%A| = 90° pravé tehdy, kdyz <A je pravy thel.

2. |«A] je kladné realné Cislo takové, ze 0° < |XA| < 180°.

3. |«%A| = |«B| pravé tehdy, kdyz <A = «B.

4. |xABC|+ |%CBD| = |%ABD| pravé tehdy, kdyz AC je vnitini polopiimka uhlu
XABD.

5. |¥A| < |«B| pravé tehdy, kdyz <A < «B.

6. Pro kazdé realné ¢islo x € (0; 180) existuje thel %A takovy, ze |XA| = x°.

7. Jestlize Gihly <A a «B jsou vedlejsi, potom |<XA| + [«B| = 180°.

Podivejme se na to, jak je to s velikosti dalSich typt tthlu — ptimého, nulového, plného
a nekonvexniho. Pfimému thlu pfifadime velikost 180°, nulovému thlu velikost 0°, pl-
nému uhlu 360°. U nekonvexniho thlu AVB je velikost rovna 360° — |XA|, kde |XA4| je

velikost konvexniho uhlu, ktery je priinikem polorovin — AVB a +— BV A.

Jak dodava Lavicka v [12, str. 36], pro méfeni uhlu neni nutné (na rozdil od méteni
usecCky, viz dale) stanovit si jednotkovou tsecku. Je vhodné odvozovat velikosti thli od
uhlu pravého. Jednotlivé systémy méteni tthli (napf. mira stupiiova, obloukova, setinnd,

...) se lisi pouze tim, jakou velikost pravému thlu pfifadime.

Smétujeme k definici vzdalenosti dvou bodu tak, jak je uvedena v [12, str. 35]. K tomu
vSak popiSme délku usecky. Pivodni formulace pouziva znaceni, které jsme nezavedli,

proto je nasledujici véta upravena.
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Véta 4 (délka usecky) [12, str. 35]: Necht je dana jednotkova useCka OI nazyvana jed-

notkova usecka. Potom existuje jediné zobrazeni AB — |AB| (use¢ka — délka usecky)

majici nasledujici vlastnosti:

1.
2
3.
4

5.

|AB| je kladné realné ¢islo a |0I| = 1.

|AB| = |CD| pravé tehdy, kdyz AB = CD.

|AB| + |BC| = |AC| pravé tehdy, kdyz B lezi mezi A4, C.
|AB| < |CD| prave tehdy, kdyz AB < CD.

Pro kazdé kladné realné ¢islo x existuje iseCka AB takova, ze |AB| = x.*

Definice 18 (vzdalenost dvou bodt) [12, str. 61]: Vzdalenosti dvou bodu A, B rozumime

velikost usecky AB.

Podobnostnim invariantem je kromé velikosti thlu také pomér délek usecek. Takovy po-

mér Ize zavést pomoci goniometrickych funkci v pravouhlém trojuhelniku.

Jak je patrné z Obr. 10, sinus jako pomér délek protilehlé odvésny a prepony je v obou

pravouhlych trojahelnicich (dokonce ve vSech s nimi podobnych) stejny.

a

Obrdzek 10 —sinus uhlu o je roven 0,8

Nasledujici véta propojuje velikost GiseCky a tihel, resp. pomér velikosti usecek a pomér

sinti uhld, a proto povazujeme za ucelné ji zde uvést, resp. pfipomenout. Véta je upravena

4 Pokud bychom pfipustili x = 0, body 4, B by splynuly a Gse&ka by se ,,degenerovala“ do bodu.
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v nasem kontextu (rovnost poméri délky strany a sinu je nahrazena rovnosti poméru
délek stran a poméru sint). V diikazu je pouzito jiné znaceni.

Véta 5 (sinova véta) [ 14, str. 104]: Pro kazdy trojuhelnik, jehoz vnitini thly maji velikosti
a, B a ptislusné protéjsi strany a, b plati:

a sina
b sinf

Diikaz [14, str. 104-105]: Dikaz provedeme v trojuhelniku ABC pro piipad, ze je uhel a
ostry (bod A lezi na polopfimce BP vng usecky PB, kde P je pata vysky v.). Objekty
pouzité v dikazu zachycuje Obr. 11. Plati:

a tedy po jednoduché upravé mame:
v, = b-sinag,
v, =a-sinp.
Porovnanim pravych stran téchto vztaht dostavame:
b-sina =a- sinp,
¢ili

a sina
b sinf

Jestlize provedeme cyklickou zaménu pismen, dostaneme

a sina
¢ siny’
b sinf
¢ siny’

Zbyvajici dvé ¢asti diikazu, kde A = P (tihel a je pravy) nebo A lezi uvnitt usecky BP
(thel a je tupy), je mozné najit v [14, str. 105].
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Obrdzek 11 — k diikazu sinové véty

1.5 Podobnost
Definice 19 (podobnost) [1, str. 34]: Rikame, Ze zobrazeni roviny na sebe je podobné
zobrazeni (podobnost), jestlize existuje kladné Cislo k (tzv. koeficient podobnosti) tak, ze

pro kazdé dva body A4, B roviny a jejich obrazy A’, B’ plati
|A'B'| =k - |AB|.

JelikoZz se tato prace zabyva predevs§im invarianty geometrickych transformaci, uved’'me

piiklad podobnych ttvarh a vSimnéme si, které vlastnosti zobrazeni zachovava.

Pfiklad 6: Na Obr. 12 jsou zobrazeny dva trojihelniky KLM, K'L'M’, které jsou si po-
dobné — existuje podobnost, kterd zobrazi jeden trojihelnik na druhy. Koeficient podob-
nosti je k = 1,5 (délky stran trojihelniku K'L'M’ jsou 1,5krat vétsi nez délky stran troj-
uhelniku KLM).
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Obrdzek 12 — podobné trojuhelniky
Podobnost zachovéava napt. incidenci, uspotadani, dvojpomer, stfedy usecek a délici po-
meér, dale zachovavd poméry tsecek a velikosti uhli. Nezachovava napt. délky tsecek

ani obsahy, obecn¢ ani orientaci.

Nasledujici definice popisuje dileZity specialni typ podobnosti. Uvedena definice vyu-
ziva orientovanych usecek, vyhneme se tak nutnosti rozebrat ptipady, kdy k > 0 a kdy
k < 0. Takového rozdéleni na ptipady vyuzivaji napt. Bocek a Zhouf v [1, str. 30] ¢i
Pomykalova v gymnazialni u€ebnici planimetrie [14, str. 161], tito autofi také ptipoustéji

k rovno 1.

Definice 20 (stejnolehlost) [10, str. 129]: Je dano realné ¢islo k rizné od 0 a 1 a bod S.

Zobrazeni, které libovolnému bodu X roviny pfifazuje bod X' tak, Ze plati
SX' =k - SX,
se nazyva stejnolehlost se stredem S a koeficientem k.

Pokud bychom pftipustili, Zze k = 1, pak by byla stejnolehlost definovand vyse uvedenym
vztahem identita. Pro koeficient k = 0 by se zfejmé kazdy bod X roviny zobrazil do bodu

S (prava strana by byla nulova a celd rovina by se zobrazila do bodu S). [10, str. 131]
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1.6 Shodnost

Podivejme se nyni blize pravé na shodnost, jejiz invariantem je na str. 22 definovana

vzdalenost. Také se zaméfme na jednotlivé druhy shodnosti.

Definice 21 (shodnost) [15, str. 124]: Zobrazeni (v roving) je shodné zobrazeni nebo také

shodnost, pravé kdyz obrazem kazdé iseCky AB je useka A'B’ shodna s useckou AB.
Stejné jako v ptedchozi podkapitole uved’'me po definici také priklad.

Piiklad 7: Ctverce ABCD a A'B'C'D' zobrazené na Obr. 13 jsou shodné. Shodnost za-
chovava incidenci, uspofaddni, dvojpomér, sttedy usecek (a délici pomér), poméry tse-
¢ek a velikosti thli, zachovava také délky tisecek a obsahy (vSechny odpovidajici si
strany jsou shodné, uvedené ¢tverce maji tedy ziejmé shodné obsahy). Obecné nezacho-

vava napt. sméry piimek ¢i orientaci.

D C A

A 4 B

Obrdzek 13 — shodné c¢tverce

Zamé&ime se nyni blize na jednotlivé shodnosti.

Definice 22 (osova soumérnost) [12, str. 99]: Geometrické zobrazeni v roving, které kaz-
dému bodu A € o, kde o je pevné zvolend pfimka, pfifazuje tyZ bod A a kazdému bodu
X ¢ o prifazuje bod X' tak, ze pfimka o je osou usecky XX', se nazyva osovd soumérnost

(soumernost podle osy).

Jak dodava Lavicka v [12, str. 99], osova soumérnost je involutorni zobrazeni.
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Definice 23 (posunuti) [12, str. 102]: Geometrické zobrazeni v rovin¢, které kazdému
bodu X pfifazuje bod X’ # X tak, ze pro kazdou dalsi dvojici odpovidajicich si boda Y, Y’
plati, ze useCky XY’ a X'Y maji spole¢ny stfed, se nazyva posunuti (translace). Smér,
ktery je uréen odpovidajicimi si body X, X' se nazyva smér posunuti, velikost usecky XX’

velikost posunuti a poradi bodt X, X' smysl posunuti.
Nasledujici definice je upravena vzhledem k pouzivanému znaceni.

Definice 24 (otoceni) [12, str. 103—104]: Geometrické zobrazeni v roving, které pevnému
bodu S piifazuje tyz bod S a kazdému bodu X # S bod X' tak, Ze plati vztahy XS = X'S
a|«xX'SX| = @, kde ¢ je dany orientovany tihel®, se nazyva otoceni (rotace) kolem bodu

S o orientovany uhel .

Stiedova soumérnost 1ze zavést jako specidlni piipad otoceni. Uved’'me vSak definici uzi-

tim stfedu Gsecky.

Definice 25 (sttedova soumérnost) [12, str. 100]: Geometrické zobrazeni v roving, které
pevnému bodu S pfifazuje tyz bod S a kazdému bodu X # S bod X' tak, ze bod S je

sttedem use¢ky XX', se nazyva stiedova soumérnost (soumérnost podle stiedu).

Mezi shodnosti se zatazuje i jedno zobrazeni, nazyvané posunuta (osovd) soumérnost. Ve
skriptech [12] mezi vySe uvedenymi shodnostmi neni, je popsana napi. ve sttedoskolské

ucebnici [15, str. 156—-157]. My vsak pouzijme definici z [1].

Definice 26 (posunutd osova soumérnost) [1, str. 15]: Osovou soumérnost sloZzenou s po-

sunutim ve sméru 0sy nazyvame posunutd 0osovd SOumernost.

.....

10.

5> Orientovany Uhel v roviné je uspofadana dvojice polopiimek VA, VB se spole¢nym pocatkem V, pfi-
¢emz polopfimka VA, resp. VB se nazyva pocatecni, resp. koncové rameno a bod V' se nazyva vrchol ori-
entovaného uhlu. Velikosti orientovaného Uhlu rozumime velikost neorientovaného uhlu, jehoz viemi

body probéhne pocatecni rameno VA pfi otoceni do polohy koncového ramena VE. Déje-li se otaceni
proti sméru hodinovych rucic¢ek (v kladném smyslu), je velikost orientovaného uhlu kladnd, v opaéném
pripadé je zdporna. [12, str. 61]
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2 Prakticka c¢ast

Ulohy vybrané do praktické &asti jsou pievzaté &i inspirované ulohami z nékolika zdrojt
(ptislusny zdroj je uveden u zadani ulohy), n¢které ulohy jsou autorské. Byly voleny tak,
abychom v feSeni ukazali pouziti nastroji vyuZzivajicich invarianty ptislusného zobrazeni
a také prislusné zobrazeni nebo jejich dilezité typy v konstruk¢nich tlohéch ¢i ditkkazo-

vych ulohéch.
Reseni uloh jsou, pokud neni feceno jinak, autorska.

2.1 Zobrazeni a jeho vlastnosti, rozdéleni ¢tyruhelniki

Za&néme tilohou, kterd vyuziva pojem involuce. Uloha 1 byla zad4na v teoretické &asti

varianty N testu ze Syntetické geometrie I v roce 2021.
Uloha 1: Uved'te pravé dvé involutorni geometricka zobrazeni.

Resenim je napf. osova soumérnost a sttedova soumernost. Z definice je ziejmé, ze slo-
Zeni osové soumeérnosti s tou samou osovou soumernosti zobrazi vSechny body na body

puvodni (a tedy je identitou). Analogicky se sttedovou soumérnosti.
Nasledujici tiloha je upravena, pouziva jiné znaceni.
Uloha 2 [7, str. 13]: Dokazte, Ze pro kazdou involuci plati: f = f~1.

Z definice 8 vime, ze V x € A: f o f = id4. Ke kazdé involuci f existuje inverzni zobra-
zeni f~1 (f je totiz jakozto geometricka transformace bijektivni zobrazeni). Slozenim

zleva s f~1 dostavame:

fre(fof)=f"oid

S vyuzitim asociativity skladani (kterou zde nedokazujeme) pak:
(fref)of=f"oid
Jelikoz f~1 o f = id , miiZeme psat:
idof=f"1oid
Identita je na mnozina A neutrdlnim prvkem vzhledem ke skladéni, a tedy dostavame:

f=r
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Naésledujici uloha je zaméfena na roztfizeni pojmi do jednotlivych kategorii. Za-
dani je inspirované ikolem v Moodle kurzu pfedmétu Skolska matematika z pohledu vy-

sokoskolské matematiky 1.

Uloha 3: Zafad'te nasledujici pojmy a vlastnosti k zobrazenim, u nichZ je definujeme:

2%

Vyuzijeme invariantnich vlastnosti jednotlivych zobrazeni. Dvojpomér zavadime jiz pii
zavedeni kolineace. T€zisté spolecné se sttedem usecky lze zavést uzitim déliciho poméru
jako invariantu afinity v kapitole o afinité. Kosodélnik je typ rovnobézniku (ten lze zavést
uzitim rovnobéznosti, ktera je invariantem afinnim), pro uréeni kosodélniku potiebujeme
thel a jeho velikost (tedy je mozné zavést jej v kapitole o podobnosti) — zadny vnitini
uhel neni pravy a soucasn¢ odchylka uhlopti¢ek neni pravy uhel. Trojuhelnik 1ze defino-
vat jako prunik polorovin jiz pfi zavedeni kolineace. Rovnoramenny trojihelnik lze cha-
rakterizovat pomoci délky tsecky jako invariantu shodnosti, avSak lze to ,,jesté diive*
bez pouziti vzdalenosti — pomoci thlu jako invariantu podobnosti — fekneme, Ze trojuhel-

nik je rovnoramenny, pokud mé dva vnitini thly shodné.

V névaznosti na popis rovnoramenného trojuhelniku bez pouziti vzdalenosti Ize ob-
dobné¢ definovat trojuihelnik rovnostranny (vSechny vnitini tthly jsou shodné, tj. maji stej-

nou velikost) a trojuhelnik riznostranny (Zadné dva vnitini tthly nejsou shodné).

Pfedchozi uvaha o zafazeni nékterych druhli ¢tyfuhelniku pomoci invariantli nas vede
k diskusi klasifikace téchto utvarii. Stejné jako ob¢€ predchozi feSeni, tak také nasledujici
radky zabyvajici se rozdélenim ¢tyfuhelnikd podle invarianti geometrickych transfor-
maci jsou autorské. Vyuzivame obecné zndmych druht ¢tyfuhelniki a jejich obecné zna-
mych vlastnosti. Detailni popis ¢tyfuhelnikl a jejich vlastnosti zde vSak neuvadime, po-

kladame je za sttedoskolské znalosti.

Z afinniho pohledu (bez pouziti velikosti thll ¢i Gsecek) 1ze rozdélit ctyfuhelniky podle

rovnobéZznosti jakoZto afinniho invariantu na:

1. rovnobézniky (obé€ dvojice protéjSich stran jsou rovnobe€zngé),
2. lichobézniky (pravé dve strany jsou rovnobézné),

3. rtznobézniky (z4dné dvé strany nejsou rovnobeézné).
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Chceme-li dale klasifikovat rovnobéZzniky, musime vyuzit alespoil thlu — podobnostniho

invariantu. Lze je rozdé€lit na pravouhelniky (takové rovnobézniky, které maji vSechny

vnitini thly pravé) a takové, které pravouhelniky nejsou. Podrobnéjsi rozd€leni je nasle-

dujici:

1. Ctverec je takovy rovnobéznik, jehoz (thlop¥icky sviraji pravy thel, pravy je rovnéz
kazdy z vnittnich thlt. Jde o pravouhelnik.

2. Kosoctverec je takovy rovnobéznik, jehoz thlopticky sviraji pravy uhel, avSak zadny
z vnitinich thld neni pravy.

3. Obdélnik je takovy rovnobéznik, jehoz uhlopticky nesviraji pravy uhel, avsak kazdy
z vnitinich thl je pravy. Jde o pravothelnik.

4. Kosodélnik je takovy rovnobéznik, jehoz uhlopficky nesviraji pravy uhel a pravy

neni zadny z vnitinich thlu.

Pojd’'me se v zavéru podobnostniho pohledu na ¢tyfuhelniky podivat na rozdéleni licho-

béznikl. Lichob&zniky lze rozdélit na:

1.

rovnoramenné lichob&zniky (vnitini ahly pfilehlé k zakladné jsou shodné),

2. pravouhlé lichobéZniky (maji pravé dva thly pravé),

3.

lichobéZniky, ktery nejsou ani rovnoramenné, ani pravouhlé.

Dopliime, Ze dalsi typy (inspirovéno [15, str. 49—50]) ¢tyitihelnikd jsou napt. ¢tytthel-

niky:

1.

tétivové (ty lze definovat pomoci vnitinich thld, tedy jiZ u podobnosti — fekneme,
ze Ctytuhelnik je tétivovy, pokud soucet velikosti protéjSich vnitinich uhla je velikost
uhlu pfimého),

te¢nové (ty je mozné definovat pomoci délky, u shodnosti — fekneme, ze ctyiuhelnik
je tenovy, pokud je konvexni® a pokud soudty délek dvojic proté&jsich stran jsou si
rovny),

deltoid (uhlopfticky jsou na sebe kolmé a jedna z nich prochézi sttedem druhé — stied
useCky je afinni invariant, kolmost podobnostni, tedy deltoid je mozné zavést u po-

dobnosti).

6 Konvexni ¢tyfuhelnik zde nezavadime.
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Poznamenejme, ze deltoid je te€novy Ctyfuhelnik.
Detailngjsi pfedstavu o zékladnich typech Ctyiahelnikl nabizi schéma na Obr. 14.
CTYRUHELNIK

T

ROVNOBEZNIK RUZNOBEZNIK LICHOBEZNIK

P N

PRAVOUHELNIK ROVNOBEZNIK, ROVNORAMENNY  PRAVOUHLY  LICHOBEZNIK, KTERY NENI

KTERY NENi ROVNORAMENNY
/\ N ANI PRAVOUHLY
ETVEREC OBDELNIK KOSOETVEREC KOSODELNIK

Obrdzek 14 — jedna z mozZnych klasifikaci ctyrahelniki

2.2 ReSené tlohy — dvojpomér, harmonicka ¢tverice
Uved’'me dale zadéani a feSeni uloh zabyvajicich se dvojpomérem jako projektivnim inva-

riantem (invariantem koline4rniho zobrazeni) a také harmonickou ¢tvefici.

Nasledujici ulohy dvé ulohy se vénuji dvojpomeéru. Posledni tloha v této podkapitole je

zamétena na harmonickou Ctvefici a jeji konstrukcei.
Uloha 4 [6, str. 145]: Dokazte, e pro dvojpomér &étyf bodi plati:
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

RozepiSme kazdy z uvedenych ¢tyf dvojpoméra a ukazme, Ze se rovna témuz vyrazu.

A_)_C —_— —
(ABCD) = (ABC) B¢ AC-BD
(ABD) 4D BC-4AD
BD
B__D) —_— — —_— —
(BADC) = (BAD) Zp BD-AC _AC-BD
(BAC) BC 4D-BC BC.AD
AC



CA
CDA) 7i CA-DB AC-BD
(cpap) =24 _ DA _¢4-DB _AC-BD
(CDB) CB DA-CB BC-AD
DB
D—_B) —_— — —_—
DCB) 7§ DB-CA AC-BD
(ocpay = LB _cB _DB-C4_AC

(DCA) DA CB-DA BC-4AD
CA

Dokazali jsme dané tvrzeni.
Uloha 5 [6, str. 145]: Dokazte, ze vyménime-li posledni dva body mezi sebou, zméni se

hodnota dvojpoméru v hodnotu ptevracenou, tj. plati:

Ditikaz provedeme odlisSnym zplsobem nez v piedchozim piipad¢, tentokrat si v§imneme,

ze je:
_@4BC) 11
(4BCD) = (ABD) ~ (ABD) ~ (ABDC)
(ABC)

Cimz je i dokazan dal3i vztah mezi dvojpoméry.

Uloha 6: K danym tfem bodi A4, B, C takovym, Ze bod C lezi mimo tsecku AB za bodem
B, sestrojte bod D takovy, ze (ABCD) = —1, tj., Ze body A, B, C, D v tomto potadi tvoii

harmonickou ¢étverici.

Text zadani i1 feSeni je inspirovany odstavcem z [1, str. 131] — pouzivame vSak jiné zna-
¢eni a konstruujeme bod mezi body A, B, nikoli mimo usecku AB, tak jak v [1] konstruuji
Bocek a Zhouf. Graficky se ke tfem bodiim najde ¢tvrty harmonicky bod nasledovné (viz
Obr. 15): vedme body A, B libovolné (navzijem riizné) rovnobézky’. Na rovnob&zku
prochézejici bodem B se zakresli jednotkova tisecka. Jeji koncovy bod E se spoji s bodem
C a kde tato pfimka protne rovnobézku jdouci bodem A, ziskdme bod F. Ten ve stfedové

soumérnosti se sttedem A ptevedeme na bod F', ktery spojime se ziskanym bodem E.

7 Jak poukazuje Hasek v [6, str. 145], rovnobé&znost je ,,az” afinni invariant. ZpGsob konstrukce by nemé|
byt zaloZen na rovnobéznosti.
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Tato spojnice protne ptimku AB v bod¢ D, ktery je tim hledanym bodem. Pro dvojpomér
plati (ABCD) = —1.

Obrdzek 15 — jedna z mozZnych konstrukci harmonické Ctverice (ddno A, B, C)

V eukleidovské rovin€ lze vysvétlit spravnost vyse popsané konstrukce, a to uzitim

podobnych? trojiihelniki. Nasledujici popis vznikl na zakladé vlastnich vypiski.

Z Obr. 15 je ziejme, ze Ghly <CBE a <CAF jsou shodné (jsou totiz souhlasné), a tedy
trojuhelniky BCE a ACF jsou si podle véty uu podobné. Plati tedy:

ac aF
BC 1

Vsimnéme si dale, ze thly «BDE a <ADF’ jsou vrcholové, a tedy jsou shodné. Shodné
jsou také sttidavé thly «F'AD a <EBD — trojthelniky F'AD a EBD jsou si podobné podle
vety uu. Plati tedy:

—

BD 1
AD AF

JelikoZ (ptimo z konstrukce) plyne AF = —ﬁ, lze psat:

(ABC) AC BD AF 1 _—AF 1

(ABD) BC AD 1 4f 1 AF

8 Uvédomme si, Zze v kapitole o kolineaci jsme podobnost nezavedli. Je nutné mit na paméti, Zze zde pou-
Zivame néco, co neni v daném kontextu budovani geometrie zcela korektni.

33



Oduavodnili jsme spravnost vyse uvedené konstrukce ¢tvrtého bodu ke tfem zadanym

s tim, Ze vzniklé Ctyti body tvoii v pfedepsaném potfadi harmonickou ctvefici.

Ukazme si nyni jinou konstrukei, kterd nebude vyuzivat jinych nez projektivnich invari-
antd (tedy téch vlastnosti, které zachovava kolineace). Konstrukce je zachycena na Obr.

16; pro ukézku toho, Ze lze zvolit pfimku prochézejici bodem C libovolné (ov§em rtiznou

od 71?), je na Obr. 16 zachycena modrou barvou jina poloha popsanych ptimek a bodi

pottebnych v konstrukei.

Ved'me bodem C libovolnou piimku rtiznou od ZE, na ni zvolime dva rizné body E, F
a vedeme jimi ptimky AE a BF, jejich prisecik’ nazveme Q. Bod D je potom priise¢ikem

piimek AB a QG, kde G je prisecikem piimek AF a BE. [6, str. 146]

Obradzek 16 — alternativni konstrukce harmonické ctverice (ddno A, B, C)

2.3 ReSené tilohy — afinita

Zacnéme Ulohami zaméfenymi na délici pomér jako na jeden z invarianti afinity. Uloha

7 je autorska.

Uloha 7: Jsou dany dva rizné body K, M. Naleznéte na piimce KM bod L tak, aby platilo
(KLM) : (MLK) = —3.

% Jsou-li pfimky AE aBF rovnobézné, prlsecik Q v eukleidovské roviné neexistuje (v projektivni roviné
je nevlastnim bodem). V eukleidovské roviné v takovém pripadé bod D nalezneme jako prisecik rovno-
bézky s E, resp. BF prochazejici prisecikem G primek AF a PTEf; byt jsme si védomi, Ze poufZiti rovno-
béznosti v kontextu budovani geometrie neni korektni.
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Cislo (KLM) = A, splije podle definice KM = A, - LM. Lze prejit k zapisu:

KM
Al Bl —

LM

Podobné pro ¢islo (MLK) = A, je:

/12=:.

Pro podil (KLM) : (MLK) dostavame:

(KLM) A _Tp KM LK LK KL _
(MLK) A MK IM MK LM ML

Po uprave:

KL

— = 3.
ML

Podil na levé strané je vSak roven (KML). Jinymi slovy mame za ukol najit na pfimce

KM bod L takovy, ze (KML) = 3. Takovy bod je pravé jeden a nachazi se mezi body K, L

tak, Ze usecka KM je dvojndsobnd oproti tise¢ce ML (viz Obr. 17).

K M L

- - - -
L L L L

Obrdzek 17 — k uloze 7

Uloha 8 [18, str. 11]: Necht' 4, B, C jsou tfi riizné kolinearni body. Dokazte, Ze potom
plati (ACB) = 1 — (ABC).

Rozepisme dé€lici poméry do tvaru podilu obdobné¢ jako v ptedchozi uloze:

AC BC-AC BA AB
1—(ABC):1—::T:::::(ACB).
BC BC BC (B

A tedy opravdu (ACB) = 1 — (ABC).
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Pokracujme tlohou z [4], vyuzitou také ve varianté K testu ze Syntetické geometrie

I v roce 2021. Zadani je upraveno tak, aby odpovidalo sou¢asnému jazyku.

Uloha 9 [4, str. 197]: Je dan trojthelnik ABC. Jednu z jeho stran prodlouzime o jeji délku
a koncovy bod spojime se stiedem druhé strany. Urcete, v jakém poméru déli prisecik

této spojnice s tieti stranou tuto stranu.

Zacnéme rovnou obrazkem situace popsané v zadani (viz Obr. 18). Bez ijmy na obec-

nosti prodluzme popsanym zptisobem stranu AB, koncovy bod ozna¢me D. Jako ,,druhou

stranu® volime stranu BC. Prusecik tfeti strany (strany AC) s pfimkou DSp. ozna¢me E.

;'1 [}

Obrdzek 18 — k uloze 9

Vsimnéme si, Ze se v zadani pise o stran¢ trojihelniku. Nikoli v§ak v tom smyslu, ze by
byla dana jeji délka ¢i by bylo nutné pro vyteSeni ulohy jakoukoli ze stran trojihelniku

znat'?

, stejné jako se v zaddni nemluvi o Zadnych uhlech ¢i jinych pomérech nez pome-
rech usecek na téze ptimce. V zadani jsou déale pojmy ,,stfed strany* a ,,0seky* — pojmy
napovidajici, Ze by tlohu mé¢lo byt mozné vyftesit nastroji zatazenymi nejpozdéji v kapi-

tole afinita. Ulohu vyfesime uZitim Menelaovy véty (viz str. 18).

Vzhledem k tomu, Ze body E, Sg¢ a D lezi na ptimkach, na nichz lezi strany trojuhelniku,

plati podle Menelaovy véty:

(ABD) - (BCSgc) - (CAE) = 1.

10 Jak jiz bylo pfedesldno, s rovnosti Useéek je mozné pracovat korektné bez zavedeni délky Gsecky &i
vzdalenosti.
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Nékteré délici pomery na levé strané jsme schopni piimo vy¢islit. Plati:

AD
(ABD) === 2
BD

BSpe
(BCSpe) = —= = -1
BC CS

BC

Po dosazeni dostavame:
2:-(=1)-(CAE) = 1.

Z ¢ehoz snadnou upravou dostaneme:
(CAE) = !
==

Po piepsani dostavame hledany pomér:

C_E)_l

==
Délici pomér je zaporny, a tedy bod E leZi uvnitf usecky AC.
Nasledujicich tloha byla inspirovéana tlohou z [4, str. 197].

Uloha 10: Piimky p,q prochazejici vrcholy A, B trojihelniku ABC protinaji strany
BC, AC v bodech P, Q tak, Zze (BCP) = (ACQ) = —2. Prusecik piimek p, g oznacme R,

prisecik piimky CR se stranou AB ozna¢me S. Dokazte, ze bod S je stfedem strany AB.

Sledujme Obr. 19. Tvrzeni je snadnym disledkem Cévovy véty (viz str. 19). Bod R je
prisecikem pifimek AP, (B—Q: CS. Mizeme tedy psat:
(ABS) - (BCP) - (CAQ) = —1.

Zname hodnotu (BCP) = —2. Ze vztahu (ACQ) = —2 lze odvodit!!, ze (CAQ) = —%.

Po dosazeni za ptislusné délici poméry na levé strané a postupnymi Gpravami mame:

(ABS) - (BCP) - (CAQ) = —1,

11 0dvozeni vyuziva rozepsani déliciho poméru do tvaru podilu a pfevracené hodnoty.
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1
(ABS) - (~2) - (—5 -1,
(ABS) = —1,
AS
== _1I
BS
AS = —BS,

atedy bod S je ziejmé stiedem usecky AB, coz jsme chtéli ukazat.

Na zavér poznamenejme, Ze v zadani se piSe o tom, Ze je tkolem cosi dokazat. V tomto
ptipadé vsak Ize snadno zadani zménit na takové, kde se bude pozadovat urcit, v jakém

pomeéru déli bod S stranu AB, nebo napt. bude tikolem urcit d€lici pomér (ABS).

Obrdzek 19 — k uloze 10

V tloze 11 doslo k pfeformulovani zadani tlohy tak, aby odpovidalo soucasnému
jazyku. Cast zadani tilohy v piivodnim zdroji [4] byla pouZita jiz v zadani tllohy pred-

chozi.
Uloha 11 [4, str. 197]: Dokazte, Ze bod R z predchozi tlohy je stiedem usecky CS.
Vyuzijeme Menelaovu vétu pro trojuhelnik SBC a ptimku p = AP:

(SBA) - (BCP)-(CSR) =1

%- (=2)-(CSR) =1
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CR
—=-1
SR

CR = —SR

Bod R je proto sttedem usecky CS.
Pokracujme dale diikazem znamé vlastnosti téznic.

Uloha 12: Dokazte, Ze téznice trojahelniku se protinaji v pravé jednom bodg, ktery roz-

déluje té€znice v poméru 1 : 2.

Jednotlivé ¢asti dikazu ilustruji Obr. 20, 21.

Obrdzek 20 — k prvni ¢dsti dikazu v uloze 12

Cv

Obrdzek 21 — ke druhé casti dikazu v uloze 12

V prvni ¢asti ditkazu ukaZeme, ze se t€znice protnou v jednom bodé. K tomu se piimo
nabizi véta Cévova, ktera dava nutnou a postacujici podminku pro to, aby se uvedené
useCky protinaly v jednom bod¢. Ovétime, ze plati rovnost soucinu piislusnych délicich
poméru a ¢isla —1. Oznacme v trojuhelniku ABC stiedy stran BC,CA, AB postupné
Sa»Sp, Sc. Checeme dokazat, ze plati:
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(ABS.) - (BCS,) - (CAS,) = —1.

Stfedy stran jsou rizné od vrcholl trojuhelnika a lezi na ptisluSnych pfimkach, coz ndm

umoziuje Ceévovu vétu vyuzit. Navic mizeme piejit k zapisu:

AS, BS, CS,

= —1.
BS. CS, AS,

Ziejmé plati AS, = —BS., BS, = —CS,, CS,, = —AS;, . Kazdy z ¢initell soucinu na levé
stran¢ je proto roven —1. Rovnost tak Ize ptfepsat do tvaru:
(-1 (1) (-1 =-1.

Tato rovnost plati. VSechny upravy byly ekvivalentni. Dokazali jsme, Ze se t€Znice troj-
uhelniku protinaji v jednom bodé¢.
zi§té T déli téznici CS, v uvedeném poméru, Givahu lze analogicky provést pro libovolnou
téznici. PouZijeme k tomu vétu Menelaovu pro trojihelnik AS.C a pifimku E (viz Obr.
21). Body S, T, B lezi v piimce, proto plati:

(AS.B) - (S.CT) - (CASp) = 1.

Miizeme psat:

A5 5T Cs,
5B T A,

Jelikoz AB = 2 - S.B a CS, = —ASy, lze ptejit k zapisu:

S.T
CT

(-1 = 1.

Z ¢ehoz snadnou upravou plyne, ze:

a tedy bod T lezi uvnitt usecky CS, (tedy i uvnitt trojuhelniku) a navic plati rovnost

(S.CT) = — % tedy bod T déli t&nici CS, v poméru 1 : 2.
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Nasledujici tloha je pievzata z varianty R testu ze Syntetické geometrie I z roku

2021.

2%

WV

ham, které se tykaji konstrukce harmonické ¢tvetice v kapitole 2.2, Ize snadno uhodnout,
ze pokud tvofi uvedené ¢tyfi body harmonickou ctvefici, pak jisté¢ v potadi C,T, S, S.

Chceme ovéfit, ze plati:

(CTS.S) = —1.
RozepiSme dvojpomeér:
g
CTS TS
(CTS,S) = (( o SC)) = ZSC
TS

A%

1:2azeS je sttedem téZnice. Plati:

1
x 3
(CTS.S) = —— = =1
1 1
2z 279
_1
6
Zjistili jsme, zZe plati:
(CTS,S) = —1.

WV

monickou c¢tvefici, a to v potadi C, T, S, S. Neni to vSak jediné feSeni — dalSim feSenim

jenapt. potadi C, T, S, S, (plyne z véty, jejiz dikaz je ptedmétem tlohy 5 na str. 32).

Nasledujici uloha je inspirovana tlohou v [16, str. 34], pouzité znaceni v feSeni je

pfizpisobeno naSemu.
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Uloha 14: V roving je dana trojice afinné sdruzenych bodti 4,A’; B, B’; C, C'. Uréete osu

2%

afinity, zobrazte v této afinité t€zisté€ T trojuhelniku ABC a ovéite konstrukei, zda je jeho

2%

Aby méla tloha feSeni, musi byt piimky A4’ BB, CC’ rovnob&né. Afinné sdruzené
piimky se v afinité protinaji na ose afinity. Osa afinity o je proto uréena napft. pruseciky
Sap» Spc primek 4B 2 A'B’ , BC a B'C’. Dale sestrojime t¢zisté T trojuhelniku ABC, na-
lezneme bod Spr jako prisecik osy afinity a ptimky BT. Obraz T' bodu T pak nalezneme
jako prisecik rovnobézky napft. s AN prochazeji bodem T a piimky m. Bod T' je
t&zi$tém trojuhelniku A'B’C’ (t&8Zisté trojuhelniku uréeného vzory se v afinité zobrazi na

téziste trojuhelniku urceného obrazy). Konstrukce je zachycena na Obr. 22.

A
- % v
. ~

/’ T = ~ o C

M e I

- PR ~ S
PR A= ~o BC
-7 K ~

- - _ kY
=~ N P

A < ¥ - e

Obrdzek 22 — k uloze 14

2.4 Resené ulohy — podobnost
Zamé&fme se nyni na Ulohy pracujici s poméry délek usecek a také s uhly. V nékterych
ulohach budeme pracovat s pomérem podobnosti. Prvni uloha v této podkapitole, uloha

15, v sobé obsahuje dikaz znamého tvrzeni.

Uloha 15 [7, str. 72]: Dokazte, Ze kazda podobnost s koeficientem k # 1 mé nejvyse

jeden'? samodruzny bod.

v

12 plati viak ,siln&j3i” véta — kaZzda podobnost a koeficientem k # 1 (tedy takovéd podobnost, kterd neni
shodnosti) ma pravé jeden samodruzny bod.
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Ve vysledcich v [7, str. 112] najdeme naznak feSeni. Nasledujici rozepsané feSeni je au-

torské.

Dukaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze ma podobnost s koeficientem k # 1 ale-
sponi dva samodruzné body. Oznac¢me je X,Y. Podobnost zobrazuje takové body na ty

samé,atedy X - X' = X,Y - Y' =Y. A tedy zfejmé |XY| = |X'Y'|.
Z definice podobnosti musi platit:
IX'Y'| = k- |XY].
Po dosazeni |XY| za |X'Y'| mame:
|XY| =k - |XY]|.
Z ¢ehoz snadnou upravou je:
k=1.

To je vsak spor s predpokladem, ze k # 1. Dokazali jsme, ze mé kazda podobnost rizna

od shodnosti nejvyse jeden samodruzny bod.

Naésledujici tloha je autorska a byla inspirovana tlohou zadanou ve varianté I testu

ze Syntetické geometrie [ v roce 2021.

Uloha 16: Jsou dany tii rovnob&Zné navzajem riizné piimky a, b, ¢ a na piimce b je pevné
dany bod X. Bod A lezi na pfimce a, bod C je prisecik piimek AX, c. Dokazte, 7e pro
libovolny bod A € a je pomér |AX| : |XC| konstantni.

4 (&

Obrdzek 23 — k uloze 16
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Zvolme na ptimce a dal$i bod A; rizny od bodu A a dohledejme bod C; jako prisecik
piimek Al(—X), c.
V§imnéme si, Ze thly <C;XC a <A; XA jsou vrcholové, a tedy jsou shodné. Uhly <CC; A,

a ¥AA;C; jsou stfidavé, a tedy shodné. Na Obr. 23 jsou takové dvojice thli barevné

odliSeny. Trojuhelniky C;CX a A;AX jsou si podobné (podle véty uu), a tedy plati:

|AX] A4 X|
IcX] G, XTI

Bod A, je mozné volit libovolnég, a proto plati pro vSechny body A piimky a, ze je pomér

|AX| : |XC| konstantni.
Nasledujici tloha je pfevzata z [7, str. 69], zadani je v naS§em kontextu upraveno.

Uloha 17: V roving je dan trojithelnik ABC. Body R, S jsou stfedy stran AB, AC. Necht' f
je podobné zobrazeni, vnémz B = f(R), C = f(S). Urcete koeficient podobnosti zobra-

zeni f.

Proved’'me nacrtek daného trojuhelniku (Obr. 24).

Obrdzek 24 — k uloze 17

Oznaéme |RS| = a. Jak si ¢tenaf snadno rozmysli, jsou trojuhelniky ARS a ABC po-
dobné, pticemz |AB| = 2|RS|,|AC| = 2|AS|. Plati proto |BC| = 2a (piipadné lze vyuzit
ptimo vlastnosti stiedni pticky trojuhelniku, tu jsme zde vSak nedefinovali). Zobrazeni f

je podobnost, body B, C jsou obrazy bodii R, S, a tudiz z definice podobnosti plati:

|BC| = k - |RS]|,
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kde k je hledany koeficient.
Po dosazeni:
2a=k-a
A po snadné upraveé (a > 0) dostavame kyzené:
k=2

Nasledujici tloha je pfevzata z [3, str. 345]. Namisto puvodniho ,,|LK| = |KM|*
jsme v zadani uvedli, Ze je trojuhelnik KLM rovnoramenny se zakladnou LM — vzdélenost
jsme sice definovali jesté pied zavedenim podobnosti, je vSak Ucelné si uvédomit, Ze
vzdalenost je invariant shodnosti, a tedy v tlloze na vyuziti podobnosti neni nutné ji pou-
Zit.

Uloha 18: Je dan ostry tthel <AVB a bod M, ktery lezi uvnitf tthlu <AVB. Sestrojte
vSechny rovnoramenné trojuhelniky KLM, pro néz plati: vrchol L lezi na polopfimce VB,
vrchol K na poloptimce VA, pficemz trojuhelnik KLM je rovnoramenny se zakladnou LM
alK L VA.

Ulohu vyfe§ime uzitim stejnolehlosti se stiedem ve vrcholu V {thlu <AVB. Sestrojme
libovolny rovnoramenny trojihelnik K'L'M' se zakladnou L'M’ takovy, Ze pro jeho vr-
choly plati L' € VB,K' € VA, K'L’ 1L VA, M' € VM. Takovy trojthelnik je podobny hle-
danému trojtihelniku KLM. Ved'me bodem M rovnobéZzku s KM Jeji prisecik s polo-
pfimkou VA je hledany bod K. UZitim kolmice vztycené v bod¢ K k polopiimce VE se-
strojime bod L, ktery je prise¢ikem této kolmice s poloptimkou VB (1ze ovéftit, ze troju-

helnik KLM je rovnoramenny se zékladnou LM).

Uloha ma dvé feseni pro 0° < |XAVB| < 45° a jedno feseni pro 45° < |<AVB| < 90°.
Na Obr. 25 jsou znazornéna a barevné odliSena ob¢ feSeni (trojuhelniky Ky LM, K,L,M),

ostry uhel <AV B je mensi nez 45°.

45



LI
B Al
b ﬂ‘[l amn
.l‘ -
14 - : '____—_*"-
. - .
R T e =
t" e
M A g
A ! . S .
M, | po-- :
o L o2
- L H
_________________ :
______ | e B
T T T
!
V K A K K,

Obrdzek 25 — uziti stejnolehlosti v tloze 18
Dalsi tloha je ptevzata z [3, str. 335], z ptivodnich péti ,,poduloh* vybirame prvni
tfi. Kazda z nich je zamétena na podobnost, byt kazda z trochu odlisného thlu pohledu.
V zadani se sice vyskytuji délky, vztah |AX| = |XY| v8ak lze snadno zapsat uzitim po-

méru délek (jako invariantu podobnosti) jako laxl

Xyl = 1.

Uloha 19: Narysujte libovolny trojithelnik ABC. Uvniti strany AC je dan bod X a uvnitt
strany BC bod Y tak, Zze |AX| = |XY| a XY || AB.

a) Vyjadrete délku x usecky AX pomoci délek b, ¢ stran AC, AB.

b) Sestrojte tisecCku délky x a pak ve zvoleném trojihelniku ABC sestrojte pozadované
body X, Y.

¢) Reste danou konstrukéni tilohu bez predchoziho vypoétu uzitim stejnolehlosti se stie-

dem v bodé A.

Podivejme se na feSeni Casti a). Ze zadani je ziejmé, jak useCka XY bude umisténa, ilu-
struyme vSak situaci obrazkem (piedpokladejme, Ze jsou body X, Y sestrojeny) — viz Obr.

26.
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Obrdzek 26 — k uloze 19, ¢dsti a)

Vsimnéme si, Ze thly <BAC a <YXC jsou shodné, a tedy trojihelniky ABC a XY C jsou

si podobné podle véty uu. Proto plati:

Po snadném vyjadfeni x mame hledané:

bc
T b+c

V feseni ulohy b) naznacme, jak sestrojit isecku délky x. Pomtzeme si upravou vyse
uvedeného vztahu

bc
b+c

X =

Vydélme obé¢ strany rovnice (kladnym) ¢islem c:

X b
c b+c¢

Nyni stac¢i vyuzit podobnosti trojuhelnikli (na Obr. 27 trojuhelnikt SLK, SNM), postup

konstrukce a jeji spravnost jsou ziejmé z Obr. 27 (je |SK| = ¢,|SM| = c + b, |SN| = b,
kde b, c jsou délky stran trojuhelniku ABC). Plati |SL| = x.
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Obrdzek 27 — k uloze 19, ¢dsti b)

Samotné sestrojeni bodi X, Y je ziejmé — bod X leZi na strané AC a plati |AX| = x, bod

Y nalezneme jako prisecik strany BC s ptimkou rovnobéznou s AB prochézejici bodem

X (viz Obr. 26).

V ¢asti ¢) bychom chtéli v trojihelniku ABC sestrojit body X, Y bez predchoziho vypoctu.
Sestrojme rovnoramenny trojuhelnik AX,Y; takovy, ze plati |AX,| = |X,Y1|, pficemz X;
je vnitinim bodem Usecky AC, Y; je vnitinim bodem poloroviny +— ACB a pfimky m
a AB jsou rovnobézné. Vyuzijme stejnolehlost se sttedem v bodé A a koeficientem AX :
ZX_l) , kterd zobrazi bod Y; na bod Y a bod X; na bod X. Obrazem piimky m v uvedené
stejnolehlosti je pfimka XY rovnob&zna s m (resp. s ﬁ). Bod Y je zfejmé prusecikem
usecky BC a poloptimky A—Y£ . Bod X ziskdme jako prisec¢ik AC a rovnobézky s pfimkou

AB vedené bodem Y. Uloha ma jediné feseni (viz Obr. 28).
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Obrdzek 28 — k uloze 19, ¢dsti c)

Nésledujici tloha byla zadana ve Skolnim roce 2014/2015 jako tloha doméaciho

kola kategorie C Matematické olympiady.

Uloha 20 [20, uloha 4]: Ozna¢me E stied zakladny AB lichob&zniku ABCD, v némz plati
|AB| : |CD| = 3 : 1. Uhlopii¢ka AC protina Gise¢ky ED, BD po fadé v bodech F,G. Ur-
Cete postupny pomér |AF| : |FG| : |GC].

Prvni véta v oficidlnim feSeni je: ,,JelikoZ v zadadni 1 v otazce Ulohy jsou jen pomery,
muzeme si délky stran lichobézniku zvolit jako vhodna konkrétni ¢isla.” Zvolme tedy
napf. |AB| = 6. Jelikoz E je sttedem zakladny AB, plati pak |AE| = |EB| = 3, a jelikoz
|AB| : |CD| = 3 : 1, je ziejmé |CD| = 2. Hledané délky ozna¢ime nasledujicim zpuso-
bem: |AF| = x,|FG| = y,|GC| = z. V Obr. 29 jsou zaznaleny a barevné odliSeny tfi
dvojice shodnych uhli (dhly <BAC a «DCB jsou stifidavé, stejné jako uhly <AED

a LCDE; déle si mizeme vSimnout, Ze uhly XAGB a <CGD jsou vrcholové).
Trojuhelniky ABG a CDG jsou si podle véty uu podobné, a proto:

x+y

6
2 1

Z

Takeé trojuhelniky AEF a CDF jsou si podle véty uu podobné, a tedy:
X 3

y+z=Z

ZapiSeme-li uvedené rovnosti (po upravach) jako soustavu rovnic, mame:
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{ x+y—3z=0,
2x—3y—3z=0.

Jejich odectenim dostavame x = 4y neboli x : y =4 : 1 =12 : 3. Dosazenim 4y za x
do prvni rovnice dostaneme 5y = 3z, neboli y : z = 3 : 5. Spojenim obou poméra do-

stivame x : y : z = 12 : 3 : 5. SepiSme vysledek uzitim poméru uvedeném v zadani:
|AF| : |[FG| : |GC| =12 : 3 : 5.

Ur¢ili jsme hledany pomér pouze uzitim podobnosti a pomoci algebraickych uprav.

Obrdzek 29 — k uloze 20

2.5 ReSené tilohy — shodnost

V této podkapitole jsou zatazeny ulohy, v nichz bude hlavni roli hrat vzdalenost — totiz
invariant shodného zobrazeni. Ulohy vybirame tak, aby byly v jejich feseni predvedeny
rizné postupy — napft. takové, které vyuzivaji shodnosti trojihelnikli ¢i mnozin bodi da-
nych vlastnosti popsanych pomoci vzdélenosti; jsou zde zatrazeny ulohy na aplikaci
Pythagorovy véty a Eukleidovych vét, tillohy vyuzivajici obvod nebo obsah, v neposledni
fad€ Glohy zaméfené na konstrukci rovinnych ttvart pomoci shodnych zobrazeni. Ko-
neéné budeme moci pouzit kruznici, k jejiz definici'® vyuzivame délku — zde vychazime
ze standartni stfedoskolské definice, kde je kruznice mnozina vSech bodu, které maji stej-

nou vzdalenost od pevné dané¢ho bodu.

13 poznamenejme viak, Ze existuje kruZnice popsand jako mnoZina véech bodi spliujicich uréitou rov-
nost, kde je na jedné strané podil délek usecek a na druhé strané kladné Cislo. Vice o tzv. Apolloniové

kruznici napf. v [1, str. 87—89].
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Zacnéme ulohou z [1, str. 20], zaméfenou na shodnost trojuhelnikd.

Uloha 21: Nad stranami AC a BC ostrouhlého trojuhelniku ABC jsou sestrojeny rovno-
stranné trojuhelniky ACD a BCE tak, ze kazdy z nich lezi vné trojuhelniku ABC. Dokazte,
ze A AEC = A DBC.

Ve vysledcich uloh v [1, str. 149] se do¢teme, Ze méme otocit trojuhelnik DBC kolem
bodu C o uhel 60°. V nasem feSeni vSak vyuzijeme piimo véty sus, bez vyuziti otoceni

(viz Obr. 30).

Je ziejmé, ze plati |CD| = |AC| = b,|BC| = |CE| = a. Zbyva ukazat, Ze vnitini uhly

v obou trojuhelnicich pii vrcholu C jsou si rovny, tj. ze |[XACE| = |<DCB)|.

Jelikoz jsou trojuhelniky ACD a BCE rovnostranné, maji vSechny jejich vnitini uhly stej-

nou velikost (pfesnéji feceno 60°, to vSak pro vyieSeni ulohy nepotiebujeme). Plati tedy:
|«ACD| = |*BCE].
Pfictéme k obéma stranam velikost vnitiniho thlu <ACB trojuhelniku ABC:
|*ACD| + |«ACB| = |XBCE| + |%ACB|,
|«DCB| = |[<ACE]|.
A tedy A AEC = A DBC podle véty sus.

D b C

A B

Obrdzek 30 — k uloze 21
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Nasledujici tloha je pfevzata (a ptelozena) z [9, str. 160]. Pro vétsi ptehlednost jsme po-

jmenovali ptivodné nepojmenované vrcholy trojuhelniku A4, B, C.

Uloha 22: Pata P vy3ky v, spusténé na pteponu ¢ pravouhlého trojuhelniku ABC d&li tuto
pieponu na dva tuseky o délkach m, n. Vyjadiete uzitim m, n délky odvésen trojuhelniku

ABC.

Vyuzijeme Eukleidovy véty o odvésné. Situace je znazornéna na Obr. 31, pfiCemz plati

|AP| = m, |PB| = n.

A m P n B

Obrdzek 31 — k ulohdm 22 a 23

Podle Eukleidovy vété o odvésné plati:

ProtoZe je v§ak ¢ = m + n, dostdvame:
a’?=(m+n)-n,
b? = (m+n)-m.
A tedy:
a=n(m+n),
b =/m(m +n).

Zjistili jsme, ze odvésny maji délky \/m(m + n) a/n(m + n).
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Poznamenejme, ze ptredchozi tlohu jsme mohli vyftesit i bez vyuziti Eukleidovy
véty o odvésné jiz v kapitole tykajici se podobnosti — pravé pomoci podobnosti je totiz
mozné Eukleidovu vétu dokazat, pro vyfeseni by ndm stacilo vyuzit vhodné podobnosti
trojuhelnikt. Znalost Eukleidovy véty zde vSak feseni zjednodusuje. Navic zadani pracuje
ptimo s délkou a v obvyklém tvaru zapisu Eukleidovy véty se vyskytuje soucin vzdale-

nosti.
Nasledujici tloha je autorské a navazuje na pravé dokoncenou.
Uloha 23: Uzitim m, n vyjadiete obvod a obsah trojuhelniku ABC z piedchozi ulohy.

Obvod je souctem délek vSech tii stran a, b, ¢ trojihelniku ABC, a tedy s vyuZzitim vy-

sledku z ptfedchozi tlohy mame:
o=a+b+c,

po dosazeni (a prohozeni prvnich dvou s€itancli) dostivame konec¢né:

0=\/m(m+n)+\/n(m+n)+m+n.

Obsah'* pravotihlého trojiihelniku je mozné spoéitat jako polovina soudinu délek odvé-

sen, a tedy:

Po dosazeni mame:

¢ =\/m(m+n)- Jn(m+n)

2
Po upravé dostavame kyzené:
(m +n)vmn
S = f

Vztahy, v nichZ vystupuje délka, 1ze velmi Casto vyuzit v tlohdch z Matematické

olympiady. Jako ptiklad uvadime Sestou tlohu z doméciho kola kategorie C ze Skolniho

c-ve
2
dosazeni do uvedeného vztahu pro vypocet obsahu dostdvame stejny vysledek.

14 Obsah je mozné spo¢itatijako S = , pficemz podle Eukleidovy véty o vysce plati v, = vVmn. Po
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roku 2015/2016, v niz pouzijeme Eukleidovu vétu o vySce. Namisto pivodniho ,,na
piimce AB* uvadime ,,na piimce AB.

Uloha 24 [21, Gloha 6]: Je dana kruznice k, (4; 4 cm), jeji bod B a kruznice k,(B; 2 cm).
Bod C je sttedem tisecky AB abod K je sttedem tsecky AC. Vypoctéte obsah pravouhlého
trojuhelniku KLM, jehoz vrchol L je jeden z prusecikt kruznic k4, k, a jehoz ptepona KM
lezi na pfimce AB.

Poznamenejme, Ze v postupu feseni budeme pro zjednoduseni pocitat s délkami usecek

bez jednotek. Jednotku zapiSeme az do vysledku.

Jak je uvedeno hned na zacatku oficialniho feSeni, s ohledem na osovou soumérnost podle
pfimky AB je jedno, ktery z obou priseciki kruznic k4, k, vybereme za bod L. Obsah
pravouhlého trojuhelniku KLM vyjadiime jako:

|KM| - |LD|
Skim = 7'

kde bod D je patou vysky na pieponu trojuhelniku KLM.

Oznacme S stied GseCky BL a sledujme Obr. 32. Trojuhelniky ASB a LDB jsou oba pra-
vouhlé se spoleénym ostrym thlem pfi vrcholu B, a tedy jsou podle véty uu podobné.
Podle zadani plati |AB| = 4,|BL| = 2,a proto |BS| = 1 (polovina délky usecky BL).
Plati:

|BD| _[BL| 2

|BS| ~ |BA| 4

odkud dostavame:

\BD| = =
-1
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Obrdzek 32 — trojuhelnik ABL k uloze 24

Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik LDB plyne pro délku LD:

1 415
|LD| = \/|BL|> — |BD|? = |4 1=

Sledujme dale Obr. 33. Z rovnosti |[BD| = %také odvodime délku tiseku KD ptepony KM

pravouhlého trojuhelniku KLM, je totiz:

1 5
|KD| = |AB| — |AK| — |BD| =4—1—§=§_

Obrdzek 33 —trojuhelnik KLM k uloze 24
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Délku druhého useku DM ur¢ime z Eukleidovy véty o vysce. Plati:
ILD|> = |KD| - |DM]|,

z ¢ehoz vyjadiime:

\DM| = |LD|?
~ IKDI’
A po dosazeni dopocteme:
s 3
-4 _°
|DM| = 57
2
Cela pitepona KM ma tedy délku:
5 3
|[KM| = |KD| + |DM| =§+§= 4.
Obsah pravouhlého trojuhelniku KLM tedy je:
V15
o _lKmM|-D| 45

Pro hledany obsah tedy plati:
Sy = V15 cm?.
Pokracujme autorskou ulohou zamétenou na eukleidovské konstrukce.
Uloha 25: Je dana tGsecka délky 1. Popiste, jak sestrojit Gsecku délky:

V3

X =——

(Vo-1)"

V tiloze vyuzivame zadané jednotkové délky. Uloha by méla piibliZit/zopakovat jiné nez

pocetni vyuziti Pythagorovy véty a Eukleidovych vét.

Oznaéme y = \/§,Z = (\/E — 1)2.
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Usecku délky y zkonstruujme napf. uzitim Thalétovy a Pythagorovy véty jako odvésnu
pravouhlého trojihelniku (viz Obr. 34, kde je zobrazena také zadana jednotkova usecka),

jehoz dalsi odvésna ma délku 1 a prepona délku 2 (tu snadno sestrojime jako dvojnasobek

zadané jednotkové délky). Plati totiz y = V22 — 12,

Obrdzek 34 — jednotkovd usecka a konstrukce tsecky délky y = \/3

Upravime z = (\/E - 1)2 =6 —2v6 +1 =7 — 26. Usetku délky u = /6 zkonstruu-
jeme napt. uzitim Eukleidovy véty o vySce (jako vysku na pfeponu v pravothlém troji-
helniku, jehoz useky piepony maji délky 1 a 6, plati totiz rovnost u = V6 - 1). Konstrukce
tisecky o velikosti 7 — 2v/6 vyuziva s¢itani, resp. od¢itani usedek (viz Obr. 35, na pieponu

délky 7 jsou naneseny dvé usecky délky u a navic plati |AP| = 1,|PB| = 6, |QB| = z).

Obrdzek 35 — konstrukce tsecek délek u = V6,z = 7 — 216
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Konec¢né sestrojime usecku délky x. Délka x spliuje (dle zadani a zvoleného oznaceni):

Konstrukce Gsecky délky x je zaloZena na podobnosti'® trojiihelnikii a je zachycena na

Obr. 36 (plati |[KO| =y = V3,|KM| =z =7 — 2v6,|KL| = 1,|KN| = x, LN || MO)).

Obrdzek 36 — konstrukce usecky délky x
Naésledujici uloha je pievzata z [8]. Nékteré casti uvedeného feSeni jsou upraveny

vzhledem k zachovéni jednotného znaceni.

Uloha 26: Jsou dany rizné body A, B. Najdéte viechny piimky p, jejichz vzdalenost od
A je stejna jako od B.

V prvni fad¢ si miizeme v§imnout, ze mezi hledané ptimky ziejmé budou pattit vSechny
pfimky rovnobé&zné s pfimkou AB. Dale je snadné zjistit, Ze hledanou pifimkou bude i osa

usecky AB.

Ozna¢me Py, Pg po fad€ paty kolmic na p vedenych body 4 a B. Dand podminka je pak

ziejmé ekvivalentni rovnosti |AP,| = |BPg]|.
Rozeberme dale jednotlivé ptipady.

Prochézi-1i pfimka p alespon jednim z danych bodl 4, B, musi to byt uz samotnd piimka

4B, aby spliovala danou podminku.

15 podobné jsou trojuhelniky KNL a KOM.
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Lezi-li A 1 B ve stejné poloroving uréené piimkou p, pak jelikoz jsou thly <AP,Pg,
<BPgP, pravé a |AP,| = |BPg|, musi byt ¢tyiuhelnik ABPgP, obdélnik, a tedy p musi
byt rovnobézna s AB (viz Obr. 37).

p Py Py

4

A B

fg-----1

Obrdzek 37 — k uloze 26 (A, B leZi v téZe poloroviné urcené p)
Pokud A a B lezi v riznych polorovinach urcenych ptimkou p, ozna¢me prusecik ptimky
p a usecky AB jako X. Ze shodnosti pravych a vrcholovych thli dostdvame spole¢né
s |AP,| = |BPg| shodnost trojahelniki XP,A a XPgB (viz Obr. 38), a tedy |AX| = |BX|,
z ¢ehoz plyne, ze p musi prochazet stftedem usecky AB. Jednou takovou piimkou je zmi-

nénd osa useCky AB, ale ziejmé 1 vSechny ostatni takové pfimky spliuji zadani.

Obrdzek 38 — K uloze 26 (A, B leZi v opacnych polorovindch urcenych p)

Nyni jiz mGzeme s jistotu prohlésit, ze vSechny hledané pfimky jsou rovnobé&zky s AB

spolu se vS§emi pfimkami prochézejicimi sttedem tusecky AB.
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Shodné zobrazeni mohou byt vyuzita i v n€kterych diikkazovych ulohach. Uved'me
jako ptiklad ulohu pfevzatou z [13], kde vyuZzijeme stfedovou soumérnost. Znaceni v za-

dani i v feSeni je upraveno.

Uloha 27: V trojithelniku ABC oznaéme M stied strany BC. Uvniti t&Znice AM je dan
bod K spliujici |CK| = |AB|. Pfimka CK dale protina stranu AB v bod¢ L. Dokazte, Ze

trojuhelnik LAK je rovnoramenny.

Uloha je zafazena v ¢lanku tykajicim se rovnob&znikd. Lowit uvadi na za¢atku feseni, ze
neni na prvni pohled viibec jasné, odkud zacit — jediny nédznak rovnobézniku lze spatfit
v bodé M, ktery pili usecku BC. Zobrazme bod A ve stiedové soumérnosti podle stiedu
M, ziskdme tak bod A’. Ctyithelnik ABA'C je rovnobéznik, jelikoz bod M pili jeho uh-
lopficky. Protoze plati |CK| = |AB| a |AB| = |CA'|, je také |CK| = |CA'|, takze trojhel-
nik KA'C je rovnoramenny se zakladnou KA'. Mame tedy |%A’'KC| = |<KA'C|. Uhly
ACA'A a «BAA' jsou stiidavé, a tedy shodné. Stejné tak jsou shodné vrcholové thly
ZA'KC a <AKL. Celkem jsme tedy nalezli dva shodné tihly v trojuhelniku KAL, tento

trojithelnik je proto skuteén& rovnoramenny. Reseni tilohy ilustruje Obr. 39.

C

.-

A.’

Obrdzek 39 — k uloze 27

Dalsi uloha (také na vyuziti sttedové soumernosti) je prevzata z varianty U testu ze
Syntetické geometrie I z roku 2021 (zadani bylo pfeformulovano, namisto ptivodniho

»sestrojte pravouhly trojihelnik* uvadime ,,sestrojte vSechny pravothlé trojuhelniky*).
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Uloha 28: V roviné je dana kruZnice k, jeji te¢na [ a bod S, € k podle Obr. 40. Sestrojte
vSechny pravouhlé trojuhelniky ABC s pravym thlem pfi vrcholu C, jejichz vrchol A lezi

na [l a vrcholy B, C lezi na k, pficemz S, je stied pfepony.

Obrdzek 40 — k zaddni ulohy 28

Existuje sttedova soumérnost se sttedem S, kterd prevadi vrchol A trojihelniku na vrchol
B. O vrcholu A vime, ze leZi na pfimce [ a soucasné jeho obraz ve sttedové soumérnosti
leZi na kruZznici k. Zobrazme tedy celou piimku [ ve sttedové soumérnosti se stfedem S,
na ptimku I’ (Ize vyuzit toho, Ze obraz a vzor ptimky ve stiedové soumérnosti jsou vza-
jemné rovnobé&zné). Prisec¢ik ptimky I' a kruznice k je ziejmé bod B. Bod A pak dohle-
dame snadno jako prisecik polopiimky B_SC) a ptimky [ (resp. jako obraz bodu B ve stie-

dové soumérnosti se stftedem S,).

Na kruznici k mé lezet také vrchol C trojihelniku. Nalezneme jej jako prisecik (rizny od

bodu B) kruznice k a Thalétovy kruznice T(AB) sestrojené nad uiseckou AB.

Jelikoz piimka I’ protne kruznici k ve dvou bodech, ma uloha dvé feseni. Vysledné troj-

uhelniky A, B;C; a A,B,C, zachycuje Obr. 41.
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Obrdzek 41 — reseni ulohy 28

Nasledujici tloha ilustruje vyuZiti posunuti. Zadani bylo stylisticky upraveno. Re-
Seni je autorské — jiné, nezZ je uvedeno v [1, str. 150].
Uloha 29 [1, str. 24]: Jsou dany riiznobézky a, b a usecka MN. Sestrojte viechny tsecky

AB tak, aby |AB| = [MN|, aby byly ptimky AB, MN rovnob&’né a aby bod 4 lezel na

pfimce a a bod B na ptimce b.

Predpokladejme, Ze je tloha vyfeSena. Bod B € b je obrazem bodu A € a v posunuti ur-
¢eném orientovanou useckou W, resp. NM (velikost posunuti je |[MN| = |AB]|). Zob-
razme tedy ptimku a v posunuti uréeném MN, resp. NM (1ze vyuzit toho, Ze obraz piimky
v posunuti je rovnob&Zny se svym vzorem), jeji obraz oznaéme a’, resp. a’’. Bod B je
prusecikem a’, b, resp. a’’,b. Bod A pak dohledame jako prise¢ik ptimky a a piimky
rovnob&zné s MN prochazejici bodem B (nebo jako obraz bodu B v posunuti ur¢eném

orientovanou tseckou NM, resp. W). Reseni Gllohy je zobrazeno na Obr. 42.
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Obrdzek 42 — reseni ulohy 29 (déno a, b, MN)

Nasledujici uloha je ptevzata z [7, str. 28] a ilustruje vyuziti shodnych zobrazeni

v redlné situaci. Zadani je upraveno.

Uloha 30: Ctyti kamaradi tabofili na louce v misté A a méli pfesné nakresleny plan okoli
(viz Obr. 43). Hledali takovou cestu z tdbora A k malindm, potom k rybniku a zpét do

tabora tak, aby byla tato cesta co nejkratsi. Naleznéte takovou cestu.

MALINY

o — — — — — — — — —

o — — — — — — — — — o — — — o — — 4
— o e e e e e e e e e 4

o — — — — — — — — — o — — T — — 4

RYBNIK

Obrdzek 43 — k zaddni tlohy 30
V feseni v [7, str. 107] je mozné se docist, Ze mame sestrojit bod A ve dvou osovych

soumeérnostech, a to podle pfimek VX, W, kde X,Y jsou body na ramenech vzniklého

uhlu a V je jeho vrchol. Podivejme se na takovy postup podrobnéji.
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Zadani lohy mtizeme pteformulovat. Oznacime-li X misto, kam by kamaradi dosli na
maliny a Y misto, kam by kamaradi dosli na hréz rybnika, pak je dand podminka ekviva-

lentni tomu, Ze ma trojuhelnik AXY minimalni obvod. Ozna&ime-li dale A" obraz bodu

. — , . . —
A v 0sové soumérnosti s osou VX16 a A" obraz bodu A v osové soumérnosti s osou VY,

plati |AX| = |A'X]|,|A"Y| = |AY|. Hleddme minimum souctu
|AX| + |XY| + |YA]|,

coz lze ekvivalentné¢ zapsat jako
|A'X| + |XY| + [YA"].

Tento soucet v8ak bude ziejmé minimalni tehdy, kdyZ budou body A',X,Y,A" lezet
v piimce. Body X,Y najdeme tedy jako pruseciky piislusnych ramen s piimkou A'A".
Konstrukce je ilustrovana na Obr. 44 a je zaznaCeno uzitim Sipek na piisluSnych usec-

kach, kterym smérem by kamaradi $li.

RYBNIK

Obrdzek 44 — k uloze 30

16 Skuteénost je viak takova, Ze bod X, resp. Y pfi konstrukci bodu A', resp. A", je§té nemdame zkonstru-
ovany. Toto oznaceni ndm vsak ddva urcité zjednoduseni popisu toho, které osové soumeérnosti vyuzi-
vame.
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Posledni uloha je zaméfena na mnoziny bodi danych vlastnosti a vyuziva také

vlastnosti oto¢eni. Uloha je autorska.

Uloha 31: V roving je dana piimka p, kruznice k(4; ) a bod O podle Obr. 45. Sestrojte
vSechny pétithelniky SOPK A tak, aby vrchol P lezel na pfimce p, vrchol K lezel na kruz-
nici k, useCka 0S méla délku r (polomér kruznice k), vnitini uhel <OSA m¢él velikost
135° a aby trojuhelnik K PO byl rovnoramenny a soucasné pravouhly s pravym uhlem pfi

vrcholu 0.

Obrdzek 45 — k zaddni ulohy 31

Trojuhelnik KPO je rovnoramenny se zakladnou KP aplati, ze K € k, P € p, thel XKOP
je pravy. VSechny vyhovujici body K tedy ziskdme jako prusecik obrazl ptimky p ve
dvojici otoceni kolem bodu O o uhel +90°, resp. —90°, a kruznice k. Bod P pak dohle-
dame jako prasecik piimky p a kolmice k ptimce KO prochazejici bodem O (resp. jako
obraz bodu K v otoc¢eni —90°, resp. +90°).

VSechny body S (na Obr. 46 oznaceny Sy, S5), které by mohly vést k feSeni, jsou priseci-
kem kruznice m(0O; r) a kruznicového oblouku, ktery je mnozinou vSech takovych bod,
pod kterymi je vidét usecka AO pod thlem 135° (zndma konstrukce této mnoZiny bodd,
vyuzivajici shodnosti tisekového a obvodového uhlu piislusného témuz oblouku). Kon-
strukce je zobrazena na Obr. 46 (na obrazku jsou pro vétsi piehlednost zachyceny jen

zakladni objekty konstrukce).
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Bod S, nevyhovuje zadani, nebot’ by vnitini uhel 0S5, A pétithelniku nemél velikost 135°.
Piimka p1, ktera je obrazem pfimky p v otoceni kolem bodu O o +90°, nema s kruznici
k spole¢ny bod.

Uloha mé dvé feseni (pétithelniky S;0P; K, A, S;0P,K,A).

a )\
1
Pz‘ \

Obradzek 46 — konstrukce pétithelnikd v uloze 31
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Zavér

Cilem prace bylo sepsat sbirku fesenych uloh z planimetrie, v niz by byly tlohy rozdéleny
do jednotlivych kapitol podle charakteristickych vlastnosti, které zachovavaji Ctyii po-
psana zobrazeni, a seznamit ¢tenaie s invarianty vybranych geometrickych transformaci.
Tento cil se dle naSeho nazoru podatilo naplnit, a to sepsanim série tloh v navaznosti na
teoretickou Cast prace a zatazenim tloh do jednotlivych skupin.

Prace obsahuje teoretickou a praktickou ¢ast, teoreticka ¢ast se zabyva jednotlivymi in-
varianty a s nimi souvisejicimi definicemi a vétami, praktické ¢ast je kromée feSeni zata-
zenych tloh vénovana popisu ¢tyithelnikt a jejich klasifikaci podle invariantti geome-
trickych transformaci.

Domnivame se, Ze prace by ve stavajici form¢ mohla poslouzit velmi dobie stfedoskola-
kiim, mohli by se skrz ni seznamit s invarianty popsanych transformaci, stejn¢ jako si
vyzkouset fesit ulohy rizné obtiznosti. Prace by mohla byt vyuzita také uciteli matema-
tiky na stfednich skolach, jelikoz popsany pohled na zadani uloh a jejich feSeni mtize byt
pfinosem jak pro jejich Zaky, tak pro né. Jsme toho nazoru, Ze vyuZiti vlastnich obrazkt
vytvotfenych v programu GeoGebra mlize napomoci ¢tendiim Iépe pochopit a osvojit si
popisovanou latku (nejen) nad trovni stfedoSkolské matematiky, ¢i jednotlivé (méné in-
tuitivni) kroky pouzité v feSeni uloh v praktické Casti.

Na zaklad€ napsané prace se domnivame, Ze znalost pohledu na klasifikaci geometrie
pomoci invariantl transformaci miiZze v feSeni geometrickych uloh tfeba i na urovni
sttedni Skoly v mnohém napomoci — napt. neni-li v zadani uvedena Zadna délka strany,
pak nebude feSeni ulohy zacinat vyuzitim Pythagorovy véty. Je vSak tfeba mit na paméti,
Ze Casto existuje vice zplisobil, jak se dostat k feseni.

V préci by samoziejmé bylo mozné zminit i sttedoskolskou teorii, kterd vesmeés neni v te-
oretické Casti uvedena. Zamyslenym piinosem prace vSak nebylo sepsat uc¢ebnici nebo
skripta pro sttedoskolaky €1 vysokoskolaky, jako hlavni pfinos pro ¢tenafe vidime sezna-
meni se s popsanym rozdélenim geometrickych zobrazeni a budovanim geometrie po-
moci invariantli, rovnéZ jako seznameni se s pouZitim jednotlivych invariantl v feSenych

ulohéach z geometrie.
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