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0. Sommaire

Une méthode pour la modélisation de la dynamique de systémes
mécaniques composés de corps rigides soumis & des contraintes
holonomes et nonholonomes est présentée. Basée sur 1" approche de
Kane et sur les notions de coordonnées, vitesses et forces
généralisées, cette méthode est applicable & de nombreux systémes
qui doivent étre pris en ligne de compte lors de 1'automatisation
industrielle avancée. Parmi ces systémes 1l’on retrouve, par
exemple, les manipulateurs a chaine ouverte ou a chaine fermée, les
robots mobiles et 1les ponts roulants. La modélisation de 1la
dynamique d'un camion & remorque et d'un manipulateur planaire a

deux degrés de liberté illustre la théorie.







1. Introduction

L'automatisation avancée de machines industrielles, telles que
les robots manipulateurs, les ponts roulants, les véhicules de
transport et les véhicules de chargement-transport-déchargement,
exige que divers problémes soient résolus. L’on peut penser, par
exemple, au probléme de la détermination des forces qui sont
necessaires pour qu’une machine execute une commande assignée, au
probléme de faire qu’un véhicule suive un chemin désiré, a la
planification des taches et & d’autres problémes semblables. A son
tour, une solution efficace & ces problémes exige une solide
compréhension des relations qui existent entre les forces et les
couples appliqués a la machine, et les accélérations, vitesses,
positions et orientations qui s’en suivent (voir par exemple,
DeSantis et al. (1994, 1995)).

Ces relations sont étudiées en détail dans différents livres
d'introduction a la robotique (par exemple, Kane et Levinson
(1983), Spong et Vidyasagar (1987), et Craig (1989)), ainsi que
dans des articles spécialisés (par exemple, Kane et Levinson
(1985), Nikravesh et al. (1985), et Saha et Angeles (1991)). Il
n'est cependant pas toujours facile d'extraire de cette
documentation une réponse a certaines questions fondamentales
soulevées par l'automatisation de machines industrielles. Comment

peut-on formuler le modéle dynamique d'une machine industrielle?




Comment les contraintes holonomes et nonholonomes interviennent-
elles dans la description de ce modéle? Pourquoi la dynamique d'un
robot manipulateur posseéde-t-elle les propriétés structurelles que
nous leur tenons pour acquis (telle une forme spéciale pour le
modéle d'état, la propriété positive définie de la matrice
d'inertie, la relation spéciale entre la dérivée de la matrice
d'inertie et la matrice de Coriolis et les forces centripétes)?
Dans quelle mesure la dynamique d'autres systémes mécaniques
d'intérét partage-t-elle ces propriétés, par exemple les ponts
roulants, les véhicules de transport et les véhicules de
chargement-transport-déchargement? Dans quelle mesure les méthodes
de modélisation et les techniques de contrdle hautement raffinées
mises au point pour les robots manipulateurs peuvent-elles étre
appliquées a d'autres types de mécanismes? En présence de quelles
modifications et différences au niveau de l'efficacité de calcul,
des hypothéses physiques et des outils conceptuels?

L'étude ci-aprés a pour but de contribuer & répondre & ces
questions en présentant une méthode de modélisation systématique et
unifiée applicable a divers systémes mécaniques (dont ceux
mentionnés ci-dessus). Fondées sur l'approche bien connue de Kane
et fortement influencées par le récent ouvrage de Saha et Angeles
(1991), les étapes de cette méthode sont élaborées de facon a
accentuer l'intuition et l'importance physique de méme que sa

valeur du point de vue pédagogique. En plus de concepts
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élémentaires que l'on retrouve, par exemple, dans les chapitres 1 &
3 de Spong et Vidyasagar (1987), nous nous appuierons sur les
notions de matrices jacobiennes, les vitesses admissibles dans
l'espace opérationnel et dans l'espace de configuration, les forces
généralisées et les coordonnées généralisées, les contraintes

holonomes et nonholonomes.

2. Concepts de cinématique

Une machine industrielle peut étre considérée comme étant un
systéme mécanique formé de n corps rigides dans un espace
tridimensionnel. Nous associons a chacun de ces corps un triédre de
référence et décrivons la position et l'orientation du i-éme corps
d& l'aide du vecteur yi:= [c;' &'], i=1,2.. n, ou c; fournit les
coordonnées de l'origine du triédre du corps par rapport a 1l'espace
opérationnel (souvent appelé également espace Cartésien ou espace
de travail) et & décrit 1'orientation du corps. & peut
correspondre & une matrice de rotation, un vecteur Euler, un
triplet d'angles d’Euler, un quaternion ou toute autre description
appropriée de l'orientation (voir Spong et Vidyasagar 1987).

X

Nous décrivons la vitesse du i-éme corps par rapport a
l'espace opérationnel par un vecteur wvi:= [v;' ']', ou w;
représente la mesure, par rapport au triédre du corps, de 1la

vitesse du centre de masse du corps et ; la mesure de la vitesse




angulaire. Nous associons la matrice de vitesse angulaire a la

vélocité angulaire Q;

0 —Qiz Qix
S (Ql) = Qiz 0 "'Qiy
-Qix Qiy 0 . (1)
L'ensemble des positions et des orientations des n corps du

systéme est décrit par le vecteur composé
=l X' .. A1V (2)
l'ensemble des vitesses par le vecteur
vi=[vi' V' L vl (3)
Dans la plupart des applications, 1les corps du systéme
mécanique sont soumis & un ensemble de contraintes de positions et
d'orientation. Ces contraintes (appelées contraintes holonomes)
peuvent souvent étre modélisées au moyen d'un ensemble d'équations
scalaires de la forme suivante :
h; (x)=0, i=1, ..., pi. (4)
En supposant ces équations indépendantes, il s'ensuit que les
valeurs admissibles de y peuvent étre décrites en tant que fonction
d'un vecteur de coordonnées généralisées (vecteur de configuration)
qER®,
x=f(q) . (3)
La dimension de q corresponde généralement au nombre de degrés de

liberté du systeme mécanique et est égale a én-p;.
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La présence de contraintes holonomes induit la présence de
contraintes de vitesse. De fait, & partir des équations 4 et 5 (en

se servant des formules de propagation établissant la relation de
Q; a la dérivée temporelle de &;), il s'ensuit que les vecteurs w;

peuvent étre exprimés comme suit

.

vi=Jhi(q)q ’ i=1, ese . (6)

Dans ce cas, é est la vitesse dans l'espace des configurations;
Jni (qQ) est une matrice 6*p (la matrice jacobienne du i-éme corps),
dont les colonnes sous-tendent le sous-espace des vitesses dans
l'espace opérationnel, compatibles avec les contraintes holonomes.

Introduisant la matrice composée (de dimension 6én*p)

In:= [Jn' Jn2' e T’ (7)
nous pouvons réécrire 1l'équation 6 sous la forme plus concise

suivante

V=Jh(Q)é- (8)

Dans certains systémes (comme par exemple les véhicules de
transport, les robots mobiles avec roues et les ponts roulants), le
vecteur de vitesse v est soumis a des contraintes dont l'origine
est indépendante de la présence des contraintes holonomes. Ces
contraintes additionnelles (appelées contraintes nonholonomes) sont

souvent décrites par un ensemble d'équations de la forme suivante
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gi(x)v=0, i=1, ..., £,. (9)
En se servant des équations 5 et 8, il s'ensuit que l'équation 9

peut étre reformulée comme suit :

H(q)q = 0 (10)
ol

H(q) :=g(f(q))dn(q) (11)
et
g(f(q)):=[ gu(a)’ gz(a@)'... gula)]’.

En supposant que H(g) soit une matrice de plein rang,

1'équation 10 suggére que g peut étre représenté comme suit :

<.1=Jnh(<I)0t aERZ, £=p-£,, (12)
ou a est souvent désigné comme étant le vecteur des vitesses
généralisées, et J. est une matrice de plein rang p*f (matrice
orthogonale complémentaire de H(qg), Saha et Angeles 1991) telle que

HJw=0. (13)
Avec l'introduction de la matrice (avec dimension 6n*/)
J:=JnJnn (14)
des équations 8 et 12, il s'ensuit que
v=Ja. (15)

et, conségquemment,

< .
]

Jo. + Ja. (16)
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Remarque 2.1. Les vecteurs des coordonnées généralisées q et des

vitesses généralisées o ne sont pas définis d’une facon unique.

Comme il sera illustré dans les exemples & suivre, un choix
approprié de ces vecteurs émerge généralement, a partir de
considérations physiques.

Remarque 2.2. Par analogie a J,, les colonnes de J,, sous-tendent le
sous-espace des vitesses au sein de l'espace de configuration qui
sont compatibles avec les contraintes nonholonomes. Les colonnes de
J sous-tendent le sous-espace des vitesses dans 1l'espace
opérationnel qui sont admissibles en vertu de 1'imposition

simultanée des contraintes holonomes et nonholonomes.

3. Les équations de Newton-Euler

Afin de décrire la dynamique, nous dénotons par f; la mesure
relative au triedre du i-éme corps de la résultante des forces
appliquées au i-éme corps; nous dénotons par n; la mesure du
moment résultant de ces forces autour du centre de masse du corps.
En supposant que 1l’espace opérationnel soit un systéme inertiel, le
mouvement du i-éme corps assujetti a l'application de f; et de n;

peut étre décrit a l'aide des équations de Newton-Euler

f; S(Q)myvy + myvy (1)

S ()31 + JiQ (2)

n;




11
ol my est la masse du corps; Jj:; est la matrice d’inertie massique
relative au triedre du corps translaté dans le centre de masse
(voir, par exemple, le chapitre 6 de Craig 1989).
Remarque 3.1. Les équations 1 et 2 représentent le modéle dynamique
du systéme qui est necessaire afin de concévoir un eventuel
contrdleur. En fait, elles permettent de calculer la force f; et le
couple n; requis pour imposer au i-éme corps une accélération
linéaire et angulaire spécifiée. Ces équations permettent aussi de
calculer la position et 1l'orientation résultant de 1l'application
d'un fonction-temps spécifiée de f; et n;. Tout particuliérement,

avec le vecteur c; dénotant les coordonnées relatives a 1'espace
opérationnel du centre de masse du corps, et avec €i:= R; dénotant

la matrice de rotation décrivant 1l'orientation du COorps, nous

obtenons (le modéle utilisé en simulation)

b}
vy = —— = S(Q;)v; (3)
my
Ql = jl_l{nl - S(Ql)JlQl} (4)
Ri = S(RiQ)R; (5)
;:i = RyV;. (6)

Remarque 3.2. Pour des raisons qui deviendront claires dans la
prochaine section, nous récrivons les équations 1 et 2 sous la

forme plus concise




M;vi=-W;M; Vi +®;
oll M; est la matrice de masse étendue,
m;Is 03
M;:=
03 Jioo;
W; est la matrice de vitesse angulaire étendue,

S (Ql) 03

W=
03 S(QJ.) ;
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(8)

(9)

0i, le vecteur force-couple appliqué au corps, est défini comme

suit

0)5_:=[fi' ni'] ',

4. Le modeéle dynamique

Introduisant les notations

M:=diag(M;)
W:=diag (W;)
o:=[m" @' ... 01",

ou M; et W; et o; sont définis par les équations 3.8 a 3.10,

(10)

et

notant que 1l'équation 3.7 est valide pour i=1,..,n , nous pouvons

écrire

My=-WMv + ®.

En se servant des équations 2.16, il s'ensuit que



MJa = - MJoo - WMJa + o,
La pré-multiplication par J' des deux membres de
équation donne

J'MJa = - J'MJo - J'WMJa + J'o.

En introduisant la matrice d'inertie

D(q) :=J"'MJ,
la matrice des forces de Coriolis et centripétes

C(q,a):=J'(M& + WMJ),

et le vecteur des forces généralisées

1:=J'0,
nous obtenons le modeéle dynamique

D{gq)a = -C(g,a)a + T.

13

(3)

cette

(10)

La relation entre les forces généralisées, les accélérations,

les vitesses et les positions et orientations peut se résumer par

les équations suivantes
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et

gw:=D(q) ", (15)

Ces équations représentent le modele d’état du systéme; le vecteur
[a' g'] est appelé 1l'état du systéme; T est souvent pris comme
étant le contrdle.
Remarque 4.1. Le vecteur force-couple ® peut é&tre percu comme
décomposable en

0O =0 +t O (16)
ou @; (force-couple de contrainte) représente le résultant des
forces de contact et des couples engendrés par les contraintes
holonomes et nonholonomes, et 0, (force-couple actif) représente le

résultant des forces et des couples qui ne sont pas générés par ces

contraintes. En supposant que les force-couples relatives aux

contraintes n'effectuent aucun travail, . est orthogonal aux

valeurs admissibles du vecteur de vitesse v, & savoir,

A 1'aide de 1'équation 2.15, il s'ensuit que
a'J'o. = 0 (18)
et, par conséquent, puisque cette derniere équation doit é&tre

valable pour chaque aeRﬁ,
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Cette derniére équation signifie que pour calculer le vecteur de

forces généralisées, il n'est pas nécessaire de calculer .. Il
suffit de ne tenir compte que de ..

Remarque 4.2. Tel que 1'illustre la figure 1, le modéle d'état du
systéme est formé d'un composant dynamique (équation 11)

olu un contrdle 1t peut toujours étre déterminé de sorte que &
ait une valeur arbitrairement spécifiée, suivi d'un
composant cinétique, donnant la ©position et 1l'orientation
en fonction des vélocités généralisées (équations 12 et 13).

Cette structure suggere que le probleéeme de faire
que % suive une trajectoire désirée puisse étre résolu en deux

étapes. Premiérement, concevoir o ou o comme étant un vecteur de
contrdle auxiliaire et déterminer des valeurs de ce vecteur
permettant d'atteindre l'objectif désiré. Deuxiémement, déterminer

le vecteur des forces généralisées requis pour obtenir le contrdle

auxiliaire. Lorsque a est choisi comme contréle auxiliaire, cette

méthode correspond a la méthode qui va sous le nom de « approche
par régulation d’accélération (formalisée par Luh, Walker et Paul,
1980) . Lorsque l'attention se porte plutdt sur a, elle correspond a

la méthode qui va sous le nom de « approche par régulation de

vitesse » (formalisée par Whitney, 1982).
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Remarque 4.3. Il est clair, depuis 1l'équation 7, que la matrice
d'inertie D(qg) est symétrique, positive-définie et inversible. Une

autre propriété de cette matrice est représentée par sa relation

spéciale avec la matrice C(q,a). Pour illustrer cette propriété,
notons que pour chaque(xeRe, nous avons

o' J'WMIa = VWMv= Zvi'WiMivi =3 vi’S(Q)mvi+ X 7S (Q) 5.0

= 0. (20)
Il s'ensuit que
. . 1 d
a’'C(g,a)o= a'J"(MJ + WMJ)aw = o/ J' (MJ)at = —a/ {— JT'MJ)a
2 dt
1 .
= —a'D(q,a)a, (21)
2

et, par conséquent, la propriété recherchée

a'(D(g) - 2 C(q,a))a

i

0. (22)
Notons que cette équation joue un réle important dans la conception
et analyse des systémes de contrdle des manipulateurs robotiques

(voir, par exemple la remarque 6.8, voir aussi Li-Slotine 1991)

Remarque 4.4. Lorsque le mouvement du systéme mécanique est limité
a un espace bidimensionnel (comme c'est le cas d'un manipulateur
planaire ou d'un robot mobile planaire), le développement des

équations 1 a 10 est considérablement simplifié. En particulier,

les dimensions des valeurs ¥ i, vi, {4, Vi, et ©; se réduisent a 3,
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2, 1, 3, et 3 respectivement. De plus, en associant & 1l'espace
bidimensionnel, le plan xy du triédre de référence de 1'espace
opérationnel, nous obtenons également la simplification des

matrices M; et W; comme suit :

m;I, 021
Mj_ =
012 Jzas (23)
- et
0 -Q,; 0
W1 = in 0 O
0 0 0 . (24)

5. La méthode de modélisation

Le développement des sections précédentes suggére que le
modele de la dynamique d'un systéme mécanique formé de n corps
rigides soit développé en adoptant les étapes suivantes:

1. Joindre un triédre a chacun des n corps; représenter la position

et l'orientation de ce triédre par un vecteur approprié 7yi:=[c;'

&'].

2. En dénotant avec p le nombre de degrés de liberté du systéme,
sélectionner un vecteur de coordonnées généralisées g€RP (cette
étape tient compte des contraintes holonomes).

3. Identifier la fonction (cinématique directe) f(q) de sorte que
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Xi=Ix" X' .. %'1 = £(q). (1)

4. Déterminer les matrices jacobiennes Jni(g) qui nous permettent

d'obtenir les vitesses dans 1l’espace opérationnel a partir des

vitesses dans l'espace des configurations. Plus particuliérement,
Jhi () doit étre tel que

vii= [vi' ']'= Jnu(Q)g (2)
ol v; est mesuré par rapport au triedre du i-eéme corps. Batir
In(q) :=[Tn (@)’ Jn2(@)" .. Tmlq)']’.
5. Sélectionner un vecteur de vitesses généralisées aaRe, ou /¢
est le nombre de variables indépendantes requises pour spécifier
les vitesses é (les contraintes nonholonomes entrent en Jjeu);
déterminer la matrice jacobienne J,,(q) qui nous permet de calculer

les vitesses dans 1l’espace des configurations en tant que fonction

des vélocités généralisées

q= Jnh(q)a- (3)

6. Calculer
Jd = Jthh (4)
et
. dd
J= — (5)
dt

7. Déterminer
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M:=diag (M;) (6)
W:=diag (W) (7)
ol
m;ls 03
M;:=
03 31 (8)
et
S () 03
W=
O3 S () (9)
8. Déterminer
(Da:=[(°a1' (Da2' DR man']'l (10)

ol ®, est le résultant des forces-couples actifs appliqués au i-
éme corps

a3 i=[fa' Nay']'. (11)

9. Calculer D(qgq), C(g,a), Go, 9w et T :

D(q) :=J'MJ (12)
Clgq,a):=J"' (M:‘HWMJ) (13)
go:= -D(q)7'C(q,a)a (14)
gu:=D(q) ™ (15)
T:=J'0. (16)

10. Le modéle d'état désiré de la dynamique du systéme est exprimé
par

o = go + QuT (17)
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qa = Jn(g)a (18)

x = f(q). (19)

6. Le cas du robot manipulateur

Un robot manipulateur peut étre wvu comme étant un systéme
mécanique formé d'un ensemble ordonné de n corps rigides
(segments). Il en découle donc que l1l'étude d'un robot manipulateur
peut directement bénéficier du développement des sections
antérieures. Lorsqu'elle est appliquée a cette classe de systémes,
notre méthode de modélisation peut étre rendue plus efficace en
tenant compte des observations suivantes.

Remarque 6.1 Dans un manipulateur, chaque segments a deux segments
adjacents, sauf pour le dernier qui n'en a qu'un. Le mouvement
relatif de deux segments adjacents est une rotation autour d'un axe
(ou une translation le long d’un axe) qui demeure invariant par
rapport a chacun des deux segments. Il s'ensuit que le nombre de
degrés de liberté du systéme mécanique est égal au nombre de
segments n.

Remarque 6.2. Les entrées du vecteur de configuration g sont
généralement représentées soit par l'angle ou la distance (variable
d’articulation, coordonnée généralisée) qui décrit le déplacement

relatif de deux segments adjacents. En général, les entrées du
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vecteur de forces généralisées 1 coincident avec la mesure des
forces actives ou des couples transmis par les actionneurs aux axes
d’articulation plus la mesure des forces et des couples
attribuables a la gravité, le long de ces axes.

Remarque 6.3. FEtant donné que les robots manipulateurs sont
généralement exempts de contraintes nonholonomes, nous obtenons
a:= q. Il s'ensuit que le modéle d'état du robot manipulateur

se présente souvent comme suit

D(q) a + C(g,a)o =T. (1)

a=a .

Remarque 6.4. Lors de l'exécution de l'étape 1 de notre méthode de
modélisation, les triédres a associer & chaque segment sont choisis
en observant un ensemble de régles cinétiques bien établies
(formalisme de Denavit Hartemberg, Craig 1989, p. 77); les entrées
de vecteur c; correspondent aux coordonnées de l'origine du i-éme
triedre; le vecteur &; correspond généralement & la matrice de
rotation décrivant l'orientation du triédre par rapport a 1'espace
opérationnel.

Remarque 6.5. En sélectionnant les triédres avec le formalisme de
Denavit Hartemberg, l'exécution de 1l'étape 3 s'en trouve grandement

simplifiée étant donné que la fonction cinétique directe f(q) peut




22
étre facilement décrite en termes des paramétres de Denavit-
Hartenberg (Craig 1989, p.76).

Remarque 6.6. L'exécution des étapes 4 et 7 est aussi grandement
simplifiée du fait que le calcul des matrices jacobiennes peut étre
effectué a 1l’aide de formules de propagation des vitesses (Craig

1989, p. 166).
Remarque 6.7. Dénotant par v, la vélocité de 1l’n-iéme corps

(souvent appelé organ terminal, effecteur ou outil du manipulateur)

et par J, sa matrice jacobienne, nous obtenons

Vi = Jn q (2)

et

..

Vi = Jdn g+ J, Q. (3)
En supposant que J, soit une matrice inversable (comme c'est le cas

pour des manipulateurs maniables), il s'ensuit que

<.1 = Jn 'Vn (4)
; = Jn (v.n - g <.;) (5)

conséquemment
Jn''DJy v.n = &' M{-C(q,q) J.'va = DI, Sn Jn 'vn +T}. (6)

En établissant
M= J,"'DJ,? (7)
Vyi= =J.' 7 {C(q,q) Tt + DI, J Jn '} Va (8)

Fi= J.' 7, (9)
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nous obtenons

Fypi= M, ;»,, + V. (10)
Les équations 7 & 10 représentent ce que l'on appelle généralement
le modéle cartésien du manipulateur (voir Craig, 1989, p. 211).
Dans ce modéle, le contrdle de 1l'n-iéme segment du manipulateur (et
par conséquent de 1l'outil du manipulateur) peut é&tre considéré

comme équivalent au contrdéle d'un corps rigide avec une matrice de

masse variable dans le temps M,, soumis & l’influence du vecteur

des forces de Coriolis et centripéte V, et au force-couple F,.
Remarque 6.8. En prenant pour hypothése une compensation parfaite

de la gravité, l'application de la loi de contrdle «PD»,

1=-K,e - Kp q, (11)
ou e:=g-qdp, o est un vecteur assigné de R"; Ko et K, sont des
matrices positives définies, on obtient

lim  q(t) = . (12)
t ~>

Pour vérifier ce résultat, considérons la fonction de Lyapunov

1 . .
Vi= - { e'Kee + q' D q }, (13)
2
et observons que
av . . ‘e 1. ..
S a'Kee + gq' D q + - q' D g (14)
dt 2

conséquemment
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dv . . . . . 1. . .

— =  q'Kee - q'Kee - ' g+ qg'(-D -C(q,9))q. (15)
dt 2

A la lumiére de 1l'équation 4.22 et de la propriété définie-

positive de Kp, ceci suggere que

dv . .
—=-q Kqg<0 (16)
dt
et donc
lim vVit) = 0 . (17)
t > ®

Puisque Kp et D(g) sont des matrices définies positives, nous
pouvons appliquer 1le théoreéme de Lasalle (Khalil, 1992, p. 117) et

conclure que

7. Application a 1la modélisation d’un manipulateur

planaire a deux degrés de liberté

Appliquons notre méthode de modélisation aux deux degrés de
liberté du manipulateur plénaire de la figure 4 (une étude
détaillée de ce manipulateur est présentée dans de nombreuses

références dont Craig 1989, p. 201-2095).



25

Les étapes de la méthode de modélisation proposée évoluent
comme suit.
1. Un triedre est assigné a chacun des deux segments du
manipulateur; la position et 1l'orientation de ces segments par
rapport a l'espace opérationnel sont représentées par

Xi:i=[x1 y1 @11 et x2:=[x2 y» Pl (1)
ou les symboles ont le sens qui leur est donné a la figure 4.
2. Le mouvement du segment 1 par rapport a l'espace opérationnel en
est un de rotation autour d'un axe qui est invariant a la fois par
rapport au segment et a l'espace opérationnel. De méme, le
mouvement du segment 2 par rapport au segment 1 est une rotation
autour d'un axe invariant par rapport & chacun des deux segments.
Il s'ensuit que le nombre de degrés de liberté du manipulateur est

égal a 2 et que la position et 1l'orientation du manipulateur

peuvent étre spécifiées par le vecteur de configuration q:=[6,

0;1"€R*, ol 6, et O, donnent la mesure de l'orientation des deux
segments (voir figure 4).

3. La relation entre le vecteur g et la position et l'orientation
dans l'espace opérationnel est la suivante :

x; = Lo vi = {is; ®,=6, (2)
x; = Licr + Lyeo vz = £1s1+0,51, @, = 0,40, (3)

ou
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si:= sinb; cii= cosb; S12:= sin(6;+6,) Ci2:= cos (0:+6,) .
(4)
4. Les mesures (relatives au triédre de l'espace opérationnel) des

vitesses des deux segments sont exprimées ainsi

.

X, = —flslel Yi = £1C191 q)1=91 (5)

X, = —£18:01 0,51, (61+61) v = £1¢101+£ ¢, (0:1+6)) ®,= 0,40, . (6)

De ces mesures, on obtient les mesures des vitesses des segments

~

par rapport a leurs propres trieédre
vi = [0 £:6,]7 =6, (7)

Vy = [fl 8591 (£1C2+ 62)914‘6292]' Qz: 61+92. (8)

De ces équations, nous obtenons

o £, 1
I’ =
0 0 0 (9)
/elsz 4€1C2+£2 1
JIn2" =
0 £, 1. (10)

5. Etant donné l'absence de contraintes nonholonomes, le vecteur de
vitesses généralisées coincide avec la dérivée du vecteur des

coordonnées généralisées et Jun = I..

6. Des données ci-dessus, il s'ensuit que

0 fl 1 »8152 £1C2+£2 1
Jr =



0 0 0 0 £, 1 (11)
et conséquemment que
0 0 0 £1C292 "flszez 0
5 -
0 0 0 0 0 0 . (12)
7. Cette étape donne
mI, 021
M1 =
012 Ja (13)
m,I, 021
M2 =
012 J2 (14)
0 -0, 0
Wl = 61 0 0
0 0 0 (15)
0 —(61+62) 0
W, = (0,+0,) 0 0
0 0 0 . (16)

8. Reconnaissant les forces actives appliquées aux segments comme

étant formées des couples transmis aux axes d’articulation et des

forces attribuables & la gravité, on obtient

—m;gs;

Oa1= “mgc



I, -1, (17)
“M2gS12
Da= ~m2gCiz
r;, (18)

ou Iy est le couple appliqué au segment 1 par l'actionneur placé a

la base du manipulateur; I'; est le couple appliqué au segment 2 par

l'actionneur placé dans le segment 1.

9. A 1l'aide des expressions ci-dessus, on calcule

D(q,8)=0'MJ (19)
C:=J‘MJ. + J'WMJ (20)
T=J0, (21)
pour obtenir
m1J€12 + m2(£12+ £22 + 2£1£2C2) m2(£22 + £1£2C2)
D =
m, (£,2 + £14,c,) m,{,° (22)
-my £ 1 £ 55,0, -my£ 10,5, (0:+0;)
C= .
mgflfzszel 0 (23)
- (m+my) gfici  —megfacay
T=

rz —ngfzclz . (24)

10. Le modéle dynamique du manipulateur est le suivant :

F=m45° (.9.1"’.9.2) + m2£132(29.1‘+ -9-2) +(m+mp) £120; - mpl1£25:0,°
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=2m, £ 142 52 0,0,+ (my+m;) gf 1C1+ng£2C12

rz’-mzﬁlgzczé.l'* m2'e1‘82529.12 + mpl (8:40,) + mygf2ciz. (25)

8. Application a la modélisation de la dynamique d’un
camion avec semi-remorque

Considérons un camion (muni de deux roues & traction arriére
et de deux roues de direction a 1l'avant) raccordé & une semi-
remorque (a deux roues arriere) au moyen d'un raccord vertical
rotoide articulé (figure 2; voir aussi DeSantis, 1993a). Supposons

que le mouvement du véhicule soit planaire, sans glissement
latéral des roues, que les propriétés cinétiques et dynamiques du
camion et de la remorque soient symétriques par rapport a leurs
axes longitudinaux, que le contact entre les pneus et la surface de
mouvement soit ponctuel. De plus, soit la différence entre
l'orientation du camion et de ses roues avant (angle de direction)

suffisamment faible pour que ces roues puissent é&tre représentées
en termes d'une roue «médiane» située au centre de l'essieu avant.

En vertu de ces hypothéses, les étapes de la méthode de
modélisation évoluent comme suit
1. Un triédre est attaché au camion et & la remorque; les positions

et les orientations de ces triedres sont représentées par

Xi:=[X1 V1 0] et A2:=[%X2 ¥ 0,]" (1)
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ol les symboles ont le sens qui leur est donné a la figure 2.
2. Le mouvement relatif entre le camion et la remorque est une
rotation autour d'un axe invariant par rapport a chacun des deux
corps. Il s'ensuit que, étant donné la position et l'orientation du
camion, un seul parameétre additionnel est requis pour établir 1la
position et 1l'orientation du camion. Ceci signifie que la position
et l’orientation du camion & remorque peut étre spécifiée par un
vecteur de configuration q:=[x y ® ®]'€R!, ol x, y dénotent les

coordonnées d'origine du triedre attaché au camion par rapport a

l'espace opérationnel; ® est une mesure de l'orientation du camion;

® est une mesure de l'orientation de la remorque par rapport au
camion (voir figure 2).

3. La relation entre le vecteur de configuration et les positions
et orientations dans 1l'espace opérationnel du camion a remorque est

la suivante

X; = X Vi =Y 0, =06
et
X, = X - ccos® - f,cos (0+®) Y2 = ¥y - ¢csin® - /£,sin (0+®)
0, =0+ . (2)

4. Mesurées par rapport a leurs triédres, les vitesses du camion et

de la remorque sont données par les vecteurs suivants
vii=[vy Vg Q1] V2=V V2 Q2] (3)

ou



et

De

et

Vw2

Il

Jh1

Jh22

et

X; = cos®vy, - sin®(v - bQy)

Y1 = sin®vy,; + cos®@., - bQ))

0. - 0,
};2 = cos (@+D)v,, - sin(O+D) (v, - d(y + <i>))
;/2 = sin (@+®D)v,, + cos (O+D) (v,, - d( + CiD))
C:‘)z =0 + <I>

ces équations, on obtient
Vg = cos@x. + sin@;}

Vi = - sin®x + cos®y + b

Va2 = cos(@+P)x + sin(@+P)y - cQ;sind
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(9)

= - sin(O+®P)x + cos(@+D)y - cQcos® - £,Q, - £, + Ad(Q,+P)) (10)

s'ensuit que

cos® sin® 0 0

1= -sin® cos® b 0
0 0 1 0 p
cos (0+®) sin (®+®) -csin®

= -sin (O+®) cos (0+®) -e - ccos®
0 0 1

-e

1, (12)
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Jn=[Tn1'In2"1". (13)

5. En présence d'un mouvement exempt de glissement et correspondant

4 un angle de direction de 8§, nous obtenons :

Vu1 = by (14)
vatand
Q = (15)
£,
. Vu1
® = - {(£.15in® + (£, + ccos®)tand). (16)
£.4,

De ces équations et de l'équation 4, il s'ensuit que

X cos®
Yy sin®
= Vul
. tand
C
£,
. £.sin® + (f,+ccos®)tand
® - . (17)
£.7,

Cette équation suggére que nous pouvons choisir a:=vyu ;R comme

vecteur de vélocité généralisée. Par cette sélection, on obtient

cos®
sin®

tand

I = ===
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4y

£.sin® + (£,+ccos®)tand
- . (18)
flfz

6. En combinant 1les équations 10 a 13 et 1l'équation 18, nous
calculons
J=Jthh (19}

et
d(J)

T 4 — . (20)
dt

De ces calculs, il découle

btand tand csin®tand dsin® cdcos®tand
Jg'= [1; — ; — ; cos® - P-— - —— ;
l, £, ' 4, .7,
£,5in® + ccos®tand
- 1! (21)
2.7,
et
o} b 1 csin®d cdcos® ccos®d
gt = —[0; - P s e I
C0526 el fl 1.'1 elez Klez
. £,sin®+ ccos®tand df cos®-cdsin®tand
+ @ [0; 0; 0;- i ;
31 ‘el‘eZ
£icos® - csin®tand
- 1" (22)

£.4,

ou ® est comme dans 1l'équation 16. Pour usage futur, nous trouvons

utile d'exprimer J comme suit :



ou

et

B(qg,d,a) :=

7. Cette étape donne

J = A(q,80)® + B(q,8,a)d (23)
£,sin®+ ccos®tand df,cos®-cdsin®tand
[0; O; O; - ;- ;
£1 K1[2
£icos® - csin®tand
- I (24)
{.¢,
1 b 1 csin® cdcos® ccos®
— [0; - ;-3 -— ; = — p- — 1.
C0828 /€1 fl £1 flfz »61»62
(25)
mI, 021
M1 =
012 J1 (26)
m,I, 021
Mz =
012 J2 (27)
O ""Ql 0
W1 = Ql 0 0
0 0 0
0 —(®+Q,) 0
W2 - ((I)+Q1) 0 0
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8. Reconnaissant les forces actives appliquées au véhicule comme
formées des forces longitudinales appliquées aux roues Fy (voir

figure 3), nous obtenons

Fu, + Fucosd

0=  Fy;sind
0 (29)
Fus

0a2= 0
0 . (30)

9. En se servant des expressions ci-dessus, nous calculons

D(q,8)=J"MJ (31)
C;:=J'MA(q,8,a) + J'WMJ (32)
C;:=J'MB(q,d,a) (33)
C(q,ﬁ,a,ﬁ.) =C + C2.8 (34)
doi:= -D'Cial (35)
Joz:= -D'Cat (36)
do = Jo1 * 9025. (37)
Owa = D3’ (38)

10. Le modéle dynamique du systéme est le suivant :

o o1 + 9020 + guFu + guwFu + gusFus (39)

g

Jnn (9, 8) @ (40)



x = f(a), (41)

ol Jum et f(g) sont comme dans les équations 2 et 18, et

Quii= Guwa [cOos® sind 0 0 0 0] (43)
Quz:= Gwa [1 0 0 O O 0] (42)
Qus:= Qwa [0 O O 1 0 O]". (44)

En pratique, il est courant de poser

é = F, (45)
ou Fs; est le contrbdle de direction. Le contrdle de propulsion est
généralement appliqué aux roues arriere du camion et est représenté
par

F, = Fu. (46)
F.1 et Fy: sont considérés comme étant des perturbations externes.
Remarque 8.1. Le modele décrit par les équations 39 & 41 coincide
avec celul présenté dans Ellis, 1965 et adopté par DeSantis, 1994a.
Il peut étre également vu comme un cas particulier du modéle plus
général offert par Bolzern et al. 1995.

Remarque 8.2. Des équations 39 & 41, nous pouvons facilement
modéliser la dynamique d'un véhicule ordinaire, telle une voiture
(un camion a remorque, sans remorque). Pour obtenir ce modéle, nous
associons a chaque symbole yé{J} M, W, A, B} un symbole y.€{J., M,

We, A., B:} obéissant a la reégle suivante :

Yo = Pasy (47)
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ou
I3 03
Pi3:=

C: O3 . (48)

Nous modifions alors les équations 30 a 46 en remplacant Y€ {J, M,

W, A, B} par le Y. correspondant. Le modéle qui en découle coincide
avec celui utilisé par DeSantis, 1995a.

Remarque 8.3. Le modéle que nous avons obtenu peut également étre
vu comme un cas particulier du modeéle plus général proposé pae

Bolzern et al. 1995.

Conclusions

La méthode de modélisation que nous avons présentée est
applicable a divers systémes mécaniques devant étre pris en compte
lors de 1l'automatisation industrielle, par exemple les robots
manipulateurs, les robots mobiles, les véhicules de transport, les
excavateurs mécaniques, 1les ponts roulants et autres machines
semblables. Similaire a d'autres méthodes disponibles (comme par
exemple la méthode utilisée dans Kane Levinson, 1983; ou celle
récemment offerte par Saha et Angeles, 1991), cette méthode suit
des étapes qui, tout en étant efficaces d'un point de vue
numérique, sont également particuliérement bien adaptées a une

interprétation intuitive de leur signification physique.
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Cette méthode est plus générale (puisqu'elle tient compte des
contraintes holonomes et nonholonomes) et numériquement plus
efficace (puisqu'elle ne requiert pas 1le calcul des forces de
contraintes) que les méthodes généralement proposées dans les
livres d'introduction a la robotique (par exemple, Craig, 1989; ou
Spong et Vidyasagar, 1987). Gréce a cette méthode, il est plus
facile d'exposer des similarités et des différences parmi les
modéles d'un systéme donné soumis a diverses hypothéses (par
exemple, un camion a remorque se déplagant avec un mouvement exempt
ou non exempt de glissement). Il est aussi plus facile de comparer
les propriétés structurelles et numériques de modéles de différents
systémes mécaniques fonctionnant en présence d'hypotheses
semblables (par exemple, un robot manipulateur, un camion &
remorque, un excavateur mécanique ou un véhicule minier de
chargement-transport-déchargement). D’autre part, son exécution
peut en méme temps profiter des algorithmes numériques disponibles
(dont les formules de propagation de vélocité) ainsi que d'un
codage assisté par ordinateur, offert dans le cadre de progiciels

symboliques comme Mathematica ou Maple.
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Figure 1. Structure du modele dynamique

Figure 2. Géométrie d'un camion a remorque



Figure 3. Forces latérales et longitudinales exercées par les pneus
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Figure 4. Manipulateur planaire a deux degreés de liberté
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Symboles

n : nombre de corps rigides d'un systéme mécanique.

p1 : nombre de contraintes holonomes.

£, : nombre de contraintes nonholonomes.

q : vecteur de coordonnées généralisées; aussi vecteur de
configuration, vecteur de variables d’articulation.

p : dimension du vecteur de configuration; aussi nombre de degrés
de liberté du systéme mécanique (en général : p=6n-p:).

o : vecteur de vitesses généralisées.

£ : dimension du vecteur de vitesses généralisées (en général :
L=p-L,) .

Ci : position dans l'espace articulaire du i-éme corps du systéme.

€i : orientation dans l'espace opérationnel du i-éme corps du

systeme.

Xi := [ci" &']' : configuration dans 1'espace opérationnel du i-éme
corps du systeme.

X = ' X' ....%"']' ¢ configuration du systéme de n corps.

v; : un vecteur décrivant la vitesses du centre de masse du i-éme

corps relatif a l'espace opérationnel.
Q; : un vecteur décrivant la vitesses angulaire du i-éme corps par

rapport a l'espace opérationnel.
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vi = [viy' ']" : vecteur de vitesses linéaires-angulaires du i-éme
corps.
v i=[vi' v;' ... vw']' ¢ vecteur de vitesses linéaires-angulaires

de l'ensemble des n corps.

S(£);) : matrice de vitesse angulaire associée a Q.
0 _Qiz Qix
S (Ql) = Qiz 0 —QiY
-Qix Qiy O .

W; : matrice de vitesse angulaire étendue

S () 0;
Wii=
03 S(Q;)

W:=diag(W;), i=1,..., n.

h; : fonction décrivant une contrainte holonome.

H : matrice utilisée pour décrire une contrainte nonholonome.

gi' : vecteur représentant une vitesse non admissible dans 1'espace
opérationnel.

Jn : matrice dont les colonnes forment la base du sous-espace des
vitesses dans l'espace opérationnel qui sont compatibles avec
la présence de contraintes holonomes.

Jon ¢ matrice dont les colonnes forment la base du sous-espace des

vitesses dans 1l'espace de configuration qui sont compatibles

avec la présence de contraintes nonholonomes.
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J:=JnJdnn : matrice dont les colonnes forment la base du sous-espace
des vitesses dans l'espace opérationnel et sont compatibles
avec la présence simultanée de contraintes holonomes et
nonholonomes.

m : masse du i-éme corps.

ji ¢ matrice d'inértie du i-éme corps par rapport au triédre du
corps, translaté a son centre de masse.

f; : résultante des forces appliquées au i-éme corps.

n; : résultant du moment des forces appliquées au i-éme corps

autour de son centre de masse.
o;:=[f;' n;']' : force-couple résultant appliqué au i-éme corps.
®.; : résultante des rapports forces-couples actifs appliquée au i-

eme cCorps.

M;:= masse-matrice étendue du i-éme corps

m;Is 03
M;:=
03 Ji .
M:=diag(M;) : masse-matrice étendue du systéme.
W:=diag(W;) : matrice angulaire étendue du systéme.
o:=[o;" ®' ... ®,"]' : ensemble des vecteurs force-couple

appliqués au systéme.
0, : composant force-couple actif de o.

®: : composant de ® généré par les contraintes holonomes et

nonholonomes.



D(q) : matrice d'inertie du systeme mécanique.

C(g,a) : matrices Coriolis et centripete.

T : vecteur des forces généralisées.

Figures

1. Structure du modele dynamique
2. Géométrie d’un camion avec semi-remorque
3. Forces latérales et longitudinales exercées par les pneus

4. Manipulateur planaire avec deux degrés de liberté
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