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1. - INTRODUCTION

Les applications de la théorie des files d attente se
sont diversifides de plus en plus depuis plusieurs annges.
,Cétte %théofie onla&ﬁl‘aoﬁnef VduA‘éDnstruiPé ;des modél es
genérales atin de résoudre certains problémes pratigques. n

5 'est wvite rendu compte gue les hypotheéses utilisdes ne

-

correspondaient pas toujowrs & la réalité  ou bien que le
calcul des différentes guantités était beaucoup trop

laboriew: powr les utilisateurs.

Orn a donc chercher & améliorer les modéles par déﬁ
approximations. bUne de ces approximations _cqpsiste &
approcher la leoi du témps aléatoire entre dEL; arriveées
sucéessives de clients (clients pris au sens large) par une
loi de Erlang. Il en est de“méme pour la loi du tempgA e

service de clients qui sera également approchée par une loi

de Eriang.

Certaines quantités que 1'on ne pouvait pas obtenir par '
l'intermédiaire de formules analytiques ont été Ttalcul ées

numérigquement sw ordinateur et misent en table, permettant

* Une partie des subventions du professeur Francois Soumis
a servi a deéfrayer le salaire d'été de 1 étudiant
L. Langlois, nous 1 'en remercions.



ainsi aux utilisateurs de cette théorie de s'en servir sans
en connalitre tout les détails mathématigues de calcoyls.  Une
table ne peut-é&tre comﬁléte, surtout si un des. paraméetres
vaiie continuement, les gquantites manquaptaa sont

géngral ement thenﬂes par interpolation lindaire.

C'est ce gue nous avons voulu faire pour le calcul du
délai d’attente moyven dans une file d attente & un serveur.
Il existe déjé ‘des tables donnant certains paramétres des
%iies'd’atténté, ehﬁké autfe,w "tabiés for mq1£i5le~server
gueueing - systems involving Erlang distributions” [Z21, m$15
elles ne donnent pas directement ce délai d'attenﬁa.muyen.

Le lecteuwr trouvera dans les pages gul suivent les
explications nécessaires & 1 'élaboration et & 1'utilisation
de cette table: c'est-a-dire qgu’'aprés avoir résumé les
formules analytigques connues pour certains files d’'attente,
nous expliguerons comment nous avons calculé nuhéfiquément,

pow certaines valeurs, ce deélal moyen.

En plus de donner cette table, nous avons vouluw rendre

accessible rapidement et sans effort son utilisation. .

Four cela, la table fit mise sw une disquette et par
"acces direct” aux donndées, un programme d’interpolation
lingaire donne directement une approdimation du délai

d’attente moven pour les paramétres non-tabul és.

Cette disquette est accessible & la demande et

fonctionne sur un ordinateur IBM-FC.




2. CALCUL DU DELAI D'ATTENTE MOYEN

Rappelons briévement ce gqu’indique les svymboles utilisdés

dans une file d'attente Ega/E./1l.

Ex et Ew représente respectivement la loi du temps
entire deux arrivées successives de clients et le temps de
SEervice.

- fonction de densité d'une variable aléatoire T du

‘type Erlang avec paramétre K, notée E., est:

ko k=1 —-knt
(kp) t 2 L W
3 t 2 0
{(k—1)!
f_(t) =
T
0 51 o4 0
Cetfe loi est une "Gamma' de parametres klentier) et

wox O,

-

La moyenne est 1/p et la variance est 1/kp®. 0On voit
immeédiatement que 1 'on peut facilement Coapprocher
statistiguement b en prenant le quotient de la valeur

- -~

moyenne au carre et de la variance.

Nous noterons par W(g¢,k) le délai moyen d 'attente dans
la file. En fait, si Ta est la variable alétoire
représentant le temps d'attente passé par un cliahf-dans la

file (queue) Eg/E./1, WL, k) = ELT4l.



A~  Formule aﬁalvtique

Nous résumons ici les résultats analytiques connus.

Lorsque 8§ = 1, on a W{l,k) = (B+1)A/2ku{u~-A) od X > O
est le nombre moyen d’arrivées de clients et oo 1/u est le
temps moven de  service. Ce résultat se retrouve dans la

majoriteé des livres sur les files d attente.

On peut le démontrer assez‘directemen£ en déterminant la
fonction génératrice de la variable T, comme cela est fait
dans le livire "Fundamentals of Queﬁeing Theowa £11. Nous
pouvons également le démontrer en déterminantﬂ}a solution
spectirale de 1 'éguation intégrale de Lindley [L[31. Mous
indiquons ici  les étapes powr obtenir ce résultat & 1 aide
de cette méthode. Le choix de cefte derni ere é'explique
facilement; c'est cette métﬁade que nous utiliserons pour

calculer numeriguement le délai.

-

Notons par A(z), B(s) et Wis)  la transformee de
Laplace des fonctions de densité respectives du £emps entre
l'arrivée successive de deux clients, du service et du délai

-

d attente.

Dans le cas Eis/Ex/1 on a

A ok ok .
Al{g) = —— , Bi(g) = ( ) -
Ats ku+s .

“at on sait [31 gue

A
s{l-" =)

Wis) =
yo(s)
+



oy

w+(5) = (1 — A(-s) Bi{s))y (s).
L.a fonction

b ke
Alkn) —(A—s) (s+ku)

w+(5) = -
{g+lu)

2st analytique a2t n'a aucurne racine dans le domaine du plan

complexe’ Re(s) » 0 et y.(s) = A—-g ezt analyfique et n’'a

aucune racine dans le domaine Re(s) < 0.

Ainsi _
}\. .
(1 — — ) ~
Wig) = —_—H
A2 (g) ~A+s
5 -}
averc af(s) = {-— +1) s
‘ ke

Le lectewr vérifiera facilement que

b+l A
2k p(u=A) "

=W0) = W(l, k) =

résultat annoncé précédemment.

-

l.e temps de passage moven pour un client dans le systéme)’

est alors Wil,k)+1 = W, Par la formule de Little on
obtient le nombre moyen de clients dans la file, noté

Lg = A{1,k) et le nombre moven de clients dans le systeme,

noté, L = AW,



Remarquons gue W{l,k) est une fonction décroissante en

]

ko oqui tend vers 172 XN/utu-A) lorsgue ke~ tgnd VErS

Liintiniy c'est-a-dire
Wl 1) <0 Wil k) £ WL, 4w, -

B- Reésultats numériogues A -

Dans le cas O 2 1, pouw les Ffiles d'attente
Ep/Ewi/l, on ne peut donner de formule analvtigue du délai
moyen &;atténfe; .”Ndﬁé le ééi&uierohéinuhéfiﬁuéméht. Mous
pouveons wtbtiliser la solution spectrale de 1 gquation
inteégrale de Lindley [3] pow obtenir Wis), cepaﬁdént, dans

un article publié en 1969 [41, onm a obtenu

k-1
(1=-p)s N {l-w/5 )
i=1 i

Wig) =
1-L{A(-s)B(s) ]
O By ,Bma ueas 3 Bre—-r SONt  les b1 racines évec parties
reelle positive de A(-z)B(z) = 1. Les auteurs éﬁf utilisé

comme "unité de temps”, le temps d inter-arrivé de sorte e

le temps moyen de service est D

- -

Le deélai d'attente moven devra donc 2tre multiplié par
le temps d’'inter—arrivée si nous voulons Ffaire digparaitre

cette "uniteé de temps".

De plus, comme le temps de service est du typé Ew on a

Wig)

li

bo @ -1 , ,
o n (1-s/s ) oL 5 . B g oew g5 _
i=k+1 i k41 b2 le+ ¢

sont les Y " racines avec partie réelle négative de




Al-s)BE(s) = 1., Dans ces conditions le délai d’attente moven

est: .
, i k+o
Wik, k) = =W (Q) = —L —
: i=k+l g
i .

Ceci montre gue nous devons numériguement déterminer les
x racines, avec partie réelle négative, de 1 équation

A{-s)Bi{s)~-1 = 0.

Cfést &e.ﬁﬁe‘néds ayoﬁscfaiﬁ ﬁpurvceftéines valeurs des
paramatres Lsk,A et p. Comme en pratique le coefficient
d'utilisation A/n doit-&tre plus prés de un gque de zdéro,
nous avons limite nos calculs & A/u 3 1/2. Nou; avons donc
constiruit une table. Les 24 dernieres pages mugtrent une
table & 8 ;D}onnes; les colonnes 1 et 5 indiquent 1 entier
2y les cmlonnés 2 et 4, 1'entier k, les colonnes 3 et 7, la
valewr de AZu et Ffinalement les colonnes 4 et 8, le

résultat (en "unité de temps d'inter-—-arrivée') gu il faudra

diviser par A pour obtenir le délai moven d’attente.

Il est évident que cette table n’'est pas compléte. Les.
entiers & et '+ prennent les valeurs 1,2,3,4.,5,6,7,8,79,
10,12,14,16,18,20 et 40 =t A/u varie entre 1/2 et 1 par

saut de 0,04,

Comme nous 1 'avons indiqué dans 1'introduction cette
table fut mi se sur une disquette. Un programme
d'interpolation linéaire permet de calculer les quantités

manquantes.



Aprés avoir inséré la disquette dans le lecteuwr et tapé

"INTERFQO" voici, & titre indicatif, ce que vous ;errez &

1'écran d'un IBM-FC.

interpo ,
QUELLE EST LA VALEUR DE L,K,LAMEDA ET MU
2,1,1,2 )
FOUR L= 2. ,LAMEDA= 1.0000
ET POUR K= 1. ,MU= 2.0000

LE TEMPS D'ATTENTE DANS LA FILE EST L0902
D‘AUTRES VALEURS (OUI OU NON) 7
QuI
OUELLE EST LA VALEUR DE L,k,LAMEDA ET MU =
26 .5 1

FOUR L= 2. ,LAMEBDA= » SO00

ET FOUR K= &. ,MU= 1.0000 \

LE TEMFS D'ATTENTE DANS LA FILE EST 24560
D’AUTRES VALEURS (OUI OU NOM)T :
OgéELLE EST LA VALEUR DE L,k,LAMEDA ET MU 9
1 13 12.3 14.7
FOUR L= 1. ,LAMBDA= 2;3000

ET FOUR k=13, ,MU= 14,7000

LE TEMFS D'ATTENTE DANS LA FILE EST 19195

D AUTRES VALEURS (QUI OU NON)TY
NON
Stop - Program terminated.
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