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Ecole Polytechnique, Montréal

l. INTRODUCTION

Les applications de la théorie des files d'attente se

sont diversifiées de plus en plus depuis plusieurs années.

Cette théorie voulait donner ou construire . des modèles

générales afin de résoudre certains problèmes pratiques. On

s'est vite rendu compte que les hypothèses utilisées ne

correspondaient pas toujours à la réalité ou bien que le

calcul des di f-férentes quantités était beaucoup trop

laborieu;-; pour les utilisateurs.

On a donc chercher à améliorer les modèles par des

appro;-;i mations. Une de ces appro;-;i mations consiste à

approcher la loi du temps aléatoire entre deu>; arrivées

successives de clients (clients pris au sens large) par une

loi de Erlang. Il en est de même pour la loi du temps de

service de clients qui sera également approchée p-ar une- loi

de Erlang.

Certaines quantités que l'on ne pouvait pas obtenir par

l'intermédiaire de formules analytiques ont été "cal cul ées

numériquement sur ordinateur et misent en table, permettant

* Une partie des subventions du professeur François Soumis
a servi à défrayer le salaire d'été de l'étudiant
L. 1-anglois, nous l'en remercions.



ainsi au;-; utilisateurs de cette théorie de s'en servir sans

en connaître tout les détails mathématiques de calcyls. Une

table ne peut-être complète, surtaut si un des.paramètres

varie continuement, les quantités manquantes sont

généralement obtenues par interpolation linéaire.

C'est ce que nous avons voulu faire pour le calcul du

délai d'attente moyen dans une -file d'attente à un serveur.

Il existe déjà des tables donnant certains paramètres des

files d'attente, entre autre, "tables for multiple-server

queueing • système involving Erlang distributions" C23, mais

elles ne donnent pas directement ce délai d'atten.te moyen.

Le lecteur trouvera dans les pages qui suivent les

e;-;pl i estions nécessaires à l'élaboration et à l'utilisation

de cette tables c'est-à-dire qu'après avoir résumé les

formules analytiques connues pour certains files d'attente,

nous expliquerons comment nous avons calculé numér"iquement,

pour certaines valeurs, ce délai moyen.

En plus de donner cette table, nous avons voulu rendre

accessible rapidement et sans ei-fort son uti l isati-on.

Pour cela, la table fût mise sur une disquette et par

"accès direct" au>; données, un programme d'interpolation

linéaire donne directement une approximation du délai

d'attente moyen pour les paramètres non-tabulés.

Cette disquette est accessible à la demande et

fonctionne sur un ordinateur IBM-PC.



2. CALCUL DU DELAI D'ATTENTE MOYEN

Rappelons brièvement ce qu'indique les symboles utilisés

dans une file d'attente E.a/Ek/l»

E.n et En représente respectivement la loi du temps

entre deux arrivées successives de clients et le temps de

service.

• La fonction de d-ensité d'une variable aléatoire T du

type Erlang avec paramètre k, notée En, est;

k h_l _^y^
<kp)"t" "e

si t .^ 0

+_(t) =

(k-1) !

0 si t < 0

Cette loi est une "Gamma" de paramètres k(entier) et

n > 0.

La moyenne est 1/jj et la variance est Ï/k^ia. On voit

immédiatement que l'on peut facilement approcher

statistiquement k en prenant le quotient de la valeur

moyenne au carré et de la variance.

Nous noterons par W(..iï,k) le délai moyen d'attente dans

la file. En -fait, si Te, est la variable alétoire

représentant le -temps d'attente passé par un client dans la

•file (queue) E.a/Ep/l, W(..i;,k) = ECTc,3.



A~ Formu:Le -..an?;.l.y^,.i9..y.^

Nous résumons ici les résultats analytiques connus.

Lorsque .H = l, on a W(l,k) == <k+l ) À/2k»Ji (yi-\) où À > 0

est le nombre moyen d'arrivées de clients et où l/\i est le

temps moyen de service. Ce résultat se retrouve dans la

majorité des livres sur les files d'attente.

On peut le.démontrer assez directement en déterminant la

fonction génératrice de la variable Tq comme cela est fait

dans le livre "Fundamentals of Queueing Theory" C13„ Nous

pouvons également, le démontrer en déterminant,l a solution

spectrale de l'équation intégrale de Lindley C33. Nous

indiquons ici les étapes pour obtenir ce résultat à l'aide

de cette méthode. Le choi>; de cette dernière s'e;-;plique

•facilement; c'est cette méthode que nous utiliserons pour

calculer numériquement le délai.

Notons par A(s), B(s) et W(s) la transformée de

Laplace des fonctions de densité respectives du temps entre

l'arrivée successive de deu>; clients, du service et du -délai

•h.

d'attente»

Dans le cas Ei/Ep/l on a

^ „ . . . ky . k
, D \ Ï» / -~

Â+s ' ku+s

et on sait C33 que

À
s (l- -)

W(s) == —p-
^ (s)



où

La fonction

^ <s) == <1 - A(~s) B(s))^ (s)
"4" "~

k _ . . k
Â(k^> -C\-s) <s+k}ji)

(s)
'+'"' . . .k

(s+k.u)

est analytique et n'a aucune racine dans le domaine du plan

CDmple;-!e' Re(s) > 0 et \|f-(s) = Â-s est analytique et n'a

aucune racine dans le domaine Re (s) < 0.

Ainsi

À
5(1 - - )

W(s) = —p-
À5t<5) -Â+5

.s . .-k
avec a(s5 = (•— +1)

•kp

Le lecteur vérifiera facilement que

k+1 À
-W'(0) = W(l,k) = ^— ." . . ,

'"" 2k p()J-Â) '

résultat annoncé précédemment.

Le temps de passage moyen paur un client dans le système

est alors W(l,l-î)+l == -W. Par la formule de Little on

obtient le nombre moyen de clients dans la -file, noté

Lq = ÂW(l,k) et le nombre moyen de clients dans le système,

noté, L == ÀW.



Remarquons que W(l,k) est une fonction décroissante en

k qui tend vers 1/2 Â/y(p-Â) lorsque k"- tend vers

l'infini; c'est-à-dire

W < l , l ) < W ( l , k ) < W ( l , -i-oo) .

B ~ Ré5yl-ta.t^.nj^.mêLl-9Ly.EE

Dans le cas au .$. > l, pour les files d'attente

E.a/Ei.,/1 , on ne peut donner de.-formule analytique du délai

moyen d'attente» Nous le calculsrans numériquement. Mous

pouvons utiliser la solution spectrale de l'équation

intégrale de Lindley C33 pour obtenir W(s), cependant, dans

un article publié en 1969 C43, on a obtenu

k =1
(i-o)s';n.- (i-s/s. )

i=l i
W(s) =

l--CA(-s)B(s)3-

où s? i,533, ••»,Sn_i.- sont les k~l racines avec partie

réelle positive de A(-s>B(s> = l. Les auteurs ont utilisé

comme "unité de temps", le temps d'inter-arrivé de sorte que

le temps moyen de service est p.

Le délai d'attente moyen devra donc être. multiplié par"

le temps d'inter-arrivée si nous voulons -faire disparaître

cette "unité de temps".

De plus, comme le temps de service est du type EK on a

k+.Sl -l
w<s> == . n\ (i-s/s.) OÙ 5, _, 5. „,.;.,5.i=k+l " ~" "i ' "" "k+l' ~'k+2'1" " "'"'k+A

sont les A ' racines avec partie réelle négative de



A(-s)B(s) = l. Dans ces conditions le délai d'attente moyen

est;

k±.$ l
W(..iÏ,k) == -W'(0) = .-E", —.

i=k+l s
l

Ceci montre que nous devons numériquement déterminer les

.Si racines, avec partie réelle négative, de l'équation

A(-s)B(sï-l = 0.

C'est ce que nous avons fait pour certaines .valeurs des

paramètres &,k,'\ et .y. Comme en pratique l'e coefficient

d 'uti l isation Â/.u doit-être plus près de un que de zéro,

nous avons limité nos calculs à ?\/p ^ 1/2. Nous avons donc

construit une table. Les 24 demièr-es pages montrent: une

table à 8 colonnes; le.s colonnes l et 5 indiquent l'entier

,C, les colonnes 2 et 6, l'entier k, les colonnes 3 et 7, la

valeur de Â/y et finalement les colonnes ' 4 et 8, le

résultat (en "unité de temps d'inter-arrivée") qu-'Fl faudra

diviser par À pour obtenir le délai moyen d'attente.

Il est évident que cette table n'est pas complète. Les.

entiers .$ et k prennent les valeurs l ,2,3,4,.5,à,7,.8,9,

10,12,14,16,18,20 et 40 et Â/p varie entre 1/2 et l par

saut de 0,04.

Comme nous l'avons indiqué dans l ' introducti-on cette

table fut mise sur une disquette. Un programme

d'interpolation linéaire permet de calculer Içs quantités

manquantes.



Après avoir inséré la disquette dans le lecteur et tapé

"INTERPO" voici, à titre indicatif, ce que vous verrez à

l'écran d'un IBM-PC.

interpo . .

QUELLE EST LA VALEUR DE L,K,LAMBDA ET MU
'711.'?
^..,1,1,-

POUR L= 2. ,LAMBDA== 1.0000

ET POUR K= l. ,MU= 2.0000

LE TEMPS D'ATTENTE DANS LA FILE EST ..30902

D'AUTRES VALEURS (OUI OU NON)?
OUI

QUELLE EST LA VALEUR DE L,K,LAMBDA ET MU -,
2 à .5 l

POUR L= 2. ,LAMBDA= .5000

ET POUR K= 6. ,MU= 1.0000

LE TEMPS D'ATTENTE DANS LA FILE EST .24560

D'AUTRES VALEURS (OUI OU NON)?
OUI

QUELLE EST LA VALEUR DE L,K,LAMBDA ET MU
l 13 12.3 14.7

POUR L= l. ,LAMBDA= 12.3000

ET POUR K=13. ,MU= 14.7000

LE TEMPS D'ATTENTE DANS LA FILE EST .19195

D'AUTRES VALEURS (OUI OU NON)?
NON
Stop - Program terminated.
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