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Nykyaikana opetus on siirtymédssd yhd enemman teknologiseen suuntaan myos matema-
titkan osalta. Koska lukion pééttévit ylioppilaskirjoitukset ovat séhkoistyneet, opiskeli-
joita on tirkedd valmistaa teknisten apuvilineiden kayttdon jo hyvissé ajoin. Vaikka tek-
nologian kéyttimistd matematiikan opetuksessa on tutkittu runsaasti, tutkimukset niyt-
tdisivét pddasiassa keskittyvén ongelmaan yleiselld tasolla. Kuitenkin konkreettiset esi-
merkit ja niiden vaikutukset oppimiseen vaikuttaisivat olevan harvemmin tutkittuja ai-
heita.

Téassd Pro Gradu -tutkielmassa tarkastellaan teknologian kdyttdd derivaatan opetuksessa
ja oppimisessa. Tutkielma on kirjallisuuskatsaus ja siind analysoidaan tutkitun kirjalli-
suuden perusteella, millaista teknologiaa ja miten sitd kannattaisi hyodyntdd derivaatan
opetuksessa ja oppimisessa opetushallituksen asettamien moduulien tavoitteiden niko-
kulmasta, miltd teknologian liittdiminen opetukseen vaikuttaa konstruktivistisesta
ndkokulmasta, ja miten teknologian kdyttdminen vaikuttaa opiskelijoiden proseduraali-
seen ja kisitteelliseen tietoon derivaatasta. Tutkielman tavoitteena on antaa derivaatan
oppimiseen soveltuvia aktiviteetteja, jotka voidaan toteuttaa teknologiaa kdyttamalla.

Tutkielman perusteella voidaan sanoa, ettd teknologiaa voidaan hyddyntid koko oppimis-
prosessin ajan ja varsinkin dynaamiset geometriasovellukset ndyttéisivit antavan tarkedd
tukea derivaatan kiasitteen ymmartdmiseksi. Teknologian liittiminen opetukseen vaikut-
taa jarkevidltd myos konstruktivistisesta nidkokulmasta, koska teknologia ja konstrukti-
vismi liittyvét ldheisesti toisiinsa sekd molemmat tehostavat toisen kayttod opetukseen
liitettdessd. Tutkielman perusteella teknologian kédyttdminen kehittda lisdksi kasitteellistd
tietoa, mutta pitdd my0s proseduraalisen tiedon véhintdin samalla tasolla. Téarkedd on
huomata my®ds se, ettd teknologian avulla voidaan edistdd ndiden tietojen yhteyttd toi-
siinsa.

Avainsanat: matematiikan opetus, derivaatta, teknologia, proseduraalinen ja késitteelli-
nen tieto
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1. Johdanto

Derivaatta on keskeinen analyysin kasite matematiikassa. Sen ymmartaminen on tar-
kedd, koska analyysid tarvitsevat laajalti monien alojen opiskelijat (Hashemi, Abu,
Kashefi, Mokhtar & Rahimi, 2015) sekd monien alojen ammattilaiset. Kasitteeseen liittyy
myo6s oppimisvaikeuksia ja virhekasityksia, joita tarkastellaan tutkielmassa myohemmin.

Nykyaikana opetus on siirtymdssa yha enemman teknologiseen suuntaan myds
matematiikan osalta. Koska lukion paattavat ylioppilaskirjoitukset ovat sahkdistyneet,
opiskelijoita on tarkeda valmistaa teknisten apuvalineiden kaytt6on jo hyvissa ajoin. Var-
sinkin, koska opiskelijoiden perehdyttaminen teknologian kayttoon vaatii aikaa (Doruk,
Aktumen & Aytekin, 2013; Weigand & Bichler, 2010). Vaikka teknologian hyédyntamista
opetuskaytossa on tutkittu jo usean vuosikymmenen ajan, se tuntuu edelleenkin osittain
vieraalta ja uudelta asialta. Tastd kertoo myos se, etta opettajat kokevat teknologian
liittamisen opetukseen vaikeaksi (delos Santos & Thomas, 2002).

Vuoden 2019 loppupuolella ilmestyneet uudet lukion opetussuunnitelman perusteet
korostavat tieto- ja viestintateknologian tarkeytta opetuksessa. Esimerkiksi yleisen osion
opiskelumenetelmien kohdalla todetaan: ”"Opiskelija kdyttda monipuolisesti tieto- ja
viestintateknologiaa seka itsendisessa etta yhteisollisessa tyoskentelyssa”. Oikeilla opis-
kelumenetelmilld pitdisi oppia ymmartamaan kokonaisuuksia seka oppiaineessa etta yli
oppiainerajojen. (Opetushallitus, 2019, s. 20)

Tutkielma on kirjallisuuskatsaus ja siina tarkastellaan, millaista teknologiaa voidaan hyo-
dyntaa derivaatan opetuksessa ja oppimisessa. Vaikka aiheesta |6ytyy runsaasti tutki-
muksia (ks. esim. David Tall), tutkimukset nayttaisivat keskittyvan ongelmaan yleisella
tasolla. Kuitenkin konkreettiset esimerkit ja niiden vaikutukset oppimiseen ovat harvem-
min tutkittuja aiheita. Siksi tutkitaan myos, miten kyseista teknologiaa kannattaisi hyo-
dyntaa derivaatan opetuksessa ja oppimisessa opetushallituksen asettamien moduulien
tavoitteiden nakokulmasta. Koska osa derivaattaan ja raja-arvoon liittyvista virhekasi-
tyksistd on johdettavissa perinteisiin opetusmetodeihin (Duru, 2011; Orhun, 2012),
tutkielmassa tarkastellaan myods, miltd teknologian liittaminen opetukseen vaikuttaa
konstruktivistisesta nakokulmasta. Lisaksi tarkastellaan, miten teknologian kdyttaminen
vaikuttaa opiskelijoiden proseduraaliseen ja kasitteelliseen tietoon derivaatasta.

Tutkielman tavoitteena on antaa derivaatan oppimiseen soveltuvia aktiviteetteja, jotka
voidaan toteuttaa teknologiaa kayttamalla. Tutkielman tuloksista hyotyvat opetusalan
ammattilaiset ja niitd voidaan hyddyntaa aiheeseen liittyvissa jatkotutkimuksissa.



2. Matematiikan oppiminen

Tutkielmassa tarkasteltava oppimiskasitys on konstruktivistinen, koska se edustaa nyky-
aikana kasvatustieteellisen ajattelutavan enemmistéa (Siljander, 2014). My6s lukion
opetussuunnitelman perusteet (LOPS) painottavat konstruktivistista oppimiskasitysta
(Opetushallitus, 2019). Ensimmaisessa aliluvussa kasitelldan, millaista on konstruktivis-
tinen oppimiskasitys matematiikan nakékulmasta. Keskeista on myds, miten oppiminen
tapahtuu ja miten tietoa ymmarretaan konstruktivistisen tiedonkasityksen mukaan.

Matemaattista tietoa voidaan osittain jakaa proseduraaliseen ja kasitteelliseen tietoon,
joista molemmat ovat tarkeitd matematiikan oppimisen ja ymmartamisen kannalta. Toi-
sessa aliluvussa kasitelldan, mita ovat proseduraalinen ja kasitteellinen tieto seka miten
ne liittyvat toisiinsa. Aliluvussa tarkastellaan myos, miten matematiikkaa ymmarretaan
naiden avulla.

2.1 Konstruktivistinen oppimiskasitys

Konstruktivistiseen oppimiskasitykseen perustuva teoria pyrkii selittdmaan, miten ihmi-
set oppivat tietoa. Tiedonmuodostusta ja oppimista kuvataan termilla konstruktio eli ra-
kentaminen (Siljander, 2014), joka on keskeinen termi konstruktivismissa. Mielen ajatel-
laan aktiivisesti havainnoivan ja tulkitsevan aistien |ahettamaa informaatiota (Siljander,
2014), minka avulla konstruointi tapahtuu. Konstruktivistisen oppimiskasityksen mu-
kaan kaikki tieto on konstruoitua (Noddings, 1990).

Keskeisintda oppimiskasitykselle on oppija itse, jonka aktiivinen toiminta johtaa oppimi-
seen (Krahenbuhl, 2016; Noddings, 1990; Siljander, 2014). Tama ilmenee myos lukion
opetussuunnitelman perusteissa (Opetushallitus, 2019, s. 18). Tietoa opitaan tarkoituk-
senmukaisten aktiviteettien avulla, jossa oppija konstruoi yksil6llisen tulkinnan koke-
muksistaan ja sen avulla konstruoi tulkinnan mielessdaan (Krahenbuhl, 2016). Oppija siis
sopeutuu aktiviteettien perusteella ymparistoonsa (Noddings, 1990; Siljander, 2014).
Toisaalta han muokkaa sitd, yksilollisen tulkintansa perusteella, omiin kayttétarkoituk-
siinsa soveltuvaksi (Siljander, 2014). Tallaiset edellda mainitut aktiviteetit aiheuttavat
muutoksia oppijan kognitiivisiin rakenteisiin, jotka kehittyvat jatkuvasti (Noddings,
1990). Kognitiivisilla rakenteilla tarkoitetaan ihmisen mentaalisia prosesseja, joiden
avulla han ymmartaa tietoa (Garner, 2007).

Konstruointiprosessi aktivoi oppijan kognitiiviset rakenteet, jotka ovat toisaalta myos
syy tapahtuvalle konstruktiolle (Noddings, 1990). Toisin sanoen tiedon konstruoimisessa
hyodynnetadn oppijan jo olemassa olevaa tietoa, jolloin oppiminen on seurausta myos
aikaisemmista kokemuksista ja kasityksistd (Krahenbuhl, 2016). Tahdn viittaa myo0s
LOPS, jossa mainitaan, etta “oppimisprosessin aikana opiskelija tulkitsee, analysoi ja ar-
vioi eri muodoissa esitettyad dataa, informaatiota tai tietoa aikaisempien kokemusten ja
tietojen pohjalta” (Opetushallitus, 2019, s. 18).

Tieto ei konstruktivistisen kasityksen mukaan voi siirtyd opettajalta oppijalle, vaan oppi-
jan on konstruoitava se itse, jolloin oppimisesta tulee sisdisesti sdadeltyd. Opiskelijat
ovat erilaisia ja konstruoivat kdsityksida monin eri tavoin. Ndiden huomioon ottaminen
on tarkeaa konstruktivismiin perustuvassa opetuksessa. (Siljander, 2014)



Koulutuksessa kaytettava teoria perustuu nykyaikana enimmakseen juuri konstruktivis-
tiseen pedagogiaan ja myds matematiikan opetus on siirtynyt konstruktivistisempaan
suuntaan. Kaytannossa konstruktivistisen pedagogian kdayttaminen opetuksessa ilme-
nee aktiivisena oppimisena, joka tarvitsee opiskelijoiden aktiivisuutta ja sitoutumista.
Aktiviteetit, joissa opiskelijat itse loytavat, tutkivat ja tekevat yhteistyotd, ovat esimerk-
keja konstruktivistisista lahestymistavoista opetukseen. Tallaisten metodien avulla opet-
tamisen on tulkittu olevan paras lahestymistapa jopa opetettavasta aiheesta riippu-
matta, mika on johtanut siihen, etta metodit olisivat valttamattomia parhaimpien oppi-
mistulosten saavuttamiseksi. (Krahenbuhl, 2016)

Koska opiskelijan aiemmat kasitykset vaikuttavat konstruktioon, on tarkeda hallita
perusasiat, jotta syvempi ymmarrys opittavasta asiasta voidaan saavuttaa. Tarkoitus ei
silti ole harjoitella perusasioita niin kauan, ettd ne osataan loistavasti. Hyva opettaja
valmistautuu etukdteen selvittadkseen opiskelijan vaatimat taidot, jotta opiskelija
pystyy konstruoimaan tarkeat kasitteet ja perusperiaatteet. Opiskelija tarvitsee sopivat
pohjatiedot, oikeat tyovalineet (esim. kaavat) ja jarkevat tydskentelytavat, joiden avulla
hanen on mahdollista konstruoida matemaattisia objekteja ja niiden valisia suhteita.
(Noddings, 1990.) Matemaattisilla objekteilla tarkoitetaan kaikkia sellaisia objekteja,
jotka yksilén on konstruoitava jossain vaiheessa matemaattista kehitystdaan. Ndita ovat
esimerkiksi numerot, muuttujat ja funktiot. (Dubinsky, 2002.)

Konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaan konstruoiminen tapahtuu reflektiivisen
abstrahoinnin avulla. Reflektiivinen abstrahointi on prosessi, jossa oppija sisdistaa
objekteille tehtyja fyysisia operaatioita. Oppija siis sisdistdd matemaattisten
laskusaantojen yleisia ominaisuuksia implisiittisesti, eika vain yksittaista laskutoimitusta
ja sen tulosta. (Noddings, 1990.) Esimerkiksi opiskelija ymmartaa ennemminkin, miten
polynomifunktioita derivoidaan, kuin, miten yksittdisen polynomifunktion derivoiminen
suoritetaan ja mita siitda saadaan tulokseksi. Oppiminen on talldin matemaattisten
kasitteiden ymmartamista, eika keskenaan rinnastettavien laskutoimitusten havain-
nointia.

Talloin opiskelijoiden on jarkevaa tyoskennellda matemaattisten objektien kanssa, mutta
ongelmana on, etta he tarvitsevat syyn osallistua niiden kasittelyyn. Opettajan on siis
osittain kaytettava suoraa ei-konstruktivistista johdatusta matemaattisten objektien
kasittelemiseen ja siten mahdollistaa opiskelijoille niiden kaytto. Tallaista johdatusta
tarvitaan myo0s siitd syystd, ettd konstruktion halutaan olevan matemaattisista syista
oikeaan suuntaan ohjattu. (Noddings, 1990)

Ongelmanratkaisutilanteissa taas opiskelijoita ei valttamatta pitdisi ohjata niiden kay-
tOssd, koska se saattaa irrottaa opiskelijan omista syistdan ja ohjata heidat tyoskentele-
maan sokeasti opettajan haluamalla tavalla. Jos opettaja on valmis ajattelemaan avoi-
mesti, han voi kannustaa opiskelijoita ymmartamaan heidan omat matemaattiset syynsa
ja toteuttamaan omia suunnitelmiaan. Jos opiskelijoita ei kannusteta ajattelemaan ma-
temaattisesti, oppiminen jaa myds heikommaksi. Opiskelijoita pitdd kannustaa myods
pyrkimaan tilanteisiin, jotka aiheuttavat reflektiivista abstrahointia ja konflikteja heidan
kasitystensa kanssa. (Noddings, 1990)



Opettajan paaasiallinen tehtava konstruktivistisessa pedagogiassa on mahdollistaa ma-
temaattinen ymparisto oppimiseen (Noddings, 1990), joka tukee opiskelijan konstruoin-
tiprosessia (Siljander, 2014). Talloin on jarkevampaa puhua vahvoista ja heikoista konst-
ruointitavoista kuin tavoista, jotka joko vaikuttavat tai eivat vaikuta konstruktioon. Vah-
vat konstruointitavat ovat matemaattisessa ymparistdssa niitd, jotka matemaatikot tun-
nistavat matemaattisiksi. Heikot konstruointitavat ovat taas, tavalla tai toisella, rajoittu-
neita matemaattisessa kaytossa. Opettajan tehtdva on auttaa opiskelijaa paasemaan yli
virhekasityksista, ohjaamalla hanta miettimaan, onko hanen kasityksensa matemaatti-
sesti ajateltuna oikein. Jos opiskelijan kasitys ei ole oikea, kasityksessa olisi valttama-
tonta saada aikaiseksi muutosta. (Noddings, 1990.)

Opiskelija pitdisi siis saada kertomaan matematiikan ajattelutavastaan, jolloin
mahdolliset virhekasitykset tulevat todennadkdisemmin esille. Tama taas helpottaa
opettajan tyota niiden havaitsemisessa ja eroon padsemiseen auttamisessa. Talloin
opettajan on helpompaa myds huomata, onko opiskelija ymmartanyt opittavan asian,
mikd on konstruktivistisesta nakdkulmasta tarkeampaa kuin sen ulkoa opettelu
(Siljander, 2014). Ymmartaminen on keskeinen sana myos seuraavassa aliluvussa, jossa
pohditaan, miten matemaattista tietoa jaetaan proseduraaliseen ja kasitteelliseen tie-
toon, sekd miten matematiikkaa ymmarretdan naiden avulla.

2.2 Proseduraalinen ja kasitteellinen tieto matematiikassa

Matemaattista tietoa voidaan jakaa proseduraaliseen ja kasitteelliseen tietoon, joista
molempia tarvitaan matematiikan oppimiseksi (Hahkiéniemi, 2018). Myos LOPS:n ylei-
sessd osiossa korostetaan kdyttamaan monipuolisesti sellaisia opetus-, ohjaus- ja opis-
kelumenetelmid, joilla on yhteys kyseisessad oppiaineessa tarvittavaan tiedonalan kasit-
teelliseen ja menetelmalliseen osaamiseen (Opetushallitus, 2019, s. 20). Kaikkea tietoa
ei kuitenkaan voida jakaa joko proseduraaliseksi tai kasitteelliseksi, vaan osa nayttaisi
olevan hieman molempia tai ei valttamatta kumpaakaan (Hiebert & Lefevre, 1986).

Proseduraalinen tieto maaritelladn matematiikassa saantdjen, algoritmien tai menetel-
mien oikean esitysmuodon hallintana (Haapasalo & Kadijevich, 2000; H&ahkioniemi,
2018). Tarkemmin se voidaan jakaa kahteen osaan, joista toinen liittyy matemaattiseen
kieleen ja toinen saantoihin tai algoritmeihin. Edellisen avulla esitetddn matemaattisia
ajatuksia ja tiedostetaan hyvdksyttavd symbolinen esitysmuoto, kuitenkaan
ymmartamatta siind olevien symbolien merkitysta. Jalkimmaisen avulla matemaattisia
ongelmia ratkaistaan suorittamalla proseduureja, joiden valisistd yhteyksista
ymmarretdan ainoastaan jarjestys, jossa ne suoritetaan. (Hiebert & Lefevre, 1986.)

Kasitteellinen tieto taas maaritelldan tiedoksi, joka yhdistdd matemaattisten kasitteiden
valisida yhteyksida (Hiebert & Lefevre, 1986). Tiedon osat muodostavat tietoverkon
(Hahkioniemi, 2018), jonka avulla tunnistetaan eri esitysmuodossa annetut kasitteet,
sdannot ja ongelmat (Haapasalo & Kadijevich, 2000). Kasitteellista tietoa ei kuitenkaan
voida yksiloida, koska kasitteellinen tieto on osa kyseisen tiedon muodostamaa verkos-
toa ainoastaan, jos henkild osaa yhdistaa kasitteellisen tiedon osan suhteen toisen tie-
don osaan. Kasitteellisen tiedon osat voivat olla jo valmiiksi oppijan muistissa tai jokin
niista voi olla juuri opittua. (Hiebert & Lefevre, 1986.)

Edelld annettujen maaritelmien perusteella voidaan sanoa, ettd proseduraalisen tiedon
avulla matematiikkaa tehdaan ja kasitteellisen tiedon avulla matematiikkaa voidaan
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ajatella (Hahkioniemi, 2018; Tall, 1996). Haapasalon ja Kadijevichin mukaan proseduraa-
linen tieto edellyttaa usein automatisoitujen ja tiedostamattomien vaiheiden tekemista,
kun taas kasitteellinen tieto vaatii yleensa tiedostettua ajattelua. Tallainen jako, algorit-
misen suorittamisen ja ymmartamisen valille, johtaa helposti siihen, ettad proseduraali-
nen tieto nahdaan luonteeltaan dynaamisena (eli muuttuvana) ja kasitteellinen tieto
taas staattisena (eli pysyvana). Jako ei kuitenkaan sovi moderniin konstruktivistisen ope-
tuksen ja oppimisen ajatusmalliin matematiikassa. (Haapasalo & Kadijevich, 2000.)

Kasitteellista tietoa opitaan konstruoimalla tiedon osien valisia suhteita (Hiebert &
Lefevre, 1986), jolloin opetuksessa keskitytdaan keskeisiin maaritelmiin (Rittle-Johnson,
Fyfe & Loehr, 2016). Proseduraalista tietoa taas opitaan usein harjoittelemalla
ongelmanratkaisua, mutta ratkaisutaito rajoittuu ainoastaan tietyntyyppisten
ongelmien ratkaisemiseen (Rittle-Johnson, Schneider & Star, 2015). Tall6in opetuksessa
keskitytdan tietyssa jarjestyksessa suoritettaviin proseduureihin (Rittle-Johnson ym.,
2016). Naiden aaripdiden oppimistyylit eivat silti valttamatta poissulje toisiaan (Tall,
1996), koska kasitteellinen ja proseduraalinen tieto liittyvat ainakin osittain toisiinsa
(Hiebert & Lefevre, 1986).

Tasta kertoo myds se, ettda kasitteellisen tiedon kehittyminen kehittda yleensa
proseduraalista tietoa ja painvastoin (Hiebert & Lefevre, 1986; Rittle-Johnson ym.,
2015). Toisaalta proseduurien suorittaminen ei valttamatta vaadi kasitteellista tietoa,
mutta on vaikeaa keksia kasitteellista tietoa, joka ei liity mihinkdaan proseduuriin. Syyna
tdhan on osittain se, etta proseduurit tekevat kasitteellisesta tiedosta jollain tavalla
havaittavaa. Kasitteellisen tiedon olemassaoloa ei valttamatta edes tiedettdisi ilman
proseduureja, joiden avulla sita voidaan hyoddyntaa. Kuitenkin perinteinen kaavoihin
perustuva matematiikan opetus nayttdisi opettavan paremmin proseduureja kuin
kasitteita tai yhteyksia niiden valilla. (Hiebert & Lefevre, 1986.)

Jos opetuksessa paddytaan valitsemaan tietojen valilta painotus, joka on oppimisen kan-
nalta paras, opetuksessa kannattaisi painottaa kasitteellista tietoa. Rittle-Johnson ym.
tutkivat kasitteellisen ja proseduraalisen tiedon oppimista toisen luokan oppilailla, kun
opettaminen oli joko jaettu proseduraalisen ja kasitteellisen tiedon oppimisen kesken
tai sama aika kaytettiin kokonaan kasitteellisen tiedon oppimiseen. Tutkimustuloksena
huomattiin, etta oppilaat oppivat paremmin seka kasitteellista ettd proseduraalista tie-
toa, kun opetus keskittyi kasitteellisen tiedon oppimiseen. (Rittle-Johnson ym., 2016.)
Kasitteellinen ja proseduraalinen tieto ovat silti peruskoulun ensimmaisten vuosien ai-
kana hyvin lahella toisiaan, jolloin tuloksesta ei kannata tehda liian suuria johtopaatok-
sia, mutta sita voidaan pitda suuntaa antavana.

Kirjallisuudessa kuitenkin korostetaan proseduraalisen ja kasitteellisen tiedon liittamista
toisiinsa, mika tehostaa matematiikan ymmartamista (Hiebert & Lefevre, 1986; Rittle-
Johnson ym., 2015). Opiskelija ei voi parjata hyvin matematiikassa, jos proseduraalinen
tai kasitteellinen tieto on vajaavaista tai niita kasitellaan toisistaan erillisind. Niiden ka-
sitteleminen erillisind systeemeina johtaa siihen, etta opiskelijalla saattaa olla hyva in-
tuitio matematiikan suhteen, mutta han ei pysty ratkaisemaan ongelmia tai ongelman
ratkaistuaan han ei ymmarra vastausta. (Hiebert & Lefevre, 1986.) Miten kasitteellisen
ja proseduraalisen tiedon liittaminen toisiinsa sitten kehittdaa opiskelijan ymmarrysta
matematiikasta?



Tietojen liittaminen toisiinsa lisaa proseduraalisen tiedon hyodyllisyytta ja kasitteellisen
tiedon kadytettavyyden tasoa. Talldin esimerkiksi symbolit saavat merkityksen. (Hiebert
& Lefevre, 1986.) Lisdksi niiden ajatteleminen joustavasti seka proseduurina etta
kasitteena johtaa siihen, ettda niita pystytdan hyddyntamaan tehokkaasti
matemaattisten kasitteiden ajatteluun (Hiebert & Lefevre, 1986; Tall, 1996) ja kayttoéon
(Hiebert & Lefevre, 1986). Oikeastaan symboleiden avulla voidaan jopa luoda
kasitteellista tietoa. Varsinkin vaikeiden matemaattisten kasitteiden ajatteleminen
symboleiden avulla vahentda kognitiivisen tyon tarvetta. Myo6s tarvittavien prose-
duurien maara vahentyy, koska niiden valintaa ja kdyttoa ohjataan selkeammin seka
niitd opitaan yleistamaan samankaltaisten ongelmien ratkaisemiseen soveltuvaksi.
(Hiebert & Lefevre, 1986.)

Kasitteellisen ja proseduraalisen tiedon yhdistamiselld on selvasti ainakin teoriassa
monia hyotyja. Todellisuudessa kaikkia hyotyja ei valttamattda edes huomata.
Opiskelijoilla on kuitenkin usein vaikeuksia hahmottaa tai konstruoida kasitteellisen ja
proseduraalisen tiedon yhteytta, eikd yhteyden muodostuminen aina tapahdu
spontaanisti. Yhteyksia ei valttamatta hahmoteta tai sisdisteta, vaikka ne tuotaisiin
eksplisiittisesti esille. Tama rajoittaa kasitteellisen tiedon hyodyllisyytta ja aiheuttaa
vaikeuksia ongelmanratkaisutilanteissa. Syitd taustalla on varmasti useita, mutta
tarkastellaan seuraavaksi niistda keskeisimpid, jotka saattavat erityisesti vaikuttaa
matematiikan oppimiseen. (Hiebert ja Lefevre, 1986)

Tiedon yhteyksia ei voida konstruoida, jos tietoa ei ole olemassa. Toisin sanoen puutteet
joko proseduraalisessa tai kasitteellisessa tiedossa voivat olla syy puuttuville tai heikosti
muodostuneille yhteyksille. Ongelmana saattaa olla my6s opitun tiedon kontekstiin
sidonneisuus, jolloin sitd ei edes yriteta yhdistaa kontekstin ulkopuolelle, vaikka tieto
olisi yksilollisesti hyvin kehittynytta. Esimerkiksi opittu proseduraalinen tieto saattaa so-
pia tietyn kaltaisten ongelmien ratkaisemiseen, mutta tieto pidetaan erilldaan kontekstiin
liittyvasta kasitteellisesta tiedosta. Toisaalta tiedon osat voivat olla opiskelijan mielesta
keskendan yhteensopimattomia, jolloin yhteyden puute ei hairitse hanta. Proseduraali-
nen tieto saattaa olla myods virheellista tai paljon heidan kasitteellistd ymmarrystdan kor-
keammalla tasolla. Ongelmaa voi olla hankala havaita, koska opiskelijat pystyvat saa-
maan oikeita vastauksia moniin ongelmiin, joita he eivat ymmarra. Vaikka rutiininomai-
set proseduraaliset taidot ovat valttamattomia tehokkaan ongelmanratkaisutaidon kan-
nalta, kasitteellinen tieto on liitettava siihen, jotta proseduurit saavat vakautta ja tehok-
kuutta. (Hiebert ja Lefevre, 1986)

Opiskelijan kasitteellinen ja proseduraalinen tieto voivat aloittaa omien reittien
kulkemisen jo koulun ensimmaisistd vuosista lahtien ja sama voi jatkua jopa lukion
loppuun asti (Hiebert & Lefevre, 1986). Ensimmaisina kouluvuosina ongelma ei viela
muodostu suureksi, koska proseduraalinen ja kasitteellinen tieto ovat matematiikassa
laheisesti yhteydessa toisiinsa. Ongelma syntyy, kun ne alkavat vahitellen muodostua
omiksi kokonaisuuksiksi. Matematiikka siirtyy muutenkin vahitellen proseduraalisesta
kohti kasitteellistd tietoa vaativaa ongelmanratkaisua, koska sen oppiminen on
kumulatiivista (Tall, 1996). Talloin erityisesti kasitteellisen tiedon tarkeys korostuu.

Jos derivaatan kasite vaikuttaa vaikealta hallita hyvin, erds ratkaisu on keskittya
symbolisiin  rutiineihin, koska se vastaa opiskelijan aikaisempaa kokemusta



matematiikasta (Tall, 1997). Riskina on, ettei opiskelija talloin pysty ajattelemaan
symboleita joustavasti seka proseduurina etta kasitteena, jolloin oppiminen jaa usein
mekaaniseksi toistamiseksi (Tall, 1996). Tapa voi toimia samankaltaisten prose-
duraalisten ongelmien ratkaisemiseen, mutta tuottaa suuria vaikeuksia haastavimmissa
kasitteellisista tietoa vaativissa tehtavissa (Tall, 1996; Tall, 1997). Syy tahan on se, etta
proseduurien hyddyntaminen erilaisiin ongelmiin on vaikeampaa kuin kasitteellisen
tiedon hyodyntaminen (Tall, 1996), koska mekaaninen toistaminen ei aiheuta muutoksia
opiskelijan kognitiivisiin rakenteisiin (Dubinsky, 2002). Tall6in matematiikasta ja erityi-
sesti opettajan odottamasta tavasta, jolla opiskelija kayttda sita, tulee vaikeaa, koska
opiskelija ei kykene ajattelemaan matemaatikon tavalla joustavasti. Tama korostuu sita
enemmadn, mitd kompleksisempaa matematiikasta tulee. Vahitellen yhda useampi
opiskelija saattaa hammentyad ja alkaa opiskelmaan mekaanisesti toistaen, jotta he
saisivat oikeita vastauksia. Talloin ajatuksia ei edes yriteta yhdistdaa kasitteellisella
tasolla. (Tall, 1996.)

Opiskelijoiden on silti opittava sopeutumaan vastaantuleviin kasitteellisiin vaikeuksiin.
Jos kasitteellista tietoa vaativat tehtdvat ovat liilan vaikeita opiskelijoille, opettaja
saattaa kompensoida ongelmaa esimerkiksi laittamalla kokeeseen sarjan tehtavia, joihin
opiskelijat osaavat vastata proseduraalisen tietonsa avulla. Seurauksena opettaminen ja
oppiminen pysyy proseduraalisella tasolla, jolloin kasitteellisten yhteyksien muodos-
tumisesta tulee epatodennakdisempaa. (Tall, 1997)

Nayttadisi siltda, ettd matematiikan opetuksessa painotus kannattaisi olla kasitteellisen
tiedon oppimisessa. Tata puoltaa myos se, etta analyysin peruskasitteiden kayttaminen
on rajoittunutta, jos kasitteellinen ymmarrys niistd on puutteellista (Herbert, 2013).
Tarkeinta on kuitenkin proseduraalisen ja kasitteellisen tiedon liittaminen toisiinsa, mika
vaikuttaisi olevan tehokkaampaa matematiikan ymmartamisen kannalta. Opiskelijoilla
on silti usein vaikeuksia liittaa tietoja toisiinsa, mika korostaa opettajan roolia ja vahvoja
konstruointitapoja oppimisprosessin aikana.



3. Matemaattinen teoria derivaatasta

Lukio-opetuksessa derivaatta sisdltyy pitkdan matematiikan moduuleihin MAA6 ja
MAA12 sekd lyhyen matematiikan moduuliin MAB8. Naista ainoastaan moduuli MAA6
kuuluu pakollisiin opintoihin ja loput ovat valinnaisia. Toisin sanoen derivaatan kasitetta
ei valttamatta opeteta kaikille lukion kayville lyhyen matematiikan opiskelijoille. Tama
on ristiriidassa matematiikan opetuksen yleisten tavoitteiden kanssa, koska opiskelijan
olisi rakennettava matemaattista pohjaa jatko-opinnoilleen (Opetushallitus, 2019). De-
rivaatta on keskeinen analyysin kasite ja analyysia tarvitsevat laajalti monien alojen opis-
kelijat, kuten ekonomistit, insin6orit, tilastotieteilijat, luonnontieteilijat seka tietysti ma-
tematiikan opiskelijat (Hashemi ym., 2015).

Derivaatassa oppimisessa eri esitysmuodot ovat tarkedssa roolissa kasitteen ymmarta-
miseksi (Ferrara, Pratt & Robutti, 2006). Matematiikan opetuksen erdaana tehtava onkin
ohjata opiskelijoita kdayttamaan sitd eri muodoissa ja antaa valmiudet seka kayttaa etta
muodostaa matemaattista tietoa. Opiskelijoita on tuettava my0s taidossa siirtyd mate-
maattisesta esitysmuodosta toiseen, esimerkiksi ongelman ymmartamiseksi. Mate-
maattisen ajattelun tukena voidaan hyddyntaa kuvia, piirroksia ja valineitd, joiden kayt-
tamiseen opiskelijoita on rohkaistava. (Opetushallitus, 2019, s. 221-222.)

Kun matematiikan opetus on onnistunut, opiskelijan pitdisi oppia tunnistamaan mate-
maattisten kasitteiden merkityksia seka yhdistamaan kasitteita suuremmiksi kokonai-
suuksiksi matematiikassa ja yli oppiainerajojen. Onnistunut opetus ei tahtaa silti ainoas-
taan kasitteellisen tiedon hallintaan, vaan tavoitteena on myds proseduraalisen tiedon
kehittaminen, jotta opiskelija osaa kadyttaa sopivia matemaattisia menetelmia ongelman
ratkaisemisessa. (Opetushallitus, 2019, s. 221-222.) Proseduraalisen ja kasitteellisen tie-
don hallitseminen seka niiden yhdistaminen ovat tarkedssa asemassa myds derivaatan
kasitteen ymmartamisessa.

Tassa luvussa kasitelldaan raja-arvoa ja derivaattaa, nilden matemaattista teoriaa ja opis-
kelijoiden yleisia vaikeuksia oppia naita kasitteita. Oppimisvaikeuksia tarkastellaan myds
proseduraalisen ja kasitteellisen tiedon nakdkulmasta. Lisaksi pohditaan perinteista ta-
paa opettaa derivaattaa seka siihen liittyvia ongelmakohtia.

3.1 Raja-arvo

Matematiikan opetus on kumulatiivista ja aikaisemmin opittujen kasitteiden ymmarta-
minen on tarkeaa uusien kasitteiden ymmartamisen kannalta. Esimerkiksi funktioon liit-
tyvat virhekasitykset saattavat aiheuttaa vaarinkasityksia raja-arvoista. Derivaatan koh-
dalla raja-arvon kasitteen ymmartaminen on tarkeaa, koska sitd tarvitaan derivaatan
maaritelmassa. Oikeastaan raja-arvon kdsite saattaa olla jopa keskeisin asia nykyisen
analyysin kannalta. (Szydlik, 2000.) Lukion pitkdan matematiikan moduulin MAAG6 eras
tavoite on saada opiskelijat omaksumaan funktion raja-arvon kasite havainnollisesti ja
funktion raja-arvo on myos yksi moduulin keskeisista sisalloista (Opetushallitus, 2019, s.
226). Nadiden syiden takia tutkielmassa kasitellddan myds raja-arvon kasitteen opetta-
mista ja oppimista.

Raja-arvo maaritelldan lukio-opetuksessa kaytossa olevissa kirjoissa seuraavasti: Funk-
tion f raja-arvo kohdassa a on luku b, jos funktion arvo lahestyy lukua b, kun x lahestyy



kohtaa a. Talloin merkitaan lim f(x) = a. (Lehtinen, 2019.) Maaritelma tunnetaan kir-
X—Xg

jallisuudessa raja-arvon dynaamisena maaritelmana (Kabael, 2014). Vaihtoehtoinen
merkintatapa on, f(x) = b, kun x — a. Maaritelméa saattaa erota sanallisesti opetuk-
sessa kaytettavien kirjojen valilla, mutta edellad esitelty muoto on riittavan tarkka yleis-
tys. Raja-arvolla on olemassa myos tasmallisempi maaritelma, joka jatetdaan tarkastele-
matta, koska tutkielma perustuu lukiotason oppimiseen ja opetukseen.

Lukiossa funktion raja-arvojen opetus koostuu raja-arvon algebrasta ja topologiasta.
Raja-arvon algebrassa oletetaan funktion raja-arvon olevan olemassa ja tarkastellaan
ongelmaa, miten tietyntyyppisten funktioiden raja-arvo maaritetdan. Raja-arvon topo-
logiassa taas puututaan erityyppisten funktioiden raja-arvojen olemassaolon ongel-
maan. Kuitenkin yhteys raja-arvon algebran ja topologian valilla on opetusmateriaaleissa
usein puutteellinen, vaikka ne liittyvat ldheisesti toisiinsa. Opettajan on myos vaikeaa
perustella lukiotason opetuksessa, miksi funktion raja-arvo on tarkea aihe opiskella, me-
nematta selkedsti heilta vaadittua tietotasoa korkeammalle. (Barbé, Bosch, Espinoza &
Gascoén, 2005)

Taman lisdksi opetuksen ja oppimisen ldhestymistavat analyysissa painottavat lahinna
proseduraalista ndakékulmaa, mutta laiminlyévat ehedn kasitteellisen ymmarryksen
muodostumista sen perustiedoista (Bezuidenhout, 2001). Ongelma on havaittu
esimerkiksi Espanjassa, jossa raja-arvojen opettaminen lukiossa painottuu funktion raja-
arvon laskemiseen ja kysymys sen tarkoituksesta jaa taka-alalle (Barbé ym., 2005).
Ongelmien seuraukset voidaan havaita yliopiston alkuvaiheilla olevilla opiskelijoilla,
joista suurella osalla raja-arvoon liittyvat tiedot ja ymmarrys perustuvat yksittdisiin
faktoihin ja proseduureihin, mutta heidan kasitteellinen ymmarryksensa on puuttellista
(Bezuidenhout, 2001; Denbel, 2014).

Funktion raja-arvo madritetaan algebrallisesti, mutta sopiva ehdokas raja-arvoksi
voidaan etsia myds taulukoimalla numeerisin menetelmin. Taulukointia kdytetdaan usein
johdantona raja-arvon kasitteeseen. Algebrallisesti raja-arvo voidaan maarittaa
hyodyntamalla joko laskusdaantdja tai muokkaamalla lauseke sopivaan muotoon.
(Bezuidenhout, 2001.) Raja-arvon kasite pitaa kuitenkin kehittda ennen naiden
laskutekniikoiden soveltamista (Denbel, 2014).

Yleensa silti raja-arvoon liittyvat tehtavat, jotka koostuvat muutamista analyysin
lauseista, painottavat algebrallista lausekkeiden muokkaamista, jotka kannustavat
opiskelijaa enemmankin proseduraalisen tiedon hallitsemiseen kuin analyysin
kasitteelliseen ymmarrykseen (Bezuidenhout, 2001). Varsinkin  perinteiset
opetusmetodit keskittyvat |ahinnd proseduraalisiin taitoihin (Duru, 2011). Opiskelijan
kasitteellisen ja proseduraalisen tiedon on kehityttdva samaa tahtia, mutta erityisesti
kasitteellisen tiedon tarkeytta on painotettava (Bezuidenhout, 2001). Voisiko raja-arvon
olemassaolon painottaminen lukiopetuksessa johtaa opiskelijoiden eheadampaan
kasitteelliseen ymmarrykseen?

Kysymysta on hyva ldhted pohtimaan miettimalld, miten raja-arvon olemassaolo on
madritelty. Funktiolla f on olemassa raja-arvo lim f(x) = a, josjavainjos lim f(x) =
xX—Xg x-xg



lim f(x) = a. Toisin sanoen toispuoleisten raja-arvojen on oltava yhta suuret. Kuiten-
XX,

kin moduulissa MAAG6 funktion raja-arvon tarkasteleminen rajoittuu tilanteisiin, jossa
toispuoleisia raja-arvoja ei tarvita. Tallainen on esimerkiksi tilanne, kun rationaalifunk-

tion raja-arvoa tarkasteltaessa paadytaan tulokseen % (Opetushallituksen matematiikan
ainetyéryhman jasenet & MAOL ry:n edustajat, 2020).

Raja-arvon olemassaolokin voidaan siis maarittaa vain suorittamalla proseduureja, mika
ei vaadi syvempaa kasitteellistda ymmarrysta. Nain ollen ei ole ihmeellista, etta opiskelija
saattaa sekoittaa algebrallisen manipulaation taidot oikean analyysin sisallon ymmarta-
misen kanssa (Bezuidenhout, 2001). Kun tdahan lisdatdan edelld mainittu analyysin teks-
tien proseduraalispainotteinen luonne, opiskelijoille ei todenndkdisesti synny kasitysta,
mita raja-arvon olemassaolo tarkoittaa. Pelkka raja-arvon olemassaolon painottaminen
opetuksessa ei selvasti riita, vaan opetuksessa on paastava eroon myos proseduraalista
tietoa painottavasta luonteesta, jolloin eheadn kasitteellisen ymmarryksen muodostumi-
sesta tulee todenndkdisempaa.

Kasitteellisen tiedon hallitseminen edellyttaa, funktion raja-arvon olemassaolon ymmar-
tamisen lisdksi, raja-arvon kasitteen ymmartamista myos eri esitysmuodoissa (ks. luku
2.2). Huomataan myos tassa kohtaa, etta raja-arvoa ymmarretadan paremmin graafisesti
kuin symbolisesti (Duru, 2011). Tallin voisi ajatella, etta visuaalinen esitys raja-arvon
olemassaolosta antaisi tarkeaa tukea ehean kasitteellisen tiedon muodostumiselle.

Visuaalista esitysta voidaan selventda ajattelemalla raja-arvo jatkuvana liikkeend, jossa
muuttujan x arvot lahestyvat tutkittavaa pistettd, jolloin funktion arvojen oletetaan Ia-
hestyvan raja-arvoa. Kirjallisuudessa tata kutsutaan dynaamiseksi nakokulmaksi (dyna-
mic view). (Gugler, 2012.) Dynaamista nakdkulmaa kaytetaan usein raja-arvon kasitteen
ymmartamiseksi (Szydlik, 2000), varsinkin kasitteen oppimisen alkuvaiheissa. Dynaami-
nen nakokulma tarjoaa raja-arvon madritelmaan perustuvaa johdatusta intuitiivisem-
man ja helpomman ldhestymistavan yksinkertaisten funktioiden raja-arvojen ajattele-
miseen ja laskemiseen. Varsinkin jatkuvien funktioiden kohdalla, dynaaminen nako-
kulma johtaa nopeisiin ja tarkkoihin vastauksiin, koska raja-arvon maarittaminen vaatii
ainoastaan funktion piirtamisen seka tarkastelemisen tutkittavassa pisteessa. (Glgler,
2012.)

Dynaaminen nakokulma nayttadisi muutenkin olevan tarkeassa roolissa raja-arvon kasit-
teen ymmartamiseksi. Kabaelin tutkimuksen mukaan on kaksi erilaista tietd ymmartaa
raja-arvon kasite. Opiskelija voi ldahtee liikkeelle joko dynaamisesta nakdkulmasta tai
raja-arvon maaritelmasta. Riippumatta siitd, kummasta tiesta lahtee liikkeelle, raja-ar-
von kasite konstruoidaan liittamalla dynaaminen nakékulma raja-arvon maaritelmaan.
(Kabael, 2014.) Tata raja-arvon tasmallisempaa maaritelmaa ei kuitenkaan kasitella luki-
0ssa, jolloin opetuksen ldhtdkohtana on jarkeva pitda dynaamista nakokulmaa. Lahesty-
mistapa vaikuttaa hyvaltda myos LOPS:n ndakokulmasta, koska opetussuunnitelma edel-
lyttda funktion raja-arvon omaksumista moduulissa MAAG6 ainoastaan havainnollisesti
(Opetushallitus, 2019, s. 226). Talloin opetuksen tavoitteena olisi liittda dynaaminen na-
kokulma raja-arvon dynaamiseen maaritelmaan.
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Dynaamiseen nakdkulmaan liiallinen tukeutuminen saattaa aiheuttaa opiskelijoille myds
vaikeuksia (Gugler, 2012), kuten johtaa kasitykseen raja-arvosta dynaamisena proses-
sina eika staattisena objektina eli numeerisena arvona (Denbel, 2014; Glgler, 2012).
Myds raja-arvoon liittyvat virhekasitykset ovat liitettavissa liialliseen dynaamiseen nako-
kulmaan tukeutumiseen. Yleisimpia kirjallisuudessa esiin tulevia virhekasityksia ovat sel-
laiset, jossa ajatellaan raja-arvon olevan saavuttamaton tai ylipadsematon raja (Denbel,
2014; Szydlik, 2000), raja-arvon ja funktion arvon olevan yhta suuria (Denbel, 2014;
Duru, 2011), raja-arvon olevan olemassa vain, jos funktio on jatkuva (Denbel, 2014;
Duru, 2011) seka raja-arvon olevan approksimaatio (Denbel, 2014). Tarkastellaan néita
virhekasityksia seuraavaksi tarkemmin.

Virhekasitys, jossa raja-arvo ymmarretaan ainoastaan dynaamisena prosessina, ilmenee
esimerkiksi opiskelijoiden puheesta. Opiskelijat saattavat puhua raja-arvon
lahestymisesta kohti lukua a, vaikka oikeasti he tarkoittavat funktion f arvojen
lahestyvan kohti lukua a. (Glgler, 2012.) Oikeastaan sana ”“lahestyy” on jo itsessaan
ongelmallinen, koska se voi vahvistaa opiskelijan kasitysta raja-arvosta dynaamisena
prosessina. Talldin raja-arvoa ei ymmarreta staattisena arvona, mika olisi tarkeaa, koska
se poistaa kasityksen liikkeesta ja kasittelee raja-arvoa yhdenmukaisesti sen maaritel-
man kanssa (Glgler, 2012).

i z|[, kunx #0
am 2, kun x=0

Kuva 1: Funktion f raja-arvo on 0, kun x — 0.

Dynaamiseen nakoékulmaan tukeutuminen saattaa johtaa siihen, etta opiskelija yleistaa
raja-arvon laskemisessa kaytettavaa sijoittamisen proseduuria liikaa (Gugler, 2012) ja
ajattelee raja-arvon ja funktion arvon olevan yhtasuuria (Bezuidenhout, 2001). Tall6in
opiskelija ajattelee, ettd kuvassa 1 raja-arvo }Ci_r:% f(x) on 2, koska se on funktion arvo

kyseisessa pisteessa (Gigler, 2012). Liiallinen dynaamiseen ndkokulmaan luottaminen
saattaa aiheuttaa opiskelijalle myos kasityksen, ettd vain jatkuvilla funktioilla on
olemassa raja-arvo (Bezuidenhout, 2001). Tallaisten opiskelijoiden on vaikea hyvaksya,
ettd kuvassa 1 raja-arvo }Ciir(l)f(x) on 0, koska funktio ei ole jatkuva pisteessda x = 0

(Gugler, 2012).

Virhekasityksien taustalla voivat olla myos funktiot, joita kdytetaan funktion raja-arvon
opetuksen yhteydessa. Koska funktion raja-arvo opetetaan ennen funktion jatkuvuutta,
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joidenkin funktioiden (esim. polynomien) sadanndllisyytta kdytetdaan todistamaan, etta
raja-arvo ja funktion arvo ovat yhta suuria, kun tarkastellaan funktion maarittelyjoukon
pistetta. Tallainen perustelu on selvasti epasuora. (Barbé ym., 2005.)

Taulukko 1: Funktion f arvot pisteissd x.

X f)
-1,5 1,5
-1 1
-0,5 0,5
—0,25 0,25
0 0
0,25 0,25
0,5 0,5
1 1
1,5 1,5
Y
1.5
1
0.25, kun 0 < 2 < 0,25
05 ||, muulloin
X
2 45 -1 05 0 05 1 1.5 2 25 3 35
-0.5

Kuva 2: Funktio f, jonka kuvaaja téyttdd taulukon 1 ehdot.

Kun funktion raja-arvoa tutkitaan taulukoinnin avulla, funktion arvo on selvitettava
"perattdisissa” muuttujan x pisteissa, jotka ovat lahella tutkittavaa pistetta. Talloin raja-
arvoa approksimaationa ajatteleva opiskelija miettii funktiota automaattisesti jatkuvana
ja vastaa taulukon 1 perusteella, ettad raja-arvo }Ci_r)%f(x) on 0. Opiskelija saattaa siis

ajatella tutkittavan funktion olevan esimerkiksi itseisarvofunktio |x|, vaikka funktion f
kuvaaja voi olla esimerkiksi kuvan 2 kaltainen. Funktion f kayttaytymisesta pisteen O
laheisyydessa ei siis tiedetd tarpeeksi vain taulukon 1 perusteella, jotta raja-arvo
)lci_r)r(l) f(x) voitaisiin selvittdd. Tamankin virhekasityksen tausta on liitettdvissa liialliseen

dynaamiseen nakokulmaan luottamiseen. (Gligler, 2012)
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Lisaksi dynaaminen nakokulma hankaloittaa opiskelijoiden ymmartamista raja-arvon
maaritelmasta (Gugler, 2012; Szydlik, 2000). Raja-arvon laskemiseen kaytetyt menetel-
mat eivat aina ole intuitiivisia, jolloin raja-arvon maaritelmaan perustuva kasitteelli-
sempi lahestymistapa voisi olla tehokkaampi raja-arvojen ajattelemisen ja arvioinnin
kannalta (Szydlik, 2000). Nayttaisi siis siltd, ettd raja-arvon kasitteen johdatuksessa
dynaaminen nakdkulma antaa tarkeda tukea kasitteen muodostumiselle, mutta taman
jalkeen opetuksen pitdisi perustua kasitteellisempadan l|ahestymistapaan, jossa
hyodynnettaisiin visuaalista esitysta. Talléin raja-arvon kasite voitaisiin konstruoida
moduulissa MAA6 dynaamisella nakokulmalla ja kasitteellisempda ldhestymistapaa
kaytettadisiin moduulissa MAA12, kun raja-arvon kasitteen ymmarrysta on tarkoitus
syventad (Opetushallitus, 2019, s. 229). Ongelmaksi tallaisessa jaottelussa saattaa silti
muodostua moduulin MAA12 valinnaisuus, mutta jako on silti sellainen, joka on
toteutettavissa LOPS:n moduulien puitteissa.

Virhekasitysten muodostumiseen vaikuttaa myo6s lahde, jolla opiskelija saadaan
vakuutettua. Vakuuttamisen lahteita on seka sisaisia etta ulkoisia. Opiskelijat, joita ohjaa
sisdisen vakuuttamisen ldhde, ndkevat matematiikan jarkevana loogisena koko-
naisuutena seka liitettavana reaalielamaan. Tallaiset opiskelijat vakuuttavat itse itsensa.
Ulkoisilla lahteilla vakuutettavat opiskelijat saattavat pitda tarkedna vain muistaa ja
noudattaa tekstin, opettajan tai matemaattisen yhteison opettamia tapoja, jolloin
oppiminen jaa proseduraaliselle tasolle. Talloin kasitteellinen oppiminen on selvasti
heikompaa kuin opiskelijoilla, joita ohjaa sisdisen vakuuttamisen ldahde. Sisdisesti
vakuutetuilla opiskelijoilla on myds harvemmin virhekasityksia raja-arvosta, he osaavat
antaa tasmallisemman raja-arvon madritelman ja arvioida paremmin raja-arvoon
liittyvia laskuja. (Szydlik, 2000.) N&@in ollen virhekasityksia voidaan mahdollisesti estaa
muodostumasta, kun opiskelijaa kannustetaan luottamaan omiin kykyihinsd seka
annetaan itse tutkia raja-arvoon liittyvia kysymyksia.

Yhteenvetona voidaan sanoa, etta raja-arvoon liittyy useita virhekasityksia, jotka voivat
olla seurausta opiskelijan vakuuttamisen |lahteesta, visuaalisuuden puutteesta, opetuk-
sessa kaytetystd kielesta tai sen keskittymisesta proseduraalisiin taitoihin. Todenna-
koista on, ettd ongelma johtuu ndiden epdkohtien yhteisvaikutuksesta. Voisiko hyva vi-
suaalinen ldhestymistapa opetuksessa auttaa opiskelijoita hallitsemaan raja-arvon kasit-
teen? Visuaalinen |dhestymistapa voisi vahentdvaa tarvetta harhaanjohtavalle kielelle
seka vahvistavaa opiskelijan sisdista vakuuttamista ja kasitteellista tietoutta. Tahan pa-
lataan luvussa 4.2, mutta tarkastellaan seuraavaksi derivaatan kasitteen opettamista ja
ymmartamista.

3.2 Derivaatta

Derivaattaa opittaessa tutustutaan ensiksi raja-arvon kasitteeseen, jonka oppiminen jo
itsessddn aiheuttaa hankaluuksia. Seuraavaksi tarkastellaan derivaatan kasitteeseen
johdattamista seka siihen liittyvid perinteisen opetustavan ongelmakohtia. Oppikirjoja
tarkastellaan erityisesti, koska ne ovat keskeinen tyovaline, kun matematiikkaa opete-
taan perinteiselld tyylilld (Haapasalo & Kadijevich, 2000). Lisaksi pohditaan, miksi deri-
vaatan kasitetta on hankalaa oppia.
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Derivaatan oppimisessa pyritdan kasitteen relationaaliseen ymmarrykseen (relational
understanding), joka edellyttaa derivaattaan liittyvien keskeisten kasitteiden, eli muu-
tosnopeuden, tangentin kulmakertoimen ja raja-arvon, yhteyksien ymmartamista seka
yhteytta derivaattaan. Talléin derivaattaan liittyvaa tehtavaa ratkaistaessa opiskelija
ymmartaa, mita tehda ja miksi. Hdn osaa esimerkiksi selittaa raja-arvon kasitetta kayt-
tamalla, kuinka keskimaardinen muutosnopeus lahestyy kohti paikallista muutosno-
peutta. (Sahin, Aydogan-Yenmez & Erbas, 2015.) Relationaalinen ymmarrys on
kasitteena selvasti verrattavissa kasitteellisen ja proseduraalisen tiedon toisiinsa
liittamiseen.

Jos yksikin nadista keskeisista kasitteista jatetdan huomiotta, derivaatan kasitetta ei
valttamatta ymmarreta tdysin relationaalisesti, koska opiskelija saattaa lokeroida
kasitteet omassa kasitteellisessa jarjestelmassaan, eika siksi pysty liittamaan niita
toisiinsa derivaatan kontekstissa. Talloin opiskelija ei valttamatta ymmarra, mita
derivaatta tai siihen liittyvat keskeiset kasitteet oikeastaan tarkoittavat, vaikka han
pystyisi ratkaisemaan derivoimistehtavia oikein. Opiskelijan tietamysta proseduureista
ilman syyta kutsutaan instrumentaaliseksi ymmarrykseksi (instrumental understanding),
joka viittaa ainoastaan proseduraalisen tiedon hallintaan. (Sahin ym., 2015.) Miten
oppimisprosessi sitten etenee kohti derivaatan relationaalista ymmarrysta?

Ensinnakin derivaatan kasite pitaisi siis opettaa ja konstruoida siihen liittyvien keskeisten
kasitteiden yhteyksien perusteella (Sahin ym., 2015). Koska derivaatassa on kyse
muutoksesta ja sen nopeudesta, kuten Suomen lukioissa kaytettdvissa oppikirjoissa
huomautetaan (Lehtinen, 2019), muutosnopeus on jarkeva tapa aloittaa kasitteen oppi-
minen. Ensimmainen tavoite on hahmottaa opittavana oleva kasite, koska se on luonte-
vampi tapa aloittaa oppiminen kuin maaritelman lapikaynti tai laskuprosessit, vaikka ne
liittyvat myos keskeisesti oppimisprosessiin. Konstruoiminen voidaan siis aloittaa
muutosnopeuden havainnoimisesta objektina, jatkaa sen arvojen laskemisella ja lopulta
maaritelld uusi kasite derivaatta, johon my6s muutosnopeus sisaltyy (Hahkioniemi,
2018.) Ongelmana on, ettd opiskelijoiden ymmarrys muutosnopeuden yhteydesta
derivaattaan on usein proseduraalista (Sahin ym., 2015).

Muutosnopeus voidaan havaita esimerkiksi kuvaajista, taulukoista tai funktioiden lau-
sekkeista (Hahkioniemi, 2018) ja se on hyva liittdd myos reaalimaailman kontekstiin
(Sahin ym., 2015). Néin ollen liikkeen tarkastelu on hyva tapa aloittaa derivaatan opis-
kelu, koska opiskelijoilla on jo paljon kokemuksia liikkeesta. Liikkeen nopeuden ja funk-
tion arvojen muutosnopeuden laadullisen tarkastelun tavoitteena on muodostaa ha-
vaintojen avulla kdsitys, mitda muutosnopeus tarkoittaa. Tallaisten huomioiden tekemi-
nen sujuu opiskelijoilta intuitiivisesti. (Hahkioniemi, 2018.)

Muutosnopeuden liittdminen reaalimaailmaan ei kuitenkaan saa jaada johdatuksessa
vain oppikirjoissa perinteisesti I0ytyvan nopeus—aika-esimerkin varaan, koska opiskelijat
saattavat alkaa perustelemaan muita esimerkkeja nopeus—aika-kontekstin avulla. Tama
saattaa olla myds osasyyna sille, etta opiskelijat eivat ymmarra muutosnopeuden kasi-
tettd tai sen yhteytta derivaattaan. (Sahin ym., 2015.) Hyvat esimerkit ovat tarked osa
kasitteeseen johdattamista, koska niiden avulla opiskelija voi luoda muutosnopeudesta
kuvan, jonka avulla voidaan luoda ideoita, joiden yhdistaminen laskuihin helpottaa ym-
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marrysta muutosnopeuden merkityksesta. Esimerkeissa kannattaa hyddyntaa opiskeli-
jan aikaisempaa tietoa uudella tavalla, koska sen avulla voidaan alkaa rakentamaan opis-
kelijan ymmarrysta derivaatasta. Esimerkiksi ilman lampétilan vaihtelua ajan suhteen
voidaan tutkia muutosnopeuden avulla. Tarkeinta kuitenkin on oppia ajattelemaan
funktion arvojen muuttumisen nopeutta, koska se rakentaa ymmarrysta derivaatasta ja
vahvistaa funktion tutkimisen taitoja. (Hahkioniemi, 2018.)

Opiskelijan tietoa ilman lampotilan vaihtelusta voidaan hyodyntaa tutkimalla
kuvaajasta, kuinka nopeasti lampétila muuttuu. Talléin kuvaajan jyrkkyys kertoo muu-
tosnopeuden suuruuden ja nouseminen tai laskeminen sen merkin. Vasta intuitiivisten
havaintojen jalkeen kannattaa opetukseen tuoda tangenttisuoran kasite, jonka avulla
voidaan arvioida muutosnopeuden suuruutta. Vastaavanlaisilla johdatuksilla derivaatan
merkitys alkaa aukeamaan opiskelijoille asiana, jota varten voidaan kehittaa menetelmia
sen arvojen laskemiseksi. Samalla opiskelija pystyy intuitiivisten havaintojen lisdksi yh-
distelemdan muutosnopeuden tarkasteluun liittyvia graafisia tulkintoja ja erilaisia laske-
misen menetelmia. Myos derivaatan laskusaannot voidaan liittaa teknologian avulla ta-
han kasitteelliseen verkostoon, johon palataan myohemmin luvussa 4.2. (Hahkiéniemi,
2018)

Lyhyessa matematiikassa derivaatan merkitys voidaan rakentaa ainoastaan havaintojen
varaan, mutta pitkdssa matematiikassa arviota muutosnopeudesta tarkennetaan, jolloin
paadytaan hyodyntamaan raja-arvon kasitettd derivaatan tutkimiseksi. My6s paikallista
muutosnopeutta on hyva tutkia aluksi havaintojen avulla, jolloin sen tarkastelu on laa-
dullista ja sen arvojen laskeminen on tavoitteena vasta myohdisemmassa vaiheessa ope-
tusta. Koska merkitysta rakennetaan aluksi havaintojen varaan, opiskelijoiden olisi hyva
ensin itse miettid, miten funktion paikallista muutosnopeutta voidaan arvioida laske-
malla yhd pienempien vilien keskimaaraisia muutosnopeuksia. (Hahkioniemi, 2018.)
Paikallisen muutosnopeuden oppimiseen on kiinnitettava huomiota, ettei opiskelijalle
synny kasitystd, ettd muutosnopeutta ei voida maarittaa paikallisesti (Sahin ym., 2015).

Vahitellen keskusteluun voidaan tuoda mukaan termi erotusosamaara seka kasitella sen
kaavaa ja yhdistaa tarkasteluun myos sekantin kulmakerroin. Tassa kohtaa opiskelijat
ovat valmiita tarkastelemaan, miten funktion paikallinen muutosnopeus voidaan maa-
rittda. Arvio saadaan esimerkiksi suurentamalla kuvaajaa, jotta se nadyttaa lokaalisti suo-
ralta, ja laskemalla kyseisen suoran kulmakerroin. (Hahkioniemi, 2018.) Lokaalilla
suoruudella tarkoitetaan sita, etta funktion kuvaajan suurennosta ei lyhyella valilla erota
suorasta (Caballero-Gonzalez & Bernal-Rodriguez, 2011), jonka kulmakerroin on
maaritettdvissa. Tavoitteena on saada opiskelijat huomaamaan, ettd lyhentamalla kes-
kimaaraisen muutosnopeuden laskemiseen kaytettdvaa valia, saadaan paikallisen muu-
tosnopeuden arviota tarkennettua. Tatd voidaan havainnollistaa esimerkiksi piirtamalla
valid vastaavat sekantit kuvaajaan. Opiskelijat pitdisi saada keksimaan arviointimene-
telm3, jonka avulla paikallisen muutosnopeuden tarkka maarittdminen on ymmarretta-
vissa. Osa opiskelijoista voi jopa huomata, ettd arviota voidaan tarkentaa loputtomasti
seka luvun, jota kohti keskimaaraiset muutosnopeudet ldhestyvat. (Hahkioniemi, 2018.)
Samalla kasitteellinen tieto alkaa muodostumaan Sahinin ym. (2015) esittamien
derivaatan keskeisten kasitteiden valille.
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3. a) Kuinka monella yksikélli funktion f
arvot kasvavat, kun x kasvaa yhdelld S——

yksikélld (eli mikéi on funktion f arvojen

PPN P

muutosnopens)?

b) Kuinka monella yksikéllii funktion arvot
keskimdidrin kasvavat, kun x kasvaa yhdelli
yksikélld valilld [1, 3] (eli mikdi on funktion
g arvojen keskimddrdinen muutosnopeus

vililla [1, 3])?

Kuva 3: Esimerkkitehtdvd muutosnopeuksien laskemista varten (Héhkiéniemi, 2018).

Seuraavaksi keskusteluun voidaan tuoda mukaan tangentin kulmakerroin (Hahkioniemi,
2018). Se on keskeisessd asemassa, kun derivaatan kasitteeseen johdetaan perinteisella
oppikirjoista loytyvalla tavalla, koska johdatus rakennetaan sekantti-tangenttitarkaste-
lun varaan (Lehtinen, 2009). Tama tarkoittaa sitd, etta ensiksi tutkitaan funktion f kes-
kimaaraista muutosnopeutta tietylla valilla [x;, x,]. Seuraavaksi tarkasteltavaa vilia ly-
hennetaan, jolloin pisteet x; ja x, ldhestyvat toisiaan. Prosessia jatketaan, kunnes paa-
dytaan tarkastelemaan funktion f kuvaajan pisteeseen x = a piirrettya tangenttia.

Suomalaisissa lukioissa kaytettavat oppikirjat havainnollistavat prosessia erilaisten suu-
reiden muutosnopeuksien kuvaajien ja esimerkkien avulla, joita niista 16ytyy runsaasti
(Lehtinen, 2019). Tarkastelulla pyritdan saavuttamaan opetushallituksen (2019, s. 226 ja
232) maarittama tavoite, jossa opiskelija ymmartaa derivaatan tulkinnan funktion muu-
tosnopeutena. Tarkastelun pitaisi lisdksi vahvistaa derivaattaan liittyvien keskeisten ka-
sitteiden yhteyksid, jotka ovat opiskelijoilla usein proseduraalisen tiedon tasolla (Sahin
ym., 2015).

Vasta joko Hahkioniemen esittdamadn tai perinteisen oppikirjoista I6ytyvan johdannon
jalkeen on jarkevaa tarkastella derivaatan maaritelmaa erotusosamaéaran raja-arvona.
Tassa kohtaa opiskelijoiden pitaisi tietad syy, miksi derivaatta vaatii maaritelman, koska
se nayttaa talloin jarkevammaltd heille. Lisdksi heidan pitdisi huomata tangentin
kulmakertoimen maarittamisen tarkkuuden karsivan, jos tangenttisuora asetetaan vain
silmamaaraisesti. (Hahkioniemi, 2018.) Derivaatan maaritelma erotusosamaaran raja-
arvona pisteessa a madritelldan lukion oppikirjoissa seuraavasti: Funktion f derivaatta
kohdassa a on raja-arvo,

f’(a) — }Cl_{%f(xi : fl(a)

Kun merkataan vélin pituutta h = x — a, saadaan ekvivalentti maaritelma derivaatalle
pisteessa a,

fla+ h})l —f@ .(Lehtinen, 2019.)

f'(a) = lim
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Tarkennetaan vield, etta raja-arvon on oltava reaaliluku, jotta funktio on derivoituva
kohdassa a. Maaritelman lapikdymisen jalkeen voidaan alkaa kdayttamaan termia deri-
vaatta (Hahkioniemi, 2018).

Tama derivaatta f'(a) mééritelldan oppikirjoissa myés funktion f pisteen x = a tan-
genttisuoran kulmakertoimeksi (Lehtinen, 2019). Opiskelijoiden tieto tangentin
kulmakertoimesta vaikuttaisi olevan wusein proseduraalisella tasolla, kun sita
tarkastellaan derivaatan yhteydessa. Opiskelija voi silti osata maaritella derivaatan
tangentin kulmakertoimena edella esitetylla tavalla. (Sahin ym., 2015.)

Edelld esitetty algebrallinen maaritelma on yksi pitkdn matematiikan moduulin MAA6
keskeisista sisalloista (Opetushallitus, 2019, s. 226). Tutkimukset kuitenkin viittaavat
siihen, etta opiskelijoilla on vaikeuksia ymmartaa derivaatan maaritelmaa (Gur & Barak,
2007; Kidron, 2015; Sahin ym., 2015). Girin ja Barakin (2007) mukaan opiskelijat
muistavat laskusaannot eivatka maaritelmia. Toisaalta opiskelijoiden kognitiiviset
vaikeudet saattavat johtua siita, etta kasitteet esitetaan heille epamuodollisella tavalla.
Opiskelijat siirtyvat kohti syvempaa kasitteellista ymmarrysta keskeisille matematiikan
kasitteille, kun ymmarretaan tarve niiden maaritelmille. (Kidron, 2015.) Jos derivaatan
maaritelmadan johdatetaan Hahkioniemen (2018) esittamalla tavalla, monimutkaiselta
ndyttava maaritelma saa merkityksen, koska opiskelijat ovat saaneet olla itse mukana
sen muodostamisessa.

Oppikirjat vaikeuttavat myos osittain opiskelijoiden ymmarrystad derivaatasta, silla
Yhdysvalloissa yleisesti derivaatan opetuksessa kaytettavien oppikirjojen sanallisista ja
sanattomista matemaattisista kommunikointitavoista tehty analyysi paljastaa ongelmia
kaytettavista oppikirjoista. Sanattomia kommunikointitapoja ovat esimerkiksi
funktioiden kuvaajat ja matemaattiset symbolit. Ongelmat liittyvat paaasiassa kirjojen
visuaalisen valityksen epdjohdonmukaisuuteen ja implisiittisyyteen. Epajohdon-
mukaisuus johtuu siitd, etta suoritettua derivaatan tai raja-arvon prosessia valitettiin
usein visuaalisesti eri tavalla kuin matemaattista objektia, johon prosessia kdytettiin
(alkuperadinen objekti) tai prosessin avulla paadyttiin (lopullinen objekti). Prosessi ilmeni
valilla myo6s implisiittisesti. Esimerkiksi, kun raja-arvon prosessia kuvataan kuvaajien
avulla seka alkuperdista ja lopullista objektia symboleilla, ndiden kahden erilaisen
visuaalisen esitystavan yhteys ei aina ollut eksplisiittinen. Tassa kohtaa esitystapoja
yhdistavat sanat, kuten kulmakerroin, ovat tarkedssd asemassa. My6s raja-arvon
prosessia kuvaavat sanat ja visuaaliset valittamistavat karsivat yhteyksien puuttumisesta
niiden valilla, jolloin jai epaselvaksi, miksi ne kuvaavat samaa asiaa. (Park, 2016)

Sanojen kayttd raja-arvon ja derivaatan prosessien ymmartamiseksi saattaa johtua
painettujen materiaalien luonteenomaisista rajoituksista (Park, 2016). Tallaisia ovat
esimerkiksi “lahestyy” kuvattaessa raja-arvon prosessia. Kuten edelld on jo mainittu,
vastaavanlaiset sanat voivat johtaa virhekasityksiin raja-arvosta (ks. luku 3.1). Osa
derivaattaan liittyvista asioista ovat muutenkin hankalia kuvailla ja selittaa staattisessa
tekstissa. Ratkaisu ongelmaan saattavat olla vuorovaikutteiset visuaaliset valittdjat,
jotka voivat olla tarkeita seka opiskelijalle etta opettajalle. (Park, 2015.) Tall6in opiskeli-
joilla on mahdollisuus paasta myos itse tutkien tutustumaan derivaatan kasitteeseen,
eivatka he seuraisi vain passiivisesti opettajan ohjeita, mika on perinteisen opetustavan
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ongelmakohta (Caballero-Gonzalez & Bernal-Rodriguez, 2011). Samalla oppiminen olisi
myo6s konstruktivistisempaa, koska oppiminen vaatii opiskelijan aktiivisuutta.

Derivaatan maaritelman jalkeen siirrytdan yleensa tekemaan harjoitustehtavia ja miet-
timaan ongelmia, kuten kysymysta, milloin kyseinen raja-arvo on olemassa (Caballero-
Gonzalez & Bernal-Rodriguez, 2011). Funktio f on derivoituva pisteessd x = a, jos ja
vain jos se on seka oikealta etta vasemmalta derivoituva pisteessa a ja toispuoliset raja-
arvot ovat yhta suuret. Toisin sanoen raja-arvo on olemassa riippumatta siitd, miten pis-
tetta a lahestytaan ja sen suuruus ei riipu lahestymissuunnasta. Geometrisesti ajatel-
tuna funktio on derivoituva, jos tarkasteltavaan pisteeseen voidaan piirtaa yksikasittei-
sesti tangentti, jolla on olemassa kulmakerroin. Funktio f ei siis ole derivoituva pisteessa
X = a, jos

1) se eiole jatkuva pisteessa a.

Y

327+ 2z, kunx <1
fey=1 15 | =
3r° — 2z, kun x>1

X
-1 -08 -06 -04 -0 0 02 04 O.G\N\1 12 14 16 18 2
-1
-2
=3
Kuva 4: Funktio f ei ole jatkuva pisteessd a = 1.
2) funktion kuvaajassa on karki pisteessa a.
aly
8
7
6
5
4
f(z) = |x|
3
2
1
X
8 7 6 5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-1

Kuva 5: Funktion f kuvaajassa on kérki pisteessd a = 0.
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3) funktion kuvaaja pisteessa a on pystysuora.

y

flx) = (z-2)'+1

=1

-2

Kuva 6: Funktion f kuvaaja on pystysuora pisteessd a = 2.

Jos funktio ei ole jatkuva tai funktion kuvaajassa on karki tutkittavassa pisteessa, se ei
ole derivoituva, koska toispuoliset raja-arvot ovat talldin erisuuret. Funktio ei ole deri-
voituva pisteessad, jossa sen kuvaaja on pystysuora, koska talldin edella esitetyt raja-ar-
vot lahestyvat daretdnta. Funktion sanotaan olevan derivoituva, jos se on derivoituva
kaikissa sen maarittelyjoukon pisteissa. Derivoituvuuden tarkastelu kuuluu uudessa
opetussuunnitelmassa moduuliin MAA12 (Opetushallitus, 2019).

Opiskelijat eivat silti halua kayttaa derivaatan geometrista maaritelmaa kasitteen oppi-
miseksi, vaan pyrkivat ymmartamaan sita algebrallisesti symboleiden avulla (Hashemi,
Abu, Kashefi & Rahimi, 2014). Muutenkin heidan tietonsa rajoittuu usein raja-arvon
kdyttamiseen derivaatan algebrallisessa maaritelmassa, mutta opiskelijat eivat ymmarra
raja-arvon roolia algebrallisessa tai geometrisessa maaritelmassa (Sahin ym., 2015). On-
gelma voi hyvinkin johtua siita, ettd derivaatan opetus keskittyy lilkaa symboliseen har-
joitteluun, mika aiheuttaa ongelmia derivaatan oppimisessa (Hashemiym., 2015). Tahan
viittaa my0s se, etta derivaatan kasite tarkoittaa opiskelijoille ainoastaan derivoimista
(Hahkioniemi, 2018; Orhun, 2012). Ongelman taustalla voi olla myds opiskelijoiden
vaikeus ratkaista tehtavia, jotka vaativat raja-arvon ja derivaatan yhteyksien kayttamista
(Sahin ym., 2015).

Erityisesti perinteisessa opetustyylissd ongelma on suuri, koska oppikirjat keskittyvat
pddasiassa proseduraalisten taitojen kehittamiseen, eivdatkd kokonaisvaltaisempaan
ymmarrykseen kasitteistd. Tama taas johtaa heikosti kehittyneeseen kasitteelliseen
ymmarrykseen. (Haapasalo & Kadijevich, 2000.) Seuraukset voidaan havaita opiskeli-
joiden ymmartamattomyytend, miksi keskimaardinen muutosnopeus ldahestyy kohti
paikallista muutosnopeutta, tai miksi sekanttien kulmakertoimet ldhestyvat kohti
tangentin kulmakerrointa. Ongelma voi osoittautua jopa niin suureksi, ettei opiskelija
osaa piirtda sekanttia tai tangenttia funktion kuvaajaan, kun hdn yrittaa selittaa
derivaatan geometrista maaritelmaa. Opiskelija ei valttamatta myoskdaan ymmarra
yhteyttd tangentin kulmakertoimen ja funktion derivaatan arvon valilld tutkittavassa
pisteessa, koska han saattaa tulkita tutkittavan pisteen tangenttisuoran yhtadlén funktion
derivaattana. Syyna tdhadn saattaa olla visuaalisuuden puute derivaattafunktion

19



kuvaajasta objektina, joka tangentin lisaksi viittaa suoraan derivaattafunktioon, johon
tangentti taas viittaisi epasuorasti. (Sahin ym., 2015.)

Sahinin ym. mukaan useimmissa lukiotason oppikirjoissa esitetdan derivaatan algebral-
lisen maaritelman jalkeen geometrinen tulkinta, jossa funktion kuvaajan pisteeseen piir-
retyn tangentin kulmakerroin on maaritelty funktion derivaattana kyseisessa pisteessa.
Talldin geometrinen tulkinta sisaltaa tarpeellisista geometrisista konstruktioista ainoas-
taan tangentin, joka viittaa derivaattafunktioon epasuorasti. Geometrista tulkintaa op-
pikirjoissa esittaessa olisi parempi korostaa derivaattaa funktiona ja konstruoida sen ku-
vaaja yhdistamalla funktion eri pisteiden tangenttien kulmakertoimet. (Sahin ym., 2015)

Toisaalta ongelman aiheuttava geometrinen tulkinta voi olla myds hyddyllinen oikein
tarkasteltuna. Talléin on tarkasteltava funktion kuvaajien suurennoksia, jolloin
tutkittavan pisteen ldheisyydessa kayran kuvaajaa ei erota suorasta, jos funktio on
derivoituva. Toisin sanoen kuvaaja nayttaa lokaalisti suoralta. Nain ajateltuna derivaatan
geometrista maaritelmaa ei valttamatta edes tarvita, koska piirrettaessa funktion tar-
kasteltavaan pisteeseen tangentti, funktion lokaali kdyttaytyminen voidaan liittda suo-
raan raja-arvon kasitteeseen. (Caballero-Gonzalez & Bernal-Rodriguez, 2011.) Tarkas-
telu voisi vahvistaa my0ds derivaatan keskeisten kasitteiden yhteyksia varsinkin raja-ar-
von ja tangentin kulmakertoimen kohdalla. Talléin myds tangentin kulmakerroin ja sen
muuttuminen voidaan ndhda havaintona vain funktion kuvaajaa katsomalla (Verhoef,
Coenders, Pieters, van Smaalen & Tall, 2015). Samalla saadaan havaintojen avulla sel-
vaksi, miksi kuvissa 4—6 funktiot eivat ole tietyssa pisteessa derivoituvia.

Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin funktion derivoituvuutta ja derivaattafunktiota, koska
niiden tutkimiseen siirrytdaan sen jalkeen, kun ollaan tutkittu funktion derivoituvuutta
yksittaisissa pisteissa. Oikeastaan derivaatalla tarkoitetaan historiallisesti derivaatta-
funktiota ja se on merkinndn f' taustalla (Lehtinen, 2019). Funktion derivaatan
laskemiseen tietyssa pisteessa kaytetaan lahes samanlaisia symboleita kuin derivaatta-
funktion laskemiseen, mika saattaa vaikeuttaa niiden valisen eron ymmartamista.
Symboleiden ainoa ero on niissa kadytetty kirjain, kuten a laskettaessa funktion
derivaattaa tietyssa pisteessa ja x laskettaessa derivaattafunktiota. (Park, 2015.)

Tassa kohtaa opiskelijan olisi tarkeintd ymmartaa derivaatan maaritelmaan liittyva raja-
arvo objektina, jotta voidaan kehittda derivoimissdantoja, joiden avulla saadaan
maaritettya funktion derivaatta jokaisessa maadrittelyjoukon pisteessd. Derivoimis-
saannoilld voidaan taas kehittdd ymmarrysta derivaattafunktiosta prosessina, jonka
avulla saadaan funktion derivaatan arvo maaritettya syotetyn maarittelyjoukon kohdan
perusteella. Osa opiskelijoista voi menna viela tatdkin pidemmalle derivaatan
kasitteellisessa ymmarryksessa. Nain tapahtuu, jos opiskelija ymmartaa, ettd myos
derivaattafunktiolla voi olla olemassa derivaattafunktio. (Hahkiéniemi, 2018)

Usein opiskelijoilla on kuitenkin vaikeuksia derivaattafunktion kanssa, eivatka vaikeudet
jaa pelkadstaan symboleiden samankaltaisuuteen tai tangenttisuoran yhtaléon sekoitta-
miseen. Opiskelijoilla on vaikeuksia jopa yhdistda funktiota sen derivaattafunktioon.
Usein he tulkitsevat derivaattafunktion kuvaajan alkuperaisen funktion kuvaajana. Tal-
laiset virheet voivat johtua perusperiaatteiden ymmartamisen, kuvaajan tulkitsemisen
ja kuvaajasta paattelemisen taidoista. Orhunin mukaan opiskelijoiden heikko taito tul-
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kita derivaattafunktiota saattaa johtua perinteisesta opetustavasta, jolloin myo6s kuvaa-
jan tulkitsemisen vaikeudet voidaan johtaa liialliseen symboliseen harjoitteluun. Kuvaa-
jat sisdltavat paljon tietoa ja niiden avulla voidaan havainnollistaa monia kasitteita,
mutta graafinen tulkinta ja konstruktio vaativat myos eri matematiikan aiheiden yhteyk-
sien ymmartamista. Talldin on selvaa, etta laaja kasitteellinen ymmarrys vaaditaan myos
derivaatan kasitteen ymmartamiseksi. (Orhun, 2012)

Opiskelijoiden vaikeudet derivaatan oppimisessa johtuvatkin suurimmaksi osaksi
kasitteellisen ymmarryksen puutteesta (Hashemi ym., 2014). Opiskelijoiden heikkoon
kasitteelliseen ymmarrykseen vaikuttaa, edella mainitun symboliseen nakékulmaan
keskittymisen lisdksi, puutteet muodostaa yhteyksida derivaatan eri esitysmuotojen
vdlille (Hashemi ym., 2014; Hashemi ym., 2015). Varsinkin, koska erilaisten
esitysmuotojen valisten yhteyksien muodostamista pidetadan merkkina ymmarryksesta.
Lisaksi vaihtelu niiden valilla tuo joustavuutta matemaattiseen ongelmanratkaisuun ja
ajatteluun. (Hahkioniemi, 2018.) Opiskelijat eivat myoskdaan osaa kadyttaa graafista ja
algebrallista nakokulmaa yhtaaikaisesti ongelman ratkaisemiseksi (Hashemi ym., 2014).

Lisaksi vaikeudet derivaattaan liittyvien keskeisten kasitteiden kanssa tekevat selvaksi,
ettei opiskelijoiden ymmarrys derivaatasta ole yleensa relationaalista. Opiskelijat voivat
silti menestya derivaattaan liittyvissa kursseissa, vaikka he eivat pystyisi selittamaan
kyseisten kasitteiden roolia derivaatassa. Tama voidaan osittain selittaa silla, etta
derivaattaan liittyvissa kokeissa tehtdvat mittaavat [ahinnd proseduraalista tietoa.
Opettajien pitaisi siis tehda kokeita, jotka mittaavat opiskelijan proseduraalista ja
kasitteellista tietoa tasapuolisesti. (Sahin ym., 2015)

Derivaatan kasitteen lapikdaymisen jalkeen oppiminen siirtyy kohti proseduraalisten
taitojen hallitsemista, koska erilaisten funktioiden derivoimista opitaan seuraavaksi.
Moduulin MAAG6 tavoitteisiin kuuluu yksinkertaisten ja yhdistettyjen funktioiden
derivaatat. Yksinkertaisia funktioita ovat muun muassa trigonometriset funktiot sini ja
kosini. Moduulissa MAB8 tutustuminen rajoittuu polynomifunktion derivoimiseen.
(Opetushallitus, 2019, s. 226 ja 232.) Polynomifunktioiden derivaattojen muodostamista
varten vaaditaan tieto sekad potenssien derivaatan muodostamisesta ettd derivointi-
operaation lineaarisuudesta, joka jatetddn joissain oppikirjoissa perustelematta.
Oppikirjat johdattavat polynomifunktioiden derivaattojen muodostamiseen laskemalla
muutaman pienen eksponentin tapauksen derivaatan algebrallisen maaritelman avulla.
Yleinen tapaus perustellaan lausekkeen x™ — a™ tekijoihin jaolla tai induktio-
todistuksella, vaikka induktiotodistus opetetaan opiskelijoille vasta mydhemmin
kdytavassa moduulissa. (Lehtinen, 2019.)

Trigonometristen funktoiden derivointikaavojen perustelu nayttaisi olevan oppikirjoissa
osittain puutteellista. Oppikirjoissa ei valttamatta perustella tarkemmin edes sini- ja
kosinifunktioiden derivaattojen maarittelyd, vaan perusteluna saatetaan kayttaa
ainoastaan sini- ja kosinifunktioiden kuvaajien avulla laskettuja derivaatan arvoja
muutamassa pisteessa. (Lehtinen, 2019.) Tama voi olla osasyy sille, etta opiskelijat teke-
vat virheita varsinkin trigonometristen funktioiden kanssa (Gur & Barak, 2007).

Funktioiden tulon derivaattaa perustellaan oppikirjoissa pitkalla erotusosamaaran ma-
nipuloinnilla, jota voitaisiin hydédyntaa myos funktioiden osamaaran derivaatan peruste-
luun. Oppikirjoissa tyydytdaan kuitenkin vain toteamaan asia ja perusteluna kdytetaan
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funktioiden tulon derivointikaavan manipulaatiota. Myos ketjusaanto, eli yhdistetyn
funktion derivointi, johdetaan oppikirjoissa erotusosamaaran avulla. Kirjoissa ei kuiten-
kaan mainita, etta sisakkain voi olla my6s useampia funktioita, vaikka ketjusdaannon
yleistdminen vastaaviin tilanteisiin on triviaalia. (Lehtinen, 2019.) Opiskelijat tekevat
virheita usein myos yhdistelmafunktioiden kanssa seka heilld on virhekasityksia niiden
derivoimisesta (Gir & Barak, 2007).

Edella esiteltyja moduuleissa MAA6 ja MABS8 opeteltavia taitoja hyédynnetdan vield
funktion kulun tutkimiseen ja dariarvojen maarittamiseen suljetulla valilld. Lyhyessa
matematiikassa tamakin rajoittuu ainoastaan polynomifunktioihin. (Opetushallitus,
2019, s. 226 ja 232.) Ndiden globaalien ominaisuuksien tutkimisessa syntyy silti ongelma,
koska derivaatta on maaritelty paikallisesti. Ongelma syntyy esimerkiksi, kun halutaan
perustella, etta derivaatan ei-negatiivisuus implikoi funktion kasvamiseen. Tama
perustellaan vyleensd differentiaalilaskennan valiarvolauseella, joka mainitaan
oppikirjoissa ja osassa myods havainnollistetaan kuvan avulla. Vaihtoehtoisesti
derivaatan ei-positiivisuus implikoi funktion vahenemiseen. Kuitenkin se, etta suljetulla
valilla jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pienimman arvonsa, otetaan kayttoon
vain toteamalla, ettd todistaminen vaatii lukiomatematiikan ylittavia taitoja. (Lehtinen,
2019.) Havainnollistus voisi olla tarpeen myds tdssa tapauksessa.

Funktion kulun tutkimisessa ja aariarvojen maarittamisessa keskeisia taitoja ovat
derivaatan nollakohtien seka suurimpien ja pienempien arvojen maaritys seka funktion
kasvavuuden ja vahenevyyden tulkitseminen. Opiskelijoilla on kuitenkin vaikeuksia my&s
tallaisten derivaatan kasitteeseen liittyvien yleisten ominaisuuksien kanssa (Hashemi
ym., 2014; Orhun, 2012). Tama taas Vviittaisi siihen, ettd opiskelijat eivat ole
ymmartaneet derivaatan merkitysta ja ovat joutuneet opiskelemaan vaaditut taidot
ulkoa ilman ymmarrysta. Derivaatan ymmartamiseen panostaminen helpottaa
esimerkiksi ndiden taitojen oppimista, koska opiskelijat ovat jo yhdistéaneet funktion
kasvamisen ja vahenemisen derivaatan merkkiin, kuvaajan "huippukohdat” derivaatan
nollakohtiin ja tangentin kulmakertoimen derivaatan arvoihin. (Hahkioniemi, 2018.)

Opiskelijat eivat myoskaan osaa hyodyntaa tarpeeksi hyvin heillad jo olemassa olevaa tie-
toa, mika on tarkeaa, koska matematiikkaa opitaan kumulatiivisesti. My0s yleiset puut-
teet ongelmanratkaisutaidoissa saattavat hankaloittaa derivaatan oppimista. (Hashemi
ym., 2015.) Tasta kertoo myos opiskelijoiden vaikeus kasitelld yleistettyja kysymyksia
(Hashemi ym., 2014). Yhteenvetona voidaan sanoa, ettd opiskelijoiden derivaatan
oppimiseen liittyvat ongelmat johtuvat kasitteellisen ymmarryksen ja havainnollistuk-
sen puutteesta sekda opetuksen liiallisesta keskittymisesta proseduraalisen tiedon
hallitsemiseen. Tehokas analyysin opetus pitdisi olla intuitiivista ja kasitteellisesti
perustua kuvaajiin ja funktioihin, jotta oppimisen laatu paranee ja analyysin kasitteiden
ymmarrys syvenee (Orhun, 2012).
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4. Teknologia

Derivaatan ja analyysin perinteiselle opetustavalle vaihtoehtoiset teknologiaa hyédyn-
tavat opetuksen lahestymistavat ovat viime vuosikymmenina olleet erilaisia. Teknologia
alkoi esiintymaan maailmanlaajuisesti matematiikan opetuskaytossa 1980-luvulla, kun
henkilokohtaiset tietokoneet tulivat saataville (Tall, 1997). Aluksi numeeriset
menetelmat mahdollistuivat, koska ohjelmistokielia kaytettiin ratkaisemaan ongelmia
numeerisesti. Seuraavaksi mahdollistui funktion muotojen tarkasteleminen seka
globaalisti ettd lokaalisti, kun graafiset ymparistot ilmestyivat tietokoneille. Lopulta
tietokoneiden ja laskimien CAS-jarjestelméat (Computer Algebra Systems) mahdollistivat
symbolisen suorituskyvyn. Samaa tahtia ovat kehittyneet myds erilaiset matemaattiset
ohjelmistot. (Ferrara ym., 2006.)

Teknologian hyédyntaminen opetuksessa ei rajoitu silti pelkdstdaan matemaattisten oh-
jelmien ja laskimien kayttoon. Vahitellen myos erilaiset sahkoiset oppimateriaalit ovat
ruvenneet yleistymaan opetuskaytossa. Esimerkiksi opetusvideot ja sahkoiset oppikirjat
on otettu osaksi matematiikan opetusta.

Opetusvideoiden laajamittaisen levityksen ovat mahdollistaneet Youtuben kaltaiset so-
vellukset. Videoiden etuna on se, ettd opiskelija pystyy itsendisesti katsomaan niita ja
palaamaan videossa taaksepain, jos jokin kohta jaa epaselvaksi. Tutkimusten mukaan
opetusvideon enimmaispituus pitdisi olla 6 minuuttia, jotta opiskelija jaksaa keskittya
sen katsomiseen koko videon ajan. (Guo, Kim & Rubin, 2014)

Sahkaisia oppikirjoja on tullut tarjolle yrityksiltd, jotka valmistavat myos opetuskayttéon
soveltuvia oppikirjoja. Sahkdisen materiaalien etuna on se, etta niihin voidaan lisata pe-
rinteisten oppikirjojen elementtien lisdaksi ominaisuuksia, joiden liittaminen painettuun
oppikirjaan ei ole mahdollista. Naitd ovat esimerkiksi interaktiiviset osat, joiden avulla
opiskelija pystyy itsendisesti muokkaamaan lausekkeen kertoimia ja huomaamaan muu-
toksen kuvaajassa. (Tossavainen, 2015)

LOPS:n mukaan opiskelijan pitaisikin matematiikan opiskelussa kehittya “hyédyntamaan
tietokoneohjelmistoja ja digitaalisia tiedonldhteita oppimisessa, tutkimisessa seka on-
gelmanratkaisussa” (Opetushallitus, 2019, s. 221). Opettajat kokevat teknologian liitta-
misen opetukseen kuitenkin vaikeaksi, mika hankaloittaa teknologian kayttamista ope-
tuksessa (delos Santos & Thomas, 2002). Silti samalla opettajat haluavat vieda opetusta
teknologisempaan suuntaan ja he kokevat opiskelijoiden ymmarryksen paranevan sen
kaytosta. Opiskelijat ottavat teknologian kaytén vastaan padasiassa positiivisesti.
(Weigand & Bichler, 2010.)

LOPS:n mukaan oppimisen pitdisi perustua opiskelijan aktiivisuuteen eika opettajajoh-
toiseen opetukseen (Opetushallitus, 2019). Lisdksi oppimisprosessissa tarvitaan eri muo-
doissa esitettya tietoa. Naihin molempiin huomioihin teknologia pystyy tuomaan apua.
Matemaattisten ohjelmistojen avulla saadaan helposti kaytettya useita esitystapoja jopa
samanaikaisesti naytolla (Takaci, Stankov & Milanovic, 2015). Teknologian avulla pysty-
tddan myos luomaan tehtavia, joiden avulla opiskelija pddsee itse aktiivisesti tutkimaan
opittavaa aihetta, mikd on yksi matematiikan lukio-opetuksen yleisista tavoitteista
(Opetushallitus, 2019, s. 222).
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Tassa luvussa pohditaan teknologian hyddyntamisen vaikutusta matematiikan oppimi-
seen ja opettamiseen. Lisdksi luvussa tarkastellaan, millaista teknologiaa ja miten sita
kannattaisi hyodyntaa derivaatan opetuksessa. Tavoitteena on antaa myds konkreettisia
esimerkkeja opetukseen. Lopuksi tarkastellaan teknologian vaikutusta derivaatan kasit-
teelliseen ja proseduraaliseen tietoon.

4.1 Vaikutus matematiikan opetukseen ja oppimiseen

Matematiikan opetus on siirtynyt konstruktivistisempaan suuntaan, jolloin opetuksessa
korostetaan oppijan aktiivisutta kasiteltavan aiheen oppimiseksi (ks. luku 2.1). Myds tek-
nologian avulla oppiminen on tehokkaimmillaan, kun opiskelija saa tutkia opittavaa ka-
sitettd itse (Hahkioniemi, 2018). Oikeastaan teknologia ja konstruktivismi liittyvat muu-
tenkin laheisesti toisiinsa sekda molemmat tehostavat toisen kayttod opetukseen liitetta-
essd. Tasta voidaan antaa esimerkkina eritasoisten ja -tyylilla oppivien opiskelijoiden
huomioon ottaminen, mika helpottuu, kun teknologia yhdistetdan konstruktivistisiin
opetusmetodeihin. (Gilakjani, Leong & Ismail, 2013.)

Teknologia on tuonut esiin uusia mahdollisuuksia liittaa opiskelija mukaan oppimisakti-
viteetteihin, jolloin myds tyoskentely siirtyy oppilaskeskeisempaan suuntaan, mita ko-
rostetaan konstruktivistisissa opetusmetodeissa. Esimerkiksi tiedonhakuun opiskelija
voi osallistua internetin avulla, jolloin tietoa on saatavilla [ahes rajattomasti ja melkein
missa tahansa. (Gilakjani ym., 2013.) Teknologiaa kdayttamalla saadaan siis korostettua
opiskelijan roolia oppimisessa. Nuoret kdyttdvat muutenkin sujuvasti monenlaisia
medioita ja internettia, minka takia teknologiapainotteisemmasta oppimisesta on tullut
hyvaksyttavampaa erityisesti matematiikassa, koska sen oppiminen vaatii mieli-
kuvitusta. Oikeastaan nuoret ovat yha haluttomampia oppia, jos oppiminen ei tapahdu
seka modernilla ettd helpolla tavalla. (Majerek, 2014.) Siksi opiskelijat ottavat
teknologian kayton opetuksessa pdaasiassa vastaan positiivisesti (Weigand & Bichler,
2010). Lisdksi sekd matematiikan opetus (Doruk, Aktumen & Aytekin, 2013) ettd
oppiminen (Hahkioniemi, 2018) tehostuvat teknologian kayttamisesta.

Oppimisessa on kyse konstruoimisesta, joka tapahtuu reflektiiviselld abstrahoinnilla (ks.
luku 2.1). Abstraktien kasitteiden, kuten derivaatan, reflektiivinen abstrahointi
edellyttda oikeanlaisia aktiviteetteja, useiden esitysmuotojen kayttoa ja reflektiiviseen
abstrahointiin kannustavaa sosiaalista vuorovaikutusta (Lehtinen & Repo, 1996).
Reflektiivisen abstrahoinnin kaltaisia kokemuksia voidaan aiheuttaa esimerkiksi
tietokoneella tehtavilla aktiviteeteilla. Tallaiset kokemukset ovat valttamattomia
monien matematiikan kasitteiden konstruoimiseksi. (Dubinsky, 2002.)

Tietokoneiden kdyttd on perusteltua myos siksi, ettd opiskelijoiden ymmarryksen on
havaittu kehittyvan teknologian kayton seurauksena (Doruk ym., 2013; Hahkioniemi,
2018; Weigand & Bichler, 2010). Seuraukset voidaan havaita opiskelijoiden
parantuneina oppimistuloksina matematiikan eri aihealueilla (Doruk ym., 2013;
Kushwaha, Chaurasia & Singhal, 2014; Caballero-Gonzalez & Bernal-Rodriguez, 2011;
Weigand & Bichler, 2010). Erityisesti Weigandin ja Bichlerin tekema tutkimus kertoo
teknologian vaikutuksesta, koska tutkimus on koko lukuvuoden mittainen, jolloin
vaikutuksia on voitu tutkia pitkalla aikavélilla. Eniten teknologian liittdmisesta
opetukseen ovat hyotyneet heikoiten parjaavat opiskelijat (Doruk ym., 2013; Weigand
& Bichler, 2010).
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Syita opiskelijoiden kehittyneeseen matematiikan ymmarrykseen on varmasti useita,
mutta tarkastellaan seuraavaksi niista kirjallisuudessa esiintyvia. Ensinnakin teknologia
voi ohjata opiskelijaa, jolloin ohjaaminen lisdantyy. Yhtena selittavana tekijana tahan on
se, etta opiskelijalla on mahdollisuus |6ytdaa omat virheensa, koska han saa valittéman
palautteen omasta ratkaisustaan. Toiseksi opettajat ovat havainneet teknologian
parantavan opiskelijoiden motivaatiota matematiikan opiskelua kohtaan. Tietokoneen
kanssa tyoskentely, kasitteiden visualisointi ja konkretisointi seka varien helppo
hydédyntaminen ovat vaikuttaneet positiivisesti opiskelijoiden halukkuuteen oppia.
Erityisesti abstraktien kasitteiden konkretisointi on helpottunut teknologian avulla.
(Doruk ym., 2013.) Lisaksi tietokoneohjelmat voivat sdastda aikaa oppimisessa, koska ne
nopeuttavat opiskelijoiden omatoimista tutkimista (Hahkioniemi, 2018).

Teknologian kdyttamiselld on muutenkin suuri vaikutus matematiikan opetukseen. Sen
seurauksena opettajien kayttamat opetusmetodit muuttuvat ja opetuksesta saadaan
mielenkiintoisempaa (Doruk ym., 2013; Weigand & Bichler, 2010). Esimerkiksi pari- ja
ryhmatyot tulevat osaksi matematiikan opetuksen arkea (Weigand & Bichler, 2010),
mikd tehostaa teknologian kdyttamista entisestddan (Ferrara ym., 2006). Tallaisia
opetusmetodeja korostetaan sosiokonstruktivistisissa suuntauksissa, joita kohti
koulutuksessa ollaan siirtymassa (Siljander, 2014). Kuitenkaan pelkan teknologian liitta-
minen opetukseen ei riita, vaan opetuksen ja oppimisen kontekstin on oltava yhtendista
(Ferrara ym., 2006). Muutoin oppimisprosessista tulee vaikeampi ja kompleksisempi, il-
man sen suurempaa hyotya (Gilakjani ym., 2013).

Ongelmana teknologian opetuskadytossa on se, etta teknologian kayton opetteleminen
vaatii aikaa. Kuitenkin aluksi vaikealta vaikuttavan teknologian kayttdé nahdaan lopulta
hyodyllisend, koska opiskelijat oppivat kdayttamaan sitd. Ongelmana on myoés se, etta
opiskelijat kayttavat teknologiaa hyddyksi hyvin mekaanisella tavalla, joka liittyy enem-
mankin tehtavan sanalliseen muotoiluun kuin sen tyyppiin. Tdma saattaa olla syyna sille,
ettd opettajia mietityttda opiskelijoiden taito kayttaa teknologiaa. (Weigand & Bichler,
2010.) Se ei silti parhaimmillaan ole vain uusi tapa esittda tietoa, vaan siitda tulee
opettajan kayttaman oppimisteorian kulmakivi (Gilakjani ym., 2013).

4.2 Derivaatta ja teknologia

Perinteisesti voidaan ajatella, ettd teknologiaa hyodynnetdan matematiikassa vain eri-
laisten laskutoimituksien tekemiseen joko yksinkertaistamaan tai todistamaan tehtavaa.
Nain ajateltuna teknologian kdyton mahdollisuudet ovat todella rajatut. Teknologian
kayton mahdollisuudet matematiikan opetuksessa ovat kuitenkin paljon laajemmat kuin
edelld annetaan ymmartaa ja ne riippuvat kayttotarkoituksesta (Ferrara ym., 2006) seka
opettajan didaktisesta ldhestymistavasta (Weigand & Bichler, 2010). Varsinkin dynaami-
set sovellukset ovat mahdollistaneet uusia ldhestymistapoja matematiikan opetukseen.

Teknologiaa voidaan hyddyntaa ainakin tutkimiseen, vaitteiden todistamiseen ja mate-
maattisten ajatuksien esittdmiseen sekd hypoteesien esittdmiseen ja kokeilemiseen
(Ferrara ym., 2006). Tallaiset opiskelumenetelmat ovat vastaavanlaisia kuin
opetushallitus (2019) painottaa lukion opetussuunnitelmassa. Teknologia voidaan ottaa
osaksi derivaatan kasitteen oppimista jo kasitteen oppimisen alkuvaiheissa, vaikka
tutkimalla liikeanturilla liikettd. Talloin opiskelijat voivat huomata omasta
nopeudestaan, ettd jyrkempda kuvaajaa varten vaaditaan nopeampi liike, tasaisella
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nopeudella liikkuessa kuvaaja on suora ja ”huipuissa” liike on hetkellisesti nolla.
Tutkiminen helpottaa myds negatiivisen muutosnopeuden ymmartamista ja tarkastelu
voidaan yhdistaa funktion arvojen muutosnopeuden tarkasteluun. (Hahkioniemi, 2018.)
Tama ei saa kuitenkaan jaada ainoaksi reaalimaailmaan liitettavaksi esimerkiksi, vaan
ongelmien estamiseksi opiskelijat voivat tutkia esimerkiksi ilman lampdtilan vaihtelua
ajan suhteen (ks. luku 3.2).

llman lampétilan vaihtelun kuvaajan tutkiminen voidaan yhdistdada muutosnopeuden
kasitteen johdatukseen. Ensiksi on piirrettava kuvaajaan sekantti ja maaritettava sen
kulmakerroin. Johdatusta jatketaan piirtamalla lisaa sekantteja ja maarittamalla tarkasti
keskimaaraisia muutosnopeuksia lampétilaa kuvaavan funktion avulla. Tarkasteltavaa
valia lyhennetaan ja taulukoidaan laskettuja keskimaardaisen muutosnopeuden arvoja
seka piirretdan niita vastaavat suorat graafiseen esitykseen. Taulukoinnin perusteella
saadaan arvio hetkelliselle muutosnopeudelle. Tallaisella esimerkilla muutosnopeus
ymmarretddan prosessina, jossa tarkasteltavaa valia lyhennetaan ja lasketaan valia
vastaava keskimaardinen muutosnopeus. Prosessia voidaan tarkastella myds graafisesti,
jolloin keskimaaradisia muutosnopeuksia kuvaavat sekanttisuorat lahestyvat tangenttia.
(Hahkioniemi, 2018)

Edelld olevassa esimerkissa teknologiaa voidaan hyddyntaa taulukointiin ja suorien
piirtdmiseen. Teknologia on mahdollistanut myds dynaamiset esitysmuodot, joita
voidaan esimerkissd hyodyntaa kuvaamaan sekanttisuorien Ildhestymistd kohti
tangenttia (Hahkioniemi, 2018). Dynaamiset esitysmuodot vaikuttavat muutenkin
oivalta tyokalulta derivaatan oppimiseen, koska osa derivaatan kasitteeseen liittyvista
asioista ovat hankalia selittda ja kuvailla staattisessa tekstissa (ks. luku 3.2). Nykyaan
matematiikan opetuksessa painotetaankin visuaalisten tekniikoiden tarkeyttd, mika on
johtanut GeoGebran kaltaisten sovellusten syntymiseen (Majerek, 2014). GeoGebran
kehitti Markus Hohenwarter diplomitydprojektinaan Salzburgin yliopistossa vuonna
2002. Se kehitettiin yhdistelemaan dynaamisen geometriaohjelman ja CAS-jarjestelman
ominaisuuksia samassa helppokayttdisessa systeemissa. (Hohenwarter & Lavicza, 2011.)
GeoGebran kayttoa opetuksessa puoltaa myos se, ettd ohjelma on kaytettavissa
ylioppilaskirjoituksissa.

GeoGebralla on myds muita hyvia puolia, jotka lisddvat sen toimivuutta matematiikan
oppimisen ja opettamisen tyodkaluna. Esimerkiksi ohjelman suuresta tietokannasta
loytyvat valmiit esimerkit helpottavat opettajan tyota. Ohjelma on lisdksi kddannetty
useille kielille ja silla tehtyja toitda on mahdollista tallentaa moniin erilaisiin
tiedostomuotoihin. GeoGebralla tyoskentely tapahtuu matemaattisen kielen awvulla,
jolloin ohjelman kanssa tydskentely kehittaa opiskelijoiden taitoa kdyttda matemaattisia
merkint6ja. (Majerek, 2014)

Dynaamiset esitysmuodot ovat helpottaneet myos animaatioiden kayttamista
matematiikan opetuksessa. Tama taas mahdollistaa raja-arvon laskemisen dynaamisen
prosessin havainnollistamisen eksplisiittisesti, minka avulla opiskelijat saavat visuaalisen
varmistuksen laskuilleen ja huomaavat prosessin olevan yleinen ominaisuus.
Animaatiosta muodostuu opiskelijan mieleen visuaalinen kuva, jota hdan pystyy
hyodyntamaan raja-arvoon liittyvissa tehtdvissa. Toisin sanoen opiskelija pystyy
muuttamaan visuaalisen kuvan matemaattiseksi kieleksi. Syvempaan ymmarrykseen
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raja-arvosta vaaditaan kuitenkin enemman kuin yksittdainen animaatio. Opiskelijoiden
on paastava itse vuorovaikuttamaan animaatioihin luomalla ja tutkimalla niita, jotta
animaatiot syventdvat heidan kasitystdan raja-arvosta. Kidronin ja Zehavin mukaan
varsinkin animaatioiden itse luominen antaa tarkeaa tukea raja-arvon kasitteen
ymmartamiseksi. (Kidron & Zehavi, 2002)

Kuitenkin raja-arvon dynaaminen nakdkulma saattaa aiheuttaa myds virhekasityksia ja
sen kayttaminen on tehokkaimmillaan kasitteen muodostuksen alkuvaiheissa (ks. luku
3.1). Talléin on selvaa, ettd jatkossa opetuksen ldahestymistapaa on muutettava.
Moduulissa MAA12 raja-arvoja tutkitaan myds darettdmyydessa, jonka sovelluksena
voidaan tutkia rationaalifunktion asymptootteja (Opetushallituksen matematiikan

ainetyoryhman jasenet & MAOL ry:n edustajat, 2020). Tarkastelu voitaisiin vieda tatakin
pidemmalle tutkimalla esimerkiksi raja-arvoa lim Slr;ﬁ, jolloin opiskelijoiden

X— CO

virhekasitykset raja-arvosta saavuttomattomana rajana ovat ristiriidassa tutkittavan
raja-arvon kanssa. Liangin mukaan tama pakottaa opiskelijat hylkddmaan mahdolliset

raja-arvoa dynaamisena prosessina kuvaavat ilmaisut. Nain tapahtuu, koska esimerkiksi
sin(x)

funktion kuvaajaa tarkastelemalla huomataan, etta funktio voi olla Iahella tai yhta

suuri kuin raja-arvo, kun x — oo, Tama voidaan todeta myds laskemalla funktiolle arvoja
tietyilla muuttujan x arvoilla, jossa hyddynnetddan sinifunktion ominaisuuksia.
Opetusmetodia voidaan hyodyntda myods, kun tutkitaan raja-arvoa, jossa x lahestyy
lukua x;. (Liang, 2016.)

Tarkastelussa voidaan hyddyntdaa dynaamisen geometriaohjelman zoomaustoimintoa,
jolloin sekd lyhyitd ettd pidempid védleja voidaan tutkia nopeasti ja tarkasti.
Opetusmetodia puoltaa myoOs se, ettd tarkasteluun voidaan liittdd myos raja-arvon
tasmallisempi madritelma (Liang, 2015), joka on tdrked mahdollisten jatko-opintojen
kannalta. Toisaalta tarkastelussa voidaan hyodyntdd myos dynaamista nakdkulmaa,
jonka liittdminen raja-arvon madritelmaan on tadrkeda raja-arvon kasitteen sisdis-
tamiseksi (ks. luku 3.1).

Nayttaisi siis siltd, ettd animaatiot vahvistaisivat eri esitysmuotojen valisia yhteyksia.
Derivaatan kasitteeseen liittyy myos useita eri esitysmuotoja, kuten numeerinen,
graafinen ja symbolinen. Monesti perinteiset opetustavat keskittyvat liikkaa symbolisen
puolen harjoitteluun, vaikka muutkin esitysmuodot ovat matematiikassa tarkeita, koska
niiden avulla voidaan keksid uusia ominaisuuksia (Hahkioniemi, 2018). Kirjallisuudessa
painotetaankin useiden esitysmuotojen kadyton tarkeyttd derivaatan opetuksessa
(Ferrara ym., 2006), joiden kayttamiseen tietokoneet ovat tuoneet uusia
mahdollisuuksia (Tall, 1996). Useiden esitysmuotojen kayttd on tarkedd myos
reflektiivisen abstrahoinnin kannalta (Lehtinen & Repo, 1996).

Ongelmana on, etteivat opiskelijat tieda eri esitysmuotojen hyotyja ja haittoja, eivatka
he osaa kayttaa eri esitysmuotojen yhteyttda hyddykseen. Opiskelijoiden on havaittu
kayttavan esimerkiksi symbolisia laskimia pdaaasiassa symbolisiin ja graafisiin
kayttotarkoituksiin, mutta niiden kdyttdé numeerisiin tarkoituksiin on vahaista. (Weigand
& Bichler, 2010.) Tama viittaa siihen, ettd eri esitysmuotojen yhteytta pitdisi korostaa
opetuksessa. Opiskelijat pystyvat kuitenkin liittdmaan visuaalisen esityksen sitd vastaa-
vaan symboliseen esitykseen ja siten laajentamaan kasitystaan derivaatasta (Tall, 1986,
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ss. 416-421). Miten teknologia voisi auttaa eri esitysmuotojen yhteyden hahmot-
tamisessa?

Kuten edelld on todettu, derivaatta voidaan maaritelld funktion lokaalina suoruutena
(ks. luku 3.2). Esimerkiksi GeoGebralla ideaa voidaan visualisoida tarkastelemalla
funktiota seka sen suurennosta tutkittavan pisteen laheisyydessa. Caballero-Gonzalezin
ja Bernal-Rodriguezin mukaan tallaisen tyokalun avulla opetuksen saaneet opiskelijat
ovat menestyneet perinteisen opetuksen saaneita opiskelijoita paremmin derivaatan
kasitteen ymmartamisessa. Tarkastelu helpottaa myds lokaalin kayttaytymisen
liittdmista derivaatan maaritelmaan. (Caballero-Gonzalez & Bernal-Rodriguez, 2011.)
Maaritelman ymmartamista erotusosamaaran raja-arvona voidaan lisaksi tehostaa
appletilla, jossa opiskelija raahaa x-akselin kohtaa x;, joka maarittaa sekantin toisen
pisteen x, tutkittavan funktion kuvaajalla. Appletin muodostama dynaaminen kuva
liitetaan todennakdisemmin derivaatan maaritelmaan, jos opiskelijat tekevat taman
itse. (Hahkioniemi, 2018.) Lokaalin suoruuden kasitettda voidaan hyoddyntaa myos
tutkittaessa funktion derivoituvuutta. Tama tapahtuu sopimalla, ettd funktiolla on
pisteessa yksikasitteinen tangentti, jolla on olemassa kulmakerroin, jos sen kuvaajan
suurennos nayttaa lokaalisti suoralta (Tall, 2010).

GeoGebran avulla funktiota f ja sen kuvaajaa on mahdollista tarkastella naytélla
yhtaaikaisesti, mikd vahvistaa symbolisen ja graafisen esitysmuodon yhteytta (Takaci
ym., 2015). Samalla voidaan hyddyntda ohjelman dynaamisuutta ja piirtda esimerkiksi
funktion f(x) = ax + b kuvaaja, jonka vakioita a ja b opiskelija voi itse muokata.
Dynaamisen esitysmuodon avulla voidaan keksida uusia ominaisuuksia, kuten edelld
olevan funktion muutosnopeuden olevan kaikkialla a. (Hdhkidoniemi, 2018.) Vaihto-
ehtoisesti graafiseen esitykseen voidaan lisata derivaattafunktion f' kuvaaja, mika
helpottaa funktion ja sen derivaattafunktion ominaisuuksien vertailemista tutkittavalla
valilla. Tama syventda opiskelijoiden tietoutta funktion ja sen derivaattafunktion
valisista ominaisuuksista. Kun opiskelijoiden annetaan lisaksi my6s valita tutkittava
funktio itse, oppimisesta tulee konstruktivistisempaa, koska opiskelijoilla on enemman
mahdollisuuksia tutkia, analysoida ja testata tietojensa oikeellisuutta. (Takaci ym.,
2015.)

slope as
a vealue

Kuva 7: Funktion ja derivaattafunktion piirtdminen tietokoneella (Tall, 2010).
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Kuvan 7 kaltainen esimerkki, jossa verrataan tutkittavaa funktiota ja sen derivaatta-
funktiota, voidaan toteuttaa esimerkiksi GeoGebran avulla seuraavasti:

1) Piirretadn tutkittava funktio f.

2) Asetetaan piste A kulkemaan funktion kuvaajaa pitkin GeoGebran liukusdaatimen
avulla.

3) Piirretdan funktiolle f tangentti, joka kulkee pisteen A kautta.

4) Lasketaan tangentin kulmakerroin GeoGebran avulla.

5) Maaritellaan piste P, jonka arvo on yhta suuri kuin tangentin kulmakerroin.

6) Piirretdan derivaattafunktion kuvaaja pisteen P avulla, pistettda A muuttamalla.

Vastaavanlaisilla esimerkeilld saadaan painotettua derivaattaa funktiona, mihin Sahinin
ym. (2015) mukaan pitaisi kiinnittdd enemman huomiota. Derivaattafunktion ymmar-
tamista voidaan siis tehostaa teknologialla (Hahkioniemi, 2018). Kun kuvan 7 funktion
x? derivaattafunktion piirtiminen tapahtuu dynaamisesti, opiskelijalla on mahdollisuus
itse huomata sen olevan funktio 2x. Tassa kohtaa Tall kutsuu derivaattafunktiota
kuvaavammin kulmakerroinfunktioksi, koska se kuvaa alkuperdisen funktion kulma-
kerrointa. (Tall, 2010.) Jatkon kannalta derivaattafunktio pitdisikin ymmartaa tallaisena
sdaantona (Hahkioniemi, 2018). Operaatio voidaan myo6s toistaa uudestaan, jolloin
saadaan derivaattafunktion derivaatta (Tall, 2010), jos saatu derivaattafunktio on
derivoituva.

Tarkasteluun on hyva liittad myos lokaalin suoruuden kasite. Talloin yleiset derivoimis-
saannot voidaan keksia derivaattafunktion dynaamisella piirtamisella ja idealla, etta
derivaattafunktio on seurausta globaalin derivoimisoperaation suorittamisesta alku-
peraiselle funktiolle f. (Tall, 2010.) N&in ollen myds derivointisddntdjen muodostamista
voidaan tehostaa teknologialla, jolloin voidaan valttdada mielikuvan syntyminen
derivoinnista vain mekaanisena operaationa. Derivaatan maaritelman kayttoa voidaan
korostaa GeoGebra-appletilla, jossa derivaatan arvoa arvioidaan sekanttien avulla
erikseen jokaisessa pisteessa. (Hahkioniemi, 2018.)

Esimerkiksi yleisen potenssifunktion derivaatta D(x™) = nx™"! saadaan kayttimalla

kuvan 7 tekniikkaa ja binomiteoreemaa. Kun tarkasteluun yhdistetdan maaritelman
avulla todistettu sdantd, saadaan merkityksellinen symbolinen kaava derivoimis-
operaatiolle, jossa dynaaminen kuva on liitetty symboliseen esitysmuotoon.
Derivaattafunktion dynaamisen piirtdmisen muodostamaa kuvaa voidaan kayttaa
hyodyksi muidenkin yksinkertaisten funktioiden derivoimissadntdjen muodostamisessa,
kuten trigonometristen funktioiden yhteydessa. (Tall, 2010)

Dynaamisuutta voidaan hyodyntdd myoOs, kun etsitddn eksponenttifunktion e*
derivaattafunktiota. Aluksi on tarkasteltava funktioiden 2* ja 3* derivaattafunktioiden
muodostumista. Talléin huomataan, ettd molempien funktioiden kuvaajat ja derivaatta-
funktioiden kuvaajat ovat tasaisesti kasvavia, mutta funktion 2* derivaattafunktion
kuvaaja sijaitsee alkuperdisen funktion alapuolella ja vastaavasti funktion 3*
derivaattafunktion kuvaaja sijaitsee alkuperdisen funktion yldpuolella. Esimerkiksi
GeoGebralla voidaan tarkastella funktiota k* ja sen derivaattafunktiota, kun vakiota k
muutetaan lukujen 2 ja 3 vililla dynaamisesti. Talldin lukujen valistd voidaan havaita
arvo e, jolle kuvaaja e* ja derivaattafunktion kuvaaja ovat samat. (Tall, 2010.)
Havainnollistuksen on tdssd kohtaa tarkoitus toimia alkusysayksena eksponentti-
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funktion e* derivaattafunktion etsimiselle, mutta tarkemmat perustelut on raken-
nettava toisen lahestymistavan varaan.

Tallainen kasitteiden konkretisointi matematiikassa auttaa my0Os opettajia havait-
semaan opiskelijoiden virhekasityksia seka tekee opettajat tietoisiksi, mika erottaa
symboleita pyorittavan ja kasitteita konkretisoivan opetustavan toisistaan. Eras
Verhoefin ym. tutkimuksessa mukana olleista opettajista totesikin ymmartaneensa, etta
kasitteellinen ymmarrys derivaatasta muutosnopeutena on tarkeampaa kuin prosedu-
raaliset operaatiot. (Verhoef ym., 2015.) Kun derivaattaa tarkastellaan talla tavalla,
opetuksessa saadaan kaikki relationaalisen ymmarryksen kannalta olennaiset kasitteet
ja niiden yhteys derivaattaan konkretisoitua.

Kun derivaatta on ymmarretty funktion muuttuvana kulmakertoimena ja yksinker-
taisten funktioiden derivaatoista on muodostettu visuaalinen kuva, voidaan
yvhdistelmafunktioiden derivaattojen laskemiseen kehittda menetelmia. Tama edellyttaa
funktioiden summan, tulon ja osamaardan sekd yhdistetyn funktion derivoinnin
hallitsemista. Varsinkin funktioiden tulon ja osamadaran kohdalla tarvitaan lisaksi
ymmarrys, miten derivaatta saadaan maaritelman avulla maaritettya. (Tall, 2010.) My0os
vhdistelmafunktioiden derivoimissdaantéja voidaan havainnollistaa dynaamisella
derivaattafunktion piirtamiselld, jolloin saadaan varmistus suoritetuille laskuille.
Ketjusdantdéa voidaan havainnollistaa lisaksi kolmiulotteisessa avaruudessa, jossa
projektiot kolmelle koordinaattitasolle esittdvat muuttujaparien valistd graafista
yhteytta (Tall, 2010).

Funktion kasvamisen (vahenemisen) selvittdminen derivaatan ei-negatiivisuudesta (ei-
positiivisuudesta) perustellaan usein differentiaalilaskennan valiarvolauseen avulla,
jonka selittdminen kaipaa havainnollistusta (ks. luku 3.2). Valiarvolausetta voidaan
havainnollistaa dynaamisella geometriaohjelmalla, jossa valiarvolausetta tarkastellaan
sen geometrisella tulkinnalla, jossa etsitddan funktion kayran tangentteja (Martinez-
Herndndez & Ulloa-Azpeitia, 2015). Kun valiarvolauseella perustellaan funktion kulkua,
tarkastelussa voisi hyddyntaa myds dynaamisen piirtdmisen ominaisuuksia, kuten edella
on tehty. Tall6in kasvavaa funktiota tutkittaessa opiskelija huomaisi, etta tarkasteltavaa
valia muuttamalla ohjelma piirtaa derivaattafunktiota, jonka arvot ovat ei-negatiivisia.

Viliarvolauseen ymmartaminen on tarkedd myos siksi, ettd se toimii funktion
aariarvojen etsimisen perusteluna (Martinez-Hernandez & Ulloa-Azpeitia, 2015).
Adriarvojen etsimistd helpottaa myds se, ettd derivaatan ymmartimiseen on
panostettu, jolloin opiskelija on yhdistanyt derivaatan nollakohdat naihin “huippuihin”.
Derivaatan nollakohtien viahemman matemaattisena perusteluna voidaan kayttda myos
piirto-ohjelman suurennosta, jolloin funktion kuvaaja nayttaa lokaalisti vaakasuoralta.
(Hahkioniemi, 2018.)

Selvasti teknologiaa voidaan hyodyntda koko derivaatan kasitteen oppimisprosessin
ajan. Nayttdisi myos silta, ettd dynaamiset geometriaohjelmat antavat tirkeda tukea
onnistuneelle oppimisprosessille. Tarkastellaan seuraavaksi, miten teknologian
hyodyntaminen vaikuttaa opiskelijan proseduraaliseen ja kasitteelliseen tietoon
derivaatasta.
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4.3 Vaikutus proseduraaliseen ja kasitteelliseen tietoon

Teknologian vaikutusta matematiikan proseduraaliseen ja kasitteelliseen tietoon on tut-
kittu paljon my6s derivaattaan liittyen. Osa tdssa aliluvussa esitettavista tutkimuksista
ei kasittele teknologian vaikutusta juuri derivaattaan liittyen, mutta kaikki tutkimukset
kasittelevat analyysiin liittyvia kasitteita (funktio ja raja-arvo), jolloin niistd on mahdol-
lista saada yleiskuva teknologian vaikutuksesta.

Tutkitaan aluksi teknologian vaikutusta proseduraaliseen tietoon. Matemaattisen tie-
don kehittyminen alkaa usein saamalla kokemusta proseduureista, kuten tietyn mene-
telman tai algoritmin suorittamisesta (Tall, 1996). Uuden aiheen kasittely pitaisikin aloit-
taa intuitiivisen proseduraalisen tiedon kasittelylld, joka ei vaadi matemaattista ajatte-
lua (Haapasalo & Kadijevich, 2003). Derivaatan tapauksessa voidaan tutkia esimerkiksi
nopeutta tai lampétilan vaihtelua ajan suhteen, jossa voidaan hyédyntdaa apuna myos
teknologiaa. Taman lisdksi teknologiaa voidaan hyodyntdd ainakin raja-arvon ja
derivaatan arvojen laskemiseen, funktion dariarvojen maarittamiseen tai funktion kulun
tutkimiseen, kun mietitaan derivaattaan liittyvaa proseduraalista tietoa.

Tutkimukset eivat silti ole yksimielisia siitd, miten teknologia vaikuttaa opiskelijoiden
proseduraaliseen tietoon matematiikassa. Suurin osa tutkimuksista kuitenkin vaittaa,
ettd GeoGebran liittaminen opetukseen parantaa opiskelijoiden proseduraalista tietoa
(Zulnaidi & Zakaria, 2012; Zulnaidi & Zamri, 2017; Zakaria, 2014). Toiset tutkimukset taas
vaittavat, ettei GeoGebran liittdmiselld opetukseen havaittu olevan vaikutusta
opiskelijoiden proseduraaliseen tietoon (Ocal, 2017). Toisaalta tutkimukset ovat siina
suhteessa yksimielisia, ettei teknologia ainakaan heikenna opiskelijoiden prosedu-
raalista tietoa.

Tama voidaan ainakin osittain selittda silld, ettd funktioiden tutkiminen on
proseduraalisesti lahes samanlaista ilman teknologiaa kuin sen kanssa. Teknologia
kuitenkin mahdollistaa funktioiden monipuolisemman tutkimisen. Toisin sanoen
derivaatan tutkiminen ei proseduraalisesti muutu, mutta opiskelijalla on enemman
mahdollisuuksia tutkia siihen liittyvia asioita. Talloin he pystyvat myos jarjestelemaan
oppimistaan eri tavoin, jolloin oppimisesta tulee konstruktivistisempaa. Tutkimis-
mahdollisuuksiin vaikuttaa silti myos opiskelijan luovuus ja taidot. (Takaci ym., 2015.)
Proseduraalisen tiedon paraneminen taas voidaan osittain selittaa silla, ettd kaytetyt
proseduurit voidaan esimerkiksi GeoGebralla esittaa yksityiskohtaisin askelin (Zakaria,
2014).

Kun oppiminen etenee, opiskelijan proseduraalista tietoa on vahitellen tarkoitus
tehostaa tai vdhentad tarvittavien proseduurien maaraa (Tall, 1996). Tassa auttaa
aiheeseen liittyvan kasitteellisen tiedon oppiminen, koska kasitteellinen tieto kehittaa
myo6s proseduraalista tietoa (ks. luku 2.2). Teknologian rooli kasitteellisen tiedon
oppimisessa nayttdisi olevan suurempi kuin proseduraalisen tiedon oppimisessa.
Kirjallisuuden mukaan teknologian vaikutus opiskelijoiden kasitteelliseen tietoon on
yksiselitteinen. Useat tutkimukset paatyvat lopputulokseen, ettd teknologian liittami-
nen opetukseen parantaa opiskelijoiden kasitteellista tietoa (Zulnaidi & Zakaria, 2012;
Ocal, 2017; Zulnaidi & Zamri, 2017; Zakaria, 2014; Herbert, 2013). My&s opettajien mie-
lestd opiskelijoiden sisdllon ymmarryksen taso paranee teknologiaa kayttamalla
(Weigand & Bichler, 2010).
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Tutkimustulokset eivat ole yllattavia, kun mietitdan edellisessa aliluvussa esiteltyja
tapoja hyodyntaa teknologiaa derivaatan oppimisessa. Esimerkiksi Liangin (2016)
lahestymistapa raja-arvon opetukseen vahvistaa raja-arvon kasitteellisen ymmarryksen
vaatimuksia, koska siind vaaditaan raja-arvon todistamiseen liittyvien perustelujen ja
tekniikoiden hallintaa. Lisdaksi animaatioiden ja eri esitysmuotojen samanaikaisen
tarkastelemisen luulisi vahvistavan eri esitysmuotojen vilisia yhteyksia, jotka ovat
olennaisia kasitteellisen tiedon hallitsemiseksi. Pitdisikd opetuksen talléin keskittya
enemman kasitteelliseen kuin proseduraaliseen tietoon?

Kuten luvussa 3.2 todettiin, derivaatan oppimisessa pyritdan relationaaliseen
ymmarrykseen, joka viittaa proseduraalisen ja kasitteellisen tiedon toisiinsa liitta-
miseen. Talléin lopullinen tavoite on ymmartaa ja koota tieto kokonaisuudeksi, jossa
kasitteellinen ja prosedureelinen tieto on yhdistetty (Tall, 1996). Hyva matematiikan
osaaminen sisaltadkin kasitteiden, symbolien ja proseduurien tietdmisen sekd niiden
valisten yhteyksien ymmartamisen (Hiebert ja Lefevre, 1986). Seurauksena symbolia f'
ei nahtaisi enaa vain proseduurina, vaan myos kokonaisena derivaatan kasitteena (Tall,
1996).

Kasitteellisen ja proseduraalisen tiedon yhdistaminen on mahdollista my6s teknologian
avulla, mutta varsinkin erilaisten teknologioiden vaikutusta tietojen yhteyden
muodostumiseen on tutkittu vahan ja tutkimukset painottuvat CAS-jarjestelmien
tutkimiseen. Oikeastaan teknologialla saadaan lisaa aikaa kasitteellisen ja prosedu-
raalisen tiedon seka niiden yhteyksien esittamiseen, tulkitsemiseen ja reflektoimiseen.
(Kadijevich, 2018.) Tietojen yhteyttd voidaan edistdaa, kun oppijalla on mahdollisuus
samanaikaisesti aktivoida molemman tyyppista tietoa kasiteltdavasta aiheesta.
Derivaatan tapauksessa tama onnistuu esimerkiksi tarkastelemalla funktion ja sen
derivaattafunktion kuvaajia sekd symbolisia esitysmuotoja samanaikaisesti. Kun
funktion kuvaaja muuttuu, muutos nakyy myos derivaattafunktiossa seka symbolisessa
esitysmuodossa. (Haapasalo & Kadijevich, 2003.) Jos pelkka kuvaajien ja symbolisten
esitysmuotojen tarkastelu riittaa aktivoimaan molempia tietoja samanaikaisesti,
derivaattafunktion dynaamisen piirtdmisen luulisi tehostavan tietojen valista yhteytta
entisestaan.

CAS-pohjaisten ympadristéjen kayttdminen vyksipuolisesti, kuten vain yhden
esitysmuodon kayttaminen, johtaa siihen, ettd proseduraalisen ja kasitteellisen tiedon
yhteydet usein puuttuvat. Tietojen toisiinsa liittdminen ei silti vaadi vain tietoa
oikeanlaisten ongelmien ratkaisemisesta, vaan myos kaytetyn teknologian laatua ja
kdytettyjen tyotapojen soveltuvuutta. (Kadijevich, 2018.) Kirjallisuuden perusteella ei
silti voida sanoa tarkasti, miten teknologiaa pitdisi hyodyntaa, jotta kasitteellisen ja
proseduraalisen tiedon yhteyden muodustus olisi mahdollisimman tehokasta.

Nayttdisi siltd, etta teknologia vaikuttaa positiivisesti opiskelijoiden kasitteelliseen
tietoon derivaatasta. Toisaalta myo6s proseduraalinen tieto vaikuttaisi pysyvan
vahintaan samalla tasolla kuin ilman teknologiaa toteutettavissa opetusmetodeissa.
Tarkein huomio on silti se, ettd teknologian avulla voidaan edistdda ndiden tietojen
yhteyden muodostumista. Teknologian liittaminen opetukseen tuskin riittda yksindan
selittdmaan vaikutusta kasitteelliseen ja proseduraaliseen tietoon, vaan myods
opetuksen ja oppimisen kontekstin on oltava yhtendista, kuten edellad on jo todettu.
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5. Johtopaatokset

Taman kirjallisuuskatsauksen tavoitteena oli tarkastella, millaista teknologiaa ja miten
sitd kannattaisi hyodyntaa derivaatan opetuksessa ja oppimisessa. Kirjallisuuden perus-
teella voidaan sanoa, etta teknologiaa voidaan hyddyntaa koko oppimisprosessin ajan
ja varsinkin dynaamiset geometriasovellukset nayttaisivat antavan tarkeaa tukea kasit-
teen ymmartamiseksi. Myds konstruktivismin ndakdkulmasta teknologian hyédyntami-
nen opetuksessa on jarkevaa, silla konstruktivismi ja teknologia liittyvat laheisesti toi-
siinsa sekd molemmat tehostavat toisen kdyttoa opetukseen liitettdessa (Gilakjani ym.,
2013). Voidaan sanoa, etta teknologian avulla saadaan tuotua monipuolisisesti vahvoja
konstruointitapoja derivaatan opetukseen.

Dynaamisilla geometriasovelluksilla voidaan esimerkiksi havainnollistaa raja-arvon
laskemisen dynaamista prosessia eksplisiittisesti (Kidron & Zehavi, 2002), mutta mukaan
on liitettava tarkoin valittuja raja-arvoja tutkittavaksi (esim. Liang, 2016), jotta kasitteen
syvempi ymmarrys on mahdollista saavuttaa. Dynaamisia esitysmuotoja voidaan
hyodyntdaa myds kuvaamaan sekanttien ldhestymista kohti tangenttia (Hahkiéniemi,
2018). Samanaikaisesti ndytolla voidaan tarkastella muutosnopeuksien muuttumista ja
havaita, kuinka keskimaardinen muutosnopeus ldhestyy kohti paikallista muutos-
nopeutta. Kun tdhan yhdistetdan vield hyva johdatus raja-arvon kasitteeseen, matka
kohti derivaatan kasitteen relationaalista ymmarrysta alkaa. Jatkon kannalta on tarkeas,
ettd derivaatan kasitteen muodostuksen alkuvaiheessa esimerkit liitetdan intuatiivisen
proseduraalisen tiedon kontekstiin (Haapasalo & Kadijevich, 2003), jotta derivaatan
algebrallisen maaritelman ymmartaminen helpottuu.

Kuitenkin tallaiset esimerkit eivat silti korosta tarpeeksi derivaattaa funktiona, mihin
opetuksessa pitdisi kiinnittdd enemman huomiota (Sahin ym., 2015). Tata taas voidaan
korostaa tarkastelemalla funktiota ja sen derivaattafunktiota ndytolla yhtadaikaisesti
kuvassa 7 esitetylla tavalla, jossa derivaattafunktion kuvaajan piirto tapahtuu
dynaamisesti (Tall, 2010). Samalla on hyva tarkastella ndiden funktioiden symbolisia
esitysmuotoja, joka vahvistaa eri esitysmuotojen yhteytta seka aktivoi proseduraalista
ja kasitteellista tietoa samanaikaisesti. Jos aktiviteettiin yhdistetaan lisaksi sosiaalinen
vuorovaikutus, aktiviteetilla voidaan aiheuttaa reflektiivisen abstrahoinnin kaltaisia
kokemuksia. Téma voidaan toteuttaa esimerkiksi tyoskentelemallad pienryhmissa, jolloin
opetuksessa korostuu sosiokonstruktivistinen luonne.

Aktiviteetin avulla voidaan muodostaa my0Os derivoimissaantoja, kun tarkasteluun
lisataan lokaalin suoruuden kasite (Tall, 2010). N&in valtetdan mielikuva derivoinnista
vain mekaanisena operaationa. Lisdksi derivaatan madritelman kayttéa voidaan
erikseen korostaa GeoGebra-appletilla. (Hahkioniemi, 2018.) Lokaalilla suoruudella
voidaan myos tutkia funktion derivoituvuutta, kun tarkastellaan funktion kuvaajan
suurennoksia (Tall, 2010).

Teknologian kdyttamisessa on myds ongelmia, kuten sen terveysvaikutukset esimerkiksi
silmien terveyteen. Tall6in on selvaa, etta oppimisprosessin aikana on kaytettava myos
muita opetusmetodeja. Lisdksi teknologian kdyton oppiminen vie aikaa (Doruk ym.,
2013; Weigand & Bichler, 2010) ja opettajat kokevat sen liittdmisen opetukseen
vaikeaksi (delos Santos & Thomas, 2002). Toisaalta, kun teknologiaa on opittu
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kayttamaan, se koetaan hyodylliseksi (Weigand & Bichler, 2010). Opiskelijoiden on silti
opittava arvioimaan myods teknologian hyodyllisyytta ja sen kayton rajallisuutta
(Opetushallitus, 2019).

Tutkielmassa tutkittiin myods teknologian vaikutusta opiskelijoiden proseduraaliseen ja
kasitteelliseen tietoon derivaatasta. Kirjallisuuden perusteella teknologian kayttaminen
kehittdaa kasitteellista tietoa, kuitenkaan proseduraalista tietoa heikentamatta (esim.
Ocal, 2017). Erityisesti on huomioitava, ett3 teknologian avulla voidaan edistada niiden
tietojen yhteytta toisiinsa (Haapasalo & Kadijevich, 2003), mutta vertailevat tutkimukset
yhteyksien muodostumiseen teknologiaa hyddyntdvan ja muiden opetusmetodien
valilla ovat harvinaisia (Kadijevich, 2018). Tall6in jatkotutkimuksessa voitaisiin vertailla
teknologisten oppimisaktiviteettien ja muiden opetusmetodien vaikutusta opiskelijan
proseduraalisen ja kasitteellisen tiedon yhteyksien muodostumiseen derivaatasta.

Tutkielman rajoituksena on se, ettei taustalla ole omaa tutkimusta aiheesta. Tutkijat
ndyttaisivat silti olevan kohtalaisen yksimielisia siita, millaista teknologiaa ja miten sita
kannattaa hyodyntda derivaatan opetuksessa. Pelkkd teknologian liittaminen
opetukseen ei silti riitd, vaan myos opetuksen ja oppimisen kontekstin on oltava
yhtendinen (Ferrara ym., 2006). Muutoin oppimisprosessista tulee vaikeampi ja komp-
leksisempi, ilman sen suurempaa hyotya (Gilakjani ym., 2013). Parhaimmillaan teknolo-
gia voi silti monipuolistaa ja tehostaa oppimista seka syventda keskeisten kasitteiden
ymmarrysta matematiikassa.
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