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Introducción

El presente trabajo se encuadra en una línea de investigación en torno a la
Visión Artificial y Aprendizaje Automático que siguen varios miembros del De-
partamento de Ingeniería de Sistemas y Automática y Arquitectura y Tecnología
de Computadores desde hace algunos años. Dicha línea es la continuación ló-
gica de otra con más tradición en el grupo —ya que data de la propia creación
del mismo— en la que se tratan temas en torno al reconocimiento de patrones,
el aprendizaje automático y varias técnicas agrupables bajo el nombre genérico
de soft-computing.

El objetivo principal de este trabajo es contribuir con técnicas y estrategias
al problema del reconocimiento gestual mediante visión por computador. Éste
es un problema extremadamente complejo de resolver en toda su generalidad,
representando esta memoria un paso más hacia ese objetivo final, en la citada
línea de investigación. Por ello, hay que entenderla como una foto que refleja el
estado del trabajo realizado en un momento puntual de un camino mucho más
largo y difícil.

El estudio se ha centrado particularmente en la identificación de la postura de
la mano. Este problema ha sido elegido por su complejidad y por la importancia
y aplicabilidad inmediata de su solución para el desarrollo de interfaces hombre-
máquina. A pesar de ello, hay que destacar que las técnicas desarrolladas en
este trabajo son totalmente generales —con la excepción de una parte dedicada
específicamente al modelado de la mano— siendo aplicables a la reconstrucción
3D a partir de imágenes de cualquier tipo de objetos, tanto articulados como
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Introducción

deformables.
Como primera aproximación, se analizó la familia de técnicas de reconstruc-

ción 3D más prometedora, los métodos de factorización. Estos métodos recupe-
ran la forma y el movimiento a partir de características identificadas a lo largo
de una secuencia de imágenes. Entre ellos existe un gran número de versiones
adaptadas para funcionar con diferentes tipos de objetos, siendo un campo de
investigación en expansión en los últimos años. Para su análisis, se elaboró un
sistema de seguimiento de características en tiempo real con el objetivo de pro-
porcionar los datos que necesitan estos algoritmos.

La creación de un modelo foto-realista cinemático de la mano fue otro de los
objetivos. Las restricciones en las posturas de la mano humana fueron incor-
poradas al modelo, reflejando la realidad anatómica. Ese modelo simplifica el
montaje experimental necesario y posibilita incorporar la dependencia entre los
parámetros de la postura y la apariencia de la mano, sin necesidad de engorrosos
y caros sistemas de sensores por hardware.

Los métodos basados en kernel proyectan los datos de un espacio de entrada
en otro espacio de mayor dimensión, a través de una transformación no lineal.
La idea es que esta transformación haga que las relaciones entre las observa-
ciones sean lineales en el nuevo espacio, aunque en el espacio de entrada no
lo fuesen. Estos métodos se proponen como posible solución para el problema
del reconocimiento gestual debido a las siguientes propiedades: mapean los da-
tos en nuevos espacios donde se destacan las características deseables para la
discriminación de diferentes posturas, permiten —en algunos casos— reducir la
dimensión del problema original y son robustos a perturbaciones como oclusio-
nes y ruido. La forma de aplicar estos métodos al reconocimiento gestual es o
bien buscando identificar configuraciones de puntos similares en el nuevo espa-
cio o comparando directamente los subespacios generados por cada conjunto de
ejemplos similares. Para ello, se considera la totalidad del conjunto de puntos de
una mano en una imagen o se caracteriza independientemente cada segmento
rígido que la compone.

En esta memoria se encuentran, tanto contribuciones desde un punto de vista
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teórico, como resultados prácticos experimentales. No se han descuidado los as-
pectos computacionales, ya que en el desarrollo y prueba de las técnicas se han
presentado tareas de carga computacional muy elevada y, además, también se
ha tratado algún problema con restricciones de tiempo real. Al final ha sido ne-
cesario plantear el estudio de los mejores algoritmos para resolver cada una de
estas tareas, para poder progresar hacia la conclusión de las mismas.

La estructura de la memoria por capítulos es la siguiente:
En el capítulo 1 se describe el reconocimiento gestual desde el punto de vista

de su utilidad como interfaz hombre-máquina y se pasa a tratarlo como un pro-
blema de visión por computador. Se analizan los orígenes de la dificultad de este
tipo de problemas y se hace una revisión somera de las técnicas generales más
importantes que se han propuesto en la literatura, en función de su solución y
sus características.

El capítulo 2 introduce la técnica clásica del método de factorización, junto
con el algoritmo de seguimiento de características que se usa como punto de
partida de esta técnica. Se exponen los resultados de las pruebas realizadas con
el sistema de seguimiento de características, en tiempo real, realizado al efecto.

El capítulo 3 está dedicado al modelado de la mano, imitando las posibilida-
des y restricciones de las posturas de una mano articulada que resulte anató-
micamente realista y, al mismo tiempo, que también ofrezca un aspecto externo
cercano a la realidad, modelando adecuadamente la interacción entre la piel y la
luz.

En el capítulo 4 se introducen las ideas principales de los métodos basados en
kernel. Se repasan contribuciones recientes como la posibilidad de invertir los re-
sultados obtenidos en el nuevo espacio, volviendo a los espacios originales con
el fin de poder interpretar visualmente sus prestaciones. Se elaboran extensiones
de estos métodos para tratar con elementos rígidos diferentes y poder caracte-
rizarlos individualmente. Se desarrolla la idea de poder comparar directamente
los subespacios asignados a categorías diferentes, en lugar de hacerlo mediante
puntos de muestra pertenecientes a dichos espacios.

En el capítulo 5 se aplican los desarrollos del capítulo anterior al problema
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del establecimiento de correspondencias entre imágenes, mediante la transfor-
mación de una selección de sus puntos al nuevo espacio inducido por la función
de kernel y asignando allí las correspondencias entre unos y otros. Esto se reali-
za para objetos rígidos y objetos articulados. En este último caso, introduciendo
las técnicas de relajación en la adjudicación de etiquetas a cada parte rígida del
objeto articulado. Se exponen los resultados de la aplicación de esas técnicas en
posturas de manos sintéticas, para diversas funciones de kernel y con modelos
tanto rígidos como articulados.

En el capítulo 6 se exponen algunos detalles de implementación que se han
considerado de especial interés. En concreto, se trata una forma eficiente de rea-
lizar búsquedas de vecinos más próximos mediante el algoritmo Cover-Tree y
la forma de dirigir mediante scripts el programa Blender de modelado 3D, para
sintetizar las manos en distintas posturas. Ambos desarrollos se han realizado
de forma que conecten con el programa MATLAB, que ha sido el utilizado para la
mayoría de las pruebas.

Finalmente se termina la memoria con las conclusiones, que incluyen las apor-
taciones específicas realizadas en este trabajo y las posibilidades de continuación
previstas.
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Capítulo

1
Reconocimiento Gestual

1.1. Motivación y definición del problema

En estos tiempos cabe preguntarse si, ante el surgimiento de nuevas tenden-
cias en la informática, como la realidad virtual, la realidad aumentada y la compu-
tación móvil, entre muchas otras, siguen siendo suficientes los medios tradicio-
nales de interacción con el ordenador, como el teclado y el ratón, o es necesario
avanzar un paso más para mejorar la calidad de dicha interacción.

El desarrollo del ratón, por ejemplo, constituyó un elemento esencial para lo-
grar la facilidad de uso que ofrecen las interfaces gráficas de usuario que se cono-
cen hoy en día. Quizás un cambio igual de importante en la interfaces de usuario
esté a la espera de tecnologías que puedan sustentarlo. Una de dichas técnicas
o tecnologías, que podrían revolucionar la forma de interactuar con la máquina,
es el reconocimiento gestual. Fundamentalmente consiste en, como su propio
nombre indica, que los gestos hechos por el usuario puedan ser reconocidos por
el sistema con el que desea interactuar. El gesto en sí es un movimiento corporal
con significado, que puede ser realizado con los dedos, las manos, los brazos, la
cabeza, con todo el tronco; o incluso con una variación de la expresión de la cara
o mediante el movimiento de ojos. Por sí mismo constituye una parte importan-
te de la comunicación natural cotidiana, en muchas ocasiones como refuerzo al
lenguaje hablado y, cuando éste no es posible, como la primera alternativa de
comunicación. Por esta razón, el reconocimiento de los gestos puede convertir-
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se en una novedosa forma de interacción, tanto en el ordenador de escritorio
tradicional, como en las otras formas de computación emergentes —«vestible»,
«pervasiva» o «ubicua», etc.—.

En general, los gestos pueden ser de tipo estático —donde el usuario asume
cierta postura, o configuración de su cuerpo o de la cara, fija— de tipo dinámi-
co —en los que la información está codificada en el movimiento, a través de la
evolución temporal de las posturas— o bien una mezcla de ambos, como, por
ejemplo, es el caso de la lengua de signos. Los tipos de gestos más complejos,
como ocurre en el ejemplo anterior, conectan varios símbolos a lo largo de una
secuencia. Por tanto, su reconocimiento requiere de la segmentación en el tiem-
po de las configuraciones de postura que representan a cada símbolo. Pueden
producirse entonces fenómenos como la coarticulación —que también se da en
el habla verbal— en el que signos diferentes al ser «emitidos» en una secuencia
alteran o mezclan sus representaciones. Esto se debe fundamentalmente a que
resulta más sencillo o más rápido ejecutar de ese modo la secuencia.

Es posible categorizar los gestos más comúnmente utilizados en las distintas
culturas:

• Gestos con el brazo y con la mano. Implican el reconocimiento de la con-
figuración de la mano o conjunto brazo-mano y su evolución. Estos gestos
son el objeto principal de este trabajo.

• Gestos con la cabeza y con la cara. Por ejemplo, asentir o negar, dirección de
la mirada, movimiento de cejas, parpadeo, expresiones faciales complejas,
etc.

• Gestos con el cuerpo. Implican el movimiento del cuerpo completo, inclu-
yendo la posición, la configuración de su postura y la evolución de ambas.

Las aplicaciones posibles son numerosas y sólo están limitadas por la imagina-
ción. Éstas podrían influir, no sólo específicamente en la industria de la informá-
tica, sino también cambiando la forma en la que las personas se comunican, se
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transportan o son atendidas por sistemas automáticos, pues dichos sistemas se-
rían más conscientes de la situación física de sus usuarios. Algunos ejemplos de
aplicación más o menos inmediata del reconocimiento gestual son los siguientes:

• Reconocimiento de la lengua de signos.

• Navegar o realizar manipulaciones en entornos de realidad virtual o reali-
dad aumentada.

• Computación «afectiva». Las expresiones faciales podrían ser usadas por
el ordenador para interpretar estados emocionales del usuario.

• Controladores virtuales. Los dispositivos físicos reales podrían ser susti-
tuidos por sistemas simulados que funcionaran a través del gesto en las
situaciones que lo así precisaran.

• Nuevas tecnologías de ocio y juegos de tipo inmersivo. El estado de los
espectadores —posición o postura— podría ser «captado» e integrado en
la acción.

• Monitorización del estado de pacientes o de personas realizando activida-
des que requieren atención y permanecer en alerta como, por ejemplo, la
conducción.

• Comunicaciones: videoconferencia, telecontrol, enseñanza a distancia, etc.

La forma más simple de capturar las características de un gesto cualquiera es
mediante el uso de elementos sensores. Estos dispositivos deben de captar la
posición del cuerpo, su configuración —ángulos de rotación de las articulacio-
nes— y las velocidades correspondientes; e incluso pueden medir aceleraciones
y fuerzas. Es posible caracterizar estos elementos sensores en base a diferentes
criterios: precisión, resolución, latencia, rango de movimientos válidos, ergono-
mía y coste. En el caso más común, los sensores se colocan en guantes o trajes
especiales para permitir el seguimiento del movimiento. Estos equipos suelen
ser muy caros y molestos de usar; y además tienen un problema relacionado con
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la transmisión de la información capturada al ordenador, pues si se realiza por
medio de cables puede restringir mucho el movimiento y añadir peso adicio-
nal. Estos inconvenientes se superan mediante el uso de cámaras y tecnología
de visión por computador, que ofrece un coste mucho más reducido y la facili-
dad de no obstruir en absoluto el movimiento ni alterar el comportamiento del
usuario; además de ser la única posibilidad para, por ejemplo, captar expresio-
nes faciales. A cambio, se introduce un problema que en toda su generalidad es
enormemente complejo y que es el objeto central de este trabajo.

1.2. Descripción del problema y su complejidad

El problema que se pretende estudiar consiste en determinar las posiciones y
orientaciones del cuerpo mediante un sistema de visión por computador. En el
caso particular de la mano, un posible punto de partida es intentar caracterizar
la variación de su forma considerando que se trata de un sistema compuesto
por varios segmentos rígidos unidos por articulaciones. De esta manera se crea
un modelo ajustable con varios grados de libertad, que condensa la información
necesaria sobre la postura. Obtener la información completa estática de la con-
figuración de la mano consistirá, por tanto, en determinar primero un modelo
para la misma —en términos de la forma y tamaño de cada segmento junto con
la especificación de cómo puede rotar cada articulación concreta– para a con-
tinuación intentar determinar los valores de todos los parámetros del modelo,
así como calcular la posición y orientación de la mano, respecto a un sistema
referencia en el mundo real, a partir de las imágenes obtenidas. Las dificultades
para realizar el paso de imagen de la mano a parámetros de la postura son, en
general, enormes. En primer lugar, se trata de un problema mal condicionado,
debido que el paso del mundo 3D a la imagen 2D conlleva, obviamente, pérdida
de información. Una postura observada en una imagen se puede corresponder
con varias configuraciones posibles de parámetros de la mano, por motivos simi-
lares al hecho de que la proyección de un punto en la imagen se corresponde, en
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general, con infinitos puntos situados en una recta que converja en el punto pro-
yectado. Otro escollo común, también ocasionado por la naturaleza de la visión,
es que falte información sobre la postura en la imagen, dado que puede haber
oclusión de una parte del objeto por otra parte más cercana a la cámara. Otros
problemas se relacionan más con las características del proceso de adquisición
de imágenes. Por ejemplo, su resolución puede ser insuficiente para obtener el
detalle necesario o, si se pretende obtener información del movimiento a través
de una secuencia de imágenes, puede ocurrir que la resolución temporal tampo-
co sea la adecuada para la velocidad de los gestos a reconocer, obteniendo pocas
imágenes y posiblemente borrosas por el movimiento, que no permitan recons-
truir trayectorias fiables. Además de todo lo anterior, hay que señalar que el
espacio de los parámetros o configuraciones que se pretenden determinar, suele
poseer una dimensión muy elevada, si no se hacen grandes simplificaciones o se
imponen restricciones al movimiento. En el caso del cuerpo humano, fácilmen-
te se obtienen 50 grados de libertad asociados a las posiciones y orientaciones
de todos sus miembros. Para el caso de la mano, son alrededor de 20 grados
de libertad los necesarios para determinar completamente una postura. Todas
ellas se deben inferir a partir de imágenes, que conceptualmente no son más que
puntos de un espacio de dimensión mucho mayor —en una imagen de niveles
de gris, cada píxel representa una dimensión diferente—. En el caso de un gesto
dinámico, el problema es todavía más complejo, pues se trataría de encontrar
una trayectoria en el espacio de las configuraciones, representada ésta por un
vector de parámetros a lo largo del tiempo. Por supuesto, este problema com-
parte otras dificultades con el procesado «de bajo nivel» de la imagen: elección
de algoritmos de preprocesamiento que mejorarán sus propiedades, separación
de las partes de la imagen que son de interés del «fondo» —que simplemente
contribuye con ruido al problema final— y la selección de las características o
elementos informativos medibles en la imagen.

Como en todo problema de visión por computador, para superar las dificul-
tades anteriores, se hace necesario modificar las condiciones experimentales de
captura para aportar la información que falta. Así, las distintas técnicas se dife-
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renciarán en función de una serie de consideraciones o suposiciones en las que
se basa cada tipo de algoritmo:

• Número de cámaras usadas. El uso de varias cámaras especialmente sin-
cronizadas permiten la reconstrucción 3D directa de un punto de un objeto,
siempre que se pueda identificar a dicho punto en todas las imágenes. A
esto último se lo conoce como el problema del encaje o emparejamiento
para estereovisión.

• Necesidad o no de realizar el calibrado de las cámaras. El proceso median-
te el cual se determina la transformación no invertible que convierte los
puntos en 3D del mundo real a posiciones en píxeles de la imagen se llama
calibración. Una vez realizada, para las características de la cámara y una
orientación fija de la misma respecto a una referencia del mundo real, es
posible predecir la posición en la imagen 2D a partir de sus coordenadas
3D.

• Estructura del entorno. Restricciones de movimiento impuestas sobre el
gesto, condiciones de iluminación (luz estructurada), restricciones sobre la
posición y el estado de movimiento de la cámara respecto los sujetos.

• Requisitos del usuario. En general se puede facilitar el problema haciendo
que el usuario posea una imagen distintiva que facilite la cadena de pro-
cesos sobre la imagen, por ejemplo, haciendo que lleve marcas especiales
sobre el cuerpo o bien un guante marcado con colores.

• Uso de secuencias de imágenes con movimiento. La técnica puede utilizar
una secuencia de imágenes para obtener información y desambiguar las
características de las mismas
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1.3. Técnicas de reconocimiento gestual

Las técnicas de reconocimiento gestual han experimentado un gran auge en la
última década —véase (Mitra y Acharya, 2007) para una revisión reciente— mo-
tivado fundamentalmente por la importancia de sus posibles aplicaciones: nue-
vas modalidades de interacción hombre-máquina, reconocimiento del lenguaje
de signos, navegación en entornos virtuales, identificación de expresiones facia-
les, biometría y seguridad, seguimiento o tracking del movimiento de personas
o grupos; por citar alguna de las más relevantes. Por otro lado, avances recientes
en el campo de la visión por computador y el aprendizaje automático han encon-
trado aplicación directa en este tipo de problemas, surgiendo una gran cantidad
de técnicas y aproximaciones diferentes en su resolución. A pesar de ello, y debi-
do a la gran dificultad del problema, éste dista mucho de estar resuelto. Una de
las dificultades que obstaculizan el progreso de estas técnicas es que, frecuente-
mente, sus prestaciones no son directamente comparables, siendo muy difícil el
apreciar la ventaja de un algoritmo o técnica particular sobre otro y las condicio-
nes en que se manifiesta la diferencia. Por ello, como se reconoce ampliamente
en la literatura, es necesario sistematizar la caracterización de las prestaciones,
haciendo explícitas las condiciones experimentales o desarrollando las pruebas
en conjuntos de problemas estandarizados y al alcance de toda la comunidad,
de manera que se garantice su reproducibilidad. Actualmente, existen diversas
bases de datos —tanto de imágenes como de vídeos (Sigal et al., 2009)— y proble-
mas de benchmark públicamente disponibles; aunque no son numerosos debido
a la complejidad que entraña la captura en condiciones controladas y la medida
real de los parámetros que deben ser estimados por los algoritmos —por ejem-
plo, medida de ángulos y posiciones de las articulaciones, —. Estos parámetros
frecuentemente sólo pueden ser medidos indirectamente, recurriendo a guantes
con sensores en el caso de las manos, o a marcadores y sistemas de captura en
3D de coste elevado capaces de posicionar en el espacio dichos marcadores y
trazar su movimiento. Esto hace que sólo laboratorios de visión adecuadamente
dotados puedan obtener esas mediciones.
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En la literatura es frecuente encontrar modelos probabilísticos bayesianos que
explotan la continuidad del movimiento junto con información del pasado pa-
ra, utilizando información extraída de la imagen en ese instante —característi-
cas— actualizar la estimación del estado actual en el espacio de las configura-
ciones —parámetros—. Aquí surgen diversos modelos y métodos en función de
que se considere: un conjunto finito discreto de estados o un espacio de estados
continuo, las suposiciones sobre la distribución de probabilidad atribuida al es-
tado, el uso modelos de dinámica lineal o no lineal, etc. Respecto a esto último
cabría destacar modelos como: el modelo de estados ocultos de Markov (HMM)
(Wilson y Bobick, 1999), el filtro de Kalman y el filtro de Kalman generaliza-
do, el filtro de partículas (Arulampalam et al., 2002; Bretzner et al., 2002), el al-
goritmo de condensación (Isard y Blake, 1998), etc; cada uno de los cuales con
sus correspondientes métodos de entrenamiento, adaptación y actualización. En
muchos de los métodos probabilísticos, es necesario disponer de la función de
verosimilitud, que vincula la probabilidad de las características observadas con
los parámetros desconocidos. Para obtenerla se pueden aplicar diversas técni-
cas de aprendizaje automático y de soft-computing para encontrar la selección de
características más efectiva e inferir sus relaciones con los parámetros. En otras
contribuciones se usan modelos menos fundamentados teóricamente, como los
modelos de redes neuronales dinámicas. Éstas son regresores muy flexibles ca-
paces de aproximar evoluciones temporales indefinidamente complejas como,
por ejemplo, la denominada redes neuronales con retardos en el tiempo (TDNN).
Como contrapartida, es importante destacar la dificultad de su proceso de entre-
namiento.

En general, se pueden encontrar dos grandes familias de métodos en torno
al reconocimiento gestual: los basados en modelos y los basados en la aparien-
cia. Los segundos intentan buscar directamente en las imágenes estructuras que
cumplan ciertas relaciones, con el objetivo de inferir las posiciones y orienta-
ciones. Los primeros utilizan un modelo de lo que se pretende distinguir en la
imagen. Ese modelo puede ser de mayor o menor complejidad, pero depende de
una serie de parámetros que pueden ser ajustados, de manera que comparando
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la imagen obtenida del modelo con la real es posible, en principio, dirigir su sin-
tonización hasta que ambos coincidan. En cualquiera de los casos, los problemas
son muy difíciles de tratar. En particular, las técnicas basadas en modelos poseen
requerimientos computacionales elevados durante el proceso de optimización
de los parámetros, proceso que además es una búsqueda plagada de mínimos
locales.

Las técnicas de aprendizaje automático y soft-computing pueden aliviar en am-
bos casos el diseño del reconocedor. En las técnicas basadas en la apariencia se
puede automatizar el diseño haciendo que las características a buscar y sus re-
laciones sean directamente aprendidas a través de modelos jerárquicos simples
(Ramanan et al., 2007). Posteriormente es posible, en principio, inducir la relación
entre las características así obtenidas y los parámetros, aunque este problema
también posee gran dificultad.

Entre las técnicas basadas en la apariencia cabe destacar las populares contri-
buciones de Viola et al. (2005), como ejemplo de cómo los principios del apren-
dizaje automático pueden apoyar la selección de características muy simples
que junto con el entrenamiento de clasificadores o regresores permiten lograr
un gran rendimiento en el reconocimiento facial —algoritmo AdaBoost y deriva-
dos—. Algunas extensiones que tratan el reconocimiento gestual, son los traba-
jos de Kolsch y Turk (2004) y Viola et al. (2005), incorporándose el movimiento
al método en este último. Un ejemplo reciente de esta familia de métodos es la
propuesta de Mita et al. (2008).

Las técnicas basadas en modelos presentan una gran diversidad en función de
la complejidad del mismo. Se pueden encontrar en la literatura desde modelos
articulados construidos con formas cilíndricas hasta complejos modelos 3D con
apariencia fotorrealista. El modelo puede ser también deformable —sometido a
una variabilidad mayor que la que ofrecen los simples cambios en la rotación
y posición de los modelos rígidos— en cuyo caso es necesario introducir pará-
metros que den cuenta de esa deformación, que no necesariamente tiene que ser
fácil de modelizar. Una de las ventajas de estos métodos es que pertenecen a la
clase de métodos denominados generativos, es decir, que una determinada hi-
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pótesis sobre los parámetros de configuración de una postura puede ser usada
para generar una imagen —realista o aproximada, en función del modelo— de la
misma y ser verificada visualmente. En contraste, los métodos discriminadores
sólo apuntan a determinar los parámetros a partir de los datos, no permitiendo
dicha síntesis.

Siguiendo la línea de los métodos basados en modelos, es útil considerar la
geometría del espacio de las imágenes generadas por la variación del vector de
parámetros del modelo. A pesar de que, como se comentó antes, las imágenes
representan un espacio de muy alta dimensión, lo cierto es que realmente resi-
den en una hipersuperficie o variedad de dimensión intrínseca determinada por
la dimensión del vector de parámetros. Esta dimensión intrínseca es mucho me-
nor que la del espacio ambiente en la que se encuentran inmersas. Esto conduce
a una línea de trabajo en la que lo que se pretende es estimar transformaciones
de reducción de la dimensión sobre el espacio de las imágenes, de manera que
se obtengan nuevos parámetros independientes. Es posible adoptar una postu-
ra agnóstica sobre el significado de los parámetros, porque en algunos casos los
nuevos parámetros logran capturar toda la variabilidad de los gestos, sin tener
relaciones evidentes con los originales. Hay que tener en cuenta también que en
el movimiento humano existen grados de libertad que no son independientes,
por lo que la reducción a los nuevos parámetros puede llegar a ser inferior que
los grados de libertad de los modelos de partida, si es que los gestos o postu-
ras fueron capturados a partir de movimiento real y no sintetizados. Algunas de
estas técnicas son clásicas, como el análisis de componentes principales (PCA)
(Jolliffe, 2002) que posee aplicaciones populares en visión como, por ejemplo,
las famosas EigenFaces (Turk y Pentland, 1991). El PCA posee una importan-
te generalización a componentes derivadas no linealmente de las variables, el
análisis de componentes principales basado en kernel (KPCA), que se discuti-
rá extensamente en este trabajo. El escalado multidimensional (MDS); y otros
desarrollos más recientes como Isomap (Tenenbaum et al., 2000), Locally Linear
Embedding (LLE) (Roweis y Saul, 2000) o Laplacian Eigenmaps (Belkin y Niyogi,
2001); son técnicas con idéntico propósito que recurren a criterios diferentes en
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la búsqueda de la transformación de reducción de dimensión. Por ello no todos
estos métodos permiten ir de los nuevos parámetros a la reconstrucción de la
imagen. Por su similaridad, (Yan et al., 2007) hicieron una propuesta que trata-
ba de unificar en un mismo marco teórico todos estas técnicas de reducción de
dimensión. Estrechamente relacionados con ellas, existe otra familia de métodos
de marco probabilístico en la que se interpretan los nuevos parámetros como va-
riables ocultas o latentes que varían dando lugar a las observaciones, que en este
caso son las imágenes capturadas (Jaeggli et al., 2008).
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Capítulo

2
Métodos de factorización y
alineamiento de imágenes

Los métodos de factorización componen una familia de algoritmos capaces de
recuperar forma y movimiento de objetos a partir de una secuencia de imágenes
obtenidas de una sola cámara. Estos métodos, desarrollados a lo largo de las dos
últimas décadas por varios autores, se diferencian en las suposiciones sobre el
tipo de objeto de interés, el tipo de proyección —modelo matemático asumido
para el paso del mundo 3D al 2D— y el movimiento de la cámara y del propio
objeto. Éste puede ser un sólido rígido, un sólido articulado —con varias partes
rígidas que se mueven en base a ciertas restricciones— o deformable.

El punto de partida de todos estos algoritmos consiste en obtener un número
de características o puntos de interés sobre el objeto a lo largo de la secuencia
de imágenes. El objetivo es identificar dichos puntos de interés, obteniendo sus
coordenadas 2D, en cada una de las imágenes de una secuencia. Como se verá,
esto es un problema importante que tiene mucho en común con otros problemas
típicos de la visión por computador1.

Puesto que el producto de los métodos de factorización serán descripciones de
formas y movimientos de los objetos, esto los hace sumamente interesantes en el
reconocimiento gestual. En este capítulo se comentará, como ejemplo ilustrativo,

1A estos problemas se los conoce como de: seguimiento de características, registro de imágenes,
alineamiento de imágenes, correspondencia, etc. en función del contexto.
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el método de factorización de Tomasi y Kanade (1992), que permite recuperar la
forma y el movimiento relativo entre la cámara y el objeto. En segundo lugar se
expondrá uno de los algoritmos de seguimiento de características más popula-
res en su uso con los métodos de factorización, el denominado seguidor de ca-
racterísticas Kanade-Lucas-Tomasi (KLT) (Lucas y Kanade, 1981; Shi y Tomasi,
1994). Posteriormente se comentarán los resultados de pruebas experimentales
realizadas con imágenes reales de reconocimiento gestual de manos, con cáma-
ras de vídeo comunes y sin iluminación estructurada. Finalmente se analizarán
las causas del bajo rendimiento de los seguidores de características que originan
que esta aproximación al problema, en una situación común, no sea efectiva.

2.1. Método de Tomasi y Kanade

El método de factorización de Tomasi y Kanade (1992) permite recuperar la
estructura 3D y el movimiento de la cámara en una secuencia de imágenes bajo
la suposición de que el modelo de proyección es ortográfico. Esta proyección no
siempre es una buena aproximación a la proyección en perspectiva, pero varios
autores han extendido el desarrollo a modelos de proyección más reales. En lo
que sigue se supondrá una cámara afín, que sin ser una proyección en perspecti-
va, incluye como casos particulares la ortográfica y la perspectiva «débil», entre
otros modelos.

Tal y como exponen Hartley y Zisserman (2004), el efecto de una cámara afín
puede describirse como la siguiente transformación entre las coordenadas del
mundo 3D —en mayúsculas por convenio— y las coordenadas 2D en la imagen
—en minúsculas—. [

x

y

]
= M


X

Y

Z

+ t (2.1)

donde M es una matriz 2× 3 y t es un vector de dimensión 2. Ambas coorde-
nadas son convencionales cartesianas —no homogéneas— y pueden ser repre-
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sentadas en notación vectorial como: x = (x, y)T y X = (X, Y, Z)T. Suponiendo
que se dispone de un conjunto de n puntos de interés, o características, que se
pueden identificar en una serie de m vistas, o imágenes, en las que la posición
de la cámara ha ido cambiando —es decir, se dispone de las posiciones x me-
didas sobre la serie de vistas para cada una de las características—. El objetivo
es minimizar el error geométrico entre las posiciones medidas en la imagen y
las predichas por la expresión anterior teniendo en cuenta que las posiciones X
—3D— de cada característica son desconocidas, aunque constantes a lo largo de
la serie de vistas, y que cada vista está caracterizada por parámetros M y t des-
conocidos y diferentes, debido al movimiento de la cámara. Esto es, se pretende
estimar las m «cámaras» {Mi, ti} que caracterizan el movimiento en la secuen-
cia y las n posiciones de las características en 3D {X j} que dan la geometría del
objeto, de tal manera que se minimice la diferencia entre las posiciones de las
características estimadas en la imagen x̂i

j = MiX j + ti y las posiciones medidas
xi

j

arg min
Mi ,ti ,X j

∑
i,j
‖X̂i

j − xi
j‖2 (2.2)

Es posible eliminar de antemano los vectores de traslación ti de la minimiza-
ción, eligiendo como origen de cada imagen el centroide del conjunto de posi-
ciones en dicha imagen. Eso se puede ver analíticamente minimizando respecto
a ti

∂

∂ti ∑
k,j
‖xk

j − (MkX j + tk)‖2 = 0 (2.3)

y realizando algunas simplificaciones, de manera que se obtiene como solución
ti = 〈xi〉 −Mi〈X〉, donde 〈xi〉 = 1

n ∑j xi
j y 〈X〉 = 1

n ∑j X j son los centroides de
las posiciones de las características en la i-ésima imagen y de las características
reales en 3D, respectivamente. Dado que el origen de los ejes de coordenadas
del mundo 3D es arbitrario se puede ubicar en el centroide 〈X〉, de manera que
〈X〉 = 0 por lo que ti = 〈xi〉. Entonces, si en cada imagen se miden las posi-
ciones tomando como origen el centroide 〈xi〉 resulta evidente que ti = 0. Por
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simplicidad se asume que se ha realizado este proceso, de manera que se reem-
plaza xi

j por xi
j − 〈xi〉, lo que permite que la expresión a minimizar en las nuevas

posiciones centradas sea

min
Mi ,ti ,X j

∑
i,j
‖xi

j −MiX j‖2 (2.4)

Esta expresión tiene una forma sencilla en términos de matrices. Se denomina
matriz de medidas W a la matriz 2m× n que contiene las xi

j centradas

W =


x1

1 x1
2 · · · x1

n

x2
1 x2

2 · · · x2
n

...
...

. . .
...

xm
1 xm

2 · · · xm
n

 (2.5)

mientras que las posiciones estimadas se pueden escribir como la matriz de pa-
rámetros Ŵ

Ŵ =


M1

M2

...

Mm


[

X1 X2 · · · Xn
]

= M̂X̂ (2.6)

Se puede demostrar que encontrar una matriz Ŵ que sea lo más parecida po-
sible a W en términos de la norma de Frobenius es equivalente a encontrar la
solución a la minimización de la ecuación (2.4). La matriz Ŵ es el producto de la
matriz de movimiento M̂ de dimensiones 2m× 3, que da cuenta del movimiento
de la cámara, y la matriz de estructura X̂ de dimensiones 3× n, que determina las
posiciones de las características en el espacio 3D.

Dado que el rango de un producto de matrices es menor o igual que el menor
de los rangos de los factores, se deduce que el rango de Ŵ es 3. En definitiva, se
busca hallar una matriz Ŵ que minimice la norma de Frobenius de la diferencia

16



2.1. Método de Tomasi y Kanade

con la de las medidas W
arg min

Ŵ
‖W− Ŵ‖2

F (2.7)

y que además tenga rango 3. Tal matriz puede ser hallada utilizando la descomposición
en valores singulares (SVD) de W, truncada posteriormente a rango 3. Es decir,
si la descomposición en valores singulares de W fuera

W = UDVT (2.8)

entonces

Ŵ = U2m×3D3×3VT
3×n (2.9)

donde U2m×3 son las tres primeras columnas de U, VT
3×n son las tres primeras

filas de VT y D3×3 es la submatriz de la matriz diagonal D con los tres prime-
ros valores singulares. Sin embargo, no hay una forma única de asignar estos
factores a las matrices M̂ y X̂

Ŵ = U2m×3D3×3VT
3×n = M̂X̂ (2.10)

ya que podemos podemos elegir

M̂ = U2m×3D3×3 (2.11)

X̂ = VT
3×n (2.12)

o bien hacer

M̂ = U2m×3 (2.13)

X̂ = D3×3VT
3×n (2.14)

También hay que destacar que existe otro tipo de ambigüedad, ya que se puede
insertar en la descomposición una matriz A de dimensión 3× 3 de rango com-
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pleto —para que sea invertible— y producir la misma Ŵ

Ŵ = M̂X̂ = M̂AA−1X̂ = (M̂A)(A−1X̂) (2.15)

Este tipo de reconstrucción, determinada hasta una transformación lineal A, se
denomina reconstrucción afín. Para obtener una reconstrucción completa o mé-
trica se puede acudir a diversas consideraciones sobre la forma de las matrices e
inyectar información de la escena o bien efectuar un calibrado. En cualquier caso
es posible recuperar la información completa sobre la escena 3D y el movimiento
de la cámara —o equivalentemente, del objeto si se supone que la cámara está
fija y es el objeto el que se mueve—.

2.2. Seguidor de características Kanade-Lucas-Tomasi

Como se ha comentado, los algoritmos de factorización necesitan puntos de
interés que se repitan de imagen a imagen a lo largo de una secuencia. El algo-
ritmo seguidor de características Kanade-Lucas-Tomasi (KLT) da una respuesta
eficiente al problema y es la solución más popular al mismo.

Tomasi y Kanade (1992) plantean dos problemas fundamentales:

1. Cómo seleccionar las características.

2. Cómo realizar su seguimiento de una imagen a la siguiente.

Su método se basa en solucionar el segundo problema. Se lleva a cabo el segui-
miento mediante un procedimiento propuesto anteriormente por Lucas y Ka-
nade (1981) para el encaje de dos imágenes en estereovisión. En ese método se
determina la diferencia entre los niveles de intensidad de una subimagen en el
instante anterior y el actual. Si hay poco movimiento de cámara entre la imagen
anterior y la actual, la subimagen actual puede ser aproximada por una trasla-
ción de la anterior. Las intensidades actuales pueden ser escritas como las an-
teriores mas un término residual, que depende casi linealmente del vector de
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traslación. Con esta aproximación, se puede escribir un sistema lineal de dos
ecuaciones y dos incógnitas que son las traslaciones en cada eje. Debido a las
aproximaciones utilizadas, tal sistema se soluciona de forma iterativa, aunque
converge rápidamente a la solución.

El primer problema, el de la selección de las características —y por tanto de la
subimagen o ventana donde reside esa característica de la imagen— ha sido tra-
tado por varios autores. Existen múltiples definiciones de lo que constituye una
característica «buena»: ventanas con una desviación estándar más alta en inten-
sidades, cruces por cero de la laplaciana de la intensidad, características que son
de tipo «esquina» debido a las propiedades de las derivadas primera y segunda
de la intensidad, etc. La solución propuesta en el algoritmo KLT es simple: una
característica es buena si puede ser seguida de una imagen a otra correctamente,
y por ello proceden a definir un criterio de elección que optimiza el seguimiento
en su algoritmo. Es decir, no se trata independientemente el seguimiento y la
selección de características.

Aunque Tomasi y Kanade (1992) abogan porque las traslaciones sean las úni-
cas transformaciones válidas, claramente esto sólo es una aproximación. La su-
posición de poder encontrar una traslación entre las dos imágenes se viola en
varias situaciones. Por ejemplo, los puntos que han entrado o que han salido de
la imagen no tienen equivalencia, al igual que los puntos en fronteras de oclu-
sión de un objeto por otro o cuando el punto de vista cambia, lo que puede influir
en la intensidad recogida por la cámara si la reflectividad de las superficies de-
pende de él. En principio, los puntos en superficies con alguna textura o marca
que estén lejos de fronteras de oclusión son buenos candidatos al seguimiento
cuando únicamente se utilizan traslaciones.

El seguimiento no se realiza en cada píxel de la imagen, debido al probable pa-
recido con sus vecinos además de a la posible aleatoriedad de su valor, sino que
se hace en ventanas de píxeles. La elección de la ventana —o característica— de-
be seguir el criterio general anterior. El problema surge cuando dentro de una
ventana se observan comportamientos diferentes. Por ejemplo, si la superficie
enfocada presenta mucho sesgo, la imagen actual puede ser muy diferente de
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la anterior a causa de la perspectiva. Otro problema surge si la ventana inclu-
ye puntos de objetos a diferentes profundidades, pues se observaría como si los
puntos de la ventana se movieran a velocidades distintas, obteniéndose varios
vectores de traslación para puntos diferentes de la misma ventana. Para estas
dificultades Tomasi y Kanade (1992) proponen dos soluciones. La primera con-
siste en monitorizar las diferencias entre las dos ventanas como un error residual
y si se encuentra que es demasiado alto, se descarta la ventana. La otra solución
pasa por proponer un modelo de transformación más complejo que la simple
traslación, como por ejemplo una transformación afín, mucho más adecuada pa-
ra modelizar los cambios provocados por la perspectiva. En todo caso se debe
pesar la mejora con la necesidad de estimar muchos más parámetros y los in-
convenientes que eso comporta. Es necesario usar ventanas más grandes para
determinar los parámetros fiablemente y, a su vez, las ventanas mayores son
mucho más susceptibles de causar los problemas apuntados. Por ello concluyen
en estimar únicamente traslaciones y además hacerlo sobre ventanas pequeñas.

A continuación se verá el procedimiento de seguimiento en un caso genérico
y a partir de él se derivará el criterio para elegir las características. Las imágenes
se modelizan como funciones I(x) que tienen como argumento la posición de
un píxel x = (x, y)T —una pareja de coordenadas correspondientes a su posi-
ción discreta en la imagen— y devuelven, en el caso más simple, el nivel de gris
correspondiente a dicho píxel.

El objetivo es alinear una imagen plantilla T(x) con una imagen de entrada
I(x) mediante cierta transformación sobre las posiciones de los píxeles —no so-
bre los niveles de intensidad—. Si se usase el algoritmo para hacer seguimiento
de características —y no, por ejemplo, encaje de escenas en estereovisión— T(x)
podría ser una subimagen de la imagen anterior en la secuencia e I(x) la imagen
actual. Sea W(x; p) el conjunto de transformaciones permitido, caracterizado por
un vector de parámetros p = (p1, . . . , pn)T. La función W(x; p) toma el píxel x de
la imagen T y lo mapea en su posición correspondiente en la imagen I —con pre-
cisión subpíxel, ya que devuelve un par de coordenadas reales—. Como ejemplo,
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W(x; p) puede ser una simple traslación

W(x; p) =

[
x + p1

y + p2

]
(2.16)

o bien una función más compleja, como por ejemplo una transformación afín

W(x; p) =

[
(1 + p1) · x + p3 · y + p5

p2 · x + (1 + p4) · y + p6

]
=

[
1 + p1 p3 p5

p2 1 + p4 p6

] 
x

y

1

 (2.17)

El objetivo del algoritmo consiste en averiguar los parámetros p de la transfor-
mación, de forma que minimicen la suma del error cuadrático entre los niveles
de gris de la plantilla T y los niveles de gris de la imagen I sometida a la trans-
formación de las posiciones de sus píxeles. La suma se lleva a cabo para todos
los píxeles de la imagen plantilla T

∑
x

[I(W(x; p))− T(x)]2 (2.18)

El cálculo de I(W(x; p)) implica encontrar el valor de la imagen I en una posi-
ción que no tiene porqué coincidir exactamente con la de un píxel y, por tanto,
será necesario interpolar para determinar el valor de la imagen en ese punto.
La minimización respecto a los parámetros p es, en general, una optimización
no lineal; incluso aunque la función W(x; p) dependa linealmente de ellos. Esto
es debido a la relación compleja que se establece a través de I entre la posición
de un píxel y su nivel de intensidad. Para hacer factible la minimización, en el
algoritmo se asume que se dispone de una estimación actual de p y se resuel-
ve iterativamente buscando variaciones ∆p que reduzcan el error. Es decir, se
minimiza

∑
x

[I(W(x; p + ∆p))− T(x)]2 (2.19)
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con respecto a ∆p y posteriormente se actualiza el valor de la estimación de p

p← p + ∆p (2.20)

Estos pasos se repiten iterativamente hasta que la estimación converge. Típica-
mente se prosigue hasta que las variaciones ∆p sean pequeñas, por debajo de un
umbral prefijado.

A continuación se exponen los detalles del algoritmo para minimizar (2.19),
que consiste básicamente en realizar una optimización Gauss-Newton de gra-
diente descendente. En la expresión (2.19) se desarrolla en serie de Taylor el tér-
mino I(W(x; p + ∆p)) respecto a ∆p, en torno a p y hasta el término lineal, con
lo que se linealiza la expresión y se obtiene

∑
x

[
I(W(x; p)) +∇I

∂W
∂p

∆p− T(x)
]2

(2.21)

En esta expresión ∇I = ( ∂I
∂x , ∂I

∂y ) es el gradiente de la imagen I evaluado en
W(x; p) para lo cual se usa la estimación actual de p. El término ∂W

∂p es el jaco-
biano de la transformación. Si W(x; p) = (Wx(x; p), Wy(x; p))T entonces

W(x; p) =

 ∂Wx
∂p1

∂Wx
∂p2

· · · ∂Wx
∂pn

∂Wy
∂p1

∂Wy
∂p2

· · · ∂Wy
∂pn

 (2.22)

La expresión (2.21) puede ser minimizada obteniéndose una solución explícita.
Para ello se calcula su derivada parcial respecto a ∆p, obteniéndose

2 ∑
x

[
∇I

∂W
∂p

]T [
I(W(x; p)) +∇I

∂W
∂p

∆p− T(x)
]

(2.23)

igualando a cero y resolviendo para ∆p se obtiene la solución

∆p = H−1 ∑ x
[
∇I

∂W
∂p

]T

[T(x)− I(W(x; p))] (2.24)
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donde H es una matriz n× n que es la aproximación Gauss-Newton a la matriz
Hessiana

H = ∑
x

[
∇I

∂W
∂p

]T [
∇I

∂W
∂p

]
(2.25)

El algoritmo finalmente consiste en aplicar iterativamente las ecuaciones (2.24)
para obtener la variación y actualizar la estimación con (2.20).

En el caso particular de una traslación, el jacobiano ∂W
∂p es la identidad, con lo

que el sistema de ecuaciones lineal a resolver es(
∑
x
∇IT∇I

)
∆p =

(
∑
x

[
∇I

∂W
∂p

]T

[T(x)− I(W(x; p))]

)
(2.26)

donde se puede definir

G = ∑
x
∇IT∇I (2.27)

e = ∑
x

[
∇I

∂W
∂p

]T

[T(x)− I(W(x; p))] (2.28)

Se puede observar que la matriz de los coeficientes G es de 2× 2 y simétrica,
mientras que e es un vector columna de dimensión 2. Para que el seguimiento
sea correcto es necesario que el sistema (2.26) represente medidas fiables y que
sea resoluble de forma robusta. Ello implica, por un lado, que la matriz G tenga
valores considerablemente por encima del nivel de ruido en la imagen, y por
otro, que esté bien condicionada. En términos de sus dos autovalores, estas con-
diciones señalan que ambos deben tener valores grandes y que además no deben
diferir en varios órdenes de magnitud. Por ejemplo, dos autovalores pequeños
significan un perfil de intensidades aproximadamente constante en la ventana,
que no aporta información relevante para el seguimiento; un autovalor grande
y otro pequeño implica un patrón unidireccional, que sólo da información fiable
sobre el movimiento en dirección perpendicular a dicho patrón; dos autovalores
grandes pueden representar esquinas, texturas o en general, un patrón informa-
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tivo sobre el movimiento en el plano. En la práctica, si el menor autovalor es
lo suficientemente grande para superar el criterio del ruido, la matriz está bien
condicionada, ya que la variación del otro autovalor está acotada por el valor
máximo de intensidad de un píxel. Por ello, si λ1 y λ2 son la pareja de autovalo-
res de G, el criterio para aceptar el seguimiento de una ventana, y por tanto una
característica como buena, es

min(λ1, λ2) > λumbral (2.29)

siendo λumbral una constante a determinar. Tomasi y Kanade (1992) proponen
elegir el valor medio entre el autovalor calculado en una zona sin característi-
cas —representativa del ruido en la imagen— y el valor de los autovalores en la
saturación, indicando que experimentalmente esta elección funciona adecuada-
mente.

2.3. Resultados experimentales

El objetivo de estos experimentos es comprobar hasta que punto las técnicas
anteriores son usables para el reconocimiento gestual de la mano. Para ello, se
asume que el reconocimiento se efectúa en un entorno convencional de trabajo.
Es decir, la mano no se va a situar en ninguna postura compleja que resulte
impracticable o resulte cansada de mantener, sino que se apoya el antebrazo
sobre la mesa de trabajo. La mesa, junto con cualquier objeto de uso cotidiano en
una oficina que pueda encontrarse sobre ella, actuará de fondo.

Las condiciones experimentales que hay que fijar son las siguientes:

• Posición de la cámara relativa a la mano y a la mesa.

• Condiciones de iluminación.

• Tipo de la cámara y sus parámetros.
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Como cámara se utilizaron varios modelos, tanto analógicas como digitales. Se
pretendía utilizar una cámara comercial convencional, de coste asequible. Se hi-
cieron pruebas con varias cámaras y se eligió usar como referencia una cámara
digital de laboratorio —Basler A300— de resolución intermedia, por la facili-
dad de ajuste y cantidad de parámetros sintonizables, para permitir investigar
la influencia de éstos en los resultados de la adquisición. Respecto a las condi-
ciones de iluminación, se pretendía que éstas fueran también las de cualquier
entorno de oficina. Es decir, no se utilizó iluminación especial, sino únicamente
se aseguró que los parámetros de la cámara respecto la iluminación permitie-
ran una captura adecuada, sin excesiva saturación ni oscuridad de la escena. La
iluminación fluorescente posee un perfil de intensidad sinusoidal no apreciable
por la mayoría de las personas pero que afecta considerablemente a la adquisi-
ción. Esto impuso la restricción de que la tasa de fotogramas por segundo de la
captura se eligiera de acuerdo a la frecuencia del fluorescente —100 Hz—. Por
ello se determinó la frecuencia de adquisición de imágenes a 25 Hz en formato
progresivo —no entrelazado—. Esta elección tiene implicaciones sobre la conti-
nuidad de movimientos rápidos, que podrían acarrear grandes diferencias entre
dos imágenes consecutivas. La posición de la cámara se fijó mediante un trípode
con brazo, de forma que no obstaculizara el uso normal del puesto de trabajo. Se
fijó el enfoque de forma que la superficie de la mesa permaneciera en foco. En la
figura 2.1 se puede observar un fotograma capturado desde la cámara donde se
aprecia la posición de ésta respecto a la mesa y la mano, así como el contenido
de la mesa y el tipo de iluminación.

2.3.1. Detección de la mano y del fondo

Para poder aplicar la primera parte de la estrategia esbozada anteriormente,
los algoritmos de seguimiento de características deben de funcionar únicamente
con características pertenecientes a la mano y no a ningún otro objeto que se re-
coja en la captura. A todo lo que se aprecie en la imagen, con la excepción de la
mano, se le denominará fondo de la imagen y no aporta información útil al pro-
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Figura 2.1. Vista desde la cámara de las condiciones
experimentales.

blema. En la situación experimental descrita, el fondo puede tener una estructura
compleja que se asume desconocida a priori. Por ello, una parte del desarrollo
debe ir orientado a separar mano y fondo. Es decir, se puede intentar caracteri-
zar o modelizar uno y otro y diseñar un clasificador que permita discriminarlos.
En el caso de la mano, asumiendo que la mano no está cubierta por guantes o
similares, existen numerosos trabajos dedicados a caracterizar la apariencia de
la piel humana, como se verá más adelante.

En este punto nos centramos en establecer un modelo simple para el fondo,
de manera que puntos alejados de ese modelo se puedan adjudicar a la mano.
Se eligió un modelo gaussiano de color en espacio RGB, tal que cada píxel posee
una distribución gaussiana de tres dimensiones, estimada a lo largo de una se-
cuencia de imágenes sin presencia de la mano. Dado que la posición de la cámara
y el fondo se asumen estacionarios, la fuente de variación aleatoria proviene de
las fluctuaciones de la iluminación, del ruido del sensor de la cámara y de al-
guna posible vibración del sistema de sujeción de la misma. Para cada píxel se
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estima su media y su matriz de covarianza, ambos en el espacio RGB. Aquí hay
que destacar posibles dificultades en la estimación de la matriz de covarianza. Si
algún píxel que enfoca a algún objeto muy claro se satura —situación bastante
probable si no se ajusta el balance de blancos con cuidado— las demás fuentes
de aleatoriedad no podrán sacarlo de esa situación y habrá un claro problema de
estimación en la matriz de covarianza —bastaría con que una de las componen-
tes de color no tuviera variación para hacer que la matriz sea singular—. En el
caso contrario, de ausencia total de luz, el ruido de temperatura propio del sen-
sor hace que no sea tan probable la singularidad, aunque sigue siendo posible.
Una vez establecido el modelo de fondo, durante la captura con presencia de
la mano, basta con calcular la probabilidad de que un píxel pertenezca al fondo
usando la gaussiana determinada en esa posición. Si la probabilidad no supera
un umbral prefijado, se concluirá que el píxel pertenece a la mano. De manera
que al finalizar el proceso se tendrá una máscara binaria que se usará para elimi-
nar características en el exterior de la zona considerada como mano. Este modelo
se puede simplificar en varios sentidos. Por ejemplo, restringiendo la forma de la
gaussiana o usando una representación en niveles de gris, en función de la carga
computacional. En las pruebas realizadas, se constató que simplemente el error
cuadrático de un píxel respecto a la media de la posición ya daba un indicador
fiable sin los problemas asociados a la estimación de la gaussiana —motivados
por la estimación de la matriz de covarianza—.

En la figura 2.2 se puede observar un ejemplo de lo comentado. Concretamen-
te se grabaron dos secuencias de vídeo, una sin la mano y otra con la mano en
movimiento. La primera se usó para calcular la media de cada píxel del fondo,
con la que se compararon los píxeles de todos los fotogramas de la segunda, con
el objetivo de recortar la mano. En la figura 2.2(a) se muestra, en una imagen en
escala de grises, la distancia euclídea entre cada píxel de un fotograma de ese se-
gundo vídeo y la media del mismo calculada a partir de la secuencia de vídeo de
imágenes del fondo. En la figura 2.2(b) se puede ver el resultado de la extracción
de dicho fondo umbralizando las distancias euclídeas de la figura 2.2(a).
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(a) Distancia euclídea entre cada píxel y el modelo del fondo.

(b) Extracción del fondo por umbralizado de la distancia euclídea.

Figura 2.2. Ejemplo ilustrativo del proceso de extracción del
fondo.
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2.3.2. Experimentos con el algoritmo KLT: características y seguimiento

Conviene ser conscientes de las limitaciones del algoritmo KLT para tenerlas
en cuenta en una implementación. La primera es que se parte de una situación
con una sola cámara. En el mejor de los casos, la reconstrucción 3D del objeto
sólo puede hacerse partiendo de las características de las caras que han estado
visibles en la secuencia. Por tanto, es el movimiento del objeto el que permite
ir revelando su geometría. Obviamente al rotar o desplazarse es inevitable que
una parte de las características queden ocluidas, por lo que se perderán en el
seguimiento. Al avanzar la secuencia y producirse más movimientos, el número
de características decaerá haciendo más imprecisa la forma del objeto. Por ello es
necesario introducir durante la captura nuevas características; tarea que no está
prevista en el algoritmo KLT simple expuesto antes, ya que altera la elección del
origen de los ejes de referencia.

Otro problema potencialmente más grave consiste en la falta de características
en la mano con las propiedades exigidas a la matriz G para el seguimiento. En la
figura 2.3(a) se han señalado en rojo los puntos que cumplen los criterios sobre
los autovalores en toda la imagen. Como se aprecia, se detectan características
buenas para el seguimiento en las teclas del teclado —debido a que son esqui-
nas— y algunas más en otros puntos de la escena, pero prácticamente ninguna
está sobre la mano. El tipo de textura de la mano a las resoluciones y distancia
empleados, no constituye características adecuadas. Cambiando el parámetro
de umbral para favorecer la aparición de un mayor número de características,
se puede lograr que aparezca alguna sobre la mano, como se aprecia en la figu-
ra 2.3(b).

En todo caso el número de características es muy bajo y no permite delimitar
claramente la geometría de la mano. Además, las características situadas en po-
siciones útiles aparecen en lugares donde pueden haber problemas, como en los
bordes de los dedos. Esta situación es precisamente muy negativa para el segui-
miento, ya que están en fronteras de oclusión que además son puntos candida-
tos a desaparecer en a una rotación de la mano, con lo cual o bien desaparecerán
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(a)

(b)

Figura 2.3. Extracción de características de la mano.
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o bien es probable que sean seguidos defectuosamente. Experimentalmente se
evaluaron estos problemas mediante el desarrollo de un sistema en tiempo real
construido sobre la librería OpenCV (Bradski, 2000), con el que se constataron
los defectos anteriores. Concretamente, se desarrolló un software que captura
desde la cámara y aplica el KLT fotograma a fotograma para el seguimiento de
características. El resultado se muestra por la pantalla del ordenador en tiempo
real, sobre el vídeo capturado. Las imágenes de la figura 2.3 fueron realizadas
con dicho programa, por lo que son un ejemplo de su funcionamiento. Aparte
de mostrar el vídeo, el programa proporciona controles para ajustar diversos pa-
rámetros. Entre ellos está el umbral con el que se seleccionan las características.
Esto permite ver en tiempo real el efecto que tienen los distintos parámetros en
el funcionamiento del algoritmo.

Para probar las prestaciones del seguimiento, se eligieron características ma-
nualmente sobre una imagen de un vídeo de niveles de gris de una mano en
movimiento y se aplicó el algoritmo para determinar la traslación a la imagen si-
guiente. Para comprobar su corrección, se realizó una búsqueda exhaustiva o de
«fuerza bruta» para encontrar la mejor traslación. En las figuras 2.4 y 2.5 se ilus-
tran estos experimentos con dos ejemplos. Concretamente, en las figuras 2.4(a)
y 2.4(c) se puede observar una imagen de la mano donde se ha escogido un
punto al que se le quiere hacer el seguimiento. En las figuras 2.4(b) y 2.4(d) la
imagen anterior ha sido desplazada, por lo que el punto escogido —en ama-
rillo— ya no está en el mismo lugar de la mano. Para hacer el seguimiento se
ejecuta tanto el KLT como una búsqueda exhaustiva. Esta última lo que hace es
encontrar la subimagen de la segunda imagen lo más parecida posible, en tér-
minos de la suma del error cuadrático, a la subimagen del punto escogido en la
imagen original. El resultado del seguimiento mediante KLT se marca en verde,
indicando los puntos azules los sucesivos pasos durante la interacción del al-
goritmo, mientras que el resultado de la búsqueda se indica con un punto rojo.
Como se puede apreciar en las figuras 2.4(b) y 2.4(d), en ninguno de los casos
la búsqueda exhaustiva tiene problemas en encontrar el punto correspondiente.
Sin embargo, el KLT da con la solución correcta en el caso de la figura 2.4(b) pero
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(a) Imagen original con el punto de interés es-
cogido.

(b) Resultado del KLT en 21 iteraciones y de la
búsqueda exhaustiva.

(c) Imagen original con el punto de interés es-
cogido.

(d) Resultado del KLT en 33 iteraciones y de la
búsqueda exhaustiva.

Figura 2.4. Ejemplos de las pruebas con el KLT para dos puntos distintos elegidos ma-
nualmente. A la izquierda, las imágenes originales con el punto de interés escogido en
rojo. A la derecha la imagen desplazada, marcando en amarillo el punto escogido en la de
la izquierda, en verde el punto finalmente asignado mediante el KLT, en azul los puntos
de la trayectoria recorrida por el KLT durante la estimación y en rojo la correspondencia
encontrada mediante búsqueda exhaustiva.

32



2.3. Resultados experimentales

Original Exhaustiva KLT

(a) Subimágenes para el caso de la figura 2.4(a).
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(b) Superficie del error cuadrático para el ca-
so de la figura 2.4(a). KLT estima la correspon-
dencia en dx = 17 y dy = −9, mientras que la
búsqueda exhaustiva la hace en dx = 17,71 y
dy=−9,71.

Original Exhaustiva KLT

(c) Subimágenes para el caso de la figura 2.4(b).

−20
0

20
−20

0
20

0

0.5

1

1.5

x 10
−3

dydx

(d) Superficie del error cuadrático para el ca-
so de la figura 2.4(b). KLT estima la correspon-
dencia en dx = 17 y dy = −11, mientras que la
búsqueda exhaustiva lo hace en dx = −15,28 y
dy = −5,36.

Figura 2.5. A la izquierda, subimágenes de las ventanas en torno al punto original es-
cogido, al punto encontrado mediante búsqueda exhaustiva y al asignado mediante KLT.
A la derecha, superficies del error cuadrático entre la subimagen de la primera imagen,
centrada en el punto escogido, y las subimágenes de la segunda, extraídas desplazando la
ventana respecto al punto original. Sobre las curvas, en azul la trayectoria del KLT durante
la optimización y en rojo la correspondencia encontrada mediante búsqueda exhaustiva.
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no en el de la figura 2.4(d). De esto se desprende, que mientras que la primera
de las características debe ser buena para el seguimiento, porque la textura de la
subimagen tiene información suficiente, la segunda no lo es. En las figuras 2.5(a)
y 2.5(c) se pueden observar las subimágenes tanto para el punto original como
para las correspondencias asignadas finalmente, donde se puede apreciar lo que
para el KLT es una textura adecuada —en la figura 2.5(a)— y lo que no lo es
—la figura 2.5(c)—. Finalmente, en las figuras 2.5(b) y 2.5(c) se han trazado las
superficies del error cuadrático calculado por la búsqueda exhaustiva para cada
caso. En dichas figuras se puede observar el mínimo global encontrado por la
búsqueda —en rojo— y los sucesivos pasos del KLT —en azul— hasta terminar
asignando la correspondencia.

Tras realizar diversas pruebas se determinó que para alcanzar prestaciones
similares a la búsqueda exhaustiva, se debían emplear ventanas relativamente
grandes. Las características situadas en posiciones cercanas a bordes de oclusión
hacen que el algoritmo no converja a una solución válida y que el criterio del
error residual elevado termine con las iteraciones del proceso KLT.
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3
Modelado de la mano

Tanto para poder entrenar como para poder probar la distintas técnicas de
reconocimiento gestual es necesario disponer de diferentes manos en distintas
posturas o haciendo diferentes gestos. Conseguir esto puede resultar extrema-
damente complejo. La forma más sencilla de obtener información acerca de la
postura de una mano es mediante el uso de guantes de datos. Sin embargo, se
puede considerar que su utilización es invasiva en el sentido de que el guante
cubre la mano, por lo que difícilmente se pueden obtener imágenes al desnu-
do de la misma al tiempo que se capturan los datos de la postura. Además no
parece que sea viable grabar las imágenes y capturar los datos de la postura
por separado, puesto que quién realice el gesto difícilmente va a hacerlo de la
misma manera en distintas ocasiones. En general se puede decir que no existe
actualmente una técnica que permita capturar al mismo tiempo ambas fuentes
de información, excepto quizás mediante el uso de una cámara Z (Gvili, 2003).

Una de las posibles soluciones a este problema consiste en desarrollar una
mano sintética, que pueda ser fácilmente parametrizada, para obtener imágenes
foto-realistas de la misma en distintas posturas. Los dos aspectos fundamenta-
les para el desarrollo de dicha mano son la creación de un modelo cinemático,
que se ajuste en lo posible al de las manos humanas, y un modelo de piel, que
proporcione a la mano sintética el aspecto de una mano real.
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Falanges distales

Falanges proximales

Falanges medias

Articulación
trapeciometacarpal
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carpometacarpal
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metacarpofalangeal
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5 Metacarpios
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Figura 3.1. Ilustración de los huesos y las articulaciones de la mano.

3.1. Modelo cinemático

La mano humana está formada por diversas extremidades conectadas que
componen distintas cadenas cinemáticas. En total hay 17 articulaciones activas1

en una mano, lo que proporciona 23 grados de libertad. En la figura 3.1 se pue-
de observar un esquema anatómico de los diferentes huesos y articulaciones de
una mano humana y en la tabla 3.1 los grados de libertad de cada unión. El bra-
zo se une a la mano a través de la articulación de la muñeca o radiocarpal (RC).
En el lado de dicha articulación correspondiente a la mano hay un conjunto de
huesos denominados carpianos. Estos huesos están unidos a los 5 metacarpianos
—uno por dedo— que forman la palma de la mano. El metacarpiano del pul-
gar (1) se une a los carpianos mediante la articulación trapeciometacarpal (TM),

1Se entiende por articulaciones activas a aquellas que pueden moverse por la acción de los
tendones y músculos de la mano, sin interacciones externas, mientras que las pasivas sólo se
mueven por la acción de fuerzas externas. Generalmente las articulaciones presentan un mayor
rango de movimiento cuando el origen del mismo es externo.
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que proporciona tres grados de libertad; siendo responsable de los movimientos
de flexión-extensión, abducción-aducción, circunducción y oposición. Mientras
que cada metacarpo de los otros dedos se une a los carpianos mediante su ar-
ticulación carpometacarpal (CM) —donde sólo las de los dedos meñique (5) y
anular (4) son uniones activas— proporcionando un grado de libertad cada una.
Cada hueso metacarpiano se une a la falange de su dedo correspondiente me-
diante la articulación metacarpofalangeal (MF). Estas articulaciones proporcio-
nan un grado de libertad en el caso del pulgar y dos en el del resto de los dedos.
Uno de dichos grados de libertad es el que permite el movimiento de flexión-
extensión —para abrir y cerrar la mano— mientras que el otro es el responsable
del de abducción-aducción —utilizado para separar y acercar los dedos unos a
los otros. Cada dedo, con la excepción del pulgar2 está formado por tres falan-
ges: la proximal, la media y la distal; unidas por las articulaciones interfalangeal
proximal (IFP) e interfalangeal distal (IFD). Cada una de dichas articulaciones
proporciona un grado de libertad en cada dedo. En el caso del pulgar no hay
falange medía, por lo que sólo existe una articulación interfalangeal (IF) que
también proporciona un grado de libertad. A esos 23 grados de libertad hay que
sumar los de la muñeca, que ofrece tres grados de libertad adicionales por ser
una articulación esférica. El primero de los mismos es el que permite el movi-
miento de flexión-extensión —para plegar la mano sobre el brazo— mientras
que el segundo es el responsable del de abducción-aducción —con el que se
puede separar la mano lateralmente del eje del brazo— y el tercero permite la
circunducción —es decir, girar la mano en redondo—.

Debido al número tan alto de grados de libertad, el problema del reconoci-
miento gestual es considerado como muy complejo. Además existen muchas
restricciones entre los dedos y las articulaciones, lo que hace que el movimiento
de la mano sea, si cabe, incluso más difícil de modelar. Varios autores han hecho
diferentes propuestas sobre modelos de la mano humana. Por ejemplo, obvian-
do los grados de libertad de la muñeca y la posición global de la mano, Vardy

2Al pulgar, en realidad, no se le considera un dedo puesto que sólo tiene dos falanges.

37



Capítulo 3. Modelado de la mano

Tabla 3.1. Articulaciones de la mano y grados de libertad.

Articulación Grados de libertad Observaciones

radiocarpal (RC) 3 articulación de la muñeca.
trapeciometacarpal (TM) 3 sólo en el pulgar.
carpometacarpal (CM) 1 sólo es activa en el dedo

anular y en el meñique.
metacarpofalangeal (MF) 1 la del pulgar.
metacarpofalangeal (MF) 2 la de los otros cuatro dedos.
interfalangeal (IF) 1 articulación entre falanges

en todos los dedos.

(1998) propone un modelo de 26 grados de libertad basado en la convención
de Denavit-Hartenberg. Respecto al esquema comentado anteriormente, Vardy
(1998) establece un grado de libertad en la articulación carpometacarpal de to-
dos los dedos. Además pone a la articulación metacarpofalangeal del pulgar dos
grados de libertad, en lugar de uno. Esta propuesta resulta interesante desde el
punto de vista de que modela la palma de la mano como si se tratase de una ar-
ticulación de siete grados de libertad, lo que es importante cuando se pretende
simular la forma en la que la mano sujeta los objetos. En todo caso el mode-
lo no se puede considerar completo, puesto que las restricciones propuestas no
son más que simples aproximaciones de las de una mano real. Un modelo muy
similar es el de Yasumuro et al. (1997), cuya estructura es la misma excepto por-
que la unión trapeciometacarpal sólo tiene dos grados de libertad. Esto tiene
mucho sentido puesto que, tal y como está hecha la articulación, el movimien-
to de oposición se consigue como una combinación de los de flexión-extensión
y abducción-aducción, y no como un movimiento independiente (véase Gray,
1918, cap. III ap. 6.h). Este modelo cinemático se utiliza para crear a partir de
superficies un modelo 3D de la mano humana que pueda ser animado, simu-
lando el movimiento real en base a un modelo dinámico. Otra propuesta muy
similar a éstas es la de Albrecht et al. (2003). La estructura es exactamente la
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misma que la de Vardy (1998), excepto por los grados de libertad de las articula-
ciones carpometacarpales y trapeciometacarpal. En concreto la del pulgar tiene
tres grados de libertad, las de los dedos anular y meñique tienen dos, y el medio
y el índice ninguna. Al igual que con la propuesta de Vardy (1998), el objetivo
de tener un modelo así es estudiar la forma en la que la mano sujeta los objetos.
Por otro lado Wu y Huang (1999a) tratan la mano como un conjunto de objetos,
cada uno de los cuales es modelado por separado. Estos objetos se relacionan
cinemáticamente a través de una abstracción del esqueleto de la mano, donde
la dimensión de cada uno se reduce a una línea a lo largo de su longitud. Cada
dedo es modelado como una cadena cinemática donde la palma es el sistema de
referencia, mientras que las puntas de los dedos son los efectores de su cadena
cinemática correspondiente.

3.1.1. Restricciones al movimiento

Wu y Huang (1999a) introducen algunas restricciones adicionales al movi-
miento de la mano. Por ejemplo, establecen los ángulos máximos y mínimos
para cada grado de libertad e incorporan el que las articulaciones interfalan-
geal distal e interfalangeal proximal realmente no son independientes. Esto es
importante si se quiere reducir el espacio de búsqueda al aplicar cinemática in-
versa para inferir la postura de la mano a partir de la posición de los dedos.
En general, algunas restricciones se pueden expresar de forma analítica, por lo
que son comúnmente utilizadas en la animación y la captura del movimiento
(Kuch y Huang, 1995; Kunii, 1995; Wu y Huang, 1999b), mientras que muchas
otras son muy difíciles de expresar de dicha manera. En su momento Lin et al.
(2000) investigaron los diferentes tipos de restricciones que existen y como se
pueden utilizar para representar los movimientos de la mano, con menos gra-
dos de libertad de los vistos hasta el momento. Además propusieron una forma
de aprender dichas restricciones para modelar el espacio de posturas de la mano,
independientemente de que éstas se puedan expresar de forma analítica o no.

Las restricciones de la mano pueden ser divididas en tres tipos. Las restriccio-

39



Capítulo 3. Modelado de la mano

nes de tipo 1 —o restricciones estáticas— son los límites en el movimiento de los
dedos debidos a la anatomía de la mano. Las del tipo 2 —o restricciones dinámi-
cas— son los límites de las articulaciones durante el movimiento. Finalmente, las
restricciones del tipo 3 se aplican durante el movimiento natural de la mano y no
se deben a limitaciones de la anatomía, sino que se definen por la «naturalidad»
de los movimientos.

Restricciones de tipo 1

Como ya se ha comentado, las restricciones de tipo 1 son aquellas que limitan
el rango posible de los ángulos de las articulaciones debido a la anatomía de
la mano. Este tipo de restricciones suelen indicarse mediante inecuaciones que
fijen dichos rangos, por ejemplo

0◦ ≤ θMF_F ≤ 90◦

−15◦ ≤ θMF_AA ≤ 15◦

donde el subíndice F indica que se trata de una restricción sobre el movimiento
de flexión-extensión y el AA sobre el de abducción-aducción, de la articulación
metacarpofalangeal (MF). Otras restricciones comunes son las que dan cuenta
del movimiento de abducción-aducción limitado del dedo medio θMF(3)_AA = 0◦

y del pulgar θTM(1)_AA = 0◦. En estas últimas se ha utilizado en el subíndice la
numeración empleada en la figura 3.1 para indicar el dedo al que afecta la res-
tricción. También es muy común imponer que todos los dedos, excepto el pulgar,
son manipuladores planares. Es decir, que las articulaciones metacarpofalangeal,
interfalangeal proximal y interfalangeal distal se flexionan en la misma direc-
ción, ocupando las tres un mismo plano.

Restricciones de tipo 2

Este tipo hace referencia a aquellas restricciones impuestas sobre el movimien-
to de los dedos. Las restricciones de tipo 2 se pueden dividir en restricciones
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intra-dedo e inter-dedo.

Las restricciones intra-dedo establecen límites entre las articulaciones de un
mismo dedo. Por ejemplo, se suele asumir que existe una relación entre el ángulo
en la articulaciones interfalangeal proximal e interfalangeal distal tal que

θIFP_F =
2
3

θIFD_F (3.1)

para todos los dedos excepto el pulgar. Esto permite reducir notablemente los
grados de libertad de la mano. Otra restricción inter-dedo es la que establece
que el movimiento de abducción-aducción de todos los dedos está limitado por
el ángulo de flexión. Es decir, los dedos se puede separar o aproximar libremen-
te cuando están completamente extendidos, pero según se van flexionando se
limita el rango de movimiento de abducción-aducción posible (Kunii, 1995). Es-
ta restricción puede definirse mediante la expresión

θdmax
MF_AA =

(
1− 1

θsmax
MF_F

)
θMF_F θsmax

MF_AA (3.2)

donde los superíndices dmax y smax hacen referencia a los ángulos máximos
dinámicos —tipo 2— y estáticos —tipo 1— respectivamente, para la articulación
correspondiente.

Las restricciones inter-dedo establecen límites entre las articulaciones de de-
dos adyacentes. Por ejemplo, si un dedo se flexiona, los otros se verán obligados
a flexionarse. Kunii (1995) obtuvo experimentalmente un conjunto de inecuacio-
nes que definen esta restricción

θdmax
MF(2)_F = min(θMF(3)_F + 25◦, θsmax

MF(2)_F)

θdmin
MF(2)_F = max(θMF(3)_F − 54◦, θsmin

MF(2)_F)

θdmax
MF(3)_F = min(θMF(2)_F + 54◦, θsmax

MF(3)_F, θMF(4)_F + 20◦)

θdmin
MF(3)_F = max(θMF(2)_F − 25◦, θsmin

MF(3)_F, θMF(4)_F − 45◦)
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θdmax
MF(4)_F = min(θMF(3)_F + 45◦, θsmax

MF(4)_F, θMF(5)_F + 48◦)

θdmin
MF(4)_F = max(θMF(3)_F − 20◦, θsmin

MF(4)_F, θMF(5)_F − 44◦)

θdmax
MF(5)_F = min(θMF(4)_F + 44◦, θsmax

MF(5)_F)

θdmin
MF(5)_F = max(θMF(4)_F − 48◦, θsmin

MF(5)_F) (3.3)

En cualquier caso, existen muchas otras restricciones de tipo 2 que no pueden
ser expresadas analíticamente, a diferencia de las aquí expuestas.

Restricciones de tipo 3

Las restricciones de tipo 3 vienen impuestas por la naturalidad del movimien-
to. No son restricciones debidas a posturas prohibidas para una mano humana,
sino a que las posturas deben ser «naturales» desde el punto de vista de las que
habitualmente se pueden observar en una mano real. Este tipo de restricciones
son muy difíciles de detectar y de cuantificar, en tanto en cuanto en su defini-
ción entra en juego el concepto subjetivo de la naturalidad. Difícilmente pueden
ser expresadas analíticamente y generalmente hay que detectarlas mediante el
análisis del movimiento de manos reales de diferentes sujetos.

3.1.2. Modelo cinemático de la mano sintética

El modelo cinemático de la mano sintética con la que se generaron las dife-
rentes imágenes utilizadas en los experimentos, se basa en el utilizado en el pro-
grama MakeHuman (Bastioni y Flerackers, 2009). Dicho software permite generar
modelos 3D de humanoides en diversas posturas que posteriormente pueden
ser importados en programas de modelado. Debido a la dificultad de modelar
una mano humana real desde cero, se optó por tomar el MakeHuman para gene-
rar y exportar un modelo, importarlo posteriormente en el software de modela-
do Blender (Blender, 2009) y suprimir del mismo todas sus partes; excepto una
mano, su brazo y su antebrazo. El modelo exportado desde MakeHuman incluye
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tanto una envoltura que hace las veces de piel como un esqueleto. En el caso
concreto de la mano, el modelo cinemático utilizado en dicha aplicación se basa
en lo descrito por Dragulescu et al. (2007) y por (Sturman, 1992, cap. 2).

El modelo cinemático del MakeHuman fue modificado para adaptarlo a las nece-
sidades del problema. En la figura 3.2 se puede observar un esquema del modelo
cinemático utilizado finalmente para crear la mano sintética. Éste no sólo incluye
diferentes elementos de la mano, sino también el codo y el hombro, aunque por
el momento no han sido utilizados. Las principales características del modelo
son:

• A diferencia de otros modelos que no la contemplan (Albrecht et al., 2003;
Vardy, 1998; Yasumuro et al., 1997) se incluye la muñeca como una articu-
lación esférica de 3 grados de libertad.

• Las articulaciones carpometacarpales no se incluyen en el modelo. En lu-
gar de los cuatro metacarpos hay un único hueso W que hace las veces de
metacarpo para toda la palma de la mano y que se mueve solidario con
la articulación de la muñeca. El motivo de hacerlo así es que sólo es ne-
cesario incluir las articulaciones carpometacarpales si se busca un modelo
preciso de la mano, especialmente para cosas tales como estudiar la for-
ma en la que la mano sujeta distintos objetos. Como ese no es el caso, esos
elementos no se han incluido, simplificando notablemente el modelo de
forma similar a lo hecho por Dragulescu et al. (2007). Por tanto, el sistema
de referencia tanto para las falanges proximales de los dedos como para el
metacarpo del pulgar es el que está en la muñeca, a través del hueso W.

• La articulación trapeciometacarpal del pulgar contempla dos grados de li-
bertad, tal y como como proponen Yasumuro et al. (1997). Estos grados
se han escogido de forma que puedan modelar tanto el movimiento de
flexión-extensión como el de abducción-aducción, puesto que el de oposi-
ción se puede conseguir como una combinación de ambos.

• Se modelaron las articulaciones metacarpofalangeales e interfalangeales
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3.1. Modelo cinemático

Tabla 3.2. Restricciones estáticas del modelo cinemático utilizado.

Grado de libertad Ángulo mínimo Ángulo máximo

θRC_F −90◦ 90◦

θRC_AA −25◦ 10◦

θRC_C −60◦ 90◦

θTM_F −42◦ 0◦

θTM_AA −35◦ 20◦

θMF(1)_F −30◦ 15◦

θMF(2−4)_F −70◦ 35◦

θMF(2)_AA −10◦ 15◦

θMF(3)_AA −10◦ 10◦

θMF(4)_AA −10◦ 10◦

θMF(5)_AA −20◦ 10◦

θIF_F −90◦ 0◦

θIFP(2−4)_F −90◦ 0◦

θIFD(2−4)_F −90◦ 0◦

tal y como comentó al principio del capítulo (véase el apartado 3.1 en la
página 36), utilizando los mismos grados de libertad.

• Aunque Dragulescu et al. (2007) describieron el modelo cinemático de la
mano utilizando la convención de Denavit-Hartenberg, esto se modificó
para adaptarlo a los requerimientos del programa Blender de modelado
3D. En dicho programa siempre se fija el eje de coordenadas Y a lo largo
del hueso que une ambas articulaciones, en lugar de utilizar el eje X como
ocurre con Denavit-Hartenberg. Además se intentó que las rotaciones en el
eje Z fueran para los movimientos de flexión-extensión, mientras que las
rotaciones en el eje X fueran para los movimientos de abducción-aducción.
En el apéndice B en la página 183 se describen las ecuaciones del modelo
cinemático utilizado.

• Por construcción el modelo incluye la restricción acerca del movimiento
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Capítulo 3. Modelado de la mano

planar de los dedos (véase el apartado 3.1.1). Además en el programa de
modelado Blender se incluyeron las restricciones de tipo 1 sobre los ángu-
los mínimos y máximos indicadas en la tabla 3.2.

• Puesto que el programa de modelado no lo permite, las restricciones de
tipo 2 se incluyeron en un programa externo a éste encargado de generar
los distintos parámetros de las posturas y verificarlos (véase el apartado 6.2
en la página 158). Las restricciones de tipo 2 incluidas fueron las de Kunii
(1995), que fueron descritas en el apartado 3.1.1. Sin embargo la propuesta
de Kunii (1995) y la de Dragulescu et al. (2007) difieren en los rangos de las
restricciones estáticas y en la que consideran que es la postura de reposo3.
Por consiguiente tuvieron que ser ajustadas al modelo utilizado tanto (3.2)

θdmax
MF_AA =

(
θMF_F − θsmax

MF_F

θsmax
MF_F − θsmin

MF_F

)
θsmax

MF_AA (3.4)

como (3.3)

θdmax
MF(2)_F = min(θMF(3)_F + 9◦, θsmax

MF(2)_F)

θdmin
MF(2)_F = max(θMF(3)_F + 76◦, θsmin

MF(2)_F)

θdmax
MF(3)_F = min(θMF(2)_F − 16◦, θsmax

MF(3)_F, θMF(4)_F + 13◦)

θdmin
MF(3)_F = max(θMF(2)_F − 51◦, θsmin

MF(3)_F, θMF(4)_F − 69◦)

θdmax
MF(4)_F = min(θMF(3)_F − 9◦, θsmax

MF(4)_F, θMF(5)_F − 11◦)

θdmin
MF(4)_F = max(θMF(3)_F + 47◦, θsmin

MF(4)_F, θMF(5)_F + 68◦)

θdmax
MF(5)_F = min(θMF(4)_F − 8◦, θsmax

MF(5)_F)

θdmin
MF(5)_F = max(θMF(4)_F + 71◦, θsmin

MF(5)_F) (3.5)

3En este contexto el término «postura de reposo» hace referencia a aquella postura donde todos
los parámetros de la misma están a 0. Mientras que Kunii (1995), Wu y Huang (1999a) y otros
la fijan con los dedos extendidos al máximo, Dragulescu et al. (2007) escogen una postura más
parecida a la de reposo de una mano real.
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3.2. Modelo de la piel

También se incluyó en el programa externo la restricción de tipo 1 (3.1) en-
tre la articulación interfalangeal proximal y la interfalangeal distal, debido
a las limitaciones del programa Blender de modelado 3D.

• No se incluyeron restricciones de tipo 3 al carecer de datos sobre manos
humanas en movimiento que utilizar para el aprendizaje.

3.2. Modelo de la piel

El modelo exportado desde el programa MakeHuman incluye tanto un esqueleto
articulado como un modelo poligonal de la piel. Tras importarlos en el programa
Blender de modelado 3D, ambos deben vincularse para que los movimientos de
los huesos deformen la piel de forma realista. Aunque existen diversas técnicas,
el procedimiento más sencillo consisten en asignar un peso a cada polígono para
cada hueso, en función de cuanto debe afectar el movimiento del hueso al po-
lígono. Un peso de 1,0 significa que el polígono debe moverse solidariamente
con el hueso, mientras que un peso de 0,0 implica que el polígono permanecerá
en su posición original aunque el hueso se mueva. Por tanto, la mayor parte de
los polígonos de la piel tienen un peso de 1,0 para el hueso de la extremidad
a la que pertenecen y un 0,0 para todos los demás. El único aspecto complejo
de esta técnica es la asignación de los pesos sobre las articulaciones. En ese ca-
so puede ser necesario que a un mismo polígono se le asignen distintos pesos
de diferentes huesos, con el objetivo de simular la manera en la que la piel real
se estira y se pliega. Esta técnica es demasiado sencilla para generar resultados
realistas en todas las posturas —para lo que sería necesario utilizar técnicas más
sofisticadas, como las curvas de interpolación (IPO) de la deformación— por lo
que en ocasiones se puede observar que la piel se deforma de manera un tanto
artificiosa. Sin embargo funciona muy bien en la mayor parte de los caso, siendo
lo suficientemente buena como para generar manos sintéticas que puedan ser
utilizadas en la experimentación con técnicas de reconocimiento gestual.

Tras vincular el modelo poligonal de la piel al esqueleto articulado es nece-
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Capítulo 3. Modelado de la mano

sario establecer la apariencia de la mano sintética. Para obtener unos resultados
realistas no basta con elegir un color adecuado. Diferentes materiales tienen dis-
tintas propiedades físicas que les confieren una apariencia particular. En este
sentido la piel humana no es diferente a cualquier otro material, ya sea natural
o sintético. En concreto, para obtener un buen resultado es necesario elegir un
modelo reflexivo y una textura que sean lo más parecidos posible a los de la piel
humana real.

3.2.1. Modelo reflexivo de la piel

El color no es más que la sensación producida por la luz al impresionar los
receptores luminosos de los órganos visuales —los ojos— en función de la dis-
tribución de la energía respecto a la longitud de onda. En una escena cualquiera,
la luz que proviene de las diferentes fuentes de iluminación tiene una densidad
espectral de potencia que se modifica al reflejarse sobre las superficies de los
objetos, en función de las propiedades espectrales de la reflectancia de dichas
superficies. Puesto que distintos materiales suelen tener diferentes propiedades
espectrales, la luz que incide en los receptores luminosos tiene una densidad
espectral de potencia distinta, generando por tanto una sensación de color dife-
rente, en función del material de la superficie sobre la que fue reflejada, indepen-
dientemente de que toda la luz tenga su origen en una misma fuente luminosa.
Pese a que rigurosamente hablando la definición del término «color» va unida al
uso de los receptores luminosos de los órganos visuales, en general también se
habla de color para hacer referencia a la respuesta de cualesquiera otros sensores
luminosos, como por ejemplo los instalados dentro de cualquier tipo de cámara.
A efectos prácticos, la respuesta de un sensor i frente a un estímulo luminoso
viene determinada por

ci =
∫

r(λ) fi(λ) dλ (3.6)

donde r(λ) es la densidad espectral de potencia de la luz incidente en el sensor
i, mientras que fi(λ) describe la respuesta espectral de dicho sensor respecto a
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3.2. Modelo de la piel

la longitud de onda. Generalmente en un mismo dispositivo hay varios tipos de
sensores con diferentes curvas de respuesta espectral, que comúnmente se di-
señan para que cada uno opere como un filtro pasabanda centrado en alguna
longitud de onda concreta. El número de bandas o canales del dispositivo de-
pende de la aplicación. Lo más habitual cuando se pretende captar imágenes de
una escena en color es el uso de tres canales, centrados en el rojo —canal R—, el
verde —canal G— y el azul —canal B— respectivamente. Este es, por ejemplo,
el caso de los receptores luminosos presentes en el ojo humano. La elección de
estos tres canales es debido a que con ellos, y según los principios de la teoría
del color (Hunt, 2004), se puede reconstruir con exactitud el color de cualquier
objeto.

Como se ha comentado, la densidad espectral de potencia r(λ) depende tanto
de la densidad espectral de potencia de la iluminación de la escena, como de las
propiedades espectrales de la superficie del objeto sobre la que se refleja la luz.
La expresión exacta que relaciona estas magnitudes puede ser bastante compleja,
en función de las características de la superficie. Sin embargo es muy común
aproximar la solución considerando algún modelo sencillo de reflectancia. Por
ejemplo, si se supone que todas las superficies de los objetos de la escena son
lambertianas4, la respuesta del sensor i vendría determinada por

ci = (e · n)
∫

ρ(λ)e(λ) fi(λ) dλ (3.7)

donde e(λ) es la iluminación incidente —supuesta constante en toda la esce-
na— en la dirección de e, ρ(λ) es la reflectancia de la superficie en un punto x y
n es un vector normal a dicha superficie en el mismo punto x.

De (3.7) se puede deducir que la respuesta de cada sensor depende de una se-
rie de factores inherentes a la escena; siendo estos la iluminación, la reflectancia
de la superficie y la orientación relativa entre ambas —presente a través del pro-

4Las superficies lambertianas son aquellas para las que se cumple la ley de Lambert. Dicha ley
dice que en esas superficies la luz incidente se dispersa por igual en todas las direcciones,
dependiendo solamente el total de la luz reflejada del ángulo de incidencia de la iluminación.
Se suele utilizar para modelar la reflectividad de las superficies de apariencia mate.
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Capítulo 3. Modelado de la mano

ducto escalar (e · n)—. La ventaja de disponer de un modelo para la composición
del color en las imágenes es que hace posible normalizar la respuesta del sensor,
para obtener nuevas magnitudes que sean invariantes respecto a aquellas pro-
piedades de la escena que no sean de interés. Por ejemplo, se puede eliminar la
dependencia de la respuesta del sensor ci respecto a la orientación relativa en-
tre la superficie y la iluminación, normalizando la respuesta para cada canal i
respecto a la suma de las respuestas para todos los canales

ci

∑i ci
=

(e · n)
∫

ρ(λ)e(λ) fi(λ) dλ

(e · n) ∑i
∫

ρ(λ)e(λ) fi(λ) dλ
=

∫
ρ(λ)e(λ) fi(λ) dλ

∑i
∫

ρ(λ)e(λ) fi(λ) dλ
(3.8)

Si los canales utilizados fueran R, G y B; se obtendría(
cR

cR + cG + cB
,

cG

cR + cG + cB
,

cB

cR + cG + cB

)
(3.9)

lo que se conoce como coordenadas de color normalizadas (NCC). En todo caso,
es importante destacar que en general esta normalización no elimina la depen-
dencia de (3.7) respecto a la iluminación, pues e(λ) no se puede simplificar en
(3.8).

Estas expresiones derivan de la hipótesis inicial de que las superficies de los
objetos de la escena son lambertianas. Sin embargo, previamente se comentó que
lo que realmente se busca es disponer de un modelo de la piel humana que per-
mita generar imágenes de una mano sintética. Por tanto es necesario analizar las
propiedades espectrales de la piel, para saber si se comporta como una super-
ficie lambertiana y determinar así si las expresiones anteriores puden ser útiles
para desarrollar dicho modelo.

Propiedades espectrales de la piel humana

La piel tiene una estructura compleja que esencialmente puede ser dividida
en dos capas, la epidermis y la dermis (véase la figura 3.3). Cuando la luz incide
sobre la superficie de la epidermis ésta se refleja aproximadamente en un 5 %, in-
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Figura 3.3. Ilustración de la piel y de sus capas.

dependientemente de la longitud de onda y del grupo étnico al que pertenezca el
individuo (Anderson et al., 1981). El resto de la luz incidente es en su mayor par-
te absorbida por la epidermis —que actúa como un filtro óptico— transmitiendo
una parte de ella en función de la longitud de onda y de la concentración de me-
lanina en la piel. Al llegar a la dermis la luz es tanto dispersada como absorbida,
siendo este último fenómeno debido a componentes de la sangre como la hemo-
globina, la bilirubina y el betacaroteno. La dispersión, por el contrario, hace que
la luz vuelva a ser transmitida por la epidermis y reflejada hacia el exterior. En
general se puede afirmar que las propiedades ópticas de la dermis son las mis-
mas para todos los grupos étnicos. Por tanto, la reflectancia de la piel puede ser
modelada como una función de la concentración de melanina en la epidermis y
de la cantidad de sangre en la dermis (Ohtsuki y Healey, 1999; Störring, 2001),
dependiendo el color de la piel fundamentalmente de la concentración de mela-
nina. Es decir, que la piel de un individuo de raza negra sólo se distingue de la
de otro de raza blanca en que tiene una mayor concentración de melanina en la
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epidermis.

Si bien la absorción en la epidermis y la dispersión en la dermis, conjuntamen-
te, pueden ser aproximadas por la ley de Lambert, ésta no se cumple para el por-
centaje de luz que se refleja en la superficie de la epidermis. La ley de Lambert
se suele utilizar para modelar la reflectividad de las superficies de apariencia
mate, pero el porcentaje que se refleja en la superficie de la epidermis hace que
la piel no tenga dicha apariencia. Por tanto es necesario buscar un modelo que
se ajuste mejor al comportamiento real de la luz sobre la piel, como por ejemplo,
el modelo dicromático de reflexión.

Modelo dicromático de reflexión

En el modelo dicromático de reflexión (MDR) la densidad espectral de poten-
cia r(λ) de la luz reflejada es la suma de la que se refleja en el cuerpo rbody(λ) y
la que se refleja en la superficie rsur f (λ) del mismo (Klinker et al., 1988; Shafer,
1985)

r(λ) = rsur f (λ) + rbody(λ) (3.10)

En general, y de forma similar a lo hecho para obtener (3.7), ambas densidades
pueden ser descompuestas en términos de la reflectancia, la densidad espectral
de potencia de la luz incidente y un factor de escala que depende de la geometría

r(θ, λ) = msur f (θ)ρsur f (λ)e(λ) + mbody(θ)ρbody(λ)e(λ) (3.11)

donde msur f (θ) y mbody(θ) son los factores de escala dependientes de la geome-
tría θ, para la densidad espectral de potencia de la luz reflejada en la superficie
ρsur f (λ) y en el cuerpo ρbody(λ) respectivamente. En general la geometría descri-
ta por θ incluye el ángulo de incidencia de la luz, el ángulo entre la luz incidente
y la luz reflejada —o ángulo de fase— y el ángulo de visión. El término rsur f (λ)
se utiliza para modelar los reflejos en la superficie del cuerpo, por lo que msur f (θ)
se debe escoger utilizando algún modelo físico que describa este fenómeno se-
gún la geometría de la escena y las propiedades de la superficie (Beckmann y
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Spizzichino, 1987; Phong, 1975; Shafer, 1984; Torrance y Sparrow, 1992), mien-
tras que la reflectividad ρsur f (λ) se suele tomar como independiente respecto a
la longitud de onda, puesto que así ocurre para la mayor parte los materiales.
Esto último permite que la densidad espectral de potencia de la luz reflejada
rsur f (λ) en la superficie tenga la misma distribución espectral de potencia que
la luz incidente e(λ). La luz que no es reflejada en la superficie penetra en el
cuerpo, donde es dispersada y absorbida, de forma que una pequeña parte de la
misma rbody(λ) llega a la superficie y escapa del material. Esto es modelado en
el MDR siguiendo la ley de Lambert. Por lo que

mbody(θ) = e · n (3.12)

puesto que según dicha ley la reflectividad sólo depende, geométricamente ha-
blando, del ángulo entre la luz incidente y la normal a la superficie. La luz que
viaja a través del cuerpo es absorbida en las longitudes de onda que son carac-
terísticas del material, por lo que es ρbody(λ) quién fija el color característico del
cuerpo (Kittler e Illingworth, 1986).

Debido a las similitudes entre el comportamiento real de luz sobre la piel y el
MDR es factible utilizar éste último para obtener un modelo reflexivo de la piel.
Por ejemplo, Störring et al. (1999) definen las reflectividades para la piel según
las expresiones

ρsur f (λ) = 0,5

ρbody(λ) = τ2
epi + ρder

donde τepi y ρder son la transmitancia de la epidermis y la reflectancia de la der-
mis respectivamente. Mientras que otros autores prefieren simplificar la compo-
nente especular y quedarse sólo con el modelo lambertiano. En cualquier caso
estos modelos no sólo permiten generar imágenes foto-realistas de la mano, sino
que también permiten desarrollar modelos estadísticos basados en principios fí-
sicos (Ohtsuki y Healey, 1999; Störring, 2001) o modelos invariantes frente a la
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variación de los parámetros del entorno (Finlayson y Schaefer, 2001; Störring
et al., 1999, 2000) que pueden ser utilizados para la detección de regiones de piel.

3.2.2. Apariencia de la mano sintética

Para modelar la apariencia se escogió el MDR, con algunas modificaciones
comúnmente utilizadas a la hora de modelar piel humana:

• El modelo físico escogido para msur f (θ) fue el propuesto por Cook y To-
rrance (1981). Este modelo tiene en cuenta el brillo relativo entre los di-
ferentes materiales y luces de la escena. Además permite describir la dis-
tribución de la luz reflejada, así como la variación de color de ésta según
cambia la reflectancia con el ángulo de la luz incidente. El modelo físico
puede ser ajustado modificando el coeficiente de especularidad y el ancho
de los destellos especulares. Estos parámetros fueron fijados a 0,05 y 10
respectivamente.

• El modelo físico escogido para mbody(θ) no fue el lambertiano sino el pro-
puesto por Oren y Nayar (1995), que puede ser considerado una generali-
zación del primero. Aunque el modelo lambertiano ha sido ampliamente
utilizado en visión por computador, resulta ser inadecuado para mode-
lar muchas superficies reales. El motivo fundamental es que no tiene en
cuenta la rugosidad de éstas. El modelo de Oren y Nayar (1995) sí predi-
ce adecuadamente la reflectancia de las superficies rugosas, teniendo en
cuenta fenómenos físicos complejos como el sombreado y las interrefle-
xiones entre puntos de una misma superficie. El modelo físico puede ser
ajustado modificando los coeficientes de reflexión y de rugosidad. Estos
parámetros fueron fijados a 0,95 y 0,35 respectivamente.

• El color de la piel se estableció ajustando la densidad espectral de potencia
de la luz reflejada en la superficie ρsur f (λ) y en el cuerpo ρbody(λ). Aunque
la primera suele ser independiente respecto a la longitud de onda, se optó
por que ambas fueran iguales. En concreto se fijaron los pesos para los tres
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3.2. Modelo de la piel

Figura 3.4. Muestra de la textura de la piel uti-
lizada en el modelado de la mano sintética.

canales de color —rojo, verde y azul— como 0,94, 0,82 y 0,73 respectiva-
mente

Los parámetros comentados fueron escogidos considerando que se deseaba re-
producir la piel de un individuo promedio de raza blanca.

Finalmente se añadió un modelo para simular la textura, que fue proporcio-
nado por el propio programa MakeHuman. En la figura 3.4 se puede observar una
muestra de la misma.
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4
Análisis de componentes
principales basado en kernel

El análisis de componentes principales (PCA) (Jolliffe, 2002) es una técnica
estándar en el análisis de datos que consiste en transformar un número de varia-
bles correladas en un número, generalmente menor, de variables incorreladas.
Para ello el PCA genera un subespacio donde la dirección de la mayor varianza
del conjunto de datos es capturada en la primera dimensión, la dirección de la
segunda mayor varianza en la segunda dimensión, y así sucesivamente. El con-
junto de datos originales es proyectado en el nuevo subespacio mediante una
transformación ortogonal lineal, de forma que se retienen aquellas característi-
cas del conjunto de datos que contribuyen más a la varianza. Intuitivamente se
entiende que así se puede reducir la dimensionalidad de los datos, al tiempo
que se revela la estructura oculta subyacente a los mismos. Es decir, se extraen
los factores que explican la variabilidad de los mismos.

Por ejemplo, en la figura 4.1, se puede observar un conjunto de datos {xn} en
R2, donde n = 1, . . . , N, así como el vector v que indica la dirección de mayor
varianza de los datos. Este vector v define un subespacio en R sobre el que el
PCA proyectará cada punto xn, para obtener así el conjunto de datos proyectado
{yn}. Si bien el PCA no puede dar un significado a esta nueva variable y en R,
de la que parece que depende la variabilidad del conjunto de datos original, que
intuitivamente se puede entender que es un factor subyacente al proceso que
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x2

x1

vxi

yi

Figura 4.1. Mediante PCA se puede obtener v, la componente
principal del conjunto de datos {xn} en R2. Posteriormente cada
punto xi es proyectado sobre v en yi.

generó el conjunto de datos {xn}.
Como ya se ha comentado, el PCA proyecta el conjunto de datos en el nuevo

subespacio mediante una transformación ortogonal lineal. Por lo tanto, podrá
extraer la estructura oculta subyacente a los mismos siempre que el proceso que
los generó tenga la misma naturaleza. En el caso de que no sea así, eso no será
posible.

En la figura 4.2 a la derecha se puede observar otro conjunto de datos {xn} en
R2. Si en ese caso se aplicara el PCA, difícilmente se obtendría como resultado un
subespacio donde cada dimensión correspondiera a alguno de los factores ocul-
tos que explican la variabilidad de los datos. Lo que si sería posible es mapear
cada punto del conjunto de datos {xn}, mediante una transformación no lineal
Φ(x) : R2 −→ F, en el espacio denominado de características F de dimensión
M, de forma que cada punto xn es proyectado en un punto Φ(xn). Si la transfor-
mación Φ(x) es escogida adecuadamente, el espacio de características F sería un
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Φ(x)
x2 Φ2

Φ1

v

x1

Figura 4.2. En el KPCA un conjunto de datos {xn} en R2 —izquierda— es proyectado
mediante Φ(x) en el espacio de características —derecha— donde se puede obtener v,
la dirección de la componente principal del conjunto de datos {Φ(xn)}.
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Φ(x)
x2 Φ2

Φ1x1

h

Figura 4.3. En las SVM dos conjuntos de datos difíciles de clasificar en R2 —izquier-
da— son proyectados mediante Φ(x) en el espacio de características —derecha—,
donde pueden ser clasificados empleando un hiperplano h como frontera.

espacio de mayor dimensionalidad, donde la relación entre el conjunto de datos
proyectado {Φ(xn)} y los factores subyacentes a la variabilidad del conjunto de
datos original {xn} sería lineal. Por tanto, es de suponer que aplicando un PCA
estándar en el espacio de características F se podrían recuperar dichos factores,
tal y como se muestra en la figura 4.2. A este tipo de análisis se lo denomina
análisis de componentes principales basado en kernel (KPCA) (Schölkopf et al.,
1998).

El KPCA, junto con diversas técnicas que siguen el mismo procedimiento de
mapear los datos en un espacio características mediante una transformación no
lineal, se agrupan en lo que se denomina métodos basados en kernel. Por ejem-
plo, otra técnica basada en kernel son las máquinas de soporte vectorial (SVM),
que se utilizan con vistas a la clasificación. En la figura 4.3 a la derecha se pueden
observar dos conjuntos de datos en R2. En principio sería muy complicado en-
trenar un clasificador en R2 que pudiera separar ambos conjuntos. Sin embargo,
cada punto puede ser mapeado mediante una transformación no lineal Φ(x) en
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un espacio de características F de dimensión M. Si la transformación no lineal se
escoge adecuadamente, ambos conjuntos de datos serían fácilmente separables
utilizando como frontera un hiperplano h en F. Una ilustración esquemática de
este procedimiento puede observarse en la figura 4.3.

4.1. Fundamentos del KPCA

Suponiendo que se dispone de un conjunto de datos {xn}, donde n = 1, . . . , N,
de media 0, se puede utilizar el estimador insesgado para calcular la matriz de
covarianza C como

C =
1

N − 1

N

∑
n=1

xnxT
n (4.1)

En el caso de querer aplicar PCA bastaría con resolver el problema de los auto-
valores para la matriz de covarianza C

Cvi = λivi para i = 1, . . . , D (4.2)

donde D es la dimensión de los datos xn. Las componentes principales del PCA
vienen definidas por el conjunto de autovectores {vi}. Éstos habitualmente se
normalizan, de forma que vT

i vi = 1.

Sin embargo, como se ha comentado anteriormente, en el KPCA cada punto
xn del espacio de entrada de dimensión D es mapeado en un espacio de carac-
terísticas F de dimensión M —donde M > D— mediante una transformación
no lineal Φ(x) : RD −→ F. En ese caso se puede definir la matriz de covarianza
C ∈ RM×M como

C =
1

N − 1

N

∑
n=1

Φ(xn)Φ(xn)T (4.3)

siempre que la media del conjunto de datos proyectado en el espacio de carac-
terísticas sea 0. Es decir, que ∑N

n=1 Φ(xn) = 0. De la misma manera se puede

61
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definir la descomposición en autovectores de la matriz de covarianza C como

Cvi = λrvi para i = 1, . . . , M (4.4)

El objetivo es resolver este problema de autovalores sin tener que trabajar en
el espacio de características, porque éste puede ser de una dimensionalidad tan
elevada —incluso infinita— que resulte inmanejable y porque generalmente no
se conoce Φ(x) de forma explícita.

A partir de la definición de la matriz de covarianza (4.3) se puede reescribir el
problema de autovalores (4.4)

1
N − 1

N

∑
n=1

Φ(xn){Φ(xn)Tvi} = λivi para i = 1, . . . , M (4.5)

Puesto que C es por construcción una matriz simétrica semidefinida positiva, el
problema sólo tiene que ser resuelto para λ ≥ 0. Además, observando (4.5) dete-
nidamente, resulta obvio que para que haya solución los vectores {vi} deben ser
una combinación lineal de los datos proyectados {Φ(xn)}. Es decir, que pueden
ser escritos como

vi =
N

∑
n=1

ainΦ(xn) (4.6)

Sustituyendo (4.6) en (4.5) se obtiene

1
N − 1

N

∑
n=1

Φ(xn)Φ(xn)T
N

∑
m=1

aimΦ(xm) = λi

N

∑
l=1

ailΦ(xl) (4.7)

Puesto que se busca evitar trabajar en el espacio de características, se multiplica
ambos lados de (4.7) por Φ(xj)T para que la expresión quede en términos del
producto escalar de los puntos Φ(xn)

1
N − 1

N

∑
n=1

Φ(xj)TΦ(xn)
N

∑
m=1

aimΦ(xn)TΦ(xm) = λi

N

∑
l=1

ailΦ(xj)TΦ(xl) (4.8)
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o definiendo la función de kernel como k(xn, xm) = Φ(xn)TΦ(xm)

1
N − 1

N

∑
n=1

k(xj, xn)
N

∑
m=1

aimk(xn, xm) = λi

N

∑
l=1

ailk(xj, xl) (4.9)

Expresión que puede ser escrita en notación matricial como

K2ai = λi(N − 1)Kai (4.10)

definiendo la matriz K en términos de la función de kernel como knm = k(xn, xm).

La solución de (4.10) se puede encontrar resolviendo el problema de autova-
lores

Kai = λi(N − 1)ai para i = 1, . . . , M (4.11)

Es importante destacar que la soluciones de (4.11) difieren sólo de las soluciones
de (4.10) en los autovectores de K a los que les corresponde al autovalor 0, lo que
no afecta a la proyección de componentes principales.

Al igual que en el caso del PCA, generalmente sólo es necesario obtener aque-
llos ai a los que les corresponden los autovalores de mayor valor; si bien resol-
viendo (4.11) se pueden obtener los M vectores de coeficientes ai necesarios para
reconstruir los M autovectores vi de la matriz de covarianza C. Es decir, como
el problema no puede ser tratado fácilmente en un espacio de elevada dimen-
sión —como es el espacio de características F— se busca proyectar los puntos
Φ(xn) en un subespacio construído a lo largo de las direcciones donde ocurren
las mayores variaciones del conjunto de datos {Φ(xn)}. Para ello sólo es nece-
sario calcular los R autovectores vi de mayor autovalor λi de C. Esto a su vez
se traduce, según (4.11), en obtener los R —siendo R ≤ M— autovectores ai de
mayor autovalor λi(N − 1) de K.

Resuelto este problema, se puede obtener el i-ésimo componente principal pa-
ra un punto x en términos de la función de kernel. Para eso basta con hacer
el producto escalar entre dicho punto en el espacio de características Φ(x) y el
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autovector vi correspondiente a dicha componente

yi(x) = Φ(x)Tvi =
N

∑
n=1

ainΦ(x)TΦ(xn) =
N

∑
n=1

aink(x, xn) (4.12)

Así, suponiendo que A sea la matriz de N × R cuyas columnas son los R auto-
vectores ai de K de mayor autovalor λi(N − 1), la proyección de cada punto xn

en el subespacio generado por el KPCA se puede escribir matricialmente como

yn = ATkn (4.13)

Es importante destacar que la dimensión del espacio de entrada del conjun-
to de datos {xn} es D, por lo que mediante PCA se podrían obtener hasta D
componentes principales. Sin embargo la dimensionalidad del espacio de carac-
terísticas F puede ser mucho mayor que D, por lo que se puede encontrar un
número de componentes principales no lineales mayor que D.

4.2. Condición de normalidad de los autovectores

Generalmente, cuando se resuelve un problema de autovalores no sólo se exi-
ge que los autovectores sean ortogonales, sino también que estén normalizados.
Es decir, que vT

i vi = 1, ∀i. Puesto que los autovectores de la matriz de covarian-
za del conjunto de datos definen directamente el subespacio de componentes
principales en el PCA, está garantizado que los vectores que describen dicho
subespacio sean normales. Sin embargo en el KPCA, el imponer la normalidad
en el problema de autovalores (4.11) en la página anterior no afecta directamente
a los autovectores vi de la matriz de covarianza C. Sólo se estaría imponiendo
la normalidad a los vectores de coeficientes ai. Sabiendo esto y observnado (4.6)
en la página 62 resulta obvio que, en general, no se puede decir nada acerca de
la norma de los autovectores vi.

Lo que sí se puede hacer es forzar que el producto escalar de cada autovector
vi por sí mismo sea la unidad, para posteriormente desarrollar dicha expresión
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mediante el uso de (4.6) y (4.11)

vT
i vi =

N

∑
n=1

N

∑
m=1

ainaimΦ(xn)TΦ(xm) = aT
i Kai = λi(N − 1)aT

i ai = 1 (4.14)

Esto permite fijar una condición sobre la norma de los vectores de coeficientes ai

con el fin de garantizar la normalidad de los autovectores vi.

λi(N − 1)aT
i ai = 1⇒ aT

i ai =
1

λi(N − 1)
⇒ ‖ai‖ =

1√
λi(N − 1)

(4.15)

4.3. Consideraciones acerca de la función de kernel

El procedimiento descrito para el KPCA funciona sobre la idea de proyectar
el conjunto de puntos a analizar en un espacio de características mediante una
transformación no lineal Φ(x) : RD −→ F. Puesto que dicha transformación no
se conoce de forma explícita, todas las ecuaciones se manipulan para ponerlas
en términos de la función de kernel k(xn, xm) = Φ(xn)TΦ(xm) o de la matriz
de kernel K cuyos elementos se definen como knm = k(xn, xm). Pero incluso así,
sigue siendo necesario conocer Φ(x) para evaluar la función de kernel.

La solución a este problema se la conoce por el término en inglés de kernel trick.
Éste usa el hecho de que para cualquier función de kernel semidefinida positiva
existe un espacio donde dicha función puede expresarse como un producto esca-
lar (Aizerman et al., 1964; Hofmann et al., 2008). Es decir, que habiendo definido
la función k(xn, xm) en términos de los puntos en el espacio de entrada para que
sea semidefinida positiva, se puede estar seguro de que existe algún espacio en
el que dicha función se puede escribir como

k(xn, xm) = Φ(xn)TΦ(xm) (4.16)

suponiendo que Φ(x) sea la transformación que mapea los puntos del espacio de
entrada en el nuevo espacio, al que se denomina espacio de características. Por
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tanto, escogiendo la función de kernel se está seleccionando implícitamente la
transformación Φ(x) y el espacio de características sobre el que se va a realizar el
análisis de los datos. Además, el que la función de kernel se pueda escribir como
un producto escalar en el espacio de características implica que K es una matriz
de Gram, lo que a su vez significa que es una matriz simétrica semidefinida
positiva.

En función de lo comentado hasta el momento, cualquier función de similari-
dad1 semidefinida positiva es una función de kernel válida. Por lo que la elección
de una función concreta depende fundamentalmente de la naturaleza del pro-
blema. Aun así existen alguna funciones de kernel que son de uso común, por
ejemplo la función de kernel gaussiano

k(xn, xm) = exp(−‖xn − xm‖2/c) (4.17)

donde c es un parámetro positivo constante. Esta clase de función de kernel es
de uso común, puesto que al ser del tipo función de base radial (RBF)2 está ga-
rantizada su invarianza frente a transformaciones de similaridad y el generar
siempre una matriz K definida positiva (Hofmann et al., 2008).

Otra función de kernel de uso muy común es la polinomial

k(xn, xm) = (xT
n xm + c)d (4.18)

donde c y d son constantes —con d ∈ N—. Este tipo de funciones capturan la
direccionalidad de los datos, lo que puede ser especialmente interesante en el
encaje de correspondencias. Sin embargo, el producto escalar no es invariante
frente a cambios de escala, asunto que debe ser resuelto en función del tipo de
problema en el que se vaya a utilizar.

1Una función de similaridad es una función escalar tal que al ser aplicada sobre una pareja de
datos devuelve una valor que indica cómo de parecidos son dichos datos.

2Una función k(x, y) es una RBF si y sólo si k(x, y) = k(‖x− y‖).
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Por otro lado la función de kernel triangular

k(xn, xm) = −‖xn − xm‖d para 0 < d < 2 (4.19)

es invariante a transformaciones afines, excepto en los cambios de escala (Sahbi,
2005). Aun así presenta una curiosa propiedad denominada invarianza «en la
forma», tal que dado un factor de escala γ > 0 esta propiedad puede describirse
como

k(γxn, γxm) = γk(xn, xm) (4.20)

Elegir una función de kernel adecuada es una de los principales problemas de
los métodos basados en kernel. Por eso el desarrollo de técnicas que permitan el
aprendizaje del mejor kernel para una tarea dada ha atraído mucho la atención
de los investigadores en estos últimos años (Daoqiang et al., 2006).

4.4. Análisis de conjuntos de datos no centrados

Hasta el momento se ha supuesto que el conjunto de datos proyectados en el
espacio de características {Φ(xn)} tiene media cero. Sin embargo esto no tiene
por qué ser cierto. Si se trabajara con el PCA, bastaría con sustraer la media
muestral al conjunto de datos. Sin embargo en KPCA esto no es posible puesto
que se evita el trabajar directamente en el espacio de características F. En su
lugar se intenta expresar dicha sustracción en términos de la función kernel.

4.4.1. Centrado en el espacio de características

Suponiendo que fuera posible sustraer la media muestral 1
N ∑N

n=1 Φ(xn) de los
datos en el espacio de características, cada punto centrado y proyectado Φ̃(xn)
vendría dado por

Φ̃(xn) = Φ(xn)−
1
N

N

∑
s=1

Φ(xs) (4.21)
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y cada elemento de la matriz K centrada, denotada por K̃, vendría dado por

K̃nm = Φ̃(xn)TΦ̃(xm)

=

(
Φ(xn)T − 1

N

N

∑
s=1

Φ(xs)T

)(
Φ(xm)− 1

N

N

∑
t=1

Φ(xt)

)

= Φ(xn)TΦ(xm)− 1
N

N

∑
s=1

Φ(xn)TΦ(xs)

− 1
N

N

∑
s=1

Φ(xs)TΦ(xm) +
1

N2

N

∑
s=1

N

∑
t=1

Φ(xs)TΦ(xt)

= k(xn, xm)− 1
N

N

∑
s=1

k(xn, xs)

− 1
N

N

∑
s=1

k(xs, xm) +
1

N2

N

∑
s=1

N

∑
t=1

k(xs, xt) (4.22)

que puede ser expresado en notación matricial como

K̃ = K− 1
N

11TK−K
1
N

11T +
1
N

11TK
1
N

11T ⇒ K̃ = HKH (4.23)

donde H = I− 1
N 11T.

De esta manera, el procedimiento completo para el KPCA de un conjunto de
datos cualquiera se resume en el algoritmo 4.1.

4.4.2. Centrado por clases en el espacio de características

Hasta el momento se ha visto cómo centrar el conjunto de datos en el espacio
de características sustrayendo la media muestral de todos los puntos. Sin embar-
go, en ocasiones los puntos pueden haber sido clasificados, siendo mucho más
interesante centrarlos respecto a los otros miembros de la misma clase. Esto, por
ejemplo, puede ser utilizado en el encaje de puntos entre objetos articulados en
diferentes posturas (Wang, 2007, cap. 3 o Wang y Hancock, 2006).

Suponiendo que cada punto del conjunto de datos {xn} pertenece a una de
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Algoritmo 4.1. KPCA de un conjunto de datos no centrado.

1. Calcular la matriz K a partir de la función de kernel k(xn, xm) seleccionada.

2. Centrar el conjunto de datos en el espacio de características utilizando
(4.23)

K̃ = HKH

3. Resolver el problema de autovalores (4.11) en la página 63

K̃ai = λi(N − 1)ai para i = 1, . . . , M

para los R autovectores ai de mayor autovalor λi.

4. Reescalar los vectores de coeficientes ai teniendo en cuenta la condición de
normalidad (4.15) en la página 65

‖ai‖ =
1√

λi(N − 1)

5. Proyectar el conjunto de datos en el subespacio de componentes principa-
les mediante la expresión (4.13) en la página 64

yn = AT k̃n donde A = [a1, . . . , aR]
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L clases. Sea P una matriz de N × L, tal que el elemento pnl contenga la proba-
bilidad de que el n-ésimo punto pertenezca a la clase l y que ∑L

l=1 pnl = 1, ∀n.
Entonces la media en el espacio de características de los puntos de la clase l,
denotada por µl , vendría dada por

µl =
1

∑N
m=1 pml

N

∑
n=1

Φ(xn)pnl (4.24)

Puesto que cada punto Φ(xn) tiene una probabilidad determinada de pertenecer
a cada una de las clases, se puede estimar la media a sustraer a cada uno como el
promedio de µl para todos los l, ponderado por la probabilidad de que el punto
pertenezca a cada clase concreta

Φ̃(xn) = Φ(xn)−
L

∑
l=1

µl pnl (4.25)

donde Φ̃(xn) denota al punto xn centrado y proyectado en el espacio de caracte-
rísticas. Al igual que antes, cada elemento de la matriz K̃ vendría dado por

K̃nm = Φ̃(xn)TΦ̃(xm)

=

(
Φ(xn)T −

L

∑
l=1

pnl

∑N
i=1 pil

N

∑
s=1

Φ(xs)T psl

)
(

Φ(xm)−
L

∑
r=1

pmr

∑N
j=1 pjr

N

∑
t=1

Φ(xt)ptr

)
= Φ(xn)TΦ(xm)

−
L

∑
r=1

pmr

∑N
j=1 pjr

N

∑
t=1

Φ(xn)TΦ(xt)ptr

−
L

∑
l=1

pnl

∑N
i=1 pil

N

∑
s=1

Φ(xs)TΦ(xm)psl

+
L

∑
l=1

L

∑
r=1

pnl pmr

∑N
i=1 pil ∑N

j=1 pjr

N

∑
s=1

N

∑
t=1

Φ(xs)TΦ(xt)psl ptr
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= k(xn, xm)

−
L

∑
r=1

pmr

∑N
j=1 pjr

N

∑
t=1

k(xn, xt)ptr

−
L

∑
l=1

pnl

∑N
i=1 pil

N

∑
s=1

k(xs, xm)psl

+
L

∑
l=1

L

∑
r=1

pnl pmr

∑N
i=1 pil ∑N

j=1 pjr

N

∑
s=1

N

∑
t=1

k(xs, xt)psl ptr (4.26)

que puede ser expresado en notación matricial como

K̃ = K−KW−WK−WKW⇒ K̃ = (I−W) K (I−W) (4.27)

donde W = PDPT y D es una matriz diagonal de elementos dll = 1
∑N

n=1 pnl
.

El procedimiento completo para el KPCA centrado por clases de un conjunto
de datos cualquiera se resumen en el algoritmo 4.2.

4.5. Estimación de la preimagen

La transformación que hace el PCA a los datos es invertible. Es decir, dado un
punto y del subespacio de componentes principales de dimensión R, es posible
obtener un punto x en el espacio de dimensión D del conjunto de datos original.

Sin embargo, en general, en el KPCA esto no es posible. Como se esquematiza
en la figura 4.4, la transformación no lineal Φ(x) mapea los puntos xn del espacio
de dimensión D en una variedad, también de dimensión D, en el espacio de ca-
racterísticas F de dimensión M —con M ≥ D—. El punto xn es conocido como la
preimagen del correspondiente punto Φ(xn). Por el contrario PΦ(xn), la proyec-
ción de Φ(xn) en el subespacio de componentes principales pero en coordenadas
del espacio de características3, no tiene por qué estar dentro de la variedad de

3La proyección de Φ(xn) en el subespacio de componentes principales se expresa respecto a la
base que define dicho subespacio. Sin embargo, para la estimación de la preimagen es más in-
teresante expresarla en coordenadas del espacio de características, lo que se denota por PΦ(xn).
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Algoritmo 4.2. KPCA de un conjunto de datos con centrado por clases.

1. Calcular la matriz K a partir de la función de kernel k(xn, xm) seleccionada.

2. Centrar el conjunto de datos en el espacio de características utilizando
(4.27)

K̃ = (I−W) K (I−W)

donde W = PDPT y D es una matriz diagonal de elementos dll = 1
∑N

n=1 pnl
.

3. Resolver el problema de autovalores (4.11) en la página 63

K̃ai = λi(N − 1)ai para i = 1, . . . , M

para los R autovectores ai de mayor autovalor λi.

4. Reescalar los vectores de coeficientes ai teniendo en cuenta la condición de
normalidad (4.15) en la página 65

‖ai‖ =
1√

λi(N − 1)

5. Proyectar el conjunto de datos en el subespacio de componentes principa-
les mediante la expresión (4.13) en la página 64

yn = AT k̃n donde A = [a1, . . . , aR]
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x2 Φ2 Φ(xi)

x̂i

PΦ(xi)

Φ(x̂i)

Φ1

Φ3

xi

x1

Figura 4.4. El punto PΦ(xi), resultante de mapear y proyectar el punto xi, no perte-
nece a la variedad definida por el espacio de entrada en el espacio de característica
F, por lo que no tiene preimagen. Se pretende estimar una hallando un punto x̂i tal
que su proyección Φ(x̂i) en F esté lo más cerca posible de PΦ(xi).

dimensión D de los datos. Por tanto, no tiene porqué tener una preimagen en
el espacio de entrada. Sin embargo, la obtención de una preimagen, aunque sea
aproximada, puede ser de interés para, por ejemplo, obtener algo de información
acerca de lo que está ocurriendo en el espacio de características. Por eso se han
propuesto diferentes técnicas para intentar encontrar preimágenes aproximadas
(Bakir et al., 2004).

El objetivo, por tanto, es estimar una preimagen x̂ del punto y del subespa-
cio de componentes principales del espacio de características. Para eso es nece-
sario deshacer la transformación lineal que proyecta los puntos del espacio de
características F en el subespacio de componentes principales. Puesto que dicho
subespacio está definido por los autovectores {vi}, para cualquier punto y es
posible encontrar su proyección en el espacio de características —denotada por
PΦ(x)— mediante la expresión

PΦ(x) =
R

∑
i=1

yivi (4.28)
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donde yi es la i-ésima componente del vector y. Puesto que la preimagen no
tiene por qué existir, Mika et al. (1999) proponen hallar la solución resolviendo el
problema de optimización para x̂

x̂ = arg min
x̂
‖Φ(x̂)− PΦ(x)‖2 (4.29)

reemplazando los términos independientes de x̂ por Ω

x̂ = arg min
x̂
‖Φ(x̂)‖2 − 2(Φ(x̂) · PΦ(x)) + Ω (4.30)

Sustituyendo (4.28) y (4.6) en la página 62 en (4.30) se obtiene una expresión en
términos de productos escalares, lo que permite introducir la función de kernel
y eliminar las referencias a la transformación no lineal Φ(x)

x̂ = arg min
x̂

k(x̂, x̂)− 2
R

∑
i=1

yi

N

∑
n=1

aink(x̂, xn) + Ω (4.31)

4.5.1. Preimágenes para funciones de kernel gaussianas

En el caso de que la función de kernel sea una RBF el término k(x̂, x̂) de (4.31)
es constante para cualquier x̂, lo que permite que sea englobado en Ω

x̂ = arg max
x̂

N

∑
n=1

γnk(x̂, xn) + Ω (4.32)

donde γn = ∑R
i=1 yiain. Mika et al. (1999) resuelven (4.32) para una función de

kernel gaussiano, (4.17) en la página 66, mediante el método del gradiente des-
cendente.

x̂ = ∑N
n=1 γn exp(−‖x̂− xn‖2/c)xn

∑N
n=1 γn exp(−‖x̂− xn‖2/c)

(4.33)
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Centrado en el espacio de características

La expresión (4.33) es correcta si se supone que los datos quedan centrados
al ser mapeados en el espacio de características mediante la transformación no
lineal Φ(x). Si no fuera así, al aplicar el KPCA sería necesario utilizar alguna
de las técnicas descritas en 4.4.1 en la página 67. El uso de éstas hace que los
autovectores vi, que describen el subespacio de componentes principales, no de-
pendan de los datos mapeados Φ(xn) sino de los datos mapeados y centrados
Φ̃(xn) en el espacio de características4. El resultado es que en (4.29) se comparan
la proyección de un punto y del subespacio de componentes principales en el
espacio de características —obtenida mediante (4.28)— con la estimación de la
preimagen x̂ de dicho punto también proyectada en el espacio de características.
Sin embargo al primero se le ha restado la media muestral del conjunto de datos
proyectados {Φ(xn)}, por la dependencia de los autovectores respecto a los da-
tos mapeados y centrados, mientras que al segundo no. Por tanto (4.28) debe ser
reescrita, para el caso de datos mapeados no centrados, como

PΦ(x) =
R

∑
i=1

yivi +
1
N

N

∑
n=1

Φ(xn) (4.34)

Modificando (4.6) en la página 62 para tomar en consideración la dependencia
de los autovectores respecto a los datos mapeados y centrados

vi =
N

∑
n=1

ainΦ̃(xn) (4.35)

4En (4.6) en la página 62 se indica que los autovectores son una combinación lineal de los da-
tos mapeados en el espacio de características Φ(xn). Sin embargo, el desarrollo de todas las
expresiones del KPCA se basó en la premisa de que dichos datos están centrados, lo permite
utilizar la igualdad Φ̃(xn) = Φ(xn) según (4.21) en la página 67. Si esto no fuera cierto, todas
las expresiones del KPCA deben ser reescritas en función de los datos mapeados y centrados
Φ̃(xn) y utilizar lo visto en 4.4.1 en la página 67 para obtener la matriz K̃ de los datos centrados
a partir de la de los datos no centrados K. Para el algoritmo 4.1 ésto ya fue tenido en cuenta
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sustituyendo (4.34) y (4.35) en (4.30) y aplicado el método del gradiente des-
cendente —como se ha hecho anteriormente— se obtiene la siguiente expresión
para la estimación de la preimagen

x̂ = ∑N
n=1 γ̃n exp(−‖x̂− xn‖2/c)xn

∑N
n=1 γ̃n exp(−‖x̂− xn‖2/c)

(4.36)

donde γ̃n = γn + 1
N

(
1−∑N

m=1 γm

)
y γn = ∑R

i=1 yiain.

Preimágenes por métodos no iterativos

Si bien la técnica de Mika et al. (1999) es la más extendida, no por ello está
exenta de problemas. Tanto (4.33) como (4.36) describen métodos iterativos de-
pendientes del valor inicial con el que arranquen. Por ello diversos autores han
propuesto técnicas que permiten obtener una aproximación de la preimagen x̂
de un punto y en un sólo paso (Kwok y Tsang, 2004; Rathi et al., 2006).

Rathi et al. (2006) comienzan observando que para muchas funciones de kernel
existe una relación (Schölkopf, 2000) entre la distancia de los puntos en el espacio
de entrada d2(xn, xm) y la distancia de los mismos en el espacio de características
D2(Φ(xn), Φ(xm))

D2(Φ(xn), Φ(xm)) = ‖Φ(xn)−Φ(xm)‖2

= k(xn, xn) + k(xm, xm)− 2k(xn, xm)

= k(xn, xn) + k(xm, xm)− 2k(d2(xn, xm))

(4.37)

donde se ha hecho uso de la igualdad k(xn, xm) = k(d2(xn, xm)) suponiendo que
la función de kernel es una función dependiente de la distancia de los puntos
en el espacios de entrada, como ocurre en el caso de la función de kernel gaus-
siano (4.17) en la página 66 y otras funciones de base radial. Si la función de
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kernel fuera invertible

k(d2(xn, xm)) =
1
2
(k(xn, xn) + k(xm, xm)− D2(Φ(xn), Φ(xm)))⇒

d2(xn, xm) = k−1
(

1
2
(k(xn, xn) + k(xm, xm)− D2(Φ(xn), Φ(xm)))

) (4.38)

Por otro lado, se puede calcular la distancia entre un punto cualquiera del
conjunto de datos proyectado en el espacio de características Φ(xn) y un punto
proyectado desde el subespacio de componentes principales PΦ(x) mediante
(4.34)

D2(PΦ(x), Φ(xn)) = ‖PΦ(x)−Φ(xn)‖2

= ‖PΦ(x)‖2 + ‖Φ(xn)‖2 − 2PΦ(x)TΦ(xn)
(4.39)

que, después de sustituir (4.34), (4.35), (4.12)5 y (4.23) en la página 68 en (4.39)
y hacer algunas simplificaciones, se puede escribir en términos de la función de
kernel

D2(PΦ(x), Φ(xn)) =
(

kx +
1
N

K1− 2kn

)T

HAATH
(

kx −
1
N

K1
)

+
1

N2 1TK1 + knn −
2
N

1Tkn

(4.40)

donde kx = [k(x, x1), . . . , k(x, xN)]T y H = I− 1
N 11T.

En el caso de la función de kernel gaussiano (4.17) en la página 66 la expresión
‖xn− xm‖2 es una medida de la distancia en el espacio de entrada, lo que permite
reescribir (4.36) como

x̂ = ∑N
n=1 γ̃n exp(−d2(x̂, xn)/c)xn

∑N
n=1 γ̃n exp(−d2(x̂, xn)/c)

(4.41)

5La expresión (4.12) en la página 64 se obtuvo suponiendo que el conjunto de datos mapeados
en el espacio de características {Φ(xn)} está centrado. Si esto no fuera cierto, la expresión (4.12)
debe ser reescrita para depender de la función de kernel de los datos centrados k̃(xn, xm) y no
de la de los datos no centrados k(xn, xm).
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donde resulta sencillo sustituir (4.38)

x̂ =
∑N

n=1 γ̃n
(
1− 1

2 D2(Φ(x̂), Φ(xn))xn
)

∑N
n=1 γ̃n

(
1− 1

2 D2(Φ(x̂), Φ(xn))
) (4.42)

Finalmente se sustituye en (4.42) la aproximación PΦ(x) ≈ Φ(x̂), puesto que esa
sería la solución óptima de (4.29)

x̂ ≈ ∑N
n=1 γ̃n

(
1− 1

2 D2(PΦ(x), Φ(xn))xn
)

∑N
n=1 γ̃n

(
1− 1

2 D2(PΦ(x), Φ(xn))
) (4.43)

donde γ̃n = γn + 1
N

(
1−∑N

m=1 γm

)
y γn = ∑R

i=1 yiain.

El procedimiento para calcular la preimagen de un punto y en el subespacio
de componentes principales se resume en el algoritmo 4.3.

Preimágenes por métodos no iterativos y con centrado por clases en el espacio
de características

Tanto (4.36) como (4.43) permiten obtener una aproximación de la preimagen
x̂ de un punto y cuando la transformación no lineal Φ(x) no deja centrados los
datos en el espacio de características. Sin embargo no son adecuadas cuando los
puntos han sido clasificados, por lo que interesa centrarlos respecto a los otros
miembros de la misma clase (véase 4.4.2 en la página 68).

Para obtener una expresión adecuada para esas circunstancias basta con uti-
lizar las técnicas de Mika et al. (1999) y Rathi et al. (2006), descritas hasta el mo-
mento en este apartado, pero recordando que ahora los puntos proyectados y
centrados en el espacio de características Φ̃(xn) y la matriz K̃ se deben obtener
mediante (4.25) en la página 70 y (4.27) en la página 71 respectivamente. Ade-
más, también es necesario reescribir (4.28) en la página 73 como

PΦ(x) =
R

∑
i=1

yivi +
L

∑
l=1

µl pxl (4.44)
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Algoritmo 4.3. Estimación de la preimagen de un punto proyectado en el subespacio de
componentes principales.

1. Calcular la proyección del punto y en el subespacio de características uti-
lizando (4.34) en la página 75

PΦ(x) =
R

∑
i=1

yivi +
1
N

N

∑
n=1

Φ(xn)

2. Calcular mediante (4.40)

D2(PΦ(x), Φ(xn)) =
(

kx +
1
N

K1− 2kn

)T

HAATH
(

kx −
1
N

K1
)

+
1

N2 1TK1 + knn −
2
N

1Tkn

donde kx = [k(x, x1), . . . , k(x, xN)]T y H = I− 1
N 11T, las distancias entre

el punto y proyectado PΦ(x) y cada punto del conjunto de datos en el
espacio de características {Φ(xn)}

3. Obtener la aproximación de la preimagen utilizando (4.43)

x̂ ≈ ∑N
n=1 γ̃n

(
1− 1

2 D2(PΦ(x), Φ(xn))xn
)

∑N
n=1 γ̃n

(
1− 1

2 D2(PΦ(x), Φ(xn))
)

donde γ̃n = γn + 1
N

(
1−∑N

m=1 γm

)
y γn = ∑R

i=1 yiain.
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donde pxl es la l-ésima componente de un vector px de dimensión L, de mane-
ra que el l-ésimo elemento de dicho vector contiene la probabilidad de que el
punto PΦ(x) pertenezca a la clase l. Hechas las sustituciones y después de las
manipulaciones matemáticas comentadas anteriormente, se obtiene la expresión
para el cálculo en un solo paso de la preimagen x̂ de un punto PΦ(x)

x̂ ≈ ∑N
n=1 γ̃n

(
1− 1

2 D2(PΦ(x), Φ(xn))xn
)

∑N
n=1 γ̃n

(
1− 1

2 D2(PΦ(x), Φ(xn))
) (4.45)

donde γ̃n = γn + ∑L
l=1

pnl

∑N
s=1 psl

(
pxl −∑N

m=1 γm pml

)
y γn = ∑R

i=1 yiain. Igualmente

se obtiene la expresión de la distancia D2(PΦ(x), Φ(xn))

D2(Φ(xn), PΦ(x)) = (kx + Kwx − 2kn)
T (I−W) AAT (I−W) (kx −Kwx)

+ wT
x Kwx + knn − 2wT

x kn

(4.46)

donde kx = [k(x, x1), . . . , k(x, xN)]T, W = PDPT, wx = PDpx y D es una matriz
diagonal de elementos dll = 1

∑N
n=1 pnl

.

4.5.2. Preimágenes para funciones de kernel polinomiales

Aunque la función de kernel gaussiano (4.17) en la página 66 se utiliza con
mucha frecuencia, en ocasiones puede ser interesante elegir otra. En el caso de
escoger una función de kernel polinomial (4.18) en la página 66 es perfectamente
posible repetir el procedimiento descrito por Mika et al. (1999), para obtener una
expresión que permita calcular la preimagen x̂ de un punto y de forma iterativa

x̂ =
N

∑
n=1

γ̃n

(
x̂Txn

x̂T x̂

)d−1

(4.47)
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donde

γ̃n =

γn + 1
N

(
1−∑N

m=1 γm

)
si centrado uniforme

γn + ∑L
l=1

pnl

∑N
s=1 psl

(
pxl −∑N

m=1 γm pml

)
si centrado por clases

y γn = ∑R
i=1 yiain. Igualmente es posible seguir el procedimiento descrito por

Rathi et al. (2006) —incluida la aproximación PΦ(x) ≈ Φ(x̂)— para después de
algunas simplificaciones obtener una expresión para el cálculo de la preimagen
en un sólo paso

x̂ ≈
N

∑
n=1

γ̃n

(
‖PΦ(x)‖2 + k(xn, xn)− D2(PΦ(x), Φ(xn))

2‖PΦ(x)‖2

) d−1
d

xn (4.48)

donde

‖PΦ(x)‖2 =
(

kx +
1
N

K1
)T

HAATH
(

kx −
1
N

K1
)

+
1

N2 1TK1

si el centrado es uniforme o

‖PΦ(x)‖2 = (kx + Kwx)
T (I−W) AAT (I−W) (kx −Kwx) + wT

x Kwx

si el centrado es por clases.

En general, usando esta misma metodología sería posible obtener expresiones
para el cálculo de preimágenes para cualquier tipo de función de kernel inverti-
ble y cualquier tipo de métrica en el espacio de entrada.

4.6. Métricas entre subespacios de componentes principales

Como ya se ha comentado, el espacio de características F sobre el que se ma-
pean los datos se define implícitamente por la elección de la función de kernel.
Sin embargo, el subespacio de componentes principales se define por la varia-
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bilidad de los propios datos en el espacio de características. Así que diferentes
conjunto de datos {xn} generarán distintos subespacios que en ocasiones es in-
teresante comparar. Por ejemplo, si se disponen de diversos conjuntos de imáge-
nes de entrenamiento, cada uno con rostros de una misma persona perfectamen-
te identificada, se podría utilizar el KPCA para generar un subespacio para las
imágenes de cada individuo. Dado entonces un conjunto de imágenes de una
persona concreta, sería posible hallar su subespacio para posteriormente com-
pararlo con los subespacios de entrenamiento y determinar, así, la identidad del
individuo. Esta técnica se ha utilizado con éxito, ofreciendo mejor rendimiento
que la opción más usual de generar un subespacio común para todas las imáge-
nes de entrenamiento (Wang et al., 2006). También ha sido utilizada en el reco-
nocimiento basado en vídeo, tanto para la detección de caras (Yamaguchi et al.,
1998) como para la detección de trayectorias irregulares en el movimiento de un
individuo (Wolf y Shashua, 2003a,b). La ventaja indudable de esta técnica es que
permite comparar conjuntos de datos entre sí en lugar de datos individuales.

4.6.1. Distancia entre subespacios

Varios autores han enfocado de maneras diferentes el problema de definir una
distancia entre subespacios. Por ejemplo, Wang et al. (2006) parte de lo que se
denomina distancia L2-Hausdorff entre el vector de la base de un subespacio U y
otro subespacio V, y la extienden para definir una distancia entre los subespacios
U y V como

d(U, V) =

√√√√max(R, S)−
m

∑
i=1

n

∑
j=1

(uT
i vj)2 (4.49)

donde ui e vj son el i-ésimo y el j-ésimo vector de la base de los subespacios U y
V, de dimensiones R y S respectivamente. Ésta se generaliza posteriormente al
caso no lineal sustituyendo (4.6) en la página 62 en (4.49)

d(U, V) =

√√√√max(R, S)−
R

∑
i=1

S

∑
j=1

(uT
i vj)2
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=

√√√√max(R, S)−
R

∑
i=1

S

∑
j=1

(
N

∑
n=1

M

∑
m=1

ainbjmΦ̃(xn)TΦ̃(x′m)

)2

=

√√√√max(R, S)−
R

∑
i=1

S

∑
j=1

(
N

∑
n=1

M

∑
m=1

ainbjm k̃(xn, x′m)

)2

(4.50)

donde {xn} y {x′m} son los conjuntos de datos de entrada que generan los subes-
pacios U y V respectivamente. Esta definición de la distancia entre subespacios
es invariante a la elección de base de los mismos y d(U, V) ≤

√
max(mn, n).

Otros detalles acerca de (4.50), así como sus aplicaciones, han sido desarrollados
por Wang et al. (2006) y Sun et al. (2007).

4.6.2. Ángulos principales basados en kernel

Por otro lado Wolf y Shashua (2003a,b) generalizan el concepto de ángulos prin-
cipales al caso no lineal. En general los ángulos principales θ1, . . . , θQ entre dos
subespacios U y V se definen como

cos(θq) = max
u∈U

max
v∈V

uTv = uT
q vq (4.51)

donde

uTu = vTv = 1

uTui = 0 para i = 1, . . . , q− 1

vTvi = 0 para i = 1, . . . , q− 1

Los vectores {ui} y {vi} son los vectores principales entre los subespacios U y V.
En su trabajo, Wolf y Shashua (2003a) comentan diversas técnicas para hallar los
ángulos principales entre dos subespacios descritos por dos conjuntos de datos
mapeados en el espacio de características, destacando que la dificultad de desa-
rrollar este tipo de técnicas está en que siempre deben de poder ser compuestas
en términos de la función de kernel.
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Sin embargo, en el caso de haber aplicado un KPCA sobre dos conjuntos de
datos, resulta sencillo hallar los ángulos principales entre los subespacios de
componentes principales de ambos conjuntos. Suponiendo que las columnas de
U ∈ RM×R y V ∈ RM×S definen las bases ortogonales de los subespacios U y
V del espacio de características de dimensión M, respectivamente. Entonces se
puede reescribir (4.51) como

max
u∈U
‖u‖=1

max
v∈V
‖v‖=1

uTv = max
w∈RR

‖w‖=1

max
z∈RS

‖z‖=1

wT(UTV)z (4.52)

donde, al igual que para obtener (4.50), se puede utilizar (4.6) para escribir UTV
en términos de la función de kernel

max
w∈RR

‖w‖=1

max
z∈RS

‖z‖=1

wT(ATK̃×B)z (4.53)

donde A y B son matrices de N× R y N× S cuyos elementos son los coeficientes
ain y bjm de (4.6) para cada conjunto de datos, respectivamente. Mientras que K̃×
es una matriz de elementos k̃nm = k̃(xn, x′m). Por las propiedades de la SVD, si
WT(ATK̃×B)Z = diag(σ1, . . . , σq) fuera la SVD de K̃×, entonces

cos(θq) = σq para q = 1, . . . , Q (4.54)

mientras que los vectores principales no pueden ser calculados puesto que sería
necesario conocer la transformación no lineal Φ(x).

Obtenidos los ángulos principales puede ser interesante calcular a partir de
éstos una medida de similaridad que pueda utilizarse en, por ejemplo, tareas de
clasificación. Concretamente, Wolf y Shashua (2003a) proponen

Q

∏
q=1

cos(θq)2 (4.55)

como criterio porque al calcular los ángulos principales directamente a partir
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4.6. Métricas entre subespacios de componentes principales

de los datos en el espacio de entrada, es interesante tener una magnitud que
se pueda escribir como producto escalar para utilizarla como función de kernel
en algoritmos basados en kernel como máquina de soporte vectorial (SVM) o
KPCA.

4.6.3. Divergencia de Kullback-Leibler

Una alternativa a lo comentado hasta el momento es utilizar la divergencia de
Kullback-Leibler6 en el espacio de características, suponiendo que los datos en
dicho espacio forman una distribución gaussiana.

Sean N (µ, C) y N ′(µ′, C′) las distribuciones normales de dos conjuntos de
datos {xn} y {x′m} proyectados en su propio subespacio de componentes prin-
cipales no lineal mediante KPCA. La divergencia de Kullback-Leibler de dichas
distribuciones sería

DKL(N‖N ′) =
1
2

[
log
(

det(C′)
det(C)

)
+ tr(C′−1C) + (µ′ − µ)C′−1(µ′ − µ)−Ω

]
(4.56)

Debido a las propiedades del determinante, el primer término de (4.56) puede
calcularse a partir de los autovalores de la matrices de covarianza C y C′, cal-
culados al resolver (4.11) en la página 63 para el KPCA de ambos conjuntos de
datos

log
(

det(C′)
det(C)

)
= log

(
∏S

j=1 λ′j

∏R
i=1 λi

)
(4.57)

Mientras que el segundo término de (4.56) puede calcularse sustituyendo las
matrices de covarianza por su autodescomposición, para a continuación susti-
tuir por (4.4) en la página 62 con el objetivo de descomponer los autovectores, y
finalmente utilizar (4.11) en la página 63 para dejar la expresión en términos de
la función de kernel. Después de algunas simplificaciones el segundo término

6La divergencia de Kullback-Leibler DKL(P‖Q) no es una métrica puesto que no es simétrica,
por lo que en ocasiones puede ser interesante utilizar la expresión DKL(P‖Q) + DKL(Q‖P)
que sí es simétrica además de no negativa.
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de la divergencia de Kullback-Leibler (4.56) puede escribirse como

tr(C′−1C) =
(

M− 1
N − 1

)
‖K̃×K̃′−1‖2

F (4.58)

donde N y M son el número de puntos de {xn} y {x′m} respectivamente. Final-
mente el tercer término de (4.56) puede ser ignorado puesto que los datos fueron
centrados antes de la descomposición en componentes principales, por lo que su
media es 0. Ω debe valer el número de dimensiones de las distribuciones gaus-
sianas para las que se calcula la divergencia de Kullback-Leibler, que al ser un
factor constante puede ser eliminado de la expresión. Sustituyendo (4.57) y (4.58)
en (4.56), esta última puede escribirse como

DKL(N‖N ′) =
1
2

[
log

(
∏S

j=1 λ′j

∏R
i=1 λi

)
+
(

M− 1
N − 1

)
‖K̃×K̃′−1‖2

F

]
(4.59)

4.6.4. Estimación contraída de la matriz de covarianza en el subespacio
de componentes principales

El principal inconveniente de (4.59) es que K̃′ puede ser singular. Al fin y al ca-
bo lo único garantizado por construcción es que dicha matriz es semidefinida po-
sitiva, lo que implica que λ′j ≥ 0, ∀j. Una solución podría ser estimar las matrices
de covarianza necesarias para resolver (4.56) a partir de los puntos proyectados
en su subespacio de componentes principales. Es decir, que (4.56) compararía las
distribuciones de probabilidad de los conjuntos de datos en las coordenadas de
sus propios subespacios y no en el espacio de características. Sin embargo esto
tampoco garantiza que C′ vaya a ser invertible, requisito indispensable para uti-
lizar (4.56). Una solución a este problema es el uso de un estimador contraído de
la matriz de covarianza.

Sean ψ = [ψ1, . . . , ψp] los parámetros de un modelo sin restricciones de eleva-
da dimensionalidad. Por ejemplo, los elementos de la matriz de covarianza de
una distribución normal multivariable. Sean ω = [ω1, . . . , ωq] los parámetros de
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un modelo restrictivo de baja dimensionalidad. Por ejemplo, el único valor de
varianza necesario en un modelo donde se asume que las variables de la distri-
bución normal multivariable no están correladas y que todas tienen la misma
varianza. Ajustando ambos modelos a los datos observados se obtiene una esti-
mación u para los parámetros del modelo no restrictivo y otra estimación v para
los del restrictivo. Obviamente la estimación u podría presentar una gran varian-
za debido al gran numero de parámetros que tienen que ser ajustado, mientras
que v tendrá una menor varianza pero seguramente un mayor sesgo como esti-
mador del verdadero ψ. En lugar de tener que escoger una de estas dos opciones,
el estimador contraído permite combinarlas

û = τv + (1− τ)u para τ ∈ [0, 1] (4.60)

donde τ indica la intensidad de la contracción. La cuestión entonces es como se-
leccionar el valor óptimo para dicho coeficiente de contracción. Schäfer y Strim-
mer (2005) dan una respuesta general a este problema que puede ser fácilmente
aplicable a los casos más comunes.

Sea C la estimación insesgada de la matriz de covarianza para el conjunto de
datos proyectados {yn} en su subespacio de componentes principales

C =
1

N − 1

N

∑
n=1

ynyT
n (4.61)

y sea Ĉ una estimación contraída de la misma matriz de covarianza

Ĉ = τI + (1− τ)C para τ ∈ [0, 1] (4.62)

donde el modelo restrictivo es el de una matriz de covarianza diagonal de media
unidad. Entonces el óptimo de τ será

τ =
∑i 6=j v̂ar(cij) + ∑i v̂ar(cii)

∑i 6=j c2
ij + ∑i(cii − 1)2

(4.63)
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donde falta obtener una expresión para v̂ar(cij), la estimación de la varianza
insesgada de los elementos de C. Suponiendo que el número de puntos yn es N y
que éstos han sido proyectados un subespacio de dimensión R, se puede definir
la media muestral para la componente i-ésima del conjunto de datos como 〈yi〉 =
1
N ∑N

n=1 yni. Al mismo tiempo se puede definir la covarianza muestral sesgada
entre las componentes i-ésima y j-ésima como 〈wij〉 = 1

N ∑N
n=1 wnij, donde wnij =

(yni − 〈yi〉)(ynj − 〈yj〉). Entonces la covarianza muestral insesgada sería

cij =
N

N − 1
〈wij〉 (4.64)

Por lo que la varianza insesgada de los elementos de C se puede estimar como

v̂ar(cij) =
N2

(N − 1)2 v̂ar(〈wij〉)

=
N

(N − 1)2 v̂ar(wnij)

=
N

(N − 1)3

N

∑
n=1

(wnij − 〈wij〉)2

(4.65)

Gracias al estimador contraído (4.62) se pueden calcular estimaciones de las
matrices de covarianza para los conjuntos de datos {yn} e {y′m}, que posterior-
mente puedan ser empleadas en (4.56) para la obtención de la divergencia de
Kullback-Leibler entre ambos conjuntos de datos.

Por otro lado, si los datos han sido clasificados, es posible utilizar la divergen-
cia de Kullback-Leibler para comparar las distribuciones de probabilidad de los
datos en diferentes clases. En teoría esto proporcionaría una herramienta para
evaluar la similaridad entre dos clases l1 y l2 en dos conjuntos de datos {yn} y
{y′m} respectivamente

DKL(Nl1‖N
′
l2) =

1
2

[
log

(
det(C′l2)
det(Cl1)

)
+ tr(C′−1

l2
Cl1)

+(µ′l2 − µl1)C′−1
l2

(µ′l2 − µl1)−Ω
] (4.66)
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donde el tercer término puede ser ignorado puesto que los datos fueron centra-
dos antes de la descomposición en componentes principales.

Sea Cl la estimación insesgada de la matriz de covarianza para el conjunto de
datos proyectados {yn} condicionados a su pertenencia a la clase l

Cl = ∑N
m=1 pml(

∑N
m=1 pml

)2
−
(

∑N
m=1 p2

ml

) N

∑
n=1

ynyT
n pnl (4.67)

de manera que se pretende obtener un estimador contraído (4.62) de la misma
matriz de covarianza, siendo (4.63) la expresión para el coeficiente de contrac-
ción τ en (4.62). Nuevamente hay que obtener una expresión para v̂ar(cij), pero
en esta ocasión hay que tener en cuenta que cij son los elementos de Cl , la matriz
de covarianza condicionada a la pertenencia de los puntos a la clase l. Así se
puede definir la media muestral para la componente i-ésima de los puntos del
conjunto de datos como

〈yi〉 =
1

∑N
m=1 pml

N

∑
n=1

yni pnl (4.68)

y la covarianza muestral sesgada entre las componentes i-ésima y j-ésima como

〈wij〉 =
1

∑N
m=1 pml

N

∑
n=1

wnij pnl , (4.69)

donde
wnij = (yni − 〈yi〉)(ynj − 〈yj〉) (4.70)

Entonces la covarianza muestral insesgada condicionada a l sería

cij =

(
∑N

m=1 pml

)2

(
∑N

m=1 pml

)2
−
(

∑N
m=1 p2

ml

) 〈wij〉 (4.71)
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Por lo que la varianza insesgada de los elementos de C condicionada a l se puede
estimar como

v̂ar(cij) =

(
∑N

m=1 pml

)4

[(
∑N

m=1 pml

)2
−
(

∑N
m=1 p2

ml

)]2 v̂ar(〈wij〉)

=

(
∑N

m=1 pml

)2 (
∑N

m=1 p2
ml

)
[(

∑N
m=1 pml

)2
−
(

∑N
m=1 p2

ml

)]2 v̂ar(wnij)

=

(
∑N

m=1 pml

)3 (
∑N

m=1 p2
ml

)
[(

∑N
m=1 pml

)2
−
(

∑N
m=1 p2

ml

)]3

N

∑
n=1

(wnij − 〈wij〉)2 pnl (4.72)

4.7. Análisis de correlación canónica basado en kernel

Si se cuenta con diversos conjuntos de datos, que de alguna manera deben
ser analizados juntos puesto que se supone la existencia de alguna relación, en
ocasiones puede ser interesante mapear los datos en el espacio de característi-
cas pero, en lugar de buscar para cada conjunto el subespacio definido por las
direcciones de mayor variabilidad, buscar un subespacio común a todos que ma-
ximice la covariabilidad de los mismos. A este tipo de análisis se lo denomina
análisis de correlación canónica basado en kernel (KCCA) (Akaho, 2001; Bach y
Jordan, 2003; Melzer et al., 2001).

El KCCA resulta particularmente interesante cuando se tienen conjuntos de
datos en los que se sabe que existen relaciones subyacentes, aunque desconoci-
das, que seguramente no podrían ser descritas mediantes transformaciones li-
neales. En esos casos puede servir para revelar la estructura oculta de dichas
relaciones. El KCCA ha sido aplicado con éxito extrayendo relaciones no linea-
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les entre variables en genómica (Yamanishi et al., 2003), imagen por resonancia
magnética funcional (FMRI) del cerebro (Hardoon et al., 2004), análisis de com-
ponentes independientes (ICA) (Bach y Jordan, 2003), series temporales caóti-
cas (Suetani et al., 2006), recuperación y categorización de texto (Li y Shawe-
Taylor, 2006), recuperación de imágenes a partir de consultas textuales (Hardoon
y Shawe-Taylor, 2003) y recuperación de la postura mediante modelos de apa-
riencia (Melzer et al., 2003).

Sean {xn} y {x′n}, donde n = 1, . . . , N dos conjuntos de datos en el espacio
de entrada de dimensión D. Suponiendo que ambos conjuntos son mapeados en
un espacio de características mediante dos transformaciones no lineales Φ(x) y
Ψ(x), obteniéndose los conjuntos de datos {Φ(xn)} y {Ψ(x′n)} respectivamente.
Se buscan dos vectores u y v sobre los que proyectar los conjuntos de datos
{Φ(xn)} y {Ψ(x′n)}

yn = uTΦ(xn) (4.73)

y′n = vTΨ(x′n) (4.74)

tales que los conjuntos de puntos proyectados {yn} y {y′n} estén máximamente
correlados

arg max
u,v

∑N
n=1 yny′n√(

∑N
n=1 y2

n

) (
∑N

n=1 y′2n
) (4.75)

Puesto que tanto u como v pueden ser reescalados sin cambiar el problema, éste
puede ser reescrito introduciendo restricciones sobre las varianzas de {yn} y de
{y′n}

arg max
v,u

N

∑
n=1

yny′n donde
N

∑
n=1

y2
n =

N

∑
n=1

y′2n = 1 (4.76)

Para evitar las soluciones triviales se añade a (4.76) un factor de regularización
de la forma τ(uTu + vTv)/2. El efecto de esto es que en base al representer theo-
rem7 (véase Schölkopf y Smola, 2001, cap. 4) está garantizado que las soluciones

7El representer theorem (Kimeldorf y Wahba, 1971) establece que la solución al problema de en-
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para u y v son de la forma

u =
N

∑
n=1

anΦ(xn) (4.77)

v =
N

∑
n=1

bnΨ(x′n) (4.78)

lo que permite escribir (4.76), incluyendo el factor de regularización, como

arg max
u,v

aTKK′b donde

aTK2a + τaTa = 1

bTK′2b + τbTb = 1
(4.79)

donde K y K′ son las matrices de kernel de {xn} y {x′n} respectivamente, a =
[a1, . . . , aN ]T y b = [b1, . . . , bN ]T. Usando el método de los multiplicadores de La-
grange y las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, el problema de optimización
(4.79) se puede escribir como un problema de autovalores generalizado[

0 K′K

KK′ 0

] [
a

b

]
= λ

[
K′2 + τI 0

0 K2 + τI

] [
a

b

]
(4.80)

De esta manera, el procedimiento completo para el KCCA con centrado por cla-
ses de dos conjuntos de datos cualquiera se resume en el algoritmo 4.4.

Respecto al coeficiente de regularización τ, las simulaciones numéricas de-
muestran que el que sea del orden de N−1/3 es condición suficiente para la con-
vergencia del problema en casos generales. El valor óptimo de τ depende de de
las propiedades estadísticas de los datos de entrada, tales como la distribución
espectral de las matrices de kernel (Fukumizu et al., 2007).

contrar un f ∈ H —donde H es un espacio de Hilbert— tal que ∑N
n=1 C(yn, xn) + τ‖ f ‖2 y

donde C es convexa en f , se puede expresar como f (x) = ∑N
n=1 ank(xn, x).
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Algoritmo 4.4. KCCA de dos conjuntos de datos con centrado por clases.

1. Calcular las matrices K y K′ a partir de las funciones de kernel k(xn, xm) y
k′(x′n, x′m) seleccionadas. En general no hay motivo alguno para que ambas
funciones tengan que ser la misma. La elección sólo depende de la natura-
leza de los datos.

2. Centrar el conjunto de datos en el espacio de características utilizando
(4.27)

K̃ = (I−W) K (I−W)

K̃′ =
(
I−W′

)
K′
(
I−W′

)
donde W = PDPT y D es una matriz diagonal de elementos dll = 1

∑N
n=1 pnl

.

Y siendo definida W′ de la misma manera pero con P′ en lugar de con P.

3. Resolver el problema de autovalores generalizado (4.80) en la página ante-
rior [

0 K̃′K̃
K̃K̃′ 0

] [
a
b

]
= λ

[
K̃′2 + τI 0

0 K̃2 + τI

] [
a
b

]
para los R autovectores [aT

i bT
i ]T de mayor autovalor λi.

4. Proyectar el conjunto de datos en el nuevo subespacio mediante la expre-
sión

yn = AT k̃n donde A = [a1, . . . , aR]

y′n = BT k̃′n donde B = [b1, . . . , bR]
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Capítulo

5
Correspondencia de puntos de
interés mediante KPCA

Una de los pasos fundamentales en el reconocimiento gestual y en otras tareas
en las que se usa la visión por computador es la asignación de correspondencias
entre puntos. Generalmente, después de algunas etapas de preprocesamiento, se
procede a extraer algunos puntos de interés de las imágenes. Estos puntos se es-
cogen de forma que posean características identificativas de los objetos de la es-
cena, de manera que en etapas posteriores pueden ser utilizados para segmentar
o detectar estos objetos en la imagen. Además también sirven, en una etapa pos-
terior o en paralelo a la detección, para extraer información sobre el movimiento,
la deformación o la forma tridimensional de los objetos. Para estos casos es ne-
cesario disponer de una secuencia de imágenes donde aparezca el mismo objeto,
en las que se procede a asignar correspondencias entre los puntos de interés. Es
decir, se intentan agrupar todos los puntos de interés de todas las imágenes en
función de que representen al mismo punto del objeto. Para hacer eso se utilizan
las características de cada punto, por lo que deben ser lo suficientemente iden-
tificativas. Entre dichas características destacan el uso del color, la textura, los
bordes de la figura, etc. Sea como fuere, lo realmente relevante a la hora de esco-
ger las características y los puntos de interés es que haya información suficiente
para asignar las correspondencias. Es importante destacar que una asignación
correcta es de vital importancia en muchas tareas de visión por computador.
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Por ejemplo, si se utiliza un modelo de distribución de puntos (PDM) (Cootes
et al., 1992, 1995) es necesario asegurar una asignación de correspondencias para
aprender con garantías los modos de variación de la forma del objeto. En caso
contrario el modelo podría acabar representando los errores de correspondencia
en lugar de los modos de variación.

En todo caso la correspondencia de puntos no sólo puede mejorarse haciendo
una buena selección de puntos de interés y de sus características, sino también
añadiendo información sobre el tipo de transformaciones que pueden afectar al
objeto. Si se conoce de ante mano que la transformación debe ser rígida, se puede
restringir el conjunto de las posibles soluciones de correspondencia a aquellas
que encajan con transformaciones afines o de perspectiva. Mientras que si por el
contrario las transformaciones no son rígidas, se puede desarrollar un modelo
del objeto que restringa las correspondencias, por ejemplo, mediante splines o
difeomorfismos (Hongyu et al., 2004),

Como se ha comentado (véase el capítulo 2 en la página 13), el principal incon-
veniente cuando se trata de identificar la postura de una mano humana es que
ésta no presenta suficientes puntos de interés. Es decir, a la resolución de una
cámara convencional, una mano desnuda tiene un color mas o menos uniforme
y carece de textura. Tampoco presenta formas angulosas que permitan el uso de
detectores de esquinas, algo que ayudaría a identificar los puntos de interés y
facilitaría la correspondencia. Teniendo en cuenta todo esto, parece que en lugar
de considerar el problema desde el punto de vista de detectar una serie de pun-
tos individuales y encajarlos, podría más interesante tomar una gran número de
ellos y buscar que sea la información relativa a la distribución de los mismos la
que permita realizar la asignación de correspondencias. Al fin y al cabo la mayor
parte de la información aprovechable, desde el punto de vista de determinar la
postura, está en la forma de la mano. En este sentido parece que el KPCA pue-
de ser de gran ayuda, puesto que una función de kernel adecuada aseguraría la
invarianza frente a diferentes tipos de transformaciones entre imágenes, al tiem-
po que el mapeo no lineal en el espacio de características podría capturar las
relaciones no lineales entre los puntos de cada una de éstas.
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Una aproximación similar fue desarrollada por Shapiro y Brady (1992), que
construyen una matriz de similaridades usando una función de peso gaussiana
entre los puntos de una misma imagen, con el objetivo de capturar la informa-
ción acerca de la estructura de la misma. A continuación los autovectores de la
matriz de similaridad de cada imagen son dispuestos como las columnas de una
matriz modal. En dichas matrices se puede entender que cada fila corresponde
a las coordenadas de un punto en el autoespacio, por lo que las corresponden-
cias se pueden obtener comparando las filas de las matrices modales de dife-
rentes imágenes. Esto puede ser visto como proyectar los puntos individuales
en un autoespacio, para a continuación hallar las correspondencias buscando el
punto más cercano en dicho autoespacio. Luo y Hancock (1999) usan escalado
multidimensional (MDS) para, mediante un alineamiento de Procrustes en el au-
toespacio, intentar resolver los problemas derivados de la diferente estructura de
los conjuntos de datos. Wang y Hancock (2006) exploran el uso del KPCA tanto
para la correspondencia de puntos en objetos rígidos como articulados.

5.1. Correspondencia de puntos en objetos rígidos

La idea fundamental detrás de la asignación de correspondencias de puntos
mediante KPCA es la de capturar relaciones invariantes a diferentes tipos de
transformaciones entre los puntos de una misma imagen, esperando que esas
relaciones sirvan para obtener la correspondencia de los puntos entre imágenes
diferentes. El procedimiento concreto para la correspondencia en objetos rígidos
se resume en el algoritmo 5.1.

Suponiendo que se dispone de dos imágenes a cada una de las cuales se les ha
extraído un conjunto de puntos {xn} y {x′m}, de tamaño N y M respectivamente,
representados por sus coordenadas en la imagen correspondiente, se busca ha-
llar la correspondencia entre ambos conjuntos de datos. El primer paso es crear
una matriz de similaridad K para cada imagen, de forma parecida a como lo
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Algoritmo 5.1. Correspondencia de puntos en objetos rígidos.

1. Se crean las matrices de similaridad K y K′ para los conjuntos de puntos
{xn} y {x′m} de cada imagen mediante cualquier medida de similaridad
que se defina con una función semidefinida positiva (véase el apartado 4.3
en la página 65).

2. A cada matriz se le aplica el procedimiento del KPCA resumido en el algo-
ritmo 4.1.

3. Se hayan las correspondencias de cada punto proyectado yn resolviendo
(5.2)

y′m = arg min
y′m

‖yn − y′m‖ para n = 1, . . . , N

hacen Shapiro y Brady (1992)

k(xn, xm) = exp(−‖xn − xm‖2/c) (5.1)

Esta expresión es la misma que la de la función de kernel gaussiana (véase (4.17)
en la página 66) por lo que la matriz K no es mas que una matriz de kernel.
En realidad, tal y como comenta Wang (2007), el método descrito por Shapiro y
Brady (1992) no es más que un caso particular de KPCA donde los datos en el
espacio de características tienen media cero y la función de kernel es gaussiana.
En general, cualquier medida de similaridad que se defina mediante una función
semidefinida positiva (véase el apartado 4.3 en la página 65) puede utilizarse pa-
ra crear la matriz K. Esto permite escoger una medida adaptada a la naturaleza
de los datos.

Sea cual sea la función de kernel escogida, para cada imagen se debe seguir el
mismo procedimiento que para el KPCA, que ha sido descrito en el capítulo 4
y resumido en el algoritmo 4.1 en la página 69. Es decir, la matriz K debe ser
centrada, para a continuación resolver el problema de autovalores y, finalmen-
te, proyectar el conjunto de puntos en su subespacio de componentes principa-
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les. Suponiendo que los conjuntos de puntos proyectados en su subespacio de
componentes principales, para cada una de las imágenes, son {yn} e {y′m} res-
pectivamente, el problema de hallar la correspondencia de un punto yn puede
expresarse como

y′m = arg min
y′m

‖yn − y′m‖ para n = 1, . . . , N (5.2)

donde se ha usado la distancia euclídea para comparar los puntos yn e y′m. Aun-
que puede utilizarse cualquier otra, como, por ejemplo, ponderando la distancia
euclídea con una función de peso gaussiana.

5.2. Correspondencia de puntos en objetos articulados

Como se ha comentado anteriormente, Wang y Hancock (2006) describen una
técnica para la asignación de correspondencias de puntos en objetos articulados.
Esta técnica —parte de la cual se resumen en el algoritmo 5.2— se basa en su-
poner que cada elemento del objeto tiene una etiqueta única, de forma que los
puntos de la imagen extraídos del mismo elemento tiene la misma etiqueta, es
decir, pertenecen a la misma clase. Así, de un par de imágenes no sólo se extraen
sendos conjuntos de puntos {xn} y {x′m}, sino que además cada uno tiene una
probabilidad de pertenecer a cada elemento del objeto. Esto se expresa a través
de las matrices P y P′ respectivamente, tales que el elemento pnl contiene la pro-
babilidad de que el n-ésimo punto pertenezca a la clase l y que ∑L

l=1 pnl = 1 para
todo n, donde L es el número de etiquetas del objeto.

Para hallar las correspondencias, al igual que en el apartado 5.1, se comien-
za calculado la matrices de similaridad K y K′ de ambos conjuntos de puntos
usando la función de kernel seleccionada. Posteriormente, ambas matrices son
ponderadas utilizando la probabilidad de que cada par de puntos tengan la mis-
ma etiqueta. Así, para la primera imagen la matriz K se ponderaría utilizando la
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Algoritmo 5.2. Correspondencia de puntos en objetos articulados.

1. Se crean las matrices de similaridad K y K′ para los conjuntos de puntos
{xn} y {x′m} de cada imagen mediante cualquier medida de similaridad
que se defina con una función semidefinida positiva (véase el apartado 4.3
en la página 65).

2. Las matrices K y K′ son ponderadas utilizando la probabilidad de que cada
par de puntos tengan la misma etiqueta

k̃nm =
L

∑
l=1

pnl pmlknm

suponiendo que se conocer las matrices de probabilidad P y P′.

3. A cada matriz se le aplica el procedimiento del KPCA con centrado por
clases resumido en el algoritmo 4.2.

4. Se hayan las correspondencias de cada punto proyectado yn resolviendo
(5.4)

y′m = arg min
y′m

L

∑
l=1

pnl p′ml exp(−‖yn − y′m‖
2/c) para n = 1, . . . , N
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expresión

k̃nm =
L

∑
l=1

pnl pmlknm (5.3)

La matriz K̃ es simétrica por construcción, puesto que K también lo es. Sin em-
bargo, no está garantizado que sea semidefinida positiva, por lo que en teoría es
necesario calcular todos sus autovalores para comprobar que así sea. A continua-
ción, sobre ambas matrices de aplica el procedimiento del KPCA con centrado
por clases, resumido en el algoritmo 4.2. Hecho esto sólo queda comparar am-
bos conjuntos de puntos proyectos para asignar las correspondencias según el
vecino más próximo, como ocurre en (5.2). Sin embargo, aunque esto es posible
hacerlo utilizando la distancia euclídea, Wang y Hancock (2006) proponen pon-
derar dicha distancia con una función de peso gaussiana y con la probabilidad
de que ambos puntos tengan la misma etiqueta

y′m = arg min
y′m

L

∑
l=1

pnl p′ml exp(−‖yn − y′m‖
2/c) para n = 1, . . . , N (5.4)

El único aspecto que queda por definir es como asignar las probabilidades de
las etiquetas para cada punto. Pues, aunque las probabilidades de la primera de
las imágenes pueden ser conocidas, no ocurre lo mismo con las de la segunda.
Una solución podría ser el estimarlas a partir de las correspondencias con la
primera de las imágenes, pero sin etiquetas en ambas imágenes no se puede
aplicar esta técnica de asignación de correspondencias.

5.3. Refinamiento de las probabilidades mediante relajación

El etiquetado con relajación (Haralick y Shapiro, 1979) es una técnica muy uti-
lizada en el procesamiento de imágenes, el reconocimiento de patrones y la inte-
ligencia artificial. En el caso de la visión por computador se fundamenta en que
cada píxel tiende a ser de la misma clase que sus vecinos más próximos. Supo-
niendo que a cada punto se le puede asignar una de varias etiquetas, para lo cual
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cada uno tiene una probabilidad determinada de que se le asigne una etiqueta
dada, el proceso de relajación va actualizando iterativamente dichas probabili-
dades de forma que siempre incremente la probabilidad de que un punto tenga
la misma etiqueta que sus vecinos. Para ser exactos, la relajación propaga las
probabilidades de un punto en base a las de sus vecinos y a unos coeficientes de
compatibilidad que establecen que etiquetas pueden permanecer juntas, al ser
asignadas a puntos adyacentes, y cuales no.

Retomando el problema de la asignación de correspondencias, se puede supo-
ner que se conocen las etiquetas para el conjunto de puntos de la primera ima-
gen {xn}, ya sea porque se asignaron manualmente o porque se han propagado
desde la asignación de dicha imagen con una imagen anterior —por ejemplo,
cuando la técnica se aplica a una secuencia de vídeo—. Mientras que a los pun-
tos de la segunda imagen {x′m} se les puede asignar probabilidades uniformes
para todas las etiquetas, aplicando posteriormente un proceso de relajación con
el fin de que las probabilidades se reajusten apropiadamente.

Es importante destacar que usando el etiquetado con relajación se está intro-
duciendo, a través de los coeficientes de compatibilidad, información sobre la
estructura esperada del objeto. En lugar de refinar la asignación utilizando in-
formación sobre el tipo de transformaciones que pueden afectar a los puntos, tal
y como se comentó al comienzo de este capítulo, se están introduciendo restric-
ciones sobre el tipo de relaciones que se esperan observar.

En la literatura sobre etiquetado con relajación hay una gran variedad de al-
goritmos diferentes (Kittler e Illingworth, 1986). Sin embargo se utilizarán las
fórmulas más comunes, las de Rosenfeld et al. (1976). Como se ha comentado,
las etiquetas no se asignaron independientemente sino que están sujetas a res-
tricciones contextuales. Éstas se definen mediante una matriz de M × M por
bloques

R =


R11 · · · R1M

...
. . .

...

RM1 · · · RMM

 (5.5)

102
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denominada matriz de coeficientes de compatibilidad, donde cada matriz Rnm

es una matriz de L× L

Rnm =


rnm(1, 1) · · · rnm(1, L)

...
. . .

...

rnm(L, 1) · · · rnm(L, L)

 (5.6)

que indican la compatibilidad de cada etiqueta asignada al punto n-ésimo con
cualquier otra signada al punto m-ésimo, de manera que valores altos se co-
rresponden con mayor compatibilidad y valores bajos con incompatibilidad. El
algoritmo de etiquetado con relajación recibe como entrada unas probabilidades
iniciales de etiquetado P(0) y lo actualiza iterativamente, con arreglo a lo indica-
do en la matriz de coeficientes de compatibilidad R, de acuerdo a la expresión

p(t+1)
nl =

p(t)
nl q(t)

nl

∑L
j=1 p(t)

nj q(t)
nj

(5.7)

donde

q(t)
nl =

M

∑
m=1

L

∑
j=1

rnm(l, j)p(t)
mj (5.8)

es la fuerza con la que los puntos del entorno apoyan que l sea la etiqueta correc-
ta para el punto n-ésimo. Generalmente, el algoritmo itera hasta que la distancia
entre etiquetados sucesivos es lo suficientemente pequeña o cuando se alcanza
un número máximo de iteraciones, asignando finalmente a cada punto la etique-
ta para la que tiene la mayor probabilidad.

Este proceso puede ser simplificado, por ejemplo no considerando en (5.8) to-
dos los puntos del conjunto, si no sólo los vecinos más próximos. Wang y Han-
cock (2006) además simplifican la matriz R suponiendo homogeneidad espacial.
Es decir, que las matrices Rnm que componen R son independientes de n y de m,
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definiendo sus elementos así

rnm(l, j) = rl j =

1 si xn y xm pertenecen al mismo elemento rígido

−1 en cualquier otro caso
(5.9)

También se reescribe (5.8) exponenciando el numerador, para a continuación
normalizar

q(t)
nl =

exp
(

∑m∈Nn ∑L
j=1 rl j p

(t)
mj knm

)
∑L

l=1 exp
(

∑m∈Nn ∑L
j=1 rl j p

(t)
mj knm

) (5.10)

donde Nn es el conjunto de vecinos más próximos al punto n-ésimo y se ha
introducido knm para ponderar la propagación de las etiquetas en función de la
distancia entre los puntos. Esta modificación también lleva a reescribir (5.7)

p(t+1)
nl =

p(t)
nl + αq(t)

nl

∑L
j=1 p(t)

nj + αq(t)
nj

(5.11)

donde α es una parámetro constante. Así el procedimiento para la asignación
de correspondencias en objetos articulados sería tal y como se describe en el
algoritmo 5.3.

En todo caso es importante tener en cuenta que el comportamiento del eti-
quetado con relajación es muy dependiente de la elección de los coeficientes de
compatibilidad (Haralick et al., 1980; O’Leary y Peleg, 1983). Por tanto no hay
garantías de que con la R escogida la técnica vaya a tener el comportamiento
esperado. Una aproximación interesante es la de aprender los coeficientes de re-
lajación sobre un conjunto de datos de entrenamiento, de forma que se optimice
el funcionamiento del proceso de relajación (Pelillo y Refice, 1994). Sin embargo,
esto puede resultar bastante complejo en el caso del reconocimiento gestual de
los movimientos de una mano. El elevado número de grados de libertad, las im-
portantes diferencias entre perspectivas de una misma mano y la autooclusión,
pueden hacer que el problema sea intratable, debido al número de muestras ne-
cesario para el entrenamiento, o que sea necesario entrenar diferentes matrices
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Algoritmo 5.3. Correspondencia de puntos en objetos articulados con relajación.

1. Se inicializan las matrices de probabilidad P y P′. La primera puede ser
conocida, mientras que con la segunda se puede utilizar una distribución
de probabilidad uniforme para todas las etiquetas de un mismo punto.

2. Se construye en base a (5.9) la matriz de coeficientes de compatibilidad R a
partir del conjunto de puntos de la primera imagen {xn} y de sus etiquetas

rl j =

{
1 si xn y xm pertenecen al mismo elemento rígido
−1 en cualquier otro caso

3. Se resuelve la asignación para los conjuntos {xn} y {x′m} (véase el algorit-
mo 5.2 en la página 100) utilizando las matrices P y P′ respectivamente.

4. Se calcula el error de correspondencia e = ∑N
n=1 ‖xn − x′n‖F, deteniendo

el procedimiento en caso de que el error no varíe de forma significativa
respecto a la iteración anterior.

5. Se ejecuta el proceso de relajación definido por (5.10) sobre P′

p′nl
(t+1) =

p′nl
(t) + αq′nl

(t)

∑L
j=1 p′nj

(t) + αq′nj
(t)

donde

q′nl
(t) =

exp
(

∑m∈Nn ∑L
j=1 rl j p′mj

(t)knm

)
∑L

l=1 exp
(

∑m∈Nn ∑L
j=1 rl j p′mj

(t)knm

)
Este proceso iterativo puede detenerse cuando la variación en las proba-
bilidades de una iteración a la siguiente es lo suficientemente pequeña o
después de un número máximo de iteraciones

6. Se vuelve al paso (3), repitiendo el proceso.
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de compatibilidad para diferentes puntos de vista de la mano.

5.4. Experiencias con la asignación de correspondencias

Para comprobar las prestaciones de la asignación de correspondencias me-
diante KPCA en secuencias de imágenes de manos, se fijó un punto de vista
genérico y se uso el software descrito en el apartado 6.2 en la página 158 para
sintetizar 7 260 manos haciendo diferentes gestos con los dedos. En dicha ci-
fra también se incluyen distintas posturas estáticas de la muñeca. Los gestos se
muestrearon con entre 10 y 15 imágenes de la mano en las diferentes posturas
de cada gesto, generándose un total de 90 750 imágenes. Adicionalmente se sin-
tetizaron 100 000 manos en posturas escogidas aleatoriamente. De cada postura
se generaron dos versiones: la primera utilizando una modelo que simulase la
piel humana, para obtener una imagen sintética lo más fiel posible a la realidad,
y la segunda donde cada extremidad aparece teñida de un color diferente, con
la idea de que sirva como referencia para el etiquetado de los segmentos. De to-
da la galería se han extraído dos posturas al azar para ilustrar los resultados de
las experiencias con el encaje de puntos. En la figura 5.1 se pueden observar las
primeras 6 posturas de la mano del primer gesto extraído, que se denominará
gesto «A», mientras que la figura 5.2 contiene imágenes para las mismas postu-
ras pero con los diferentes elementos de la mano marcados con distintos colores.
El mismo tipo de imágenes se puede observar en la figura 5.3 y en la figura 5.4
pero para lo que se denominará el gesto «B».

5.4.1. Reducción de la dimensionalidad

Las primeras experiencias realizadas consistieron en comprobar el compor-
tamiento de KPCA a la hora de capturar información acerca de la forma de la
mano. Para eso se tomaron posturas al azar y se extrajeron los puntos de la ima-
gen que formaban parte de la mano, junto con las etiquetas obtenidas gracias a
los distintos colores asignados a cada extremidad. De cada conjunto de puntos
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.1. De izquierda a derecha y de arriba a abajo, las primeras 6 posturas
del gesto «A» de la mano sintética con piel.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.2. De izquierda a derecha y de arriba a abajo, las primeras 6 posturas
del gesto «A» de la mano sintética con las extremidades etiquetadas en color.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.3. De izquierda a derecha y de arriba a abajo, las primeras 6 posturas
del gesto «B» de la mano sintética con piel.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.4. De izquierda a derecha y de arriba a abajo, las primeras 6 posturas
del gesto «B» de la mano sintética con las extremidades etiquetadas en color.
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Figura 5.5. Ejemplo de la elección de puntos de la mano
sintética de la figura 5.2(a).

se seleccionaron aleatoriamente 300 por etiqueta, con el objetivo de que el pro-
blema no fuera excesivamente grande. Es importante destacar que si el número
total de puntos fuera N, la matriz K sería de N × N. En la figura 5.5 se puede
observar un ejemplo de los puntos seleccionados y etiquetados para la postura
de la figura 5.2(a).

A cada conjunto de puntos se le hizo un KPCA para la funciones de kernel
gaussianas (4.17), polinomial (4.18) y triangular (4.19) (véase el apartado 4.3 en
la página 65), tanto asumiendo que la mano es un objeto rígido —sin utilizar
la información de las etiquetas— como suponiendo que es un objeto articulado.
Para este último caso la matriz de probabilidades P se construyó de forma que:

pnl =

1 si l = ln

0 en cualquier otro caso
(5.12)

donde ln es la etiqueta del n-ésimo punto. En el caso de la función de kernel
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Figura 5.6. Autovalores para las posturas de las figuras 5.2(a),
5.2(f), 5.4(a) y 5.4(f) considerando la mano como un objeto rí-
gido y usando una función de kernel gaussiana (h = 2).

gaussiana se fijó el valor del parámetro c mediante

c = h
N

∑
n=1

N

∑
m=1

‖xn − xm‖2

N2 − N
(5.13)

donde h es una constante, tal y como proponen Wang y Hancock (2006). Esta
expresión hace que el valor de c sea proporcional al valor medio de la distancia
al cuadrado entre los puntos. Para ilustrar como el KPCA reduce la dimensiona-
lidad, en la figura 5.6 se pueden observar los 10 autovalores de mayor magnitud
para las figuras 5.2(a), 5.2(f), 5.4(a) y 5.4(f). Estos autovalores fueron obtenidos
utilizando una función de kernel gaussiana (4.17) con h = 2 y suponiendo que la
mano es un objeto rígido, por lo que no se utilizó la información proporcionada
por las etiquetas. Por el contrario, para la figura 5.7 se obtuvieron los autovalo-
res asumiendo que la mano es un objeto articulado. En ambos casos se puede
observar que el KPCA captura la mayor parte de la variabilidad de los factores
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Figura 5.7. Autovalores para las posturas de las figuras 5.2(a),
5.2(f), 5.4(a) y 5.4(f) considerando la mano como un objeto ar-
ticulado y usando una función de kernel gaussiana (h = 2).

subyacentes a las relaciones entre los puntos con 3 o 4 dimensiones, en función
de si se trata de una postura del gesto «B» o del gesto «A» respectivamente.
Obviamente, las variaciones globales de la postura de la mano tienen mayor pe-
so que los cambios de posición en las extremidades. Por eso en ambas figuras
es sencillo comprobar el efecto del movimiento en la articulación de la muñeca
pero no el de los dedos al flexionarse.

En la tabla 5.1 se indican otros resultados acerca del número de dimensio-
nes necesario1 para capturar la información sobre las relaciones entre los puntos
para diferentes posturas, con distintas funciones de kernel y con diferentes pa-
rámetros cada uno. Poco se puede decir a priori acerca de estos resultados. Cada
posible parámetro para cada tipo de función de kernel genera un espacio de ca-
racterísticas distinto, donde el espacio de entrada define una variedad. En gene-

1La prueba de sedimentación (Cattell, 1966) fue el método utilizado para determinar el número
de dimensiones, por ser uno de los más comunes. Sin embargo, es importante destacar que este
método es susceptible de verse afectado por la subjetividad del investigador.
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ral, no se puede predecir que función de kernel hará que las componentes prin-
cipales extraídas posteriormente vayan a ser las «adecuadas» para la asignación
de correspondencias. Eso sólo se puede intentar averiguar experimentalmente.

5.4.2. Estimación de la preimagen

Obtener la preimagen de los puntos puede ser de interés de cara a obtener
algo de información acerca de lo que está ocurriendo en el espacio de caracte-
rísticas. Por ejemplo, la figura 5.8 muestra las preimágenes de los puntos de las
figuras 5.2(a), 5.2(f), 5.4(a) y 5.4(f) suponiendo que la mano es un objeto rígido.
Tras hacer un KPCA con función de kernel gaussiana (h = 2) para cada conjunto
de puntos y proyectarlos en un subespacio de dimensión 4 —tal y como se reco-
mienda en la tabla 5.1— se procedió a calcular la preimagen de cada uno de los
puntos. Éstas se han coloreado en base a la etiqueta de su punto correspondiente
antes del KPCA, con el objetivo de facilitar la visualización. En general, poco se
puede decir acerca de las imágenes formadas por las preimágenes, de su relación
con las imágenes originales y de como cambian las primeras al modificarse las
últimas. Como se comentó en el apartado 4.5 en la página 71, un punto PΦ(xn)
no tiene porqué estar dentro de la variedad del conjunto de datos, por lo que no
está garantizado que tenga preimagen. Las técnicas descritas en el apartado 4.5
intentan estimar la preimagen de PΦ(xn) como aquel punto x̂ del espacio de en-
trada que al ser proyectado en el espacio de características F quede lo más cerca
posible de PΦ(xn). Esto de ninguna manera garantiza parecido alguno entre la
imagen original y la formada a partir de las preimágenes de los puntos. Sólo que
los puntos y sus preimágenes correspondientes están próximas en el espacio de
características.

El fenómeno opuesto ocurre con la función de kernel polinomial. En la figu-
ra 5.9 se pueden observar las preimágenes de los puntos de las figuras 5.2(f) y
5.4(f). En este caso las imágenes creadas a partir de las preimágenes tienen cier-
to parecido con las imágenes originales. Esto en cierta medida era de esperar
puesto que las funciones de kernel polinomial tienden a capturar la información
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Tabla 5.1. Número de dimensiones relevantes para diferentes posturas y funciones de ker-
nel gaussianas (4.17), polinomial (4.18) y triangular (4.19).

Figura Modelo Función de kernel Parámetros Dimensiones

5.2(a) rígido gaussiana h = 1 4
5.2(a) rígido gaussiana h = 5 3
5.2(a) rígido gaussiana h = 10 3
5.2(a) rígido polinomial d ∈ [1, 9] 2
5.2(a) rígido triangular d = 0, 5 4
5.2(a) rígido triangular d = 1 3
5.2(a) rígido triangular d = 1,5 2
5.2(a) articulado gaussiana h ∈ [1, 10] 4
5.2(a) articulado polinomial d = 1 4
5.2(a) articulado polinomial d = 3 3
5.2(a) articulado polinomial d = 5 2
5.2(a) articulado polinomial d = 9 1
5.2(a) articulado triangular d = 0,5 2
5.2(a) articulado triangular d = 1 4
5.2(a) articulado triangular d = 1,5 4
5.4(a) rígido gaussiana h ∈ [1, 10] 3
5.4(a) rígido polinomial d ∈ [1, 9] 2
5.4(a) rígido triangular d ∈ [1/2, 3/2] 3
5.4(a) articulado gaussiana h ∈ [1, 10] 3
5.4(a) articulado polinomial d = 1 3
5.4(a) articulado polinomial d = 2 2
5.4(a) articulado polinomial d = 5 3
5.4(a) articulado polinomial d = 9 7
5.4(a) articulado triangular d = 0,5 2
5.4(a) articulado triangular d = 1 2
5.4(a) articulado triangular d = 1,5 3
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(a) Preimágenes de la figura 5.2(a).
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(b) Preimágenes de la figura 5.2(f).
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(d) Preimágenes de la figura 5.4(f).

Figura 5.8. Preimágenes de los puntos de diversas posturas para un KPCA con función de
kernel gaussiana (h = 2), subespacio de componentes principales de dimensión R = 4 y
modelando la mano como un objeto rígido.
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(a) Preimágenes de la figura 5.2(f).

−1 0 1 2

x 10
14

−2

−1

0

1

2

x 10
14

(b) Preimágenes de la figura 5.4(f).

Figura 5.9. Preimágenes de los puntos de diversas posturas para un KPCA con función de
kernel polinomial (d = 2), subespacio de componentes principales de dimensión R = 2 y
considerando la mano como un objeto rígido.

subyacente a la direccionalidad de los datos, algo que desde el punto de vista del
encaje puede ser muy interesante. Sin embargo, el subespacio de componentes
principales adecuado para este tipo de función de kernel y este tipo de datos es
2, el mismo número de dimensiones que hay en el espacio de entrada. Por tan-
to, es muy posible que la función de kernel polinomial no sea capaz de extraer
las factores no lineales subyacentes a las relaciones entre los puntos. Eso sería
un problema, puesto que se partió de la hipótesis de que eso era necesario para
asegurar una asignación de correspondencias robusta.

Respecto a considerar la mano como un objeto articulado, en la figura 5.10
se pueden observar las preimágenes de los puntos de las figuras 5.2(f) y 5.4(f)
para un KPCA con función de kernel gaussiana (h = 2). Las figuras de la par-
te superior, 5.10(a) y 5.10(b), se obtuvieron después de que el KPCA finalmente
proyectara los puntos de las imágenes originales en un subespacio de dimensión
R = 4 —tal y como se recomienda en la tabla 5.1 en la página 115—. Observando
dichas figuras es fácil comprobar que sólo se está preservando la información de
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(a) Preimágenes de la figura 5.2(a) para la pro-
yección con R = 4.
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(b) Preimágenes de la figura 5.2(f) para la pro-
yección con R = 4.
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(c) Preimágenes de la figura 5.2(a) para la pro-
yección con R = 20.
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(d) Preimágenes de la figura 5.2(f) para la pro-
yección con R = 20.

Figura 5.10. Preimágenes de los puntos de diversas posturas para un KPCA con función de
kernel gaussiana (h = 2) y considerando la mano como un objeto articulado. Las de arriba
son de puntos proyectados en un subespacio de componentes principales de dimensión
R = 4, mientras que las de abajo son de las mismas imágenes pero proyectando los puntos
en un subespacio de dimensión R = 20.
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las regiones etiquetadas de mayor tamaño, que son las que componen la palma
de la mano. Cada una de las otras regiones se colapsa en un único punto al ob-
tener las preimágenes. Por el contrario, para figuras de la parte inferior, 5.10(c)
y 5.10(d), el KPCA proyectó los puntos en un subespacio de dimensión R = 20.
En ese caso los diferentes segmentos se colapsan en líneas con diversas orienta-
ciones. Esto lleva a pensar que, pese a que la mayor parte de la variabilidad de
los datos puede ser preservada con 4 dimensiones, desde el punto de vista de la
asignación de correspondencias puede ser interesante conservar más dimensio-
nes para disponer de más información.

Pese a que el cálculo de las preimágenes en general no tiene porqué devolver
nada parecido a las imágenes originales, es importante tener en cuenta que es-
to depende de las funciones de kernel escogidas y de la estructura de los datos
a analizar, entre muchos otros factores. Por ejemplo, Mika et al. (1999) utilizan
con éxito el KPCA y la posterior estimación de la preimagen para eliminar ruido
de diversas imágenes. En concreto, hacen que cada imagen de una base de da-
tos de imágenes sea un punto del espacio de entrada. El KPCA se aplica sobre
un subconjunto de dichos puntos para construir el subespacio de componentes
principales. A partir de ese punto cualquier imagen de la base de datos puede
ser proyectada en dicho subespacio, para posteriormente estimar su preimagen.
El resultado es una versión reconstruida de la imagen original.

5.4.3. Correspondencia de puntos de objetos articulados sin relajación

Para comprobar el funcionamiento de la técnica de encaje de puntos en objetos
articulados —descrita en el algoritmo 5.2 en la página 100— se procedió a pro-
barla pero sin ponderar la correspondencia, utilizando la probabilidad de que el
punto original y el asignado tengan la misma etiqueta. Es decir, en lugar de uti-
lizar (5.4) se utilizó (5.2), la ecuación de la correspondencia para objetos rígidos.
Adicionalmente, dos aspectos debieron ser tenidos en cuenta. El primero es que
el signo de cada autovector no es único, puesto que cambiar el sentido no viola
la condición de ortonormalidad de la base del subespacio de componentes prin-
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cipales. Sin embargo, es vital que los autovectores de ambos subespacios tengan
la misma orientación para que los puntos proyectados puedan ser comparados
utilizando (5.2) o (5.4). Por tanto es necesario añadir una etapa que corrija el
signo de los autovectores, después de resolver el problema de autovalores (4.11)
en la página 63 y antes de proyectar los puntos en el subespacio de componentes
principales (4.13) en la página 64. Debido a la relación (4.6) entre los autovecto-
res vi de la matriz de covarianza de los datos y los autovectores ai de la matriz
de kernel K, para modificar el signo en los primeros basta con hacerlo en los se-
gundos. Así, el signo del vector de coeficientes a′i, de los puntos de la segunda
imagen, puede ser corregido usando como referencia los coeficientes ai, de la
primera, según la regla

a′i =

a′i si aT
i a′i > 0

−a′i si aT
i a′i < 0

(5.14)

El segundo aspecto que debe ser tenido en cuenta sólo es relevante cuando se uti-
liza la función de kernel polinomial (4.18). Como se comentó en la página 66, este
tipo de funciones de kernel no es invariante a cambios de escala, puesto que el
producto escalar tampoco lo es. Para resolver este problema una posible solución
es normalizar todos los autovalores por el de mayor magnitud para cada ima-
gen, en el momento de normalizar los coeficientes ai y a′i (véase el apartado 4.2
en la página 64) antes de proyectar los puntos en el subespacio de componentes
principales (4.13).

Correspondencia sin ponderación basada en etiquetas

La figura 5.11 muestra el resultado de la asignación de correspondencias, en
las condiciones descritas en el apartado 5.4.3, utilizando una función de kernel
gaussiana, entre las imágenes de las figuras 5.2(a) y 5.2(b) y para distintas dimen-
siones del subespacio de componentes principales. Tal y como parecía intuirse
en el análisis de las preimágenes, el número de dimensiones recomendado en la
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(d) Correspondencia con función de kernel
gaussiana (h = 10) y R = 40.

Figura 5.11. Correspondencia de objetos articulados entre las imágenes de las figu-
ras 5.2(a) y 5.2(b), utilizando funciones de kernel gaussianas y distintas dimensiones para
el subespacio de componentes principales.
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tabla 5.1 no es suficiente para un correcto encaje de puntos. En la figura 5.11(a)
se muestra el resultado cuando el subespacio de componentes principales tiene
dimensión R = 4 —tal y como recomienda el análisis de autovalores—. Sin em-
bargo, los resultados no se corresponden con lo esperado. Según va aumentado
el número de dimensiones preservadas en el KPCA mejoran notablemente los
resultados del encaje, hasta el punto de que en la figura 5.11(c) se puede obser-
var cierto patrón. En esa misma imagen se puede ver que se comenten errores en
el centro de la palma. En la figura 5.11(d) esos errores se corrigen parcialmente
al aumentar el parámetro h. Éste controla el ancho de la campana de la función
de kernel gaussiana. Por tanto, parece lógico que para capturar la información
de los segmentos de mayor tamaño haya que aumentar h, con el objetivo de que
dicha campana cubra la mayor parte de los puntos del segmento. El mismo com-
portamiento se observa para las posturas del gesto «B» y, en general, para todas
las posturas generadas sintéticamente. En la figura 5.12 se puede observar un re-
sultado similar, sólo que obtenido utilizando una función de kernel polinomial
de grado d = 2, y lo mismo ocurriría si hiciera la prueba con la función de kernel
triangular.

Incluso en los mejores casos la asignación no es correcta, siendo lo más in-
teresante el patrón que exhibe. En condiciones normales cabría esperar errores
en las correspondencias en el sentido, por ejemplo, de puntos mal etiquetados
en la frontera de los segmentos. Sin embargo, en las figuras 5.11(d) y 5.12(d) se
observa que en ocasiones a segmentos completos se les asigna la misma etique-
ta, aunque esta no sea la correcta, mientras que en otros casos los segmentos
son seccionados en cuatro y las etiquetas asignadas en parejas de dos segmen-
tos. Curiosamente, esta técnica de encaje de correspondencias parece que sólo
funciona correctamente en los segmentos que forman la palma de la mano, que
además son los de mayor tamaño en extensión dentro de la imagen. Usando las
técnicas descritas en el apartado 4.6 se descubre que los subespacios de compo-
nentes principales para ambas imágenes, en general, no tienen porqué encajar.
Y eso pese a que para estas pruebas se partió de la hipótesis de que se conocía
con exactitud el etiquetado en ambas imágenes. En concreto, para el caso de la
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linomial (d = 2) y R = 30.

Figura 5.12. Correspondencia de objetos articulados entre las imágenes de las figu-
ras 5.2(a) y 5.2(b), utilizando una función de kernel polinomial y distintas dimensiones
para el subespacio de componentes principales.
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figura 5.11(d) y utilizando la definición de Wang et al. (2006), desarrollada en el
apartado 4.6.1 en la página 82, la distancia entre ambos subespacios es de 0,3943,
mientras que para el caso de la figura 5.12(d) la distancia es de 0,3264.

La distancia entre subespacios propuesta por Wang et al. (2006) se calcula
mediante la expresión (4.50) en la página 83, donde la parte entre paréntesis,
compuesta por los dos sumatorios interiores, es una matriz Q de R× R tal que
qij = (uT

i vj)2, siendo ui y vj los autovectores del subespacio de componentes
principales para la primera y la segunda imagen, respectivamente. Es decir, que
esa matriz, que también tiene un papel central en el cálculo de los ángulos prin-
cipales (4.52), esta compuesta por el resultado de hacer el producto de cada au-
tovector de uno de los subespacios por los autovectores del otro subespacio. Si
ambos subespacios fueran el mismo, la matriz Q sería la matriz identidad I. Pero,
por ejemplo, para el caso de la figura 5.11(d) la matriz Q es:

Q =



0,99 0,08 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 · · · 0,00

0,08 0,99 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 · · · 0,00

0,00 0,00 0,99 0,14 0,00 0,00 0,00 0,00 · · · 0,00

0,00 0,00 0,14 0,99 0,00 0,00 0,00 0,00 · · · 0,00

0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 · · · 0,00

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 · · · 0,02

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 · · · 0,00

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 · · · 0,00

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,99 0,00 0,00 · · · 0,00

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 · · · 0,00
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

...

0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 0,00 0,00 0,00 · · · 0,98


que obviamente no es una la matriz I. Al margen de los pocos elementos que ni
son próximos a 0 ni a 1, parece que los autovectores para ambas imágenes son
parecidos, pero que no siempre generan la misma componente de los conjuntos
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de puntos proyectados {yn} e {y′m}, en los subespacios de componentes princi-
pales. Un ejemplo de eso se puede observar en el elemento q96 de la matriz Q.
El noveno autovector genera la novena componente de los datos proyectos en el
primer subespacio, pero el autovector que más se le parece en el segundo subes-
pacio es el sexto. Este fenómeno se repite a lo largo y ancho de toda la matriz Q y
no sólo para este caso concreto, sino también para diferentes pares de imágenes
y tipos de funciones de kernel. En todo caso es importante tener en cuenta que,
puesto que el subespacio de componentes principales se obtiene calculando los
R autovectores más importantes del espacio de características, y dado que pare-
ce que entre un espacio y otro éstos pueden haber permutado, no hay garantías
de que ambos subespacios tengan la misma base. Es decir, que en la base de uno
de ellos puede haber un autovector que no fue incluido en la base del otro.

Una posible solución a este problema sería utilizar la divergencia de Kullback-
Leibler (véase el apartado 4.6.3 en la página 85) para etiquetar los puntos proyec-
tados en su subespacio de componentes principales, aunque dichos subespacios
sean distintos. En principio, sería posible comparar la distribución de puntos
proyectados de la segunda imagen que tienen una etiqueta dada con las distri-
buciones de puntos proyectados de la primera imagen para cada etiqueta posi-
ble. Aquella pareja de distribuciones con menor divergencia de Kullback-Leibler
indicaría la etiqueta más probable para los puntos de la segunda imagen. Si bien
es cierto que con este procedimiento a toda una región se le asigna la misma
etiqueta, el resultado sería muy similar a lo visto previamente. Para calcular la
divergencia Kullback-Leibler hay que estimar la matriz de covarianza a partir
de los puntos proyectados. Dicha matriz se descompone en los mismos auto-
vectores que generan el subespacio de componentes principales. Por tanto, esta
posible solución es sensible al mismo problema que afecta al algoritmo de asig-
nación de correspondencias original.

Correspondencia con ponderación basada en etiquetas

La figura 5.13 muestra el resultado de la correspondencia utilizando el algorit-
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5.2(b) con función de kernel gaussiana y R = 4.

100 200 300 400

100

200

300

(b) Correspondencia entre las figuras 5.2(a) y
5.2(b) con función de kernel gaussiana y R =
40.

100 200 300 400

100

200

300

(c) Correspondencia entre las figuras 5.2(a) y
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(d) Correspondencia entre las figuras 5.2(a) y
5.2(f) con función de kernel gaussiana y R =
40.

Figura 5.13. Arriba, correspondencia de objetos articulados entre las imágenes de las fi-
guras 5.2(a) y 5.2(b), utilizando una función de kernel gaussiana (h = 2) y distintas di-
mensiones para el subespacio de componentes principales. Abajo, correspondencia en
las mismas condiciones de puntos de objetos articulados entre las imágenes de las figu-
ras 5.2(a) y 5.2(f).
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mo 5.2 sin modificación alguna. Es decir, teniendo en cuenta la probabilidad de
que los puntos en ambas imágenes tengan la misma etiqueta. Las figuras 5.13(a)
y 5.13(b) son el resultado del encaje entre las figuras 5.2(a) y 5.2(b). La primera,
cuando el subespacio de componentes principales es de dimensión R = 4, y la
segunda, cuando es de R = 40. Las figuras de la parte inferior se han obtenido
de forma similar pero para el caso de intentar hacer la correspondencia de las
figuras 5.2(a) y 5.2(f).

A diferencia de lo que se observa en la figura 5.11, parece que el algoritmo
funciona perfectamente. Curiosamente lo hace incluso con R = 4, cuando antes
parecía obvio que si se recortaba mucho el subespacio de componentes principa-
les se perdía información acerca de los segmentos rígidos de menor tamaño. En
realidad, utilizando (5.4) para la asignación de correspondencias ésta se muestra
muy robusta con la función de kernel gaussiana, proporcionando una asignación
perfecta para diferentes valores para el parámetro h, dimensiones del subespa-
cio de componentes principales e imágenes. Lamentablemente, no se aprecia el
mismo resultado ni utilizando la función de kernel polinomial ni la triangular,
pues con ambos a todos los puntos siempre se les acaba asignado la misma clase.
En todo caso (5.4) sólo se distingue de (5.2) en el uso de la información conocida
acerca del etiquetado de los puntos. Por tanto, es de esperar que en ambos casos
los subespacios generados por los conjuntos de puntos de ambas imágenes no
sean los mismos. Es decir, que la asignación de correspondencias realmente no
está utilizando la información adecuada. Es muy posible que los buenos resulta-
dos se deban a que para comprobar las prestaciones de esta técnica se ha partido
de suponer que las etiquetas son perfectamente conocidas para ambas imáge-
nes. Cada punto tiene probabilidad 1,0 sólo para una de las etiquetas y 0,0 para
las otras, haciendo que (5.4) funcione. Sin embargo, no parece probable que estos
buenos resultados se mantengan al introducir la relajación. Cuando eso ocurra el
problema será más real, en el sentido de que las etiquetas de la segunda imagen
realmente no se conocerán, por lo que habrá que hacer algún tipo de suposición
sobre el etiquetado inicial que posteriormente la relajación deberá refinar. Pues-
to que ese etiquetado inicial en nada tiene que parecerse al real, es muy posible
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que entonces el algoritmo se muestre mucho menos robusto por el problema ya
comentado con los subespacios.

5.4.4. Efecto de la elección de los puntos en la correspondencia

Pese a los buenos resultado en el apartado 5.4.3, todo parece indicar que los
subespacios generados por los conjuntos de puntos de las dos imágenes que in-
tervienen en el encaje no tienen porqué ser ni tan siquiera parecidos, tal y como
revelaron las experiencias comentadas en el apartado 5.4.3, incluso entre imáge-
nes relativamente parecidas como son las de las figuras 5.2(a) y 5.2(b).

En principio, detrás de este problema podría estar el alineamiento entre los
puntos de las dos imágenes. Resulta muy sencillo generar dos matrices A y B de
manera que ambas sean iguales, excepto por que a la segunda se le permuta una
columna respecto a la primera. Si se resolviese el problema de los autovalores
para ambas matrices, se comprobaría que los autovectores no son invariantes a
las permutaciones, aunque los autovalores si lo son. Es, por tanto, de esperar
que si los puntos en ambas imágenes no se escogen en el mismo orden, las filas
y las columnas de la matriz de kernel K permuten, haciendo que los subespacios
generados por dichos conjuntos de puntos se viesen afectados. Estudiando la li-
teratura se puede ver que es común someter los puntos de interés a un análisis
de Procrustes, con el objetivo de permutarlos de forma que se preserve cierto
orden en la elección de los puntos entre las distintas imágenes (Rathi et al., 2006).
Pero eso se hace porque todos los puntos de una misma imagen se vectorizan
para configurar un espacio de entrada formado por el conjunto de todas las imá-
genes. En ese caso es importante el orden en el que se escogen lo puntos, puesto
que eso afecta directamente a la posición de cada uno en el vector y, por tanto,
a la medida de similaridad de la función de kernel. Sin embargo, en el presente
caso es sencillo comprobar que la permutación de los puntos no afecta al resul-
tado del KPCA. Basta con realizar un análisis de Procrustes de los conjuntos de
puntos de ambas imágenes, permutando los de la segunda para minimizar el
promedio de la distancia con los puntos de la primera 1

N ∑N
n=1 ‖xn − x′n‖, antes
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de aplicar la técnica de encaje de correspondencias. El resultado será el mismo
que si el análisis de Procrustes no se hubiera hecho, independientemente de la
función de kernel y de los conjuntos de puntos escogidos.

Aunque el problema no se resuelva alineando los puntos entre ambas imáge-
nes, es posible que algo tenga que ver la elección que de ellos se hace. Para com-
probarlo se puede tomar una figura, escoger aleatoriamente varios conjuntos de
puntos y calcular la distancia (4.50) entre los subespacio de componentes princi-
pales que éstos crean al utiliza el KPCA. En la figura 5.14 se puede observar la
media de dicha distancia y el error estándar para diferentes cantidades de pun-
tos escogidos por segmento, utilizando una función de kernel gaussiana (h = 5)
y la imagen de la figura 5.2(a). Mientras que en la figura 5.15 se pueden obser-
var los resultados de la misma prueba pero para una función de kernel poligonal
(d = 2). En ambos casos se aprecia que con número bajo de puntos por segmento,
la distancia entre los subespacios puede variar sustancialmente. Todo depende
de la «fortuna» que se tenga al escoger dichos puntos. Algunos conjuntos de
puntos generan el mismo subespacio de componentes principales, mientras que
muchos otros no. Conforme el número de puntos por segmento aumenta, mas
parecidos son los subespacios y menos varía la distancia entre ellos. En el caso de
la función de kernel gaussiana el primer mínimo está en los 800 puntos por seg-
mento, aunque entre utilizar 600 o 900 puntos no parece haber gran diferencia.
De la misma manera, para la función de kernel polinomial la curva de la me-
dia se vuelve prácticamente plana en torno a 600 puntos. Es importante destacar
que todos los segmentos, a excepción de los dos que forman la palma de la mano
—los de mayor tamaño— tienen algo más de 600 puntos o menos. Por tanto, lo
que ocurre es que los subespacios de componentes principales que se generan a
través del KPCA dependen de los puntos concretos escogidos para generarlos.
Sin embargo, al principio se había supuesto que el subespacio de componentes
principales no cambiaría sustancialmente con la elección de los puntos, si ésta
era lo suficientemente grande como para capturar convenientemente la forma
de los segmentos, puesto que en ese caso el KPCA podría extraer la información
acerca de las relaciones que hay entre los puntos de dichos segmentos. Según
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Figura 5.14. Media de la distancia entre los subespacios generados
por el KPCA, con función de kernel gaussiana (h = 10), para dos con-
juntos de puntos distintos escogidos aleatoriamente sobre la imagen de
la figura 5.2(a).
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Figura 5.15. Media de la distancia entre los subespacios generados
por el KPCA, con función de kernel polinomial (d = 2), para dos con-
juntos de puntos distintos escogidos aleatoriamente sobre la imagen
de la figura 5.2(a).
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aumenta el número de puntos se reducen las posibilidades de elegir, de manera
que en torno a los 600 puntos —en el caso de la figura la figura 5.2(a)— se esta-
rían escogiendo todos los puntos posibles de los segmentos de menor tamaño.
Con 1000 puntos o más realmente sólo se estaría escogiendo aleatoriamente los
puntos de los dos segmentos que forman la palma de la mano, mientras que pa-
ra las otras regiones se estarían escogiendo todos. Este mismo fenómeno ocurre
para todas las imágenes generadas de posturas de la mano. Lo que varía entre
una postura y otra es el punto dónde la distancia ya no se reduce significativa-
mente, pues éste depende del tamaño de los diferentes segmentos. Por tanto, es
necesario escoger un número de puntos adecuado, que no debe ser demasiado
alto por los requerimientos de memoria del KPCA. Lo cierto es que la distancia
converge muy lentamente hacia cero cuando se incrementa el número de pun-
tos. La figura 5.16 muestra el resultado del encaje de correspondencias para 3 000
puntos por segmento y en las mismas circunstancias que se utilizaron para ob-
tener las figuras 5.11(d) y 5.12(d), que son las que mostraban, hasta el momento,
los mejores resultados cuando las correspondencias se asignan mediante (5.2) en
la página 99. Como se puede apreciar, el problema no ha sido resuelto aumen-
tando el número de puntos. Si se examinara la matriz Q, se podría comprobar
que los autovectores de ambos subespacios encajan un poco mejor, en el sentido
de se mantiene diagonal para más dimensiones correspondientes a los mayores
autovalores, pero no lo suficiente para que la asignación de correspondencias
mejore sustancialmente. El mayor inconveniente es que aumentar aun más el
número de puntos es muy complejo porque se multiplican los requerimientos
de memoria.

5.4.5. Correspondencia de objetos articulados mediante KCCA

Puesto que el problema es que los subespacios de componentes principales
para dos conjuntos de puntos, entre los que se quiere hacer encaje de correspon-
dencias, son diferentes, se podría pensar en utilizar KCCA. Tal y como fue co-
mentado en el apartado 4.7 en la página 90, el KCCA permite obtener un subes-
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(a) Correspondencia con 3 000 puntos por segmento y función
de kernel gaussiana (h = 5).
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(b) Correspondencia con 3 000 puntos por segmento y función
de kernel polinomial (d = 2).

Figura 5.16. Correspondencia de objetos articulados en-
tre las imágenes de las figuras 5.2(a) y 5.2(b), utilizando
diferentes funciones de kernel y seleccionado 3 000 pun-
tos por segmento.
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Algoritmo 5.4. Correspondencia de puntos en objetos articulados con KCCA.

1. Se crean las matrices de similaridad K y K′ para los conjuntos de puntos
{xn} y {x′m} de cada imagen mediante cualquier medida de similaridad
que se defina con una función semidefinida positiva (véase el apartado 4.3
en la página 65).

2. Las matrices K y K′ son ponderadas utilizando la probabilidad de que cada
par de puntos tengan la misma etiqueta

k̃nm =
L

∑
l=1

pnl pmlknm

suponiendo que se conocen las matrices de probabilidad P y P′.

3. A ambas matrices a la vez se les aplica el procedimiento del KCCA con
centrado por clases, resumido en el algoritmo 4.4.

4. Se hallan las correspondencias de cada punto proyectado yn resolviendo
(5.4)

y′m = arg min
y′m

L

∑
l=1

pnl p′ml exp(−‖yn − y′m‖
2/c) para n = 1, . . . , N
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Figura 5.17. Análisis de autovalores generalizados para las posturas de las figuras 5.2(a)
y 5.2(b), utilizando KCCA y distintas funciones de kernel.

pacio donde se maximiza la correlación de los puntos proyectados en el espacio
de características F mediante la transformación no lineal Φ(x). El procedimiento
sería el mismo que el seguido por el algoritmo 5.1 en la página 98 —para objetos
rígidos— o por 5.2 en la página 100 —para objetos articulados— con la salvedad
de realizar un KCCA de los conjuntos de puntos de las dos imágenes a la vez,
en lugar de aplicar un KPCA a cada uno por separado. Concretamente, en el al-
goritmo 5.4 se resume el procedimiento para las asignación de correspondencias
de objetos articulados.

En la figura 5.17 se pueden observar los 100 autovalores de mayor magni-
tud del problema de autovalores generalizado (4.80) en la página 92, para una
selección de 300 puntos de las figuras 5.2(a) y 5.2(b). Puesto que no se están
escogiendo las direcciones de mayor variación de los datos, sino aquellas don-
de éstos muestran mayor correlación, el número de dimensiones necesario para
conservar la mayor parte de la información es mucho mayor, pues la cantidad
de variación capturada por cada autovector desciende mucho más lentamente
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que cuando se utiliza el KPCA (véase las figuras 5.6 y 5.7). La figura 5.17 sólo
muestra los resultados para una función de kernel guassiana (h = 2) —con una
curva para el caso de la mano como un objeto rígido y la otra para la mano co-
mo un objeto articulado— y para la función de kernel triangular (d = 1,5). Uno
de los requisitos para resolver el problema de autovalores generalizado (4.80) es
que la matriz [

K′2 + τI 0

0 K2 + τI

]
sea definida positiva. Desafortunadamente, con la función de kernel polinomial
parece que esta condición no se garantiza, por lo que no se ha podido aplicar
el KCCA. Mientras que para la función de kernel triangular (d = 1,5) con el
modelo articulado, en los casos probados la matriz de autovalores siempre vale
0. Sea como fuere, en la curvas mostradas se aprecia que se necesitan muchas
más dimensiones para preservar la información de la relación entre los puntos
seleccionados de cada imagen. En el caso concreto de la función de kernel trian-
gular, incluso preservando los primeros 1 000 autovectores, no se consigue que
sus autovalores desciendan por debajo de 1,0.

La figura 5.18 muestra el resultado de hacer el encaje de correspondencias
mediante KCCA entre las imágenes de las figuras 5.2(a) y 5.2(b), con un espa-
cio de componentes principales de dimensión R = 100. Las figuras de la parte
superior — 5.18(a) y 5.18(b)— muestran el resultado utilizando una función de
kernel gaussiana, con un modelo rígido y articulado respectivamente y corres-
pondencias sin utilizar la información acerca de las etiquetas (5.2). Aunque era
de suponer que el subespacio generado, por ser único y maximizar la correla-
ción entre ambos conjuntos de datos, fuera mejor desde el punto de vista del
encaje de correspondencias, lo cierto es que no ocurre así. El resultado mostrado
en la figura 5.18(a) para el caso del modelo rígido parece razonable, pero cier-
tamente lleva a engaño, pues el mismo rendimiento se hubiera conseguido si la
correspondencia se hubiera hecho directamente en el espacio de entrada R2. En
general, cuanto menos se parecen las imágenes a encajar —por ser posturas más
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Figura 5.18. Encaje de correspondencias mediante KCCA entre las imágenes de las figu-
ras 5.2(a) y 5.2(b) con un subespacio de componentes principales de dimensión R = 100.
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alejadas dentro del movimiento de un mismo gesto— peor es la asignación de
correspondencias. En la figura 5.18(d) se puede observar el resultado con la fun-
ción de kernel gaussiana pero utilizando la información acerca de las etiquetas
en el encaje (5.4). El resultado, al igual que en 5.13 en la página 126, es práctica-
mente perfecto. Nuevamente el encaje en base a (5.4) se muestra muy robusto,
pero es de esperar que eso sea debido al peso de la información del etiquetado
respecto a la de los puntos en el subespacio del KCCA.

5.4.6. Encaje de puntos de objetos articulados con relajación

Finalmente, lo único que queda es comprobar qué ocurre cuando no se cono-
cen las probabilidades asignadas a la segunda imagen. Se supone que en una
hipotética aplicación real de esta técnica se tienen una serie de puntos de in-
terés de la primera imagen convenientemente etiquetados. Estos pueden haber
sido etiquetados manualmente o, en el caso de secuencias de vídeo, por una eta-
pa de asignación de correspondencias anterior. Entonces, de la segunda imagen
se seleccionan aleatoriamente una serie de puntos de interés, se inicializan sus
probabilidades y se hace un KPCA con centrado por clases a ambos conjuntos
de puntos. Posteriormente se utiliza (5.4) en la página 101 para asignar las co-
rrespondencias y se estima un error para la misma. Si este error ha variado de
forma lo suficientemente significativa respecto a una iteración anterior, se utili-
za un proceso de relajación para reajustar las probabilidades de que cada punto
pertenezca a una clase concreta y se vuelve a repetir el KPCA de los conjuntos
de puntos. Las etapas y las ecuaciones de este proceso se describen con mayor
detalle en el algoritmo 5.3 en la página 105.

Para analizar qué se puede conseguir de la asignación de correspondencias en
objetos articulados con relajación, se procedió a visualizar el resultado de la pri-
mera asignación del algoritmo, la que ocurre justo antes de la primera ejecución
del proceso de relajación. En la figura 5.19 se puede observar el resultado para
el primer encaje, cuando las probabilidades de los puntos de la segunda imagen
utilizan una probabilidad uniforme de ser de cada etiqueta y la función de kernel
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90 % para la probabilidad uniforme para los
puntos de la primera imagen.

Figura 5.19. Primer encaje de correspondencias de un proceso de asignación entre obje-
tos articulados con relajación, utilizando las figuras 5.2(a) y 5.2(b) con función de kernel
gaussiana. Las probabilidades se han tomado de forma que las de los puntos de la segunda
imagen siempre son uniformes, pero las de los puntos de la primera son una mezcla con
porcentajes variables entre la probabilidad conocida de dichos puntos y una probabilidad
uniforme.
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es gaussiana. Al igual que en el caso comentado en el apartado 5.4.3, no se pudo
aplicar el el algoritmo 5.3 con las funciones de kernel polinomial o triangular. La
figura 5.19(a) muestra que los resultados no son tan buenos como cabría esperar
en base a lo visto en la figura 5.13. El motivo es que las matrices de probabilidad
P y P′ son un factor determinante en la asignación de correspondencia. En las
figuras 5.19(b), 5.19(c) y 5.19(d) se puede observar el encaje inicial cuando las
probabilidades de los puntos de la primera imagen se van mezclando con una
probabilidad uniforme. Según se van pareciendo más las probabilidades para
los puntos de la primera imagen con los de la segunda, mejor funciona la asig-
nación de correspondencias. El problema es que para que las probabilidades de
ambos conjuntos de puntos se parezcan es necesario ignorar la información que
aportan las probabilidades de los puntos de la primera imagen.

Una posible solución a este problema sería utilizar el algoritmo 5.1 para ob-
tener una primera aproximación del etiquetado de los puntos de la segunda
imagen. Así la matriz P′ de probabilidad de los puntos de la segunda imagen
podría inicializarse a partir de la frecuencia de las etiquetas que aparecen en la
vecindad de un punto dado. En la figura 5.20 se puede observar la aplicación de
este procedimiento a las parejas de las figuras 5.2(a) y 5.2(b) —en la parte supe-
rior— y las figuras 5.2(a) y 5.2(f) —en la parte inferior—. En las primeras no es
fácil observarlo, pero el encaje inicial no es correcto debido al leve movimiento
del dedo entre las postura de las figuras 5.2(a) y 5.2(b). Era de esperar que el pro-
ceso de relajación resolviera esto. Sin embargo, tras ejecutar el algoritmo 5.3 por
completo, se puede apreciar en la figura 5.20(b) que estos fallos no se corrigieron.
En la parte inferior, donde se utilizan posturas que difieren más que las prime-
ras, el fenómeno se observa mucho mejor. El etiquetado inicial, considerando la
mano como un objeto rígido, prácticamente funciona como un encaje en R2. Es
decir, a cada punto de la segunda imagen se le asigna la etiqueta que tendría
si estuvieran en el mismo sitio pero en la primera imagen. A partir de aquí el
proceso de relajación lo único que puede hacer es suavizar la asignación de las
probabilidades, sin que las etiquetas cambien sustancialmente. Esto último es es-
pecialmente cierto en el presente caso, donde los coeficientes de compatibilidad
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Figura 5.20. Encaje de correspondencias para objetos articulados con relajación usando
posturas del gesto «A». En la columna de la izquierda se muestra el resultado de la asig-
nación tras inicializar las matrices de probabilidad. Mientras que en la columna de la
derecha se puede observar el resultado final del encaje. Las de la parte superior se obtu-
vieron calculando las correspondencias entre las las figuras 5.2(a) y 5.2(b). Mientras que
para la parte inferior se utilizaron las figuras 5.2(a) y 5.2(f).
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R seleccionados (5.9) se han escogido para garantizar que las regiones etiqueta-
das son uniformes, careciendo de información real sobre las regiones que son y
que no son compatibles. Sin embargo, como se ha comentado anteriormente, es
muy complejo el aprender los coeficientes de compatibilidad, a partir de postu-
ras que sirvan de muestras de entrenamiento (Pelillo y Refice, 1994), en un objeto
con tantos grados de libertad como tiene la mano humana. En la figura 5.21 se
pueden observar los mismos resultados pero utilizando posturas del gesto «B».
En dicha figura se ve bastante mejor como el etiquetado inicial no es correcto, in-
cluso entre figuras tan parecidas como son la 5.4(a) y la 5.4(b), y como el proceso
de relajación no es capaz de corregirlo.

El algoritmo 5.3 requiere que se le especifiquen algunos parámetros. En la par-
te referente al proceso de relajación hay que establecer qué se considera el vecin-
dario de un punto. En las pruebas que se muestran en las figuras 5.20 y 5.21 se
han considerado así a los ocho vecinos más próximos. En general, aumentar el
número de vecinos no tiene mayor efecto que el de suavizar un poco más los
valores de probabilidad entre los mismos. También hay que establecer las con-
diciones de parada, tanto para el algoritmo completo como para el proceso de
relajación. En las pruebas éstas se fijaron a una variación en el error inferior al
1 % para ambos casos, con un máximo de 100 iteraciones para el primero y 1 000
para el proceso de relajación. En todo caso, la variación de estos parámetros tam-
poco tiene efecto algun,o pues el algoritmo completo suele detenerse después de
una pocas iteraciones, mientras que el proceso de relajación es bastante lento en
el ajuste de las probabilidades, requiriendo muchas más interacciones aunque
sin alcanzar nunca las 1 000 fijadas como máximo. En este sentido, sería de espe-
rar que el parámetro α de (5.11) fuese un factor determinante. Sin embargo, tal
y fueron escogidas (5.11) y (5.10), la única forma de que un punto pierda pro-
babilidad para un etiqueta determinada es que reciba una aportación de 0 para
la misma, perdiendo probabilidad a través de la normalización en (5.11). Esto
hace que el proceso sea algo más lento, respecto a otros procesos de relajación
descritos en la literatura, incluso con valores de α relativamente altos. Pero en
ningún caso introducir modificaciones en este sentido —variando el valor de α
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Figura 5.21. Encaje de correspondencias para objetos articulados con relajación usando
posturas del gesto «B». En la columna de la izquierda se muestra el resultado de la asigna-
ción tras inicializar las matrices de probabilidad, mientras que en la columna de la derecha
se puede observar el resultado final del encaje. Las de la parte superior se obtuvieron cal-
culando las correspondencias entre las las figuras 5.4(a) y 5.4(b), mientras que para la parte
inferior se utilizaron las figuras 5.4(a) y 5.4(f).
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o utilizando un proceso de relajación más tradicional— permite que los errores
iniciales de asignación de correspondencias sean corregidos.
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6
Detalles de implementación

Las técnicas utilizadas para intentar resolver el problema del reconocimiento
gestual requieren de una cantidad importante de recursos computacionales. Por
ejemplo, para aplicar el KPCA a un conjunto de 10 000 puntos es necesario dispo-
ner de memoria para una matriz K de 10 000× 10 000 elementos. Además, para
dicha matriz hay que resolver el problema de autovalores (4.11), proceso que re-
quiere una cantidad significativa de tiempo de CPU, incluso en los equipos más
modernos. Aparte de esto, en el algoritmo propuesto por Wang y Hancock (2006)
hay que comparar todos los puntos del subespacio de componentes principales
del conjunto de puntos de la primera imagen, con todos los puntos del segundo
conjunto al utilizar (5.4) en el encaje de correspondencias. Si bien para conjuntos
pequeños esto no es un problema, con 10 000 se necesitan 10 000× 10 000 cálcu-
los de la distancia y 10 000 búsquedas del máximo. A continuación se presentan
algunos de los desarrollos realizados para afrontar éstos y otros desafíos.

6.1. Búsqueda de vecinos más próximos mediante
Cover-Tree

Para resolver (5.2) y (5.4) es necesario encontrar el vecino y′m más próximo a
un punto yn dado. La solución más sencilla de calcular la distancia de yn a cada
punto y′m, recordando durante el proceso cuál fue el último punto más próxi-
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mo encontrado, funciona para conjuntos pequeños. Pero el problema se vuelve
rápidamente intratable a poco que crezca el conjunto de datos o el número de
dimensiones del espacio. Este tipo de búsqueda tiene un tiempo de ejecución
del O(NR), donde N es el número de elementos del conjunto y R es la dimen-
sionalidad del espacio.

En la literatura se han propuesto diversas técnicas para resolver el problema
de la búsqueda de vecinos más próximos para conjuntos de datos de gran ta-
maño y/o espacios de elevada dimensionalidad. Por ejemplo, KD-Tree (Bentley,
1980; Friedman et al., 1977), R-Tree (Guttman, 1984), VP-Tree (Yianilos, 1993) y
BK-Tree (Burkhard y Keller, 1973). Los dos últimos utilizan árboles métricos, por
lo que sólo pueden ser utilizados cuando el espacio de los datos es un espacio
métrico1. Los árboles métricos aprovechan las propiedades de los espacios mé-
tricos —como la desigualdad triangular de los espacios euclídeos— para hacer
que el acceso a los datos sea mucho más eficiente. No todos estos algoritmos y
estructuras de datos presentan un buen rendimiento cuando se trabaja en espa-
cios de elevada dimensionalidad. Tal es el caso, por ejemplo, del KD-Tree. Si esto
ocurre, se suele optar por soluciones aproximadas a la búsqueda de los vecinos
más próximos, de manera que se entiende que no es tan importante encontrar-
los con exactitud como hacerlo en un tiempo «razonable», por lo que basta con
utilizar algún algoritmo que sea capaz se de hallar alguno de los vecinos más
cercanos. En la actualidad las técnicas de búsqueda de vecinos más próximos
ε-aproximadas han ganado mucha popularidad de cara a enfrentar el problema
en espacios de elevada dimensionalidad.

Una de las técnicas más prometedoras de búsquedas de vecinos más próximos
es el Cover-Tree (Beygelzimer et al., 2006a). Especialmente si se tiene en cuenta
que el tiempo de búsqueda para esta técnica depende de la dimensión intrínseca
del conjunto de datos.

1Un espacio métrico es aquel donde se ha definido la noción de distancia entre elementos del
espacio.
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6.1.1. Cover-Trees para la búsqueda de vecinos más próximos

El Cover-Tree (Beygelzimer et al., 2006a) es una estructura de datos que permi-
te consultas tanto para obtener los k vecinos más próximos como para obtener
todos los vecinos en un radio ε de un dato dado. La estructura de datos es un
árbol métrico, por lo que sólo puede ser utilizada cuando el espacio de los datos
es un espacio métrico. Dicha estructura requiere O(N) de espacio de almacena-
miento, independientemente de las propiedades métricas del espacio. El árbol
puede ser construido en tiempo O(c6N log N) y consultado en O(c12 log N). Es
decir, el tiempo de búsqueda es sólo proporcional al logaritmo del número de
datos N y a c, la constante de expansión del conjunto de datos. La constante de
expansión del espacio de los datos S se define como el valor más pequeño —con
c ≥ 2— tal que |BS(p, 2r)| ≤ c|BS(p, r)|, donde BS(p, r) = q ∈ S : d(p, q) ≤ r es
la esfera de radio r alrededor del punto p ∈ S. Si los puntos en el espacio S estu-
vieran distribuidos uniformemente en una superficie de dimensión D, entonces
c ∼ 2D, motivo por el cual la constante de expansión es considerada una medida
de la dimensión intrínseca de los datos. En el KPCA la transformación no lineal
Φ(x) mapea los puntos xn del espacio de entrada de dimensión D en una varie-
dad, también de dimensión D, en el espacio de características F de dimensión
M. Por tanto, el hecho de que el tiempo de búsqueda del Cover-Tree esté con-
dicionado a la dimensión intrínseca de los datos D, y no a la dimensión M del
espacio donde han sido mapeados, puede ser muy beneficioso pues esta última
suele ser muy elevada.

La estructura de datos del Cover-Tree es un árbol por niveles donde cada nivel
«cubre» a todos los niveles por debajo de él. Cada nivel se indexa por una escala
entera i que se decrementa según se desciende por el árbol. Suponiendo que Ci

sea el conjunto de nodos en el nivel i, un árbol de Cover-Tree cumple con las
siguientes propiedades para todos los niveles i:

Anidamiento Ci ⊂ Ci−1.

Cubrimiento Para cada p ∈ Ci−1, existe un q ∈ Ci que satisface que d(p, q) ≤ 2i,
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raízC∞

C−∞

Ci−1

Ci

...
...

...

...
...

...

(a) Anidamiento

Ci

Ci−1 p q

p

d(p, q) < 2i

(b) Cubrimiento

Ci

p q

d(p, q) > 2i

(c) Separación

Figura 6.1. Ilustración de las propiedades del árbol de
Cover-Tree.
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y exactamente uno tal que q es padre de p.

Separación Para todo p, q ∈ Ci, d(p, q) > 2i.

En la figura 6.1 se puede observar una representación gráfica de estas propieda-
des.

Beygelzimer et al. (2006a) describen tanto la estructura de datos como los al-
goritmos para la construcción de la misma y el borrado y la inserción de los
puntos. Éstos se describen en términos de una representación implícita donde
existen un número infinito de niveles, siendo C∞ el nivel que contiene el nodo
raíz del árbol. Sin embargo, la implementación real de estos algoritmos utiliza
una representación explícita que sólo ocupaO(N) de espacio de almacenamien-
to. Es importante recordar que si un punto p ∈ S aparece por primera vez en
el nivel i, entonces debe estar en todos los niveles por debajo del i, siendo un
hijo de sí mismo en todos esos niveles. Así, la representación explícita del árbol
de Cover-Tree colapsa todos los nodos donde el único hijo es el propio padre,
sabiendo que implícitamente deberían estar ahí pero sin reservar espacio para
ellos. En general, un nodo explícito es aquel que tiene otro padre aparte de él
mismo o un hijo aparte de sí mismo, lo que automáticamente establece un límite
superior al espacio de almacenamiento requerido.

6.1.2. Cover-Tree desde MATLAB

Puesto que los algoritmos de visión por computador se implementaron para
MATLAB, era necesario disponer de una toolbox de Cover-Tree para dicho entorno.
Beygelzimer et al. (2006c) proporcionan una implementación del Cover-Tree en
C++, en base a lo comentado en una versión extendida de su artículo (Beygelzi-
mer et al., 2006b). El artículo original describe la estructura del árbol del Cover-
Tree, así como los algoritmos de inserción, eliminación de datos y de búsqueda
del vecino más próximo de un punto dado. Ninguno de estos algoritmos se im-
plementa en la librería proporcionada por Beygelzimer et al. (2006c). En su lugar,
ésta ofrece funciones para construir un árbol de Cover-Tree a partir de un con-
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junto de datos y para buscar los vecinos más próximos de todos los puntos de
otro conjunto de datos que sirve de consulta (Beygelzimer et al., 2006b). Puesto
que las primeras son menos eficientes que las segundas, en Beygelzimer et al.
(2006c) sólo se implementaron estas últimas.

De cara a su utilización desde MATLAB, se tuvieron que realizar algunas mo-
dificaciones al código original de Beygelzimer et al. (2006c).

Implementación del algoritmo de inserción

El código original proporciona las funciones

template < c l a s s P>
node<P> b a t c h _ c r e a t e ( v_array <P> points ) ;

template < c l a s s P>
void k_nearest_neighbor ( const node<P> &top_node ,

const node<P> &query , v_array <v_array <P> > &r e s u l t s ,
i n t k ) ;

template < c l a s s P>
void eps i lon_neares t_ne ighbor ( const node<P> &top_node ,

const node<P> &query , v_array <v_array <P> > &r e s u l t s ,
f l o a t eps i lon ) ;

template < c l a s s P>
void unequal_nearest_neighbor ( const node<P> &top_node ,

const node<P> &query , v_array <v_array <P> > &r e s u l t s ) ;

para construir y buscar vecinos más próximos por lotes (Beygelzimer et al., 2006b).
Aunque estos algoritmos son más eficientes que los que operan con datos indi-
viduales, en ocasiones puede ser interesante añadir puntos sin tener que recons-
truir el árbol completo, especialmente si la cantidad de puntos a insertar es lo
suficientemente pequeña como para que compense. La implementación de Bey-
gelzimer et al. (2006c) busca maximizar la eficiencia, por lo que la estructura del
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árbol de Cover-Tree que utilizan es notablemente diferente a la propuesta en
el artículo original (Beygelzimer et al., 2006a), careciendo de los elementos ne-
cesarios para incluir el algoritmo de inserción. Esto obligó a hacer importantes
modificaciones en la estructura de dicho árbol, para finalmente poder introducir
la función

template < c l a s s P>
void i n s e r t ( const P &p , node<P> &top_node ) ;

Cálculo de doble precisión para las distancias

El código original de Beygelzimer et al. (2006c) utiliza plantillas para los da-
tos —que se definen como de tipo P— a incluir en el árbol, de forma que no se
fuerza al programador a utilizar ningún formato concreto para los puntos. Inde-
pendientemente de la estructura, clase o tipo que el programador utiliza para P,
se debe definir una función capaz de calcular la distancia entre dos puntos

f l o a t d i s t a n c e ( P v1 , P v2 , f l o a t upper_bound ) ;

Dicha función debe retornar un flotante de precisión sencilla con la distancia
entre los puntos v1 y v2. Para aumentar la precisión cuando se trabaja con puntos
muy próximos, se redefinió la función de distancia para que retornara flotantes
de precisión doble. Se reajustaron los campos de las estructuras que definen los
nodos del árbol, así como las variables intermedias y otras estructuras utilizadas
en el código, para el nuevo rango de distancias posibles. En todo caso, puesto
que con las nuevas restricciones se consume más memoria y más tiempo de CPU
en las búsquedas, se han mantenido ambas versiones, la que usa flotantes de
precisión sencilla y la que los usa de precisión doble.

Implementación del MEX para MATLAB

Para invocar código C/C++ o FORTRAN desde MATLAB es necesario que éste
sea incluido en un ejecutable de MATLAB (MEX). Un MEX no es más que una libre-
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ría de enlace dinámico que debe cumplir con ciertas convenciones. Por ejemplo,
todo MEX tiene una función «punto de entrada»

void mexFunction ( i n t nlhs , mxArray ∗plhs [ ] , i n t nrhs ,
const mxArray ∗prhs [ ] )

que es llamada cuando el usuario invoca el nombre del MEX como si de una fun-
ción nativa se tratara. A través de este punto de entrada se reciben los argumen-
tos desde MATLAB y se devuelven los resultados de las operaciones realizadas.

Para invocar las funciones de la implementación del Cover-Tree, se desarrolló
un MEX de nombre covertree_call que, a través de su punto de entrada, debe
recibir los siguientes argumentos:

1. Manejador que identifique al árbol de Cover-Tree sobre el que se va a rea-
lizar la operación.

2. Cadena de caracteres que identifica la operación a realizar sobre el árbol
de Cover-Tree

3. Un número variable de argumentos que dependen de la operación solici-
tada.

En el apartado A.1 en la página 175 se resumen las operaciones soportadas con
los argumentos recibidos y devueltos para cada una. Es importante destacar,
que sea cuál sea la operación a realizar siempre es necesario proporcionar en el
primer argumento de la función el manejador del árbol de Cover-Tree, excepto
para el caso de la que inicializa dicho árbol —batch_create— que requiere que
éste sea una matriz vacía []. En realidad, el manejador no es más que un puntero
al nodo raíz del árbol, sólo que convertido en un escalar entero sin signo de 64
bits antes de devolverlo a MATLAB, dado que éste no sabe manejar punteros.

Utilización del gestor de memoria de MATLAB

El código original de Beygelzimer et al. (2006c) utiliza directamente la gestión
de memoria del sistema operativo a través de las funciones malloc() y free().
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Sin embargo, eso hace que dicha memoria no quede bajo el control del gestor de
memoria de MATLAB. Cuando una función del API de MATLAB invocada desde un
MEX falla, el MATLAB retoma el control, libera los recursos reservados —incluída
la memoria— y devuelve el control al usuario a través de la ventana de coman-
dos. Si se permitiera a la librería pedir memoria directamente al sistema, dicha
memoria no estaría bajo el control de MATLAB, por lo que no sería liberada en caso
de error en alguna función del API. Por tanto, en lugar de las funciones malloc()
y free() se deben utilizar las funciones mxMalloc() y mxFree() de MATLAB.

Toda la memoria reservada dentro de un MEX —incluída la que se reserva
mediante mxMalloc(), mxFree() u otras funciones que se utilizan para construir
matrices— lo es en modo no persistente. Esto quiere decir que al salir del MEX
toda la memoria reservada se libera automáticamente, lo cual es deseable en
caso de error pero no cuando las operaciones se ejecutan correctamente. Para
asegurar que la memoria reservada para el árbol no es liberada entre invoca-
ciones al MEX se creó una pila donde almacenar los punteros a las regiones de
memoria que, en caso de terminar la ejecución con éxito, no deben ser libera-
das. Antes de devolver el control a MATLAB se recorre la pila y se marca la me-
moria como persistente mediante las funciones mexMakeMemoryPersistent() y
mexMakeArrayPersistent() del API.

Mejora del rendimiento mediante paso por referencia

Oficialmente en MATLAB los argumentos siempre se pasan por valor. Esto quie-
re decir que cada matriz que recibe una función debe ser copiada antes de pa-
sársela a dicha función, lo cual consume una cantidad importante de memoria
y de tiempo de CPU. Realmente MATLAB utiliza internamente «copia en escritu-
ra», de manera que los argumentos son pasados por referencia y sólo se copian
cuando la función invocada los tiene que modificar. Esto mejora notablemente
la eficiencia del programa, pero es un mecanismo que no está disponible cuando
se desarrolla un MEX.

Por ejemplo, en covertree_call los puntos que se pasan en los argumen-
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tos para construir el árbol de Cover-Tree deben ser duplicados antes de inser-
tarlos. De igual forma, al hacer una consulta los resultados encontrados en el
árbol deben ser duplicados antes de ser devueltos a MATLAB. Sin embargo, en
covertree_call se ha utilizado la función de MATLAB no documentada

mxArray∗ mxCreateReference ( const mxArray ∗pm) ;

que evita que sea necesario copiar los datos al recibirlos y devolverlos de MATLAB.
Todos los elementos de MATLAB tienen un contador interno que indica desde
cuántos puntos del programa está siendo referenciado el elemento. Este con-
tador se decrementa cada vez que se intenta destruir el elemento, aunque sólo
es destruido si el contador llega a 0. Usando mxCreateReference con los datos
de entrada se le está diciendo a MATLAB que éstos están referenciados en algún
sitio —concretamente en el árbol de Cover-Tree donde van a ser insertados—.
De igual manera, al devolverlos en una consulta hay que incrementar el conta-
dor, para que cuando MATLAB intente destruirlos siga quedando constancia de
que existe una referencia desde el árbol de Cover-Tree, evitando que la memoria
sea liberada. Lamentablemente, esta función no está soportada de forma oficial.

Funciones de distancia entre los datos

Los datos pasados por MATLAB al MEX son del tipo mxArray*, cuya estructura
interna sólo es conocida por el programa. Puesto que el código de la implemen-
tación del Cover-Tree utiliza plantillas, no es necesario convertir estos datos a
alguno de los tipos soportados por C++. En su lugar se puede utilizar directa-
mente mxArray* como el tipo P de los puntos a almacenar en el árbol. Sin em-
bargo es necesario proporcionar una función capaz de calcular la distancia entre
dos puntos de tipo mxArray*

f l o a t d i s t a n c e ( mxArray∗ v1 , mxArray∗ v2 , f l o a t upper_bound ) ;

Esta función no está programada dentro del MEX sino que debe ser proporcio-
nada durante la creación del árbol —mediante batch_create— pues su funcio-
namiento depende de la naturaleza de los datos en MATLAB. En la actualidad el
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MEX acepta que la función de distancia le sea proporcionada de cualquiera de
las siguientes maneras:

• Como un manejador de función de MATLAB. Esto permite utilizar funciones
anónimas de MATLAB para calcular las distancias.

• Como una cadena de caracteres que indica el nombre de una función de
MATLAB. Esto permite que la función de cálculo de la distancia se imple-
mente en un archivo de script de MATLAB.

• Como una cadena de caracteres que indica el nombre de una librería de en-
lace dinámico y el de una función, separados por dos puntos. Esto permite
utilizar funciones implementadas en C/C++.

Las dos primeras opciones son las más flexibles puesto que permiten utilizar
funciones programadas directamente en MATLAB. Sin embargo, las transiciones
del código del MEX a MATLAB y viceversa son tremendamente ineficientes. Pues-
to que la función de cálculo de la distancia debe invocarse varias veces durante
la ejecución de las operaciones, las primeras opciones sólo son interesantes para
hacer pruebas con pequeños conjuntos de datos. La tercera opción permite utili-
zar funciones escritas directamente en C/C++. Aunque estas funciones siempre
tendrán que utilizar el API de MATLAB para acceder al contenido de los datos,
pues éstos se pasan como elementos del tipo mxArray*, serán más eficientes que
si estuvieran programadas en el lenguaje de MATLAB.

Para facilitar el desarrollo de funciones para el cálculo de la distancia en C++,
junto con el MEX se incluye una pequeña librería con plantillas para el cálculo de
la resta y el producto escalar de vectores, así como para el cálculo de la distancia
euclídea entre vectores de tipo genérico T. Estas plantillas han sido codificadas
para facilitar la vectorización del código generado por el compilador mediante
el uso de instrucciones SIMD2. También se proporcionan implementaciones de

2Las instrucciones SIMD se utilizan para conseguir paralelismo a nivel de datos. Son instruc-
ciones que aplican una misma operación sobre un conjunto más o menos grande de datos. Un
ejemplo de este repertorio es el SSE que incluyen los procesadores modernos de la familia x86.
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esas plantillas optimizadas para tipos concretos. Por ejemplo, para flotantes de
tipo doble y sencillo se ofrece una implementación del producto escalar basada
en las funciones de la librería de álgebra lineal que acompaña a MATLAB.

Serialización y deseralización del árbol de Cover-Tree

Una de las operaciones más costosas del Cover-Tree es la construcción del ár-
bol a partir de los datos iniciales. Por ello es interesante poder guardarlo y recu-
perarlo de un dispositivo de almacenamiento persistente a voluntad, en lugar de
tener que volver a construirlo en cada ocasión. Sin embargo, la implementación
original de Beygelzimer et al. (2006c) no ofrece esta posibilidad.

Se utilizo la librería boost::serialization para implementar la serialización
y deserialización de la estructura del árbol de Cover-Tree, así como su almacena-
miento y recuperación en y a partir de archivos, tanto en formato de texto como
binario. El principal inconveniente de esta aproximación es que los datos alma-
cenados en el árbol también deben ser serializados pero, puesto que éstos son del
tipo mxArray*, están en un formato sólo conocido por MATLAB. Afortunadamente
en dicho programa existen las funciones no documentadas

mxArray∗ mxSer ia l ize ( const mxArray ∗pm) ;
mxArray∗ mxDeserial ize ( const void ∗pr , mwSize n ) ;

que permiten serializar y deserializar estructuras mxArray respectivamente.

Distancia a los vecinos más próximos

Las funciones de la implementación original

template < c l a s s P>
void k_nearest_neighbor ( const node<P> &top_node ,

const node<P> &query , v_array <v_array <P> > &r e s u l t s ,
i n t k ) ;

template < c l a s s P>
void eps i lon_neares t_ne ighbor ( const node<P> &top_node ,
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const node<P> &query , v_array <v_array <P> > &r e s u l t s ,
f l o a t eps i lon ) ;

template < c l a s s P>
void unequal_nearest_neighbor ( const node<P> &top_node ,

const node<P> &query , v_array <v_array <P> > &r e s u l t s ) ;

devuelven los vecinos más próximos según ciertos criterios. Por ejemplo, la pri-
mera función devuelve los k vecinos más próximos a cada uno de los puntos
consultados, mientras que epsilon_nearest_neighbor() busca todos los pun-
tos en un radio epsilon en torno a cada uno de los puntos. Sin embargo, en oca-
siones puede ser interesante conocer la distancia entre dichos vecinos y el punto
consultado para utilizarlo en alguna etapa de procesamiento posterior. Por ello,
el código de ambas funciones fue modificado con el objetivo de que en results

no sólo fueran devueltos los puntos sino tambieénn su distancia al punto del que
son vecinos más próximos.

Interfaz orientada a objetos en MATLAB

Para facilitar la utilización del Cover-Tree desde MATLAB se implementó una
clase que ocultase las singularidades del MEX. La clase se denomina CoverTree

y hereda de la clase abstracta handle. Estas clases tiene la propiedad de que
si una instancia de la clase es copiada, ambos objetos realmente referenciarán
a un mismo y único objeto. Se suele heredar de este tipo de clases cuando se
pretende que sus instancias se comporten como manejadores de algo, como, por
ejemplo, los objetos gráficos de MATLAB. Heredar de handle es interesante, puesto
que en caso contrario cada vez que se copiara un objeto de la clase CoverTree

habría que duplicar el árbol de Cover-Tree completo, con el consumo de tiempo
y memoria que eso implicaría. En el apartado A.2 en la página 178 se resumen los
métodos públicos de la clase con los argumentos recibidos y devueltos para cada
uno, mientras que en el apartado A.3 en la página 181 se listan las propiedades
públicas.
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Tabla 6.1. Funciones de generación de posturas en MATLAB.

Función Descripción

interphandposes Genera posturas a partir de dos posturas dadas mediante
interpolación esférica lineal (SLERP)2.

makehandposes Genera posturas aleatorias considerando todas las restric-
ciones comentadas en el apartado 3.1.2 en la página 42.

makehandposes2 Genera posturas muestreando gestos prefijados. Los ges-
tos utilizados son todas las combinaciones de flexión de
los dedos, incluido el pulgar, para diferentes ángulos de
los 3 grados de libertad de la muñeca.

makerandposes Genera posturas aleatorias considerando únicamente el
intervalo de ángulos válidos para cada articulación.

6.2. Síntesis de imágenes desde MATLAB con Blender

Tal y como se comentó en el capítulo 3 en la página 35, se creó en el programa
Blender una mano sintética, con un modelo cinemático (véase el apéndice B en la
página 183) que incluye restricciones estáticas sobre el rango de los ángulos váli-
dos para cada articulación (véase la tabla 3.2 en la página 45). Al mismo tiempo
se desarrollaron para MATLAB una serie de funciones capaces de generar matrices
que describen posturas que cumplen con todas las restricciones, tanto estáticas
como dinámicas, comentadas en el apartado 3.1.2 en la página 42. En la tabla 6.1
se resumen las características de las funciones más relevantes. La cuestión en-
tonces es cómo sintetizar con Blender las manos en las posturas generadas con
dichas funciones de MATLAB.

2La interpolación esférica lineal (SLERP) fue introducida por Ken Shoemake en el contexto de
la interpolación de cuaterniones para la animación 3D (Shoemake, 1985). Fundamentalmente
consiste en suponer que se recorre a velocidad constante un arco de radio unidad entre los cua-
terniones que describen las rotaciones entre las que se quiere interpolar. A través del parámetro
de interpolación —entre 0,0 y 1,0, donde 0,0 es un extremo del arco y 1,0 es el otro— se escoge
una rotación intermedia concreta.

158



6.2. Síntesis de imágenes desde MATLAB con Blender

6.2.1. La clase BlenderPoses

Todas las funciones comentadas en la tabla 6.1 retornan objetos BlenderPoses
de MATLAB, que son el elemento básico de la solución desarrollada. Fundamen-
talmente un objeto BlenderPoses contiene una matriz de 4 × 4 × N × M que
almacena M configuraciones de postura de la mano para N articulaciones. Estos
objetos pueden ser construidos vacíos

>> BP = BlenderPose ( ) ;

inicializados con una lista de nombres de articulaciones, mediante un vector cell
o una matriz BONENAMES de cadenas de caracteres

>> BP = BlenderPose (BONENAMES) ;

o reservando espacio para un número fijo N de configuraciones de postura.

>> BP = BlenderPose (BONENAMES, N) ;

Por eficacia y sencillez, la clase BlenderPoses sobrecarga los operadores co-
rrespondientes para que las instancias de la misma puedan ser manipuladas de
forma similar a una matriz N × M convencional. Así, por ejemplo, es posible
obtener las matrices 4 × 4 con las posturas de todas las articulaciones para la
i-ésima configuración de la mano

>> A = BP ( i ) ;

o sólo la matriz 4× 4 de la j-ésima articulación en la i-ésima configuración

>> A = BP ( i , j ) ;

Es decir, la primera dimensión de un objeto BlenderPose sirve para indexar la
configuración de la postura, mientras que la segunda dimensión permite inde-
xar la articulación concreta que interese recuperar. De forma similar se pueden
asignar valores a los elementos de esas matrices

>> BP ( i ) = A;
>> BP ( i , j ) = B ;

incluso por bloques
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>> BP ( i + 1 : 1 0 0 ) = A;
>> BP ( i + 1 : 1 0 0 , j + 1 : 1 0 ) = B ;
>> BP ( 1 : 1 0 , 1 0 : end ) = C;

pero en ningún caso se pueden exceder las dimensiones de la matriz almacenada
en el objeto BlenderPoses. Es decir, la asignación permite acceder a las configu-
raciones y articulaciones existentes pero nunca añadir nuevas.

Para añadir nuevas configuraciones se puede utilizar el método setpose().
Éste permite fijar una postura M concreta para una articulación determinada

>> BP = setpose ( BP , i , j , M) ;

con la ventaja adicional de que si no hay espacio reservado para la configuración
de la mano indicada, éste se reserva antes de almacenar el nuevo valor. De igual
manera, para añadir una nueva articulación se utiliza el método addbone()

>> [ BP , BONENO] = addbone ( BP , BONENAME) ;

donde BONENAME es el nombre de la nueva articulación y BONENO su ubicación
en la lista de nombres de articulaciones. En ambos casos las posturas para las
nuevas configuraciones y articulaciones se inicializan con la posición de reposo.

Al igual que con las matrices convencionales, el contenido de dos o más obje-
tos BlenderPoses puede concatenarse para crear uno nuevo con todas las confi-
guraciones de postura de los objetos originales. Sin embargo, esto sólo es posi-
ble en el caso de que los objetos contengan el mismo número de articulaciones
y exclusivamente a lo largo de la primera dimensión. Es decir, varios objetos
BlenderPoses sólo se pueden concatenar a lo largo de las configuraciones de
postura, generando un nuevo objeto BlenderPoses

>> NBP = c a t ( 1 , BP1 , BP2 ) ;

El número total de configuraciones de postura de un objeto BlenderPoses se
puede conocer mediante el método length(), como si de un vector de MATLAB se
tratara

>> LEN = length ( BP ) ;
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mientras que para obtener el número de articulaciones y su lista de nombres se
puede utilizar la propiedad bones.

>> BONENAMES = BP . bones ;
>> NUMBONES = length ( BP . bones ) ;

Puesto que a la hora de acceder a las matrices de las posturas de una articula-
ción concreta ésta debe ser indicada mediante su posición en la lista de nombres
de las articulaciones, la clase BlenderPoses proporciona el método findbone()

para conocer dicho índice a partir del nombre de la articulación.

>> i = findbone ( BP , ’ wr is t ’ ) ;

Métodos para el guardado y recuperación de las posturas

Una de las funcionalidades clave de la clase BlenderPoses es la posibilidad
de almacenar y recuperar los objetos desde el sistema de archivos. Ésta es una
característica fundamental porque, como se verá más adelante, es necesaria para
exportar las posturas e importarlas en el programa de modelado Blender, con el
objetivo de sintetizar las imágenes de las manos.

El método save() permite guardar el contenido del objeto BlenderPoses en
un archivo de nombre FILENAME

>> BP = save ( BP , FILENAME, MODE) ;

en formato HDF3. Si bien hubiera sido posible escoger el propio formato de
MATLAB para guardar la información de las posturas, de hacerlo así pocos pro-
gramas externos hubieran podido acceder a dicha información. La mayor parte
de las librerías y programas no pueden abrir archivos de MATLAB de versiones
posteriores a la 6, pero hasta la versión 7.3 no se soportaron archivos de más de

3HDF son las siglas de hierarchical data format, que es el nombre de un conjunto de formatos
de archivos y librerías diseñados para almacenar y organizar grandes cantidades de datos.
La última versión de este formato —conocida como HDF5— utiliza sólo dos tipos de objetos:
los datasets —matrices multidimensionales de tipo homogéneo— y grupos —contenedores que
puede alojar otros grupos y datasets—.
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2 GB. En todo caso, dicha versión 7.3 utiliza el formato HDF5, sólo que de for-
ma un tanto particular para poder dar soporte a las singularidades de MATLAB. El
método save() utiliza la función hd5fwrite() de MATLAB para guardar la lista de
nombres de articulaciones y la matriz de posturas en los datasets '/bonenames'
y '/poses/matrix', respectivamente.

De igual forma, el método load() permite recuperar los datos guardados por
el método save() desde un archivo en formato HDF5

>> BP = load ( BP , FILENAME ) ;

Funciones auxiliares

El programa de modelado (Blender) utiliza matrices de transformación de
4× 4 para definir las posturas de las articulaciones (véase el apartado B.1 en la
página 183), motivo por el cual la clase BlenderPoses almacena ese tipo de ma-
trices para cada articulación en cada configuración de la postura. Sin embargo,
trabajar con estas matrices no resulta demasiado cómodo cuando lo que se pre-
tende es, por ejemplo, poder indicar fácilmente que una articulación concreta
rota cierto número de grados en un eje determinado. Para facilitar la manipula-
ción de las matrices de transformación se desarrollaron una serie de funciones
auxiliares, que han sido recopiladas en la tabla 6.2.

6.2.2. Síntesis de imágenes con Blender

La clase BlenderPoses descrita en el apartado 6.2.1 incluye el método render(),
que es capaz de comunicarse con Blender para sintetizar las imágenes de la
mano en las distintas configuraciones de postura almacenadas en el objeto so-
bre el que se invoca. El método, como mínimo, necesita que se le especifique la
ruta al proyecto de Blender PROJECT_BLENDER que debe utilizar para la síntesis

>> render ( BP , PROJECT_BLENDER ) ;
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Tabla 6.2. Funciones de manipulación de las matrices de transformación según las conven-
ciones de Blender (véase el apartado B.1 en la página 183).

Función Descripción

makepose Genera una matriz de transformación de 4 × 4 a partir de una
matriz 3 × 3 de rotación, de un vector 3 × 1 de escala y de un
vector 3× 1 de traslación.

mat2rst Descompone una matriz de transformación de 4× 4 en la matriz
3× 3 de rotación, el vector 3× 1 de escala y el vector 3× 1 de
traslación correspondiente.

dcm2eul Convierte una matriz 3× 3 de rotación en un vector con los án-
gulos de Euler.

eul2dcm Convierte un vector con los ángulos de Euler en una matriz 3× 3
de rotación.

rotx Construye una matriz 3× 3 que describe una rotación en el án-
gulo especificado del eje X.

roty Construye una matriz 3× 3 que describe una rotación en el án-
gulo especificado del eje Y.

rotz Construye una matriz 3× 3 que describe una rotación en el án-
gulo especificado del eje Y.

dcm2quat Convierte una matriz 3× 3 de rotación en un cuaternión.
quat2dcm Convierte un cuaternión en una matriz 3× 3 de rotación.
quatconj Calcula el cuaternión conjugado de uno dado.
quatavg Calcula el promedio ponderado de dos o más cuaterniones da-

dos.
quatslerp Interpola dos cuaterniones mediante SLERP.
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Tabla 6.3. Opciones para la síntesis de imágenes de la clase BlenderPoses de MATLAB.

Opción Descripción

'BlenderCmd' Especifica la ubicación del ejecutable del programa Blender.
Por defecto se usa 'blender'.

'RenderPath' Especifica la ruta en la que guardar los archivos con las imá-
genes generadas. Por defecto se usa el directorio actual del
modelo a utilizar para la síntesis.

'LogFile' Especifica el nombre del archivo de registro donde almace-
nar la salida por pantalla de Blender durante la síntesis. Por
defecto no se guarda ningún registro.

'PosesRange' Especifica el intervalo de configuraciones de postura que se
quiere sintetizar. Por defecto se sintetizan todas las posturas
almacenadas en el objeto BlenderPoses.

'BonesRange' Especifica el intervalo de articulaciones que debe ser conside-
rado al establecer las posturas del modelo antes de la síntesis.
Por defecto se utilizan todas las articulaciones.

En general dicho proyecto contiene el modelo descrito en el capítulo 3 en la
página 35. Además al método se le pueden especificar una serie de opciones
mediante las parejas de nombre y valor tan comunes en las funciones de MATLAB

>> render ( BP , PROJECT_BLENDER, OPTIONNAME1, OPTIONVALUE1,
OPTIONNAME2, OPTIONVALUE2 , . . . ) ;

En la tabla 6.3 se muestra una breve descripción de todas las opciones sopor-
tadas. Independientemente de éstas, al invocar el método render() éste debe
realizar una serie de tareas:

1. Salvar las posturas en un archivo en formato HDF5. El método save() de
la clase BlenderPoses (véase el apartado 6.2.1 en la página 161) soporta un
parámetro de modo que permite indicar si el archivo guardado puede ser
utilizado en el futuro para importar los datos de las posturas en Blender.
Si dicho modo fue especificado y no se han modificado las posturas desde
entonces, render() utilizará directamente el archivo en el que las posturas
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fueron guardadas. En caso contrario guardará las posturas en un archivo
temporal utilizando el método save() de la clase.

2. Configurar las variables de entorno con las opciones especificadas. Opcio-
nes como el nombre del archivo que contiene las posturas o el intervalo
a sintetizar se pasan al programa Blender mediante variables de entorno,
por lo que éstas deben ser configuradas adecuadamente.

3. Ejecutar Blender para iniciar la síntesis. En la línea de comandos del pro-
grama se le pasan opciones como la ruta en la que debe guardar los ar-
chivos con las imágenes generadas, la ruta del archivo con el proyecto
de Blender que contiene el modelo de la mano y el nombre del script de
Blender que debe ser ejecutado para importar los datos de las posturas e
iniciar la síntesis.

Al programa de modelado Blender se le pueden añadir nuevas funciona-
lidades de forma sencilla mediante el uso de scripts. Estos scripts se progra-
man en Python, tienen acceso directo a parte del API del programa y pueden
ser incluidos dentro del archivo del proyecto de Blender. Cuando el método
render() de la clase BlenderPoses ejecuta a Blender también le notifica, a tra-
vés de las opciones de la línea de comandos, que tras iniciarse debe ejecutar el
script RenderPose.py.

RenderPose: funcionamiento del script de Blender

Las tareas fundamentales de RenderPose.py son establecer la postura de las
articulaciones y lanzar la síntesis de las imágenes para cada configuración de
la postura. El script comienza recuperando los valores de las variables de en-
torno para obtener el intervalo de configuraciones de postura, el intervalo de
articulaciones a posicionar y el nombre del archivo que contiene los datos de las
posturas. A continuación RenderPose.py accede al contenido de dicho archivo
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en formato HDF5 con la ayuda del paquete Pytables4. A partir de este punto el
script itera sobre las configuraciones almacenadas en el dataset '/poses/matrix'.
Para cada configuración extrae la matriz 4× 4 de postura de cada articulación,
averigua el nombre de dichas articulaciones a través de la lista almacenada en el
dataset '/bonenames' y utiliza el API de Blender para modificar adecuadamente
la postura del modelo de la mano. Cuando todas las articulaciones de una mis-
ma configuración han sido modificadas, lanza el proceso de síntesis con la ayuda
del API del programa y vuelve a iterar. El proceso se repite hasta que todas las
configuraciones de postura del intervalo especificado son sintetizadas.

En general el proceso descrito puede ser relativamente lento. El almacena-
miento de los datos en disco en formato HDF5, aparte de que puede requerir una
cantidad importante de espacio en disco, suele ser bastante costoso en lo que a
tiempo se refiere. Igualmente, una vez lanzado Blender, el proceso de síntesis
no comienza inmediatamente porque se requieren algunas decenas de minutos
para leer el archivo de datos, si esté contiene una cantidad importante de pos-
turas. Finalmente la tarea que más tiempo requiere es el proceso de síntesis en
sí mismo. Por ejemplo, la generación de 1 000 000 posturas con 16 articulaciones
cada una puede necesitar algo menos de dos semanas.

4Pytables es un paquete para el manejo de grandes conjuntos de datos jerárquicos. Fundamen-
talmente permite el acceso a archivos HDF5, encargándose de todas las cuestiones relativas a
la gestión de la memoria y de los recursos de disco. Así, un programa sólo tiene que solici-
tar acceso a los datasets concretos que son de su interés, haciéndose el paquete responsable de
las operaciones necesarias para ofrecer dicho acceso. Su uso es especialmente interesante en el
software de adquisición de datos, simulación, monitorización, sistemas de registro, etc.
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Se ha presentado en esta memoria un trabajo que hace aportaciones a la reso-
lución de los problemas subyacentes al reconocimiento gestual, específicamente
en lo que respecta a la identificación de la postura de la mano mediante el uso
de técnicas de visión por computador. El combinar ambos aspectos no ha sido
escogido al azar sino porque, como se verá a continuación, forman una pareja
interesante de estudiar. Por un lado la mano es, de todos miembros del cuer-
po humano, el principal órgano para la manipulación física; por lo que resolver
el problema del reconocimiento gestual para ella es un requisito para que esta
tecnología pueda llegar a ser utilizada de forma rutinaria. Por otro lado, las so-
luciones que ya existen para el reconocimiento gestual de la mano adolecen de
tener un coste relativamente alto y de ser bastante incómodas. No en vano, para
manipular objetos del mundo real no hace falta ponerse unos guantes cablea-
dos, por lo que lo mismo cabría esperar de aquellas soluciones que nos permitan
manipular elementos del mundo virtual. Tal y como se ha comentado, en este
sentido las técnicas basadas en visión por computador tienen mucho que decir,
pues permiten resolver el problema de la manera más cómoda posible para el
usuario, sin introducir elementos externos que pueden obstruir sus movimien-
tos u obligarle a cambiar su manera de interactuar. Por tanto, el reconocimiento
gestual de la postura de la mano y la visión por computador van a formar una
pareja cada vez más importante de cara al futuro. Sin embargo, como se ha visto,
esta combinación no está exenta de problemas, pues la estructura articulada de
la mano humana representa todo un reto para las técnicas actuales de visión por
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computador.
En el presente trabajo se ha enfocado el problema desde dos puntos de vista di-

ferentes. Por un lado, comprobando cómo pueden ayudar a resolver el problema
del reconocimiento gestual algunas técnicas clásicas de visión por computador.
Por el otro, se ha optado por el uso de técnicas de reducción de la dimensionali-
dad, con el objetivo de inferir los parámetros de la postura de la mano, sorteando
los problemas de las técnicas clásicas.

Respecto al trabajo sobre las técnicas clásicas, se ha intentado comprobar si los
métodos de factorización pueden ayudar a reconstruir la forma y el movimiento
de la mano. Entre todas las técnicas posibles se optó por la de Tomasi y Kanade
(1992) por ser una de las más utilizadas. Como se ha comentado, este tipo de téc-
nicas están condicionadas al funcionamiento de los algoritmos de seguimiento
de puntos. Entre estos algoritmos, uno de los más utilizados y que ha demos-
trado tener muy buenas prestaciones en distintas condiciones es el KLT. Para
comprobar el funcionamiento del KLT en el seguimiento de puntos característi-
cos de una mano se desarrollaron diversos programas con el objetivo de probar
y ajustar la técnica. Los resultados obtenidos revelaron que con una cámara y
en condiciones de iluminación convencionales era necesario emplear ventanas
relativamente grandes; pero que, incluso así, no es posible hacer un seguimiento
de las características de la mano de manera fiable. Esto hace que la aplicación de
cualquier técnica de factorización sea imposible, sin recurrir a artificios como,
por ejemplo, introducir textura mediante unos guantes. Para resolverlo se deci-
dió enfocar el problema desde el punto de vista de la utilización de técnicas de
reducción de la dimensionalidad, en lugar de seguir usando técnicas clásicas de
visión por computador.

Las técnicas de reducción de la dimensión en el pasado se han mostrado muy
potentes para el reconocimiento gestual, cuando se han utilizado para el análi-
sis de datos capturados mediante sensores. Suponiendo que cada imagen no es
más que el producto de un proceso controlado por unos parámetros —las postu-
ras— que queremos descubrir, parece razonable el utilizar técnicas de reducción
de dimensionalidad que intenten desvelar esos factores subyacentes.
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Puesto que la mayor parte de esas técnicas requieren de una cantidad signi-
ficativa de muestras, que son difíciles de conseguir mediante la grabación de
secuencias de vídeo con personas reales, se desarrolló un modelo sintético. Para
ello se estudió la mano, tanto desde el punto de vista de su estructura articular
como desde el de la piel que le da su apariencia, y se desarrolló un modelo com-
pleto de la misma. El modelo, implementado en el programa Blender, incluye un
modelo cinemático, que reproduce las características de la mano desde el punto
de vista del movimiento, y un modelo de apariencia basado en el modelo dicro-
mático de reflexión. Para controlar el modelo cinemático, y así poder sintetizar la
mano en diversas posturas, se desarrolló software capaz de construir tanto pos-
turas estáticas como gestos dinámicos realizables por manos reales, en base a los
últimos trabajos sobre las restricciones en el movimiento de la mano. El mismo
software también permite sintetizar por lotes el modelo, en las configuraciones
de postura generadas.

En lugar de enfrentar directamente las técnicas de reducción de la dimensiona-
lidad al problema del reconocimiento gestual, se ha planteado que sería posible
su uso como alternativa a las técnicas clásicas de asignación de correspondencias
—o de seguimiento de puntos— que anteriormente habían dado problemas. De
entre las técnicas de reducción de la dimensionalidad, se optó por el KPCA, que
pertenece al grupo de los métodos basados en kernel, los cuales han tenido en
los últimos años una importante repercusión en los campos del reconocimiento
de patrones y del aprendizaje automático. Además existen trabajos previos que
proponen que el KPCA puede ser utilizado tanto para la asignación de corres-
pondencias de objetos rígidos como articulados, siendo éste último caso el de la
mano. Independientemente de esto, en este trabajo se han hecho algunas apor-
taciones de cara a la utilización del KPCA en el problema del reconocimiento
gestual de la postura de la mano:

• Se han desarrollado las ecuaciones para el cálculo de las preimágenes cuan-
do el conjunto de datos ha sido centrado por clases durante el KPCA. Este
tipo de análisis es el utilizado en la asignación de correspondencias de ob-

169



Conclusiones

jetos articulados, por lo que poder calcular la preimagen es muy interesan-
te para esta clase de problemas. Además el desarrollo se ha realizado tanto
para la estimación mediante el método iterativo de Mika et al. (1999) —el
más clásico— como para un método no interactivo más reciente. Además
se ha tenido en cuenta tanto funciones de kernel gaussianas como polino-
miales.

• Se ha propuesto una forma de calcular la distancia de Kullback-Leibler en-
tre dos conjuntos de datos en sus subespacios de componentes principales.
Esto, por ejemplo, es interesante de cara a comparar las distribuciones de
puntos pertenecientes a diferentes clases, como ocurre en la asignación de
correspondencias de objetos articulados.

• Se ha propuesto una estimador contraído para la matriz de covarianza de
los puntos proyectados en su subespacio de componentes principales.

Una tarea muy común en los algoritmos de asignación de correspondencias
es la recuperación de los vecinos más próximos. Teniendo en cuenta que el vo-
lumen de datos puede ser muy alto —ya sean píxeles o imágenes completas— y
que los espacios donde residen dichos datos pueden ser de dimensión bastante
elevada, se vio que era necesario utilizar algún tipo de estructura que permitie-
ra hacer consultas en tiempos razonables. El resultado es la implementación de
una toolbox para MATLAB del algoritmo Cover-Tree. Esta estructura es ideal cuan-
do los datos residen en un espacio de cierta dimensión mayor que la dimensión
intrínseca del conjunto de datos.

Desarrolladas las herramientas necesarias, se ha intentado comprobar si una
técnica de reducción de la dimensionalidad como KPCA puede servir para re-
solver el problema de la asignación de correspondencias, cuando la textura del
objeto no tiene información suficiente para utilizar técnicas clásicas como el KLT.
A partir de la propuesta de Wang y Hancock (2006) se han realizado diversas ba-
terías de pruebas, tanto con modelos rígidos como articulados. Se ha estudiado
el efecto de la elección del tipo de función de kernel y sus parámetros sobre
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el tamaño del subespacio de componentes principales. También se ha intenta-
do inferir qué tipo de información atrapa el KPCA a través del cálculo de las
preimágenes y si ésta era la adecuada para resolver el problema de la asignación
de las correspondencias. En este sentido, se ha podido ver como los segmentos
de mayor extensión del objeto articulado tienden a estar representados en las
primeras dimensiones, las de mayores autovalores. Por tanto, para preservar la
información de los segmentos de menor extensión —por ejemplo, las falanges de
los dedos— es necesario utilizar subespacios de mayor número de dimensiones
que lo estimado mediante el análisis de autovalores estándar.

También se ha comprobado que el subespacio de componentes principales ob-
tenido mediante KPCA no depende del orden pero sí de los puntos concretos
escogidos. Eso es un gran inconveniente, puesto que significa que para obtener
siempre el mismo subespacio y comparar hay que seleccionar los mismos puntos
en ambas imágenes. Es decir, que para utilizar esta técnica de correspondencia
las imágenes deben tener información suficiente como para poder extraer pun-
tos característicos que puedan ser identificados en ambas. Pero si ocurriera así
con las imágenes capturadas de la mano, es muy probable que los resultados de
las pruebas con el KLT hubieran sido muy diferentes. Para resolver estos proble-
mas con los subespacios de componentes principales se propuso una variante
del algoritmo utilizando KCCA.

La propuesta de Wang y Hancock (2006) introduce un proceso de relajación
para ajustar las probabilidades de que cada punto pertenezca a un segmento
del objeto. Estas probabilidades deben ser inicializadas con una estimación de
las mismas. Las experiencias realizadas han puesto de manifiesto que para que
la asignación se realice con éxito, las probabilidades de los puntos de una de
las imágenes deben ser parecidas a las de la otra. Por tanto, es necesario dis-
poner de una manera de asignar inicialmente las probabilidades a la segunda
imagen, de forma que sean lo más parecidas posibles a las probabilidades fi-
nales. Se propuso hacerlo considerando inicialmente el objeto articulado como
rígido, utilizando posteriormente la asignación de correspondencias resultante
como fuente para generar las probabilidades iniciales. En todo caso se comprobó
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que esta solución no daba resultados mucho mejores que asignando el etiqueta-
do inicial en base a los vecinos más próximos en R2. Eso significa que la técnica
no funciona si ambas imágenes difieren apreciablemente y que, seguramente, el
KPCA no está atrapando información más allá de la relativa a las coordenadas
de los puntos. En estas circunstancias el proceso de relajación poco puede hacer,
aparte de suavizar los valores de probabilidad. En todo caso queda abierta la
puerta de intentar aprender una matriz de coeficientes de compatibilidad ade-
cuada que ayude a asignar las etiquetas de manera más inteligente, mitigando
los problemas de una mala inicialización.

6.3. Líneas abiertas

Una vez concluido el trabajo son varias las líneas que han quedado abiertas:

• Utilizar otras características en lugar de las posiciones de puntos escogi-
dos al azar. Teniendo en cuenta que la elección de los puntos en un factor
determinante en el subespacio generado, podría ser interesante seleccionar
otro tipo de características que, al menos parcialmente, se pudieran identi-
ficar entre imágenes. Por ejemplo, puntos de los bordes que tengan alguna
propiedad concreta.

• La dificultad del problema se reduciría notablemente si se restringiera su
generalidad. Por ejemplo, imponiendo el uso de guantes con marcadores,
lo que permitiría utilizar incluso algoritmos clásicos como KLT.

• Un aspecto que no se ha explotado es la posibilidad de utilizar directa-
mente las imágenes, en lugar de extraer puntos de interés de las mismas.
En principio cada imagen se podría vectorizar para constituir un punto en
el espacio de las imágenes. Dicho espacio podría ser muestreado mediante
la generación de manos sintéticas en distintas posturas, para aplicar el KP-
CA sobre todo el conjunto de datos. En teoría el análisis debería de extraer
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los factores subyacentes a la variabilidad de las imágenes, que deben estar
de alguna manera relacionados con las posturas.

• Debido al coste que tiene hacer el KPCA sobre un gran conjunto de imáge-
nes vectorizadas, se podría crear un modelo de apariencia que pudiera ser
ajustado sobre cada una de las imágenes. Los modelos ajustados vivirían
en un espacio de dimensión mucho menor que el de sus imágenes, por lo
que hacer un KPCA o aplicar cualquier otro tipo de comparación tendría
mucho menor coste.

• Una posibilidad interesante es sustituir el KPCA por el KCCA. En algu-
nos artículos recientes se propone vectorizar las imágenes para hacer un
KCCA junto con los parámetros de postura con los que se generaron. El
KCCA devuelve un espacio donde imágenes y parámetros están máxima-
mente correlados, lo que podría ser un buen punto de partida para el reco-
nocimiento gestual.
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A
Cover-Tree toolbox

A continuación se resumen las operaciones soportadas por covertree_call, el
ejecutable de MATLAB (MEX), y los métodos y propiedades de la clase CoverTree

de la toolbox de Cover-Tree para MATLAB.

A.1. Operaciones soportadas por el MEX

batch_create Construye un árbol de Cover-Tree insertando los puntos especifi-
cados.

• Argumentos de entrada:
Un punto individual o una matriz cell de puntos.

• Argumentos de salida:
Un manejador que identifica el árbol de Cover-Tree creado.

insert Inserta nuevos puntos en el árbol de Cover-Tree.

• Argumentos de entrada:
Un punto individual o una matriz cell de puntos.

k_nearest_neighbor Busca los k vecinos más próximos a los puntos consultados.

• Argumentos de entrada:

1. El manejador del árbol de Cover-Tree que contiene los puntos a
consultar.
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2. El número de vecinos k a buscar.

• Argumentos de salida:

1. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es otra matriz cell con k + 1 elemen-
tos. El primero contiene el punto consultado y el resto los k veci-
nos más próximos.

2. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es un vector de dimensión k + 1 con
las distancias entre los vecinos más próximos y el punto consul-
tado, en el mismo orden que en el primer argumento de salida.

epsilon_nearest_neighbor Busca los ε-aproximados vecinos más próximos a los
puntos consultados.

• Argumentos de entrada:

1. El manejador del árbol de Cover-Tree que contiene los puntos a
consultar.

2. El valor de ε, que define el radio alrededor del punto consultado
en el que tienen que encontrarse los vecinos más próximos.

• Argumentos de salida:

1. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es otra matriz cell. El primer elemen-
to de dicha matriz contiene el punto consultado y el resto los ε-
aproximados vecinos más próximos.

2. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es un vector con las distancias entre
los vecinos más próximos y el punto consultado, en el mismo or-
den que en el primer argumento de salida.

unequal_nearest_neighbor Busca el vecino más próximo aunque no igual a los
puntos consultados.
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• Argumentos de entrada:
El manejador del árbol de Cover-Tree que contiene los puntos a con-
sultar.

• Argumentos de salida:

1. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es otra matriz cell de dos elementos.
El primero contiene el punto consultado y el otro al vecino más
próximo.

2. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es un vector con las distancias entre
el vecino más próximo y el punto consultado, en el mismo orden
que en el primer argumento de salida.

breadth_dist Devuelve el número de hijos para cada nodo del árbol de Cover-
Tree

• Argumentos de salida:
Un vector con tantos elementos como nodos que contiene el número
de hijos de cada uno.

depth_dist Devuelve el número de niveles implícitos entre cada nodo y el nodo
raíz del árbol de Cover-Tree

• Argumentos de salida:
Un vector con tantos elementos como nodos con la distancia en nive-
les implícitos desde cada nodo explícito al nodo raíz.

height_dist Devuelve el número máximo de niveles explícitos por debajo de ca-
da nodo del árbol de Cover-Tree

• Argumentos de salida:
Un vector con tantos elementos como nodos con el número máximo
de niveles explícitos por debajo de cada nodo.
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load Carga el árbol de Cover-Tree desde el archivo especificado.

• Argumentos de entrada:

1. Nombre del archivo desde el que cargar la estructura de datos.

2. "text" para cargar la estructura en formato texto o "binary" para
hacerlo en formato binario, que es la opción por defecto.

save Guardar el árbol de Cover-Tree en un archivo.

• Argumentos de entrada:

1. Nombre del archivo en el que guardar la estructura de datos.

2. "text" para guardar la estructura en formato texto o "binary"

para hacerlo en formato binario, que es la opción por defecto.

delete Libera la memoria y el resto de los recursos reservados por el árbol de
Cover-Tree.

A.2. Métodos de la clase CoverTree

CoverTree Construye un nuevo objeto CoverTree, insertando los puntos espe-
cificados en el primer argumento y configurando el objeto en base a las
restante opciones.

• Argumentos de entrada:

1. Un punto individual o una matriz cell de puntos (opcional).

2. 'DistanceFcn' seguido de la función de distancia a utilizar (op-
cional).

3. 'PreSerializeFcn' seguido de la función para preprocesar los
puntos antes de la serialización (opcional).

4. 'PostDeserializeFcn' seguido de la función para posprocesar
los puntos después de la deserialización (opcional).
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• Argumentos de salida:
Un objeto de la clase CoverTree.

insert Inserta nuevos puntos en el árbol del objeto CoverTree.

• Argumentos de entrada:

1. Un punto individual o una matriz cell de puntos.

kNN Busca los k vecinos más próximos a los puntos consultados.

• Argumentos de entrada:

1. Un objeto CoverTree que contiene los puntos a consultar.

2. El número de vecinos k a buscar.

• Argumentos de salida:

1. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es otra matriz cell con k + 1 elemen-
tos. El primero contiene el punto consultado y el resto los k veci-
nos más próximos.

2. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es un vector de dimension k + 1 con
las distancias entre los vecinos más próximos y el punto consul-
tado, en el mismo orden que en el primer argumento de salida.

epsilonNN Busca los ε-aproximados vecinos más próximos a los puntos consul-
tados.

• Argumentos de entrada:

1. Un objeto CoverTree que contiene los puntos a consultar.

2. El valor de ε, que define el radio alrededor del punto consultado
en el que tienen que encontrarse los vecinos más próximos.

• Argumentos de salida:
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1. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es otra matriz cell. El primer elemen-
to de dicha matriz contiene el punto consultado y el resto los ε-
aproximados vecinos más próximos.

2. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es un vector con las distancias entre
los vecinos más próximos y el punto consultado, en el mismo or-
den que en el primer argumento de salida.

unequalNN Busca el vecino más próximo aunque no igual a los puntos consul-
tados.

• Argumentos de entrada:
Un objeto CoverTree que contiene los puntos a consultar.

• Argumentos de salida:

1. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es otra matriz cell de dos elementos.
El primero contiene el punto consultado y el otro al vecino más
próximo.

2. Una matriz cell con un elemento para cada punto consultado. Ca-
da uno de dichos elementos es un vector con las distancias entre
el vecino más próximo y el punto consultado, en el mismo orden
que en el primer argumento de salida.

load Carga el árbol del Cover-Tree desde el archivo especificado. Se debe invo-
car sobre un objeto CoverTree inicializado sin puntos.

• Argumentos de entrada:

1. Nombre del archivo desde el que cargar la estructura de datos.

2. 'text' para cargar la estructura en formato texto o 'binary' para
hacerlo en formato binario, que es la opción por defecto (opcio-
nal).
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save Guardar el árbol del Cover-Tree del objeto en un archivo.

• Argumentos de entrada:

1. Nombre del archivo en el que guardar la estructura de datos.

2. 'text' para guardar la estructura en formato texto o 'binary'

para hacerlo en formato binario, que es la opción por defecto (op-
cional).

delete Destruye el objeto CoverTree.

A.3. Propiedades de la clase CoverTree

Todas las propiedades públicas de la clase CoverTree son de sólo lectura.

BreadthDistances Contiene un vector con tantos elementos como nodos que con-
tiene el número de hijos de cada uno.

DepthDistances Contiene un vector con tantos elementos como nodos con la
distancia en niveles implícitos desde cada nodo explícito al nodo raíz.

HeightDistances Contiene un vector con tantos elementos como nodos con el
número máximo de niveles explícitos por debajo de cada nodo.
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B
Modelo cinemático de la mano en
Blender

En el capítulo 3 en la página 35 se comentó la estructura de la mano humana y
sus grados de libertad, así como las propuestas de los distintos autores para mo-
delarla (Albrecht et al., 2003; Dragulescu et al., 2007; Vardy, 1998; Wu y Huang,
1999a; Yasumuro et al., 1997). En el mismo capítulo se explicó como un mode-
lo de mano completo fue extraído del programa MakeHuman—que está basado
en el de Dragulescu et al. (2007) y Sturman (1992)— importado en el progra-
ma Blender de modelado 3D y modificado en base a las propuestas comentadas
para adaptarlo a las necesidades concretas del problema del reconocimiento ges-
tual (véase el apartado 3.1.2 en la página 42). A continuación se exponen algunos
detalles complementarios del modelo cinemático que finalmente fue utilizado
con Blender para la síntesis de las imágenes de la mano, con el objetivo de tener
una descripción completa del mismo.

B.1. Convenciones de Blender

Entre los diversos tipos de elementos que pueden conformar un modelo de
Blender, la armadura es el que se encarga de definir el modelo cinemático de los
objetos no rígidos. Las armaduras actúan como un esqueleto. Están compuestas
por huesos que pueden ser configurados de diferentes maneras. Cada hueso tie-
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ne una raíz y una cola que son los puntos extremos del hueso. De manera que
todos los huesos comienza por su raíz, que define su posición, y terminan en
su cola. Aparte del sistema de referencia global de la escena, a partir del cual
se puede indicar la ubicación de cualquier elemento, cada hueso tiene su propio
sistema de referencia local centrado en su raíz. Así, un hueso en una posición
arbitraria v respecto al sistema de referencia global está ubicado en el origen 0
respecto a su sistema de referencia local.

Por convención, el sistema de referencia local situado en la raíz del primer
hueso de la cadena cinemática de una armadura es el sistema de referencia glo-
bal. Cada hueso tiene una matriz 3× 3 que se utiliza para rotar su sistema de
referencia, de manera que el eje Y se alinee longitudinalmente con el hueso, es
decir, apunte en la dirección de la cola. Entonces el nuevo sistema de referencia,
resultante de aplicar la rotación sobre el sistema de referencia local, es trasladado
a la cola del hueso, definiéndose como el sistema de referencia local del siguiente
hueso de la cadena cinemática. De esta manera se pueden ir recorriendo los hue-
sos y calcular sus sistemas de referencia a lo largo de toda la cadena cinemática.
Un ejemplo de esto puede observarse en la figura 3.2 en la página 44 para el caso
concreto del modelo de la mano. Generalmente la raíz de un hueso se sitúa sobre
la cola del anterior, en el origen de su sistema de referencia local. Sin embargo
en ocasiones esto no ocurre, por lo que cada hueso tiene un vector de dimensión
3 que indica la localización de la raíz respecto a dicho sistema de referencia.

En general Blender sigue la convención1 X-Y-Z para componer matrices de
rotación a partir de los ángulos de Euler, por lo que cada hueso puede ser des-
crito en base a la siguiente transformación en coordenadas homogéneas desde el
(n− 1)-ésimo al n-ésimo sistema de referencia

n−1An = R(φ, θ, ψ)TY(d) = RX(φ)RY(θ)RZ(ψ)TY(d) (B.1)

1Aparte de la convención comentada, Blender sigue la de utilizar vectores fila en lugar de vec-
tores columna. Sin embargo, para mantener la consistencia de la notación se han adaptado las
expresiones para seguir utilizando vectores columna.
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donde RX(φ), RY(θ), RZ(ψ) y TY(d) son las matrices de rotación en el eje X, en
el eje Y, en el eje Z y traslación en el eje Y, respectivamente

RX(φ) =


1 0 0 0

0 cos φ − sin φ 0

0 sin φ cos φ 0

0 0 0 1

 (B.2)

RY(θ) =


cos θ 0 sin θ 0

0 1 0 0

− sin θ 0 cos θ 0

0 0 0 1

 (B.3)

RZ(ψ) =


cos ψ − sin ψ 0 0

sin ψ cos ψ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (B.4)

TY(d) =


1 0 0 0

0 1 0 d

0 0 1 0

0 0 0 1

 (B.5)

Esto permite obtener las componentes de la matriz de transformación n−1An sus-
tituyendo (B.2), (B.3), (B.4) y (B.5) en (B.1)

a11 = cos θ cos ψ (B.6)

a12 = − cos θ sin ψ (B.7)

a13 = sin θ (B.8)

a14 = −d cos θ sin ψ (B.9)

a21 = sin φ sin θ cos ψ + cos φ sin ψ (B.10)
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a22 = − sin φ sin θ sin ψ + cos φ cos ψ (B.11)

a23 = − sin φ cos θ (B.12)

a24 = d(− sin φ sin θ sin ψ + cos φ cos ψ) (B.13)

a31 = − cos φ sin θ cos ψ + sin φ sin ψ (B.14)

a32 = cos φ sin θ sin ψ + sin φ cos ψ (B.15)

a33 = cos φ cos θ (B.16)

a34 = d(cos φ sin θ sin ψ + sin φ cos ψ) (B.17)

a41 = 0, a42 = 0, a43 = 0, a44 = 1

Además, puesto que para ganar flexibilidad Blender permite que la raíz de un
hueso no esté siempre sobre la cola del anterior, puede ser necesario trasladar el
sistema de referencia de la cola del hueso previo a la raíz del posterior

T(x, y, z) =


1 0 0 dx

0 1 0 dy

0 0 1 dx

0 0 0 1

 (B.18)

Aparte de las matrices que definen la posición y orientación, cada hueso tiene
una matriz 4 × 4 de postura en coordenadas homogéneas respecto al sistema
de referencia local. Las matrices vistas hasta el momento definen la posición de
reposo de los huesos, mientras que cada una de estas matrices de postura definen
como un hueso debe moverse, rotar y escalarse respecto a la postura de reposo.
Puesto que en el modelo cinemático de la mano sintética desarrollada todos los
movimientos posibles son rotaciones, sólo es necesario encadenar el producto de
las matrices (B.2), (B.3), (B.4) para calcular la matriz de la postura a partir de los
ángulos de Euler correspondientes

Pn−1 = Pn−1(φ′, θ′, ψ′) = RX(φ′)RY(θ′)RZ(ψ′) (B.19)
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Esta expresión debe ser aplicada después de la rotación y antes de la traslación
en (B.1), por lo que la matriz de transformación completa para pasar del (n− 1)-
ésimo al n-ésimo sistema de referencia n−1An sería

n−1An = R(φ, θ, ψ)Pn−1(φ′, θ′, ψ′)TY(d) (B.20)

B.2. Ecuaciones del modelo cinemático

A continuación se exponen las ecuaciones del modelo cinemático de la mano
sintética desarrollada en base a las convenciones de Blender comentadas en el
apartado B.1. Estas ecuaciones, junto con el esquema de la figura 3.2 en la pági-
na 44 y los detalles comentados en el apartado 3.1.2 en la página 42 acerca de las
restricciones impuestas, describen el modelo cinemático por completo.

En el modelo desarrollado existen distintas cadenas cinemáticas, cada una de
las cuales termina en las falanges distales de los dedos. Todas tienen su origen en
el codo, donde se sitúa el sistema de referencia global —que se denota por O—.
Realmente, el modelo incluye tanto la articulación del codo como la del hombro
pero, puesto que no fueron utilizadas, no serán incluidas en esta descripción.
Por tanto, las ecuaciones para pasar del sistema de referencia global al sistema
de referencia de la muñeca —o articulación radiocarpal (RC)— son

OARC = ROTO

RO = RX(−2◦)RY(2◦)RZ(−88◦)

TO = TY(2,53) (B.21)

donde no aparece la matriz de postura PRC puesto que se está considerando que
no hay articulación en el codo. Como se puede apreciar en la figura 3.2 en la pá-
gina 44, unido a la articulación de la muñeca hay un único hueso W que hace de
metacarpo para toda la palma de la mano. Por lo que la matriz de transforma-
ción para pasar del sistema de referencia de la articulación RC a la del extremo
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de W es

RCAW = RRCPRCTRC

RRC = RX(20◦)RY(−14◦)RZ(117◦)

PRC = RX(φAA)RY(θC)RZ(ψF)

TRC = TY(0,89) (B.22)

donde se ha utilizado en la matriz de postura el subíndice F para hacer referen-
cia al grado de libertad del movimiento de flexión-extensión —en el eje Z— el
subíndice AA para el de abducción-aducción —en el eje X— y el subíndice C
para el de circunducción —en el eje Y— que son los tres grados de libertad de la
articulación esférica de la muñeca. El hueso W está enlazado con el interfalan-
geal proximal (IFP) de cada dedo, excepto en el caso del pulgar que lo está con el
metacarpo. Éste es uno de los aspectos en los que el modelo difiere de que cabría
esperar de una mano humana real. En lugar de que cada dedo tenga su propio
metacarpo, el hueso W hace de metacarpo para todos los dedos menos para el
pulgar, que tiene el suyo propio aunque no está únido a la muñeca sino al hueso
W, haciendo de articulación trapeciometacarpal (TM). En la figura 3.2 se puede
observar que en la cola de W se define el sistema de referencia local de todos
los huesos que están conectados con él. Pero, puesto que estos mismos huesos
no tienen su raíz en la cola de W, es necesario trasladar el sistema de referencia
antes de continuar con las transformaciones definidas para dichos huesos. Por
ejemplo, la matriz de transformación para pasar del sistema de referencia del
extremo de W a la articulación TM del pulgar sería

WATM = T(0,19,−0,76, 0,32) (B.23)

mientras que las matrices para pasar a los sistemas de referencia de las articula-
ciones metacarpofalangeal (MF) de cada uno de los dedos se serían

WAMF(2) = T(0,10,−0,10, 0,55) (B.24)
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WAMF(3) = T(0,07,−0,02, 0,39) (B.25)
WAMF(4) = T(0,−0,01, 0,20) (B.26)
WAMF(5) = T(0, 0, 0) (B.27)

donde se han utilizado los números asignados a los dedos en la figura 3.1 en la
página 36 para indicar la articulación MF concreta a la que hace referencia cada
expresión. Igualmente se calcula la matriz de transformación desde el sistema
de referencia de la articulación TM al de la articulación MF del pulgar

TMAMF(1) = RTMPTMTTM

RTM = RX(77◦)RY(29◦)RZ(−30◦)

PTM = RX(φAA)RZ(ψF)

TTM = TY(0,38) (B.28)

Cada dedo, con la excepción del pulgar, tienen 3 huesos denominados falan-
ges proximal, media y distal. Éstos están unidos mediante las articulaciones in-
terfalangeal proximal (IFP) e interfalangeal distal (IFD). En el caso del pulgar no
existe la falange media, por lo que sólo existe una articulación interfalangeal (IF).
En B.1 se proporcionan las expresiones para las matrices R, P y T para todos los
sistemas de referencia locales y todos los dedos, desde el de las articulaciones
MF hasta el de los extremos de los dedos.
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Tabla B.1. Matrices de transformación R, P y T del modelo cinemático de las articulacio-
nes de los dedos.

Articulación R = P = T =

MF(1) RX(−23◦)RY(−21◦)RZ(−21◦) RZ(ψF) TY(0,24)
MF(2) RX(31◦)RY(14◦)RZ(−37◦) RX(φAA)RZ(ψF) TY(0,33)
MF(3) RX(19◦)RY(11◦)RZ(−36◦) RX(φAA)RZ(ψF) TY(0,34)
MF(4) RX(16◦)RY(11◦)RZ(−37◦) RX(φAA)RZ(ψF) TY(0,36)
MF(5) RX(15◦)RY(10◦)RZ(−29◦) RX(φAA)RZ(ψF) TY(0,28)
IFP(2) RX(−7◦)RY(−7◦)RZ(7◦) RZ(ψF) TY(0,25)
IFP(3) RX(−2◦)RY(−2◦)RZ(8◦) RZ(ψF) TY(0,26)
IFP(4) RX(0◦)RY(0◦)RZ(11◦) RZ(ψF) TY(0,25)
IFP(5) RX(−1◦)RY(−1◦)RZ(3◦) RZ(ψF) TY(0,21)

IF(1) RX(0◦)RY(0◦)RZ(0◦) RZ(ψF) TY(0,24)
IFD(2) RX(0◦)RY(0◦)RZ(0◦) RZ(ψF) TY(0,25)
IFD(3) RX(0◦)RY(0◦)RZ(0◦) RZ(ψF) TY(0,26)
IFD(4) RX(0◦)RY(0◦)RZ(0◦) RZ(ψF) TY(0,25)
IFD(5) RX(0◦)RY(0◦)RZ(0◦) RZ(ψF) TY(0,21)
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