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Resumen

Las aplicaciones basadas en la aceleracién de particulas cargadas son muy diversas:
colisionadores de particulas, estudios de la estructura molecular y atémica o de las propiedades de
materiales, tratamientos contra el cancer... Por ello, es necesario saber calcular cémo se mueven (y, en
consecuencia, qué energia adquieren) estas particulas en presencia de campos electromagnéticos. De
esta forma se podra optimizar el disefio de la estructura aceleradora dependiendo del propdsito final
gue tengan las particulas aceleradas. Vamos a implementar un algoritmo numérico (el método de Boris)
gue permite resolver numéricamente de forma sencilla la fuerza de Lorentz relativista. Utilizaremos este
método para estudiar las trayectorias descritas por electrones al atravesar un solenoide finito con una
densidad de corriente constante y, posteriormente, al caso ideal en el que solo tenemos un campo
eléctrico oscilante temporalmente en el que demostraremos que, bajo ciertas condiciones, podemos
obtener la trayectoria promedio a partir de la fuerza de Miller. Finalmente, aplicaremos el método de
Boris para estudiar una estructura aceleradora real con geometria cilindrica formada por 1.6 celdas.

Abstract

The range of applications based on the acceleration of charged particles is very diverse: particle
colliders, studies of molecular and atomic structure or material properties, cancer treatments...
Therefore, we must know how to calculate the movement of particles (and, consequently, their energy)
in the presence of electromagnetic fields. In this way, the design of the accelerator structure can be
optimized depending on the final purpose of the accelerated particles. We will implement a numerical
algorithm (the Boris method) that solves numerically the relativistic Lorentz’s force. We will use this
method to study the trajectories described by electrons when they cross a finite solenoid with a
constant current density and, subsequently, to the ideal case where we only have a temporarily
oscillating electric field where we will demonstrate that, under certain conditions, we can obtain the
average trajectory from Miller’s force. Finally, we will apply the Boris method to study a real accelerator
structure with cylindrical geometry formed by 1.6 cells.
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1. Introduccion

Los experimentos que necesitan la aceleracidon de particulas cargadas son muy numerosos y
tienen aplicacién en un gran abanico de ramas cientificas.

Para empezar, las colisiones de particulas con elevadas energias han permitido descubrir
experimentalmente nuevas particulas, como el antiprotén en el Bevatron de Berkeley en 1955, los
qguarks a partir de los experimentos realizados hacia 1970 en el Stanford Linear Accelerator Center
(SLAC) o, mas recientemente, las investigaciones en el colisionador de hadrones del CERN que confirman
la existencia del bosén de Higgs propuesto por el modelo estdndar en los afios 60. Asi pues, los
aceleradores y colisionadores de particulas son y han sido indispensables para la fisica de particulas.

Por otra parte, en medicina, la hadronterapia es un procedimiento habitual para el tratamiento
de tumores. Las primeras particulas usadas en radioterapia fueron neutrones rapidos (con energias del
orden de MeV), pero ahora su uso se limita al tratamiento de tumores en las glandulas salivales [1], ya
gue su curva de Bragg (dosis en funcién de la distancia de penetracion) es muy similar a la de un haz de
fotones [2]. En la actualidad la hadronterapia se realiza normalmente con protones o iones pesados
(generalmente de carbono 12), ya que su curva de Bragg presenta un pico pronunciado poco antes de
gue estas particulas queden paradas (y la posicién de dicho pico se puede variar cambiando la energia
de las particulas, tal y como se observa en la Figura 1), esto es, se puede concentrar de manera muy
efectiva la dosis en la zona tumorosa, daflando poco las regiones colindantes al tumor. Hasta la fecha, la
radioterapia con iones de carbono se ha estudiado para casi todos los tipos de tumores malignos [3]:
neoplasias de cabeza y cuello, canceres de pulmdn, mama, gastrointestinal, préstata, piel, sarcomas...
Para acelerar los iones de carbono hasta la energia buscada se suelen usar sincrotrones, mientras que
para los protones se pueden usar tanto ciclotrones como sincrotrones o incluso aceleradores lineales
(linacs) [4].
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Figura 1. (a) Comparaciéon de la curva de Bragg de diferentes particulas en la que se ve la dependencia con la
energia en los iones de carbono-12 y (b) comparacién entre las curvas de Bragg de fotones, iones de carbono-12 y
protones (todos de 6 MeV). Obtenidas de [5] y [3], respectivamente.

Finalmente, podemos destacar la importancia de los haces de electrones que histéricamente se
han usado en los tubos de rayos catddicos de los televisores, en colisionadores para conocer la
estructura atdmica y molecular de la materia o con fines médicos como el tratamiento contra el cancer
o la generacion de rayos X al acelerar electrones y hacerlos colisionar contra un blanco. Una de sus
aplicaciones mas recientes es la de los X-ray Free Electron Lasers (XFELs), los cuales generan pulsos de
rayos X muy brillantes, ultrarapidos y con una gran coherencia [6]. Estos laseres permiten observar
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blancos ultrapequenos con altisimas resoluciones espacio-temporales, permitiendo estudiar Ia
interaccidon entre la materia y luz de alta frecuencia de alta potencia. Ademads, se puede estudiar la
estructura de moléculas bioldgicas y virus e incluso crear materia con estados de alta densidad de
energia [7]. Para obtener este tipo de radiacion se usan aceleradores lineales y onduladores, de forma
gue al pasar el haz de electrones por estos Ultimos se emite radiacién en la direccion tangencial a la
trayectoria de los electrones, esto es, radiacién sincrotrén [8].

Asi pues, directa o indirectamente, los aceleradores de particulas tienen una gran relevancia en
diferentes aspectos de la medicina, la biologia, la fisica de particulas, ciencia de materiales... Por tanto,
es de vital importancia conocer las trayectorias seguidas por estas particulas cargadas en los diferentes
procesos de aceleracidn con la finalidad de optimizar el disefio de las estructuras aceleradoras. Por ello,
vamos a describir e implementar un algoritmo numérico que nos permita resolver la ecuacién de
movimiento relativista de particulas cargadas dados unos campos electromagnéticos arbitrarios
variables espacio-temporalmente.

2. Algoritmo numérico. Método de Boris

Para realizar las simulaciones numéricas debemos utilizar algin método que nos permita
resolver numéricamente la fuerza de Lorentz

> d‘l—i - N -
F=m—=q(E +7XB) (1)
dt
donde m y q son la masa en reposo y la carga de la particula, respectivamente, il = y¥ es el momento
1 L dX
relativista normalizado a la masa en reposo, y = ——=es el factor relativista, y v = — es el vector
P 14 J1=-(w/c)? y dt

velocidad. Asi pues, usaremos métodos numéricos explicitos de “salto de rana” [9] que nos permitan
calcular las trayectorias de las particulas cargadas en unos ciertos instantes temporales t,,, separados un
intervalo temporal At, a partir de una discretizacion de la fuerza de Lorentz. Estos métodos se basan en
tres sencillos pasos [9]:

-

a LU
x'l’l+1/2 = Xn + #At, (2)
n
ﬁ +1 _a q = 2 =gy s
nA—tn = —[E(Rn+1/2: tns1/2) + U X B(Rns1/2 tusray2)] (3)
m
- - +1
Xn+1 = Xn+1/2 + 2; At, (4)
n+1

donde el subindice n hace referencia al valor de la magnitud en el instante t,, = t, + nAt. Nétese que el
primer y el ultimo paso consisten en calcular la posicion de la particula suponiendo que sigue un
movimiento rectilineo y uniforme durante un tiempo At/2, y es en el paso intermedio donde se realiza
la discretizacién de la fuerza de Lorentz evaluando los campos electromagnéticos en la posicion
calculada en el primer paso, y suponiendo que la particula tiene una velocidad media . Dependiendo
de como se defina dicha velocidad se tiene el método de Boris, el de Vay o el de Higuera-Cary®. En el
método de Boris su definicidn es

L En la ecuacién (21) de [9] hay una errata: donde pone i~ es u*.

3
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= _ Uny1 + Uy :
2)/n+1/2 (5)

y tiene la propiedad de que si estamos en un caso sin campo eléctrico se conserva la energia relativista
E = myc? (véase el apéndice de [9]), tal y como se espera fisicamente, pues el campo magnético no
realiza trabajo sobre la particula [10]. Si se inserta esta definicién en (3), se tiene que se puede calcular
U,+; en un proceso de tres pasos (dos aceleraciones debidas al campo eléctrico y una rotacién
intermedia debida al campo magnético):

qAt

U~ =1, + %E(£n+1/2' th+1/2)s (6)
Ut =u+ (@ + @ xk)) xS, (7)
Upty = U + ﬁE(xn+1/2'tn+1/2)' (8)
donde se han definido las cantidades auxiliares Kk =22 E(J_C) t ) s = 2k
= omy- n+1/2:tn+1/2)0 S = 1705 y

- _ 1
yo= Ji+@w /o2

Aunque se han programado los tres métodos numéricos (Boris, Vay e Higuera-Cary),
practicamente no se han observado diferencias en los resultados obtenidos que se presentan en
posteriores apartados (para las discretizaciones temporales tomadas). Esto, unido a que los tiempos de
computacién son ligeramente inferiores con el método de Boris, hace que en este trabajo solo vayamos
a considerar el método de Boris.

3. Calculos relevantes

En este apartado presentamos los resultados obtenidos para tres casos distintos en los que
hemos aplicado el método de Boris para calcular las trayectorias descritas por particulas cargadas. Las
simulaciones las hemos realizado con el software MATLAB [11].

En primer lugar, hemos analizado las trayectorias realizadas por un electrén al atravesar un
solenoide finito con una densidad superficial de corriente constante, el cual es un elemento usado para
focalizar haces de particulas cargadas en aceleradores o en microscopios electrénicos [12]. Como no hay
campo eléctrico, este caso nos permitird comprobar si el método de Boris conserva la energia de la
particula. Posteriormente, nos centraremos en un caso en el que tenemos un campo eléctrico arménico
y demostraremos que, bajo ciertas condiciones, podemos obtener la trayectoria promedio de la
particula a partir de la denominada fuerza de Miller, la cual no depende del tiempo ni del signo de la
carga. Ademads, generalizaremos la fuerza de Miller para una fuerza periddica temporalmente arbitraria.
Finalmente, analizaremos un caso real: una estructura aceleradora en la que tenemos campo eléctrico y
magnético armodnicos. En todo momento analizaremos la trayectoria de una Unica particula, es decir,
despreciaremos la repulsién coulombiana que podria existir en el caso de varias particulas cargadas.
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a) Ejemplo sin campo eléctrico: el solenoide finito

El campo magnético producido por un solenoide centrado en el origen, de altura h, radio
(véase Figura 2 (a)) y densidad superficial de corriente K= M@ (M = nl, si tenemos un solenoide con n
espiras por unidad de longitud e intensidad constante I), lo podemos calcular a partir de la ley de Biot y
Savart [13]
o o K xR
B = —FdS’, 9
s R3 ()
donde R = 7 — #'es el vector relativo entre el punto donde calculamos el campo 7 y el vector posicién
7' que recorre la superficie del solenoide. Tomaremos las coordenadas cilindricas habituales (7, ¢, 2).
Dada la simetria de revolucion del problema y que K= M, el campo magnético no puede depender
del angulo acimutal ¢ y lo podemos escribir de la forma (véase su demostracion en el apéndice A)

B = B.(r,2)f + B,(r,2)2 (10)
con
1 r
M 1 h —
B, (r,z) =~ (z + —) k, V110, ky) + K(ky)
41 1 2 14—
To
1T (11)
h ~
~(z=3) 0 V110, k) + K (k) |,
1+

M ,16 E(ky) 1 k2 1 k2
Br(T,Z)=u:ﬂ TTO[ §<+)_H<1_ 2>K(k+)——§(_) k_<1_7>K(k) (12)

donde se han definido los pardmetros

411y 4

fey = 2’ C (r+1)? (13)

(r+mr)?+ (Zi%)

y K(x),E(x) y II(g,x) son las integrales elipticas completas de primera, segunda y tercera especie,
respectivamente [14],

/2 /2
K(x) = _ E(x):f 1 — x2sin? t dt,
o V1—x2%sin?t 0
/2 dt (14)
(o, x) =f .
o (1—osin?t)v1l —x?sin?t
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Figura 2. (a) Representacidon esquemidtica del solenoide estudiado y (b) lineas del campo magnético en el plano XZ
parah =40mmyry = h/3.

En la Figura 2 (b) se tienen las lineas del campo magnético para un caso concreto (recuérdese
gue hay simetria de revolucién). Se observa que en el interior del solenoide el campo magnético apunta
principalmente en la direccion Z, y las lineas de campo se cierran por el exterior del solenoide. En la
Figura 3 se representan las componentes B, y B, (normalizadas) del campo magnético.
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Figura 3. (a) Componente B, y (b) componente B, del campo magnético parah =40 mmyr, = h/3.

Por otra parte, en el eje Z (r = 0) el campo magnético queda

M zZ+ h z h
—_ A Irl» ) )
B(0,2) = B,(0,2)2,  B,(0,2) = —> 2 _ Z . (15)

P\l (-

En la Figura 4 se observa que a medida que aumenta h/r, se incrementa el valor del campo en el
centro del solenoide, y a lo largo del eje Z es aproximadamente constante en el interior del solenoide y
nulo fuera.
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Figura 4. (a) Campo magnético a lo largo del eje Z y (b) campo magnético en el centro del solenoide en funcidn de
la relacién entre h y 1 (en el limite h — 0 se tiene que B,(0,0)/(uoM) — 0 porque M — oo, pero obviamente el
campo B,(0,0) de una Unica espira no es nulo).

En el caso de un solenoide suficientemente largo, es decir, en el que se cumple h > 1y, se
pueden aproximar dichos campos por B, = B, = 1yM constante en el interior del solenoide (|z| < h/2

yr<r)yB,= —%BO [6 (z +§) - 6(2 —g)] enr <1y y nulosi r>r1,, [12]. La aparicidn de las
deltas de Dirac en la componente radial se debe a la discontinuidad de B,, pues se tiene que cumplir la

\ ol (b)

ecuacion de Maxwell V- B = 0.

0.5

zh

0.8

Hl
ALl |
. 03 0.4 05 06 07 08
t(ns) t(ns)

Figura 5. (a) Trayectoria espacial de un electron, (b) velocidad en el eje Z, (c) coordenadas x e y (normalizadas a
79), ¥ (d) velocidades en eje X e Y en funcion del tiempo. Las lineas discontinuas indican la entrada y salida del
solenoide. Célculos realizados para M = 1.153 X 106 A/m, h = 44 mm, 1, = h/10, vy =c¢/2, xo = 0315 y
Zy = —5cm.
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Ahora vamos a estudiar las trayectorias seguidas por electrones que se lanzan desde la posicién
del vector x5 = (x,, 0, z,), por debajo del solenoide (z, < —h/2), y en aproximacidn paraxial, es decir,
con velocidad inicial en direccién 2: vy = vyZ. A partir de la forma del campo magnético, esperamos
gue, de forma aproximada, el electrén siga una trayectoria rectilinea en el exterior del solenoide (pues
el campo magnético es practicamente nulo), mientras que en el interior del solenoide seguird una
trayectoria helicoidal (pues el campo B, proporciona una fuerza en direccién acimutal al entrar y salir
del solenoide, y B, es aproximadamente constante), lo que hara que disminuya la velocidad en el eje Z,
ya que se debe conservar la energia. Todo esto se puede observar en la Figura 5.

Para realizar las simulaciones numéricas de este apartado 3.a) usaremos en todo momento las
féormulas exactas del campo del solenoide finito y el método de Boris con pasos temporales de
At = 0.1 ps, que para las dimensiones, densidad superficial del solenoide y v, estudiados es del orden
de T /300, siendo T el periodo correspondiente a la frecuencia ciclotrén de la trayectoria helicoidal del
interior del solenoide.

o= (e) 4 — =01, ||
*x,=D.1r, ——xy=0.2g,
22 xg=0.2r, ] %, =030 [
0.7 %, =031, . *=0-41, 1
0.6 k- xg =045 *,=0.51, |
*y =050, ———— =0,
%:h 0.5 =061, T - a1l 1 —#=0. T [
oa x0Ty, 1 o B
=02, Hg =0,
oy xZ=D.5'b 1 1
o2 |
o1 b
o |
0.1 = =
(1] 0.0 0.1 015 0.2 0.25 0.3 035 0.8
timis)
Figura 6. Coordenada x (en unidades de ry) de un electrén lanzado desde z; = —5 cm y velocidad vy = ¢/2 en

un solenoide con M = 1.153 X 10° A/m y altura h = 44 mm para diferentes valores iniciales de x, y valores de
1o: (@) y (b) 9 = h/10, (¢) o = h/18, (d) 1y = h/50, (e) y (f) 7o = h/200.

8
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Para la aproximacion de solenoide suficientemente largo, el electréon seguira una trayectoria
rectilinea y uniforme fuera del solenoide (pues el campo magnético es nulo), al llegar a z = —h/2 el

. e . . . eB . .
electrén adquirird, debido a B,, una velocidad acimutal v, = x,—, y describird una trayectoria
r ¢ 2ym
helicoidal en el interior del solenoide con un radio de curvatura R, = x,/2, centrado en (x,/2,0) y
. . . eBy , . . - . . -
frecuencia (de ciclotron) w, = y—n‘l’ (si el solenoide es finito es una buena aproximacion sustituir B, por

B,(0,0)). La demostracion, basada en [12], de estas expresiones se muestra en el apéndice B.

En la Figura 6 (e) y (f), en las que ry = h/200, vemos que el electrén sigue una trayectoria

rectilinea hasta que entra en el solenoide y comienza la trayectoria helicoidal con R, = x,/2 vy
e

we ~ 2.21 x 1012 rad/s zy—:’ , pues T = 0.0284ns, que es lo esperado para un solenoide
suficientemente largo.

Sin embargo, a medida que el radio 7, del solenoide aumenta (con h constante) la aproximacion
del campo magnético de [12] es peor y hay una cierta transicién entre la trayectoria rectilinea y la
helicoidal. En la Figura 6 (b) se observa que los efectos del campo magnético el electron los empieza a
notar sobre 0.3h antes de entrar (y después de salir) en el solenoide. De la Figura 6 se deduce, en

primer lugar, que la frecuencia de ciclotrén w. no depende practicamente de x, y que disminuye a
. . eB ,
medida que 1, aumenta, tendiendo a w, = y—n‘l’ cuando h > 1y, hecho que se observa mas claramente

en la Figura 7 (a). Esto se debe a que en un solenoide finito, el valor (aproximadamente constante) del
campo magnético en el interior del solenoide (que es el que determina w,) es ligeramente menor que
By = uoM, tal y como se puede ver en la Figura 3 (a) o en la Figura 4. Por ello, las curvas de la Figura 7
(a) tienen la misma forma que la Figura 4 (b). Ademas, cabe destacar que a medida que aumenta x, el
electréon tarda mas en atravesar el solenoide debido a que la velocidad de giro aumenta, por lo que la
velocidad en direccidn Z disminuye (pues se debe conservar la energia). En la Figura 7 (b) representamos
la diferencia entre el médulo de la velocidad del electrén y su velocidad inicial (en unidades de c) para
un caso concreto. Aunque no se obtiene que dicha diferencia es siempre nula, la discrepancia maxima es
muy pequefia (del orden de 1071°), y se debe a que el célculo numérico se realiza usando 16 decimales,
por lo que en cada paso, por redondeos, puede aparecer un pequefio error numérico del orden de
10716, Por tanto, podemos afirmar que, dentro de los posibles errores numéricos, el método de Boris
conserva la energia.

10718

0.25

0z

0.15

=] VD=C|’4

o VD=C|"2

VD=30"4

u,-c:eElZ(O_.O)f(mw_) (VD=C|"4)
.uc:eElZ(O__O)f(mj.) (VD=C|"2)
wc=eBZ(0__0)f(m~_.) (VD=30"4)
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hir,

Figura 7. (a) Frecuencia de ciclotréon (en el centro del solenoide) en funcién de la relacién altura-radio del
solenoide. (b) Diferencia entre el médulo de la velocidad y la velocidad inicial (en unidades de c) para vy = c/2y
xo = 0.31r,. Ambas graficas realizadas para M = 1.153 X 10°A/m, h = 44 mmy z, = —5 cm.
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Por otra parte, de la Figura 6 también se deduce que el radio de curvatura R, se aleja mas del
esperado x,/2 a medida que 1, aumenta. Pero R, sigue siendo practicamente proporcional a x, (véase
Figura 8 (a), (b) y (c)), independientemente de la velocidad inicial. Ademas, en la Figura 8 (d) vemos que
a medida que la velocidad inicial aumenta, el radio de curvatura R, se acerca mas a x,/2 (a igualdad de
los restantes parametros), es decir, la aproximacion de solenoide suficientemente largo es mejor si los
electrones son mas energéticos.

. e -5 -7
-~ - &
- oaf| T (b) T
- —ea—1r_=h/10 L
- - |
- 0351 r,=h/18 A7
- 7 AT
- 03 [ |—s—r,=h/50 -
e L 025 r,=h/200 e |
o A= ’ o ol
T . o go b — —Tpsh T i

R CfrU

0 01 0z 0.3 0.4 0.5 06 o7 0.8 0.9 o 20 40 50 80 100 120 140 160 180 200

X,/ry hirg

Figura 8. Radio de curvatura R, (en el centro del solenoide) en funciéon de la distancia al eje inicial x, (en unidades
de 1) para () vy = c/4, (b) vy = c/2 y (c) vy = 3c/4. (d) Radio de curvatura R, (en unidades de x,), es decir,
pendiente de las rectas de las figuras (a), (b) y (c) en funcién de la relacién entre la altura (constante) y el radio del
solenoide. Calculos realizados para M = 1.153 X 10°A/m, h = 44 mmy z, = —5 cm.

Para finalizar este apartado, cabe destacar que si el valor de x, aumenta lo suficiente (por lo
que es necesario un cierto radio r, minimo del solenoide, pues |x,| < 1) y la velocidad con la que se
lanzan los electrones es suficientemente baja (y pequefia), el electrén no es capaz de llegar a z = 0,
ya que es repelido. Por este motivo, en la Figura 8 (a), (b) y (c) no se ha podido representar hasta
Xo /7o = 0.9 para los valores de 1, mas grandes. Esto no es mas que una consecuencia de que el valor

eBo _ . . . .
de xozy—m (que lo hemos definido antes como v,) sea superior a v,, pues por el principio de

conservacion de la energia no se puede cumplir. Obviamente esta condicion es exacta si el solenoide
es suficientemente largo. En caso contrario, nos sirve como una estimacion para saber cuando el
electrdn serd repelido, pues, si el solenoide es finito, hay que cambiar By, por el valor del campo en el
interior del solenoide, el cual es inferior a By y los efectos del campo magnético antes de que el
electrdn llegue al solenoide también pueden afectar. De todas formas, cuando el electrén es repelido
en el interior del solenoide sigue una trayectoria circular en el plano XY con velocidad cercana a vy,
pero la velocidad en la direccidén Z se acaba haciendo negativa, por lo que no consigue atravesar el
solenoide (véase Figura 9).

10
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Figura 9. (a) Coordenada x en funcion de z y (b) velocidades en las direcciones cartesianas en funcion del tiempo
para h = 44 mm, 7y = h/10, x, = 0.657y, zo = —5mmy M = 1.153 X 10°A/m.

b) Campo eléctrico armodnico. Fuerza de Miller

La fuerza de Miller o fuerza ponderomotiva [15] nos indica la fuerza promedio a la que estd
sometida una particula en presencia de una fuerza oscilante. La demostracién que vamos a seguir esta
basada en las referencias [16] y [17]. Para demostrar su expresién partimos de la ecuacién de
movimiento de una particula cargada en la que podemos separar la parte con dependencia espacial y la
parte armonica del campo eléctrico (incluimos también una eventual fuerza independiente del tiempo)

mx = qE (%) sin wt + F (). (16)

Aunque elegimos una dependencia temporal senoidal, la demostracion es igualmente valida para
una dependencia cosenoidal. Separando la trayectoria en una parte lenta )?(t) = (X(t)), que es la
trayectoria promedio, y una oscilacion rapida que en promedio deberd ser nula (g(t))T = 0, podemos
escribir () = X(¢) + éj(t). Obviamente los promedios temporales se realizan en un periodo
T =2n/w.

Asi pues, introduciendo estas definiciones en la ecuacién de movimiento, y desarrollando el
campo eléctrico E(J‘C’) en serie de Taylor hasta primer orden alrededor de X se tiene

mX;, + mé&; = q [El()?) + 5 . VEilf:)?] sin wt + Fl-()?) (i=x1y,2). (17)

.
En esta relacién podemos identificar la ecuacion de movimiento para la parte oscilante ¢ y la
trayectoria promedio X, respectivamente

3 - -, > . - - _qE()_()) .
mé = qE(X) sinwt -  &(t) = — 7 sin wt, (18)
. - e . - qE)()?) — . 2 .
mX; ~ F;(X) + q¢ - VEi|f=)? sinwt ~ F;(X) — — 2 VEil,—g=5( sin“wt (i=x,y,z), (19)

11
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donde hemos integrado dos veces para obtener la expresidon de g(t) (las constantes de integracion son
nulas debido a que el promedio temporal de la parte oscilante debe ser nulo), la cual hemos sustituido

en la ecuacion de movimiento de X’(t). Realizando promedios temporales en la ecuacion (19), se llega
finalmente a (usando que (sin? wt); = 1/2y que E(X) - VEL-L?:)? = %VE2|2=§)

2
g2

mX ~ 17"()?) ~ Tma?

(20)

Por tanto, se observa que si queremos calcular la trayectoria promedio de una particula de masa
> 2
m y carga q podemos aproximar la fuerza oscilante inicial por la fuerza Fp = —

vr2

" VE |f=5{. que se

denomina fuerza de Miller o fuerza ponderomotiva. Es interesante darse cuenta que, por tanto,
. , . 2E?

podemos definir una energia potencial U = fmwz

de manera que la fuerza de Miller adquiere la forma

de una fuerza conservativa Fp = —VU que “empuja” la particula hacia donde el campo es menos

>
intenso. Ademads, vemos que la magnitud importante es el cuadrado de gE (la amplitud de la fuerza
oscilante, es decir, la demostracién es valida para cualquier fuerza oscilante), por lo que la fuerza
ponderomotiva es independiente del signo de la carga de la particula acelerada.

Es importante remarcar cudl es el rango de validez de esta fuerza. Para empezar, la fuerza se
debe poder separar en el producto de una parte con la dependencia espacial (que no depende de la
velocidad ni de otras derivadas temporales de orden superior) y otra temporal armdénica. Ademas, en
todo momento se han usado expresiones no relativistas y se ha supuesto que el campo eléctrico varia
espacialmente de forma suave (en comparacién con el desplazamiento de la particula en un periodo;
aproximacion que, por tanto, sera mejor cuanto mas rdpido sea el campo oscilante, i.e mayor sea w).

Ahora vamos a calcular numéricamente las trayectorias seguidas por electrones para algunos
campos eléctricos y compararlas con la que seguirian segun la fuerza de Miller. Un detalle importante a
la hora de calcular numéricamente las trayectorias es que las condiciones iniciales de la trayectoria real

x(t) y de la trayectoria promedio )?(t) no son las mismas. Obviamente, por definicidn se cumple que
%(0) = X(0) + 5(0) y fc(O) = X(0) + 5(0). Por otra parte, de la ecuacion (18) se deduce que 5(0) =0

y 5(0) = — W. En consecuencia, se tiene que

2(0) = X(0) y #(0) = X(0) — (—”) ~ X(0) — %{fﬁ” (21)

En el caso de que la fuerza oscilante inicial fuera de tipo coseno la relacién entre las condiciones
- . . -
iniciales de la trayectoria real x(t) y de la trayectoria promedio X(t) son

2(0) = X(0) — LX)+ 3 (0) - LED y 30) = £(0) (22)

pues se tiene que £(0) = 0, £(0) = ‘?E(X(O))

de la fuerza de Miller se supuso que el campo E varia espacialmente de forma suave.

y E(X(O)) E(x(O)) ya que para obtener la expresion

Esto nos indica que dos particulas idénticas con cargas de signo opuesto y mismas condiciones
iniciales X(0) y 5'5(0) no seguiran la misma trayectoria promedio (véase Figura 10), pues para que fuera
idéntica deberian tener las mismas condiciones iniciales en la fuerza de Miller, pero la relacién entre las
condiciones iniciales de la trayectoria real y la promedio depende del signo de la carga, véase
ecuaciones (21) y (22).

12
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Para realizar los calculos numéricos usaremos el método de Boris con At = T /300 (para resolver

la fuerza de Miller podemos definir un campo eléctrico E; = I_fg/q). No obstante, nétese que, como no
hay campo magnético, el método de Boris, el de Vay y el de Higuera-Cary coinciden, pues la definicién

de 7 no influye en (3). Asi pues, segun las ecuaciones (2),(3) y (4), el calculo de la trayectoria se reduce a
iy iy + qE(£n+1/2' tn+1/2 )

R R . R dn+1/2(At)2
Xpaq = Xp + At + At At)? = %, + U, At + ——
s " 2Vn 2Vn+1 2m')/n+1 ( ) " " 2

donde hemos tenido en cuenta que estamos en la aproximacién no relativista, y hemos definido la

, (23)

-
aceleraciéon a = qE/m. Esta forma de calcular la trayectoria es similar al algoritmo de Velocity-Verlet
[18], que consiste en suponer un movimiento uniformemente acelerado en cada intervalo temporal de
la discretizacion.

En primer lugar, vamos a considerar un campo eléctrico unidimensional del tipo

2 22 22
K[ q- d°E q°Egk _
Ey = Epe ™ [sinwt] » Fp=—-——=—— = ——e 2KX, (24)
dmw? dx vex 2mw

0 T T T T T 5 T T T T T
(M) (a=-€) X() (g=e)

(a) ——X(t) (a=-€) (b) ——X(t) (g=-€)

5| Xt (g=+e) | ; X(t) (g=+e)
) ——X(1) (g=+e) ' ——X({t) (g=+€)

A0} s}
st : -0t
20t . 15 f
25 : : s : s : s : . 20 : L s : : : .

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 [u] a5 10 15 20 25 30 35 40

t(ns) t(ns)

40 T T T 120 T T T

o xt) (@=2) | x(t) (@)
i (9 X(t) (q=-¢) ol @) X(t) (a=) ]
w0} x(t) (a=re) ] x(t) (a=+e)

——X() (a=+e) | ——X(t) (a=+e)

Yf]em\,l

1] ; 1 ID 1 I5 2ID 2I5 SID 35 1] 5I 1 ID 1 I5 2ID 2I5 30
t(ns) t(ns)
Figura 10. Trayectoria real de un electrén o positrén y comparacién con la determinada por la fuerza de Miller
para un campo eléctrico unidimensional E, = Eqe **[sin wt] con E, = 10 V/m, k = 10° m~! y condiciones
iniciales x(0) =0 y x(0)=-1000m/s vy frecuencias (a) w = 10°rad/s, (b) w =5 x 10°rad/s,
(c)w =2x%x10°rad/sy (d) w = 10° rad/s.
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En la Figura 10 se observa que la trayectoria X(t) calculada a partir de la fuerza de Miller se
ajusta perfectamente al promedio de la trayectoria real cuando w es suficientemente grande (a) y (b),
pero a medida que w disminuye las trayectorias no se ajustan perfectamente (c) y son muy distintas (d).
Esto es debido a que, como ya hemos comentado anteriormente, se debe cumplir que la parte espacial
del campo eléctrico tenga una variacidn suave durante el periodo de la oscilacién, lo cual no se cumple
si disminuimos suficientemente w (aumentamos suficientemente el periodo). Este hecho no quiere decir
gue para frecuencias inferiores (por ejemplo, del orden del Hz) no pueda ser vélida la fuerza de Miller,
pues simplemente se debe cumplir que las condiciones iniciales y los pardmetros que determinan el
campo (i.e. E, y k) sean tales que el campo tenga una variacién pequefia en el movimiento de la
particula en un periodo, lo cual se puede conseguir en este caso disminuyendo el valor de E, y k (campo
mads suave), o si aumentan x(0) o x(0) para que la particula se mueva por donde el campo ya ha caido
suficiente (obviamente x(0) no puede ser tan grande como queramos), véase Figura 11.

3 - 40
(a) X (=) e
.l X(t) (=€) - ] 3
x(t) (g=+e) /,f/ 30F
Al ==X (@=ve)| ]
- 25
15} _/-// 1 201
- 15
E / 1 E
) /-// * 0p
/’/
0.5 /// 51 d
/ U <
0
— /ff_/ S 1
-05F ‘\’,\”Www b
a0t " 1
P . . s . . . . . .
0 5 10 15 0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t(us) t(s)

Figura 11. Trayectoria real de un electrén o positrén y comparacién con la determinada por la fuerza de Miller
para un campo eléctrico unidimensional E, = Eqe ™**[sin wt] con (a) E, = 10 V/m, k = 1m™!, @ = 107 rad/s,
x(0) =0,x(0) = —1000m/sy (b) E, = 10712 V/m, k = 0.05m™}, w = 1rad/s, x(0) = 0y x(0) = 0 m/s.

Este primer ejemplo nos ha servido para comprobar la validez de la expresidon de la fuerza
ponderomotiva y ver que dos particulas idénticas con carga opuesta no siguen la misma trayectoria
(aunque la expresion de la fuerza de Miller sea la misma). Asi pues, a partir de ahora solo analizaremos
la trayectoria de electrones. El segundo caso que estudiaremos serd un campo eléctrico del tipo
E, = Ey(1 + kx)[sin wt], que nos permite resolver analiticamente la fuerza de Miller (20)

) 1 1 qEok
sin(wy, t) + (X(O) + E) cos(wpt) — = Wy = m (25)

Las condiciones iniciales X(0) y X(0) estan relacionadas con las de la trayectoria real x(t) segun
(21). Una vez conocida la expresion de X(t) también podemos resolver analiticamente la ecuacion de

X(0) = XQEO)

m

movimiento de la parte oscilante, mg ~ qﬁ()?(t)) sin wt,

qE.k X(0) 1 1 1
s = -5 E((w —5c0sl(@ — om)t] — o eosl(w + a)m)t]> +
(26)
Eok 1\ 1 1 _ .
— qm (X(O) + E)E(m sin[(w — w,)t] + @t )? sin[(w + w,,)t] ).

14
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En la Figura 12 (a) se observa que la trayectoria real (calculada numéricamente con el método de
Boris) estd en concordancia con la promedio obtenida analiticamente. Ademas, en la Figura 12 (c),
donde ampliamos 5 oscilaciones, vemos que la suma de la trayectoria promedio y la parte oscilante
(calculadas analiticamente) coincide en gran medida con la trayectoria real. No obstante, a medida que
pasa el tiempo la discrepancia es mayor (aunque sigue siendo muy pequefia, véase la Figura 12 (d))
debido a que la frecuencia w,, de la trayectoria X(t) es ligeramente inferior a la de la trayectoria real (el
error se puede minimizar, pero no eliminar, haciendo la discretizacidon temporal mas pequefia), por lo
gue se desfasan ambas trayectorias poco a poco.

jw) D 0 I | l |
7l H H”‘ ' “ﬁ ‘”l |n|ﬂ' nm |
;_15_ G_m M‘HH wwm “ Uuwl |’
T T
=) A N e
| | f \ \‘\ f \, = A /\ ﬂ /ﬁ“‘\ | f\f
— 259} | £ 1 |
ARV \\ | /J \‘ \/\/\/ f | \./ \‘\ | il n :
i \ ] o ! 1
oV VAR |
w0 v/, o e

Figura 12. (a) Comparacion de la trayectoria real x(t) y la promedio X(t), (b) parte oscilante &(t),
(c) comparacién de la trayectoria real obtenida numéricamente y la suma de la trayectoria promedio y la parte
oscilante calculadas analiticamente y (d) diferencia entre ambas para dos discretizaciones temporales distintas.
Calculos realizados para un campo del tipo E, = E5(1 + kx)[sinwt] con E, =10712V/m, k=0.1m™},
w = 1rad/sy condiciones iniciales x(0) = 0,x(0) = 0.02 m/s.

La demostracién que realizamos de la fuerza de Miller es valida también en 2 y 3 dimensiones,
asi que vamos a analizar un campo eléctrico bidimensional (en 3-D las representaciones graficas son mas
confusas). Analizaremos un campo del tipo Ey = E,, = Eo(l + k(x + y))[sin wt]. Asi pues, la fuerza de
Miller queda

. ¢ - q*E¢k
X=X mw?

(1+k(x+y)R+9). (27)
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En la Figura 13 se observa que la trayectoria calculada a partir de la fuerza de Miller, como en
casos anteriores, se asemeja mas a la trayectoria real si la frecuencia w es superior.
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Figura 13. Trayectoria en el plano XY (calculada durante 100T; T = 2m/w) para un campo bidimensional del tipo
E, =E, = Eo(1+ k(x +y))[sinwt] con E; = 107*? V/m, k = 0.5m™, y condiciones iniciales %(0) = (0,0),
J?(O) = (0.02,—0.08) m/s para (a) w = 1 rad/s, (b) w = 2 rad/s.

Hasta ahora hemos analizado un campo eléctrico oscilante a una Unica frecuencia w. No
obstante, aplicando el principio de superposicion podemos realizar la demostracién de la fuerza de
Miller para un campo con varias frecuencias de oscilacidon. Asi pues, si partimos de la ecuacion de
movimiento

mx = q Z E,SS) (%) sin w,(ls)t +q Z Eff) (X) cos a),(,f)t +F(D), (28)

n=0 m=0

y descomponemos la trayectoria real en una promedio )?(t) y una suma de partes oscilantes, esto es,
YO =X+ > 90+ Y 9
x f ®) f (®), (29)

llegamos, procediendo de forma andloga a como se hizo para una Unica frecuencia, a

1 2 O = 1
mX ~ F(X)——Z (S) — —Z—m V(E,(,f))2

=% (o) P %=% (wfrf))z ’ (30)

donde ahora la fuerza de Miller se ha convertido en una suma para cada uno de los campos oscilantes

(mas el eventual campo no oscilante 17"()?)) Por tanto, la fuerza de Miller es aplicable a cualquier fuerza
periddica, ya que siempre podremos desarrollarla en serie de Fourier: combinacién lineal de senos y
cosenos (de frecuencias angulares multiplo de w) mas una constante. Ademds, vemos que si el campo
tiene la forma E, = E, cos(kx — wt) = Ey(cos kx cos wt + sin kx sin wt) de onda plana, la fuerza de
Miller, segun (30), es nula. Por otra parte, las condiciones iniciales de la trayectoria real y la promedio se
relacionan por las expresiones

5 N 1 . 5 N 1
%(0) ~ X(0) — % Z EQ(2(0)) W #(0) = X(0) — %Z E,” (2(0)) Ok
m=0 w n=0 n

(31)
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Para comprobar la veracidad de estas expresiones vamos a estudiar algunos campos eléctricos
unidimensionales con dos fuerzas armdnicas de distinta frecuencia, tal y como se expone en la Figura
14. Se observa que en todos los casos hay un buen acuerdo entre la trayectoria real y la que predice la
fuerza de Miller.

10 T T 25

(a)

(b)

201

15

x{m)

tis) t(s)

' 1 L . 1 : 1 15 : 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

1(s) 1(s)

Figura 14. Comparacién entre la trayectoria real y la obtenida por la fuerza de Miller para los campos
(@) E,=E (Q+kx)sinwt+E(1+k,x)sinwyt, (b) E,=E(1+kx)coswit+ E(1+ kyx)cosw,t,
(€) Ey = E;(1 + kyx + byx?) sinwyt + Eye 2 sinw,ty (d) E, = E; (1 + kyx + byx2) cos wyt + E;e 2% sin w,t.
Valores numéricos: E; = 10712V/m, k, =2k, =02m™}, w, =2w; =2rad/s, b; =2b, =0.02m™?,
x(0) = 0,x(0) = 0.5 m/s. Discretizaciéon temporal At =T,/300 con T, = 2m/w,. En los campos (a) y (b) la
fuerza de Miller tiene solucion analitica del tipo (25) o (34).

Para finalizar este apartado, vamos a considerar que la parte temporal es de tipo diente de
sierra, que denotamos como diente(t). Su desarrollo en serie de Fourier es

© (1 \n+1
diente(t) = %Z %sin(nt). (32)
n=1

En la Figura 15 (a) tenemos su representacion grafica y comparacién con la serie de Fourier
tomando 5 y 10 términos, respectivamente. Por otra parte, consideraremos que la parte espacial del
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campo eléctrico es del tipo lineal E, = E,(1 + kx)[diente(t)], ya que nos permite resolver la fuerza de
Miller de forma analitica. Aplicando las ecuaciones (30) y (32) llegamos a la ecuacién diferencial

) 2E2kq? 12\* 1 112 2EZkq? /2 quz
kkex=—c, c==p50 (1) )| =T (n) (W) =577 (33)
n=1
donde {(s) = Y.;7-; 1/n° es la funcidn zeta de Riemann. La solucidn de la ecuacion diferencial anterior
es
X(0 1 1 Egkm
X() = af )sin(a)m t) + (X(O) + E) cos(wp,t) — % Wy, = VkC = %o
m

) 34
V45m (34)
y las condiciones iniciales X (0) y X (0) estan relacionadas con las de la trayectoria real segiin (31) como

E, 2 m? qE,
x(0) + __E ()+—g- (35)

n+1
X(0) = x(0), X(0) = x(0) 44 z (-1)

En la Figura 15 (b) comparamos la trayectoria real y la predicha por la fuerza de Miller para unos
valores numéricos concretos. Nétese que es similar a la Figura 12 (a), ya que, aunque la parte temporal

? 7’
sea diferente, la fuerza de Miller es similar. Se pueden repetir los mismos calculos y graficas que se
hicieron para ese caso, obteniéndose los mismos resultados cualitativamente

4@ deme) |
! ¥ Fourier n=5 Y%
I AN . _ 1A
i \ Fourier n=10 /a
y/a A
e = |
05 )/ { 4 |
?r’b | y. |I
/ | y
A ' 7 '.
=
£
0 ya 7 =
| A | /7//' -
| I
i | i
'| / | /
|
-05 |I 5 pt | w4
| \
| ~ff (Y
\ % | [
Y/ A
AF / \v
0 2 4 G g

10 12
1(s)

Figura 15. (a) Representacién grafica de la funcién de diente(t) y comparacién con la serie de Fourier con 5y 10
términos. i

(b) Trayectoria real x(t) (calculada numéricamente) y promedio X(t) (34) para un campo
E, = Ey(1 + kx)[diente(t)] con Ey = 10712V/m, k = 0.3 m™%, x(0) = 0, x(0) = 0.2 m/s
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c) Ejemplo real: C-band 1.6 cell.

En este apartado vamos a estudiar las trayectorias seguidas por un electrén en el interior de un
acelerador cuya geometria se muestra en la Figura 16. Esta estructura consiste en dos celdas (de
diferente longitud) de RF con una sefial de banda C (entre 4 y 8 GHz) y permite acelerar electrones
(generados previamente por efecto fotoeléctrico en un fotocatodo) obteniéndose una fuente de
electrones (radiacion sincrotrén tipo XFEL).

3 T T T T T T I
R =020
a, = 0.45
b, = 0.90
a, = 0.50
b, = 1.00 |
0 | | 1 1 L
0 1 2 3 4 5 6 7

z(cm)
Figura 16. Geometria del perfil estudiado (con simetria cilindrica), donde C;, C5 y C, indican el centro de las tres
circunferencias de radio R; C, y Cs los centros de las elipses de semieje menor a; y a,, y semieje mayor b, y by,

respectivamente. Las lineas verdes indican el punto de tangencia entre un tramo recto y la circunferencia o elipse.
Los datos numéricos estan en cm.

En este caso desconocemos la expresion analitica de los campos electromagnéticos, pero debido
a la simetria cilindrica del acelerador sabemos que tendran la forma

E@® t) = (E.(r, 2)? + E,(r,2)2) sin(wt + a), (36)

Bz t) = toH, (r, )@ cos(wt + a) (37)

con f = 5549.4249 MHz. Por otra parte, podemos calcular numéricamente E,.(r, z), E,(1,z) y H, (7, z)
en un conjunto de puntos usando el software Poisson Superfish [19]. En la Figura 17 se muestra la
direcciéon de la amplitud del campo eléctrico y las componentes no nulas del campo electromagnético en
el interior del acelerador (en el plano XZ). Se observa que los campos son practicamente nulos en la
zona final del acelerador, la componente E,. solo es apreciable en las zonas cercanas a las superficies
elipticas, y H, en las zonas alejadas del eje axial. Por tanto, si los electrones a acelerar se inyectan desde
z = 0 con velocidades fundamentalmente en direccién axial y desde posiciones cercanas al eje serd la
componente E, la mas importante. Asi pues, para conseguir una aceleracion 6ptima necesitaremos que
cuando se inyecte el electrén, la funcién sin(wt + @) sea negativa y cuando el electréon llegue a la
segunda celda (situada entre 2 y 4 cm) dicha funcidn haya cambiado de signo, esto es, haya transcurrido
un semiperiodo. De esta forma se conseguira que el electrén sea acelerado en las dos zonas donde E,
tiene un mayor valor.
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Figura 17. (a) Direccion e intensidad de la parte espacial del campo eléctrico y componentes (b) E;, (c) E, y (d) H,,
en el interior de la cavidad aceleradora. Los valores numéricos se han calculado suponiendo que

E, = 215.2167 MV/m en el origen del sistema de referencia (dicho valor se puede variar cambiando la potencia
de la sefial de RF).
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No obstante, ahora no podemos usar directamente las expresiones del método de Boris descritas
anteriormente, ya que desconocemos las expresiones analiticas de los campos electromagnéticos. Asi
pues, para obtener el valor de dichos campos en un punto general (r,z) vamos a realizar una
interpolacion bilineal [20], que no es mas que una generalizacidn en dos dimensiones de la interpolacién
lineal habitual. La expresién general de esta interpolacién es

fO,y) = (e —x) 7 (v, —y1) Q) (e = ) (v — ¥) + f(Q12) (X — x)(y — y1)
+F(Q)(x —x) (¥, = ¥) + f(Q22)(x — x)(y — y1)], (38)

cuya interpretacién geométrica se puede ver en la Figura 18, que nos indica que el valor de la funcién en
un punto arbitrario (x,y) es la media del valor de la funcién en los 4 puntos mas cercanos Q;; (en los
gue conocemos su valor) ponderados por el area del rectdngulo opuesto a dichos vértices y normalizado
al area total (suma de la superficie de los cuatro rectangulos).

Q12 = (x1,¥2) Q22 = (x2,¥2)

Q11 = (x1, 1) Q21 = (x2,¥1)
f®) =f@®) x - +f() x +£(®) x - +f@®)x

Figura 18. Interpretacidon geométrica de la interpolacién bilineal.

Una vez explicado el procedimiento para obtener el valor de los campos electromagnéticos, ya
podemos proceder a realizar las simulaciones numéricas de la dindmica de particulas. Nos
restringiremos a condiciones iniciales del tipo x, = (x4,0,0), Vg = (0,0,v4) con x,, vy = 0, esto es,
inyectaremos electrones desde y, =z, = 0 a una distancia x, del eje y con velocidad inicial en
direcciéon axial. De esta manera, dada la forma que tienen los campos electromagnéticos (ecuaciones
(37) y (38)) la trayectoria de los electrones se restringira al plano XZ, lo que facilitara la visualizacion de
las representaciones graficas. Tomaremos como tiempo inicial t, = 0, de forma que el pardmetro a nos
informara sobre la parte temporal de los campos al comenzar la simulacién. Por otra parte, disefiamos el
programa para que se detenga cuando el electréon vuelva a la entrada o llegue al final (i.e cuando z = 0
o z = 7.27 cm), o cuando choque con las paredes, es decir, suponemos que los electrones se absorben
si chocan con las paredes del acelerador. En realidad, cuando un electrén choca con una pared metaélica
se pueden dar tres casos diferentes: reflexion eldstica, reflexion ineldstica, o emisidon secundaria de
electrones con un cierto numero medio de electrones emitidos cuya probabilidad sigue una distribucién
de Poisson (por lo que puede que no se emitan electrones y se absorba el incidente). La probabilidad de
cada caso y el numero medio de electrones emitidos en el caso de emisiéon secundaria de electrones
depende fundamentalmente de la energia del electrén al colisionar y del dngulo respecto de la normal (y
de diferentes parametros fenomenoldgicos del metal). Para altas energias, como es nuestro caso,
predomina la emisidon secundaria de electrones con un valor medio de electrones emitidos muy
pequeiio, por lo que lo mas probable es que el electrén sea absorbido [21], lo que justifica la suposicion
de que todos los electrones sean absorbidos.
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En la Figura 19 (a) y (b) se representan las trayectorias de electrones inicialmente en reposo para
diferentes valores de x; y de «, respectivamente. Se observa que para posiciones cercanas al eje axial,
los electrones son capaces de atravesar el acelerador, mientras que para valores mads alejados acaban
colisionando con las paredes. Por otra parte, para valores de « inferiores a el electrén no llega a entrar
en el acelerador, pues la fuerza a la entrada los expulsa hacia fuera. Para valores entre ™ y 2m, los
electrones entran en el acelerador, pero puede que sean repelidos y vuelvan a z = 0, choquen con las
paredes o atraviesen totalmente el acelerador, dependiendo de los valores de x; y . En la Figura 19 (c)
representamos un ejemplo de las trayectorias segun la velocidad inicial v, en el que vemos que casi
todos los electrones atraviesan el acelerador (salvo los menos energéticos).

k3

1.5

®(Cm)
1

5 b [b} i 1.3

15

®ierm)
i

z{cm)

(c) 0.9

1.8 -

vy fc
z{cm)

Figura 19. Trayectorias de electrones inicialmente en reposo (vy = 0): (a) en funcién de x, con a = y (b) en
funcién de a para xy = 0.4 cm. (c) Trayectorias en funcién de vy paraa =y x, = 0.75 cm.
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Ahora vamos a estudiar la aceleracion que sufren los electrones al atravesar la estructura. En la
Figura 20 representamos la energia cinética relativista final E¢ de los electrones para cuatro energias
iniciales E; en funcidn del valor de a y de x; (solo representamos los valores de a y x, para los que los
electrones atraviesan totalmente la estructura). Se observa que para las cuatro casos la forma de las
curvas es similar: la maxima energia final se obtiene para un valor de a cercano a 1.257 (la posicién del
maximo aumenta ligeramente con E;) y para los valores de x, menores (para los cuales ademas hay un
rango mayor de valores de a para los que los electrones consiguen atravesar el acelerador). Para los
mayores valores de x, solo se consigue atravesar el acelerador para los menores valores de a y para
valores intermedios se consigue tanto para los menores valores de a como en el rango
a = (1.5 — 1.6)m. El aumento brusco del final de la curva se debe a que para esos valores de a algunos
electrones de los inyectados en el eje se quedan muy cerca de ser repelidos, pero finalmente consiguen
atravesar el acelerador, mientras que en los inyectados con pequefios valores de x a partir de un cierto
valor de a no son capaces de atravesar totalmente el acelerador, tal y como se observa en la Figura 21.
La energia maxima Ef 4, Obtenida en los cuatro casos es bastante similar, si bien parece aumentar con
la energia cinética inicial, siendo la diferencia Ef p,qx — E; aproximadamente constante (aunque en el
caso de E; = 50 keV es algo inferior).
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Figura 20. Energia cinética final Ef en funcion de a (normalizado a m) y de x, para diferentes energias cinéticas

iniciales: (a) E; = 0, (b) E; = 10 keV, (c) E; = 50 keV y (d) E; = 250 keV.

Para ver mas claramente la dependencia de la energia final en funcidn de la energia inicial, en la
Figura 22 representamos Ef en funcion de x, para valores de E; de hasta 400 keV para 4 valores de a.
Se observa que para a =m, Ef disminuye a medida que aumenta E; (aunque para valores de E;
superiores, Er empieza a aumentar). Para a = 1.157, la energia final es mayor si los electrones
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inicialmente tienen energia nula; E; disminuye al aumentar E; hasta unos 150 keV cuando empieza a
aumentar. Para a = 1.25m (que recordemos que es el valor de a con el que aproximadamente se
consigue la maxima Ef) y a = 1.4m, E; aumenta con E;. Vemos que en general Er es mayor cuanto
menor sea X, esto es, cuanto mas cercanos al eje axial se inyecten los electrones (excepto para el caso
de a = m). En el caso de @ = 1.47, Ef practicamente no depende de x,.

e v 17 17
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= 157 = 1 157
(=] (5]
" w
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J 185 1 155

1 154 1 154

153 153

Figura 21. Valor de z en funcién del tiempo para diferentes valores de a/m en el intervalo 1.63-1.70y (a) x, = 0y
(b) xo = 0.05 cm. Electrones inicialmente en reposo.
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Figura 22. Energia relativista cinética final E¢ en funcion de x, y de E; para diferentes valores de a: (a) a = 7,
(b) a = 1.157, (c) a = 1.25y (d) a = 1.4m.
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Asi pues, teniendo en cuenta todos estos calculos, podemos afirmar que esta estructura
aceleradora permite obtener electrones del orden de 5 — 6 MeV si inyectamos electrones con energias
cinéticas relativistas inferiores o del orden de cientos de keV con direccion axial, cercanos al eje de
simetria y con un valor de a de aproximadamente 1.25m.

4. Conclusiones

En este trabajo se ha descrito e implementado el método de Boris, un algoritmo que permite
resolver numéricamente la fuerza de Lorentz relativista.

En primer lugar, hemos aplicado este método para estudiar las trayectorias descritas por
electrones al atravesar un solenoide finito con una densidad superficial de corriente constante en
aproximacion paraxial. Los resultados obtenidos son los esperados cualitativamente: trayectorias rectas
fuera del solenoide y helicoidales en el interior del solenoide con una zona de transicién entre ambas a
la entrada y salida del solenoide (debida a su longitud finita). Hemos visto que el radio de curvatura de la
trayectoria helicoidal es proporcional a la distancia al eje del electrén (siempre que no sea repelido), y
que la frecuencia de ciclotrén es, en buena medida, proporcional al campo magnético en el centro del
solenoide. En el caso de un solenoide suficientemente largo los resultados cuantitativos obtenidos
coinciden totalmente con los calculados analiticamente. Ademas, hemos comprobado que el método de
Boris conserva la energia relativista total cuando no hay campo eléctrico.

Mas tarde, se ha demostrado que, dada una particula sometida a una fuerza oscilante, se puede
calcular su trayectoria promedio a partir de la fuerza de Miller. Hemos visto que incluso se puede
generalizar la fuerza de Miller para una fuerza periddica cualquiera. No obstante, para que la fuerza
ponderomotiva sea una buena aproximacion se debe cumplir que la amplitud de la fuerza varie
espacialmente de forma suave en la regidn en la que se mueve la particula durante un periodo, es decir,
la aproximacién sera mejor a medida que aumente la frecuencia de la fuerza oscilante. Las simulaciones
numéricas nos han permitido comparar las trayectorias totales y las promedio predichas por la fuerza
ponderomotiva, obteniéndose resultados satisfactorios cuando se cumplen las condiciones requeridas
para que la fuerza de Miller sea valida. Estos dos primeros casos en los que podemos comparar algunos
resultados con valores analiticos nos han servido para confirmar el buen funcionamiento del método de
Boris.

Finalmente, hemos estudiado una estructura aceleradora real. Como en este caso no se tiene
una expresion analitica de los campos electromagnéticos, su célculo en cada paso de integracion del
método de Boris se hace por interpolacion bilineal a partir de una serie de valores tabulados. Hemos
visto que la estructura permite obtener electrones con energias (cinéticas) de mas de 5 MeV, siempre
gue estos se inyecten cercanos al eje axial (para que no colisionen con las paredes), y el valor del
desfase a sea de aproximadamente 1.25m, que es el valor que permite una aceleracién éptima.

En conclusidn, se ha programado un método con el que se puede estudiar la dinamica relativista
de particulas cargadas en presencia de campos electromagnéticos que era el principal objetivo de este
trabajo de fin de grado.
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Conclusions

We have described and implemented the Boris method, an algorithm that allows to solve
numerically the relativistic Lorentz's force.

First, we have applied this method to study the trajectories described by electrons when they
cross a finite solenoid with a surface density of constant current in paraxial approximation. The results
obtained are those qualitatively expected: a straight line outside and helical trajectories inside the
solenoid with a transition zone at the entrance and exit of the solenoid (due to its finite length). We
have seen that the radius of curvature of the helical trajectory is proportional to the distance to the axis
(when it is not repelled), and that the cyclotron frequency is proportional to the magnetic field in the
center of the solenoid. In the case of a sufficiently long solenoid the quantitative results obtained are
fully consistent with those calculated analytically. In addition, we have found that the Boris method
conserves total relativistic energy when there is no electric field.

Later, it has been shown that, given a particle under an oscillating force, its average trajectory
can be calculated from Miller's force. We have shown that Miller's force can be generalized for any
periodic force. However, we have seen that the ponderomotive force is a good approximation if the
amplitude of the force spatially changes smoothly in the region in which the particle moves for a period
(i.e. the approximation is better when the frequency of the oscillating force increases). Numerical
simulations have allowed us to compare the average (predicted by the ponderomotive force) and the
total trajectories, obtaining satisfactory results when the conditions required for Miller's force validity
are fulfilled. These first two cases in which we can compare some results with analytical values have
helped us to confirm the proper functioning of Boris method.

Finally, we have studied a real accelerator structure. As in this case there is no analytical
expression of electromagnetic fields, its calculation at each step of integration has been performed by
bilinear interpolation from a series of tabulated values. We have seen that the structure allows to obtain
electrons with relativistic energies (kinetics) of more than 5 MeV, provided that these are injected close
to the axial axis (so that they do not collide with the walls), and the value of the offset « is about 1.25,
which is the value that allows optimal acceleration.

In conclusion, a method has been programmed to study the relativistic dynamics of charged
particles in the presence of electromagnetic fields, which was the main purpose of this end of degree
work.

Apéndice A. Demostracion del campo magnético de un solenoide finito

Debido a la simetria cilindrica, vamos a calcular el campo magnético en un punto arbitrario del
plano XZ, # = (x,0,z). La densidad superficial de corriente es K = M@’ = M(—sin ¢’,cos¢’,0) y el
vector 7' = (rycos @', 1y sin@’, z") recorre la superficie del solenoide. Asi pues, sustituyendo en la ley
de Biot y Savart (9) tenemos
to (K xR oM [ ((z—=2")cosg’,(z—2z")sing’, 15— x cos ¢’)

ds’

= das’.
4w ) R3 AT (x2 4+ 1¢ — 2rgxcos @' + (z — z")?)3/2

Vemos que la funcién a integrar en la componente Y es impar en la variable de integracién ¢’,
por lo que la integral es nula. Por tanto, la componente acimutal del campo magnético es nula en todo
el espacio y el campo B, de la integral anterior es la componente radial B, del campo (cambiando x por
r). En consecuencia, la componente radial y axial son, respectivamente
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h m h
zt5\ ky ke 1 2(1-1-osinu)du zt>5
—2( 2 )|k + = | 2___

r+710 | Jror /7‘07‘ 10 Jo (1 —-o0sin?u) 1~ k2 sin?u

zx E ky ky 1 h

—2

=2 (o, ki) + ( ) K(ky) — (o, k

i [ k) = (24 (K(ks) = (0, k),

donde ki y o,y K(x), E(x) y I1(g, x) vienen definidos por (13) y (14), respectivamente. Sustituyendo las
expresiones de I. e I} obtenemos las expresiones buscadas: (12) y (11).

Apéndice B. Demostracion de los parametros de la trayectoria helicoidal

. h .
Teniendo en cuenta que B, = —gBO [6 (Z + E) ) (Z - —)] y B, = By = uoM para el limite de
solenoide suficientemente largo, y que suponemos que la velocidad inicial del electrén es v = 1,2, la

fuerza de Lorentz cuando el electrén entre en el solenoide (z = —h/2) queda
R d(yv) _ - ev,XoBy h
F=m VXB=— BA=—6< —)A,
it —ev ev,B,.@ > z+ > 0]

donde x, es la distancia del electrén al eje axial. Como solo hay campo magnético, la energia total
relativista se conserva y el factor relativista y es constante. Asi pues, podemos escribir

dv(p exoBydz ( h)
— — Z )

+ —_
™ae T T2 at 2
que integrando en un entorno cercano a z = —h/2 queda
Vo exoB, [T/ *4z h exyB,
my] dv(p=—j 6(z+—>dz - VY, = .
0 2 J_pje-nz 2 2my

Por tanto, el electrén adquiere una velocidad en el plano XY al entrar en el solenoide,

reduciéndose su velocidad en direccion axial a v, = /UZZ —v3. En el

interior del solenoide tenemos un campo magnético B, constante en
direccion Z, por lo que el electrén describira una trayectoria helicoidal
(es decir, un movimiento circular uniforme en el plano XY y rectilineo
uniforme con velocidad v, en el eje Z). Igualando el mddulo de la fuerza
de Lorentz a la expresion de la fuerza centripeta relativista tenemos
(suponemos que B, es positivo)

eB v, X
|F|—|—ev><B|—ev(pBo—mych —>wC=—0yR w(i 20,

donde w,. es la frecuencia ciclotron, R, el radio de curvatura y se

relacionan por v, = wcR,. Figura 23. Esquema de |la
) ] ) proyeccion (linea rayada) en el
Asi pues, dado un electron que entra en el solenoide en un punto pjano Xy de la trayectoria

A a una distancia x, del eje, la trayectoria en el plano XY sera un seguida por un electrén con
movimiento circular uniforme de radio x,/2 y frecuencia de ciclotrén velocidad axial que entra en el
w,, tal y como se esquematiza en la Figura 23. solenoide en el punto A.
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