Seccién de Matematicas
Universidad de La Laguna

Karim Omar Jerez Santana

Espacios recubridores

Covering spaces

Trabajo Fin de Grado
Grado en Matematicas
La Laguna, Junio de 2020

DIRIGIDO POR
Juan Carlos Marrero Gonzalez


mailto:alu0100949155@ull.edu.es
mailto:jcmarrer@ull.es

Juan Carlos Marrero Gonzalez
Matemdticas, Estadistica
Investigacion Operativa
Universidad de La Laguna
38200 La Laguna, Tenerife


mailto:jcmarrer@ull.es

Resumen - Abstract

Resumen

Este trabajo estd dedicado a una introduccion al estudio de los espacios
recubridores de un espacio topologico X . Esta teoria esta estrechamen-
te relacionada con los subgrupos del grupo fundamental m (X)) de X y,
al mismo tiempo, puede ser usada para calcular tal grupo. De hecho,
bajo ciertas condiciones razonables, probamos que el recubridor aso-
ciado al subgrupo trivial de m (X)) existe y es simplemente conezxo. Se
trata del recubridor universal de X cuyo grupo de transformaciones
de recubrimiento es isomorfo a m (X). Ademds, bajo las mismas con-
diciones, demostramos que existe una correspondencia biyectiva entre
los recubridores de X (salvo isomorfismos) y los subgrupos de w1 (X)
(médulo conjugacion), y que el recubridor universal recubre a cada
uno de los recubridores de X . Una herramienta esencial para probar
los anteriores resultados son los teoremas de elevacion para espacios
recubridores cuyo estudio se aborda en la primera parte del trabajo.
A lo largo del trabajo, también se presentan ejemplos adecuados que
tlustran los resultados teoricos demostrados.

Palabras clave: FEspacio recubridor — Grupo fundamental — Teore-
mas de elevacion — Transformaciones de recubrimiento — Acciones
propias y discontinuas — Espacios de orbita — Recubridor universal —
Espacios simplemente conezos.
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Resumen - Abstract

Abstract

The aim of this undergraduate thesis project is to develop an introduc-
tion to the covering space theory of a topological space X . This theory
is closely related to the subgroups of the fundamental group m (X) of
X and, in addition, it may be used to describe w(X). In fact, under
certain natural conditions, we prove that the covering space )?, which
is associated with the trivial subgroup of m(X), exists and is simply
connected. X is the universal covering space of X and its group of co-
vering transformations is isomorphic to m(X). Moreover, under the
same conditions, we deduce that there exists a one-to-one correspon-
dence between the equivalence classes of isomorphic covering spaces
and the conjugacy classes of subgroups of m(X). Furthermore, X is a
covering space of each one of the covering spaces of X. An essential
tool in order to prove the previous results are the lifting theorems for
covering spaces which we discuss in the first part of the dissertation.
Throught the undergraduate thesis project, we also present several in-
teresting examples which illustrate all the theoretical results.

Keywords: Covering space — Fundamental group — Lifting theorems
— Covering transformations — Proper and discontinuous actions — Or-
bit spaces — Universal covering space — Stmply connected space.
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Introduccién

En matemadticas uno no entiende las
cosas, se acostumbra a ellas.

John von Neumann (1903-1957)

En las matematicas modernas, tal y como afirmo el matematico francés Jean
Dieudonné en [5], pocos términos estan tan interconectados de la manera que
lo estan el grupo fundamental, el espacio recubridor y las acciones propiamente
discontinuas sobre espacios topoldgicos. La razén es que cada uno de estos objetos
determina esencialmente a los otros dos. Sin embargo, tal y como se expone a
continuacion, el orden de aparicion de estos objetos es inverso al anterior.

Como no podia ser de otra manera, fue Carl Friedrich Gauss quien en relacién
al primer ejemplo descubierto sobre funciones modulares, introdujo un ejemplo no
trivial de un grupo propiamente discontinuo, el grupo de las transformaciones del
semiplano complejo. También, establecié el concepto de dominio fundamental.
Este tltimo, se trata de un subconjunto de un espacio topoldgico que contiene
exactamente un punto de cada orbita de una accién —siendo esto un objeto de
estudio de la presente memoria—. Anos mas tarde, las funciones modulares fueron
redescubiertas y estudiadas por varios matematicos prusianos, estando entre ellos
Felix Klein, quien conjeturé el teorema de uniformizacion. El desarrollo de dicho
teorema esta vinculado a la teoria de espacios recubridores, pues cuando Klein
descubrié el teorema, informé mediante correspondencia (véase [2]) a Henri Poin-
caré y a Hermann Schwarz quien para abordar el estudio de este nuevo resultado
introdujo el concepto de espacio recubridor universal. No obstante, unos anos
antes de este hecho, Bernhard Riemann fue la primera persona (no hay constancia
de lo contrario) en pensar que las superficies consistian de muchas hojas super-
puestas unas sobre otras que cubrian varias veces la misma parte del plano. La
aplicacion de esta idea a la teoria de funciones analiticas por su parte, demuestran
que Riemann tenia en mente el concepto moderno de recubridor ramificado. Fi-
nalmente, fue Henri Poincaré quien en Analysis Situs defini6 el grupo fundamental
de una variedad conexa X, siendo esta definicién esencialmente la que conocemos
hoy en dia.

A partir del trabajo de Poincaré, se pudo desarrollar toda la teoria de espacios
recubridores que conocemos en la actualidad y cuyo estudio nos concierne en esta
memoria.

En este trabajo, presentaremos una introduccién a la teoria de espacios re-
cubridores de un espacio topoldgico X. Estos son un tipo particular de espacios
localmente homeomorfos a X y cuyo estudio (tedricamente, mas sencillo) permite
deducir interesantes propiedades topologicas de X.

Nuestros objetivos finales son dos:



Introduccién VII

» Caracterizar la existencia y, desde ahi, la unicidad de un recubridor especial de
X: el recubridor universal X. La diferencia esencial de X con otros recubridores
es su cardcter simplemente conexo.

= Bajo la hipétesis de existencia de X, clasificar todos los espacios recubridores de
X en términos de las clases de conjugacién de subgrupos del grupo fundamental
de X. Como consecuencia, mostraremos que X es, a su vez, recubridor de cada
uno de los recubridores de X. Esta es una buena motivacion para justificar la
terminologia usada de recubridor universal.

Para acceder a este trabajo, se supone que el lector esta familiarizado con los
rudimentos basicos de la topologia conjuntista y del grupo fundamental. Asi que
cualquier estudiante del Grado en Matematicas de la ULL que haya cursado las
asignaturas de Topologia General e Introduccién a la Topologia Algebraica, estéa
en condiciones de entender la teoria contenida en este trabajo.

La memoria esta estructurada en tres capitulos.

En el primer capitulo, se introduce la nocién de espacio recubridor de un
espacio topoldgico y se presentan los teoremas de elevacién para espacios recu-
bridores, necesarios para justificar los resultados que se exponen a lo largo de la
memoria. Asimismo, se prueba que el grupo fundamental de un recubridor puede
ser considerado como un subgrupo del grupo fundamental del espacio recubierto.
En el segundo capitulo, se presentan los homomorfismos de espacios recubridores,
los cuales permiten saber cémo se relacionan los distintos espacios recubridores a
uno dado. Naturalmente, procede introducir los automorfismos de un espacio recu-
bridor y el grupo que generan, el cual aportara una herramienta para el calculo del
grupo fundamental del espacio recubierto. Para cerrar el capitulo, se demuestra
que el espacio de orbitas de una accién propia y discontinua de un grupo G es
recubierto por el espacio de partida, y el grupo de automorfismos de tal recubridor
es GG. En el tercer y ultimo capitulo, se define el espacio recubridor universal aso-
ciado a un espacio topoldgico para posteriormente, probar su unicidad y aportar
una condicién necesaria y suficiente de existencia. Ademas, se demuestra que para
los espacios topologicos que admiten recubridor universal, se puede establecer una
clasificacién completa de sus espacios recubridores. Finalizamos la memoria con
un apéndice que contiene algunos resultados basicos sobre la relacion de conjuga-
ciéon para subgrupos de un grupo y sobre la teoria de acciones de grupos sobre
conjuntos. Estos resultados son usados en diferentes partes de la memoria.

A lo largo del trabajo se han ido incorporando ejemplos adecuados que ilus-
tran los resultados tedricos presentados.
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Teoremas de elevaciéon para espacios recubridores

Cuando se estudié el grupo fundamental de la circunferencia S!, se tuvo que
recurrir a la aplicaciéon exponencial exp : R — S que aplica a cada punto de la
recta real sobre un punto de la circunferencia. Fue entonces cuando se introdujo el
concepto de elevacion y se demostraron los siguientes resultados de la aplicaciéon
exponencial: la propiedad de la elevacién tunica, el teorema de elevacion de
caminos y el teorema de elevaciéon de homotopias. De hecho, el par (R, exp)
es un espacio recubridor de S*.

Los objetivos primordiales de este capitulo introductorio consisten en exponer
qué se entiende por espacio recubridor y en establecer las versiones generalizadas de
los resultados anteriores, a la par que se introduce el teorema de monodromia.
En la nocién de espacio recubridor, tal y como se presentara a continuacion, in-
tervienen dos espacios topolégicos y una aplicacién continua que los relaciona
mediante la cual es posible estudiar vinculos entre los grupos fundamentales de
ambos espacios, los cuales se estableceran también en este capitulo.

Salvo que se diga lo contrario, se asume que todos los espacios topolégicos que
se presentaran en todo el trabajo son conexos por caminos y localmente conexos
por caminos (cada punto del espacio topoldgico posee una base de entornos abiertos
conexos por caminos o equivalentemente, cada punto del espacio topoldgico posee
una base de entornos conexos por caminos).

1.1. Espacios recubridores: definicién y ejemplos

La presente seccién tiene como objetivo introducir la nocién de espacio re-
cubridor sirviéndose de diversos ejemplos que ayudaran a entender la naturaleza
de tales espacios. Posteriormente, se presentaran diversos resultados basicos que
permitiran construir una amplia gama de ejemplos que serian muy dificiles de ob-
tener mediante la definicion de espacio recubridor. Finalmente, se presentaran el
concepto de fibra —en el campo que esta memoria atane— y una propiedad que por
su naturaleza y uso posterior, se ha decidido encuadrarla aqui.

Definicién 1.1. (Espacio recubridor de un espacio topolégico).
Dado un espacio topoldgico (X,T), un espacio recubridor de X consiste en un
par ()z,p), donde ()?77:) es un espacio topoldgico yp: X — X es una aplicacion
continua y sobreyectiva, satisfaciendo que: todo punto x de X admite un entorno
abierto conexo por caminos U, para el que cada componente conexa por caminos
de p~(U) es homeomorfa a U via restriccion de p a dicha componente.

A la aplicacion p se le denomina proyeccion o recubrimiento, a X como
el espacio total de la aplicacion recubridora, a X como el espacio base
de la aplicacion recubridora y a los entornos U de cada punto x de X, que
satisfacen las propiedades anteriores,entornos elementales o admzisibles.
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Una definicion equivalente a la anterior es asumida por otros autores: ()N( ,D)
es un espacio recubridor de X si todo punto x de X admite un entorno abierto
U que estd propiamente recubierto por p, es decir, que su antiimagen es
union disjunta de subconjuntos abiertos de X, donde cada uno de estos abiertos es
homeomorfo a U wvia restriccion de p a dicho abierto.

Esto no genera incoherencia ninguna con la definicién presentada inicialmen-
te, ya que las componentes conexas por caminos de un espacio topolégico generan
una particién del mismo y son subconjuntos abiertos al tener que p~(U) es lo-
calmente conexo por caminos (todo subconjunto abierto de un espacio localmente
conexo por caminos es localmente conexo por caminos).

Un ejemplo candnico de espacio recubridor surge de tomar como espacio base
de la aplicacién recubridora a Rt y como proyeccién a p : R — R* definida por

p(z) = e* para todo = € R. En otras palabras, (R, p) es el espacio recubridor de
Rt.!

Figura 1.1. (R, p) es el espacio recubridor de R™

Otro ejemplo basico que ilustra el concepto de espacio recubridor, es el si-
guiente. Consideramos la aplicacién p : R — S1 definida por p(t) = (sin (), cos (t))
para todo ¢ € R. Entonces, se tiene que (R, p) es espacio recubridor de S', ya que
cualquier subintervalo abierto de amplitud menor que 27 de la circunferencia es
un entorno admisible.

Sl

Figura 1.2. (R,p) es espacio recubridor de S*

Un anélisis del primer ejemplo nos conduce al siguiente resultado.

Proposicién 1.2. Sean (X, Tx) e (Y, Ty) dos espacios topologicos. Si f 1Y — X
es homeomorfismo, entonces (Y, f) es espacio recubridor de X .

Demostracion. La prueba es inmediata, pues se sigue del hecho que X e Y son
espacios conexos por caminos y localmente conexos por caminos, y para cada
punto x de X se selecciona como entorno admisible al propio X. O

A continuacion, se probara que el producto cartesiano de dos espacios recu-
bridores es un espacio recubridor del producto cartesiano de los espacios bases.

! Nétese que se ha tomado como espacios topoldgicos a (R, 7..) y (R"',E‘W) donde 7T, denota a la
topologia usual de R.
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Proposicién 1.3. Sean (X, Tx) e (Y,Ty) dos espacios topoldgicos. Si ()N(,p) e
(Y, q) son espacios recubridores de (X, Tx) e (Y,Ty), respectivamente, entonces
(X xY,pxq) es un espacio recubridor de X x Y.

Demostracion. La demostracién puede ser realizada usando la definicion 1.1 de
espacio recubridor y los dos siguientes resultados:

() SiU C X y V CY son entornos abiertos conexos por caminos de x en X y
de y en Y, respectivamente, entonces U x V' C X X Y es un entorno abierto
conexo por caminos de (z,y) en X X Y.

(11) Si G (%) C X y Co(f) C Y son las componentes conexas por caminos de 7 en
X y de § en }7, respectivamente, C;(Z) X C2(g) es la componente conexa por
caminos de (Z,7) en X x Y.

0

Esta propiedad proporciona un amplio abanico de ejemplos nuevos de espacios
recubridores, ya que, por ejemplo, se puede afirmar que el espacio euclideo n-
dimensional R™ (que es homeomorfo a R x ... x R (n-veces)) junto a la aplicacién
pX...Xp (n-veces), donde p es la aplicacién definida en el segundo ejemplo de los
presentados anteriormente, es un espacio recubridor del toro de dimension n, esto
es, ST x ... x St (n-veces). De igual forma, se puede deducir que el plano euclideo
junto a la aplicacién que surge de hacer el producto de la aplicacion del primer
ejemplo con la del segundo, es un espacio recubridor del subconjunto abierto del
cilindro S' x R*.

Para cerrar esta secciéon introductoria, se presentaran una propiedad y defi-
nicion intrinsecas del estudio de espacios recubridores y, mas particularmente, de
las aplicaciones recubridoras.

Definicién 1.4. (Fibra de una aplicacion recubridora sobre un punto).
Sean (X, p) un espacio recubridor de X y x € X. Al conjunto p~*(z) se le deno-
mina fibra de p sobre x. *

Proposicién 1.5. Si ()Af,p) es un espacio recubridor de X, entonces p es una
aplicacion abierta.

Demostracion. Sea A € T y suponemos que A # (), pues en otro caso, p(ﬁ) =
p(0) =0 € T. Para ver que p(g) € T, resta ver que para todo y € p(g), se tiene
que existe U € T tal que y € U C p(zz), pues eso implicarfa que p(ﬁ) eT.

Sea y € p(ﬁ) C X. Por hipodtesis, existe U entorno admisible de y. Por ello,
si U es una componente conexa por caminos de p Y (U), se tiene que Py U—U

,yaquegﬂﬁefﬁ.

Al tener que U € T, se sigue que p‘ﬁ(;f NnU ) € T. Asi, se ha demostrado lo que se
queria ver, pues

es homeomorfismo y U € T. De este modo, plg(gﬂ [7) S

U

2 Segtin Jean Dieudonné en [5] (p. 387), el término fibra (en alemin “ Faser ”) fue introducido por
primera vez, aunque de una manera distinta al actual, en Seifert, H.,(1932), Topologie dreidimensionaler
gefaserter,Dresde,Alemania,Acta Mathematica, 60. El concepto actual (en inglés “ Fibre”, aunque
también suele identificarse con “ Fiber”) aparecié por vez primera en Steenrod , N. E.,(1951),The
Topology of Fibre Bundles,Nueva Jersey,Estados Unidos, Princeton University Press.
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y €p,(ANT) =p(ANT) C p(A).

1.2. Elevacién de caminos a un espacio recubridor

En todo lo que sigue, I = [0, 1] y ~ denota la homotopia de caminos relativa

a {0, 1} en un espacio topoldgico. Sea (X, p) un espacio recubridor de X. Entonces
los dos siguientes resultados son inmediatos:

) Sia: I — X es un camino en X, entonces pod : I — X es un camino en X.
1) Siaq, 5 I — X son caminos en X tales que a ~ B, entonces poa ~ po ﬁ

El objetivo de esta seccién consistira en tratar de demostrar dos resultados
“reciprocos” a 1)y 1I) que surgen de las siguientes cuestiones naturales:

a) Si (X,p) es un espacio recubridor de X y o : I — X es un camino en X,
entonces jpuede encontrarse o : [ — X camino en X tal que poa = a?
b) Si (X p) es un espacio recubridor de X y a, B :— X son caminos en X tales
que poa ~ po E , entonces jes a homdtopo a B?

Ambas cuestiones tendran respuesta afirmativa pero con ciertos matices que
se estableceran a continuacién. Para ello, primero se probard un resultado que
garantizard la unicidad del camino a en a).

Lema 1.6. Sean ()?,p) un espacio recubridor de X, (Y, Ty) un espacio topolégico

conexo y f,g Y — X dos aplicaciones continuas. St po f = po g, entonces las
aplicaciones f 1y g son idénticas o no coinciden en ningun punto.

Demostracion. Como Y es conexo basta ver que el conjunto

S={yeY:fly)=9)}

es abierto y cerrado en (Y, Ty ), es decir, que el interior de S, Int(S), y la clausura
topolégica de S, CI(.5), coinciden con S.
Veamos tnicamente que

Cl(S) = S, (1.1)

pues la prueba de Int(S) = S es andloga.

Como S C CI(S) por la definicién de clausura topolégica, resta ver que
Cl(S) C S. Procedemos por reduccién al absurdo. Sea y € CI(S) y suponemos
que f(y) # g(y). Por hipétesis,

(po f)(y) =(og)y),

identificando a este punto por x. Si U, Vy) ¥ Vyy) son un entorno admisible
de z, la componente conexa por caminos de p~'(U) que contiene a f(y) y la
componente conexa por caminos de p~(U) que contiene a g(y), respectivamente,
por la continuidad de f y g, existe W C Y entorno de y que verifica
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FW) C Vi v g(W) C V.

Pero, al tener que y € CI(.5), esta claro que

WnS#0
y por lo tanto,
Viw N Vo) 70,
lo que conduce a que
Vi) = Vo)

Llegamos asi a un absurdo, pues como f(y) # g(y) se tendria que Py, 1O serfa
Y

inyectiva, ya que (po f)(y) = (po g)(y). Concluimos asi, que y € S y por lo tanto,
Cl(S) C S.
O

Ahora estamos en condiciones de dar una respuesta afirmativa a la cuestién a)
planteada anteriormente.

Teorema 1.7. (Teorema de elevacion de caminos).
Sean (X, p) un espacio recubridor de X yxo € X. Si a: I — X es un camino en

X con punto inicial p(Ty), entonces existe un unico camino & : I — X en X tal
que Su Inicio es Ty Yy po a = Q.

Demostracion. Abordaremos en primer lugar el caso base. Supongamos que «([) C
U donde U es un entorno admisible. Si V' es la componente conexa por caminos
de zo en p~1(U), definimos la aplicacion:

a: I — X
t p ! (a(t))

Es obvio que a(0) =gy poa = a.

Supongamos ahora que (/) no esté contenido en ningin entorno admisible.
Sea {U,},jes un recubrimiento de X por entornos admisibles. Luego, {a~(U;)};es
es un recubrimiento de I mediante subconjuntos abiertos, con lo cual, al tener que
I es compacto, dicho recubrimiento tiene un nimero de Lebesgue asociado que
denotaremos por e.

Ahora, elegimos n € N tal que % < €. De esta forma, podemos construir
{%}Z:o que es una particién de I por n + 1 puntos que generan n subintervalos de

b ) ]

Noétese que si k € {1,...,n}, entonces
k—1 k k- k—1 1
diam(| =) =—— =—<e€
n 'n n n n
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con lo cual existe ji, € J tal que [*1, £] C a~!(Uj,). En esta situacién, se puede
definir & a trozos como se expone a continuacién. Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que n = 2.

Luego, definimos a de la siguiente forma:

P (a() site(0}]
pialt) site 3]

N =

a(t) =

donde V; y V5 son las componentes conexas por caminos de p~ 1 (Uy) y p~(Us)

que contienen a Ty y pl;l(a( %)), respectivamente. Nétese que a es continua por el
1

lema de continuidad?.

Figura 1.3. Esquema final de la prueba del teorema de elevacién de caminos (teorema 1.7).

La construccion realizada queda reflejada en la figura 1.3.
Tanto en el caso base como en este ultimo, la unicidad del camino a esta
garantizada por el Lema 1.6. O

Al camino a del teorema 1.7 se le denomina “elevacién” o “levantamien-
to” de a. También, se dice que a puede ser “levantado” o “elevado” a a.

Ejemplo 1.8. Consideramos la proyeccién recubridora p : R — S! definida por
p(t) = (cos(2nt), sen(2nt)), para cada t € R. Si para cada n € Z, definimos

3 Lema de continuidad: Sea (X,T) un espacio topolégico y {F;}i—; un recubrimiento de X por
subconjuntos cerrados. Si para 1 < i < n ocurre que f; : (F;,Tr,) — (X', 7’) es una aplicacién
continua y f; = fi . g, PATa’ # j, entonces f: (X, T) = (X', T") definida por f(z) = fi(z) si

[2a]

|F;NF;
x € F; es también una aplicacién continua.
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el camino «, : [0,1] — S' dado por a,(s) = (cos(nms), sen(nws)), para cada
s € [0, 1], se obtiene que la correspondiente tinica elevacién a R con origen en 0 es
la aplicacién oy, : [0,1] — R definida por ay,(s) = §s, para cada s € [0, 1].

Como una aplicacién del teorema 1.7, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.9. Sean (X, p) un espacio recubridor de X y A es un subespacio de
X conexo por caminos y localmente conexo por caminos. Si A es una componente
conexa por caminos de p~1(A), entonces (A,p‘g) es un espacio recubridor de A.

Demostracion. Debido a que la prueba no aporta ninguna idea relevante y es ex-
cesivamente técnica, inicamente demostraremos que Py A — A es sobreyectiva

y presentaremos quiénes seran los entornos admisibles.
Veamos primero que D s sobreyectiva.

Sea a € A. Probemos que existe a € A tal que p(a) = a. Para ello, fijamos
arbitrariamente @’ € A. Asi, p(a’) € A y como A es conexo por caminos, existe

a:l—-ACX

camino en A C X con inicio en p(a’) y final en a. Por el teorema 1.7, existe un
unico camino
a:l—X

con inicio en @ tal que p o @ = a. Ademaés, por definicién
a(l) € A

Con lo cual, llamando @ = a(1) es claro que verifica la tesis.

Ahora, presentaremos un entorno admisible de a en A.

Si U es un entorno admisible de a en X, entonces un entorno admisible de
a en A es la componente conexa por caminos de a en U N A. Este conjunto es
un abierto en A, pues lo es en U N A (que es un abierto en A), ya que toda
componente conexa por caminos de un espacio localmente conexo por caminos es
un subconjunto abierto de dicho espacio topolégico. O

A continuacién, se presentard una respuesta afirmativa a la cuestién b) plan-
teada anteriormente.

Teorema 1.10. (Teorema de monodromia).
Sean (X p) un espacio recubridor de X y o, : I — X dos caminos en X con el
mismo punto inicial xo. Sipoa ~po 6 entonces o ~ B

Demostracion. Por hipotesis, existe H : I x I — X aplicacién continua que verifica
las siguientes propiedades:

a) H(t,0) = (poa)(t) = pla(t)], para todo t € I.

b) H(t,1) = (poB)(t) = p[ﬁ(t)] para todo t € I.

0) = 5)( ) = p(zo), para todo s € I.
s

)= (peoa)(0) =(po
)= (poa)(l)=(po )( ), para todo s € I.
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Para_lograr nuestro objetivo, probemos primero que basta encontrar H :
I x I — X aplicacién continua tal que po H = H y H(0,0) = xo.

Suponemos H:IxI—X aplicacion continua con tales propiedades. Del
teorema 1.7 y de a), se deduce que

H(t,0) = a(t)

para todo ¢ € I, pues H(0,0) = Zo y p[H(t,0)] = H(t,0) = p[a(t)] para todo t € I.
SiCsz : I — X es el camino constante en zp, del teorema 1.7 y de ¢) se tiene

que _ _
H(0, s) = o = a(0) = B(0)

para todo s € I, pues p[H (0, s)] = H(0,s) = p[Cs:(s)] para todo s € I y H(0,0) =
Bo. .

Como se ha probado ya que H(0,s) = zp para todo s € I, del lema 1.6 y
de b) se sigue que

H(t,1) = B(1)
para todo ¢ € I, pues p[H(t,1)] = H(t, 1) = p[A(t)] y H(0,1) = y.
Finalmente, si Cz(1) : [ — X y C5;) : I — X son el camino constante en a(1)
y B(1), respectivamente, como H(t,0) = a(t) y H(t,1) = S(t) para todo t € I, del
lema 1.6 y de d), se tiene que

a(1) = H(1,s) = 5(1)

para todo s € I, pues: p[Can)(s)] = H(1,s) = p[Cg(l)(s)], Cx (1)(1) H(l 1)y
Ca1)(0) = H(1,0).

Luego, se concluye que si existiese H aplicacion continua tal que p o H=H
y H(O 0) =z, @ y f serfan caminos homotopos

Procedemos a_demostrar que existe H:IxI—>X aplicacion continua tal
que p o H=H y H (0,0) = xp mediante una técnica puramente constructivista,
similar a la del teorema 1.7.

Al igual que en dicho teorema, es posible encontrar {¢;}" v {sx}7, parti-
ciones de I tales que para cada (i,k) € {1,...,n} x {1,...,m},

H([ti—lati] X [Sk—h SkD g U,Lk

donde UF es un entorno admisible de X. Asf definiremos H en primer lugar sobre
[0,¢1] X [sk—1, sk] para k € {1,...m}, teniendo sumo cuidado en las intersecciones
de cada subrectangulo para evitar posibles discontinuidades. Una vez se tenga
definido H en [0,t;] x I, hacemos lo propio en [t;_1,t;] x I para i € {1,...,n},
garantizando, como en el caso anterior, la continuidad. N

Para ver en mas detalle como se definiria esta aplicaciéon H, reducimos nuestra
situacion a un caso mas sencillo sin perder generalidad, pues todos los demas
surgen de repetir el proceso de una manera andloga un nimero finito de veces.
Supongamos que n = m = 2. La figura 1.4 ilustra la situacién. Los puntos naranjas
observados de izquierdaaderecha son (po@)(0) = (po3)(0) y (pod@)(1) = (pofB)(1),
respectivamente, el punto rojo sobre X es (po @)(3) y el azul es (po 5)(%)
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Primero definimos H en [0, 31 x [0, 3.
Si V; es la componente conexa por caminos de p~!(U;) que contiene a o,
para cada (t,s) € [0, 1] x [0, 1] definimos

H(t,s) = p‘_vi [H(t,s)].

Ahora, definamos H en [0, 1] x [£,1].
Si V, es la componente conexa por caminos de p~'(Uy) que contiene a
pl;i [H(t,1)] para cada ¢t € [0, 1], definimos

H(tv S) = pil [H<t7 5)]

V2
para cada (¢, s) € [0, 3]x[%,1]. Se ha conseguido asi, tener a H definida en [0, 11,
asf que toca hacer lo propio en [3,1] x 1.
Si V3 es la componente conexa por caminos de p~'(Us) que contiene a

pl;i [H(%,s)] para cada s € [0, 3], definimos

H(t,s) = p, [H(t,s)]
para cada (t,s) € [5,1] x [0, 3].
Finalmente, resta definir A en [3,1] x [$,1].
Si V, es la componente conexa por caminos de p~'(U;) que contiene a
pl;; [H(%,s)] para cada s € [5,1] y p‘_v?l) [H(t,1)] para cada t € [3,1], definimos

H(tv S) = p_l [H(t> S)]

[V
para cada (t,s) € [3,1] x [3,1].
Por como se ha definido H, esté claro que la correspondencia H es una aplica-
cion cuya continuidad se puede garantizar mediante el lema de continuidad 3. O

Una aplicaciéon inmediata de dicho teorema es demostrar que el grupo funda-
mental de la circunferencia es no finito, pues en muchos textos para hallar dicho
grupo, demuestran por separado que es ciclico y no finito.

Ejemplo 1.11. Consideramos la proyeccién recubridora p : R — S, definida por
p(t) = (sin(t),cos(t)) para t € [0,1]. Ahora, para cada n € N, definimos

a, :[0,1] = R
t — 2mnt.

Obsérvese que para k € N, &y, tiene condicién inicial 0 y [p o ay] € m (S, (0,1)).
Ademas, si n,m € N distintos, entonces [p o ay,| # [p o am], pues en otro caso, por
el teorema de monodromia se tendria que a,, ~ @, y por lo tanto, 27n = 27m lo
que contradice nuestra suposicion inicial.

Siguiendo la prueba del teorema 1.10, se deduce el teorema de elevacion de
homotopias cuyo enunciado preciso es el siguiente.
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Figura 1.4. Ilustracién grafica de la situacién base propuesta en la demostracién del teorema 1.10.

Teorema 1.12. (Teorema de elevacion de homotopias).

Sean ()A(:,p) un espacio recubridor de X y xog € X. S8 H:IxI— X esuna
homotopia tal que H(0,0) = p(xy), entonces existe una tunica homotopia H :
IxI— X tal queﬁ(0,0)::ﬁb ypo!::]:H.4

Demostracion. Se encuentra implicita en la demostracién del teorema 1.10. O

Finalmente, para cerrar la seccién se presentaran un resultado y una definicién
que son fundamentales en la teoria de espacios recubridores. Por la justificacion
tedrica que precisan, se ha decidido presentarlos aqui.

Lema 1.13. Sea ()z,p) un espacio recubridor de X. Si x,y € X, entonces las
fibras de p sobre x ey, p~t(x) y p~(y), poseen el mismo cardinal.

Demostracién. Basta encontrar una biyeccién entre p~i(z) y p~1(y).
Para ello, usando que (X, 7") es conexo por caminos, consideramos un camino
a: ] — X en X tal que

a(0)=zya(l)=y.
Entonces definimos la aplicacion
o tp () = P (y)

como sigue.
Sea 7 € p~!(z). El teorema 1.7 nos permite encontrar un tinico camino & :
I — X en X satisfaciendo

Entonces,

Notese que
P(pa(T)) = p(a(l)) = (1) =y
y, en consecuencia, o, (T) € p~1(y).
A continuacién, usando el camino opuesto a «

a:l—- X

* La unicidad esté garantizada por el lema 1.6.
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tealt) = a(l —t)

introduciremos una aplicacién o4 : p~*(y) — p~!(z).
De hecho, si 4 € p~(y), entonces por el teorema 1.7, existe un tinico camino
B 1 — X tal que

B0) =y, pof=a
Asi, podemos definir
valy) = 5(1)
y, como antes, se tiene que p5(y) € p~1(z).

Finalmente,
Pa © Pa = Z.dpfl(r) Y Pa ©Pa = idpfl(y)‘

De hecho, si 7 € p () ya: I — X es la elevacién de a con condicién inicial
a(0) = 7 entonces el camino opuesto a @, a, es la elevacién de & con condicién
inicial a(0) = a(1) = ¢, (7). Por tanto,

va(pa(T)) = (1) = a(0) = 7.
Con un razonamiento similar se prueba que ¢, © Vg = idy-1(). O
El resultado anterior nos permite introducir la siguiente definicion.

Definicién 1.14. (Nimero de hojas de un espacio recubridor).

Sean ()z,p) un espacio recubridor de X y x € X. Al cardinal de la fibra de p
sobre z, p~'(x), se le denomina nidmero de hojas del espacio recubridor
(Xv, p) respecto a X . Se hablard asi de espacios recubridores con n—hojas
o espacios recubridores con infinitas hojas.

1.3. Grupo fundamental de un espacio recubridor

En esta seccidn, se establecerd una relacion algebraica entre un espacio re-
cubridor y el espacio base asociado, estando determinada esta por el grupo fun-
damental de ambos. La relacién sera de vital importancia en el desarrollo de la
memoria, pues permite establecer cuando dos espacios recubridores de un mismo
espacio topoldgico son “iguales”.

Para un espacio topoldgico (X,7T) y xo un punto de X, denotaremos por
(X, o) el grupo fundamental de X con punto base z, esto es,

(X, 20) = {[a] | @: I = X camino y a(0) = a(1) =z}

Aqui, [a] denota la clase de homotopia relativa a {0, 1} del lazo a con punto
base xg.

Recordemos que si v : I — X es un camino con punto inicial zy y punto final
x1, entonces v induce un isomorfismo de grupos

T, m (X, x0) = m(X, 21)



12 1 Teoremas de elevacién para espacios recubridores

definido por
Z,la] = [y * ax*~], para [a] € m (X, x)
donde 7 : I — X es el camino opuesto a 7 y * es la concatenacién de caminos.
También usaremos la siguiente notacion para el homomorfismo inducido entre
los grupos fundamentales del espacio de partida y de llegada de una aplicaciéon

continua. Sea f : X — Y una aplicacién continua tal que f(zg) = yo. Entonces, f
induce un homomorfismo de grupos

fozo = (X, 0) — (Y, y0)
dado por
Jezo([]) = [f 0 @], para [a] € m1(X, x0).

Con las definiciones previas en mente, el primer resultado que probaremos en
esta seccidn es que una aplicacion recubridora induce un monomorfismo de grupos
entre los grupos fundamentales del espacio total y base sobre puntos correspon-
dientes. Asi, el grupo fundamental del espacio total puede ser considerado como
un subgrupo del grupo fundamental del espacio base.

Teorema 1.15. Sea ()N(,p) un espacio recubridor de X. Si x € )N(, entonces el
homomorfismo inducido p.z : m(X,T) — m (X, p(T)) es un monomorfismo.

Demostracién. Sean [7],[7'] € m (X, %) tales que

pa(0]) = pa((V]).

Aplicando la definicién, se tiene que [po7q] = [po7'], es decir, poy ~ po7'. De lo
que se concluye, por el teorema 1.10, que 7 ~ 7', 0 lo que es equivalente,

7 =01
O

A continuacién, probaremos que dada una aplicacion recubridora p, las imége-
nes de los grupos fundamentales (por el homomorfismo inducido por p) del espacio
total con puntos base en la misma fibra de p son subgrupos conjugados ® del grupo
fundamental del espacio base.

Teorema 1.16. Sean ()?,p) un espacio recubridor de X y T,y € X. Si p(T) =

p(y), entonces p.g(m1(X, 7)) y paz(m (X, 7)) son subgrupos conjugados de 71 (X, p(%)).

Demostracion. Al punto p(Z) = p(y) lo identificaremos por la letra x.

En primer lugar, p*g(m(f(,@)) y puz(m (X, 7)) son subgrupos de m (X, ),
pues la imagen por un homomorfismo de grupos de un subgrupo es un subgrupo.
Ahora, veamos que son conjugados. Como (X, 7 ) es conexo por caminos, existen

a:1—=X

camino en X, con inicio en = y final en y, e

5 véase el apartado A.1 en el apéndice.
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I : Wl()N(,f) — ﬂl()N(,@
isomorfismo de grupos definido por
Z:([A]) = [@ * 7 * @], para cada [§] € m (X, 7).
Asimismo, se puede encontrar otro isomorfismo de grupos
Tpow - m (X, x) = m (X, ),
definido por
Tpoa([€]) = [po @& xpoal, para cada [¢] € 71 (X, x),

que hace el siguiente diagrama

conmutativo.
Noétese que

Tpoa([]) = [pod] ™ - [¢] - [p o d], para cada [¢] € m (X, )

v, asi, Z,05 es exactamente el automorfismo interior en (X, x) asociado a [p o a/.
Asi se tiene que

pg(mi(X, ) = pglZa(m(X, D))] = Lyealpua(m (X, 7))).

~—

Por lo tanto, p.j(m; ()?, ¥)) ¥ pez(m ()?, 7)) son subgrupos conjugados de 7 (X, x

pues existe un automorfismo interior en m (X, x), Z,oa, que aplica p.g(m (X,

sobre p,(m (X,7)).

Ahora, se demostrard una especie de reciproco del teorema 1.16.

o<

Teorema 1.17. Sean ()~(,p) un espacio recubridor de X y r € X. Si H es un
subgrupo de m (X, p(T)) que pertenece a la clase de conjugacion de p.z(m (X, 7)),
entonces existe §y € p~(p(Z)) tal que p.g(m(X,7)) = H.

Demostracién. Por hipdtesis, existe [a] € (X, p(T)) tal que
H =[] 'pi(m (X, 7)) [a).

Ahora, por el teorema 1.7 se puede encontrar un tinico camino o : [ — X camino
en X tal que poa =ay @(0) = . Definimos asi

ji=a(1)

y procedamos a ver que p.g(m (X,7)) = H.
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Al igual que en el teorema 1.16, podemos considerar

Tz m(X, %) > m(X,7) e Tooi = m(X,p(7)) = m (X, p(T))
isomorfismos de grupos, definidos por

Z([3]) = [@ * 7 * @] para todo [§] € m (X, 7)
y por

Za([€]) = [a* & * o] = [a]'[¢][a] para todo [¢] € mi(X, p(T)),

respectivamente, que hacen el siguiente diagrama conmutativo.

m(X,7) 22 m(X,p(@))

fal lI“
wl()?,@) BTN (X, p(7))

Asi se deduce que,

pg(m(X, 7)) = [a] ' paz(m (X, 7))o,
lo que prueba el resultado. a

Finalmente, combinando los teoremas 1.16 y 1.17, se obtiene el principal
resultado de este apartado con el cual cerramos el mismo.

Teorema 1.18. Sea ()Z,p) un espacio recubridor de X. Si x € X, entonces el
conjunto {p.z(m(X,Z)) | € p~(z)} es una clase de conjugacion de subgrupos

de m (X, x).

1.4. Elevacién de aplicaciones a un espacio recubridor

En la seccién 1.2, se demostro que para un espacio recubridor ()? ,p) sobre X,
es posible elevar un camino en X a un camino en X. En esta seccién, unicamente se
demostrara que, bajo ciertas condiciones, es posible realizar la misma construccion
con una aplicacién continua f : Y — X, donde (Y, 7y) es un espacio topolégico.
Es decir, que se puede elevar f a una aplicacién continua f: Y = X (esto significa
que po f = f).

Teorema 1.19. (Teorema de elevacion de aplicaciones continuas).
Sean ()?,p) un espacio recubridor de X, (Y, Ty) un espacio topoldgico localmente
CONETO POT CAMINOS Y CONETO POT CAMINOS, To € X e Y €Y. Sif:Y = X esuna
aplicacion continua tal que f(yo) = p(To), entonces existe una unica aplicacion
continua f 1Y — X tal quepo f=fy f(yo) = Ty st Yy s0lo si fuy,(m1(Y,0)) C
Dsao (7T1 (X’ fo))

Demostracion. Procederemos en tres etapas:



1.4 Elevacién de aplicaciones a un espacio recubridor 15

’ Primera etapa‘ Se probara que si existe una tinica aplicacion continua f Y —

X tal que po f = f v f(yo) = To, entonces Jogo (M1 (Y, 90)) C p*IO(WI(X Zg)).
’Segunda etapa‘ Se demostrara que si f*yO (m1(Y, 40)) € puz, (m1(X, Tp)), enton-

ces existe una unica aplicacién f Y = X tal que po f fyf (yo) = Tp.
’ Tercera etapa‘ Se probard que la aplicacion encontrada en la segunda etapa es
continua.

Procedamos con la primera etapa. _ B
_Supongamos que existe una tnica aplicacién continua f : Y — X tal que
po f=[y [(yo) = To. Luego,

f*yo - (po f)*yo = P« © Jxyo-

ASE, Fu (1 (Y 80)) = Pz [Fago (1Y, 90))] ¥ como fuy (1Y, 99)) € (X, Fo), estd
claro que

p*fo(ﬁyo (ﬂ-l (Y’ yo))) - Dxzy (7T1 ()N(’ E0))
y por lo tanto, ~
Fayo (M1(Ys90))) C Pago (M1 (X, To)).-

Proseguimos con la segunda etapa. N

Supongamos que fi, (m1(Y, %)) € puzo(m1(X, To)). Procedemos a definir la
aplicacion ]}v Para ello, sea y € Y un punto fijo pero arbitrario. Como Y es conexo
por caminos, se puede encontrar un camino

a:l —Y
en Y cuyo inicio y final sean g, e y, respectivamente. Luego,
foa:I =X

es un camino en X con origen en p(Zy) y final en f(y). Asi, por el teorema 1.7
existe un dnico camino o _
foa:I =X

en X con inicio en xy tal que

pofoa=foa.

Pudiendo definir de esta manera,

~ —_~—

f(y) = foa(l).
La figura 1.5 ilustra la definiciéon de f
Como en la definicién de f(y) interviene f o « que es dependiente de «, hay

que asegurarse que f(y) es independiente de «v. Asi, sea v : I — Y otro camino en
Y con inicio en g, y final en y. Distinguimos dos casos:

1) Con lo cual, foa ~ f o~y por los teoremas 1.7 y 1.10, f oy puede

—_~—

ser “levantado” a un camino en X que seria hométopo a f o a y por lo tanto,
con el mismo punto final.
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1) Es claro que

lax 7] € m(Y,90).

Luego, por hipdtesis se puede encontrar [£] € Wl()? ,To) que verifica que
Sego ([ ¥ 7]) = Dz ([€]), 0 1o que es lo mismo,

[folaxy)]=[pog].

Como f o (a * %) puede ser levantado a un tnico camino

—_— ~~——

fo(axy) :I—X

en X con inicio en xg, por el teorema 1.10 deducimos que

—~—

yporello, [ fo(axy)]e Fl()?, Tp). Esto junto al hecho que

folaxy)=(foa)x(fo7),

permite deducir que

To(asq) (t)=Foa()

cuando ¢ € [0, 3]. Asi,

0= folaxn) (5+;

- — [1 1
(—t + —) , para t € [0,1],

representa al inico levantamiento de fo# con origen en f o a(1). Por lo tanto,
€ serd el levantamiento de f oy con inicio en Ty que tiene como punto final

Foa(l).

Se tiene asi que festé bien definida y por la propia construccién, po f = f.

Ademads, en virtud del lema 1.6 la aplicacion f es tnica.

La figura 1.6 ilustra la construccion previa.

Finalizamos la demostracion con la tercera etapa.

Veamos que f es continua en todo punto de Y. Para ello, fijamos y € YV y
definimos

xi=fly) y T = f(y).

Sean U C X el entorno admisible de z y UCXla componente conexa por caminos
de p~(U) que contiene a ¥. Como (Y, 7y) es un espacio localmente conexo por
caminos y f es una aplicacién continua, es posible encontrar A C Y entorno de y
conexo por caminos tal que

fA)cU,
asi si f(A) C U, se tendria que en A:
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que seria composicion de funciones continuas y por lo tanto, continua.

Veamos asi, que f(A) C U.

Para ello, sea iy € A un punto fijo pero arbitrario y demostremos que f ( e
U para lo que se ha de recurrir a la definicién de f De este modo, sea

a:l—=Y

un camino en Y con origen en g, y final en y. Al ser A conexo por caminos, podemos
concatenarlo con otro camino

B:1—-ACY

en / con inicio en y y final en y’. Como se ha justificado previamente, es posible
“elevar” los caminos

foa, fop:I—X

en X, a unos nicos caminos

foa, fop: I —X

en X, verificando que:

—_~— —_~— —_~— ~

foa(0)=Toy fof(0)=foa(l)= fly) =1

Por esto,

foaxfop

es el tnico levantamiento de f o (a * /) con inicio en Zy y por lo tanto,

FW) = (FoaxfoB)(1)=foB(1)

y como la traza de f o 8 estd contenida en U, la traza de f o (3 estd contenida en
U, pues es la componente conexa por caminos de p~!(U) que contiene a 7.
La figura 1.7 ilustra el proceso anterior.

X ~
&»( b7 * g
&9) @ ) &
)= 1\‘4\ zr-vn Jr (23 ) L“W v 4 j(’,;n?(pm)
———

o
AN ‘{ « ¥ g\ oo /
3,){\1, Q” I

Figura 1.6. Figura 1.7.

Figura 1.5.

O

Si la aplicacion f del teorema 1.19 existe, se dice que f puede ser “levan-
tada” o “elevada” a f, o que f es una “elevacién” o “levantamiento” de

£l
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Homomorfismos de espacios recubridores y
espacios de oOrbita

En el presente capitulo, primero se estudiara como se relacionan los espacios
recubridores de un espacio dado, teniendo que introducir para ello los conceptos de
homomorfismos y automorfismos de espacios recubridores. También, se presentara
un criterio que establece cuando dos espacios recubridores de un mismo espacio
son esencialmente iguales.

Luego, se probara que el conjunto de todos los automorfismos de un espacio
recubridor forma un grupo y se analizara este en detalle, pues, como se vera en el
proximo capitulo, aporta una herramienta para el calculo del grupo fundamental
del espacio base. Para este propdsito, es necesario introducir una accién del grupo
sobre una fibra de la aplicacién recubridora.

Por 1ltimo, se presentara un método que permite construir espacios recubier-
tos por uno dado.

A lo largo del capitulo, si (X, T') es un espacio topoldgico, entonces Homeom(X)
es el conjunto de todos los homeomorfismos de X sobre si mismo.

2.1. Homomorfismos y automorfismos de espacios
recubridores

Hay una regla no escrita en todos los campos de las matematicas cuando se
investiga sobre una estructura recién descubierta, que reside en estudiar el grupo
de los automorfismos de dicha estructura para investigar que propiedades se pue-
den inferir. La topologia algebraica no es ajena a esta técnica y mucho menos la
teoria de espacios recubridores. Asi, se procede a introducir en primer lugar qué
se entiende por un homomorfismo entre espacios recubridores.

Definicién 2.1. (Homomorﬁsmo entre espacios recubridores).
Sean (X1,p1) y (X27p2) espacios recubridores de X. Un homomorfismo ¢ de
(Xl, p1) en (Xg,pz) consiste en una aplicacion continua ¢ : X, = X, que haga

conmutativo el diagrama:
)’21 L) 5(:2

Aplicando la definicién, es sencillo demostrar que si ()N( ,P) es espacio recu-
bridor de X, entonces idg es un homomorfismo de (X,p) en (X, p). Asimismo y
sin mayor dificultad, se puede probar el siguiente resultado.
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Proposicién 2.2. Sean ()Nfl,pl), ()N(Q,pg) Y ()N(3,p3) espacios recubridores de X.
Si @ y ¥ son homomorfismos de (Xi,p1) en (Xa,p2) y de (Xo,p2) en (Xs,p3),
respectivamente, entonces, ¥ o ¢ es un homomorfismo de (X1,p1) en (Xs,ps).

A continuacion, introduciremos de forma natural la nocién de isomorfismo
entre espacios recubridores.

Definicién 2.3. (Isomorfismo entre espacios recubridores y automorfis-
mo de un espacto recubridor).

Sean (X1,p1) ¥ (Xg,pg) espacios recubridores de X. Un isomorfismo ¢ de
(Xl,pl) en (X2,p2) consiste en un homomorfismo ¢ de (X1,p1) en (Xa,ps)
para el cual existe un homomorfismo ¥ de (Xg,pg) en (Xl,pl) tal que Vo = idg,

ypoW = zdgzl. Si (Xl,pl) = (Xg,pg), se dice que ¢ es un automorfismo®.

Cuando existe un isomorfismo entre dos espacios recubridores de un espacio
X, se dice que ambos espacios son isomorfos. Ademds, si (X, p) es un espacio
recubridor de X, el conjunto de automorfismos de ()? ,D), que se denotard por
A(X,p), junto a la operacién composicién de aplicaciones es un grupo.

Ahora, se presentardan algunas propiedades basicas sobre los homomorfismos
y automorfismos entre espacios recubridores que permitiran esclarecer una serie de
resultados de suma utilidad mas adelante.

Lema 2.4. Sean ()?bpl) Y ()?2,]72) dos espacios recubridores de X. Si @ es un
homomorfismo de (Xi1,p1) en (Xa,pa), entonces para todo punto x € X existe
U C X que es entorno admisible de x para py y ps.

Demostracion. Sea x € X. Por definicion, existen Uy, Uy C X que son entornos
admisibles de = para p; y ps, respectivamente. Si W es la componente conexa por
caminos de x en U; N Uy, veamos que es el entorno admisible buscado.

En primer lugar, es claro que W es conexo por caminos y es abierto al tener
que X es localmente conexo por caminos.?

Resta ver que las componentes conexas por caminos de p; (W) y py '(W)
son homeomorfas a W via p; y p, restringidas a dichas componentes. Probémoslo
para p; (W) pues para p, (W) es andlogo. Sea W una componente conexa por
caminos de p; '(W) y veamos que

W =W
1|W
es homeomorfismo. Al ser W conexo por caminos y estar contenido en p; (W),
existe C} componente conexa por caminos de p; ' (U;) tal que

W C (.

Por definicion,

1 es homeomorfismo.

2 ¢ puede ser o no la aplicacién identidad.

3 X es localmente conexo por caminos si y solo si las componentes conexas por caminos de conjuntos
abiertos, son abiertas.
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p . :Cy— U

11C

es homeomorfismo y se puede comprobar facilmente que

con lo cual Py W — W seria homeomorfismo. O

Lema 2.5. Sean ()?hpl) Y ()?g,pg) dos espacios recubridores de X. Si @ es un
homomorfismo de (X1,p1) en (Xa,ps), entonces ¢ : X, — X, es sobreyectiva.

Demostracion. Sea 15 € XQ Probemos que existe T; € Xl tal que gp(xl) = Iy.

Para ello, fijamos arbitrariamente 7/ € X,. Asi, o(7)) € X, y como X, es conexo
por caminos, existe _
&2 1= XQ

camino en X, con inicio en ¢(7)) y final en Zy. De esta manera,

ppoay:l — X

es un camino en X con inicio en po(¢(Z])) y final en ps(Z2). Por el teorema 1.7,
existe un tnico camino
621 I — Xy

con inicio en T tal que p; 0 &y = py 0 Gy ¥ como p; = ps 0 Y,
p2o(poay) =pyoay.
Por tanto, usando de nuevo el teorema 1.10, se deduce que
poar = Qs
pues p oy y Qg son caminos en X2 con inicio en (7). Por ello, se concluye que
Ty = az(1) = plai(1)].
O

Lema 2.6. Sean (Xl,pl) (X27p2) dos espacios recubridores de X. Si o1 y pa son

dos homomorfismos de (X1 p1) en (Xg,pg) que coinciden en un punto, entonces
coinciden en todos los puntos.

Demostracion. Basta aplicar el lema 1.6 teniendo en cuenta que o1 y 2 son le-
vantamientos continuos de la aplicacion continua ps : X2 — X. O

Como una consecuencia del lema 2.6, se puede probar el siguiente resultado
interesante.

Corolario 2.7. Si ()?,p) es espacio recubridor de X, entonces el grupo A()?,p)

opera sin punto fijo. Es decir, si p € .A()Af,p) Yy ¢ # idg, entonces ¢ no tiene
puntos fijos.
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Comprobar si dos espacios recubridores de un espacio X son isomorfos por
definicién puede ser complicado, asi que conviene conseguir una caracterizacion
util en la practica. Para que la demostraciéon de esta ultima sea fluida, se probaran
una serie de hechos previos que ayudaran en el desarrollo de la prueba.

Lema 2.8. (Criterio del homomorfismo recubridor).

Sean ()?1,]91) y (Xg,pg) dos espacios recubridores de X y ¥; € X; para i €
{1,2}. Si p1(21) = p2(Z2), entonces existe un tinico homomorfismo ¢ de (X1, p1)
en (X2, p2) tal que p(T1) = T2 iy solo si prg, (T1(X1,71)) C pauz, (11(X2, T2)).

Demostracion. Es suficiente aplicar el teorema 1.19 con X = )?2, p=7p, Y = )Z'l,
To=To, Yo =711y f = p1. O

Ejemplo 2.9. Para cada k € Z — {0}, la aplicacién

pk:Sl—>Sl

z— 2¥
es una proyeccion recubridora para la cual se verifica que

Pre(ro)(m1 (ST, (1,0))) = KZ.

Si n,m € Z — {0}, por el criterio del homomorfismo recubridor, existe ¢ homo-
morfismo de (S, p,) en (S, p,) tal que ¢(1,0) = (1,0) si y solo si nZ C mZ. Es
decir, siempre y cuando m divida a n.

Puede comprobarse que este homomorfismo coincide con la aplicacion px.

Corolario 2.10. Sean ()Nfl,pl) Y ()N(Q,pg) dos espacios recubridores de X yx; € X;
para i € {1,2}. Si p(z1) = p(za), entonces existe ¢ isomorfismo de (X1,p1) en
(X2, p2) tal que (T1) = Tz si y solo si prag, (T1(X1,T1)) = pasz, (11 (X2, 22)).

Demostracion. Es consecuencia de aplicar la definicién 2.3, el corolario 2.7 y el
lema 2.8. 0

Corolario 2.11. Sean ()N(,p) espacio recubridor de X yx € X. Si Ty, To € p~(x),
entonces existe ¢ € A(X,p) tal que p(z1) = T2 si y solo si puz, (M (X,71)) =
p*iz(ﬂl(X7f2))'

Demostracion. Es un caso particular del corolario 2.10. O

Se estd asi en condiciones de enunciar y demostrar la caracterizacién previa-
mente anunciada.

Teorema 2.12. (Teorema del isomorfismo recubridor).
Si (X1,p) y (Xa,p2) son dos espacios recubridores de X, entonces (Xi,p1) v
(Xa,p2) son isomorfos si y solo si para cada dos puntos cualesquiera T, € X

y To € Xy tales que pi(T1) = pa(F) = 7, praa, (M (X1, T1)) Y Poua (M (X, o))
pertenecen a la misma clase de conjugacion en m (X, z).
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Demostracion. En primer lugar, supongamos que existe ¢ isomorfismo de ()N( 1,P1)
en (X, p2) y sean 71 € X1 y To € X, tales que p1(71) = po(T2) = z. Luego,

z = p1(T1) = p2(p(T1))

y por el corolario 2.10,
Pz (T1(X1, T1)) = Paep(@) (M1 (X2, ©(21)))-

Finalmente, por el teorema 1.16, pa., @) (m1 (X2, 0(%1))) ¥ posa, (m1(Xa, T2)) son
subgrupos conjugados en (X, x).

Reciprocamente, veamos que ()? 1,P1)y ()~(2, p2) son isomorfos. Para ello, sean
T € )?1 y Ty € )?2 tales que p1(Z1) = pa(T2) = x. Por hipdtesis,

Preay (MU(X1, 71)) ¥ Passy (11 (Xa, )

pertenecen a la misma clase de conjugacién en 71 (X,x) y por el teorema 1.17,
existe 7; € p; () tal que

D2xz, (7T1 (5527 :f?)) = DP1spy (7T1 ()?1: ?71))

Asi por el corolario 2.10, existe ¢ isomorfismo de ()Nfl,pl) en ()N(Q,pQ) tal que

p(1) = To. O
A continuacién, se probara que todo homomorfismo entre espacios recubri-
dores de un espacio topoldgico es una aplicacion recubridora.

Lema 2.13. Sean (Xl,pl) y ()’Zg,pg) dos espacios recubridores de X. Si @ es un
homomorfismo de (X1,p1) en (Xa,po), entonces (X1, ) es un espacio recubridor

de X2.

Demostracidn. ¢ es continua y sobreyectiva por definicién y por el lema 2.5, res-
pectivamente. Asi, resta ver que todo punto T de X3 admite un entorno abierto
conexo por caminos Ws, para el que cada componente conexa por caminos de
o1 (W3) es homeomorfa a Wy via restriccién de ¢ a dicha componente.

Sea Ty € )?2. Por el lema 2.4, es posible encontrar U C X entorno admisible
de po(72) para py y pa. Si Ws es la componente conexa por caminos de p,* (U) que
contiene a T, veamos que es el entorno admisible de 7, para ¢.

En primer lugar, esté claro que W5 es conexo por caminos y es abierto, pues es
la componente conexa por caminos de un conjunto abierto en un espacio localmente
cOnexo por caminos como es Xo. s

Ahora, sea C; una componente conexa por caminos de ¢~ '(WW,) y veamos
que N -

Pe, Cy — Wy

es homeomorfismo. Demostraremos que C; es una componente conexa por caminos
de p;*(U) pues asi se tendria que el siguiente diagrama
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\Cl
1
l 2|Wy
1IC'1

y p_ . son homeomorfismos y por lo tanto,

es conmutativo, donde Pe 7
1 2

QDI5'1 - p2_|}VV2 0p1\51
que es composicién de homeomorfismos y, en consecuencia, homeomorfismo.
Ahora, B .
Cr S (Wa) C o (p ' (U)) = p (V)
pues p; = pz o . Luego, existe una unica componente conexa por caminos de
p;H(U), denotémosla por Wy, tal que C; C Wj.
Veremos que 6’1 = Wl.
Tenemos que

U= p1(W1) = pz(@(wl))

con lo cual, (W) C py*(U). Como ¢(W)) es conexo por caminos, al ser imagen
de un conexo por caminos a través de una aplicacion continua, existe una unica
componente conexa por caminos de p, ' (U), Wj, tal que o(W;) C Wj. Asi,

Wl - <P_1(W2,)
y como, L .
CL CWiy Cr S (Wh)
se observa que . . L
0 # e (Wa) N~ (Wa) = o~ (Wy N W)

y por lo tanto, o

W2/ - W2
ya que Wé N Wg es no vacio. Luego, Wl estd contenida en una unica componente

conexa por caminos de ¢~ (Wg) Como las componentes conexas por caminos de
(Wg) son disjuntas y O, C Wl, es evidente que

Cy =W,

N4 X i MRS
) A

61 =W1 ) .

Figura 2.1. Situacién del lema 2.13

La figura 2.1 ilustra la situacion. O
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Para finalizar, se probara que si ()N( p) es un espacio recubridor de X y ()N( , 7N’)
es Slmplemente conexo, entonces para cualquier (X ', p") espacio recubridor de X

se tiene que X y X' son el espacio total y base, respectivamente, de una aplicacion
recubridora.

Proposmlon 2.14. Sean (X1 P1) Y ()N(Q,pg) dos espacios recubridores de X. Si
(Xl,ﬂ) es simplemente conezo, entonces existe p homomorfismo de (Xl,pl)
(X2, p2) tal que (X1, @) es espacio recubridor de Xs.

Demostracion. Sean 7, € )?1 y Ty € )?2 tales que p1(71) = pa(7T2). Como

Pixz, (ﬂ-l (5(:17 Efl)) - Poxz, (7T1 (5{:27 §2))

pues 71‘1(5(:1,51) >~ e}t por el lema 2.8, existe ¢ homomorfismo de (il,pl) en
(Xo,p2) tal que p(71) = T3. Finalmente, por el lema 2.13, se tiene que (Xi, @) es
espacio recubridor de Xo. O

2.2. Estructura del grupo de automorfismos de un
espacio recubridor

Una vez introducido el concepto de automorfismo de un espacio recubridor, lo
que sigue es estudiar el grupo que generan todos los automorfismos de un espacio
recubridor. Para ello, veremos que para un espacio recubridor de (X, p) de X, cada
fibra p~!(z) es un 7 (X, x)—espacio homogéneo y que el grupo de automorfismos de
()? ,p) es isomorfo al grupo de automorfismos de p~!(z) como espacio homogéneo.
Esto nos permitira vincular el grupo de automorfismos del espacio recubridor con
el espacio total y base del mismo. Ademas de demostrar esto, se introduce un
nuevo tipo de espacio recubridor en el cual el hecho anterior adquiere un mayor
interés.

Para desarrollar esta tarea, usaremos los rudimentos basicos de la teoria de
G—espacios que han sido recogidos en la seccion A.2 del apéndice. De hecho,
en primer lugar, veremos que dado un espacio recubridor, es posible definir una
accion del grupo fundamental del espacio base sobre la correspondiente fibra de la
proyeccion recubridora.

Definicién 2.15. (Accidn de w (X, x) sobre p~'(x)).
Sean (X, p) un espacio recubridor de X y x € X. Se define la aplicacion

7 (@) x m(X, @) = p (@)
(@,[0]) = - o] = a(1)
donde & : I — X es el levantamiento de o con condicién inicial x, esto es,

poa=ayall) =1

4 {e} es el grupo trivial.
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En primer lugar, probaremos que - es una accién por la derecha de (X, x)
sobre p~1(z).

Proposicién 2.16. La correspondencia descrita en la definicion 2.15 es una ac-
cién de 7 (X, z) sobre p~'(z).

Demostracion. Para ello, hay que ver que:

1) La correspondencia es aplicacién.
11) Para todo T € p~*(z), se tiene que 7 -[C,] = ¥ donde C, es el neutro del grupo
m (X, ), es decir, C, es el camino constante en x.
111) Para cualesquiera 7 € p~'(z) y [a], [8] € 71 (X, ), se verifica que (Z-[a])-[3] =
7 ([ol8)).

En primer lugar, veamos 1).

Tenemos que probar que para todo (Z, [a]), (7, [B]) € p~'(x) x m (X, z) tales
que (%7 [Oé]) = (ga [B])? se tiene que T [a] = g [6]

Sean (7, [a]), (7, [8]) € p~!(z) x m (X, x) tales que (T, [a]) = (¥, [8]), o lo que
es equivalente,

T=yya~}f.

Por el teorema 1.7, es posible encontrar a unos tinicos caminos a, 5 T — XenX
que empiecen en T tales que

poa=aypof=p.

De esta manera, por el teorema 1.10 se tiene que a es homoétopo a 5 y por lo tanto,

z-la] =a(l) =p(1) =y-[5].

La propiedad 11) es inmediata pues la unica elevacién de C, es el camino
constante en T para cada 7 € p~!(x).

Finalmente, veamos 1II).

Sean 7 € p~(z) v [a], [8] € 71 (X, z). En primer lugar, hallemos (7 - [a]) - [3].

Por el teorema 1.7, es posible encontrar un tnico camino « : I — X en X con
origen en x tal que p o a = a. Luego,

T [a] = a(l)

y por el mismo argumento, existe un unico camino E 1 — X en X con origen en
a(1) tal que po 8 = 3. Asi,

Por otro lado, 7 - ([o][5]) = @ - [a* 5] y por lo justificado previamente, es claro que
a * (3 es la elevacion de a * 5 en X con origen en = y por ende,

Tolaxf] = (@xp)(1) =)
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De esta manera, se ha demostrado que dada una aplicaciéon recubridora y
fijado un punto del espacio base, la fibra de la aplicaciéon recubridora sobre dicho
punto es un G—espacio por la derecha, donde G es el grupo fundamental del espacio
base con base en el punto fijado.

A continuacion, veremos que la accién de 71 (X, x) sobre p~!(z) es transitiva,
con lo cual p~!(z) es un 7 (X, x)—espacio por la derecha homogéneo (véase la
seccién A.2 en el apéndice).

Proposicion 2.17. Si ()N(,p) es un espacio recubridor de X y x € X, entonces
p~H(z) es un 7 (X, x)—espacio por la derecha homogéneo.

Demostracién. Por la proposicién 2.16, p~*(z) es un 7 (X, z)—espacio por la de-
recha. Asf que resta ver que 7 (X, r) opera transitivamente sobre p~!(z).

Sean T, J € p~(z). Al ser (X,T) conexo por caminos, existe & : [ — X
camino en X con inicio en ¥ y final en y. Luego, p o a es un lazo en X con punto
base x y por lo tanto,

T-[poa] =y
(]
Ahora, describiremos el subgrupo de isotropia de la accién transitiva anterior.

Proposicién 2.18. Si ()A(:,p) es un espacio recubridor de X y x € X, entonces
para todo T € p~(z), p.a(m (X, 7)) es el subgrupo de isotropia correspondiente a
T

Demostracion. Se deduce de la definiciéon A.12 (véase el subapéndice A.2). O
A continuacién, usando la proposicion 2.18, deducimos los siguientes hechos.

Proposiciéon 2.19. Sean ()Af,p) un espacio recubridor de X yx € X. Si T €

p~H(z), entonces m (X, x) /pz(m1 (X, 7)) es isomorfo ap~(x), como m (X, z)—espacios
por la derecha.

Demostracion. Es consecuencia de las proposiciones 2.18 y A.14 (véase el subapéndi-
ce A.2). O

Corolario 2.20. Sean ()Af,p) un espacio recubridor de X yx € X. Six € p~(x),
entonces el nimero de hojas del espacio recubridor (X, p) respecto a X es igual al
indice de p.z(m (X, 7)) en m (X, x), es decir, al cardinal de w1 (X, z) /p.z(m1(X, T)).

Con lo probado, es posible estudiar la estructura del grupo de automorfismos
de un espacio recubridor. El primer paso consistird en establecer una relacién entre
el grupo de automorfismos de un espacio recubridor y el grupo de los automorfismos
de una fibra cualquiera de la aplicacion recubridora correspondiente.

Teorema 2.21. Sea ()?,p) un espacio recubridor de X. Si x € X, entonces el gru-
po de automorfismos de p~*(z) como w1 (X, z)—espacio por la derecha es isomorfo
a A(X,p). Ademds, un isomorfismo

T:AX,p)—{f:p ' (x) = p '(x)| fes automorfismo}

es dado por B
T(p) =, ., paray € A(X,p).
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Demostracion. Veamos que:

1) T esta bien definida.
11) T" es homomorfismo.
1) T es inyectiva.

1v) T es sobreyectiva.

En primer lugar, probaremos 1), o lo que es equivalente, para todo ¢ €
A(X, p), se tiene que T'(p) € {f : p () = p~'(z) | fes automorfismo}.

Sea € A(X, p). Sivemos que p(p~'(z)) = p~(z) y ¢ _, ,, es (X, z)—equivariante
ya estaria, pues ¢ es aplicaciéon biyectiva. Primeramente, como ¢ € ./4()? ,D), se
verifica que p o ¢ = p con lo cual

(o) ' (z) =p~'(z)
y por lo tanto,
plp™(2)] = p~ ' (2).
Ahora, probemos que para cada ¥ € p~!(z) y [a] € 7 (X, x), se tiene que
(p\p_l(x) (i/ ' [a]) = Sp‘p—l(x) (EE) ’ [Oé]

Por el teorema 1.7, existen unos tinicos caminos

aa I — X
en X que comienzan en 7 y @) (T) = (), respectivamente, tales que po a =
a = pod. Luego,

¢ (@ [0]) = 9@(1) ¥ @, (3) - o] = F(1).
Por otra parte, por el teorema 1.10, tenemos que ¢ o & es hométopo a @’ ya que
po(pod)=(pop)oa=poa=a=pod

y o a tiene el mismo inicio que &', con lo cual

(poa)(l) =pla(l)] = a’(1).

Ahora, veamos 1I).

Sip, U e A(X,p), se tiene que T(Vop) = (Vop)
T(V)oT(p).

La condicién 111) se deduce del lema 2.6.

Finalmente, veamos 1V).

Sea f : p~!(z) — p~!(z) automorfismo. Como = € p~'(z), tenemos que
p~!(z) # 0. Por las proposiciénes 2.18 y A.16 (véase el subapéndice A.2),

p*i(ﬂl(‘%»i)) = p*f@)(ﬁl()?»f@)))-

Asi, por el corolario 2.11 existe ¢ € A(X, p) tal que ¢(Z) = f(Z). En consecuencia,
T(p) y f son automorfismos de p~!(z) que coinciden en el punto 7. Esto, por la
proposicién A.18 (véase el subapéndice A.2), implica que

T(p) =, 1, = I

= \IJ (@] =
(@) Ip~1 () SO\P*(Z)
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Este teorema permite establecer el principal resultado de la subseccién, el
cual se expondra a continuacion.

Teorema 2.22. Sean ()N(,p) un espacio recubridor de X y x € X. Si x €
p~!(x), entonces A(X,p) es isomorfo a N(p.z(m(X,7)))/p«z(m(X,T)) donde
N(puz(m(X,7T))) es el normalizador de p,z(m (X, 7)) en m (X, x).

Demostracion. Es consecuencia de aplicar el teorema 2.21 y la proposicién A.23
(véase el subapéndice A.2). O

Para cerrar la subseccion, como ya anunciamos, se presentard un nuevo tipo
de espacio recubridor que permitird un uso méas amigable del resultado anterior,
pues en ocasiones el calculo del normalizador de un grupo es una ardua tarea.

Definicién 2.23. (Espacio recubridor regular).

Sea ()~(,p) un espacio recubridor de X. Si para cualesquiera x € X y T € p~'(x)
se verifica que p.z(m ()?,5)) es subgrupo normal de 7 (X, x), entonces se dice que
(5(/, p) es un espacio recubridor regular de X.

Corolario 2.24. Sean ()?,p) un espacio recubridor reqular de X y x € X. Si
T € p(z), entonces A(X,p) es isomorfo a m (X, x)/p.z(m (X, T)).

Demostracion. Es consecuencia del teorema 2.22 y del hecho que N (p.z(m1 ()? , 7)) =
71 (X, z) para cada ¥ € p~!(x). 0

2.3. Espacios de orbita

En el primer capitulo del presente trabajo se demostré que toda aplicacién
recubridora era una aplicacion abierta. Esto, junto con el hecho que toda aplica-
cién recubridora tiene que ser continua y sobreyectiva por definicién, nos permite
afirmar que si (X, p) es un espacio recubridor de X, entonces (X, 7T) es el espa-
cio identificacién de (55 , '7') por p. Es decir, X se puede construir identificando los
puntos de X de la siguiente manera: si z € X, entonces los elementos de p~'(z) los
identificamos con x. O lo que es lo mismo, X puede verse como el espacio cociente
X /R donde R es la relacién de equivalencia en X siguiente: dados 7, y € X se
tiene que TRy si y solo si p(7) = p(y).

Bajo ciertas condiciones, la relacién presentada en el parrafo anterior es equi-
valente a otra cuya definicién nos dice cémo construir el espacio base de una apli-
cacion recubridora, a partir de un espacio dado siendo este el principal objetivo de
esta seccion.

Primero, nosotros probaremos el siguiente resultado.

Lema 2.25. Si (X,p) es un espacio recubridor de X, entonces (X,p) es un es-
pacio recubridor regular de X si y solo si_para todo x € X, se verifica que para
cualesquiera T, § € p~ (), existe p € A(X,p) tal que p(T) = 7.
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Demostracion. Primeramente, supongamos que para todo x € X, se verifica que
para cualesquiera T, ¥ € p~'(x), existe ¢ € A(X,p) tal que o(T) = ¥, y veamos
que ()? ,p) es un espacio recubridor regular de X.

En efecto, sean z € X y 7 € p~'(x). Dado [a] € m (X, z), por el teorema
1.17, se tiene que existe § € p~*(z) tal que

pa(m(X.9) =[] " pa(m (X, 7)) - [o].

Pero, por hipétesis y el corolario 2.11, deducimos que

pa(m(X, 7)) = pg(m (X, 7).

Asi,
psz(m (X, X)) es un subgrupo normal de 71 (X, x).

Reciprocamente, supongamos que ()Z' ,p) es un espacio recubridor regular de
XyseaxeX. Siz, yep(r),

Pa(m (X, 7)) = pug(mi (X, 7)),

pues ambos pertenecen a la misma clase de conjugacion por el teorema 1.18 y

pa(m (X, 7)), py(mi(X,9))

son subgrupos normales de 71 (X, ). Asi, por el corolario 2.11, es claro que existe
Y E A()?,p) tal que

() = 7.

g

De esta manera, se ha demostrado que si ()? ,p) es un espacio recubridor
regular de X v 7, § € X, entonces TRY si y solo si existe o € A()?,p) tal que
©(%) = 7. Nétese que A(X, p) es un subgrupo de Homeom(X) y que cada subgrupo
de H omeom()N( ) induce una relacién de equivalencia en X como sigue.

Definicién 2.26. (Relacion binaria generada por un grupo de homeo-
morfismos).

Sean (X, T) un espacio topoldgico y G un subgrupo de Homeom(X). Se define la
relacion ~g sobre X como sigue: si x1, 9 € X, entonces x1 ~g To st Yy solo si
existe ¢ € G tal que (1) = 3.

Es facil probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.27. Si (X, T) es un espacio topolégico y G un subgrupo de Homeom(X),
entonces ~¢ es una relacion de equivalencia sobre X .

Recordando que toda relacion de equivalencia sobre un conjunto induce una
particion del mismo, generando a su vez un conjunto cociente, esto nos lleva a
la definicion de espacio de érbita que no es mas que el conjunto cociente que se
genera por la relacion de equivalencia de la definicion 2.26.
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Definicién 2.28. (Espacio de orbita de un grupo de homeomorfismos).
Sean (X, T) un espacio topoldgico y G un subgrupo de Homeom(X). Al conjunto
cociente X/ ~¢g inducido por la relacion de equivalencia ~¢, se le denomina el
espacio de orbita de G. Dicho espacio de drbita se denotard por X/G.

Asi, si ()? p) es un espacio recubridor regular de X, entonces el espacio de
orbita de .A(X p) es homeomorfo a X, pues dicho espacio de érbita es igual a
X /Ry X es homeomorfo a X /R. Por ello, es posible encontrar una aphcamon P’
tal que (X ,p') sea un espacio recubridor del espacio de érbita de .A(X ,D)-

A continuacién, veremos que la accién de A()? ,p) sobre X es especial. Se
trata de una accion propia y discontinua.

Definicién 2.29. (Accion propia y discontinua).

Sean (X,T) un espacio topoldgico y G un subgrupo de Homeom(X). Se dice que
G actua propia y discontinuamente sobre X si para todo punto x € X,
existe un entorno U de x tal que para cualesquiera p, V € G distintos entre si, se

tiene que p(U)NW(U) = 0.
Ahora, probaremos el resultado anunciado anteriormente.

Proposiciéon 2.30. Si ()Z',p) es un espacio recubridor de X, entonces A()?,p)
actua propia y discontinuamente sobre X .

Demostracion. Sea & € X. Luego, p(z) € X y por lo tanto, existe U un entorno

admisible de p(¥). Asi, si U es la componente conexa por caminos de p~'(U) que
contiene a T, entonces se tiene que:

1. ) U abierto en X, pues es la componente conexa por caminos de un abierto en
un espacio localmente conexo por caminos.
2.) P U — U es homeomorfismo.

AhoraL usando 2) y el le~ma 2.6, es sencillo comprobar que para cualesquiera
o, ¥ e A(X,p) tales que go(U) ( ) # 0 se verifica que ¢ = W. Asi, si ¢ # ¥,
entonces necesariamente ¢(U) N W(U) = 0. 0

Finalmente, para cerrar la seccion y el capitulo, probaremos una especie de
reciproco del resultado anterior y expondremos una aplicacién de dicho resultado
con un ejemplo, introduciendo para este fin, los espacios lenticulares.

Teorema 2.31. Sean ()Af 7:) un espacio topoldgico conexo, localmente conexo por
caminos y G un subgrupo de Homeom(X). Si G actia propia y discontinuamente
sobre X, entonces (X, ) es un espacio recubridor regular de X /G y G = A(X, ),
donde w: X — X/G es la proyeccion canonica.

Demostracion. La demostracion se va a realizar por etapas, en las que se probara
que:

» | Primera etapa‘ (X,T) es conexo por caminos y (X /G, T;)° es localmente co-
Nexo por caminos y conexo por caminos.

5 7~; es la topologia final asociada a 7.
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’Segunda etapa‘ Todo punto de X /G admite un entorno m—admisible.

’Tercera etapa‘ ()? , ) es un espacio recubridor de X /G.
’Cuarta etapa‘ G = AX,7).

’Quinta etapa‘ ()? ,T) es un espacio recubridor regular de X /G.

Empezamos con la primera etapa.

En primer lugar, (X,7) es conexo por caminos, pues (X, T) es un espacio
topolégico conexo y localmente conexo por caminos. Asimismo, X /G es conexo
por caminos, pues 7 es continua y sobreyectiva. De este modo, resta ver que X /G
es localmente conexo por caminos o lo que es equivalente, todo entorno de un
punto de X /G, contiene a otro entorno conexo por caminos de dicho punto. Para
ello, basta con ver que 7 es abierta, pues de esta manera al ser también continua,
la imagen de todo entorno conexo por caminos es un entorno conexo por caminos,
con lo que es posible asignarle a cada entorno de un punto de X /G, un entorno
conexo por caminos contenido en ¢l que sea imagen de un entorno conexo por
caminos de X.

Sea A € T. Recordemos que la topologia T en X /G es la cociente inducida
por 7y, por tanto,

m(A) € T, siy solo si m ' (n(A)) € T.

Ademas, por definicién es claro que

7 (m(A) = | e(4),

peG

que es unién arbitraria de abiertos, pues para todo ¢ € G, al ser homeomorfismos,
se tiene que p(A) € T y por ende,

Y n(A) e T.

Se concluye asi que 7 es abierta.
Ahora, procedemos con la segunda etapa.
Sea [z] € X /G. Por hipétesis, existe U entorno, podemos suponer abierto, de
7 en X tal que si i ¢, U € Gy son distintas entre si, entonces gp(U) y \I/(U) son
disjuntos. Como X es localmente conexo por caminos, U es localmente conexo por
caminos. Asi, si V es la componente conexa por caminos de U que contiene a T,
se tiene que o
reV CU,
donde Ve T y es conexo por caminos. Ahora, definiendo
V= a(V),

veamos que es el entorno admisible de [Z] buscado. Esté claro que V' es abierto y
conexo por caminos, pues 7 es abierta y V' es la imagen, a través de una aplicacion
continua, de un conjunto conexo por caminos. Por ello, resta ver que si 1 es una
componente conexa por caminos de 7~ (V’), entonces
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D) w(W)=V".
11) T W= V' es homeomorfismo.

Primeramente, veamos 1). Se tiene que

Wea (V) =r"(x(V) = eV)
e

Por otra parte, si ¢, ¢ € Gy ¢ # ¢, entonces (U) N ' (U) = 0 y, en

consecuencia, (V) N¢'(V) = 0.

Asi, U ©(V') es unién disjunta de abiertos conexos por caminos. Por ello,

peG
existe un unico ¢y € G tal que

W C (V).
Pero, como W es una componente conexa por caminos de U cp(\N/),
peG
A continuacién, veremos que m1_ =7 _ 0@ _.
% W 1%

Sea y € V. Por definicién,
7o) = [7) = [pol@)] = (7 00,)®)

Asi 1) es cierto.
Probemos 11). En este punto, se ha probado ya que T W — V" es:
= continua, al ser la restriccion de una aplicacién continua sobre su imagen.
= abierta, al ser la restriccion de una aplicaciéon abierta en un subconjunto abierto
y tener que su imagen es de nuevo un abierto.
= sobreyectiva por I).

De esta manera, resta ver que es inyectiva para que se verifique 11). Para ello,
sean T, § € W tales que [Z] = [§]. Es decir, existe ¢ € G tal que ¢(%) = 7. Con lo
cual, L

p(V)NV #0
y, por la hipotesis,
Y = Zd)?

Se concluye asi que * = y y por lo tanto,
T W=V
|W

es inyectiva.

Proseguimos con la tercera etapa.

Las dos primeras etapas combinadas con la continuidad y sobreyectividad de
7, permiten verificar que (X, ) es un espacio recubridor de X /G.
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Pasamos a la cuarta etapa.
Por definicién, para todo ¢ € G, se tiene que m o ¢ = 7 con lo cual

G C AX, 7).

Entonces, resta ver que A(X, ) C G.
Sea ¢ € A(X, ). Asumiendo que X # (), existe T € X y como mo ¢ =T,

7] = 7(7) = (7o ¢)(7) = [p(7)].

En otras palabras, existe ¥ € G tal que

Asi, por el lema 2.6 y ya que ¢, ¥ € .A()?, ), se sigue que
p=V

y, en consecuencia,
v € G.

Finalmente, la quinta etapa es cierta, pues se demuestra combinando las dos
etapas anteriores junto al lema 2.25. O

Ejemplo 2.32. Sean p > 2 y n > 1 ntimeros naturales, C los niimeros complejos y
S(Q:nJrl = {(Zl, . ,Zn+1) € CnJrl ‘ |Zl|2 + -+ |Zn+1|2 = 1},

la esfera de radio 1 en C"*!.
Ahora, para k € {0,1,--- ,p — 1} definimos la aplicacién

Ok Sé"“ — Sé"“
(21, oy Zny1) = k(21 -y Zng1) =€ 7 (21,00, Zng1)-

Asi, llamando
G — {9007 @1y 790p—1}7

es facil probar que G es un grupo de homeomorfismos de Sé"“ que actia propia
y discontinuamente sobre Sé”“.

El espacio cociente S(%”H /G se denomina espacio lenticular y lo denotamos
por L2,

Por el teorema anterior, G = Aut(Sé"“) y, ya que Sé"“ es simplemente
conexo, mi(L2"*1) es isomorfo a Z,.
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Recubridores universales

Con este capitulo se culmina el desarrollo teérico llevado a cabo a lo largo de
la memoria cuyo propésito era determinar todos los posibles espacios recubridores
de un espacio topoldgico dado. Cuando el espacio admite un tipo de recubridor
especial (el recubridor universal), se verda que fijado un punto base del espacio
topoldgico, cada clase de conjugacion de subgrupos del grupo fundamental esta
vinculada con un tnico recubridor (salvo isomorfismos) del espacio topolégico.

Al mismo tiempo se vera que la existencia de recubridor universal para un
espacio topolégico nos proporcionara una herramienta 1til, en algunos casos, para
describir el grupo fundamental del espacio topolégico original.

3.1. El espacio recubridor universal

En matematicas y mas concretamente en la teoria de categorias, se usa el
término de construcciones universales para referirse a aquellas construccio-
nes que satisfacen una propiedad universal. Asi, en esta seccién se introducira
el espacio recubridor universal y se verd que este nombre no se le ha asignado por
simple arbitrariedad, sino que este tipo de espacios recubridores verifican —como
su nombre indica— una propiedad universal. Asimismo, se expondran herramien-
tas asociadas al uso de este nuevo tipo de espacios que son de suma utilidad en
topologia algebraica, pues proporcionan un nuevo método para calcular grupos
fundamentales.

Definicién 3.1. (Espacio recubridor universal).
Se dice que (X p) es el espacio recubridor universal de X siempre y cuando
(X p) es un espacio recubridor de X y (X T) sea simplemente conezo.

Ejemplo 3.2. Todos los espacios recubridores expuestos en el primer capitulo.

Noétese que en la definicién se habla del y no de un espacio recubridor uni-
versal, siendo el motivo de esto el hecho que, como se demostrard en la siguiente
seccion, el espacio recubridor universal de un espacio topoldgico es tnico salvo
isomorfismo. Esto, junto a que si (X, p) es el espacio recubridor universal de X y
()? ’,p") es un espacio recubridor de X, es posible encontrar una aplicacién recu-
bridora ¢ : X — X’ —en virtud de la proposicion 2.14—, determinan la propiedad
universal anunciada.

A continuacién, usando los resultados de la seccion 2.2, veremos que en caso
de existir el recubridor universal, este nos permite describir el grupo fundamental
del espacio base y su orden.

Debido a la naturaleza de los siguientes resultados y sus demostraciones,
conviene indicar que de la propia definicién se tiene que si (X,p) es el espacio
recubridor universal de X, entonces ()N( ,p) es un espacio recubridor regular de X.
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Teorema 3.3. Si ()N(,p) es el espacio recubridor universal de X, entonces para
todo x € X, existe una biyeccion ¢ : 7 (X, x) — p~!(x).

Demostracion. Es consecuencia de la proposicion 2.19. O

Teorema 3.4. i (X',p) es el espacio recubridor universal de X yx € X, entonces
el orden de m (X, x) es igual al nimero de hojas del espacio recubridor (X, p)
respecto de X. Ademds, si T € p~'(z) la aplicacion

Z:m(X,x)— .A()N(,p)

definida por
I([a]) = @), para [a] € m (X, @),

con Pla) € .A()?,p) caracterizada por el hecho que
(@) =7 [a] = a(1)

es un isomorfismo de grupos, donde & es lazo opuesto de o y a es su elevacion a
X con condicion inicial
a(0) = 7.
Demostracion. La primera parte se sigue usando el corolario 2.20 y el hecho que
m (X, T) es trivial.
La segunda parte es consecuencia del teorema 2.21, la proposicién A.23 y el
hecho que 71 (X, Z) es trivial. 0

Para finalizar este apartado introductorio, veamos una aplicacion de este
ultimo teorema. Utilizando este resultado, se puede calcular, por ejemplo, el grupo
fundamental de la circunferencia y del plano proyectivo.

Ejemplo 3.5.Si se considera la proyeccién recubridora p : R — S dada por
p(t) = (sin(t),cos(t)), para cada t € R, es claro que (R,p) es el espacio recu-
bridor universal de S!. Por el teorema anterior, A(R,p) es isomorfo a m(S?) y
es sencillo comprobar que A(R,p) = {¢n}nez, donde para cada n € Z, ¢, es la
aplicacién real de variable real, definida por ¢, (t) = t + 2nm, para cada t € R. En
consecuencia, 71(S?) es un grupo ciclico infinito y ademds, 7;(S") es isomorfo a Z.

Ejemplo 3.6. Consideramos RP? = S2?/ ~ donde ~ es la relacién de equivalencia
sobre la esfera definida como sigue. Si z,y € S?, entonces

x ~ gy siy solo si x ey son antipodales o son el mismo punto.

RP? es el plano proyectivo real.

Se puede comprobar facilmente que la proyeccion de la esfera sobre el plano
proyectivo inducida por la relacién de equivalencia anterior, es una proyeccion re-
cubridora. Llamando p a dicha proyeccién y usando que S? es simplemente conexo,
también se deduce que (S2,p) es el espacio recubridor universal de RP? y por el
teorema anterior, A(S2, p) es isomorfo a 7 (RP?).

Por otro lado, estudiando el grupo de automorfismos anterior se concluye que

A(Sz,p) = {'ids@, —ids2}

y por tanto, 71 (RP?) es isomorfo a Zs.
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3.2. Existencia y unicidad del espacio recubridor
universal

En la presente seccién, demostraremos que todo espacio topoldgico, bajo cier-
tas hipotesis razonables, es espacio base de una aplicacion recubridora cuyo espacio
total es simplemente conexo o dicho de otra manera, que el espacio topoldgico ad-
mite un espacio recubridor universal. Para ello, se precisa introducir un nuevo
tipo de espacio topoldgico. Ademas, se probara que si un espacio topolégico ad-
mite un espacio recubridor universal, este es tinico salvo isomorfismo de espacios
recubridores.

Empezamos con la prueba de la unicidad, pues con lo argumentado a lo largo
del trabajo se puede obtener con relativa facilidad.

Teorema 3.7. (Unicidad del espacio recubridor universal).
Si (X, p) es el espacio recubridor universal de X, entonces (X,p) es unico salvo
isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que existe otro (X', p’) espacio recubridor universal
de X. Sean T € X yr € X’ tales que p(Z) = p/(¥) = z. Entonces, como
1( ) )Z{e}:ﬂ-l(X/?N)vse tiene que

p*g(’/ﬁ ()?7 %)) Yy p:ki’ (7T1 (jzlﬂ %/))

pertenecen a la misma clase de comugamon en m1(X, x). Asi, por el teorema 2.12,
los espacios recubridores (X, p) y (X', p') son isomorfos. O

A continuacion, presentaremos la condicién explicita que debe verificar un
espacio topoldgico para admitir recubridor universal.

Supongamos que ()Z ,p) es el espacio recubridor universal de X, x € X y
T € pi(x). Si U es un entorno admisible de z y U la componente conexa por
caminos de p~'(U) que contiene a T, entonces Py U — U es homeomorfismo. De
esta manera, se tiene el siguiente diagrama conmutativo de grupos fundamentales:

m(U,7) — (X, 7)

(v0) l | lp*i ’

T (U, x) SN (X, x)

donde 7 : U — X et : U — X son las correspondientes inclusiones candnicas.
Por hipétesis, m1 (X, T) es isomorfo al grupo trivial y al ser P, un homeomorfismo,

<p‘ﬁ) _es isomorfismo de grupos. Asf, se tiene que i, es el homomorfismo trivial.
*T

En consecuencia, hemos demostrado que si ()N( ,p) es el espacio recubridor universal
de X, entonces el espacio X verifica la siguiente propiedad: todo punto z € X
admite un entorno U tal que el homomorfismo inducido por la inclusién candnica
bhe - (U, ) = m (X, ) es el trivial.

A un espacio topoldgico que verifique la propiedad anterior, se le denomina
espacio topoldgico semilocalmente simplemente conexo. A continuacién, ve-
remos que en un espacio de este tipo, todos los puntos tienen una base de entornos
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abiertos y conexos por caminos para las cuales el homomorfismo inducido por la
inclusiéon canodnica entre el grupo fundamental de cada uno de los entornos y el
grupo fundamental del espacio total es el trivial.

Proposicién 3.8. Un espacio topoldgico (X,T) es semilocalmente simplemente
conexo sty solo si todo punto de X posee una base de entornos abiertos y conexos
por caminos para los cuales el homomorfismo de grupos inducido por la inclusion
canonica de cada uno de los entornos sobre el espacio X el trivial.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que (X, 7") es semilocalmente simple-
mente conexo y sea x € X. Ahora, sea U C X un entorno de x fijo pero arbitrario.
Por hipdtesis, existe V' C X un entorno de x tal que i,, : m(V,z) — m (X, x)
(el homomorfismo inducido por la inclusién candnica) es el homomorfismo trivial.
Nétese ahora que U NV C X es un entorno de x y por ello, existe A € T tal que
r e ACUNV C X. Asi, si W es la componente conexa por caminos de A que
contiene a x, entonces es un abierto (pues es la componente conexa por caminos
de un espacio localmente conexo por caminos) y conexo por caminos. Adem4s, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

m (W, z) SN m (X, )

el

m(V,x)

y, en consecuencia, i, : m (W, x) — m (X, z) es el homomorfismo trivial.
El reciproco es evidente por definicién. O

Por la proposiciéon anterior, el conjunto de todos los abiertos conexos por
caminos que contengan a un punto de un espacio topoldgico semilocalmente sim-
plemente conexo y cuyo homomorfismo inducido por la inclusién candnica sea el
trivial, es una base de abiertos de la topologia. A cada uno de estos abiertos se les
denomina abiertos basicos.

Que un espacio sea semilocalmente simplemente conexo junto a que sea tam-
bién un espacio topoldgico conexo y localmente conexo por caminos, es suficiente
para afirmar que el espacio admite un espacio recubridor universal.

Teorema 3.9. (Existencia del espacio recubridor universal).

Si (X, T) es un espacio topoldgico semilocalmente simplemente conexo, conexo
y localmente conexo por caminos, entonces (X,T) admite un espacio recubridor
universal.

Demostracion. Debido al caracter excesivamente técnico de la prueba, presentare-
mos solo algunas ideas de la demostracion del teorema (para més detalles véase,
por ejemplo, [8]).

Fijamos un punto x € X. Entonces, definimos el espacio

X :={[a] | a:I— X es camino en X y o(0) = z}.

Aqui, [a] denota la clase de homotopia del camino « relativa a {0, 1}.
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Ahora, introducimos la aplicacién p : X — X dada por

p([a]) = a(l).

Notese que p estd bien definida, ya que estamos considerando homotopia
relativa a {0, 1}.

A continuacion, definimos una topologia sobre X. De hecho, consideramos
una base de la topologia construida como sigue. Para cada abierto basico U en X
y cada camino « : [ — X con origen en z, denotamos por (U, [a]) el subconjunto
de X

(U, [a]) ==A{la=*p] | B:1 — X camino, B(0)=a(l)y B(I) CU}.
Entonces, uno puede probar que el conjunto
{(U,]a]) | U abierto basico en X y av: I — X camino, a(0) = z}

es base de una topologia sobre X.
Por otra parte, se tiene que

= J Ul

{log/lla’eU}

para cada abierto basico U en X, donde {[a,/] | ' € U} son todas las clases de
homotopia de caminos en X con origen en x y final en 2’ € U.

Esto demostraria que p es continua.

Ahora, veremos que p es sobreyectiva. En efecto, sea 2’ € X . Entonces, usando
que X es conexo por caminos, existe un camino « : I — X con origen en x y final
en z’. En consecuencia,

p(la]) = 1) = 2.
Ademas, se tiene que los subconjuntos (U, [a,]), con 2’ € U, son justamente
las componentes conexas por caminos de p~'(U) y que p, . .+ (U, [ow]) = U es

un homeomorfismo.
Esto probaria varios hechos:

= p es una aplicacion recubridora y los abiertos basicos de X son entornos admi-
sibles.

» Ya que los abiertos bdsicos de X son conexos por caminos, se sigue que los
subcojuntos de X que constituyen la base de la topologia en X son conexos por
caminos y, en consecuencia, X es localmente conexo por caminos.

La idea para demostrar que X es conexo por caminos es la siguiente. Basta
probar que si [a] € X, entonces existe un camino X con origen en [C,] y final en
[a], donde C, : I — X es el camino constante en z. Para ello, para cada s € I, se
considera el camino «, : I — X dado por

a,(t) = a(st), parat € I.

Entonces, a : I — X definido por
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a(s) == [ay]

es el camino en X buscado. De hecho, @ es la elevacién de a con origen en [C,].
Finalmente, veremos que X es simplemente conexo. Como X es conexo por

caminos, basta demostrar que el grupo fundamental de X con punto base [C,] es
trivial.

Ahora, sea & un lazo con punto base [C,|. Entonces, como ya se indicé ante-
riormente, la elevacion p o a de p o a esta dada por

poa(s) =[(poa)s], para cada s € I,
donde (po a@)s: I — X es el camino en X definido por
(poa)s(t) = p(a(st)), para cada t € I.

Por otra parte, por el teorema 1.7,

poa=au

y, asi, -
[C.]=a(l)=poa(l) =[poal

Esto implica que p o a ~ C, y, usando el teorema 1.10, concluimos que

a~ Ce,l-

3.3. Clasificacion de los espacios recubridores

En esta seccién, daremos una clasificacién completa de los espacios recu-
bridores de un espacio dado. Usando el teorema 2.12, se sigue que dos espacios
recubridores de un espacio dado son isomorfos si y solo si determinan la misma
clase de conjugacion de subgrupos del grupo fundamental del espacio base.

A continuacion, probaremos que si el espacio admite recubridor universal,
entonces cada clase de conjugacién de subgrupos del grupo fundamental del espacio
tiene asociada un recubridor. Esto permitira identificar clases de conjugacion de
subgrupos del grupo fundamental con espacios recubridores.

Para alcanzar el objetivo anterior, debemos probar el siguiente resultado pre-
vio.

Lema 3.10. Sea el siguiente diagrama conmutativo de espacios topolégicos y apli-
caciones continuas:
X 2=y

Si (X, p) es espacio recubridor de' Y y (X, q) es espacio recubridor de Z, entonces
(Y,r) es espacio recubridor de Z.
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Demostracion. En primer lugar, r es sobreyectiva pues ¢ = r o p es sobreyectiva
y por hipétesis, se tiene que tanto (Y, 7Ty) como (Z,Tz) son espacios topoldgicos
conexos por caminos y localmente conexos por caminos.

Por otro lado, puede demostrarse que los entornos admisibles en Z para ¢ son
los mismos que para 7. En efecto, sea z € Z y UZ un entorno admisible de z para
q. Sea ahora UY una componente conexa por caminos de r~}(UZ) y veamos que
Tov 2 U Y — UZ es homeomorfismo.

Obsérvese que si UX es una componente conexa por caminos de p~1(UY),
entonces UX es también una componente conexa por caminos de ¢~'(UZ). En
efecto, sea CX C ¢ 1(UY) = p~}(r~}(UY)) conexo por caminos que contiene a
x € UX. Entonces, p(C*) C r~1(UY) es un conexo por caminos en 7~ (UY) que
contiene a p(x) € UY. En consecuencia,

p(C¥)cU”

lo que implica que
CXCp ' (UY)yreCc¥nUY.
Asi,
c* c Ut
Por tanto, por la proposicién 1.9, (UX,p‘UX) es espacio recubridor de UY.
Entonces, el siguiente diagrama es conmutativo

ux Do gy
qk lTIUY
UZ

donde q,x ©8 homeomorfismo y Pyx ©8 sobreyectiva. Asi, como Ty OPux = Qyxs
se deduce que Pyx ©8 inyectiva y, en consecuencia, Pyx €8 homeomorfismo. Por
tanto, Ty también es homeomorfismo, ya que Ty = Qyx © p;x ad

Como para los espacios topologicos conexos, localmente conexos por caminos
y semilocalmente simplemente conexos es posible garantizar la existencia de su
espacio recubridor universal, el teorema siguiente permite establecer la clasificacion

buscada en dichos espacios.

Teorema 3.11. Sea (X, T) un espacio topoldgico y v € X . Si ()~(,p) es el espacio
recubridor universal de X y C una clase de conjugacion de subgrupos de m (X, ),

entonces existen (Y, q) espacio recubridor de X ey € q~*(x) tal que q.5(m (Y, 7)) €
C.

Demostracion. Al tener que ()? ,p) es el espacio recubridor universal de X, por el
teorema 3.4, A(X, p) es isomorfo a 7 (X, z). De hecho, si 7 € p~'(z), denotaremos
por Z : m (X, z) — A(X,p) el isomorfismo dado por

Z([e]) = Pl
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donde @[y € A()N( ,p) esta caracterizada por el hecho que
('0[0‘] (%) - 5(1)7

con & el levantamiento a X del lazo opuesto @ a a con condicién inicial a(0) =7.

Asi, si G € C es claro que Z(G) es un subgrupo de A()Z',p). Ahora, por la
proposiciéon 2.30, A()? p) actia propia y discontinuamente sobre X y, en conse-
cuencia, Z(G) también. De esta manera, por el teorema 2.31, (X T) es un espacio
recubridor regular de X /Z(G) e Z(G) = A(X,7), donde 7 : X — X/ A(X, ) es

la proyeccién candnica.
Ahora, definimos Y el espacio cociente X /A(X 7) y la siguiente correspon-
dencia

q: Y > X
[7] = q([7]) == p(T')

que estd bien definida pues A(X,7) = Z(G) es un subgrupo de A(X, p).
Asi, hemos obtenido el siguiente diagrama conmutativo

y, usando el lema 3.10, deducimos que (17 q) es espacio recubridor de X.
Finalmente, si ¥ = 7(7) probaremos que

G = gy(m(Y, 7))

0, equivalentemente, que
Z(G) = Z(g(m (Y, 9)) € AX, p). (3.1)

Ahora, ya que X es el recubridor universal de Y entonces, usando de nuevo
el teorema 3.4, tenemos un isomorfismo

7:m(Y,9) = AX, 1) =Z(G)
dado por B
Z([8]) = @js), para [8] € m (Y, ),

donde @5 € A(X,7) estd determinado por la condicién

Zia)(¥) = B(1)

con {3 la elevacién a X de 3 con condicién inicial 5(0) = 7.
Por otra parte,

Z(q([61)) = Z([g 0 B]) = @igon)-
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Asi, como la elevacion de go 5 a X es 3, resulta que

Plaos (1) = B(1)

y, en consecuencia,
P18l = Plaosl
lo que prueba 3.1. O

A continuacién, usando el teorema 2.12 y el teorema 3.11, deducimos el re-
sultado final de este trabajo.

Teorema 3.12. (Teorema de clasificacion de los espacios recubridores).
Sea (X, T) un espacio topoldgico conexo, localmente conexo por caminos y semi-
localmente simplemente conexo. Si v € X, entonces existe una correspondencia
biyectiva entre las clases de espacios recubridores de X y las clases de conjugacion
de subgrupos de m (X, x).

Atendiendo a este teorema, es posible determinar todos los espacios recubri-
dores de un espacio dado.

Ejemplo 3.13. En el ejemplo 3.6, se demostré que 7 (RP?) es isomorfo a Z,. Asi,
solo hay dos clases de conjugacién de subgrupos de 7 (RP?) posibles. Una debe
ser isomorfa a Zy y la otra a {[0]2}. Por lo que si p es la proyeccién presentada en
el ejemplo 3.6, se concluye que (RP? idgp2) v (S2,p) son, salvo isomorfismos de
recubridores, los tnicos espacios recubridores de RP?.

Obsérvese que cada espacio recubridor de un espacio X esta recubierto por el
universal y las aplicaciones recubridoras intermedias pueden construirse mediante
cocientes por acciones de grupos adecuadas.

Ejemplo 3.14. Atendiendo a lo expuesto en el capitulo 1, estd claro que R? es el
espacio total del recubridor universal de T?, es decir, el toro de dimensién 2. A
la proyeccién recubridora asociada la denotaremos por p. Ademas, se sabe que el
grupo fundamental 71 (T?) es isomorfo a Z x Z y por tanto, el grupo de automor-
fismos

A(sz p) = {Sam,n}m,ne%

donde para cada m, n € Z,

Omn R? — R?
(2,y) = @mn(z,y) = (x+m,y+n),

para cada (z,y) € R

Ahora, construiremos un espacio recubridor de T?. Para ello, consideremos el
subgrupo 2Z x 3Z de Z x Z cuyo grupo de automorfismos asociado es {@a 31}k 1z
que llamaremos H.

Se puede demostrar que cada punto de R? mediante la relacién ~p es equi-
valente a un punto de
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{(z,y) eR*|0<2<2,0<y<3}

que es homeomorfo al espacio de 6rbita de H, R?/H. Este tiltimo consiste en el re-
cubridor construido y su proyecciéon recubridora asociada se consigue “pegando”las
aristas izquierda y derecha, y la superior con la inferior del rectangulo anterior con
la direccién que se indica en la figura 3.1, obteniendo asi el toro de 2 dimensiones.

y R v
— - &&=
X
z X
Figura 3.1. Obtencion del nuevo recubridor del toro de dimensién 2

Como ultimo ejemplo del trabajo, presentaremos un espacio topoldgico com-
pacto con grupo fundamental no abeliano: la famosa variedad de Kodaira-Thurston.
Esta fue el primer ejemplo de una variedad compacta simpléctica, la cual por ra-
zones topoldgicas, no admite estructuras Kahler (para més detalles, véase [12]).

Se trata de un espacio topolégico con una descripcion bastante simple, pero
con propiedades geométricas y topoldgicas muy interesantes.

Ejemplo 3.15. (La variedad de Kodaira-Thurston y algunos recubridores).
En R* consideramos la estructura de grupo algebraico con multiplicacién definida
como sigue

(x,y,2,t) - (20, 2 )y = (e + 2/ y+ oy, 2+ 2 +ay t + 1)

para (z,y, z,t), (¢/,y, 2/, t'), € RL

R* con la operacién anterior es un grupo de Lie conexo, simplemente conexo
no abeliano y nilpotente (véase [1]).

Ahora, es facil probar que Z* = Z x Z x Z x Z es un subgrupo de R* con la
multiplicaciéon anterior. Denotaremos por G a tal subgrupo. Entonces, G induce
de forma natural un subgrupo de Homeom(R*) como sigue

G — Homeom(R"), (m,n,p,q) € G = Qimnpq € Homeom(R")
donde
Pmnpa) (@Y, 21) = (2,y,2,1) - (m,n,p,q) = (£ +m,y +n,z2+p+nz,t+q)

para (z,y, z,t) € R%

La accién de G sobre R*, como un subgrupo de Homeom(R?), es propia y
discontinua. Asi, usando el teorema 2.31, deducimos que R* es el espacio total del
recubridor universal del espacio cociente

KT =R*/G.

Ademas, por el teorema 3.4, el grupo fundamental de KT, 7 (KT), es iso-
morfo a G.
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KT esla variedad de Kodaira-Thurston. Es el espacio total de una fibra-
cién sobre el toro T? con fibra T? (véase [12]) y por tanto, un espacio compacto.
A continuacion, describiremos algunos recubridores de KT'. Para ello, consi-
deraremos algunos subgrupos de 71 (KT') y entonces, usaremos el teorema 3.12.
En efecto, es facil ver que

H ={0} XZXZXZ, Hb=7x {0} X Z X Z
son subgrupos abelianos de GG. Asi, los espacios cocientes
)’Zl - R4/Hl, )’2—2 - R4/H2

son espacios recubridores de la variedad de Kodaira-Thurston K'I" con proyecciones
candnicas B B
p12X1—>KT, p22X2—>KT.

También, es sencillo probar que H; y H; no son subgrupos conjugados de
G = m(KT). Por tanto, X; y Xs no son isomorfos como espacios recubridores de
KT.

Sin embargo, se puede ver facilmente que

Xi¥RxTy Xo 2 S' xR x T?,

donde T? = S x Sy T? = S* x S' x S*, son el toro de dimensién 2 y 3, respecti-
vamente. En consecuencia, X; y X, son homeomorfos como espacios topolégicos.
El siguiente diagrama conmutativo

X =R*
q1 q2
p
X; =R xT? X, =S x R x T?
x /
KT

ilustra la situacién. Aqui, ¢; y g2 son las proyecciones canénicas (recubridoras) de
R* sobre R x T3 y S* x R x T?, respectivamente.



Conclusiones y algunas lineas de investigacion
actuales relacionadas con el tépico

En este trabajo, se ha realizado una introduccion al estudio de los espacios
recubridores de un espacio topoldgico.

En particular, se ha probado la existencia y unicidad del espacio recubridor
universal X para un espacio topolégico X conexo, localmente conexo por caminos
y semilocalmente simplemente conexo. La propiedad esencial que distingue a X
del resto de los recubridores, es su cardcter simplemente conexo y el hecho que X
recubre al resto de los recubridores. También, se han clasificado los recubridores
de X (salvo isomorfismos) en términos de las clases de conjugacién de subgrupos
del grupo fundamental de X.

Esta claro entonces, que el estudio de los espacios recubridores de X esta
estrechamente relacionado con el estudio del grupo fundamental de X.

Por otra parte, es de sobra conocido que, el grupo fundamental de X es un
invariante homotépico y, por tanto, puede ser usado para distinguir y clasificar es-
pacios topologicos. Esta idea ha sido ampliamente usada en diferentes direcciones
y, en particular, en el estudio de ciertos espacios topologicos como, por ejemplo, las
variedades compactas Kéhler (véase [3]). Estas son variedades complejas (en con-
secuencia, de dimensién par) dotadas de una estructura riemanniana compatible,
en un adecuado sentido, con la estructura compleja. El espacio proyectivo complejo
de dimensiéon compleja n o los toros de dimensién par son ejemplos distinguidos
de variedades compactas Kahler.

Recientemente, las investigaciones anteriores se estan tratando de extender a
ciertos analogos, en dimensién impar, de las variedades Kahler y algunos resultados
interesantes han sido probados en esta direccién.
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Apéndice Relacién de conjugaciéon en grupos y
G-espacios

A.1. Subgrupos conjugados de un grupo

Una de las estrategias mas recurridas en matematicas, y mas concretamente
en algebra, a la hora de estudiar un conjunto, consiste en establecer una particion
del mismo a partir de una relacién de equivalencia y estudiar las propiedades de
su conjunto cociente, en general mas sencillo. Una relacién de equivalencia béasica
entre los subgrupos de un grupo es la relaciéon de conjugacion y en esta primera
parte del apéndice, presentaremos algunos resultados acerca de esta.

Definicién A.1. (Subgrupos conjugados).
Sean G un grupo y Hy, Hy subgrupos de G. Decimos que Hy, Hy son subgrupos
conjugados de G si existe g € G tal que Hy = g~ Hyg.

Es facil probar que la relacion anterior es de equivalencia.

Proposicion A.2. 50 G es un grupo, entonces la relacion “ser subgrupos conju-
gados de G es una relacion de equivalencia en el conjunto formado por todos los
subgrupos de G.

Las clases de equivalencia que resultan de la relacion de equivalencia estable-
cida en la proposicién A.2, se denominaran clases de conjugacion.

De la definicion A.1, se deduce el siguiente resultado que nos permitird obtener
subgrupos conjugados a uno dado a través de los automorfismos interiores.

Proposiciéon A.3. Si G es un grupo y g € G, entonces:

1) La aplicacion I, : G — G definida por 1,(¢") = g~ '4'g, para cada g’ € G, es
un automorfismo de G.
11) Si H es un subgrupo de G, entonces I1,(H) y H son subgrupos conjugados.

Motivados por el resultado anterior, se introduce la siguiente definicién que
usaremos en la siguiente seccion del apéndice.

Definicién A.4. (Automorfismo interior de un grupo).
Sean G un grupo y g € G. Entonces, la aplicacion I, : G — G dada por

I,(¢") = g '¢'g, para cada ¢ € G,

se denomina automorfismo interior de G inducido por g.
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A.2. G-espacios

La nocién de G-espacio es una de las pocas en matematicas que permite
conectar el algebra abstracta con casi cualquier rama de las matematicas, pues
estd presente en geometria, ecuaciones diferenciales, algebra lineal, etc. En esta
segunda seccion del apéndice, presentaremos algunos resultados y construcciones
bésicas sobre G—espacios (para mdas detalles, véase el apéndice B de [8]).

Definicién A.5. (G—espacio por la derecha o accion de grupo por la
derecha).
Sean E un conjunto y G un grupo. Se dice que E es un G—espacio por la
derecha o que G actia u opera por la derecha sobre E si existe una apli-
cacion
- ExG—FE
(v,9) > - g

que satisface las siguientes propiedades:

1)z 1g =z para todo x € E, donde 1 es el elemento neutro de G.
1) (x-g1) g2 =2x-(g192) para todo x € E y g1,92 € G.

A la aplicacion se le denomina accion por la derecha de G sobre E.

Noétese que si - : E X G — E es una accion por la derecha y g € G entonces
podemos definir la aplicacion

pg: B —E
T pg(x)i=x-9g

Ademas, usando las condiciones 1) y 1I) en la definicién de ¢,, se deduce que

P16 = idg Y g9 = g © Py, DaTa g,9' € G. (A1)

Como consecuencia, se deduce el siguiente resultado.

Corolario A.6. Sea E un G — espacio por la derecha. St g € G, entonces la apli-
cacion @g es biyectiva con inversa pg-1.

Notese que dados x € E'y g € G, si x - g = x esto no implica necesariamente
que g sea el elemento neutro de G.

Definicién A.7. (Accion efectiva de un grupo sobre un conjunto).
Se dice que G opera o actia efectivamente sobre el conjunto E si dado
g € G se tiene que x - g = x para todo x € E si y solo si g = 1¢.

Ahora, introduciremos los isomorfismos entre G—espacios, esto es, las aplica-
ciones G—equivariantes.
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Definicién A.8. (Aplicaciéon G— equivariante entre G—espacios).
Sean Ey y Fy dos G — espacios por la derecha. Se dice que una aplicacion f :
E; — E5 es G — equivariante si para cualesquiera g € G y x € Ey, se tiene que

f(x-g)=f(z)-g.

Definicién A.9. (Isomorfismo de G—espacios y automorfismo de G—espacio).
Sea f : E1 — Ey una aplicacion G—equivariante entre dos G—espacios por la derecha.

S eziste otra aplicacion G—equivariante h : Fy — FEy tal que ho f = idg, vy

foh =1idg,, sedice que f es un isomorfismo de G—espacios por la dere-

cha'l. Si E, = E,, se dice que f es un automorfismo de G—espacio.

Denotaremos por Aut(E) al conjunto de los automorfismos de un G—espacio
E. Estéa claro que Aut(FE) es un grupo con la composicién de aplicaciones.

A continuacién, introduciremos las acciones transitivas y los G—espacios ho-
mogeéneos.

Definicién A.10. (Accién transitiva de un grupo sobre un conjunto o
G —espacios homogéneos).

Sea E un G — espacio por la derecha. Se dice que G opera o actia transiti-
vamente sobre el conjunto E o que E es un G-espacio por la derecha
homogéneo si para todo x,y € E, existe g € G tal que x - g =y.

Ejemplo A.11. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Definimos
G/H:={Hg|g € G},

es decir, el conjunto de todas las clases laterales derechas de H en G. Esté
claro que si todos los elementos de una clase lateral se multiplican por la derecha
por un mismo elemento de G, los elementos resultantes pertenecen a una misma
clase lateral. Asi, se tiene una aplicacion

G/H xG—G/H
(Hg,g')— Hg-g = Hgyg'

que satisface las siguientes propiedades:

» Hg-1g = Hg para todo Hg € G/H.

= (Hg-g1) 92 = (Hg) - g192 para todo Hg € G/H y g1, € G.

» G opera transitivamente sobre el conjunto G/H, pues si Hg,, Hgo € G/H,
entonces

Hg = (Hgo) - (95" 91)-
Por lo tanto, G/H es un G — espacio por la derecha homogéneo.

Un G'—espacio por la derecha homogéneo es isomorfo al conjunto de las clases
laterales derechas en G mddulo un subgrupo de G, llamado el subgrupo de
isotropia.

! La condicién es equivalente a que h sea la inversa de f ya que si y € E2 y g € G, entonces h(y - g) =
hf(x)-g) =h(f(z-g)) =z-g=h(y) g donde x € Ery f(x) =y.
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Definicién A.12. (Subgrupo de isotropia).
Sea E un G — espacio. Si x € E, entonces el subgrupo de isotropia corres-
pondiente a x es el conjunto H, = {g € G | ¢,(x) = x}.

De hecho, usando la definiciéon A.12 y el corolario A.6 se prueba lo siguiente.

Proposiciéon A.13. Sea E un G — espacio. Si v € E, entonces el subgrupo de
1sotropia correspondiente a x es un subgrupo de G.

Ahora, presentamos el resultado anunciado anteriormente.

Proposicién A.14. Sean E un G — espacio por la derecha homogéneo y x € E.
Si H, es el subgrupo de isotropia correspondiente a x, entonces la aplicacion f :
G/H, — FE, definida por f(H,q) = z - g para cada g € G, es isomorfismo de
G — espacios por la derecha.

Nétese que si E es un G—espacio, z € F'y g € G, entonces H,., = g ' H,g
(Relacién de Isotropia).

En un G—espacio homogéneo, los subgrupos de isotropia correspondientes a
dos puntos del espacio son conjugados.

Proposicion A.15. Sean E un G— espacio por la derecha homogéneo yx, x' € E.
St H, y Hy son los subgrupos de isotropia correspondientes a x y x', respectiva-
mente, entonces, H, y H, son subgrupos conjugados.

También, dos grupos de isotropia de un mismo GG—espacio correspondientes
a dos puntos relacionados via automorfismo son iguales.

Proposiciéon A.16. Sean E un G — espacio por la derecha homogéneo, x € E 1y
¢ ' — E un automorfismo de G—espacio. Si H, y Hyy son los subgrupos de
isotropia correspondientes a x y p(x), entonces Hy = Hyy).

Este resultado admite una especie de reciproco.

Proposiciéon A.17. Sean E un G — espacio por la derecha homogéneo yx, y € E.
Si el grupo de isotropia correspondiente a x es el mismo que el correspondiente al
y, entonces existe ¢ : E — E automorfismo tal que p(x) =y.

La accién del grupo de automorfismos de un G—espacio homogéneo sobre el
espacio es libre.

Proposicién A.18. Sean E un G—espacio por la derecha homogéneo y 1, ps dos
automorfismos en E. Si coinciden en un punto, entonces ambos automorfismos son
1guales.

Ahora, usando las proposiciones las proposiciones A.16, A.17 y A.18 deduci-
mos el siguiente resultado.

Proposiciéon A.19. Sea E un G — espacio homogéneo. Si A es un grupo de au-
tomorfismos de E, entonces A es el conjunto total de automorfismos de E si y
solo si para dos puntos cualesquiera x, y € E con el mismo subgrupo de isotropia,
existe un automorfismo ¢ € A tales que ¢(x) = y.
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Ahora, introducimos la definicién del normalizador de un subgrupo de un
grupo.

Definicién A.20. (Normalizador de un grupo).
Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Se denomina el normalizador de H
al subconjunto N(H) de G dado por N(H)={g€ G| gHg™' = H}.

Usando la definicion previa, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion A.21. Sea G un grupo. Si H es un subgrupo de G, entonces:

1) N(H) es un subgrupo de G.

11) N(H) es el mayor subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal.
También se puede probar el siguiente resultado.

Lema A.22. Sea E un G—espacio, x € E y H, el subgrupo de isotropia corres-
pondiente a x. Si g € G, entonces

g € N(H,) y solo st H, = H,., (Relacion de Isotropia).

Finalmente, usando las proposiciones A.16, A.17 y A.18, se puede dar una
descripcion del grupo de los automorfismos de un G—espacio por la derecha ho-
mogéneo en términos del subgrupo de isotropia de un punto del espacio.

Proposiciéon A.23. Sean E un G — espacio homogéneo y x € E. Si H, es el sub-
grupo de isotropia correspondiente a x, entonces N(H,)/H, es isomorfo al grupo
de los automorfismos de E y un isomorfismo ¢ : N(H,)/H, — Aut(FE) es dado
por

¢(ng) = f97 para g € N<Hx)7

donde f, € Aut(E) estd caracterizada por el hecho que

folr) =x-9g
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The aims of the undergraduate project thesis

e The existence and uniqueness of a simply connected covering
space of a topological space X: the universal covering space
of X.

e The classification of the covering spaces of X (up to isomor-
phisms) in terms of the conjugacy classes of subgroups of the
fundamental group of X.

Assumption: All the topological spaces which are considered in
this undergraduate project thesis are path-connected and locally
path-connected.

Fundamental group and covering spaces

Let (X, T) be a topological space and zj € X.
Definition 1: Fundamental group of X at

m(X, zg) = {[a]|la: I =[0,1] — X is a loop based at z(}

[-] is the homotopy class relative to {0, 1}.

Definition 2: Simply connected space
(X, T) is simply connected iff 7| (X, z) is trivial, Vz € X.

Sketch of the proof. It is just an application of the following re-
sult:

lf~()N(1, p1) and (Xz, po) are two covering spaces of X =
(X1,p1) = (Xo,p2) <= V31 € X1, T2 € Xo/p1(F1) = po(T) = @
we have that

~ Do, (m1(Xp, B2)).

Pz, (M1 (X1, 1))
~ is the conjugacy relation.
Theorem 2: (Existence of Universal Cover)

If (X, T) is a semilocally simply connected, connected and lo-
cally path-connected topological space — (X, 7) admits an
universal covering space.

Sketch of the proof. Let = be a point in X. First, we define
)?:{[ Jla:1— Xisapathin X ya(0) =z}
and
p:)?—)X
[o] = p([a]) = o(1) .

Then, in order to prove that X is the universal covering space of
X, we will use the following theorems.

CC000O

Figure 1: S™ is simply connected for n greater than 1.

Definition 3: The group homomorphism induced by a con-

tinuous map between topological spaces
Let f: Z — Y be a continuous map such that f(z)) = yo =

Fezo 2 (2, 20) = (Y, 90)
[a] = fiz(lad) = [f 0 0]
Definition 4: Semilocally simply connected space
(X, T) is semilocally simply connected iff V2 € X, 3U € T

(basic open) such that + € U and each loop in U is null-
homotopic in X.

Definition 5: Covering space X of X

Let p : X — X be a continuous surjective map. ()~(,p) isa
covering space of X iff Vo € X, 3U € T (elementary neigh-
borhood) arcwise-connected such that = € U and

L U-U
is a homeomorphism, where Uis any path-connected compo-
nent of p~1(U).

Definition 6: Homomorphism between (X, p;) and (Xs, p2),

two covering spaces of X

It is a continuous map ¢ : X1 — XQ such that p; = ppo . Itis
said to be an isomorphism iff 3 ¥ : (XQ,])Q) (Xl,pl) homo-
morphism such that p o ¥ = z‘d)?2 andVop= id}i'

Fundamental results of the undergraduate project thesis

Theorem 1: (Uniqueness of Universal Cover)

Let (X, 7) be a topological space. If ()?,p) is a simply con-
nected covering space of X — (X,p) is unique (up to iso-
morphism).
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(a) Path lifting theorem (b) Monodromy theorem

Example. (Lens space L)""!). p.n € N, p > 2, Sszrl the unit
2n + 1-sphere in C"*1, L%"‘H = 52"“/6V GC Homeom(S?"H)

P € G << 3k € {0,1,...,]) — 1}/o(z1, 29, - -, ZT,+1) =
ki v c gt g+l |
e v (21,22, -, 2n41)s V(21,2205 2041) € S¢ = S is
the universal covering space of Lf,”“ and Zj is the fundamental

group.

Theorem 3: (Classification of Covering Spaces)

Let (X, T) be a connected, locally path-connected and semilo-
cally simply connected topological space. If x € X = 3
a bijective map between conjugacy classes of subgroups of
71(X, z) and the covering spaces of X (up to isomorphisms).

Sketch of the proof. If & € X and p(Z) = « then the correspon-
dence

(X,p) is a covering space of X —> p,(m(X,%)) € m(X,z),
induces the bijective map.
Example. (A covering space of K'7' [Kodaira-Thurston mani-
fold]). KT = R*/G, G C Homeom(R*).
BeG < I(mn,pq) € ZB(x,y,2,t) = (x +my+n,z+p+
an,t+q),Y(z,y, 2, t) € R* = R*is the universal covering space
of KT and G is the fundamental group.
H={0}xZxZxZisasubgroupof G = R/H=RxT’isa
covering space of KT
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