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Introduccion

Como se indica en el titulo de esta memoria, nuestro objetivo es estudiar varias
formas de obtener compactificaciones de Hausdorff de un espacio topoldgico (en el
titulo se omitié la palabra “Hausdorff” para simplificar). La memoria es esencial-
mente autocontenida, solo omitimos las demostraciones de varios resultados basicos
de Topologia General que se prueban siempre en la asignatura del grado que con-

tiene esa materia.

Comenzamos esta introduccion definiendo los espacios de Tychonoft y explicando
que, a la vista de nuestro objetivo, no supone ninguna restriccién limitar nuestro
estudio a ese tipo de espacios. Describimos a continuacion el contenido esencial de
la memoria, pero no vamos describiendo por orden los diferentes capitulos de la
memoria. Los capitulos de la memoria se corresponden con el orden légico, cada
capitulo presupone, en parte o en su totalidad, los capitulos precedentes, mientras
que, en esta primera parte de la introduccién hemos preferido que la narracién sea
méas atractiva, aunque tengamos que hacer algunos saltos légicos y repitamos con-
ceptos en algunas ocasiones. Dejamos para el final la descripcién del contenido de

cada capitulo y la mencion de la bibliografia utilizada en cada uno de ellos.

Sea F' un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X, d). Entonces la funcién

g: X —R
r+— d(x, F) = inf{d(z,a) | a € F'}

es continuay F' = {z € X | d(x, A) = 0}. Asi pues, si F es cerradoy = ¢ F, entonces
g(F) ={0} y g(x) # 0. Luego la funcién f : X — R definida por f(y) = g(y)/g(x)
es una funcién continua tal que f(F) = {0} y f(x) = 1. Decimos, coloquialmente
hablando, que la funcion f “separa” el punto x y el cerrado F.

Llamaremos espacios de Tychonoff (o espacios de Hausdorff completamente regula-
res) a los espacios de Hausdorff en los que hay suficientes funciones continuas con

llegada en R para separar los puntos y los cerrados. Acabamos de ver que los espacios
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métricos son de Tychonoff. En virtud del Lema de Uryshon, los espacios compactos
y de Hausdorff también son espacios de Tychonoff. Como el ser de Tychonoff es
una propiedad que heredan los subespacios, concluimos que los subespacios de los
espacios compactos y de Haudorff también son espacios de Tychonoff, y veremos en
el segundo capitulo de esta memoria que lo reciproco también es cierto. Asi pues, los
espacios de Tychonoff son exactamente los subespacios de los espacios compactos y
de Hausdorff.

. Qué entendemos por una compactificacién de un espacio topologico X? Puesto
que nos limitamos a estudiar espacios de Hausdorff, diremos que un espacio com-
pacto y de Hausdorff K es una compactificaciéon de un subespacio X C K, si X es
denso en K, en cuyo caso también decimos que K \ X es el “resto” de la compac-
tificacion, es decir, el conjunto de puntos que se han anadido a X para obtener K.
Asi pues, los espacios que pueden compactificarse (o ser vistos como subespacios de
espacios compactos y de Hausdorff) son exactamente los espacios de Tychonoff. La
recta extendida R es una compactificacién por dos puntos de R o, equivalentemente,
[0, 1] es una compactificacién por dos puntos del intervalo abierto (0, 1). El intervalo
[0, 1] también es una compactificacién de Q N (0, 1), pero en este caso el resto es un
conjunto infinito.

Ahora bien, la mayoria de las compactificaciones no se presentan asi. Cuando deci-
mos que S* C C es la compactificacién por un punto de (0, 1), estamos identificando

el intervalo (0,1) con S\ {1} mediante la aplicacién

0,1) — S!

T — COS2mx + 18In 27x

Esta es la forma habitual en que se presentan las compactificaciones: tenemos un
espacio de Tychonoff X, un espacio compacto y de Hausdorff X y una inmersion
a: X — aX tal que a(X) es denso en aX (la aplicacién « es, por lo tanto,
continua, inyectiva e induce un homeomorfismo entre X y su imagen a(X)). Si
identificamos cada x con a(z), podemos considerar, abusando del lenguaje, que «
es la aplicacién de inclusion.

Obsérvese que, para conseguir una compactificaciéon de X, si tenemos una inmersion

a de X en un espacio compacto y de Hausdorff K, nos basta con definir aX = a(X).

A partir de la inmersion « : X — aX podemos, ciertamente, construir un es-
pacio compacto y de Hausdorff K del que X sea un subespacio denso. Para ello

considerarfamos un conjunto R, disjunto con X y equipotente al resto aX \ a(X),
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y utilizando una biyeccién g : R — aX \ a(X) extenderfamos el homeomorfismo

a entre X y a(X) hasta conseguir una biyeccién
X| R aX)] |(@X \ a(X)) = aX.

Trasladarfamos ahora al espacio X | | R la topologia de a X, tomando como abiertos
de X | | R las imédgenes inversas por a L g de los abiertos de aX. La topologia asi
trasladada induce en el espacio X la topologia que este tenia originalmente y hace
de X | | R un espacio compacto y de Hausdorff del que X es un subespacio denso.
Ahora bien, nunca repetiremos esta construccion (solo pretendiamos dejar claro que
es posible hacerla), pues es mucho més cémodo y eficaz manejar las compactifica-
ciones tal y como se suelen presentar, es decir, como espacios inmersos (de forma

densa) en espacios compactos y de Hausdorff.

Es facil probar, como veremos en 2.22, que la compactificacién de Alexandroff (o
compactificacién por un punto) wX de un espacio localmente compacto y de Haus-
dorff X es la minima compactificaciéon de X, minima en el sentido de que, para cual-
quier otra compactificacién X, existe una aplicacién continua gq, : X — wX
que deja fijos los puntos de X (o tal que ¢, 0 = w, si no hacemos identificaciones).
También existe, para cualquier espacio de Tychonoff X, una maxima compactifica-
cién, es decir, una compactificacion X tal que, para cualquier compactificacion
aX, existe una aplicacién continua ¢z, : BX — aX que deja fijos los puntos de

X. A X sela denomina la compactificacién de Stone-Cech de X.

Hagamos ahora una primera construccién de SX (veremos otras a lo largo de la
memoria). Denotemos por C*(X) al conjunto de todas las funciones continuas y aco-
tadas de X en R. Para cada f € C*(X), sea I; el minimo intervalo cerrado y acotado
de R que contiene a f(X), y consideremos la aplicacién

B:x— [ I

fec*(X)
T (f(x))fec*(X)

Probaremos en 1.33 que la aplicaciéon [ asi definida es una inmersiéon de X en el
espacio compacto y de Hausdorff erc*(X) I;. Basta ahora tomar X = B(X) C
I fecH(X) I+. Decimos que hemos construido SX mediante una inmersién del espacio
X en el “cubo” erC*(X) Iy (lo llamamos “cubo” por tratarse de un producto de
copias del intervalo unidad [0, 1]).

Veremos en 2.7 que cualquier compactificacién de X puede obtenerse sumergiendo

X en un cubo adecuado.
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Hemos comentado anteriormente que los subespacios de los espacios compactos y de
Hausdorff son espacios de Tychonoff. La demostraciéon habitual de lo reciproco se
basa en la construccién anterior, en la que hemos visto que cada espacio de Tychonoff
X es un subespacio del espacio compacto y de Hausdorff 5.X.

Observemos que si el espacio X de partida es compacto, entonces la aplicacion [
antes definida es un homeomorfismo entre X y X = B(X) C erc*(x) I¢, pu-
diendo asi concluir que los espacios compactos y de Hausdorff son precisamente los
subespacios cerrados de los cubos (pues, a partir del Teorema de Tychonoff sobre
el producto de espacios compactos, es inmediato que todo subespacio cerrado de un

cubo es un espacio compacto y de Hausdorff).

Si X es un espacio topoldgico cualquiera, denotaremos por C(X) al anillo de todas
las funciones continuas de X en R con las operaciones definidas “punto a punto”
(C*(X) es un subanillo de C(X)). Sea z € X, y consideremos el epimorfismo de

anillos

C(X)—R
fr— f(z)

El nicleo de este morfismo es el ideal maximal M, = {f € C(X) | f(x) = 0}.
Decimos que un ideal maximal de C(X) es un “ideal maximal fijo” si es de la forma
M, en caso contrario decimos que es un “ideal maximal libre”. Veremos que si M es
cualquier ideal maximal de C(X), entonces el orden parcial de C(X), definido “punto
a punto”, induce un orden total en el cuerpo residual C(X)/M. Si M es un ideal
maximal fijo, entonces el cuerpo residual C(X))/M no es otra cosa que R. Ahora
bien, si M es un ideal maximal libre, entonces el cuerpo residual C(X)/M puede
ser una extensién propia del cuerpo R, en cuyo caso diremos que M es un “ideal
maximal hiperreal | y el cuerpo C(X)/M no sera arquimediano, conteniendo, por
lo tanto, elementos infinitamente grandes asi como elementos no nulos infinitamente
pequenos (o “infinitésimos no nulos”). Llamaremos espacios “realcompactos” (o Q-
espacios, segin Hewitt) a los espacios de Tychonoff X en los que todo ideal maximal

libre de C(X) es un ideal maximal hiperreal.

Dedicamos el quinto capitulo de esta memoria al estudio de los espacios realcom-
pactos. Veremos alli que la clase de los espacios realcompactos es muy extensa. Pro-
baremos que son realcompactos los espacios compactos y de Hausdorff, asi como los
espacios métricos separables. En particular, cualquier subespacio de R™ es realcom-

pacto. Los resultados relativos a espacios realcompactos guardan gran analogia con
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los relativos a espacios compactos y de Hausdorff. Queremos resaltar que, mientras
que los espacios compactos y de Hausdorff son exactamente los subespacios cerrados
de los cubos (o productos de copias del intervalo [0, 1]), los espacios realcompactos
son exactamente los subespacios cerrados de los productos de copias de R (véase el
corolario 5.16). Probaremos también que, para cada espacio de Tychonoff X, existe

un espacio realcompacto vX tal que los anillos C(X) y C(vX) son isomorfos.

Dada la importancia que tienen en nuestra memoria los anillos C(X) y C*(X), ob-
servemos que, desde un punto de vista algebraico, los anillos C*(X) son un caso
particular de anillos C(X), ya que el anillo C*(X) es isomorfo a C(5X). Por otra
parte, para cada espacio topoldgico X, existe un espacio de Tychonoff Y de forma
que los anillos C(X) y C(Y') son isomorfos. Asi pues, si solo pretendiésemos estudiar
propiedades algebraicas de los anillos C(X ), no supondria ninguna restriccién el su-
poner que el espacio X es de Tychonoff. Una tltima simplificacion: si el espacio X
es de Tychonoff, entonces el anillo C(X) es isomorfo al anillo C(vX), luego, para el
estudio de propiedades algebraicas de los anillos C(X), tampoco supondria ninguna

restriccion el limitarnos a considerar espacios realcompactos.

Volvamos a las compactificaciones de un espacio de Tychonoff X. Hemos comentado
anteriormente que la compactificacion de Stone-Cech 5X es la médxima compacti-
ficacién de X y que la compactificacion de Alexandroff wX es la minima compac-
tificacion de un espacio localmente compacto y de Hausdorff X. Seamos ahora un
poco mas precisos. Diremos que dos compactificaciones aX y vX son equivalentes
si existe un homeomorfismo h : X — v.X tal que hoa = . Una vez identificadas
entre si las compactificaciones equivalentes, al conjunto K (X) de todas las compac-
tificaciones de X podemos dotarlo de un orden parcial definiendo a X > v.X si existe
una aplicacién continua g, , : X — vX tal que g, 0o = 7. Obsérvese que la apli-
cacion g, -, si existe, es tnica, ya que X (o a(X), si no realizamos la correspondiente
identificacién) es denso en aX. Veremos en el segundo capitulo de la memoria que
K(X) es un reticulo completo si, y solo si, X es localmente compacto. En general
K(X) no es ni siquiera un reticulo, ahora bien, siempre es un semirreticulo supe-
riormente completo, es decir, existe el extremo superior de cualquier subconjunto
no vacio de K(X). Si X no es localmente compacto, veremos que K (X) no solo no
tiene elemento minimo, sino que, ni siquiera tiene elementos minimales, pues, para

cada compactificacion aX, existe otra compactificacién vX tal que vX < aX.

Los espacios de Hausdorff localmente compactos son también los tinicos espacios
que admiten compactificaciones con resto finito. Es facil probar (véase 2.25) que,

mientras que R puede compactificarse anadiendo uno o dos puntos, si n > 2, en-
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tonces R"™ solo admite una compactificaciéon con resto finito, la compactificacién de
Alexandroff wR™.

Sea X un espacio de Tychonoff y Max(C*(X)) el conjunto de todos los ideales
maximales del anillo C*(X). Dotémos a Max(C*(X)) de la topologia de Zariski (o

topologia de Stone). Para cada = € X, consideremos el epimorfismo de anillos

C'(X)—R

fr— f(z)

El nicleo de este morfismo es el ideal maximal M} = {f € C*(X) | f(z) = 0}. Vere-
mos en el cuarto capitulo que Max(C*(X)) es un espacio compacto y de Hausdorff,
y que la aplicacién

X — Max(C*(X))

x — M
es una inmersion cuya imagen es densa en Max(C*(X)). Luego Max(C*(X)) es una
compactificacién de X, de hecho, Max(C*(X)) = X (hemos identificado compacti-
ficaciones equivalentes).
Si repetimos la construccién anterior, substituyendo Max(C*(X)) por Max(C(X)) y
M por M, ={f €C(X) | f(z) =0}, llegamos a que la aplicaciéon

X — Max(C(X))

z+— M,

es una inmersién cuya imagen es densa en Max(C(X)), resultando que también
Max(C(X)) = BX. En ambos casos decimos que hemos construido X utilizando
ideales maximales de anillos de funciones continuas. Veremos que cada compactifi-
caciéon de X puede obtenerse mediante ideales maximales de un adecuado anillo de

funciones continuas.

Examinemos una tultima forma de construir fX. Para cada f € C(X) sea Z(f) =
f740) ={z € X | f(x) = 0}. Por analogfa con las raices o ceros de un polinomio,
decimos que Z(f) es el conjunto de ceros o “ceroconjunto” de la funcién f. Sea Z(X)
el conjunto de todos los ceroconjuntos en X, es decir, Z(X) ={Z(f) | f € C(X)},
que coincide con {Z(f) | f € C*(X)}.

La aplicacion
Z:C(X) — Z(X)
fr— Z(f)
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es ciertamente sobreyectiva, y llamamos “z-filtros” en X a las imédgenes por Z de
los ideales propios de C(X). Los z-filtros maximales (para la relacién de inclusién)
son denominados “z-ultrafiltros” en X.

Denotemos por Max(Z(X)) al conjunto de todos los z-ultrafiltros en el espacio de

Tychonoff X. La aplicacion

Max(C(X)) — Max(Z(X))
M Z(M) = {Z(f) | | € M}

es biyectiva y permite trasladar a Max(Z(X)) la topologia de Max(C(X)).
Para cada xz € X, sea F, = {Z € Z(X) | v € Z}. Luego F, = Z(M,) y, en

consecuencia, la aplicacion

X — Max(Z(X))

T +— Fy

es también una inmersién cuya imagen es densa en Max(Z(X)). Luego Max(Z (X))
es una compactificaciéon de X. De nuevo, Max(Z (X)) = fX.

Si substituimos Z(X) por el conjunto Z de todos los cerrados de un espacio to-
polégico X que satisface el axioma T, de separacién (normal y de Hausdorff) y
extendemos a Z las nociones de z-filtro y z-filtro maximal, entonces volvemos a
conseguir un espacio compacto y de Hausdorff wzX = Max(Z) junto con una in-
mersion X — wzX, de forma que wzX es, de nuevo, una compactificacién de X

equivalente a 5.X.

. Hasta dénde podemos generalizar la situacion anterior de forma que sigamos ob-
teniendo compactificaciones de X7 La respuesta la encontramos en la teoria de las
“bases normales” de Wallman. Dedicamos el tercer capitulo de la memoria a esta
forma de compactificar. A diferencia de lo que ocurre con los otros dos métodos
generales (inmersién en cubos y espectros maximales de anillos de funciones conti-
nuas), hay compactificaciones que no pueden obtenerse por el método de Wallman
(véase [Ul]).

Hemos visto ya que la compactificacion de Stone-Cech es de tipo Wallman. Son

también de tipo Wallman (véase [CF]):

» La compactificacion de Freudenthal (la maxima compactificaciéon con resto

O-dimensional).

= Las compactificaciones con resto numerable.
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= Las compactificaciones metrizables.

Aunque, como vemos, se conocen varias familias de compactificaciones que son de
tipo Wallman, no sabemos de ningin resultando “contundente” que explique qué

compactificaciones pueden obtenerse por el método de Wallman.

El capitulo 1 sirve como una introduccién a los espacios de Tychonoff, y también
como un recordatorio de algunos conceptos topologicos y ejemplos basicos que ne-
cesitaremos mas adelante. Para elaborarlo, nos hemos apoyado en el libro [Ch] de
Chandler y en el [Wi] de Willard.

En el capitulo 2 definiremos el concepto de compactificaciéon (de Hausdorff) de un es-
pacio topoldgico, presentaremos un primer método para obtener compactificaciones
(la inmersién en cubos), y estudiaremos algunas propiedades del conjunto parcial-
mente ordenado de las compactificaciones de un espacio de Tychonoff, ilustrando
algunas de las ideas con ejemplos. La bibliografia basica de este capitulo es el texto
[Ch] de Chandler, aunque el dltimo ejemplo proviene del articulo [SS] de Steiner y

Steiner.

En el capitulo 3 se presentara el concepto de base normal Z de un espacio to-
polégico X, y de Z-filtro, y después se enunciaran sus propiedades basicas, para
construir una compactificacién de X asociada a Z. Después estudiaremos con mas
detalle el caso en el que Z es la coleccién de los ceroconjuntos de X, y veremos la
relacion que tienen los Z-filtros con los ideales de C(X), para terminar demostrando
que, en este caso particular, la compactificacién que se obtiene es 5X.

Para el estudio de los Z-filtros nos hemos basado en el libro [AS] de Alo y Saphiro y
los apuntes [Iv] de Ivorra, mientras que para el caso particular de los ceroconjuntos
hemos utilizado el método de Chandler ([Ch]).

Los resultados probados en el capitulo 3 hacen razonable pensar que hay una to-
pologia natural en el conjunto de los ideales maximales de C(X) con la que es
homeomorfo al conjunto de los z-ultrafiltros, y con la que es una compactificacion
de X equivalente a la compactificacion de Stone-Cech.

En el capitulo 4, después de presentar esta topologia y demostrar que la topologia
de un espacio X compacto y de Hausdorff estd caracterizada por la estructura de
anillo de C*(X), estudiaremos las diferencias que tienen los anillos C*(X) y C(X),
dando pie a los conceptos centrales del siguiente capitulo.

En lo relativo a los conceptos puramente algebraicos, el texto de referencia ha sido el
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libro [AM] de Atiyah y Macdonald, mientras que para los conceptos més topolégicos

nos hemos apoyado en el texto [GJ] de Gillman y Jerison.

En el capitulo 5 vamos a definir una forma débil de compacidad (la realcompa-
cidad), basada en la “diferencia” que encontramos en el capitulo cuarto entre C(X)
y C*(X), y después vamos a estudiar esta propiedad de una manera completamente
andloga a la que hicimos con la compacidad en el segundo capitulo. Construiremos
realcompactificaciones, demostraremos algunas propiedades que comparten los espa-
cios compactos y los realcompactos, y mostraremos ejemplos de algunas en las que

se diferencian, basdndonos, principalmente, en el texto [GJ] de Gillman y Jerison.
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Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo sirve como una introduccién a los espacios de Tychonoff, que son el
espacio prototipo que se maneja a lo largo de todo el trabajo, y también como un
recordatorio de algunos conceptos topolégicos y ejemplos bésicos que necesitaremos

mas adelante. Para elaborarlo, nos hemos apoyado en el libro de Chandler ([Ch]) y

en el de Willard ([Wi]).

Definicién 1.1. Dado un espacio topoldgico X, se definen los siguientes conjuntos:
C(X)={f:X —R| f es continua}.

C*(X)={f: X — R f es continua y acotada}.

Dada una funciéon f en cualquiera de los dos conjuntos anteriores, definimos:

Z(f) ={x € X | f(z) =0}, el ceroconjunto de f.

Definicién 1.2. Si X es un conjunto cualquiera, denotaremos por P(X) al conjunto
de todos los subconjuntos de X. También utilizaremos, a veces, la palabra coleccién

para referirnos a un conjunto.

Definicién 1.3. Dado un espacio de Hausdorff X, diremos que X es de Tychonoff

si ademas es completamente regular. Es decir, si cumple que, para cada cerrado F

de X y cada punto z € X \ F, existe f € C(X) tal que f(z) ¢ f(F).
Comprobemos que esta definicién es equivalente a la habitual, es decir: dados FF C X

cerradoy x € X \ F, existe g : X — [0, 1] continua tal que g(x) =0y g(F) = {1}.

Demostracion. Es claro que la definicion habitual implica la que acabamos de definir,
puesto que, como F' C X es cerrado y x € X \ F, existe f : X — [0, 1] continua
tal que f(x) =0y f(F) = {1}. Esta misma f cumple que

flx) =0¢ {1} = {1} = f(F),

11
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y por lo tanto el espacio X cumple la propiedad.

Reciprocamente, supongamos que el espacio de Hausdorff X cumple esta propiedad,
y vamos a demostrar que entonces cumple la definiciéon habitual. Sean F' C X un
cerrado, y x € X \ F. Vamos a buscar una funcién g : X — [0, 1] continua y tal
que g(z) =0y g(F) = {1}.

Sabemos que existe f € C(X) tal que f(x) ¢ f(F'). Puesto que f(x) no pertenece a
la adherencia de f(F'), debe existir 6 > 0 tal que (f(z) — 9, f(z) + )N f(F) = 0.
Podemos entonces definir g(y) = min{1, M}

El valor g(y) es claramente menor o igual que 1, y por ser g el minimo entre dos
cantidades no negativas, es no negativa también, luego g : X — [0, 1]. Ademads,
g es composicion de funciones continuas, y por tanto es continua. Por tdltimo, es

claro que g(x) = min{1,0} = 0, y si y € F se cumple que |f(y) — f(x)| >, luego
9(y) =1. 0

En ambos casos diremos, coloquialmente, que la funcién f (o g) separa al punto
x del cerrado F, o que =z y F estan completamente separados (por f o g, segin

corresponda).

Ejemplo 1.4. Todo espacio metrizable es de Tychonoff. En efecto, si d es una
métrica en X, F es un cerrado de (X, d) y  un punto de X \ F, podemos definir la

funcién

fiX —10,1]

d(z,y)
d(z,y) +d(y, F)

Y —

que es continua por ser composicién de continuas (el denominador no se anula nunca
porque = ¢ F), v es claro que se anula en x y vale 1 en el cerrado F', luego x y F

estan completamente separados por f.

Definicién 1.5. Si X es un espacio topoldgico, diremos que un conjunto B de
cerrados de X es una base para los cerrados de la topologia si para cada cerrado
FcX,ycadazxe X\ F,existe BeBtalque FC By z ¢ B.

Se dice que un conjunto S C P(X) forma una subbase para los cerrados de X si el
conjunto de las uniones finitas de elementos de S forma una base para los cerrados
de X. Esto implica que todos los elementos de S son cerrados de X.
Equivalentemente, podriamos haber definido que B es una base para los cerrados de
X si el conjunto formado por los complementarios de los miembros de B es una base
para los abiertos de X, y que S es una subbase para los cerrados de X si el conjunto

formado por los complementarios de los miembros de S forma una subbase para los
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abiertos de X.

Conviene notar que, al igual que una base de abiertos estd caracterizada por el
hecho de que cualquier abierto se puede escribir como unién de abiertos de la base,
una base de cerrados se caracteriza por el hecho de que cualquier cerrado se puede

escribir como interseccion de cerrados de la base.

Lema 1.6. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces X es de Tychonoff si, y solo
si, {Z(f) | f € C*(X)} es una base para los cerrados de X.

Demostracion. Si X es de Tychonoff, dados F' cerrado y x € X \ F, sabemos que
existe una funcién g € C*(X) que cumple que g(z) = 0y g(F) = {1}. Si definimos
f: X — Rpor f(z) =1—g(x), entonces f € C*(X), f(z) =1#0y f(F) = {0},
luego tenemos que x ¢ Z(f) y F C Z(f), luego {Z(f) | f € C*(X)} forma una base
para los cerrados de X.

Por otro lado, si {Z(f) | f € C*(X)} forma una base para los cerrados de X, entonces
dados FF' C X cerradoy x € X \ F, existe f € C*(X) tal que F C Z(f)y « ¢ Z(f),

luego, en particular f(z) ¢ f(F) = {0}, asi que f separa al punto x del cerrado
F. O

Observemos que si X es un espacio de Tychonoff, entonces los conjuntos {Z(f) | f €
C(X)}y{Z(f) | f € C(X)} coinciden. Claramente el segundo estd contenido en

el primero, y si tomamos un conjunto de la forma Z(f), con f € C(X), entonces
Z(f) = Z(min{[f],1}), y min{| f|, 1} € C*(X).

Corolario 1.7. Todo subespacio de un espacio de Tychonoff es de Tychonoff.

Demostracion. Si A C X y X es un espacio de Tychonoff, entonces A es de Hausdorff
por serlo X. Como {Z(f) | f € C*(X)} es una base para los cerrados de X, el
conjunto {Z(f)NA | f € C*(X)} es una base para los cerrados de A. Observemos
que si f € C*(X), entonces Z(f) N A = Z(fla), y fla € C*(A), por lo tanto
{Z(g) | g € C*(A)} es una base para los cerrados de A, y se deduce que A es de
Tychonoff. O]

Definicién 1.8. Si 7 y 7/ son dos topologias sobre un conjunto X, diremos que 7
es més débil que 7' si T C 7.

Dado un conjunto X y un conjunto F = {f; : X — Y;} de aplicaciones definidas
en X, se define en X la topologia débil para F como la que tiene por subbase de
abiertos a la coleccién de los conjuntos de la forma f; ! (U;), donde i € I y U; es un
abierto de Y;. El nombre proviene del hecho de que es la topologia en X mas débil
para la cual todas las aplicaciones f; son continuas. También se dice (Bourbaki) que

es la topologia inicial para las aplicaciones f;.
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Proposicién 1.9. Un espacio de Hausdorff (X, 7) es de Tychonoff si, y solo si, su

topologia es la mds débil que hace continuas a todas las funciones de C*(X, 7).

Demostracion. Empecemos suponiendo que (X, 7) es un espacio de Tychonoff, que
7/ es mas débil que 7, y que toda funcién 7T-continua y acotada es 7'-continua, y
vamos a demostrar que en ese caso también se cumple que 7 es més débil que 7.
Sea F cerrado en 7. Si I' = X, entonces I’ también es cerrado en 7/. En caso
contrario, por ser (X,7) de Tychonoff, para cada x € X \ F, existe una funcién
fz : X — R, que es 7-continua y acotada (y por tanto 7’-continua), que cumple
que z ¢ Z(f.) y F C Z(f.). Por lo tanto, se cumplird que

F= () Z(f)

zeX\F

Asi pues, F' es una interseccion de conjuntos 7'-cerrados, luego 7'-cerrado, como
queriamos demostrar.
Ahora, sea 7’ la topologia mas débil en X para la cual todas las funciones 7-continuas
y acotadas son continuas, y supongamos que esta topologia coincide con 7. Vamos a
probar que entonces el espacio (X, 7) (o, equivalentemente, (X, 7)) es de Tychonoff,
suponiendo que sea de Hausdorff. Para ello, aplicaremos el lema 1.6, por lo que
tratamos de ver que {Z(f)|f € C*(X)} es una base para los cerrados de (X, 7).
El conjunto {(—o0,z] | z € R} U {[z,00) | x € R} es una subbase para los cerrados

de R, y por lo tanto el conjunto S formado por
{re X | f(z)<r},donder e Ry f eC"(X),

junto con

{reX | f(x)>r}, donder e Ry feC*(X),

es una subbase para los cerrados de (X, 7). Veamos que la base de cerrados B ge-
nerada por S es exactamente {Z(f) | f € C*(X)}.

Para empezar, todo conjunto Z(f), con f € C*(X), es un conjunto de B, porque
podemos expresar Z(f) como {x € X | |f|(z) <0} €S CB.

Por ultimo, notemos que un miembro de B es unién finita de elementos de S, por lo
que basta probar que los miembros de S son ceroconjuntos de funciones continuas
y acotadas, y que el conjunto de todos los ceroconjuntos de funciones continuas
y acotadas es cerrado para uniones finitas. En efecto, un conjunto A € S sera, o
bien de la forma {z € X | f(x) < r}, en cuyo caso A = Z(méx{0,f —r}), o
bien de la forma {z € X | f(x) > r}, y entonces A = Z(min{0, f — r}). Ademss,
Uiy Z(f;) = Z(f1f2-.-fn), luego la coleccién de los ceroconjuntos de funciones con-
tinuas y acotadas definidas en X es cerrado para uniones finitas, como queriamos

demostrar. O
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Corolario 1.10. Si X es un espacio de Hausdorff cuya topologia es la mas débil que

hace continuas a las funciones de C’, donde C" C C*(X), entonces X es de Tychonoff.

Demostracion. La topologia que induce C' en X es més débil que la que induce
C*(X), porque C' C C*(X). Por otro lado, la topologia que induce C*(X) es mas
débil que la de X, porque todas las funciones de C*(X) son continuas en X. Como
la topologia de X coincide con la inducida por C’, se deduce que ambos conjuntos

inducen la misma topologia, y por lo tanto X es de Tychonoff. O

Definicién 1.11. Diremos que un espacio de Hausdorff X es T} si ademas es normal,
es decir, si cumple que para cada par de cerrados A y B disjuntos, existen dos abiertos
disjuntos U y V,con ACcUy BCV.

No incluimos la demostracion de este resultado fundamental porque se ha probado

en la asignatura de Topologia.

Teorema 1.12 (Lema de Urysohn). Si X es un espacio Ty y Ay B son dos cerrados

disjuntos de X, entonces existe una funcién continua f : X — [0,1] que cumple

que f(A) = {0}y f(B) = {1}.
Corolario 1.13. Los espacios T4 son de Tychonoff.

Demostracion. Como en un espacio de Hausdorff los conjuntos unipuntuales son
cerrados, si el espacio es ademas normal, podemos aplicar el Lema de Urysohn para

separar puntos de cerrados por funciones continuas. O

Ahora vamos a recordar algunos resultados sobre compacidad que se usan de forma
recurrente a lo largo del trabajo, y que no demostraremos porque se han estudiado

en el grado:

Definicién 1.14. Se dice que un espacio topoldgico X es compacto si, para todo
conjunto de abiertos U que recubra X (es decir, U es un recubrimiento abierto de
X)), existe un subconjunto finito YU’ C U que también recubre X. Esto es equivalente
a que todo conjunto F de cerrados de X con la propiedad de la interseccién finita
(es decir, ningtin subconjunto finito de F tiene interseccion vacia) tiene interseccién

no vacia.

Propiedades 1.15. Sea X un espacio compacto:

(1) Si F' C X es cerrado, entonces F' es compacto.

(2) Si X es subespacio de Y, e Y es un espacio de Hausdorff, entonces X es cerrado
en Y.

(3) Si f: X — Y es continua y sobreyectiva, entonces Y es compacto.
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(4) Si f: X — Y es continua y biyectiva, e Y es un espacio de Hausdorff, entonces

f es un homeomorfismo.
Teorema 1.16. Si X es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces X es T}.
Corolario 1.17. Los espacios compactos y de Hausdorff son de Tychonoff.

Teorema 1.18. Sea X un espacio de Tychonoff, B una base de abiertos de X y B’
la base de cerrados de X formada por los complementarios de los miembros de B.
Son equivalentes:

(1) X es compacto.

(2) Cualquier recubrimiento de X formado por abiertos de B tiene un subrecubri-
miento finito.

(3) Cualquier conjunto de cerrados de B’ con la propiedad de la interseccion finita
tiene interseccién no vacia.

(4) Si M es un ideal maximal del anillo C*(X), entonces existe z € X tal que
f(z) = 0, para toda f € M. Un ideal que cumpla esta propiedad se llama fijo, asf
que podriamos expresar esta condicién diciendo que todo ideal maximal de C*(X)

es fijo.

Demostracion. Vamos a probar la equivalencia entre (2) y (3). La condicién (2)
(todo subconjunto U de B que recubra X tiene un subconjunto finito que recubre
X) equivale a su contrarreciproco, que es “si un subconjunto & de B no tiene un
subconjunto finito que recubra X, entonces U no recubre X”. Si denotamos por U’ al
conjunto formado por los complementarios de los miembros de U, nuestra condicion
se transforma en la condicién (equivalente) “si un subconjunto U’ de B’ no tiene
un subconjunto finito con interseccién vacia, entonces U’ tampoco”. Es decir, todo
subconjunto de B’ con la propiedad de la interseccién finita tiene interseccién no
vacia, que es la condicién (3).

(2) es un caso particular de (1), veamos que también (2)=(1), y por tanto también
son equivalentes. Supongamos que la base de abiertos B cumple la propiedad de
(2), y U es un recubrimiento abierto de X. Entonces, para cada z € X y U € U,
por ser B una base de abiertos, existe V, € B tal que x € V,y C U. Como el
conjunto {V, v | « € X, U € U} es un recubrimiento abierto de X formado por
elementos de B, por hipotesis existen 1, g, ...,x, € X y Uy, Us, ..., U, € U tales que
X = U,V u,, y deducimos que {Uy, Uy, ..., U,} es un subrecubrimiento finito de
U.

(1)=(4). Como X es compacto, C(X) = C*(X), luego una funcién f € C*(X) es una

unidad si, y solo si, Z(f) = (), porque si f no se anula en ningtin punto entonces % estd
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bien definida y es continua, y ademas esta acotada por ser X compacto. Como M es
un ideal maximal, es propio, luego no contiene unidades, y deducimos que Z(f) # 0,
para toda f € M. Ahora, notemos que el conjunto de cerrados {Z(f) | f € M} tiene
la propiedad de la interseccion finita, porque si fi, fa, ..., fn € M, entonces, por ser
M un ideal, también fZ+ fi+...+f2 € M, luego N Z(f;) = Z(f2+ fi+...+f%) # 0,
por ser M un ideal propio. Por lo tanto, por compacidad, {Z(f) | f € M)} tiene
interseccién no vacia y existe x € X tal que para toda f € M, se verifica que
f(x) =0, como querfamos probar.

(4)=-(1). Como sabemos que (3)=(1) y X es un espacio de Tychonoff, basta que
probemos que dado un conjunto {Z(f) | f € C'} (donde C' C C*(X)) con la propiedad
de la interseccién finita, su interseccién es no vacia. Sea I el ideal generado por
C' en C*(X). Notemos que es un ideal propio, porque en caso contrario existirfan
91,92, -, gn € C*(X), f1, fo, ..., fn € C tales que g1f1 + g2fo + ... + gufn = 1, luego
Z(g1fi+gafa+ ...+ gnfn) = 0, mientras que Z (g1 f1 + gafo+ ... + gnfn) D N Z(fi),
que es un conjunto no vacio por hipétesis. Por lo tanto, existe un ideal maximal (que

serd fijo) M D I, y deducimos que

0# () 2(f) c (V2 c ()2

feM fel fec

luego el conjunto {Z(f) | f € C} tiene intersecciéon no vacia, como queriamos

demostrar. O

Definicién 1.19. Se dice que un espacio topolégico X es de Lindelof cuando todo
recubrimiento abierto de X tiene un subrecubrimiento numerable. Esto equivale a
que todo conjunto de cerrados de X con la propiedad de la interseccién numerable
tenga interseccién no vacia.

Claramente un espacio de compacto también es de Lindelof, pero el reciproco no es
cierto. Un ejemplo de espacio de Lindelof es un espacio métrico y separable. Por lo
tanto, todo subespacio de R"™, con n € N, es de Lindelof, pero no es necesariamente

compacto.

Definicién 1.20. Se dice que un espacio topolégico X es pseudocompacto si C(X) =
C*(X). Es claro que un espacio compacto es pseudocompacto, pero veremos un

ejemplo que muestra que el reciproco no es cierto.

Proposicién 1.21. Un espacio topoldgico X secuencialemente compacto (es de-
cir, en el que toda sucesién tenga una subsucesion convergente) es numerablemente
compacto (es decir, todo recubrimiento de X abierto y numerable tiene un subrecu-
brimiento finito). Ademas, todo espacio numerablemente compacto es pseudocom-

pacto.
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Ejemplo 1.22. Vamos a construir un espacio topolégico de Tychonoff, que es pseu-
compacto, pero no compacto (de hecho, ni siquiera es de Lindeldf).

Sea X un conjunto no numerable cualquiera, al que dotamos de un buen orden.
Sea (2 el subconjunto de X formado por los elementos de X cuya seccién inicial es

numerable, es decir:
Q={ae X |[[{BeX|B<a}|<N[}

Notemos que si a € Q y 8 < a, entonces también § € 2. Esto nos permite deducir
que 2 es no numerable. En efecto, si suponemos que €2 es numerable, podemos
denotar por « al minimo elemento de X \  (conjunto no vacio porque X es no
numerable y estamos suponiendo que €2 es numerable), y vamos a ver que o € Q
(lo cual es absurdo). Como a ¢ (), « debe ser una cota superior estricta de €2,
0 en caso contrario seria un elemento de ). Por lo tanto, por la definicién de «,
{eX | B <a}l=1Q,y como estamos suponiendo que €2 es numerable, deducimos
que « € €2, lo cual es absurdo.

Se suele decir que €2 es el menor ordinal no numerable, porque cualquier conjunto
no numerable bien ordenado contiene a una copia de €2, y € contiene copias (como
secciones) de todos los conjuntos bien ordenados y numerables. Vamos a cometer un
abuso de notacion y a redefinir €2 de la siguiente manera:

Llamemos 0 al minimo elemento de §2. Consideramos el siguiente conjunto, ordenado

por contencién:

O ={[0,a) | a € Q}U{Q}

Es claro que hay una biyeccién, que conserva el orden, entre €2 y el conjunto de sus
secciones iniciales (esto es, el subconjunto {[0, @) | a € Q} de Q*). Por eso, a partir
de ahora consideramos a {2 como el subconjunto [0, Q) de Q* (2* es un conjunto bien
ordenado que tiene a €2 como maximo y a () como minimo), que esta bien ordenado
por la inclusién de conjuntos (la desigualdad estricta es la relacién de pertenencia).

Esto nos permite simplificar algunas féormulas, porque si A C Q*, entonces:
min A =NA, supA =UA

Por analogia con los ntimeros naturales, dado o € *, denotamos por o + 1 al
minimo elemento de Q* \ a (conjunto no vacio porque a C Q). De esa manera,
0=0,1=0+1={0},2=1+1={0,1},3=2+1={0,1,2},..., 2*=Q+ 1. En
general, para cada a € Q*, a = [0, a).

Podemos considerar a 2* como un espacio topoldgico con la topologia del orden, y
a {2 como un subespacio suyo. Notemos que la topologia de subespacio de cualquier

intervalo A C Q* (en particular, la de cualquier @ € Q*) es la misma que la topologia
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del orden inducido en A por 2*. Obsérvese también que todos los miembros de €2
son numerables, y que €2 es el iinico miembro de 2* que no es numerable.

El espacio 2 es un abierto denso de Q*, porque Q = [0,9), un abierto de la base
usual de la topologia del orden, y cualquier de abierto de la base de la topologia del
orden en * corta a (). Si probamos que 2* es un espacio compacto y de Hausdorff,
deduciremos que es Ty, luego €2 sera un espacio de Tychonoff y localmente compacto,
por ser un abierto de €2*.

En efecto, dados dos puntos distintos a y 5 de €2*, podemos suponer sin pérdida de
generalidad, que a < 3, es decir, « +1 < 3. Por lo tanto, [0,a+1) y (a+ 1,] son
dos entornos disjuntos de a y [ respectivamente.

Para probar que 2* es compacto, vamos a probar que, de hecho, todos los conjuntos
de la forma v+ 1 = [0,7], con v € Q* son compactos. Tomemos un recubrimiento
U de v + 1 formado por abiertos de la base usual de la topologia del orden, que

recordamos que es:

B={[0,a) |eey+1}U{(a,f) [a,fev+1}U{(a,7] | €y +1}.

Como U es un recubrimiento de y+1, entonces v € |JU, luego debe haber un abierto
Up € U de la forma (o, 7], con oy € y. De nuevo, por ser U un recubrimiento, debe
ser ag € [JU, luego tiene que haber un abierto U; € U tal que ag € U;. El abierto Uy
puede ser de la forma [0, 4], con oy > vy, de la forma (g, 1), con a; < g < 31, 0
de la forma (aq, 7], con oy < . En el primer caso, {Up, U1} es un subrecubrimiento
finito de U. En el segundo y tercer caso, podemos repetir el proceso, y encontrar un
abierto Us de U que contenga a «q. Pero, si repetimos este proceso, en algin punto
debemos estar ante el primer caso, pues de lo contrario encontrariamos una sucesion
(an)2, de elementos de v+ 1 estrictamente decreciente, en contra de que v+ 1 esta
bien ordenado. Se deduce que U tiene un subrecubrimiento finito, por lo que v+ 1
es un espacio compacto.

Ahora vamos a ver que () es pseudocompacto, pero no es de Lindelof.

El espacio € no es de Lindelof, porque vamos a demostrar que i = {a | « € Q} es un
recubrimiento abierto de €2 que no admite ningiin subrecubrimiento numerable. En

efecto, si admitiera un subrecubrimiento {a, | n € N}, entonces serfa Q = |, .y s

neN
uniéon numerable de conjuntos numerables, en contra de que §2 es no numerable.
Para demostrar que ) es pseudocompacto, vamos a demostrar que es secuencial-
mente compacto, y aplicaremos la proposicién anterior.

En efecto, si (o), es una sucesion de puntos de €2, entonces estéd acotada supe-
riormente (en 2), porque en caso contrario seria (en %), Q = sup{a,, | n € N} =

U,en @ns que es una unién numerable de conjuntos numerables, en contra de que
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2 es no numerable. Por lo tanto, (o), tiene subsucesién convergente, porque es
una sucesion acotada.

Deducimos, por lo tanto, que €2 es un espacio de Tychonoff, localmente compacto
y secuencialmente compacto (luego numerablemente compacto y pseudocompacto),

pero que no es de Lindelof, luego no es compacto. [

Como en la asignatura de topologia del grado solo estudiamos el producto finito de

espacios topoldgicos, vamos a probar algunos resultados de la teoria general:

Definicién 1.23. Supongamos que tenemos una familia {X;};c; de espacios to-

poldgicos. Se define su producto cartesiano por:

HX" ={f:1— UXi | para todo j € I, se verifica que f(j) € X;}
iel iel
Aunque los elementos de ], ; X; sean aplicaciones, los denotaremos como si fueran

“vectores”, es decir, (z;);es representa a la aplicacién:

:c:[—>UXi
i€l

Para un indice j € I, denotaremos por m; a la aplicacién de proyeccién sobre el

j-ésimo factor:

T HXZ — Xj
i€l

(l’i)iel — Z;

Podemos considerar a [ [, ; X; como un espacio topoldgico con la topologia mas débil
que hace continuas a todas las proyecciones, la que llamaremos topologia producto.
Es decir, la que tiene como subbase de abiertos a los conjuntos de la forma 7; (Uj;),
donde i € I y U; es un abierto de X;. Llamaremos base usual de la topologia producto
a la que genera esta subbase, es decir, a la formada por los conjuntos de la forma:

T (Uyy) N (Us) NN (U,

11

donde cada U;; es un abierto de X, .
Por 1ltimo, si X; = X, para todo i € I, denotaremos a [ [,.; X; por X!, por analogia

con el producto finito.

Proposicién 1.24. Una aplicacién f: X — [],.; X; es continua si, y solo si, para

iel
todo j € I la aplicacién 7; o f es continua.
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Demostracion. Por la definicién de la topologia producto en [[._; X;, si f es continua

iel
entonces todas las aplicaciones ;o f son continuas por ser composicién de continuas.
Reciprocamente, si todas las aplicaciones 7; o f son continuas, entonces dado un

conjunto 7Tj_1(Uj) de la subbase de abiertos usual de [[,.; X;, su contraimagen por

f es un abierto: f_l(ﬂj_l(Uj)) = (fom) HU;). O

Definicién 1.25. Si J C I, denotamos por 7; a la proyeccion:

WJZHXZ‘—>HX]‘

iel jed

(zi)ier — (25)jes

Proposiciéon 1.26. Las proyecciones m;, con J C I, son aplicaciones continuas y

abiertas.

Demostracion. Para la continuidad aplicamos la proposicion 1.24. Dado z € X =
[Lic; Xi, se tiene que 7j(m;(x)) = 7;((21)ies) = m;(x), y como m; es continua por
definicién, deducimos que 7; es continua.

Para ver que 7; es abierta, vamos a probar que envia conjuntos de una base de
abiertos en conjuntos abiertos. Esto es suficiente porque las aplicaciones respetan
las uniones de conjuntos. Sea pues U = My_; 7, '(U;,) un abierto de la base usual de

la topologia producto de X, y denotemos por H al conjunto finito {iy, s, ..., %, }:

m;(U) = 7Tj(l_[ Us; X HXz) = (H Ui) X (HXz) = m m  (Us),

ieH icl icJ ieJ icJ
i¢H i€eH i¢H i€eH
siendo este ltimo conjunto abierto por ser interseccién finita de abiertos. O

Proposicion 1.27. El producto de espacios de Tychonoff es de Tychonoff.

Demostracion. Veamos primero que el producto de espacios de Hausdorff es de Haus-
dorft:

Sean x e y dos puntos distintos del espacio [ [,.; X;, producto de espacios de Haus-
dorff. Por ser los dos puntos distintos, debe existir ¢ € I tal que x; # y;. Por ser
el espacio X; de Hausdorff, existen dos abiertos disjuntos U;, V; que contienen a x;
e y;, respectivamente. Entonces los conjuntos 7; '(U;) y m; '(Vi) son dos abiertos
disjuntos de []

Ahora, para finalizar la prueba, tomemos a € X =[]

X; que contienen a x e y, respectivamente.

X;, v F un cerrado de X
que no contenga al punto a. Podemos tomar un entorno U de a que no corte a F', y
U;, donde

U; = Xj, salvo para iy, ia, ..., in, €n cuyo caso U;; es un abierto cualquiera de X, .

i€l

el

que sea un miembro de la base usual de abiertos de X, es decir, U = [,
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Por ser cada espacio X; de Tychonoff, para cada j € {1,2...,n} existe una funcién
fi+ Xi, — [0,1] tal que f(a;;) =1y f(Xy, \ Us,) = {0}. La funcién

f: X —10,1]
f(@) ¥ fi(mi, (2)) fo(miy (2).. fu (i, (2)

es continua por ser producto de funciones continuas, se anula fuera de U (luego en

particular se anula en F'), y vale 1 en a, como queriamos. O

Definicién 1.28. Sea X un conjunto y P una coleccién de subconjuntos de X.
Diremos que P es de cardcter finito si ) € P y, dado un conjunto A C X, A

pertenece a P si, y solo si, todo subconjunto finito de A pertenece a P.

Teorema 1.29 (Lema de Tukey). Sea X un conjunto, P una coleccién de sub-
conjuntos de X de cardcter finito y A € P. Entonces existe un conjunto B que es
maximal (respecto al orden dado en P(X) por la inclusién) entre los que cumplen
que Be Py ACB.

Demostracion. Si el conjunto ordenado (por la inclusién) I' = {H € X | H €
Py A C H} cumple las hipdtesis del Lema de Zorn, entonces tendra un elemento
maximal, y habremos probado lo que queremos.

Para empezar, notemos que I' # (), porque A € T.

Ahora, sea T'= {H; | i € I} un subconjunto de I' totalmente ordenado y no vacio.
Veamos que tiene una cota superior. El conjunto H = UT contiene a todos los
elementos de T, luego si H € I' habremos terminado.

Como para todo i, A C H;, también A C H. Por otro lado, para probar que H € P,
como P es de caracter finito, basta probar que, dado un subconjunto finito D de H,
D pertenece a P. Para cada d € D, existe H;, tal que d € H;,. Como D es finito
y T esta totalmente ordenado, algin H;, contendra a todos los demas, y podemos
afirmar que D es un subconjunto finito de H;, € P, luego D € P. Como P es de
caracter finito, deducimos que H € P. O

Teorema 1.30 (de Tychonoff). El producto de espacios topolégicos compactos es

compacto.

Demostracion. Tomemos un conjunto F de cerrados de X = [[,.; X; (producto de
espacios compactos) con la propiedad de la interseccién finita. Puesto que el con-
junto de todas las colecciones de subconjuntos de X que tienen la propiedad de la
interseccién finita es de cardcter finito (un conjunto tiene la propiedad de la inter-

seccién finita si, y solo si, la tiene todo subconjunto finito suyo, y el vacio tiene la
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propiedad de la interseccién finita, porque su interserccién es todo X)), por el Lema
de Tukey podemos tomar una colecciéon de subconjuntos B que sea maximal entre
las que tienen la propiedad de la interseccién finita y contienen a JF. Si B tiene
interseccién no vacia, lo mismo le ocurrird a F, ya que esta contenido en B.

Antes de continuar con la demostraciéon, vamos a probar dos propiedades que se
deducen de la maximalidad de B:

(1) Si A, B € B, entonces AN B € B.

(2) Si A C X corta a todo conjunto de B, entonces A € B.

Demostracion. En ambos casos se trata de una reduccion al absurdo, vamos a supo-
ner que no se cumple la propiedad, y entonces aumentaremos la coleccion B a otra
B’ que contendrd estrictamente a B (y por lo tanto a F) y tendra la propiedad de
la interseccién finita, en contra de que B es maximal:

(1) Supongamos que existen A, B € B tales que AN B ¢ B. Definimos B’ =
BU{AnN B}. Veamos que B’ tiene la propiedad de la interseccién finita. En efecto,
si A1, As, ..., A, € B, entonces:

QAiD (DlAi)ﬂAmB

Y el dltimo conjunto es no vacio por ser una interseccién finita de elementos de B.
(2) Utilizando el mismo argumento que en el apartado anterior, dado un conjunto
A que corte a todo elemento de B pero no esté en B, la coleccién B = BU {A}
contiene a B y tiene la propiedad de la interseccion finita.

Prosiguiendo con la prueba, se trata de encontrar un punto x € NB. Para ello,
notemos que para cada i € I, el conjunto de cerrados {m;(B) | B € B} tiene la
propiedad de la interseccion finita, porque si Bi, Bo, ..., B, € B entonces, como

tienen interseccién no vacia, se deduce que:

ne

ﬂ DWanj)%Wi(w):@

Por lo tanto, como cada X; es compacto, existe z; € ({{m:(B) | B € B}. Vamos a
definir = (z;);er, y probaremos que = € () B.

Si U; es un entorno de x; entonces, para cualquier B € B, como z; € m), se
cumple que U; N m;(B) # (). Tomando contraimégenes por la aplicacién m; a ambos
' (U;)) N B # (), para todo B € B. De la

lados de la ecuacién, deducimos que 7;
propiedad (2) se sigue que 7; ' (U;) € B, y de (1) deducimos que toda interseccién
finita de conjuntos de esta forma también estd en B.

Al ser las intersecciones finitas de conjuntos de esta forma una base de la topologia
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de X, deducimos que para todo U entorno de x, y B € B se cumple que U N B # ),

luego x € B, como queriamos demostrar. O

Definicién 1.31. Sea F = {f; : X — Y, | ¢ € I} un conjunto de aplicaciones
definidas en X. Diremos que JF separa puntos si para cada par de puntos distintos
z,y de X existe f € F tal que f(z) # f(y). Andlogamente, diremos que F separa
puntos de cerrados si, para cada cerrado F' C X y cada punto x € X \ F, existe

f € Ftal que f(x) ¢ f(F). Definimos la aplicacién de evaluacién asociada a F por:

e]::X—>HYi

T (fl(x))zel

Definicién 1.32. Sea f : X — Y una aplicaciéon continua entre dos espacios

topoldgicos. Se dice que f es una inmersion si induce un homeomorfismo

X — f(X)

z+— f(x)
cuando restringimos el conjunto de llegada a f(X).

Teorema 1.33. Sea F = {f; : X — Y; | ¢ € I} un conjunto de aplicaciones
definidas en X. Se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Si todas las aplicaciones de F son continuas, entonces ex también lo es.

(2) Si F separa puntos, entonces er es inyectiva.

(3) Si F separa puntos de cerrados, entonces ex : X — ex(X) es abierta.

(4) Si todas las aplicaciones de F son continuas, y al menos una de ellas es una

inmersion, entonces e también es una inmersion.

Demostracion. (1) Aplicando la proposicién 1.24, como para todo i se cumple que
m; o er = f; (aplicacién continua por hipdtesis), deducimos que ex es continua.

(2) Sean z e y dos puntos distintos de X. Para probar que tienen imagenes distintas
por la aplicacién er notemos que, como F separa puntos, existe f; € F tal que
fi(z) # fiy), luego ex(z) y ex(y) tienen, al menos, la componente i-ésima distinta,
y por tanto son dos puntos distintos.

(3) Sea U C X un abierto de X, veamos que ex(U) es un abierto de ex(X), probando
que es entorno de todos sus puntos. Tomamos un punto genérico de la forma ex(x),
con x € U, y como F separa puntos de cerrados, existe un i € I tal que fi(z) ¢

fi(X\ U). Por tanto, si definimos:

V=t (Y B D))
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Obtenemos un abierto de [ |

al absurdo, que si ex(p) € V', entonces p € U. En efecto, si no fuera asi, podriamos

;1 Xi que contiene a e (). Veamos ahora, por reduccion
tomar un p ¢ U tal que ex(p) € V. Por la primera condicién deducimos que f;(p) €
fi(X\U), pero por la segunda condicién y la definicién de V sabemos que 7;(ex(p)) =
filp) € Y; \ﬂ(X—\U), lo que es absurdo. Por lo tanto, también se cumplird que si
er(p) € V, entonces ex(p) € ex(U). Deducimos que V N ex(X) es un entorno de
er(x) (en el espacio ex(X)) contenido en ex(U), como queriamos demostrar.

(4) Supongamos que f € F es una inmersién, y vamos a demostrar que F separa
puntos y separa puntos de cerrados, y entonces deduciremos de las propiedades
anteriores que es una aplicacién inyectiva y abierta sobre su imagen, y por lo tanto
una inmersion.

Como f es una inmersion, en particular es inyectiva, asi que si x e y son dos puntos
distintos de X entonces f(z) # f(y), y se deduce que F separa puntos.

Sean ahora F' C X un cerradoy x € X \ F. Como f es una inmersién, respeta las

clausuras relativas a f(X), por lo tanto f(z) ¢ clyx)(f(F)) = f(X) N f(F). Como

f(z) € f(X), se deduce que f(z) ¢ f(F), luego F separa puntos de cerrados. ]

Definicién 1.34. Sea A C Xy f: A — Y una aplicacién continua. Sig: X — Y

es continua y g4 = f diremos que g es una extension (continua) de f (a X).

Proposicion 1.35. Una aplicacién con llegada en un espacio de Hausdorff y definida

en un subespacio denso de un espacio topoldgico tiene, a lo sumo, una extension.

Demostracion. Si una aplicacion definida en un denso tuviera dos extensiones, di-
gamos f y g, entonces el conjunto de puntos donde ambas coinciden es un cerrado
que contiene a un denso, luego se trata del espacio total.

m

Teorema 1.36. Sea X un espacio de Hausdorff. Si f : X — Y es continuay D C X
es un denso de X tal que f|p es una inmersién, entonces f(X \ D) C Y\ f(D).

Demostracion. Supongamos, por reduccién al absurdo, que existen x € X \ D, y
d € D tales que f(x) = f(d). Entonces, por ser X de Hausdorff podemos tomar un
entorno V' de d que sea cerrado y no contenga a x. Entonces f(VND)=UnN f(D),
para algun abierto U de Y.

Si H es un entorno de « que no corta a V', entonces, como corta a D (por densidad)
y flp es un homeomorfismo, tenemos que f(H) no puede estar contenido en U.
Puesto que todo entorno de x contiene a uno que no corta a V', se deduce que f no

es continua en x, lo cual es absurdo. O
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Definicién 1.37. Si A C X es tal que toda f € C(A) tiene una extension a X,
diremos que A estd C-sumergido en X. Andlogamente, si toda f € C*(A) tiene una

extensién a X, diremos que A esta C*-sumergido en X.



Capitulo 2

Compactificaciones: inmersion en

cubos

En este capitulo todos los espacios involucrados se supondran de Tychonoff (pues,
como veremos, son exactamente los espacios que pueden compactificarse), y las apli-
caciones seran todas continuas, a no ser que se especifique lo contrario.

Definiremos el concepto de compactificacién (de Hausdorff) de un espacio topol6gi-
co, presentaremos un primer método para obtener compactificaciones (la inmersién
en cubos), y estudiaremos algunas propiedades bésicas del conjunto parcialmente
ordenado de las compactificaciones de un espacio de Tychonoff, ilustrando algunas
de las ideas con ejemplos. La bibliografia bésica de este capitulo es el texto [Ch] de

Chandler, aunque el ltimo ejemplo proviene del articulo [SS] de Steiner y Steiner.

Definicién 2.1. Una compactificacién (de Hausdorff) de X es un par (o, aX) (que
normalmente denotaremos tan solo por aX, abusando de la notacién) donde aX
es un espacio compacto (y de Hausdorff) y o : X — aX es una inmersién tal
que a(X) es denso en aX. Como X y «a(X) son homeomorfos, normalmente los
trataremos como si fueran el mismo espacio, y en ese caso « pasa a ser la aplicacién
de inclusion.

Al conjunto X \ X se le llama el resto de la compactificacion o X.
Ejemplo 2.2. Vamos a dar algunos ejemplos sencillos de compactificaciones:

= El espacio 2%, del ejemplo 1.22, es una compactificacion de €2, cuyo resto es el

conjunto {Q}.

27
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= Podemos considerar la aplicacién

fi:R—S!
20 2% -1
o (Fri)
que es la inversa de la proyeccién estereografica de la circunferencia unidad
(salvo el polo norte) en la recta real. Es sencillo demostrar que f; es una
inmersioén, luego (f1,S') es una compactificacion de R.
Se puede hacer una construccion analoga para conseguir una compactificacion
(fn,S™) de R™. Observamos que el resto de la compactificacién f,,n > 1, es

siempre unipuntual (el polo norte).

Como la topologia en R es la del orden, tenemos una inclusion
i:R— RU{+00,—0}
T

donde el segundo conjunto tiene la topologia del orden, y es homeomorfo a
[0,1]. Por lo tanto (i, R U {400, —0c0}) es una compactificaciéon de R. En este
caso el resto es el conjunto {400, —00}.

Puesto que R es homeomorfo a (0,1) (y el homeomorfismo se puede tomar de
manera que conserve el orden), esto es equivalente a decir que (¢, [0, 1]) es una

compactificacién de (0,1).

Si PR denota al espacio proyectivo real de dimension n, y [zg, 21, ..., Z,] son las
coordenadas homogéneas del punto {A(xg, x1,...,z,) | A € R\ {0}}, podemos

definir la inmersién:
fR" — Py
(21, T2y ooy ) — [1, 21, Ta, ooy )

Sabemos que P} es compacto porque es homeomorfo a un cociente de S”, y no
es dificil probar que es de Hausdorff, asi que (f,P{) es una compactificacién de

R™, y el resto es un hiperplano del infinito, el conjunto {[zg, z1, ..., x,] | xo = 0}.

Ahora vamos a construir un espacio X y una compactificacion de X cuyo resto
tenga exactamente n puntos, para un n € N arbitrario. Consideramos, en el
plano complejo C, para cada k € {1,2,...,n}, el segmento de recta Ry que une
el origen con el punto 627”%7 pero que no contiene a este tltimo. Si definimos
X = U}_, Ry, entonces X no es compacto (porque no es cerrado) pero, como
es acotado, su adherencia en C también lo es, por lo que nos proporciona una

compactificacién de X, cuyo resto es el conjunto {e*™n | k € {1,2,...,n}}.
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Definicién 2.3. Dadas dos compactificaciones aX y 7X de X, diremos que aX >
~vX si existe una (Unica, por densidad) aplicacién continua f : aX — 7X que

cumpla que f o a = . Es decir, que haga el siguiente diagrama conmutativo:

aX > v X

Como ya hemos comentado, a veces no distinguiremos entre X y su imagen dentro
de una compactificacién. Esto justifica que, coloquialmente, a veces diremos que f
deja fijos los puntos de X.

Si la aplicacion f es ademas homeomorfismo diremos que las dos compactificaciones

son equivalentes, y lo denotaremos por aX ~ vX

Lema 2.4. Dos compactificaciones aX y vX de X son equivalentes si, y solo si,
aX >vX yvX > aX.

Demostracion. Si aX =~ v.X, entonces existe un homeomorfismo h : a X — v.X tal
que hoa =, y por lo tanto aX > vX. Ademds, como h es homeomorfismo, h~?
también lo es, y h~t oy = , luego vX > aX.

Reciprocamente, supongamos que aX > vX y vX > aX. Entonces existen dos
aplicaciones f, g que hacen conmutativo el diagrama:

!
aX T T aX
g

X

Notemos que v = foa = fogo~y, y como v es una inmersiéon deducimos que
(fog)|x = Idx,y andlogamente (g o f)|x = Idx. Entonces, fog es una extensién
de Idy, y lo mismo ocurre para g o f. Por la unicidad de la extensién, deducimos
que fy g son inversas la una de la otra. Como ambas son continuas, se tiene que f

es un homeomorfismo, como queriamos demostrar. O

Definicién 2.5. Si F C C*(X) es un conjunto de funciones que separa puntos de
cerrados (luego también separa puntos por ser X de Hausdorff), entonces el teorema
1.33 nos asegura que la aplicacion

6]:IX—>HIf
feF

z— (f(2)er
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(donde Iy = [y, wyl, af es el infimo de los valores que toma f, y wy es el supremo)
es una inmersién. Por lo tanto, como por el teorema de Tychonoff [] feF Iy es un

compacto, el par
(6]:, 6]:X = 6]:(X)>

es una compactificacién de X, que denotaremos por exX.

Proposiciéon 2.6. Un espacio topolégico X admite alguna compactificacion si, y

solo si, es de Tychonoff.

Demostracion. Si X admite una compactificaciéon Y, entonces Y es compacto y de
Hausdorff, luego es de Tychonoff, y el corolario 1.7 nos dice que X es de Tychonoff
por ser un subespacio de un espacio de Tychonoff.

Por otro lado, si X es de Tychonoff, entonces C*(X') separa puntos de cerrados, luego

determina a la compactificacion ec-(x)X de X. ]

Teorema 2.7. Para cualquier compactificacién aX de X, existe un conjunto F C
C*(X) tal que aX ~ exrX.

Demostracion. Definamos:
F=C,={feC(X)| f tiene una extensién a aX}.

Vamos a empezar probando que F separa puntos de cerrados, y asi sabremos que
determina una compactificacién de X.

Si FFC X escerradoy x € X \ F, como X es un subespacio de aX, existe un
cerrado K C aX tal que FF = KN X. Como = ¢ F, entonces x ¢ K, y por ser
aX de Tychonoff, existe una funcién f € C*(aX) tal que f(z) ¢ f(K). Entonces
la funcién f|x : X — R es continua, acotada, ciertamente estd en F, y ademés
flx(x) ¢ f]x(F), como querfamos demostrar.

Ahora veamos que aX ~ erX. Para ello, dada f € F, f¢ denotard a la tnica

extension de f a aX, y definimos la aplicacion
h:aX — H If
ferF

v (f*(2)) jer

Dada f € F, se tiene que my o h = f, luego, por el teorema 1.24, h es continua.

Ademas

hoa(z) = (f*(a(z))) rer = (f(z))rer = ex(z).
Esto justifica que h(aX) = h(a(X) C h(a(X)) = ex(X) = exX, luego podemos
considerar que, de hecho, h : X — ex X, y por lo tanto aX > exX. Si probamos
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que h es homeomorfismo habremos acabado.

La aplicacién h es inyectiva, porque si h(x) = h(y), entonces para toda f € F, se
verifica que f(z) = f(y), luego, como F separa puntos, debe ser x = y.

La aplicacién h es sobre, porque como h(aX) = h(a(X)) D h(a(X)) = ex(X), h es
continua y aX es compacto, tenemos que h(aX) es un subespacio compacto (luego
cerrado) de exX que contiene a ex(X), luego debe coincidir con exX.

Con todo esto hemos probado que h es una aplicaciéon continua, biyectiva, que parte
de un espacio compacto y llega a un espacio de Hausdorff, luego es un homeomor-

fismo, como queriamos demostrar. O

Definicién 2.8. Dado un espacio topoldgico X, si en la coleccion de todos las
conjuntos de funciones continuas y acotadas de X que separan puntos de cerrados
consideramos la relacion de equivalencia F ~ F' < er X ~ ex X, podemos definir
el conjunto cociente

~ {F cC*(X) | F separa puntos de cerrados}

~Y

K(X)

Se puede interpretar a K (X) como el “conjunto” de todas las compactificaciones de
X (habiendo identificado compactificaciones equivalentes). Esto tiene sentido porque
cualquier conjunto de funciones continuas y acotadas de X que separe puntos de
cerrados determina una compactificaciéon de X, y cualquier compactificacion de X
es equivalente a una dada por un conjunto de funciones continuas y acotadas que
separa puntos de cerrados.

Podemos definir una relacién de orden en K (X) dada por [F|. < [F|lo < erX >
erX.

Teorema 2.9 (de Lubben). Todo conjunto no vacio de compactificaciones {o; X | i €

I} € K(X) tiene supremo respecto del orden <.
Demostracion. Definimos la aplicaciéon

e:X—)HaiX
iel

T —— (Ozi(l‘))ie]

que, por ser sus componentes inmersiones, es una inmersién (teorema 1.33). Por lo

tanto, e determina una compactificaciéon eX = e(X). Veamos que es el supremo de
Para demostrar que es una cota superior sea, para cada j € I, f; : eX — ;X la

restriccion a eX de la proyeccién j-ésima. Aplicando las definiciones, tenemos que

file(@) = fi((@ul@))ier) = as(x).
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luego, para todo j € I, se verifica que eX > «;X.

Para ver que es de hecho el supremo, supongamos que X € K(X) es tal que para
cada i € [ existe g; : 7YX — «; X tal que g; 0oy = «;, y vamos a probar que entonces
vX > eX. Sea:

fiaX — JJex

il

p > (9i(p))ier

Se trata de una aplicacion continua, puesto que sus componentes son continuas, y

ademas

F6@) = (60:@)) = (@a(@)er = e(a),

i€l

luego f oy = e, lo cual prueba que

J(6X) = £ (3(X)) € FOX)) = e(X) = eX,
por lo tanto vX > eX, como queriamos demostrar. O

Corolario 2.10. K(X) tiene un maximo, que denotaremos por $X, la compactifi-
cacion de Stone-Cech de X.

Recordamos que, dada una compactificaciéon aX € K(X), denotamos por C, al

conjunto de funciones continuas y acotadas que determina a aX. Es decir,
Co ={f €C*(X) | f tiene una extensiéon a aX}.

De manera que, como ya demostramos, aX ~ ec, X.

Teorema 2.11. Si F C G C C*(X) son dos conjuntos de funciones que separan
puntos de cerrados entonces exrX < egX. Ademds, dadas dos compactificaciones

aX y vX, se cumple que aX < vX si, y solo si C, C C,,.

Demostracion. Denotemos por ¢ a la restriccion a eg X de la proyeccion:

WfiHIg—)H[f

geg feF

que es continua por ser la restriccién de una aplicacion continua. Ademaés se cumple

que
0leg(®)) = 6((9(@))eg) = (9(x))ger = ex(a).

Por lo tanto, eg X > exX y por lo tanto, vX > aX, siempre que C, C C,,.
Reciprocamente, si vX > aX, entonces existe ¢ : yX — aX tal que govy = a. Si
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f tiene una extension f* a aX, entonces vamos a ver que f® o q es la extension de
f a~X. En efecto,

(f*oq)oy=froa=f
Y por lo tanto C, C C,,. n

Teorema 2.12. La compactificacién de Stone-Cech de X es equivalente a ec«(x)X.
En consecuencia, X esta C*-sumergido en SX y, por el teorema anterior, X es la

unica compactificacién de X en la que este estda C*-sumergido.

Demostracion. Por definicién, 83X > ec-(x)X. Por otro lado, Cs C C*(X), luego por

el teorema anterior también X < ec(x)X, y por el lema 2.4 son equivalentes. [

Corolario 2.13. Un espacio de Hausdorft es compacto si, y solo si, es homeomorfo

a un subespacio cerrado de un cubo [0, 1]?, para un conjunto de indices I adecuado.

Demostracién. Si X es compacto, entonces X = X = ec+(x)X, que es un subespa-
cio cerrado de [] coe(y) If. Como cada Iy es homeomorfo a [0, 1], se deduce que X
es homeomorfo a un subespacio cerrado de [0, 1)¢" 9.

Reciprocamente, si X es un subespacio cerrado de [0, 1]! entonces, por el teorema

de Tychonoff, X es un cerrado de un compacto, luego X es compacto. O

Ejemplo 2.14 ([Ch], 4.12). Ya comentamos que el espacio Q* (ejemplo 1.22) es una
compactificacion de 2. Vamos a demostrar que, de hecho, 2 estd C*-sumergido en
Q*, para deducir que Q* = (€.

Demostracion. Vamos a probar una condicién més fuerte: toda funcion continua y
acotada (o, equivalentemente, continua, puesto que 2 es pseudocompacto) de 2 es
constante a partir de un cierto punto. Es decir, para cada f € C(Q2), existen a € Q
y r € R tal que si 8 > «, entonces f(5) = r. Esto nos permite extender a la funcién
f a Q* definiendo f(Q2) =r.

Sea f € C(Q). Para cada o € Q, denotamos por S(o) al intervalo [0, {2). Obsérvese
que S(o) es un conjunto no numerable bien ordenado, y cualquier seccién suya (esto
es, cualquier intervalo [0, ), con 0 < a < §2) es numerable. Deducimos que S(0)
es un conjunto ordenado isomorfo a 2, luego en particular, como la topologia de
subespacio de S(o) coincide con la del orden inducido, S(o) es homeomorfo a 2. Lo
que tratamos de probar es que existe un a € €2 tal que f|g@) es constante.

Como S(o) es homeomorfo a €2, que es numerablemente compacto, f(S(o)) también
es numerablemente compacto, luego compacto (por ser métrico), luego cerrado en R.
Por lo tanto, el conjunto de cerrados {f(S(0)) | o € 2} de f(€2) (un compacto) tiene

interseccién no vacia, pues tiene la propiedad de la interseccién finita. Sea r € R un
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punto de esta interseccion.

El conjunto H = f~1(r) es un cerrado de Q y, como corta a cada S(c), no es acotado
en Q. Para cada n € N, el conjunto K,, = f~'(R\ (r — £,r + 1)) es un cerrado de
2 que no corta a H. Eso implica que K, debe ser acotado, pues si no lo fuera, y
tomaramos dos sucesiones estrictamente crecientes (o), de puntos de H y (5x)52,
de puntos de K, entonces el punto v = Ugey max{ay, O} seria adherente tanto a
H como a K,, y como ambos son cerrados, eso implicaria que no son disjuntos.

Se deduce que, para cada n € N, existe un «, € € que es cota superior de K,.
Definimos a = (Upenoy,) 4 1, y vamos a ver que f|gn) = 7. En efecto, sea 8 > «,
entonces 5 > «,, para todo n € N, luego § ¢ K, para ningiin n € N, luego 5 € H,

asi que f(5) = r, como queriamos demostrar. ]

Definicién 2.15. Sea aX € K(X) ysea {f; : X — Y; | i € I} un conjunto
de aplicaciones continuas, donde cada Y; es compacto. Como « es una inmersion,
también lo serd la aplicacién de evaluacion cx asociada al conjunto F = {a}U{f; | i €

I}, que tiene llegada en el espacio compacto aX x [],.;Y;. Por lo tanto, en estas

condiciones, cxX = cx(X) es una compactificacién de X.
Maés adelante veremos un ejemplo sencillo de aplicacién de la construccion anterior.

Teorema 2.16. Sea aX € K(X)y {fi : X — Y; | i € I} un conjunto de apli-
caciones continuas, donde cada Y; es un espacio compacto. Si definimos el conjunto

F ={a}U{fi | ¢ € I}, entonces podemos extender cada f; a crX, y ademds
C]:X > aX.

Demostracion. Sea [} la restriccion a czX de la proyeccion sobre Y. Se trata de una
aplicacion continua por ser la restriccion de una que es continua, y es la extension

a crX de f; porque

fi(er(@) = mi (@), (i) o) = fi@)

Anélogamente, si o* denota a la restriccion a cxX de la proyecciéon sobre aX,
entonces
o (ex(2)) = ma(al2), (@) ., ) = ala),

y concluimos que cxX > aX. O

Corolario 2.17. Si f: X — Y es continua e Y es compacto, entonces f se puede
extender a SX.

Demostracion. Por el teorema anterior, f se puede extender a cgz 5} X. Como X >
cip,;3X por definicién, y se da la desigualdad contraria por el teorema anterior,

ambas compactificaciones deben coincidir, y por tanto f se puede extender a X. [
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Teorema 2.18. La compactificacion de Stone-Cech esta caracterizada por la pro-

piedad anterior.

Demostracion. Supongamos que aX € K(X) es tal que toda aplicacién de X en un
espacio compacto se puede extender a aX. Entonces, en particular, toda funcion de
C*(X) se puede extender a o X, luego C,, = C*(X), y por el teorema 2.12, se deduce
que aX = pBX. O

Teorema 2.19. Si aX > 7.X, entonces vX es homeomorfo a un espacio cociente
de aX.

Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que aX = ec, X vy
7X = ec,X. En este caso, sabemos por la demostracion del teorema 2.11 que la
aplicacion f dada por la restriccion a aX de la proyeccién ¢, es continua y tal
que foa = . Ademas, por ser X compacto y 7X de Hausdorff, es una aplicacion
cerrada, y como X es denso en v.X, debe ser sobreyectiva, luego es una aplicacion

cociente, y eso nos garantiza que existe un tinico homeomorfismo:

h:aX/R— X

(2] — f(x)

donde R es la relacién de equivalencia que tiene como clases a las fibras f~*(y), con
y € vX. O

Teorema 2.20. Un conjunto {a;X | i € I} C K(X) tiene infimo si, y solo si,

NierCl, separa puntos de cerrados.

Demostracion. Para empezar, si existe X = inf{a; X | i € I}, entonces, por el
teorema 2.11, C, C C,, para todo 7 € I, luego C,, C N;e;C,,, y como C,, separa
puntos de cerrados, también lo hard N;e;Cy,.

Reciprocamente, si C' = N;c;C,, separa puntos de cerrados, entonces por el teorema
2.11, para todo i se cumple que ;X > ecX, luego ec X es una cota inferior de
{a; X |1 € I}, veamos que de hecho es el infimo. Si aX € K(X) es tal que aX < ;X
para todo i, entonces C, C C,, para todo 7, y en consecuencia C, C C, luego
ecX > aX. Por lo tanto, ec X es el infimo de {o;X | i € I}, como queriamos

demostrar. O

Teorema 2.21 (de Lubben). Cada subconjunto de K(X) tiene infimo si, y solo si,

X es localmente compacto.
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Demostracion. Primero vamos a demostrar que si X no es localmente compacto,
entonces K (X) no tiene una cota inferior, y por tanto no tendrd un infimo. Méds
concretamente, dada aX € K(X), buscamos C' C C*(X) tal que ec X < aX.

Como X no es localmente compacto, aX \ X no puede ser cerrado en aX, porque
de ser asi, X seria un abierto de X, que es localmente compacto, y entonces X
serfa localmente compacto. Por lo tanto aX \ X no puede ser unipuntual, y existen

dos puntos distintos z1, x5 de X \ X. Podemos definir:

C={feCyl| fz1) = f*(22)}

Vamos a probar ahora que C separa puntos de cerrados de X, y por lo tanto deter-
mina una compactificacién de X. Sea F' un cerrado de X y € X \ F'. Por ser X un
subespacio de a X, existe G C aX cerrado tal que F' = GN X. Notemos que = ¢ G,
luego, como aX es de Tychonoff, existe una funcién g : «X — R tal que g(x) =0

y 9(GU{x1,22}) = {1}. Si definimos f = g|x, f es una funcién continua de X en

R,y 0= f(z) ¢ {1} = f(F). Ademés, f* = g, luego 1 = f*(x1) = f*(x2), asi que
f € C, lo que queriamos demostrar.

Como C' C C,, por el teorema 2.11, e X < aX. Por lo tanto, para probar que no son
iguales, si aplicamos de nuevo el teorema 2.11, basta encontrar una funcién h € C,
que no pueda extenderse a ec X . Para ello, tomemos una funcién h* : o X — R tal
que h*(x1) # h*(z2) (que existe porque aX es de Tychonoff). Vamos a identificar a
aX con ec, X, y recordemos el siguiente hecho general: si y es un punto de un es-

pacio producto [],.; X;, entonces y = (m;(y))icr. Ahora supongamos, por reduccién

iel
al absurdo, que h tiene una extensiéon h¢ a ecX. En ese caso, tenemos el diagrama

conmutativo
T,
ec, X < > ecX

N

X
@ C

h b h

R

Por lo tanto, debe cumplirse que h® = h®omg. Pero esto es absurdo, porque h®(x1) #

h*(zxs), mientras que, por la definicién de C,

h¢ o mo(z1) = he (Wc(fa(fl)feca)> = hC((fa(xl)feC)) = hC((fa(%)feC))

— ¢ (wc(fa(xg)feca)) — 1 o mo(x2).
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Ahora supongamos que X es localmente compacto, y vamos a buscar un subconjunto
C' de C*(X) que separe puntos de cerrados y que esté contenido en cualquier C,, para
aX € K(X). Silo conseguimos, cualquier interseccién N;e;C,, contendra a C', y por
tanto separara puntos de cerrados. El teorema anterior nos permite deducir que todo
subconjunto de K (X) tendrd un infimo.

Definimos, pues:
C ={f €C*(X) | para todo € > 0 existe K C X compacto tal que f(K) C (—¢,¢)}.

Para ver que C' separa puntos de cerrados, tomamos F' C X cerradoy z € X \ F. Por
ser X de Tychonoff y localmente compacto, podemos tomar un entorno compacto
K de z que no corte a F. Entonces, existird f : X — [0,1] tal que f(z) =1y
F(X\ K) = {0}. La funcién f separa al punto z del cerrado F, y dado & > 0, se
verifica que f(X \ K) = {0} C (—¢,¢), luego f € C.

Por ultimo, si aX € K(X) veamos que C C C,. Dada una funcién f € C, la
podemos extender a una funcién f* : aX — R por 0, y vamos a probar que la
funcion resultante es continua.

La funcién f¢ es continua en todos los puntos de X, porque X es un abierto de aX
(porque X es un subespacio denso y localmente compacto del espacio de Hausdorff
aX),y fYx =1

Por otro lado, si p € aX \ X, dado € > 0, por ser f € C, existe un compacto
K C X tal que f(X \ K) C (—¢,¢). Entonces, aX \ K es un entorno de p, y como
faX\X) = {0}, se deduce que f*(X\K) C (—¢,¢), y por lo tanto f* es continua
en p. O

Definicién 2.22. Si X es localmente compacto, denotaremos por wX al minimo
elemento de K(X), que también llamaremos la compactificacién de Alexandroff, o
compactificacién por un punto de X. Esto es porque, por la prueba del teorema
anterior, si X \ X tiene mas de un punto, entonces hay una compactificacién de X
menor que aX, por lo tanto wX \ X debe ser unipuntual. Habitualmente llamaremos

oo al unico punto de wX \ X.
Recordamos ahora un resultado conocido sobre la topologia de wX.

Proposicion 2.23. Los abiertos de wX son exactamente los conjuntos que cumplen
una de las siguientes propiedades:
(1) Son abiertos de X.

(2) Son complementarios de compactos contenidos en X.

Demostracion. Como X es abierto en wX (por ser el complementario de un conjunto

unipuntual, luego cerrado), los conjuntos de tipo (1) son abiertos en wX. Por otro
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lado, un compacto de X es cerrado en wX, luego su complementario sera abierto, y
deducimos que los conjuntos de tipo (2) también son abiertos.

Reciprocamente, tomemos un abierto A C wX y veamos que debe ser de tipo (1)
o de tipo (2). Si A C X, entonces A es de tipo (1), por ser el corte con X de un
abierto de wX. En caso contrario, si co € A, entonces wX \ A es un cerrado (luego

compacto) contenido en X, y A es su complementario, luego A es de tipo (2). O
Proposicién 2.24. Si aX € K(X) y aX \ X = {p} entonces aX ~ wX.

Demostracion. Por definicién de wX, sabemos que wX < aX, y por lo tanto existe
una aplicacién continua y sobreyectiva (teorema 2.19) f : X — wX que coincide
con la identidad en X. Por lo tanto debe ser f(p) = oo, asi que f es una apli-
cacion continua y biyectiva entre espacios compactos y de Hausdorff ;| luego es un

homeomorfismo (que deja fijos a los puntos de X), y se deduce que aX ~wX. O

Proposiciéon 2.25. Si n > 1, entonces la unica compactificaciéon de R™ con resto

finito es wR™.

Demostracion. Basta que probemos que R™ no admite una compactificacién cuyo
resto tenga dos puntos, pues si aR" es una compactificacién de R™ cuyo resto es
finito y tiene mas de dos puntos, podemos construir una compactificacién de R™ cuyo
resto tiene dos puntos, identificando mediante una relacién de equivalencia todos los
puntos de aR™ \ R™ salvo uno.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que R” tiene una compactificacién aR" =
R™U{p, q}. Como aR™ es un espacio de Hausdorff, podemos encontrar dos abiertos

disjuntos G} y G4 de aR™ que contengan a p y ¢ respectivamente. Si definimos
G, :RHOGQ :G,l\{p}7
G, =R"NGy =G\ {q},

entonces K es el complementario de un abierto de aR", luego es compacto. Sin
embargo, K U (G; no puede ser compacto, pues si lo fuera seria cerrado en aR", y
entonces G5 U {p} (su complementario), serfa abierto, y entonces el conjunto uni-
puntual {p} = G| N (G, U {p}) también serfa abierto por ser interseccién de dos
abiertos. Como {p} es cerrado porque aR" es de Hausdorff, esto implicaria que p es
un punto aislado de aR™, luego no puede ser adherente a R™, en contra de que R"
es denso en aR™. Andlogamente se prueba que K U G5 no puede ser compacto.

Si recopilamos lo que hemos probado, tenemos que R" = K U G; U Gy (unién dis-

junta), K es compacto, pero K UG y K UG5 no lo son. Por lo tanto, K es acotado
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y (1, G5 no pueden serlo. Tomemos una bola B C R™ que contenga a K, y que no
podra contener ni a G ni a Go, luego podemos tomar también dos puntos g; € G1\ B
y g2 € Gy \ B. Ambos puntos estdn en R™ \ B, que, como n > 1, es un conjunto

conexo por arcos. Sea f : [0,1] — R™\ B una curva biyectiva que una los puntos
g1y g2 Sea
A={tel0,1]| f([0,t]) C G1}.

Como A no es vacio (0 € A), podemos definir p = sup A.

Hemos llegado a una contradiccién, porque vamos a demostrar que f(p) es un punto
de R™ que no estd en K, ni en GG, ni en G, en contra de que R = K UG; UG5, En
efecto, f(p) no puede estar en K porque no esta en B. Tampoco puede ser f(p) € Gy,
porque entonces, como (7 es un abierto, y f es una inmersion, existe € > 0 tal que
f([0,p 4+ €]) C Gy, en contra de que p = sup A. Andlogamente, tampoco puede ser
f(p) € Go, porque entonces existe € > 0 tal que f([0,p — ¢]) C Ga, asi que p no

puede ser el supremo de A. O

Teorema 2.26. Sea X un espacio localmente compacto, aX € K(X)y {f; : X —
Y, | i € I} un conjunto de aplicaciones continuas, donde los Y; son compactos.
Entonces se cumple que la compactificacién cxX asociada a F = {a} U{f; | i € I}
es la minima a la cual se pueden extender todas las f; de manera continua si, y solo
si, aX = wX.

Demostracion. Supongamos que aX = wX, y sea vX € K(X) tal que todas las
fi admiten extensién f; a vX. Veamos que entonces vX > c¢xX. Como vX >
wX, sabemos que existe una tnica aplicacién continua (que restringida a X es la
Y; de

evaluacién asociada al conjunto {{f} U{f; | i € I}}. Entonces, se cumple que:

identidad) f : vX — wX. Definimos la aplicacién g : vX — wX x [[.o;

g(v(@) = (FO@), (@) o) = (@), (@) o, ) = ex(@)

Esto justifica que la aplicacion g se puede considerar con llegada en cxX y que
goy =cr, luego vX > crX.

Reciprocamente, supongamos que aX > wX, y vamos a encontrar una compactifica-
cién que sea menor estrictamente que cxX y a la que podamos extender de manera
continua todas las f;. En concreto, vamos a probar que si G = {{w}U{f; | i € I}},
entonces cxX > cgX, porque en ese caso, por el teorema 2.16 todas las f; tendran
extension a cgX y habremos probado lo que queremos.

Primero, si f : aX — wX denota a la aplicacién continua que deja fijos a los



40 CAPITULO 2. COMPACTIFICACIONES: INMERSION EN CUBOS

puntos de X, entonces se define

g:crX — cgX

(z,y) — (f(2),v)

La aplicacion g es continua por tener componentes continuas, y ademés cumple que
gocr = cg. Por lo tanto g : cx X — cgX es la aplicacién continua que deja fijos a
los puntos de X, lo que nos permite deducir que cxX > cgX. Para ver que de hecho
son dos compactificaciones distintas probaremos, por reduccién al absurdo, que g no
es un homeomorfismo.

Sean p; y py dos puntos distintos de X \ X (que existen porque aX > wX) y
T : crX —> aX la restriccién a czX de la primera proyeccién. Como 7, es
sobre y deja fijos a los puntos de X, podemos tomar dos puntos (distintos) q;,gs €
crX \ X tales que mo(q1) = p1 ¥ Ta(q2) = p2. Como estamos suponiendo que g
es un homeomorfismo, g(q1) # g(g2), vy puesto que la segunda componente de g es
la identidad, los puntos ¢(q1) y ¢(q2) de cgX \ X tendrdn la primera componente
distinta. Aplicamos el teorema 1.36, a la restriccién a cg X de la primera proyeccion
Tt cgX — wX, y se deduce que m,(cgX \ X) C wX \ X. Por lo tanto, 7,(g(q1))
y 7w(g(ga)) son dos puntos distintos de wX \ X, lo cual es absurdo. Por lo tanto g

no puede ser homeomorfismo, tal y como queriamos demostrar. O

Ejemplo 2.27. Supongamos que X es un espacio localmente compacto y de Haus-
dorff, pero no compacto, y que K es un espacio compacto y de Hausdorff. Si tenemos
una aplicacion continua f : X — K, tal que para todo compacto C' C X se cumple
que f(X\C) es denso en K, entonces la compactificacién ¢z X asociada a F = {w, f}

verifica que cxX \ X (el resto de la compactificacién) es homeomorfo a K.

Demostracion. Notemos que czX no es otra cosa que la adherencia (en wX x K)

del grafo de f, es decir

crX = G(f) ={(z, f(z)) [ 2 € X}

y la inmersién cz es la aplicacién que envia a cada x en (z, f(x)) € G(f).

Puesto que K es de Hausdorff, G(f) es un cerrado de X x K, asi que G(f)\ G(f) C
{oo} x K. Asi pues, todo se reduce a probar que G(f) \ G(f) = {00} x K, y esto
ultimo, como veremos, es consecuencia de la condicion de densidad impuesta a f.

Sea k € K. Veamos que (co,k) € G(f). Tomamos, pues un abierto de la base
usual de la topologia producto que contenga a (0o, k). Este abierto sera de la forma
(wX \ C) x U, donde C es un compacto de X y U un abierto de K que contiene

a k. Como f(X \ C) es denso en K, existe un z € X \ C tal que f(z) € U, luego
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(z, f(z)) € G(f)N((wX \C) xU), y se deduce que (00, k) € G(f), como querfamos

demostrar. O

Un caso concreto de la situacion anterior se obtiene cuando X = (0,1}, K = [—1, 1]
y f(z) = sin(2). Eso nos proporciona una compactificacion de (0, 1] con resto ho-

meomorfo a [—1, 1].
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Capitulo 3

El método de Wallman-Frink

El método de inmersion en cubos es muy tutil, pues nos permite obtener todas
las compactificaciones de un espacio de Tychonoff, pero tiene una deficiencia, y es
que no nos da una muy buena idea sobre “quienes” son los puntos del resto de la
compactificacion. Si bien estas descripciones siempre van a ser limitadas, pues una
buena parte de la topologia relacionada con la compacidad depende del axioma de
eleccién, en este capitulo presentamos una nueva forma de compactificar, en la que
esta un poco mas claro quienes son los puntos que anadimos.

Se presentara el concepto de base normal Z de un espacio topologico X, y de Z-filtro,
y después se enunciaran sus propiedades basicas, para construir una compactificacién
de X asociada a Z. Después estudiaremos con mas detalle el caso en el que Z es la
coleccion de los ceroconjuntos de X, y veremos la relacion que tienen los Z-filtros
con los ideales de C(X), para terminar demostrando que, en este caso particular, la
compactificacion que se obtiene es SX.

Para el estudio de los Z-filtros nos hemos basado en el libro [AS] de Alo y Saphiro y
en los apuntes [Iv] de Ivorra, mientras que para el caso particular de los ceroconjuntos
hemos utilizado el método de Chandler ([Ch]).

Definicién 3.1. Haciendo abstraccién de las propiedades que poseen los conjuntos
cerrados de un espacio topolégico Ty (normal y de Hausdorff), diremos que un con-
junto Z de cerrados de un espacio topologico X es una base normal de cerrados de
X si posee las siguientes propiedades:

(1) Las uniones e intersecciones finitas de miembros de Z son miembros de Z.

(2) Si F es un cerrado de X, y x € X \ F, entonces existe Z € Z tal que x € Z y
ZNF=40.

(3) Si Ay y Ay son dos miembros disjuntos de Z, entonces existen dos elementos Z;,
Zyde Ztalesque AANZ =0, AsNZy =0y X = Z, U Zs,.

(4) Z es una base de los cerrados de X.

43
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Observamos que la condicién (1) implica (puesto que @) es un conjunto finito) que
0,X e Z.

Ejemplo 3.2. Veamos algunos ejemplos de bases normales:

= Como ya hemos comentado, si X es un espacio normal, el conjunto de todos
los cerrados de X cumple las cuatro propiedades anteriores, luego es una base
normal de X. Obsérvese, por lo tanto, que si X es un espacio discreto, entonces
P(X) es una base normal de X.

= Si X es un espacio de Tychonoff, veamos que la coleccién de todos los cero-

conjuntos de X es una base normal de X:

Demostracion. (1) El vacio es el ceroconjunto de la funcién 1, X es el ceroconjunto
de la funcion nula, y ademds Z(f1)UZ(f2) = Z(fufs) y Z(f) N Z(f2) = Z(f2+ f2),
luego la coleccion es cerrada para uniones e intersecciones finitas.

(2) Esta condicién es exactamente decir que X es completamente regular.

(3) Supongamos que fi, fo € C*(X) son tales que Z(f1) N Z(f;) = (). Llamemos
Ay =Z(f1) y A2 = Z(fs). Consideramos la funcién

A
AEYA

que ciertamente es continua (porque no hay puntos de X en los que f; y fo se anulen
simultdneamente), y acotada, pues |g| < 1.

Definamos ahora los ceroconjuntos:

7 = {xEX]g(x)Z%}:{x€X| min{g—%,O}(x):O}

1 1
Zy = {xeX | g(x) < 5} = {xeX | méx{g—E,O}(x) :O}
Entonces se verifica que AiNZ, =0, AoNZy =0,y X = Z, U Zs.
(4) Probamos en la proposiciéon 1.6 que {Z(f) | f € C*(X)} es una base de cerrados

de X cuando X es de Tychonoff. m

Definicién 3.3. Si Z es una base normal de cerrados de X y F C Z, se dice que
F es un Z-filtro si:

(1) Dados A, B € F, también AN B € F.
(2)SiFeF,Ze2ZyZDF,entonces Z € F.

(3) F esno vacioy O ¢ F.

Si ademas de estas tres propiedades, F es maximal para la relacién de contencion

en el conjunto de todos los Z-filtros, diremos que F es un Z-ultrafiltro.
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Si A es subconjunto de Z cerrado para intersecciones finitas, entonces engendra un
Z-filtro, dado por:

F={Z € Z | existe B € A tal que Z D B}

En consecuencia, si A es un subconjunto de Z con la propiedad de interseccion
finita, el conjunto de todas las intersecciones finitas de miembros de A es cerrado
para intersecciones finitas, luego engendra un Z-filtro.

Notemos que, como el vacio siempre es un miembro de una base normal de cerrados

Z, Z nunca puede ser un Z-filtro.

Ejemplo 3.4. Las dos principales aplicaciones de los Z-filtros son las siguientes:
(1) Si X es un espacio discreto y Z = P(X), entonces se obtienen los filtros tradi-
cionales, que sirven para estudiar la convergencia en espacios topologicos.

(2) Si Z es una base normal de un espacio de Tychonoff X, construiremos mas
adelante una compactificacién wzX. En el caso Z = {Z(f) | f € C*(X)}, obtendre-
mos una construccion alternativa de SX. En este caso, llamaremos a los Z-filtros

simplemente z-filtros.
Proposicion 3.5. Todo Z-filtro esta contenido en un Z-ultrafiltro.

Demostracion. Si probamos que todo conjunto {F; | i € I} totalmente ordenado y
no vacio de Z-filtros tiene una cota superior, se deducira por el Lema de Zorn que
dado cualquier Z-filtro siempre existe uno maximal que lo contiene.

Definimos F = U, F;. Ciertamente F D JF; para todo ¢, luego si vemos que F es
un Z-filtro entonces sera cota superior de {F; | i € I}, y habremos acabado:

(1) Si A,B € F entonces existen 4,j € [ tales que A € F; y B € F;. Como
{Fi | i € I} estd totalmente ordenado, o bien F; C F; o bien F; C F;. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que se da el primer caso. Entonces, como A, B € F; y
F; es un Z-filtro, se verifica que AN B € F; C F.

(2) Supongamos que F' € F, Z € Z y Z DO F. Entonces, existe i € I tal que
F e F,. Por lo tanto, como Z D F'y F € F;, también Z € F; C F, como queriamos
demostrar.

(3) F es no vacio porque es unién no vacia de conjuntos no vacios, y ademas F no
tiene al vacio como elemento porque no lo tiene ningin F;.

Asi pues, dado un Z-filtro F, aplicando el Lema de Zorn al conjunto formado por

los Z-filtros que contienen a F, obtenemos un Z-ultrafiltro que contiene a F. [

Lema 3.6. Si Z es una base normal de cerrados de X, y F un Z-filtro, entonces F
es Z-ultrafiltro si, y solo si, para cada Z € Z tal que Z ¢ F, existe Z' € F tal que
zZNnz =0.
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Demostracion. Si F es un Z-ultrafiltro y Z ¢ F, entonces el conjunto {Z'NZ | Z' €
F} no puede tener la propiedad de la interseccién finita, porque de ser asi engen-
drarfa un Z-filtro que contendria a F y a {Z}, en contra de que F es maximal. Por
lo tanto, existe Z’ € F tal que Z N Z' = ().

Reciprocamente, si F cumpliera esta propiedad, pero no fuera maximal, existiria un
Z-filtro F’ que contendria estrictamente a F, y si tomamos Z € F'\ F, por hipétesis
existe Z' € F tal que ZNZ' = (). Esto es absurdo, porque F’ es un Z-filtro, asi que,
como Z y Z' estdn en F', debe ser también ) = ZNZ" € F. O

Recordemos que se dice que un espacio topoldgico es T; (o que satisface el axioma

T; de separaciéon) cuando los subconjuntos unipuntuales de X son cerrados.

Definicién 3.7. Sea X un espacio 77 y Z una base normal de cerrados de X. De-
notamos por wzX al conjunto de todos los Z-ultrafiltros de X. Vamos a dotar a
wzX de una topologia con la que serd una compactificacion (de Hausdorff) de X,
que llamaremos la compactificacion de Wallman-Frink de X con base Z.

Obsérvese que, a priori, no estamos exigiendo a X que sea de Tychonoff para cons-
truir una compactificacion suya. Solo estamos pidiendo que sea T; y tenga una base

normal de cerrados.

Demostracion. Para empezar, dado Z € Z, definimos Z = {F € wzX | Z € F}.
Veamos que la coleccién B = {Z | Z € Z} es base de cerrados de una topologfa en
wzX. Para ello, basta comprobar que la interseccién de todos los elementos de B es
el vacio y que B es cerrada para uniones finitas (en ese caso, el conjunto de todas
las intersecciones de elementos de B concide con la coleccion de conjuntos cerrados
de una topologia en wz X, para la cual B es una base de cerrados).

Para probar que NB es vacio, notemos que esa interseccién es, a lo sumo {Z}. Como
Z no es un Z-filtro, se deduce que NB = ().

Para probar que es B cerrada para uniones finitas, notamos que 0 = 0, luego 0 € B.
Ademds, si tomamos Z;, Z, € Z, veremos que Z, U Zy = Z; U Zo, y el resultado
se deducira del hecho de que Z es cerrada para uniones finitas. Veamos la doble
contencion:

Si F es un Z-ultrafiltro tal que Z; U Zy € F, entonces por el lema 3.6, se deduce
que Z; € F o Zy € F, porque en caso contrario existirian 21, Z}, € F tales que
Z;N Z! =10,y entonces serfa ) = (Z; U Z3) N (Z; N Z}) € F, en contra de que F es
un Z-filtro.

Reciprocamente, supongamos, sin pérdida de generalidad, que F € Z;, y probemos
que F € Z; U Z,y. Como Z, € F, v Z1 U Zy es un elemento de Z que contiene a Zi,

se deduce que Z; U Z, € F, como queriamos probar.
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Ahora que wz X tiene una topologia, vamos a probar que es un espacio compacto y
de Hausdorff.

Para la compacidad, por el teorema 1.18, basta que probemos que un subconjunto
de B con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccién no vacia. Tomamos
entonces, ) C Z de forma que A = {Z | Z € Y} tenga la propiedad de la interseccién
finita. Entonces ) también tiene la propiedad de la interseccién finita, porque si no

la tuviera, existirfan 71, 2, ..., Z, € Y tales que N"_;Z; = (), y entonces

=1 =1

en contra de que A tiene la propiedad de la interseccién finita. Como ), tiene la

propiedad de la interseccién finita, genera un Z-filtro, que estard contenido en un
Z-ultrafiltro F € wzX. Entonces vemos que F € NA, porque para todo Z € ),
como F D ), se verifica que Z € F, luego F € Z.

Veamos que wzX es de Hausdorff. Sean F y G dos puntos distintos de wzX. Como
ambos son Z-ultrafiltros, ninguno de los dos puede estar contenido en el otro. Por
lo tanto, existe Z € F tal que Z ¢ G. Por el lema 3.6, existe Z' € G tal que
ZNZ" = . Por la propiedad (3) de base normal, existen Z;, Z € Z cuya unién es
X,ytalesque Z1NZ =0, Z,NZ"=0. Luego Zy D Zy Z1 D Z', asi que Zy € F y
7, € G. Veamos que los abiertos wzX \ Z; y wzX \ Z; son disjuntos y contienen a
F y G, respectivamente. Ciertamente son disjuntos, porque, como probamos antes,
Z1UZy = Z1UZy = X = wzX. Por otra parte, si fuera Z; € F, entonces seria
0 = Z,NZy € F,y eso no puede ser, porque F es un Z-filtro, luego 7Z; ¢ F, es
decir, F € wzX \ Z,. Andlogamente se prueba que G € wzX \ Zs.

Ahora vamos a sumergir a X en wzX. Para ello, definimos la aplicacién:

wz : X — wzX

r— F,={ZecZ|xeZ}

Para concluir que wzX es una compactificacién de X, tenemos que probar:

(1) Que F, siempre es un Z-ultrafiltro.

(2) Que wz es una inmersion.

(3) Que wz(X) es denso en wzX.

Demostracion.

(1) Si Zy,7Zy € F,, entonces © € Z1 N Zy, luego Z1NZy € Fp. SiZ € Foy 7' € Z
contiene a Z, entonces x € Z C Z', luego Z' € F,. Cada conjunto F, es no vacio,
porque x € X, yv X € Z, como ya observamos en la definicion de base normal.

Ademés, = ¢ 0, luego () ¢ F,, y por lo tanto F, es un Z-filtro. Para probar que es
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maximal aplicamos el lema 3.6. Dado Z € Z que no contenga a x, buscamos 2’ € Z
talque z € Z'y ZNZ' = (). Esto es exactamente lo que nos proporciona la condicién
(2) de la definicién de base normal.

(2) La aplicacién wz es inyectiva, pues veremos a continuacién que NF, = {z}, luego
si dos puntos tienen la misma imagen por wz entonces son iguales. La interseccion
de F, es {z} porque, si y # x, podemos aplicar la propiedad (2) de la definicién de
base normal al cerrado {y} y al punto x, para obtener un F' € F, tal que y ¢ F,y
por lo tanto y ¢ NF,.

Si probamos que wz manda cerrados de X en cerrados (de wz (X)), y que las contra-
imégenes de cerrados de wz(X) son cerrados de X, entonces wz serd una aplicacién
continua y cerrada (sobre su imagen), luego una inmersién. Basta comprobar la con-
dicién para elementos de dos bases de cerrados, una de X y otra de wz(X). En X
una base de cerrados esta formada por Z, y como B es una base de los cerrados de
wzX, {ZNwz(X) | Z € Z} nos proporciona una base para los cerrados de wz(X).
Si Z € Z, veamos que wz(Z) = Z Nwz(X). En efecto, por la biyectividad de la
aplicacién wz : X — wz(X), se verifica que F, € wz(Z) si, y solo si, z € Z, lo que
equivale a que Z € F,, es decir, a que F, € ZNwz(X), como queriamos demostrar.
Por lo tanto, wz es una inmersion.

(3) Como B es una base de los cerrados, todo cerrado se puede escribir como inter-

seccién de elementos de la forma Z, con Z € Z. En particular:

Cl('ll)g(X))Z ﬂ Z.

_ZeZ
ZDwz(X)

Pero si Z € Z es tal que Z contiene a todos los F,, con = € X, entonces x € Z, para
todo =z € X, luego Z = X, por lo tanto cl <wZ(X)> = X = wzX, como querfamos

demostrar. O

Observacion. En la demostracién anterior, cuando escribfamos Z, siendo Z un miem-
bro de Z, nos referiamos al subconjunto de wzX formado por los Zultrafiltros F
tales que Z € F. Ahora que sabemos que wz X es una compactificacién de X, pode-
mos ver a Z como un subconjunto de wzX, formado por los Z-ultrafiltros F,, con
z € Z. En ese caso, la adherencia de {F, | z € Z} en wzX es exactamente lo que

en la prueba definimos como Z.

Corolario 3.8. Si X es 77, entonces es de Tychonoff si, y solo si, admite alguna

base normal.

Demostracion. Si X es de Tychonoff, ya demostramos que {Z(f) | f € C*(X)} es

una base normal.
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Reciprocamente, si X es T7 y admite una base normal Z, entonces X es homeomorfo
a un subespacio de wzX, que es un espacio de Tychonoff (por ser compacto y de

Hausdorff), luego X es a su vez de Tychonoff. O]

Nuestro siguiente propdsito va a ser demostrar que si en un espacio de Tychonoff
tomamos la base normal de todos los ceroconjuntos, entonces la compactificacién
de Wallman-Frink asociada a esa base es la compactificacién de Stone-Cech. Antes

de ello estudiaremos més en profundidad los z-filtros (es decir, los Z-filtros, cuando

Z={Z(f)| f €C(X)}), y su relacién con los ideales del anillo C(X).

Definicién 3.9. Si X es un espacio topoldgico, denotamos por Z(X) a la coleccién

de todos los ceroconjuntos de X. Podemos considerar la aplicacién (sobreyectiva):

Z:C(X) — Z(X)
f— Z(f)

Supongamos que F es un z-filtro de X e I un ideal (propio) de C(X). Se definen:

WZ[I] = Z(1) ={Z(f) | f € 1}
(2) 27 Fl = 27" (F) ={feCX) | 2(f) € F}

Teorema 3.10. Sean F un z-filtro de X e I un ideal propio de C(X). Entonces:
(1) El conjunto Z[I] es un z-filtro. Ademés, si I es un ideal maximal, entonces Z[I]
es un z-ultrafiltro.

(2) El subconjunto Z'[F] de C(X) es un ideal propio. Ademds, si F es un z-

ultrafiltro, entonces Z*[F] es un ideal maximal.

Demostracion. (1) Si tomamos dos ceroconjuntos Z(f), Z(g) con f,g € I, entonces
Z(fY)NZ(g) = Z(f*+ ¢?), y como f*+ g? € I, también Z(f)N Z(g) € Z[I].

Si tenemos un ceroconjunto de la forma Z(g) que contenga a uno de la forma Z(f),
con f € I, entonces, como Z(g) = Z(fg) vy fg € I, concluimos que Z(g) también
esta en Z[I].

El vacio no es un elemento de Z[I] porque, como I es propio, no hay ninguna unidad
en I, y las unidades de C(X) son exactamente las funciones f tales que Z(f) = 0.
Por 1ltimo, si I es maximal, vamos a suponer, por reduccion al absurdo, que Z|[/]
no es un z-ultrafiltro. Entonces, debe existir un filtro F que contenga a Z[I| y a
algin ceroconjunto Z(f) que no esté en Z[I]. Como I es maximal, el ideal generado
por I y por f es el total, luego existen g € I y h,h’ € C(X) tal que 1 = gh + fh'.
Como F es un z-filtro al que pertenecen Z(f) y Z(g), también pertenecerd a F el
conjunto Z (1) = Z(gh+ fh') D Z(g) N Z(f). Pero Z(1) es vacio, lo que es absurdo,
porque F es z-filtro.
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(2) Como F es un z-filtro, no contiene al vacio, y por lo tanto Z~![F] no contiene
a la funcion 1, asi que si probamos que es un ideal, sera propio.

Si f,g € Z7'[F], entonces, como F es un z-filtro y Z(f), Z(g) € F, se deduce que
Z(f+9)DZ(f)NZ(g) € F,luego Z(f +qg) € F,y f+g€ ZF].

Si fe Z7'F|ygeC(X) entonces, como Z(fg) D Z(f), se deduce que Z(fg) € F,
luego fg € Z71[F].

Por lo tanto, Z1[F] es un ideal propio. Veamos que si F es z-ultrafiltro entonces
Z71[F] es maximal. Sea h ¢ Z'[F|, vamos a probar que el ideal generado por h
y Z71[F] es el total, o sea, contiene alguna unidad. Del hecho de que Z(h) ¢ F y
del lema 3.6, deducimos que hay un Z(f) € F tal que Z(f) N Z(h) = 0. Por tanto,
Z(f?+ h?) =0, y se sigue que f? + h? es una unidad que estd en el ideal generado

por Z'[F] y por h, como querfamos demostrar. O

Definicién 3.11. Se dice que un ideal I de C(X) es un z-ideal si I = Z7'Z[I], o
sea, si Z(f) € I implica que f € I. Un z-filtro de X es primo si Z; U Z, € F implica
que Z1 € F o Zy € F, para Z; y Zy ceroconjuntos arbitrarios de X. Recordamos

que en la prueba de 3.7 demostramos que todo z-ultrafiltro es primo.
Lema 3.12. Los ideales maximales de C(X) son z-ideales.

Demostracion. Si M es un ideal maximal, por el teorema 3.10, se verifica que
Z71Z[M] es un ideal maximal. Ademés, como Z ! Z[M] contiene a M, debe coincidir

con él, y por lo tanto M es un z-ideal. O

Lema 3.13. Si [ es un z-ideal de C(X), entonces son equivalentes:
(1) I es primo

(2) I contiene a algun ideal primo.

Demostracion. Ciertamente, si I es primo, contiene a algin ideal primo (él mismo).
Reciprocamente, supongamos que el z-ideal I contiene a un ideal primo P,y vamos
a probar que entonces I también es primo. Sean f,g € C(X) tales que fg € I.
Definimos h = |f| — |g| € C(X). Como méx{h,0} - min{h,0} =0,y 0 € P C I,
por ser P un ideal primo, debe ser méx{h,0} € I o min{h,0} € I. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que se da el primer caso. Entonces, observemos que en el
conjunto Z(méx{h,0}), la funcién h es menor o igual que 0, luego en ese conjunto

cualquier cero de g es un cero de f. Asi que:
Z(f) > Z(max{h,0}) N Z(f) > Z(mdx{h,0}) N Z(fg).

Como los dos tltimos conjuntos estan en Z[I], y este es un z-filtro, Z(f) también

estd en I, y por ser I un z-ideal deducimos que f € I, como queriamos. O
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Lema 3.14. Cada ideal primo de C(X) esta contenido en un tnico ideal maximal.

Demostracion. Todo ideal primo, por ser propio, esta contenido en un ideal maximal.
Supongamos que P es un ideal primo que esta contenido en dos ideales maximales
M; # My de C(X). El ideal M; N M; es un z-ideal, porque si Z(f) € Z[M; N My,
entonces Z(f) = Z(g), con g € My N My, luego Z(f) € Z[My] N Z[M,], y como
My y My son z-ideales, f € M; N M,. Entonces, como, M; N M, contiene a P, es
un z-ideal primo. Si tomamos f; € My \ My y fo € My \ My, entonces Z(fif2) =
Z(fi) U Z(fs) € ZIMy| N Z[Msy] = Z[M; N M|, y como M; N My es un z-ideal,
necesariamente f; fo € My N Ms. Puesto que M; N M, es un ideal primo, concluimos

que uno de los dos elementos estd en M; N Ms, lo que es absurdo. O]

Lema 3.15. Si P es un ideal primo de C(X), entonces Z[P] es un z-filtro primo.

Reciprocamente, si F es un z-filtro primo, entonces Z~![F] es un z-ideal primo.

Demostracién. Sea P, = Z~'Z[P]. Veamos que P; es un z-ideal y que contiene a
P. En efecto, si Z(f) € Z[Py], entonces Z(f) € ZZ7'Z|P] = Z|P] (porque Z es
una aplicacién sobreyectiva), luego f € Z 'Z[P] = P,. Por otro lado, si f € P,
entonces Z(f) € Z|P|,y f € Z7'Z[P] = P,. Por lo tanto, por el lema 3.13, P; es
un z-ideal primo. Ademads, Z[P| = Z|[P;]. Veamos que se trata de un z-filtro primo.
Supongamos que Z(f) U Z(g) € Z[P]. Como Z(f)U Z(g) = Z(fg) y Pi es un
z-ideal, debe ser fg € Py, y como es primo, se cumple que f € P, o g € Py, y por lo
tanto Z(f) € Z[P1] o Z(g) € Z|P,], como querfamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos que JF es un z-filiro primo, y veamos que Z'[F] es
un z-ideal primo. Para empezar, Z '[F] es un z-ideal, porque Z 'Z[Z7'[F]] =
ZYNZZ7F]|| = Z7'[F], porque Z es una aplicacién sobreyectiva. Ahora, para ver
que es primo, supongamos que fg € Z '[F]. Notemos de nuevo que F = ZZ [F],
luego Z(fg) = Z(f)U Z(g) € F, y como F es primo, Z(f) € F o Z(g) € F, y por
ser Z7'F] un z-ideal, se deduce que f € Z7'[F] o g € Z7[F], como querfamos
probar. O

Corolario 3.16. Todo z-filtro primo de X esta contenido en un tinico z-ultrafiltro.

Demostracién. Si F es un z-filtro primo, entonces por el lema 3.15, Z7![F] es un
ideal primo, que por el lema 3.14 estara contenido en un tnico ideal maximal M.
Por lo tanto, Z[M] es un z-ultrafiltro que contiene a F. Si hubiera otro z-ultrafiltro
distinto que también lo contuviera, digamos JF’, entonces Z '[F’| serfa un ideal

maximal distinto de M que contendria a Z~[F], lo que es absurdo. O

Definicién 3.17. Diremos que un z-ultrafiltro de X es fijo si tiene intersecciéon no

vacia. Un z-ultrafiltro que no sea fijo diremos que es libre. Ya dijimos que un ideal
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maximal M de C(X) es fijo si Z[M] tiene interseccién no vacia. Andlogamente, se

dice que un ideal maximal es libre cuando no es fijo.

Observacion. Si X es un espacio de Tychonoff y M es un ideal fijo de C(X), entonces
existe x € X tal que x € Z[M]. Entonces, M estd contenido en el ideal

M, =Z7'[F]={f €C(X) | f(x) =0}
El ideal M, es maximal, porque coincide con el nicleo del epimorfismo de anillos:

C(X)—R
fr— f(x)

Por lo tanto, por maximalidad, M = M,, y ademas no puede existir ningin punto
de y € X, con y # z, tal que M = M, porque como X es de Tychonoff existe una
funcién f que se anula en x pero que vale 1 en el cerrado {y}, luego f ¢ M,

Como la aplicacion Z : C(X) — Z(X) induce una biyeccién entre los ideales maxi-
males y los z-ultrafiltros, toda la discusion que hemos hecho para ideales maximales

fijos vale para z-ultrafiltros fijos, asi que tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.18. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces:

(1) Los ideales maximales fijos de C(X) son exactamente los de la forma M,, con
r € X. Ademds, dado un ideal maximal fijo M, hay un tnico punto x en NZ[M],
que cumple que M = M,. Por lo tanto, si x # y, entonces M, # M,,.

(2) Los z-ultrafiltros fijos de X son exactamente los de la forma F,, con z € X.
Ademas, dado un z-ultrafiltro fijo F, hay un tnico punto x en NF, que cumple que
F = F,. Por lo tanto, si x # y, entonces F, # F,.

Teorema 3.19. Para un espacio topolégico X de Tychonoff, son equivalentes:
(1) Todo ideal maximal de C(X) es fijo.
(2) Todo ideal maximal de C*(X) es fijo.
(3) Todo z-ultrafiltro de X es fijo.
(4)

4) X es compacto.

Demostracion. Ya probamos la equivalencia entre (2) y (4) en el teorema 1.18.
Por la proposicién anterior, (1) y (3) también son equivalentes.

(2) implica (3), porque por el teorema 1.18, si todo ideal maximal de C*(X) es fijo,
entonces todo conjunto de cerrados con la propiedad de la interseccién finita tiene
interseccién no vacia, y un z-ultrafiltro es un conjunto de cerrados con la propiedad

de la interseccion finita, luego sera fijo.
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Por iltimo, veamos que (1) implica (4). Basta probar que toda coleccién de cerocon-
juntos de X con la propiedad de la interseccion finita tiene intersecciéon no vacia, y
entonces, por el teorema 1.18, deduciremos que X es un espacio compacto. Sea, pues,
B una coleccion de ceroconjuntos de X con la propiedad de la interseccién finita, y
F el z-filtro engendrado por B. Sea A un z-ultrafiltro que contenga a F. Entonces
Z71[A] es un ideal maximal de C(X), luego serd fijo, y por lo tanto también lo es
el filtro A, asi que ) # NA C NF C NB, y se deduce que B tiene interseccién no

vacia, como queriamos demostrar. O]
Teorema 3.20. Para todo espacio de Tychonoff X, se verifica que w, X ~ X.

Demostracion. Vamos a probar que w, X > X,y como X es el maximo de K(X),
se deducird que son compactificaciones equivalentes. Para simplificar la notacion,
suponemos que X C X,y que [ es la aplicacién de inclusion de X en X. Para
cada F € w, X, se define:

Gr={Ae Z(5X)| existe Z € Fcon AD Z}

Veamos que Gr es un z-filtro primo de 5X. Si A, B € G 7, entonces existen A", B’ €
F talesque A D A’y B D B'. Entonces ANB D A/\NB' € F,luego ANB € Gz. Si
A€ Gry B e Z(X) contiene a A, entonces, como existe Z € F tal que A D Z,
también B D Z, luego B € Gr. Como X D X € F, BX € G, y se deduce que
G 7 es no vacio. Ademds, como () ¢ F, () no puede contener a ningin elemento de
F, ast que () ¢ Gz, luego Gz es un z-filtro. Por dltimo, veamos que es primo. Sean
Z(f1), Z(f2) € Z(BX) tales que Z(f1)UZ(f2) € Gr. Entonces, Z(f1)NX = Z(f1]x)
y Z(fa]x) N X son dos ceroconjuntos de X,y (Z(fi))NX)U(Z(f)NX)D Z e F,
luego (Z(fi) N X)U (Z(fa) N X) € F, y como F es un z-filtro primo (por ser
maximal), entonces para algin i € {1,2}, se verifica que Z(f;) N X € F. Por lo
tanto, Z(f;) D Z(fi)N X € F, y se deduce que Z(f;) € Gr.

Como G# es un z-filtro primo, por el corolario 3.16, G esta contenido en un tnico
z-ultrafiltro Ar de SX. Por el teorema anterior, como X es compacto, Az es fijo,
luego por la proposicién 3.18, existe un tnico p € X tal que Ar = F,. Podemos

por lo tanto definir una aplicacion:

frw,X — pX
Fr—nNA F=0D
(estamos abusando de la notacién y tratando indistintamente al punto p de X y

al conjunto unipuntual {p}, pero esperamos que eso no genere confusion).

Vamos a demostrar que se cumple que f o w, es la inclusién de X en SX, y que f
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es continua, para deducir que w,X > gX.
Recordemos que w,(x) = F, = {Z € Z(X) | v € Z}, luego para probar que

f(w,(x)) = x, es suficiente que probemos que
f(w.(2)) = Gr, ={Z € Z(BX) | v € Z},

pues a partir de esa igualdad concluiremos que Gz, es el z-ultrafiltro fijo de X

correspondiente al punto x, y por lo tanto, por la proposicién 3.18,
NAzr, =NGx, = {JJ}

En efecto, si A € Gx,, entonces existe Z € F, tal que A D Z. Como Z € F,, debe
ser x € Z, luego © € A, asi que A estd en el z-ultrafiltro fijo de X correspon-
diente al punto z. Reciprocamente, si f € C(8X) es tal que = € Z(f), entonces
Z(f) 2 Z(f|x) € Fu, luego Z(f) € Gr,.

Ahora, para la continuidad, veamos que es continua en cada punto F € w,X. Sea A
un entorno abierto de f(F). Como 5X es compacto y de Hasudorff, es localmente
compacto y normal, asi que podemos encontrar un entorno compacto (luego cerra-
do) K de f(F) que esté contenido en A, y después aplicar el Lema de Urysohn para
encontrar una funcién continua g : X — R que se anule en K y valga 1 en fX \ A.
Por lo tanto, si definimos U = Z(g), como U contiene a K, U también es un entorno
de f(F) y ademéds U C A, por lo que ahora basta que encontremos un entorno H
de F tal que f(H) C U.

Como los ceroconjuntos de X forman una base para los cerrados, sus comple-
mentarios forman una base para los abiertos, asi que debe existir un ceroconjunto
U' =Z(g')de BX tal que f(F) € fX\U' C U. Entonces, Z = Z(g|x)y Z' = Z(¢'| x)
son dos ceroconjuntos de X cuya unién es X, porque la unién de U y U’ es SX.
Vamos a demostrar que si definimos H = w,X \ Z’, entonces H es un entorno de F
tal que f(H) C U.

H es abierto por ser complementario de un cerrado, veamos que contiene a F. Si
fuera F € Z', entonces Z' € F, luego U’ es un ceroconjunto de X que contiene a 2,
asi que U’ € Gz. Pero esto es absurdo, porque f(F) =NAr CNGr,y f(F) ¢ U’
Ahora, supongamos que F' € H,y veamos que f(F') € U. Por definicién de H y de
7', no puede ser Z' € F'. Ademéds, ZU Z' = X € F', luego como F' es un z-filtro
primo (por ser z—ultrafiltro), debe ser Z € F'. Por lo tanto U es un ceroconjunto
de X que contiene a Z, y se deduce que U € Gz y f(F') € U, como queriamos

demostrar. O

Ejemplo 3.21. En el capitulo anterior demostramos que todas las compactifica-

ciones de X se pueden obtener de la forma erX, para un conjunto F de funciones
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continuas y acotadas adecuado. Cabria preguntarse si se puede hacer lo mismo con
las compactificaciones de Wallman-Frink. Es decir, dada a X € K(X), ;existe siem-
pre una base normal Z de X tal que aX ~ wz X7

Hemos probado que esto es cierto para X, y también se cumple para muchas otras
compactificaciones concretas (ver [CF]). Sin embargo, Ul'yanov probé en [Ul] que el
resultado es falso en general, encontrando un espacio discreto y una compactificacion
suya que no se puede obtener como una compactificacion de Wallman-Frink.

A pesar de ello, hay una manera razonable de asignar a cada compactificacion

aX € K(X) una base normal de cerrados de X, definiendo

Zo ={Z(f) | f € Ca},

la coleccion de todos los ceroconjuntos de funciones continuas y acotadas que admi-

ten extensién a aX. Veamos que Z, es una base normal de X:

Demostracion. En efecto, veamos que se cumplen las cuatro propiedades que carac-
terizan a las bases normales. Notemos que C,, es un subanillo de C*(X') que contiene
a las funciones constantes.

(1) El vacio y el total son los ceroconjuntos de las funciones 1 y 0, respectivamente,
que admiten una extensién a aX. Si Z(f),Z(g) € Z,., entonces Z(f)U Z(g) =
Z(f9) € 2o,y Z(/)NZ(g) = Z(f* + ¢*) € Za.

(2) Sean F' un cerrado de X y z € X \ F. Entonces, como aX es de Tychonoff,
existe una funcién f € C(aX) que separa al punto z del cerrado cl,x (F). La funcién
f|x ciertamente estd en C, y separa al punto z del cerrado F'.

(3) Sean fi, fo € C, tales que Z(f1) N Z(f;) = (). Necesitamos hallar 7y, Z, € Z,
tales que Z(fi)NZy =0, Z(fo) N Zy = 0y Z3 U Zy = X. Consideremos para
ello la funcién g = |f{| — |f$], que ciertamente pertenece a C(aX). Sean ¢; =
min{g,0} y go = max{g,0}. Es obvio que ¢g1,9» € C(aX) y que g1go = 0. Luego
aX = Z(g192) = Z(g1) U Z(g2) y, en consecuencia, X = Z(g1|x) U Z(g2|x). Sean
7y = Z(gilx) ¥y Zo = Z(go|x). Estéd claro que Z1,7Z5 € Z, y que Z;3 U Zy = X.
Veamos que Z(f1) N Z1 = (). De no ser asi, existirfa x € Z(f1) N Z;, de donde se
deducirfa que fi(z) = 0, luego g(z) = —|f2(z)| < 0, siendo la tltima desigualdad es-
tricta ya que, por hipétesis, Z(f1) N Z(f2) = 0. Por otra parte, de z € Z; = Z(g1|x)
se deduciria que g(x) > 0, llegando asi a contradiccién. Andlogamente se prueba
que Z(f2) N Zy = 0.

(4) Basta que probemos que todo ceroconjunto de X es interseccién de miembros de
Z,, y entonces, por ser la coleccién de todos los ceroconjuntos de X una base para
los cerrados de X, tendremos que se puede expresar cualquier cerrado de X como

una interseccion de miembros de Z,.
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Sea f € C*(X). Para cada y ¢ Z(f), consideramos una funcién g, € C,, que valga 0
en el cerrado Z(f) y 1 en y (podemos hacerlo por la propiedad (2)). Deducimos que

Z(f)= [ Z(g,):

yEZ(f)

como queriamos demostrar. O

Por lo tanto, dada una compactificaciéon aX € K(X), siempre podemos asignarle
otra, de tipo Wallman-Frink, dada por wz_ X. Si bien siempre se cumple que wz, X >
aX (véase [Br]), nada nos garantiza que aX ~ wz, X, como muestra el siguiente
ejemplo:

Consideramos la compactificacién wN de N. En este caso, veremos que Z, = P(N).

En efecto, si tenemos un subconjunto A de N, entonces podemos considerar la funcion

0sine A

f(n) =

3=

en otro caso

que se puede extender a wN definiendo f“(0c0) = 0, y que cumple que Z(f) = A.
Por lo tanto, wz N = SN. Si estas dos compactificaciones coincidieran, N estaria
C*-sumergido en wN, lo cual es falso, porque la funcién continua y acotada definida

por f(2n) =0y f(2n + 1) =1 es continua, acotada, y no puede extenderse a wN.



Capitulo 4
Anillos de funciones continuas

En el capitulo anterior construimos la compactificacion de Stone-Cech de un espacio
de Tychonoff X dotando de una topologia adecuada al conjunto de todos los z-
ultrafiltros de X. También probamos que el conjunto de los z-ultrafiltros de X
estd en biyeccién con el conjunto de los ideales maximales de C(X). Por lo tanto,
es razonable pensar que hay una topologia natural en el conjunto de los ideales
maximales de C(X) con la que es homeomorfo al conjunto de los z-ultrafiltros, y
con la que es una compactificacion de X equivalente a la compactificacién de Stone-
Cech.

Después de presentar esta topologia y demostrar que la topologia de un espacio X
compacto y de Hausdorff estd caracterizada por la estructura de anillo de C*(X),
estudiaremos las diferencias que tienen los anillos C*(X) y C(X), dando pie a los
conceptos centrales del siguiente capitulo.

En lo relativo a los conceptos puramente algebraicos, el texto de referencia ha sido el
libro [AM] de Atiyah y Macdonald, mientras que para los conceptos mas topolégicos

nos hemos apoyado en el texto [GJ] de Gillman y Jerison.

Definicién 4.1. Dado un anillo conmutativo y unitario A, el espectro primo de A

es el conjunto de todos sus ideales primos,
Spec(A) = {I C A | I es un ideal primo de A}.

Le podemos dotar a Spec(A) de una topologia tomando como base para los cerrados

a los conjuntos de la forma
V(f)={I €Spec(4) | feI}, feA

Esto tiene sentido, porque O = V(1), y V(f) UV (g) = V(fg), luego el conjunto de

las intersecciones de elementos de la forma V' (f) coincide con el conjunto de cerrados

o7
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de una topologia en Spec(A), que se llama topologia de Zariski.
El espectro maximal de A es el subespacio de Spec(A) formado por los ideales

maximales,

Max(A) = {M C A | M es ideal maximal de A}.

Al estar dotado de la topologia de subespacio de Spec(A), una base de los cerrados

de Max(A) viene dada por los conjuntos
M(f)={M e Max(A) | fe M} =V(f)NMax(A), fc A

En el caso particular en el que A sea el anillo de las funciones continuas con valores
reales de un espacio topoldgico X, denotaremos Max(C(X)) = M(X), y para el caso
de las funciones continuas y acotadas, Max(C*(X)) = M*(X).

Proposicién 4.2. Si ¢ : A — B es un isomorfismo de anillos, entonces la aplica-
cién
¢’ : Spec(B) — Spec(A)
I — gpfl([)

es un homeomorfismo, que ademads induce un homeomorfismo entre Max(B) y Max(A).

Demostracion. Como ¢ es un isomorfismo de anillos, la aplicaciéon ¢’ esta bien defi-
nida (esto es, envia ideales primos en ideales primos) y es biyectiva. Para demostrar
que es un homeomorfismo, veremos que induce una biyeccién entre la base de cerra-

dos usual de Spec(B) y la base de cerrados usual de Spec(A). En particular, vamos
a demostrar que @' (V(f)) = V(e (f)):

(V) ={¢ " (J)| ] €Spec(B) y f € J} ={I € Spec(A) | ¢~ (f) € I} = V(o7 (/))

Ademds, como ¢ es un isomorfismo de anillos, la restriccién de ¢’ a Max(B) tam-
bién es una biyeccién (al considerarla con llegada en Max(A)), luego ¢’ induce un
homeomorfismo entre Max(B) y Max(A). O

Teorema 4.3. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces la aplicacion:

®: X — M(X)
s M, = {f € C(X) | f(x) = 0}

es una inmersion, y su imagen esta formada exactamente por los ideales maximales
fijos de C(X), por lo que, si X es compacto, es ademds un homeomorfismo.
El mismo resultado es vélido si se cambia M (X) por M*(X) y C(X) por C*(X) (en

ese caso se denota a ® como ®*, y &*(x) = M}).



99

Demostracion. Ya justificamos en la observacion previa a la proposicién 3.18 que
la aplicacion ® esta bien definida, es inyectiva, y su imagen es el conjunto de los
ideales maximales fijos de C(X).

Ademas, se comprueba sin dificultad que, dada f € C(X), se cumple que ®(Z(f)) =
M(f)N®(X), luego ® transforma la base de cerrados {Z(f) | f € C(X)} de X en
la base de cerrados {M(f)N®(X) | f € C(X)} de ®(X).

Se deduce que la aplicacion es una inmersién y, como comentamos, si X es compacto,
todos los ideales maximales de C(X) son fijos, luego ® es sobreyectiva, y por lo tanto

homeomorfismo. [

Corolario 4.4. Dos espacios compactos y de Hausdorff X e Y son homeomorfos si,

y solo si, los anillos C*(X) y C*(Y') son isomorfos.

Demostracion. Ciertamente, si h : X — Y es un homeomorfismo, entonces la

aplicacion

C(Y) — C(X)
fr—hof

es un isomorfismo de anillos.

Reciprocamente, por la proposicién 4.2, si C*(X) y C*(Y) son anillos isomorfos,
entonces M*(Y) y M*(X) son espacios topoldgicos homeomorfos. Por lo tanto, por
el teorema anterior, X es homeomorfo a M*(X), que es homeomorfo a M*(Y'), que

es homeomorfo a Y, como queriamos demostrar. O

Teorema 4.5. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces toda compactificacion

aX € K(X) se puede obtener como el espectro maximal de un cierto subanillo de

C*(X).

Demostracion. Basta tomar el subanillo C,, de las funciones continuas y acotadas

que admiten una extension a aX. En ese caso, tenemos el isomorfismo de anillos

p:Ch:— ClaX)

fr—f
que, por la proposicion 4.2, induce el homeomorfismo

¢ M(aX) — Max(C,,)
M — o} (M)
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Tenemos, por lo tanto, el diagrama:

aX—>MaX —>Max

N

(donde y(z) = {f € Cy | f(z) =0}, y ®, viene dada como en el teorema 4.3)

en el que ¢’ o &, es un homeomorfismo. Por lo tanto, si demostramos que v =
¢ o d, 0 (0 sea, que el diagrama anterior es conmutativo), entonces (v, Max(C,))
es una compactificacién de X equivalente a a.X.

En efecto, dado = € X, se tiene que

plodq0a(x) =¢'({f €ClaX) | fla(z)) =0}) =
= {flx [ fla(z)) =0} ={f € Ca | f(x) =0} = y(x),

como queriamos probar. O

Teorema 4.6 (de Gelfand-Kolmogorov). Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces

la aplicacién

U BX — M(X)
p— MP={feC(X)|pe Z(f)}

(donde la clausura de Z(f) se toma en 5X) es un homeomorfismo. Ademés, V|x = @,

luego (¥, M (X)) es una compactificacion de X equivalente a SX.

Demostracion. Identificamos a SX con w,X. En este caso, un punto p € X no es
otra cosa que un z-ultrafiltro en X. Sabemos que hay una correspondecia biunivoca
(teorema 3.10) entre los z-ultrafiltros de X y los ideales maximales de C(X) dada
por p — Zp|.

Ademds, resulta que ¥(p) = Z~1[p], porque, si recordamos la observacién posterior
a la definicién de wzX, se cumple que Z(f) = {p € w.X| Z(f) € p}, luego dada
f € C(X), se verifica que f € U(p) si, y solo si, p € Z(f), si y solo si, Z(f) €
p, si y solo si f € Z71[p]. Por lo tanto ¥ es biyectiva. Notemos que si * € X,
entonces x se corresponde con el z-filtro F, de los ceroconjuntos a los que pertenece
z, que se corresponde por W con el ideal maximal Z7'[F,] = M, = ®(zx), luego,
supuesto que probemos que ¥ es un homeomorfismo, se cumple que (¢, M(X)) es
una compactificacién de X equivalente a 5.X.

Sabemos que el conjunto {Z(f) | f € C(X)} es una base para los cerrados de 5X,
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y que {M(f) | f € C(X)} es una base para los cerrados de M(X), por lo que si
probamos que V¥ induce una biyeccién entre estos dos conjuntos, deduciremos que

es un homeomorfismo. Es decir, vamos a probar que para cada f € C(X), se cumple

que U(Z(f)) = M(f). En efecto, dado ¥(p) € M(X), se verifica que ¥(p) € M(f)

si, y solo si, f € W(p), siy solosip e Z(f), como querfamos demostrar. n
Teorema 4.7. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces la aplicacion:
U X — M*(X)
pr— M ={feC(X)]| f’(p) =0}

(donde f? : BX — R es la tinica extensién de f a 8X) es un homeomorfismo.
Ademas, U*|x = &*, luego (P*, M*(X)) es una compactificacién de X equivalente
a fX.

Demostracion. La aplicacion de extension

p: C*(X) — C(BX)
frf

ciertamente es un homomorfismo de anillos. Por la caracerizaciéon de X como la
unica compactificaciéon de X en la que este estd C*-sumergido, es sobreyectivo, y
como X es denso en X, es inyectivo. Por lo tanto es un isomorfismo de anillos, e

induce el homeomorfismo

o M(BX) — M*(X)
M — o H(M) = {f|x | f € M}

Como SX es compacto, el teorema 4.3 nos proporciona el homeomorfismo

®: X — M(BX)
pr— M, ={f€C(BX)| f(p) =0}

Como se cumple que ¢'(®(p)) = {f[x | f(p) = 0} = {f € C*(X) | f7(p) = 0} =
U*(p), deducimos que ¥* es composicién de homeomorfismos, luego homeomorfismo.

Por dltimo, notemos que si z € X entonces

U (w) = {f € C*(X) | fz) = 0} = {f € C"(X) | f(z) = 0} = &*(x)

luego (P*, M*(X)) es una compactificaciéon de X equivalente a 5X. O
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Observacion. Ya comentamos en la observacién de la pagina 52 que el ideal maximal
fijo M, = {f € C(X) | f(x) =0} es el nicleo del epimorfismo de anillos

C(X)—R

y por lo tanto, C(X)/M, ~ R. Ahora bien, si M es un ideal maximal arbitrario de
C(X), veremos mas adelante que C(X)/M puede ser una extensiéon propia de R. Sin
embargo, el caso de C*(X) es diferente, pues como C*(X) es isomorfo a C(8X),y fX
es compacto, todo ideal maximal M* de C*(X) se corresponde con un ideal maximal
fijo M, de C(5X), luego el cociente C*(X)/M* es isomorfo a C(8X)/M, ~ R.

Corolario 4.8. Si X es un espacio de Tychonoff y f € C*(X), sabemos que f tiene
una tnica extensién f? a BX. Dado un punto p € BX, sabemos que se asocia con
el ideal maximal M*? de C*(X). Entonces, f”(p) es el tinico numero real 7 tal que
f—reM®.

Demostracion. Por el teorema anterior, p se asocia con el ideal:
M*? = {g e C*(X) | ¢°(p) = 0}

Por lo tanto, para un numero real r, se verifica que f —r € M si, y solo si,

f2(p) —r =0, lo que equivale a que f?(p) = r, como querfamos demostrar. ]

Hemos probado que los ideales maximales de C(X) y de C*(X) se pueden identificar
con los puntos de SX, y que ademas estos anillos nos sirven para conocer el valor
de la extensién de una funcién de C*(X) a SX. De hecho, en el caso en que X es
compacto, nos permiten reconstruir su topologia a partir de propiedades algebraicas
de estos anillos. Sin embargo, hasta ahora parece que C(X) y C*(X) son igual de
“buenos” para estudiar la topologia de X: ambos nos permiten distinguir entre si X
es compacto o no, en funcién de si todos sus ideales maximales son fijos o0 no. Ahora
probaremos que en el caso en que X no es compacto (y por tanto hay ideales maxi-
males que no son fijos tanto en C(X) como en C*(X)), C(X) nos permite detectar

una propiedad topoldgica que a C*(X) “se le escapa”.

En la siguiente seccién denotaremos por A al anillo C(X) (con X un espacio de
Tychonoff), donde tendremos una relacion de orden parcial dada por el orden punto
a punto, es decir, f < g si para todo z € X, f(x) < g(z). Este orden es compatible

con la estructura de anillo, es decir, para todas f, g, h € A se cumple que:
[<g=f+h<g+h

[,920=fg>0
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Definicién 4.9. Diremos que un ideal I C A es convexo si cuando se cumple que
0< f<gyg € I, también se cumple que f € I. Notemos que, en ese caso, si
fihely f<g<h,entonces0<g—f<h—fyh—fel luegog—fel,y
por lo tanto g € I. De esta segunda propiedad deducimos que si |f| € I, entonces,
como —|f| < f <|f], también f € I.

Diremos que un ideal I de A es absolutamente convexo si |f| < |g| y g € I implican
que f € I. En particular, se cumplird que cuando f € I, también | f| € I. Claramente

un ideal absolutamente convexo es convexo, pero el reciproco no es cierto.

En el anillo cociente A/I, denotaremos por [f]; alaclase f+1={f+g | g€ I},

o simplemente por [f], cuando no haya confusién.

Proposicién 4.10. Si I C A es un ideal convexo, podemos definir en A/I la si-

guiente relacion de orden (parcial):
[f] < [g] > existe h € A tal que h >0y [g] — [f] = [A]

Esta relacién de orden es compatible con la estructura de anillo en A/, y ademés
la aplicacién de paso al cociente es creciente.

Obsérvese que [f] < [g] si, y solo si, existen f' € [f] v ¢" € [g] tales que f' < ¢'.

Demostracion. Veamos primero que es una relacién de orden. Denotamos por [f], [g], [h]
a tres elementos genéricos de A/I:

/1 < [f], porque [f] = [f] =[0], y 0= 0.

Si[f] < lg] ¥ lg] < [f], entonces existen dos elementos de A, hy, hy > 0 tales que
lg] = [f] = [M] v [f] — [g] = [he]. Sumando ambas expresiones, deducimos que
[h1] = —[he], luego hy + hy € I, asi que como 0 < hy < hy + hy y el ideal I es
convexo, deducimos que h; € I, y por lo tanto [f] = [g].

Por dltimo, si [f] < [g] < [h], entonces existen hy, he > 0 tales que [g] — [f] = [h1] ¥
[h] — [g] = [h2]. Entonces si sumamos las dos igualdades, se deduce que [h| — [f] =
[h1 + hg|, y como hy 4+ hy > 0, deducimos que [f] < [h].

Se trata de un anillo ordenado, porque si [f] < [g], entonces existe hy > 0 tal que
[9]—[f] = [l]. Por lo tanto, para cualquier [h] € A/, [h]+[g] = [f]—[h] = [g] - [f] =
[h1], luego [f] + [h] < [g] + [h]. Ademds, si [f], [g] > 0, entonces existen hy, hy > 0
tales que hy € [f] y he € [g], luego [f][g] = [h1h2], y hiha > 0, asi que [f][g] > 0

El paso al cociente preserva el orden, porque si f < ¢ entonces g — f > 0y
l9] = [f] = [9 — f], luego [f] < [g]. O

Teorema 4.11. Si [ es un ideal convexo de A entonces son equivalentes las siguientes

propiedades:
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(1) I es absolutamente convexo.

(2) f € I implica que |f| € I.

(3) f,g € I implica que max{f, g} € I.

(4) Dados f,g € A, siempre existen el supremo y el infimo de [f] y [g] en A/, y se

verifica que:

sup{[/f], [9]} = [max{f, g}] ~ If{[f],[g]} = [min{f, g}]

(5) [f] = 0'si, y solo si, [f] = [|f]].

Demostracion. Ya indicamos en la definicién de ideal absolutamente convexo que
(1)=(2).

También (2)=-(1), porque si g € I y |f| < |g| entonces, por (2), se verifica que
lg| € Iy, por ser I convexo, |f| € I, luego f € I.

w, que es una combinacion de

Para (2)=-(3), notemos que max{f, g} =
miembros de [, luego es un miembro de [.
(3)=(4). Claramente [méx{f, g}] es una cota superior del conjunto {[f], [¢]}. Ahora
supongamos que [h] es otra, y vamos a demostrar que [max{f, g}| < [h]. Sabemos
que existen hy, he > 0 tales que [h] — [f] = [h1] ¥ [h] — [g] = [he]. Denotaremos, por

abreviar: x = f + hy — h, y = g + ho — h, que son dos miembros de I. Entonces:
max{f, g} <max{f + hi1,9+ he} = max{h+ x,h+y} = h + méx{z,y}

Sit = h+ max{x,y} — max{f, g}, entonces t > 0, y como z,y € I, también
max{z,y} € I, luego [h] — [max{f, g}] = [t], y por lo tanto [max{f, g}] < [h], como
queriamos demostrar.

La demostracién para el caso del infimo es andloga.

(4)=(5). Si [f] = [| f|], entonces claramente [f] > 0.

Reciprocamente, si [f] > 0, entonces —[f] < 0 < [f], luego [f] = sup{[f], —[f]} =

(méx{f, —f} = [IfI]-
(5)=(2). Si f € I entonces [f] = 0 > 0, luego [|f|]] = [f] = 0, y por lo tanto
|f] € 1. O

Proposiciéon 4.12. Todo z-ideal de A es absolutamente convexo.

Demostracion. Sea I un z-ideal de A. Supongamos que |f| < |g| y g € I. En ese
caso, Z(g) C Z(f), y como Z(g) € Z[I], también Z(f) € Z[I], luego por ser I un
z-ideal, tenemos que f € I. O

Lema 4.13. Si [ es un z-ideal de Ay f € A, entonces [f] > 0 si, y solo si, existe
Z € Z[I] tal que f|z > 0.
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Demostracion. Si suponemos que [f] > 0, entonces como I es absolutamente conve-
x0, por el teorema 4.11, apartado (5), se verifica que f — |f| € I, luego Z(f —|f|) €
Z[1], y ciertamente f|z— sy > 0.

Reciprocamente, si Z € Z[I] es tal que f|z > 0, entonces Z C Z(f — |f]), y como
Z € Z[1I], también Z(f—|f|) € Z[I]. Como I es un z-ideal, se cample que f—|f] € I,
luego por el teorema 4.11, debe ser [f] > 0. O

Teorema 4.14. Si P es un ideal primo de A, entonces P es absolutamente convexo,

y A/P esta totalmente ordenado. Ademas, la aplicacién

R— A/P
A — [A]

es un monomorfismo de anillos que conserva el orden.

Demostracion. Vamos a justificar que P es absolutamente convexo. Si g € Py
|f| < |g| entonces definimos la funcién h : X — R por

2@ & g(z) £ 0
h(z) = 9(@) g(z) #

0 en otro caso
Veamos que la funcién h es continua. Para empezar, notemos que h es continua en
el abierto X \ Z(g), por ser cociente de funciones continuas con denominador no
nulo. Falta probar que es continua en todo punto zg € Z(g).
En los puntos x € X \ Z(g), como |f(x)| < |g(x)|, también Eé—g: < 1, luego |h(x)| <
| f(x)]. Como, de hecho, en los x € Z(g) se verifica que h(x) = 0, la cota anterior para
el valor absoluto de h vale para cada x € X. En base a esto, puesto que g(xg) = 0,
también f(zg) = 0, luego por la continuidad de f, para cada ¢ > 0 existe un entorno
U de zg tal que f(U) C (—¢,¢), y por lo tanto h(U) C (—¢,¢), luego h es continua
en xy. Se deduce que h es continua en todo X.
Como f? = gh € P, y este es un ideal primo, se deduce que f € P, luego P es
absolutamente convexo.
Para probar que A/P estd totalmente ordenado, basta comprobar que dada f € A,
se cumple que [f] > 0 o bien [f] < 0, y por ser el orden de A/P compatible con
la estructura de anillo, deduciremos que dos elementos cualesquiera de A/P son

comparables. Observamos que

(f+IDS =)= =|fF=0eP

Como P es un ideal primo, entonces f + |f| € P o bien f — |f| € P. En el primer

caso se concluye que [f] < 0,y en el segundo que [f] > 0, luego hemos probado lo
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que queriamos.

Por 1ultimo, consideramos la aplicacién

R— A/P
A — [A]

Es claro que se trata de un homomorfismo de anillos, es inyectivo porque parte de

un cuerpo, y ya justificamos que el paso al cociente conserva el orden. O

En particular, si M es un ideal maximal de A, entonces M es primo, luego el cociente
A/M es un cuerpo totalmente ordenado que contiene a R como subcuerpo. Esto da

pie a la siguiente definicion:

Definicién 4.15. Sea M un ideal maximal de A. Diremos que M es real si A/M es
isomorfo a R. En caso contrario (es decir, A/M contiene estrictamente a R) diremos

que M es hiperreal.

Observacion. Si R es un anillo totalmente ordenado cualquiera, entonces, paraa € R
se puede definir |a| = méx{—a,a}. Siempre se cumple que |a| > 0, porque si a > 0,
entonces, como el orden de R es compatible con la estructura de anillo, —a < 0,
asi que —a < a, y |a|] = a > 0. Andlogamente se prueba que si a < 0, entonces
la| = —a > 0, y como en un anillo totalmente ordenado siempre se da al menos uno
de esos dos casos, siempre se cumplird que |a| > 0.

Si K es un cuerpo totalmente ordenado, dado € € K, diremos que ¢ es infinitamente
pequeno (también diremos que es infinitesimal, o que es un infinitésimo) si para todo
n € N se verifica que |e| < % En particular, 0 siempre es un infinitésimo de K.
Anélogamente, diremos que x € K es infinitamente grande (o un elemento infinito
de K) si X es infinitesimal. Es decir, si para todo N € N, se cumple que |z| > N.
En el caso de que M sea un ideal hiperreal de A, vamos a demostrar ahora que
en K = A/M debe haber elementos infinitésimos no nulos, y también elementos
infinitos. Es més, vamos a demostrar que dado un elemento o € K \ R, si a no es
infinito ni infinitésimo, entonces existe un tnico nimero real a tal que a — o es un
infinitésimo. En particular, como a # «, el elemento a —a es un infinitésimo no nulo,
luego su inverso es infinitamente grande. En el contexto del analisis no estandar se

dice que a es la parte estandar de a.

Demostracion. Supongamos que o € K\ R no es ni infinito ni infinitésimo. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que de hecho o > 0, pues el caso en que a < 0
es analogo. Entonces existen m, N € N tales que % < a < N,y por lo tanto el

conjunto {z € R | < a} es no vacio (porque & < @), y ademds tiene una cota
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superior (N). Por lo tanto, tiene un supremo real a. Por hipétesis, a ¢ R, luego
a # a. Ademas a — « tiene que ser infinitamente pequeno, porque para todo n € N,
a—L < a<a+2t (en caso contrario a no serfa un supremo), luego |a —al < %, para
n n n
todon € N. Si @’ € R también cumpliera que a’ —a es un infinitésimo, entonces a—a’

serfa un infinitésimo real, por lo tanto seria 0, luego se deduce que a es inico. [

Hemos probado que si M es un ideal maximal fijo de A entonces A/M =~ R, luego

M es real. En el caso de que M sea libre, veremos que esto no tiene por qué ser asi:

Teorema 4.16. Si M es un ideal maximal de A,y f € A, entonces son equivalentes:
(1) [f]ar es infinitamente grande.

(2) Para todo Z € Z[M], f|z es una funcién no acotada.

(3) Para todo n € N, el ceroconjunto Z, = {z € X | |f(z)| > n} es un elemento de
Z[M].

Demostracion. El que [f] no sea infinitamente grande equivale a que exista n € N
tal que —n < [f] < n, lo cual equivale, por el lema 4.13, a que exista Z € Z[M] tal
que —n < f|z < n, es decir, a que f esté acotada en algin Z € Z[M]. Por lo tanto
(1) y (2) son equivalentes, por serlo sus negaciones.

Usando de nuevo el lema 4.13, (1) equivale a que, para cada n € N, Z,, contenga a un
cierto Z € Z[M], y como Z[M] es un z-filtro, eso es equivalente a que Z,, € Z[M],
porque Z, es el ceroconjunto de la funcién f,(x) = max{0,n—|f(z)|}. Por lo tanto,

(1) es quivalente a (3), como querfamos demostrar. ]
Recordamos que un espacio topolégico X es pseudocompacto si C(X) = C*(X).

Corolario 4.17. Todo ideal maximal de C*(X) es real, y el tnico caso en el que

todos los ideales maximales de C(X) son reales es cuando X es pseudocompacto.

Demostracion. Ya justificamos en la observacion de la pagina 62 que todos los ideales
maximales de C*(X) son reales.

Para el caso de C(X), si suponemos que hay una funcién f : X — R continua
pero no acotada, entonces la coleccién de ceroconjuntos {Z, | n € N} del teorema
anterior tiene la propiedad de la interseccion finita, luego determinara un z-filtro,
que podemos ampliar a un z-ultrafiltro F. Si definimos M = Z~1[F], entonces M es
hiperreal, porque [f]y; es infinitamente grande por el teorema anterior: Z, € Z[M]
para todo n € N.

Por lo tanto, la existencia de ideales maximales hiperreales equivale a la existencia

de funciones continuas no acotadas, como queriamos demostrar. O
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Esta es la diferencia entre C(X) y C*(X) que anticipdbamos: si X es un espacio
de Tychonoff en el que hay funciones continuas no acotadas, en C(X) hay ideales
maximales que son hiperreales, mientras que en C*(X) todos los ideales maximales
son reales.

Ahora enunciamos un teorema andlogo a 4.8, que caracteriza los valores de la ex-

tensién de una funcion continua a X en términos puramente algebraicos:

Teorema 4.18. Si f € C(X), podemos considerar a la misma funcién pero con wR
como su conjunto de llegada, y al ser wR compacto, la funcién f admite una tnica
extension f : BX — wR. Entonces, para p € X se cumple que:

(1) f(p) = oo si, y solo si, [f]aw es infinitamente grande.

(2) f(p) = r, para r € R, si y solo si, r es el Uinico nimero real que cumple que

[r]ae — [f]ae es infinitamente pequeno (o sea, r es la parte estandar de [f]uw»).

Demostracion. Identificamos a X con w,X. Como los casos (1) y (2) son exclu-
yentes, basta que probemos las dos implicaciones en un sentido para concluir las
equivalencias:

(1) Si f(p) — 00, como f es continua en p, y para cada n € N, wR\ (—n,n) es un
entorno de oo, los conjuntos Uy, = f~'(wR \ (—n,n)) son entornos de p en 3X. Los
conjuntos Z, = {x € X | |f(z)] > n} del teorema 4.16 son exactamente los cortes
de U,, con X. Por lo tanto, si U es cualquier entorno de p en X, entonces U N U,

también, y como X es denso en SX:
UNZ,>0NU,NZ,=0UNnU,N{U,NX)=UNU,)NX #0

Como el entorno U era arbitrario, tenemos que p € Z,, luego por la definicién de
Z, v el teorema de Gelfand-Kolmogorov, se deduce que Z, € p = Z[MP?], para todo
n € N. Por el teorema 4.16, [f]ar es infinitamente grande.

(2) Si f(p) = r € R entonces, razonando de manera idéntica al apartado anterior,
tenemos que p € Y, para todo n € N, donde Y,, = {z € X | |f(z) — r| < L}. Por lo
tanto, por el teorema de Gelmand Kolmogorov, Y,, € p = Z[MP?], luego por el lema
4.13, como |f —r| < 2 en Y, debe ser [f — r]ar < L. Como esto vale para todo

n € N, se deduce que [f]y» — r es un infinitésimo, como queriamos demostrar. [J

Teorema 4.19. Sea M un ideal maximal de C(X). Entonces son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(1) M es real.

(2) Z[M] es cerrado para intersecciones numerables.

(3) Z[M] tiene la propiedad de la intersecciéon numerable.
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Llamaremos z-filtros reales a los que tengan la propiedad de la interseccién nume-
rable (o, equivalentemente, sean cerrados para intersecciones numerables).
Este teorema nos permite concluir que la aplicacién Z : C(X) — Z(X) induce una

biyeccién entre los ideales maximales reales de C(X) y los z-ultrafiltros reales de X.

Demostracion. (1)=-(2). Razonamos por contrarreciproco. Supongamos que existe
un subconjunto numerable {Z(f,) | n € N} de Z[M] cuya interseccién no pertenece

a Z[M]. Para cada N € N, definimos la funcién continua

g(x) = 3 mino ful)l),

que estd en M, porque Z(gy) = NN, Z(f;) € Z[M], y M es un z-ideal por ser
maximal. La sucesién (gy)yen es uniformemente de Cauchy en X, luego su limite
puntual g(x) es una funcién continua, que toma valores no negativos (luego [g]y >
0), y se anula exactamente en los puntos de N{Z(f,) | n € N}, luego no estd en M,

y deducimos que [g]ps > 0. Por otro lado, si x € Z(gn) € Z[M], entonces

oo ) 1 0o 1 1
or)= > minfo If@ < D 5=gn
n=N+1 n=N+1

luego, por el lema 4.13, deducimos que [g]n < QLN Como esto vale para todo N € N,
deducimos que [g]ys es un infinitésimo no nulo, luego M no es real.

(2)=(3) Si Z[M] es cerrado para intersecciones numerables, en particular tiene la
propiedad de la interseccién numerable, porque el vacio no puede ser nunca un
elemento de un z-filtro.

(3)=-(1) Volvemos a razonar por contrarreciproco. Si M es hiperreal, entonces existe
f € C(X) tal que [f]y es infinitamente grande, luego, por el teorema 4.16, los
ceroconjuntos Z, estan en Z[M]. Sin embargo, la interseccion de todos los Z,,, cuando

n € N, es vacia, luego Z[M] no es cerrado para intersecciones numerables. O
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CAPITULO 4. ANILLOS DE FUNCIONES CONTINUAS



Capitulo 5
Espacios realcompactos

Vamos a definir una forma débil de compacidad (la realcompacidad), basada en la
“diferencia” que encontramos en el capitulo anterior entre C(X) y C*(X), y después
vamos a estudiar esta propiedad de una manera completamente andloga a la que
hicimos con la compacidad en el segundo capitulo. Construiremos realcompactifica-
ciones, demostraremos algunas propiedades que comparten los espacios compactos
y los realcompactos, y mostraremos ejemplos de algunas en las que se diferencian,
basdndonos, principdlmente, en el texto [GJ] de Gillman y Jerison.

Al igual que en el segundo capitulo, asumiremos que todos los espacios involucrados
son de Tychonoff, y también demostraremos que esto no es una verdadera restriccion

al estudiar realcompactificaciones.

Definicién 5.1. Diremos que un espacio topoldgico X es realcompacto si todo ideal
maximal real de C(X) es fijo o, equivalentemente, si todo ideal maximal libre de C(X)
es hiperreal. En vista del teorema 4.19, esto equivale a que todo z-ultrafiltro real
sea fijo.

La realcompacidad es una propiedad topoldgica, pues si tenemos dos espacios to-
polégicos homeomorfos, entonces sus anillos de funciones continuas son isomorfos,
luego todos los ideales maximales reales del primero son fijos, si y solo si, lo son los
del segundo. O sea, si un espacio es realcompacto, lo son todos los que son homeo-
morfos a él.

Una realcompactificacion de un espacio topoldgico es un par (n,7X ), donde 7 es una
inmersién de X en un espacio realcompacto nX de forma que n(X) es denso en nX.
Al igual que con las compactificaciones, haremos un abuso de notacién y diremos
que nX es una realcompactificacién de X cuando esté claro quién es la aplicacion
n. Tampoco haremos distincién entre X y n(X).

Dadas dos realcompactificaciones n.X, uX se dice que n.X > uX cuando existe una
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aplicaciéon continua f : nX — uX que hace conmmutativo el diagrama:

nX > X

X

Cuando f sea ademés homeomorfismo diremos que las dos realcompactificaciones
son equivalentes y lo denotaremos por nX ~ puX.
Obviamente un espacio compacto es realcompacto. Por lo tanto, una compactifica-

cién es una realcompactificacion.

Veremos que muchos de los resultados que teniamos para compactificaciones los
tenemos también para realcompactificaciones, pero con C(X) jugando el papel que

en las compactificaciones jugaba C*(X). Por ejemplo:

Teorema 5.2. Dos espacios realcompactos X e Y son homeomorfos si, y solo si, los
anillos C(X) y C(Y') son isomorfos.

Demostracion. Si h : X — Y es un homeomorfismo, entonces ¢(f) = f oh es un
isomorfismo entre los anillos C(Y) y C(X).

Para el reciproco, observamos que un espacio realcompacto X es homeomorfo al
subespacio de M(X) formado por los ideales maximales fijos (teorema 4.3), que son
exactamente los que son reales, por ser X realcompacto. Por lo tanto, si C(X) y C(Y)
son isomorfos, entonces M(X) y M(Y") son homeomorfos, asi como sus subespacios

formados por los ideales maximales reales, luego X e Y son homeomorfos. O

Recordamos que un espacio topolégico es de Lindelof cuando todo recubrimiento

abierto suyo tiene un subrecubrimiento numerable.

Teorema 5.3. Todo espacio de Lindel6f es realcompacto (pero el reciproco no es

cierto).

Demostracion. Si F es un z-ultrafiltro real del espacio de Lindelof X, entonces F
es un conjunto de cerrados de X con la propiedad de la interseccion numerable
(teorema 4.19), luego tiene interseccién no vacia, porque X es de Lindelof, asi que
F es un z-ultrafiltro fijo. O

Veremos mas adelante un ejemplo que muestra que existen espacios realcompactos

que no son de Lindelof.



73

Ejemplo 5.4. El teorema anterior nos proporciona muchos ejemplos de espacios
realcompactos. Todo espacio métrico y separable es de Lindel6f, luego realcompacto.

En particular, cualquier subespacio de R" es realcompacto.

Proposicion 5.5. Un espacio topoldgico es compacto si, y solo si, es realcompacto

y pseudocompacto.

Demostracion. Si X es un espacio compacto, como ya hemos comentado, es real-
compacto, y ademas es pseudocompacto.

Reciprocamente, si X es pseudocompacto, entonces todos los ideales maximales de
C(X) son reales por el corolario 4.17. Si ademés X es realcompacto, entonces todos
los ideales maximales reales son fijos, luego todo ideal maximal de C(X) es fijo, y se

deduce que X es compacto por el teorema 3.19. O

Ejemplo 5.6. En el ejemplo 1.22 construimos un espacio topolégico (de Tychonoff)
que era pseudocompacto pero no compacto. Deducimos de la proposiciéon anterior
que €2 (el primer ordinal no numerable) es un ejemplo de espacio que no es realcom-

pacto. En los ejemplos 5.12 y 5.25 veremos otros espacios que no son realcompactos.

Definicién 5.7. Dado un espacio topolégico X, denotamos por vX (ipsilon X) al

subespacio de X formado por los z-ultrafiltros reales.

Observacion. En la definicién anterior estamos haciendo un abuso de notacion, en el
que confundimos a X con w, X . Esto no es ningtin problema, porque si X € K(X)
es una compactificacién equivalente a w, X, entonces existe un homeomorfismo

h : w,X — BX que deja fijos a los puntos de X. Por lo tanto, en ese caso,
entendemos que vX es la imagen por h del conjunto de los z-ultrafiltros reales. Por

ejemplo, si fX = M(X), entonces vX es el conjunto de los ideales maximales reales
de C(X).

Teorema 5.8. Un espacio X es realcompacto si, y solo si, X = v.X.

Demostracion. El teorema no es mas que otra manera de expresar que un espacio
topoldgico es realcompacto si, y solo si, el conjunto de sus z-ultrafiltros fijos es el

mismo que el de sus z-ultrafiltros reales. ]

Teorema 5.9. v.X es una realcompactificacion de X, y estd caracterizada por cual-
quiera de las siguientes propiedades:

(1) vX es el mayor subespacio de 5X en el que X estd C-sumergido.

(2) Es el menor subespacio realcompacto de X que contiene a X.

(3) Es la tnica realcompactificacién de X en la que X estd C-sumergido.
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(4) Toda aplicaciéon f : X — Y, donde Y es realcompacto, tiene una extension
continua f¥:vX — Y.

El espacio v.X se conoce como la realcompactificacion de Hewitt de X.

Demostracion. Puesto que X C v X C X y X es denso en 5X, también es denso
en vX, luego para demostrar que se trata de una realcompactificacién de X, solo
tenemos que demostrar que v.X es realcompacto. Para ello, vamos a demostrar pri-
mero que vX estd caracterizado por la propiedad (1), y después probaremos que un
espacio con la propiedad (1) es realcompacto.

Identificamos a X con w,X. Supongamos que X C Y C BX y que X esta C-
sumergido en Y. Vamos a probar que todos los p € Y son z-ultrafiltros reales (o
sea, Y C vX). Para f € C(X), denotamos por f¥ a la extensiéon de f a Y, y por
f:BX — wR ala extensién de f a X del teorema 4.18. Por la densidad de Y en
BX, debe ser f¥ = f ly, asi que, como fY tiene llegada en R, se tiene que cumplir
que, para toda f € C(X) y todo p € Y, [f]yr no sea infinitamente grande. Esto
nos permite deducir que MP es real, para todo p € Y, luego por el teorema 4.19
deducimos que todos los elementos de Y son z-ultrafiltros reales.

Reciprocamente, si X C Y C vX, (es decir, si todos los elementos de Y son z-
ultrafiltros reales) entonces, si razonamos como antes, toda f € C(X) tiene una
extension continua f¥ : Y —» R, dada por f¥ = f ly, luego X esta C-sumergido en
Y. Por lo tanto, v X queda caracterizado como el mayor subespacio de X en el que
X esta C-sumergido, como queriamos probar.

Ahora, para demostrar que vX es realcompacto, queremos ver que vX = vvX.
Por (1), sabemos que vvX es el mayor subespacio de fvX en el que vX esta C-
sumergido. Podemos tomar fvX como X, porque cualquier funcién f € C*(vX),
admite una extensién a X (dada por f? = (f|x)?), y esta propiedad caracteriza
a la compactificacion de Stone-Cech. Como vX esta C-sumergido en vvX, entonces
X estd C-sumergido en vvX, y por (1) deducimos que vX = vvX, luego vX es
realcompacto.

Para la propiedad (2), notemos que vX es un subespacio realcompacto de fX que
contiene a X, asi que solo tenemos que demostrar que es el menor. Supongamos,
pues, que X C Y C X, con Y realcompacto, y vamos a demostrar que vX C Y.
Si tomamos f € C(Y), entonces f* = (f)|yuox €s una extensién de f a Y UvX, y
su llegada es R, porque si p € Y, entonces f*(p) = f(p) € R, y si p € vX, entonces
p es un z-ultrafiltro real, luego M? es un ideal maximal real, y [f]» no puede ser
infinitamente grande, luego por el teorema 4.18, se verifica que f*(p) € R. Por lo

tanto, Y estd C-sumergido en v X UY . Por la propiedad (1), como Y es realcompacto,
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y BY = 5X (por densidad), se deduce que:
vXUY CcvY =Y =0vX CY,

como queriamos demostrar.

Para (3), volvemos a observar que vX es una realcompactificacién de X en la que
este esta C-sumergido, asi que basta probar que si Y es una realcompactificacion
en la que X estd C-sumergido, entonces Y ~ v.X. Para ello vamos a ver que Y es
equivalente a un subespacio de X, y entonces por (1), como X estd C-sumergido
en Y, entonces Y C vX,y como Y es realcompacto, de (2) se deduce que vX C Y,
asi que ambos espacios coinciden.

En efecto, vemos que Y estd C*-sumergido en 5X, porque si f € C*(Y), entonces
f|x tiene una extensién f* = (f|x)? a 3X, y vamos a probar que entonces f* es una
extension de f a SX. La aplicacion f* es continua, luego solo falta comprobar que
f*ly = f. La funcién f es una extensién de f|xy a Y,y f*|y es otra, luego, por la
unicidad de las extensiones y la densidad de X en Y, ambas deben coincidir en todos
los puntos de Y. Por lo tanto, fY = X, luego Y es equivalente a un subespacio de
BX, como queriamos demostrar.

SiY es una realcompactificacién de X que cumple (4) entonces, como R es realcom-
pacto, Y también cumple (3), luego Y =~ vX, asi que solo tenemos que demostrar
que toda aplicacion f : X — Y, con Y realcompacto, tiene una extension a v.X.
Podemos considerar a la aplicaciéon f con llegada en Y, y como SY es compacto,
f tiene una extensién f* : X — BY. Si probamos que la aplicacién f¥ = f*|,x
tiene llegada en vY, entonces, como Y es realcompacto, podremos concluir que
fP:vX — Y es una extension de f.

Dada un funcién g € C(Y) y un punto p € vX, tenemos que g(f*(p)) € R si, y
solo si, [g]ys*w» no es infinitamente grande, y la tnica manera de que se cumpla
esta condicién para toda g € C(Y), es que el ideal M7/ P) sea real, es decir, que
f*(p) € vY, que es exactamente lo que queremos demostrar, asi que vamos a probar
esa condicion equivalente.

Si x es un punto de X, entonces g o f*(x) = g(f(x)), asi que por la unicidad de
las extensiones, § o f* coincide con la extension Kf : BX — wR, luego, para
todo p € vX, se verifica que g(f*(p)) = (g/\?)(p), y este es un nimero real, porque
pEevX. O

Corolario 5.10. X es pseudocompacto si, y solo si, v.X = X.

Demostracion. SiC*(X) = C(X), entonces X esta C-sumergido en X, luego fX C

vX, y ambos espacios coinciden, porque siempre se cumple que vX C SX.
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Reciprocamente, si vX = X, entonces toda funcién f € C(X) tiene una extensién
a BX, luego es acotada, asi que C(X) = C*(X). O

Ahora probamos algunas propiedades de los espacios realcompactos que también

cumplen los espacios compactos:

Proposicion 5.11. Un subespacio cerrado de un espacio realcompacto es realcom-

pacto.

Demostracion. Supongamos que X es un subespacio cerrado del espacio realcom-
pacto Y. La aplicacion de inclusion 7 : X — Y admite una extensiéon ¥ : v.X — Y.
Como i”|x es una inmersién y X es denso en vX, el teorema 1.36 nos dice que
i(vX \ X) C Y\ X. De ahf se deduce que (i*)"}(X) = X, as{ que por la continui-
dad y el hecho de que X es cerrado en Y, deducimos que X es cerrado en v.X, y

como también es denso, sera X = v.X, luego X es realcompacto. O

Ejemplo 5.12. Gracias a la proposiciéon anterior, podemos construir un espacio

topoldgico que no es realcompacto ni pseudocompacto (véase [GM], corolario 3.7):

Demostracion. Sea X la unién disjunta de R y €2, con la topologia que tiene por
abiertos a las uniones (disjuntas) de un abierto de R y un abierto de 2. Notemos
que tanto R como {2 son abiertos y cerrados en X.

El espacio X no puede ser realcompacto, pues si lo fuera lo seria €2, por ser un
cerrado de X.

Tampoco es pseudocompacto, porque como R y 2 son dos abiertos de X, la funcién

fa) = r sizreR

0 size

es continua (por serlo sus restricciones a R y §2) pero no es acotada, luego C(X) #

C*(X). O
Proposicién 5.13. El producto de espacios realcompactos es realcompacto.

Demostracion. Sea X = [[,.; X; un producto de espacios realcompactos. Entonces,
cada proyeccion m; : X — X; tiene una extension 7y : vX — X;. Si definimos la
aplicacién f : vX — X por f = (7})ier, entonces f|x = Idx (una inmersién), y
como X es denso en vX, el teorema 1.36 nos dice que f(vX \ X)C X\ X =0,y

esto solo es posible si X = v.X. Por lo tanto X es realcompacto. O
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Estos dos ultimos teoremas son la clave para construir realcompactificaciones de
forma andloga a nuestra primera manera de obtener compactificaciones: mediante
una inmersién en un producto de copias de R (en contraposicién a las inmersiones

en cubos).

Definicién 5.14. Si F C C(X) es un conjunto de funciones que separa puntos de
cerrados (luego también separa puntos por ser X de Hausdorff), entonces el teorema

1.33 nos asegura que la aplicacion de evaluacién

er: X — R”

T — <f<x>)f€]-'

es una inmersién. Por lo tanto, por las dos proposiciones anteriores, ez X = ex(X)
es realcompacto, por ser un cerrado de un realcompacto, asi que el conjunto F nos
determina una realcompactificacion de X, que llamaremos exX.

Si ademds todas las funciones de F son acotadas, entonces la llegada de ex se puede
considerar como un cubo, y en esas condiciones exX es un cerrado de un compacto,
luego compacto, y de hecho coincide con la compactificaciéon de X que definimos en
2.5.

Proposicién 5.15. La realcompactificacion de Hewitt vX es equivalente a ec(x)X.

Demostracion. Vamos a probar que X estd C-sumergido en ec(x)X, y por la carac-
terizacion de vX del teorema 5.9 (apartado (3)) tendremos la equivalencia entre las
realcompactificaciones.

Si f € C(X), denotamos por f* : e¢(x)X — R ala restriccion a e¢(x)X de la proyec-
cién sobre el factor f-ésimo, que es continua por ser la restriccién de una aplicacion
continua. Entonces, si x € X, se verifica que f*(z) = ny ((g(x))gec(x)> = f(x),y

por lo tanto f* es un extension de f a ec(x)X, como queriamos probar. O

Corolario 5.16. Un espacio de Hausdorff es realcompacto si, y solo si, es homeo-
morfo a un subespacio cerrado de un producto R de copias de R, para un conjunto

de indices I adecuado.

Demostracion. Si X es realcompacto entonces X = vX = ec(x)X, que es un subes-
pacio cerrado de RC(X).
Reciprocamente, si X es un cerrado de R! entonces como R es realcompacto, X es

realcompacto en virtud de las proposiciones 5.13 y 5.11. O

Definicién 5.17. Sea n.X una realcompactificacién de X y {f; : X — Y, | i € I}

un conjunto de aplicaciones continuas, donde cada Y; es realcompacto. Como 7 es



78 CAPITULO 5. ESPACIOS REALCOMPACTOS

una inmersién, también lo serd la aplicacion de evaluacion cr asociada al conjunto

F ={n}U{fi| i€ I}, que tiene llegada en el espacio realcompacto nX x [[..; Y

Por lo tanto, en estas condiciones ¢z X = cx(X) es una realcompactificacién de X .

Teorema 5.18. Sea nX una realcompactificacion de X y {f; : X — Y, | i € I}
un conjunto de aplicaciones continuas, donde cada Y; es un espacio realcompacto.
Si definimos el conjunto F = {n} U{f; | ¢ € I'}, entonces podemos extender cada f;
a crX,y ademas crX > nX.

Demostracion. Sea [} larestriccion a cxX de la proyeccion sobre Y. Se trata de una
aplicacion continua por ser la restriccién de una que es continua, y es la extension

a crX de f; porque:

fi(er(@) = w5 (n@), (fi(@),,) = fi(@)

Andlogamente, si n* denota a la restriccién a ¢z X de la proyeccién sobre nX enton-

| 1 (er(@) = m (1), (i) ) = ()

Concluimos que cz X > nX. O]

A diferencia del caso de los espacios compactos, la imagen por una aplicacion con-
tinua de un espacio realcompacto no tiene por qué ser un espacio realcompacto. Sin

embargo, tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 5.19. Si f : X — Y es una aplicacién continua, A C Y, y tanto X

como A son realcompactos, entonces f~1(A) es realcompacto.

Demostracién. Como X es realcompacto, la aplicacién de inclusién 4 : f71(A) — X

admite una extensién g : vf 1(A) — X. Como A es realcompacto, la aplicacién

fly=1ay © f7H(A) — A tiene una extensién h : vf~'(A) — A. En los puntos de

f A), las aplicaciones f o g y h coinciden, luego, por la densidad de f~!(A) en

vf~1(A), se verifica que h = f o g. Como 7 es una inmersién y f~(A) es denso en
(

vf~1(A), por el teorema 1.36:

g (AN fTHA) C X\ (A
Si aplicamos componemos con f por la izquierda a ambos lados de la igualdad, como
h=fog:
h(f AN FHA) CF (XN FH(A) cY\A
Como h : vf~1(A) — A, el tinico subconjunto de vf~!(A) cuya imagen por h estd
contenida en Y\ A es el vacio. Por lo tanto, vf~'(A) = f~1(A), luego f~!(A) es

realcompacto, como queriamos demostrar. O
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Corolario 5.20. Si X es un espacio realcompacto, entonces los ceroconjuntos de
X son realcompactos, y los complementarios de ceroconjuntos también son realcom-

pactos.

Demostracién. Si f € C(X), entonces Z(f) = f~1({0}),y X\ Z(f) = f1(R\ {0}).
Como f es continua, y los espacios X, {0} y R\ {0} son realcompactos, entonces

por la proposicién anterior tanto Z(f) como X \ Z(f) son realcompactos. O
Proposicion 5.21. La interseccion de subespacios realcompactos es realcompacta.

Demostracion. Supongamos que {X; | i € I} es un conjunto de subespacios to-
poldgicos realcompactos de un mismo espacio topoldgico, y sea X la interseccion de
todos. Vamos a probar que vX = X.

Cada aplicacion de inclusién X — X tiene una extensién f; : v X — X;. Por defi-
nicién, todas las aplicaciones f; coinciden en X (en ese conjunto son la identidad), y
por densidad se deduce que todas coinciden en v.X con una misma aplicacién conti-
nua f: vX — X. Como f|x es una inmersién y X es denso en v.X, por el teorema
1.36, f(vX\X) C f(vX)\X =0, asf que vX = X, como querfamos demostrar. [J

Otra diferencia con los espacios compactos es que una unién finita de subespacios
realcompactos no tiene porque ser realcompacta. A pesar de ello, tenemos un resul-

tado parcial:

Proposicién 5.22. Si R y K son dos subespacios de un mismo espacio topoldgico,
y se verifica que R es realcompacto y que K es compacto, entonces X = RU K es

realcompacto.

Demostracion. Supongamos que X no es realcompacto, y vamos a demostrar que
entonces R no es realcompacto, probando que estd C-sumergido en un espacio que
contiene estrictamente a R como un denso, y por lo tanto vR # R.

Como X no es realcompacto, podemos tomar un punto p € vX \ X, que debe ser
adherente a R, porque, como K es cerrado en vX por ser compacto, p € RUK =
RUK, y como p ¢ K, necesariamente p € R.

Por lo tanto, R es denso en RU {p}. Veamos que, ademads, estd C-sumergido. Dada
una funcién f € C(R), vamos a extender a f de forma continua a RU{p}. Como vX
es un espacio de Tychonoff, podemos tomar una funcién f; € C(X) que se anule en
py valga 1 en K. Entonces, los dos ceroconjuntos Hy = Z(g1) = {x € X | fi(x) <
1/3} vy Hy = Z(g2) = {z € X | fi(z) > 2/3} son disjuntos y entornos de p y K

|g2]
lg1]+gz]
entorno de K), y vale 1 en H; (un entorno de p). Vamos a apoyarnos en ¢ para

respectivamente. La funcién g = es continua en vX, se anula en Hy (un
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extender a f al punto p.

La funcién g|g - f vale 0 en los puntos de K N R, asi que se puede extender a una
funcién h € C(X) que valga 0 en todos los puntos de K. Consideramos la funcién
hY que resulta de extender h a vX | y construimos una extensién f' de f a RU {p}
definiendo f'(p) = h¥(p). Si comprobamos que f” es continua en p hemos conseguido
lo que queriamos.

Sea U un entorno (en R) de hY(p). Por ser h¥ continua en p, existe un entorno V'
(en vX) de p tal que h’(V) C U. Podemos, ademads, suponer que V' esta contenido
en H;. El conjunto V N (RU {p}) es un entorno en R U {p} de p, y ademsés:

F(RU{pH) N V) = F(RNV)U{p}) = f(RNV)U{h"(p)} =
=hRNV)U{r*(p)} = h*(RNV)U{p}) Ch*(V) CU

Luego f’ es continua en p, como querfamos demostrar. ]

Ya comentamos anteriormente que la imagen de un espacio realcompacto por una
aplicacion continua no es necesariamente realcompacta. Para dar un ejemplo de esto,
nuestro objetivo va a ser demostrar que R con la topologia discreta es realcompacto.
Como todo subespacio de un espacio discreto es cerrado, el teorema 5.11 nos per-
mite deducir que todo espacio discreto con cardinal menor o igual que el de R es
realcompacto. En particular, 2 (ejemplo 1.22) con la topologia discreta es realcom-
pacto (recordemos que 2 es el menor ordinal no numerable, asi que si dotamos a R
de un buen orden encontramos una inyeccién €2 < R). Por lo tanto, la aplicacién
identidad Id : Q@ — €2, donde a la izquierda consideramos la topologia discreta, y
a la derecha la del orden, es continua y envia a un espacio realcompacto en uno que

no lo es.

Proposicién 5.23. Supongamos que X e Y son dos espacios topolégicos (de Ty-
chonoff), que todos los subespacios de Y son realcompactos, y que tenemos una
aplicacion continua o : X — Y cuyas fibras son compactas. Entonces X es real-

compacto.

Demostracion. Como Y es un espacio realcompacto, la aplicacién ¢ tiene una ex-
tensién ¢v : vX — Y. Vamos a demostrar que todas las fibras (6¥)~*(y) estdn
contenidas en X, luego o¥(vX \ X) = (), y de ahf deduciremos que vX = X, asi que
X es realcompacto.

Seay € Y. Como Y\ {y} es realcompacto, por el teorema 5.19, S, = (¢*)" 1Y\ {y})

es realcompacto. Como, por hipétesis, las fibras o~!(y) son compactas, por el teo-
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rema 5.22, el conjunto

Ry=S,Uc (y)= (") 'Y \{yHhUo (y) = (uX\ (¢") (y) Uo (y) =
=oX\ ((¢") ' (y) \ o (y))

también es realcompacto. Cada espacio R, cumple que X C R, C vX, luego,
como [T, es realcompacto, por el teorema 5.9, R, = v.X, lo cual quiere decir que

(0*) L (y) = 07 (y), luego (¢¥)*(y) C X, como querfamos demostrar. O

Corolario 5.24. Todo espacio discreto X con cardinal menor o igual que el de R,

es realcompacto.

Demostracion. Si el cardinal de X es menor o igual que el de R, entonces existe
una aplicacion inyectiva ¢ : X — R, que sera continua cuando X tiene la topologia
discreta. Ademaés, la fibra i~!(a), con a € R, es el vacio si a ¢ i(X), o el conjunto
{z}, si i(z) = a, luego es compacta en cualquiera de los dos casos. Entonces, por
la proposicién anterior, como todos los subespacios de R son realcompactos, X es

realcompacto. O

Este resultado también nos permite concluir que el reciproco del teorema 5.3 no es
cierto, porque P(N) (con la topologia discreta) es un espacio que no es de Lindeldf,
pero si es realcompacto.

Por tltimo, vamos a ver un ejemplo que muestre que la unién de dos subespacios

realcompactos no tiene por qué ser realcompacta:

Ejemplo 5.25 (|GJ], 5I). Veamos, en primer lugar, que existe un subconjunto
infinito A de P(N) con la siguiente propiedad: todos los miembros de A son infinitos,
y dos cualesquiera de ellos tienen interseccién finita (suponiento que sean distintos).
Denotemos por I' a la coleccién de subconjuntos infinitos de P(N) que cumplen la
propiedad anterior.

Si (Ap)nen es una sucesién de subconjuntos de N infinitos y disjuntos dos a dos (que
existe porque N es equipotente a N x N), y A = {A, | n € N}, entonces A € T,
luego I' es no vacio, y podemos ordenar a I' mediante la inclusion.

Es facil comprobar que todo subconjunto totalmente ordenado de I' tiene una cota
superior (su unién). Por lo tanto, el Lema de Zorn nos proporciona un conjunto
infinito 4 € T' que es maximal entre los elementos de I'. Definimos el conjunto
¥ = NUA, y vamos a dotarlo de una topologia, especificando cuales son los entornos
de cada punto:

Si n € N, entonces todos los subconjuntos de ¥ son entornos de n. Es decir, {n} es

un abierto de V.
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Si A € A, entonces los entornos de A son los conjuntos de la forma {A} U A’, donde
A’ es un subconjunto de ¥ tal que A\ A’ es finito.

Nuestra definicion de entorno de un punto cumple que todo entorno de un punto
contiene a ese punto; si un subconjunto de ¥ contiene a un entorno de un punto
también es entorno de ese punto; la interseccién de dos entornos de un punto es un
entorno de ese punto, y todo punto tiene un entorno que es entorno de todos sus
puntos. Por lo tanto, existe una unica topologia en ¥ (en la que los abiertos son los
subconjuntos de ¥ que son entornos de todos sus puntos) para la cual los entornos
de cada punto son exactamente los que hemos definido antes. Vamos a demostrar
que esa topologia cumple las siguientes propiedades:

(1) Los subespacios N y A son discretos.

(2) Dado C c ¥, C=CU{A € A| CnN A es infinito}

(3) El espacio ¥ es de Tychonoff.

(4) ¥ es pseudocompacto.

(5) ¥ no es un espacio compacto.

Entonces, por (4), (5) y la proposicién 5.5, deduciremos que ¥ no es realcompacto.
Sin embargo, es de Tychonoff, y es uniéon de dos espacios realcompactos, porque
como |A| < |P(N)| = |R|, la propiedad (1) y el corolario 5.24 nos garantizan que N

y A son realcompactos.

Demostracion. (1) Como todos los conjuntos de la forma {n}, con n € N son abiertos
en ¥, cualquier subconjunto de N es abierto en ¥, luego también serd abierto en la
topologia de subespacio de N.

Por otro lado, dado A € A, tenemos que {A} = AN ({A}UN), luego {A} es abierto
en la topologia de subespacio de A, asi que A también es discreto con la topologia
de subespacio.

(2) Supongamos que A es un punto de C'\ C, y vamos a demostrar que entonces
Ae Ay CnN A es infinito.

No puede ser A € N, porque como A ¢ C, entonces {A} NC =0, ysi A € N,
entonces { A} es un entorno de A. Luego debe ser A € A.

Tampoco puede ser CNA finito, porque en ese caso vemos que U = {A}U(N\(CNA))
es un entorno de A que no corta a C'. En efecto, que U no corta a C' es claro por la

definicién, y que sea un entorno de A equivale a que el conjunto
A\ (N\(CNA)=A\N)NCNA

sea finito, y lo es, porque esta contenido en C'N A, que es finito.
(3) Veamos primero que ¥ es de Hausdorff. Sean A, B dos puntos distintos de ¥.

Vamos a encontrar dos entornos disjuntos U y V de A y B, respectivamente:
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» Si A, B € N, entonces definimos U = {A}, y V = {B}.

» SiAe Ny B e A definimos U = {A}, y V ={B} U (N\ {A}). El caso en
que A € Ay B € N es andlogo.

» Si A, Be A, sedefinen U={A}U(B\A),yV={B}U(A\ B)

En los tres casos es inmediato a partir de las definiciones que U y V son entornos
disjuntos de A y B respectivamente.

Ahora, para probar que ¥ es completamente regular, tomemos un cerrado F de ¥ y
un punto A € ¥\ F. Vamos a encontrar dos abiertos disjuntos U y V' que contengan
a Ay F, respectivamente, y cuya unién sea ¥. En ese caso, la funcién f : ¥ — R
que vale 0 en U y 1 en V es continua por serlo sus restricciones a dos abiertos que

recubren ¥, y nos permite separar al punto A del cerrado F. Distinguimos dos casos:

» Si A €N, definimos U ={A} y V =W\ {A}. El conjunto U es abierto porque
el punto A es aislado, V' es abierto por ser el complementario de un conjunto
unipuntual (que en un espacio de Hausdorff es un cerrado), y claramente U
contiene a {A}, V contiene a F'y UUV =W,

» SiAe A definimos U = {A}U(A\F),y V =¥ \U = (A\{A}H)UN\A)UF.
Ciertamente su unién es ¥, U contiene a {A} y V contiene a F', ahora vamos
a demostrar que ambos son abiertos:

Todos los puntos de A\ F' son naturales, luego estan en el interior de U. Por
lo tanto, solo falta comprobar que A € U , es decir, que A\ U es finito. Como
v ¢ F =F, puesto que A € A, por la propiedad (2), AN F es finito, luego
A\U =A\(A\ F)=ANF, que es un conjunto finito.

Todos los puntos de N\ A o de F' son naturales, luego estan en el interior
de V, luego basta con que tomemos B € A, con B # A, y que probemos
que B € f/, es decir, que B\ V es finito. Recordemos que, por la definicién
de A, los conjuntos A y B tienen interseccién finita. Por lo tanto B\ V =
B\ (FU(N\A)=(B\F)N(B\(N\A)=(B\F)NANnBCANB,y

este ultimo es un conjunto finito, luego B € V', como queriamos demostrar.

(4) Supongamos que una funcién f € C(X) es no acotada. Entonces, por la densidad
de N en ¥, f no puede ser acotada en N. Esto a su vez implica que existe A € A tal
que f no es acotada en A, porque, en caso contrario, existiria un nimero natural
n € N que no estarfa en ningtiin A € A. Eso nos permite tomar un conjunto B € A,
y definir A" = AU{BU{n}}. Ciertamente A" € Iy A" D A, en contra de que A es
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maximal.

Sin embargo, es absurdo que f sea no acotada en algin A € A, porque entonces
tampoco es acotada en A= AU {A}, y vamos a probar que este conjunto es com-
pacto. Sea U un recubrimiento abierto de A formado por abiertos de ¥. Como U
recubre A, existe U € U tal que A € U. Como U es un entorno de A, U contiene a
todos los puntos de A salvo a una cantidad finita, digamos ay, as, ..., a,. Como U es
un recubrimiento de A, para cada i € {1,2,...,n} existe U; € U tal que a; € U;. En
consecuencia, {U, Uy, Us, ..., U, } es un subrecubrimiento finito de U, como queriamos
demostrar.

(5) Como todos los conjuntos unipuntuales {n}, con n € N son abiertos en ¥, tam-
bién lo es N, por ser union de abiertos. Por lo tanto, A es cerrado en ¥, asi que si
¥ fuera compacto, también lo seria A. Sin embargo, hemos probado que A es un
subespacio discreto, y como es infinito no puede ser compacto, luego tampoco lo es
v, m
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